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Esipuhe

Tutkin opetusharjoittelussani GeoGebra ohjelmardiigtimista erityisesti lukion pitkéan
matematiikan opetuksessa, mutta tarkastelun akaiskvat myos peruskoulutason seka
yliopistotason matematiikka. Opetusharjoittelutkiaaia havaitsin joidenkin matematiikan
opettajien omaavan negatiivisen asenteen tietokmiségista matematiikan opettamista kohtaan.
Erds opettaja kommentoi suosivansa ennemmin katististisen oppimiskasityksen mukaista
ongelmalahtdista matematiikan opettamista. Tamankentti herétti uteliaisuuteni. Ovatko
tietokoneavusteinen matematiikan opettaminen jatuohktivistisen oppimiskasityksen mukainen
matematiikan opettaminen jollain tavalla ristirisda?

Esittelen tdssa tydssa useita GeoGebra -ohjelsalianiteltuja oppimisymparistdja. Koska
dynaamisen geometrian esittdminen paperilla on otahth, on taméan opinndytetyén mukana cd-
rom levy, josta loytyvat tassa tyossa kaytetyt Gelw@ (.ggb) tiedostot, seka naiden dynaamiset
web versiot, mikali niitd on opetuksessa kaytettgl{-versiot on nimetty kussakin tapauksessa
"index.html”). Naita tydtiedostoja tutkimalla luldp on helpompi ymmartaa tassa opinnaytetydssa
kuvien ja tekstin avulla esiteltavia dynaamistargetriaa hyddyntavia oppimisymparistéja.
Huomaa, etté ggb-versiot voivat nayttdasetuksedteupn nayttdd ruudulla hieman erilaisilta, kuin
tdman tyon kuvissa.

Haluan lausua tassa kiitokseni kaikille tAman peadg tutkielman eri vaiheissa tukena olleille
henkildille. Erityisesti haluan kiittaa ohjaajadmuri Kahanpéata. llman hanen ohjaustaan taméa
prosessi olisi ollut mahdoton. Kiitokset myos ditiiaélleni Henry Lepp&aholle tuesta
opettajakoulutuksen aikana, sek& Joensuun yliopstofessori Lenni Haapasalolle tydni kannalta
erittdin tarkean tutkimustiedon jakamisesta. Mdtinista haluan kiittdd kannustavia
kotijoukkojani.
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1. Johdanto

Mita on matemaattinen osaaminen? Miten matematild@taan? Enta miten tata oppimista
voitaisiin tehostaa? Nama kysymykset herasivatesgini suorittaessani opetusharjoittelua 2008-
2009. Samoihin aikoihin tutustuin GeoGebra-nimisdgmaamiseen matematiikkaohjelmaan ja
vakuutuin oitis sen mahdollisuuksista matematiikppimisen tehostajana. Kohtasin kuitenkin
harjoitteluni aikana eriavia mielipiteita tietok@wisteista matematiikan opettamista kohtaan.

Tietokoneavusteisen opetuksen mahdollisuudet hanad ennen 1990-lukua, mutta talloin ei
viela ymmarretty tulevaisuuden kehityssuuntauKBialloin esimerkiksi tietotekniikan
hyddyntaminen liikunnan opetuksessa olisi varmiastiostanut vitsilta, kun nykyisin tanssia voi
opetella tanssipelien avulla ja Nintendo on kehittaVii-pelikonsolille virtuaalisen personal-
trainerin. Nopeasti kehittyva tekniikka avaa yh&iaunnovaatiomahdollisuuksia tietotekniikan
integroimiseksi osaksi opetusta. Taman vuoksi dreti#, etta opettajat ovat ajan tasalla
tietotekniikan kehityksen suhteen. Matematiikanttgpéla on tdssa prosessissa erityisen tarkea
rooli. TAssa opinnaytetydssa esiteltavan GeoGelirgton yleistyminen matematiikan opetuksen
tukena on varmastikin vasta alkusoittoa kiihtyv&#éhdilla tietoteknistyvassa maailmassa. Naen
sen kuitenkin erittain trkeana ensi askeleenausgéytanteiden nykyaikaistamiselle.

Valitsin taman tyon pedagogiseksi taustateorialsieraikoina matematiikan opetuksen tutkimusta
hallinneen konstruktivistisen oppimiskasityksen.\&finnut sita tutkijayhteison aiheuttaman
sosiaalisen paineen tai kasitteen muodikkuudensiygan koska olen vahvasti kasityksen
periaatteiden kannalla. Luvussa 2 perehdytaan sisiperi oppimiskasityksiin, naiden historiaan,
seka matematiikan opetuksen ja oppimisen pedagayjsdieteenfilosofiseen taustateoriaan.

Havaitsin opettajakoulutukseni aikana joidenkinttagen ja opettajaksi opiskelevien keskuudessa
vaikuttavan ajattelutavan, jonka mukaan tietokonetsinen opettaminen ja konstruktivistisen
oppimiskasityksen mukainen opetus olisivat rigtagsa. Taman tutkielman keskeisimpana
tavoitteena onkin osoittaa, ettéa tietokoneavusteopetus voi olla konstruktivistisen
oppimiskasityksen mukaista. Varsinaisiksi tutkimysknyksiksini muodostui:

» "Miten GeoGebraa voidaan kayttaa eri tasoilla karsivistisen oppimiskasityksen
mukaisessa matematiikan opetuksessa matemaatsaamisen tehostajana, ja miten
oppilaat suhtautuvat ohjelman kayttéon?"

Hain vastausta tutkimuskysymykseeni GeoGebran avoléuttamillani tietokoneavusteisilla
oppimisymparistdilla, joita paasin kokeilemaan kéytossa opetusharjoitteluni aikana.

On syyta huomata, ettd matemaattinen osaaminda gksiselitteinen kasite, vaan siséltaa useita
ulottuvuuksia. Nama ulottuvuudet maaritelladn lwau8, jossa luodaan katsaus tietokoneavusteisen
matematiikan opetuksen tutkimukseen. Valitsemariematiikan opetukseen suunniteltu ohjelma,



GeoGebra, esitellaan luvussa 4. GeoGebraa voisi wgrrata tydkaluun, jota kaytetddn oppilaiden
matemaattisen osaamisen tehostajana. Eri tyokdaiggaminen paremmuusjarjestykseen ei ole
jarkevaa. Sen sijaan jarkevaa on kayttaa oikedaatyé oikeassa paikassa. Paasin toteuttamaan
Luvussa 5 esittelen naista koostetun otoksen. \i@ssa luvussa pyrin antamaan vastauksen
tutkimuskysymykseeni. Liséksi pohditaan matematiikaetuksen tulevaisuusnékymia.

Tama opinnaytety6 soveltuu parhaiten matematiikaitajien- ja opettajaopiskelijoiden
luettavaksi. Tyon tavoitteena on muodostaa heilfgosan kirjallisuuskatsauksen ja
tapaustutkimusten kautta kokonaiskuva GeoGebramisteo mahdollisuuksista matematiikan
opetuksen tukena.



2. Oppimiskasitys ja pedagoginen taustateoria

Kaiken opettamisen taustalla on kasitys siitd, mappija omaksuu tietoja ja taitoja. Matematiikan
oppimisen kohdalla kyse ei ole pelkdstaan tiet@dnitojen, vaan myds matemaattisen
ajattelutavan oppimisesta. Tassa luvussa kaydgikahden toisilleen vastakkaisina nahdyn
oppimiskasityksen historiaa, seka niiden pedagagisurauksia matematiikan opetuksessa. Luku
toimii johdantona myohemmin kayttamilleni kasvatetstellisille kasitteille.

2.1 Behaviorismista konstruktivismiin

Oppimiskasitysta koskevassa keskustelussa on \dikeena korostunut kahden perinteen vélinen
vastakkainasettelu. Ensimmainen naista on objéstién ja empiiriseen ajatteluun pohjautuva
behavioristinen perinne. Behaviorismissa oppimiy@maéarretaén lahinna oppijan tiedon
lisaantymisena ja oppija néhdaan melko passiivisépektina. Opettajan tehtéava on
yksinkertaisesti tiedon siirtdminen oppijan miele€ama toteutetaan tarjoamalla tavoitteen
mukaiset virikkeet ja vahvistamalla tavoitteen daiset reaktiot.

Behaviorismin teorian taustalla ovat inmisilla Jaimilla toteutetut psykobiologiset tutkimukset
seka 1900-luvun alussa nopeasti kehittynyt diffeaafipsykologia. Behaviorismin mukaan
ihmismielen tietoisuudesta on mahdotonta saad&iijsta tietoa, joten tutkimus keskittyy
ulkoisesti havaittavan kayttaytymisen havainnoimisePerinteen mukainen oppimisen tutkimus on
luonteeltaan kvantitatiivista ja perustuu yksildidgilisten suorituskykyjen erojen mittaamiseen.
Tieto nahdaén luonteeltaan absoluuttisena, miiaawlevana. Oppimistutkimusten testit
suunnitellaan siten, ettd tarkastuksessa ei tudiiiefaa juurikaan tilaa: Tehtava on joko oikein ta
vaarin. Jos matematiikan oppimistuloksia tutkit&ta tavalla, voidaan kysya, mita tallainen testi
oikeastaan mittaa? Tuntuu luontevalta ajatelld, téftaisissa testeissa matemaattisten kaavojen
muistamisen merkitys korostuu kaavojen ymmartamisestannuksella.

Vaikka behavioristinen perinne alkoikin murtua @90vun puolivalisséd, voi sen mukaista opetusta
havaita viela tdndkin paivana suomalaisissa kagduidopa opetussuunnitelmamme voidaan nahda
hyvinkin behavioristisina (Rauste & von Wright 199446-149).

Oppimistutkimuksen painopiste alkoi 1950-luvullatgé behavioristisen perinteen mukaisesta
ulkoisten havaintojen tutkimuksesta oppijan sigigkijoihin, kuten oppimisprosessiin,
oppimisstrategioihin, seka kongitiivisten rakenggikehittymiseen. Tutkimuskohteina olivat muun
muassa ongelmanratkaisu, muisti, kieli, valikoizekkailu sek& toiminnan rakenne. Téllaista
tutkimussuuntausta alettiin kutsua konstruktivissnik

Konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaisen ogséun lahtokohtana on oppijan tapa hahmottaa
maailmaa ja sen tulkintaan kaytettyja kasitteitay&e & von Wright 1994 s.162). Opettajan
oppilaantuntemus on taten korostuneemmassa asekuasszhavioristisen perinteen mukaisessa



opetuksessa. Opettajan tulisi olla selvilla, paifgpijan aiemmasta tietotasosta, myds oppijan
odotuksista ja ennakko-oletuksista suhteessa ¢@edein asiaan. Siind missa behaviorismissa
oppiminen ndhdaéan tiedon lisé&ntymisena, konstrigktissa keskeinen rooli on ymmartamisella.
Oppimista ei siis ndhda passiivisena tiedon vastéamisena kuten behaviorismissa, vaan
aktiivisena merkitysten ja tulkintojen konstruoirditietovirrasta, informaation muokkauksena
"ymmarrettavaan” muotoon. Behavioristisen oppimssiéksen keskittyessa ulkoisen motivaation
merkitykseen oppimisessa konstruktivistisessa n§keassé painotetaan sisdistd motivaatiota.
Sisaisella motivaatiolla tarkoitetaan oppijan oradsinnostuksesta ja uteliaisuudesta lahtevaa
toimintapyrkimysta, kun taas ulkoinen motivaatioystuu ulkoisen palkkion odotukseen. Vaikka
behavioristinen ulkoisen vahvistamisen periaataiigin useissa tapauksissa, muun muassa
Tynjalan (1999) mukaan se voi pahimmillaan heikarsigdisesti motivoituneen oppilaan
suoritusta.

Tynjala (1999) jakaa konstruktivistisen oppimiskgssen tarkastelukulmaltaan kahteen toisistaan
eroavaan suuntaukseen: yksilokonstruktivismiinggiagaliseen konstruktivismiin. Suuntauksia
yhdistaa nakemys, jonka mukaan tieto ei ole koskia#jastaan rippumatonta, vaan aina yksilén
tai yhteison itsensa rakentamaa. Yksilokonstruginissa ollaan kiinnostuneita yksilon
tiedonmuodostuksesta, kun taas sosiaalisessa kktigsmissa oppimista ei tarkastella puhtaana
kognitiona, vaan tilannesidonnaisena sosiaalisein@ritana. Nama molemmat suuntaukset
toimivat pedagogisena taustateoriana suunnittelemiietokoneavusteisille oppimisymparistéille.

2.2 Yksilokonstruktivismi

Yksilokonstruktivismi keskittyy yksil6lliseen tiedonuodostukseen ja yksilon kongitiivisten
rakenteiden kuvaamiseen. Oleellista on se, ettitdamme havaintojamme sisaisten rakenteiden,
eli skeemojen pohjalta. Yksilokeskeisissa suunt@sksoppiminen nahdaan sosiaalisesta
kontekstista riippumattomana. Tynjala (1999) efetéaksi yksilokonstruktivismin suuntausta,
heikon konstruktivismin ja radikaalin konstruktiman.

Heikko konstruktivismi tunnetaan myo6s informaatimgessointiteoriana eli IP-teoriana. Tassa
teoriassa ihmismielen toiminnat rinnastetaan tieb@en toimintaan ja korostetaan yksilon
aktiivista prosessointia tiedonmuodostuksessa. i@ipgin ndhdaan IP-teorian nakdkulmasta
muistin toimintoina. Teorian mukaan ihmisen muskiautuu lyhytkestoiseen muistiin, eli
tyomuistiin, seké pitkékestoiseen muistiin. Pitkétkénen muisti sisaltda asioiden merkityksia,
tiedollista aineistoa, seka tapahtumia ja kokenaukRiittavan kertauksen ja informaation
prosessoinnin kautta tiedon katsotaan "koodautupitké&kestoiseen muistiin. (Tynjala 1999, s.31-
34)

Radikaali konstruktivismi sopii erityisen hyvin neataattis-luonnontieteellisten aineiden opetuksen
oppimiskasitykseksi. Nakemys edustaa pragmaatbsitasteoriaa, jonka mukaan tiedon



todellisuus testataan kaytannossa (Tynjala 1990).sSiina missa behaviorismissa keskeista on
ulkoinen saately, radikaalissa konstruktivismisampttuu sisdinen saétely. Teorian mukaan uudet
havainnot tulkitaan aina aikaisempien tietojengkamusten pohjalta. Naita aikaisempia tietoja ja
uskomuksia nimitetddn skeemoiksi. Skeeman kasitteestoili englantilainen Frederick Bartlertt
(1886-1969), joka oli perinteisen assosiaatioteofies. Rauste & von Wright 1994 s.141)

kriitikko. Han korosti tulkinnan keskeista roolipmmisprosessissa (Rauste & von Wright 1994
S.156).

Uuden tiedon liittdmistéd olemassa olevaan skeerkautaan assimilaatioksi ja skeemojen
uudelleenmuotoutumista akkommodaatioksi. Akkommutdaaerkitsee siis erdanlaista ajattelun
vallankumousta; vanha skeema ajautuu ristiriiteearamtojen kanssa ja korvautuu uudella,
todellisuutta paremmin kuvaavalla skeemalla. Tassinoen oppijan spontaanisti oppimat
arkikasitykset, tai niiden taustalla olevat perasigkset muuttuvat. Taté ilmiota kutsutaan
kasitteelliseksi muutokseksi. Matematiikan ja luontieteiden opetuksessa opettajan tehtéava on
usein juuri tallaisten kongitiivisten konfliktienkaansaaminen ja oppilaiden kasitteellisen
muutoksen edistaminen.

Yksilokonstruktivistiset ndkemykset yhdistettynémeaikaiseen tietotekniseen kehitykseen
mahdollistavat laadukkaan etdopetusmateriaalin isem Nakemysten mukaan oppilaat voivat
oppia verkon valityksella tehokkaasti tietoja jadtja tarkoitukseen suunnitelluissa
tietokoneavusteisissa oppimisymparistdissa missdljain tahansa. Heraa siis kysymys,
tarvitaanko opettajia tulevaisuudessa enaa ollerk&euraavassa kappaleessa esiteltava suuntaus
perustelee opettajien tarpeellisuutta oppimispisashjaajina nyt ja tulevaisuudessa.

2.3 Sosiaalinen konstruktivismi

Opetusharjoittelussani minulle alkoi muodostuatyésia siita, miten matematiikkaa opitaan
tehokkaasti. Nama kasitykset mukailevat vahvasiiestisen konstruktivismin periaatteita. Ernest
(1991) méaarittelee sosiaalisen konstruktivismimptavan toisaalta oppijan aktiivista tiedon
konstruointia aikaisempien tietojen pohjalta ja#@ilta oppimistapahtuman vuorovaikutteista ja
sosiaalista luonnetta. Sosiaalisessa kontekstisskby ajatteluprosessit tulevat nakyviin niin
hanelle itselleen, kuin muille rynman jasenillen¥g&luo yksildille mahdollisuuksia reflektoida
ajatuksiaan itsekseen seké vastavuoroisesti muaessa (Rauste & von Wright 1994 s.162).
Suuntauksen isdné voidaan pitaa neuvostoliitt@ldis. Vygotskya, jonka kasityksen mukaan
oppiminen tapahtuu kahdessa vaiheessa, ensin lsgrdiaga sitten psykologisella tasolla.
Vygotskyn kuuluisimpia kasitteita lienee lahikelsen vyohyke. Silla tarkoitetaan etaisyytta
oppijan aktuaalisen ja potentiaalisen kehitystagdiia (Tynjala 1999, s.46-48). Opettajan
oppilaantuntemusta korostavan teorian kasitettsitternmin laajennettu "ohjatun osallistumisen”-
kasitteeksi, joka korostaa alkuperaistda enemmaiaspaktiivista panosta yhteisessa toiminnassa.



Konstruktivismi -kasitteen maaritelma on saanuaésia tulkintoja ja painotuksia eri tieteenaloilla
Erityisen varovainen taytyy olla puhuttaessa sdisesta konstruktivismista. Tynjala (1999) jakaa
sosiaalisen konstruktivismin symboliseen interakBmiin ja sosiaaliseen konstruktionismiin.
Symbolisen interaktionismin juuret ovat G.H. Mea(li863-1931) ajattelussa. Hanen mukaansa
ihmisen mina ja tietoisuus ovat sosiaalisia "tutdatga ne syntyvat sosiaalisen vuorovaikutuksen
puitteissa. Sosiaalinen konstruktionismi puolestaakastelee oppimista sosiaalisen yhteison ja
kulttuurin eik& niink&an yksilon tasolla. Sosiaai&onstruktionismia voidaankin pitaa kaikista
konstruktivistisista suuntauksista eniten sosi@ega teoriana. Naista kahdesta sosiaalisen
konstruktivismin alateoriasta symbolinen interakismi vaikutti vahvasti taustalla luvussa 3
esittelemieni oppimisymparistojen suunnittelussa.

Symbolinen interaktionismi on suuntaus, joka ytidistleoita radikaalista konstruktivismista
(yksilon tiedon konstruointi), seké sosiokulttuigia suuntauksista. Lahestymistapa pyrkii
selittdmaan, miten yksildistd muodostuva ryhma suaikutuksellisesti rakentaa merkityksia
opetusryhmassa ottaen huomioon myds jokaisen ykeitdan ainutlaatuisen tiedonmuodostuksen.
Merkitykset ndhd&aan siis sosiaalisena symboliseotigena, jotka syntyvat ihmisten vélisessa
tulkinnallisessa vuorovaikutuksessa. Kuten yksligtruktivismissa kognitiivisen konfliktin
aikaansaaminen nahdaan oppimisen edellytyksenéa kagnitiivisen konfliktin kasitteen sijasta
kaytetaan usein kasitettd sosiokognitiivinen kdtifljolla halutaan korostaa sosiaalisen
vuorovaikutuksen merkitysta kognitiivisen konfliktaikaansaamiseksi. Sosiaalista vuorovaikutusta
pidetaan siis keskeisend pedagogisena valineemmd@n on samaan aikaan seka yksildllinen
konstruointiprosessi, etté toiminnan kautta tapadntwlttuuriin sosiaalistumisprosessi. Molempien
huomioonottaminen on osoittautunut erittéin tarlse@petuksen kehittdmistydssa (Tynjala 1999,
s.50-54, 60, 154).

2.4 Tutkiva oppiminen

Sosiaalisella vuorovaikutuksella on myo6s keskenwah uudessa oppimisen lahestymistavassa,
tutkivassa oppimisessa. Tassa suuntauksessa oppimibidaan muistuttavan tiedeyhteison
tekemaa tutkimusta. Suuntaus perustuu siis ajatnksdta tiedon luominen ja olemassa olevan
tiedon ymmartaminen ovat samankaltaisia prosesséfaokohtana ovat itse asetetut ongelmat ja
kysymykset tutkittavasta ilmiéstéa. Tutkimusprosesgkana ilmiotéa pyritdaan selittimaan yha
syvéllisemmin ja tdsmallisemmin uusia monimutkaipenkysymyksia tuottaen (Tynjala 1999,
s.95-96). Tutkivaa oppimista voidaan osuvasti kaitislyds sosiaaliseksi tiedon rakenteluksi.
Tutkivan oppimisen ideat ovat sovellettavissa hywyds matematiikan opetukseen.
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2.5 Konstruktivismin pedagogisia seurauksia

Kaikille konstruktivismin suuntauksille yhteista brovien, tietoa rakentavien ja vuorovaikutteisten
toimintojen korostaminen oppimisessa toistamisenygéstamisen sijaan. Oppijan aktiivisuudella ja
sosiaalisella vuorovaikutuksella on suuntauksieské&inen rooli, vaikkakin hieman eri
painotuksin. Opettamista ei nahda niinkaéan tieslotimisend, vaan oppimisprosessin
ohjaamisena. Konstruktivismin keskeisena lahtOkmdtan, etta uutta tietoa opitaan aina
aikaisemman pohjalta. Esimerkiksi itse opin kasittéteos” merkityksen téatéa opinnaytetyota
tehdesséani yhdistamalla kokemukseni opinnaytetydnteesta ja harrastuksena tekemani
savellystyon luonteesta. Molemmissa kaikki lahtksasta, jonka pohjalta lahdetédan rakentamaan
loogista ja yhtenaista kokonaisuutta. Talla tavaen todella sisaistanyt kasitteen, silla olen
maaritellyt sen omien merkityksellisten kokemuksiautta. En olisi yltdanyt samankaltaiselle
ymmarrystasolle pelkéastéaan opettelemalla sanatarjees-kasitteen maaritelman.

Matemaattis-luonnontieteellisissé aineissa oppalah paljon ennakkokasityksia opetettavan asian
suhteen. Esimerkiksi opettaessani lukion pitkdnematiikan vektorit —kurssilaisia, huomasin
kuinka osa oppilaista ei erottanut luvun ja vektddsitteita toisistaan. Tassa tapahtuu kasitteiden
sijoittumista vaaréaan ontologiseen kategoriaan.i@pen ja ymmartaminen tassa tilanteessa
edellyttavat radikaalia kéasitteellistd muutostasp vektorin kasite siirtyy luvun ontologisesta
kategoriasta omaksi kategoriakseen (Tynjala 1989-81).

Yksi konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaisgretuksen tarkeimpia tavoitteita on siis
oppilaiden kasitteellisen muutoksen edistamineryt&@nossa téhan tavoitteeseen paastaan
suunnittelemalla oppimisymparisto eli oppimateiigal opetusmenetelmat (ja koko oppimisen
konteksti) asiayhteyteen sopivalla tavalla. Lahtiidaksi on hyva ottaa oppilaiden olemassa olevat
tiedot ja taidot. Konstruktivismissa painotetaarrkitgsten rakentamista, joten asioiden
ymmartaminen nousee keskeiseksi tavoitteeksi (uaimarretty tieto on merkityksellistd).
Oppimateriaalit tulee pyrkia suunnittelemaan ntatéitteita silmalléa pitden. Myo6s oppilaiden
olemassa olevat kasitykset opetettavasta asidstiahiwomioida. Faktapainotteisen esitystavan
sijaan on luonnollista suosia jossain maarin ongkkskeista tyylia. Faktat ja maaritelmatkin
opitaan parhaiten silloin, kun ne kytketéd&n oppeai aikaisempaan tietoon. Opetettavaa tietoa
tulisi myos kytkea monenlaisiin konteksteihin jedulisi kasitella monesta eri ndkokulmasta.
Talldin oppilaiden tietorakenteisiin kehittyy mooigisia kytkentoja opiskeltuihin asioihin (Tynjala
1999, s.60-64, 92).

Vastavuoroinen sosiaalinen vuorovaikutus voidadrmda&pettajan pedagogisena valineena,
opetuksen tehokeinona. Oppimisen ja kasitteellisantoksen kannalta on tarkeaa, etta oppija
tiedostaa oman ajattelunsa ja omat uskomuksensadlieen vuorovaikutuksen kautta oppilaat
saavat reflektoida ajatuksiaan ryhmassa, ja tuledit tietoisemmiksi omien ajattelutapojensa
erityisyydestéa (Tynjala 1999, s.65). Opettajanirtidlaisessa tapahtumassa on toimia ohjaajana,
joka viitoittaa tapahtuman suunnan, mutta antaa tilppilaiden ajattelulle. Jotta opettaja olisi
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riittdvan tietoinen oppilaiden aikaisemmista tiexdaj kasityksista ja luuloista opetettavan asian
suhteen, on sosiaalinen vuorovaikutus paitsi ogetukehokeino, myds valttamattomyys.

2.6 Oppimisymparistot

Kappaleessa 1.1 kaytiin lapi oppimiskasityksendniah kahden toisistaan radikaalisti poikkeavan
nakemyksen, behaviorismin ja konstruktivismin, tsadNaiden nakemysten pohjalta syntyy myos
kaksi opettamisen kulttuuria. Toiselle, behaviolisrpohjautuvalle, on ominaista
hallintakeskeisyys. Opettaja viitoittaa tien jeggithuolen siita etta tietd seurataan. Toiselle,
konstruktivismiin pohjautuvalle, on ominaista lucgkdlainen oppimisympaéristo, joka tarjoaa
oppilaalle ongelmia, keinoja, ohjausta ja tukeah&ioristinen oppimiskasitys tarjoaa opettajalle
turvallisen tien: se antaa selvia tienviittoja q@suunnitelman laatimiselle. Konstruktivistinen
oppimiskasitys sen sijaan on paljon monisyisemppi@isprosessin kuva on kylla
johdonmukainen ja tieteelliseen kéasitykseen pewastmutta sen soveltaminen osaksi opetusta on
vaativaa (Rauste & von Wright 1994 s.176-177).

Oppimisymparistd kasittdd sen avaruudellisen jlisga tilan, sekd tapahtumat, jossa oppiminen
toteutuu. Rauste & von Wright (1994) maarittelemgpimisympariston, eli oppimisen kontekstin,
tilanteeksi, joka tarjoaa oppilaalle ongelmia, kgan ohjausta ja tukea. Oppijan havainnot ja
tulkinnat oppimisympériston vaatimuksista suuntaddamen oppimistaan. Taustalla on oletus,
jonka mukaan ihminen pyrkii ymmartamaan maailmési syita ja selityksia. Konstruktivistisen
nakemyksen mukaan sopivan haastavia ja mielek&igé@lmia tarjoavat ja oppilaiden ajattelua
aktivoivat oppimisymparistot lisdavat automaattisegpilaiden motivaatiota. Tynjalan (1999)
mukaan oppilaiden omatoimisuutta, aloitteellisujdatédsendisyyttéa tukevat ymparistot edistavat
sisdisen motivaation ja oppimisorientaation kehiigta.

Kaikki toiminta on sidoksissa siihen aikaan, padkga tilanteeseen, jossa se tapahtuu.
Oppiminenkin on siis aina tilannesidonnaista, jatepimista tukevien oppimisymparistdjen
luominen on opetustydssa keskeista. Koska opphdéin osana kontekstia, tilannesidonnaisuutta
korostavan oppimisen koulukunnan (ks. Tynjala 1$9850-151) mukaan oppimisen tutkimuksessa
pitaisi yksilon sijasta kiinnittd& huomiota yksiign valiseen toimintajarjestelmaan el
oppimisymparistoon. Oppimisymparistdissa ajattéloj@an harjoittamista sisaltéjen oppimisen
yhteydessa tulisi mielestani korostaa. Matematiipetuksessa ajattelutaidot ja sisalto kietoutuvat
luonnostaan yhteen, joten tAmantyyppisten oppimgyistdjen luominen on matematiikan
opettajalle luonteva tapa oppituntien suunnittéfmokohdaksi.
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3. Tietokoneavusteinen matematiikan opetus

Tassé luvussa kaydaan lapi matematiikan opetuksepgimisen ja erityisesti tietokoneavusteisen
opetuksen tutkimuksen ajankohtaisia aiheita Suoan@sslkomailla. Lisaksi méaaritelladn
tietokoneavusteinen opetus ja muutamia keskeisit&ia liittyen matematiikan oppimisen
tutkimukseen. Aluksi on kuitenkin syyta maariteltéité tarkoitetaan matemaattisella osaamisella.

3.1 Matemaattinen osaaminen

Viime aikoina on kayty paljon keskustelua suoma&aikoulumatematiikan tasosta. PISA -
tutkimusten mukaan suomalaisnuorten matematiikaarmen on kansainvalisessa vertailussa
huipputasolla. Samaan aikaan yliopistojen ja kdkketujen matematiikan opettajat ovat olleet
huolissaan algebran perusrutiinien heikkenemiskedgsta. Ennen kuin julistamme ristiriitaa naiden
kahden havainnon valilla on syyta miettia tarkemmitd matemaattisella osaamisella oikeastaan
tarkoitetaan.

Matematiikan opetuksen tavoitteena on matemaattisaaminen. Opetuksen ja oppimisen
tutkimuksen kannalta on keskeistéa maaritella, migiemaattisella osaamisella tarkoitetaan ja
millaisiin osiin se voidaan jakaa. PISA —tutkimugsa tutkittu "mathematical literacy” maaritellaan
seuraavasti (OECD 2005):

"Matematiikan osaaminen tarkoittaa yksilon kykya/hta ja ymmartaa matematiikan merkitys
ymparoivassa maailmassa, tehda perusteltuja mattis@apaatelmia ja kayttaa matematiikkaa
nykyisten ja tulevien elamantilanteidensa tarpgaataavasti, asioista valittavana ja rakentavasti
ajattelevana kansalaisena.”

Taman maaritelman mukaisen matematiikan osaamaseittelu opetuksessa vaikuttaa hyvalta
ajatukselta. Maaritelmé on kuitenkin suurpiirteiarkaipaa tarkennusta. Kilpatrick, Swafford &
Findell (2001) jakavat matemaattisen osaamiseeaiiiterilliseen piirteeseen:

1. Kasitteellinen eli konseptuaalinen ymmartaminentédizaattisten kasitteiden, operaatioiden
ja relaatioiden ymmartaminen

2. Proseduraalinen sujuvuus: Esimerkiksi yhtaldidekaiaumenetelmien tai derivointi ja
integrointimenetelmien hallinta

3. Strateginen kompetenssi: Kyky esittaa ja ratkas@gelmia matemaattisesti

4. Mukautuva paattely: Pystyvyys loogiseen ajattel(agimerkiksi matemaattinen
todistaminen)

5. Yritteligisyys: Oppija nékee matematiikan hydddligi ja motivoivana, sek& uskoo omiin
kykyihinsa ja ahkeruuden merkitykseen.
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Matemaattisen osaamisen kasite ei ole yksisel@tei&ri oppilaitosten opettaman matematiikan
osaamisen vaatimukset saattavat poiketa toisistaaresti. Esimerkiksi lukiomatematiikan
hallinnassa painottuu proseduraalisen ja konselgaaaiedon hallinta, kun taas perinteisesti
yliopistomatematiikassa mukautuvan paattelyn taitmsaamisen kannalta keskidssa. Vuoden 2003
PISA-tutkimuksen esimerkkitehtavien ratkaisemisgasalestaan painottuu ennen kaikkea
oppilaiden strateginen kompetenssi (k$p://ktl.jyu.fi/ktl/pisa/tehtavat/matematiikka280

Miten matemaattista osaamista sitten haalitaanp&tzdo & Eronen (2007) listaavat artikkelissaan
kahdeksan aktiviteettia, joiden kautta matematii@gpiminen katsotaan tapahtuvaksi:

Maaraaminen (ordering)
Léytaminen (finding)
Leikkiminen (playing)
Konstruointi (constructing)
Soveltaminen (applying)
Laskeminen (calculating)
Arviointi (evaluate)
Vdittely (argue)

© N kM wNRE

Kyseiset aktiviteetit maaritteli alun perin Bernohitnermann (ks. Haapasalo & Eronen 2007).
Ha&nen mukaansa nama kahdeksan aktiviteettia okt eiuden matematiikan luomisen taustalla
lapi koko matematiikan 5000-vuotisen historian. &g& aktiviteetteja voidaan siis pitaa paitsi
matematiikan oppimisen mahdollistajina, myds yleisgissa mielessa matemaattisen koulutuksen
taustatekijoind. Monien aktiviteettien vaikutustiadaan tehostaa kayttamalla opetuksessa hyvaksi
tieto- ja viestintatekniikkaa (Haapasalo, 2008b).

3.2 Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon suhde

Matemaattinen tieto koostuu proseduureista ja Kutessta. Behavioristisen perinteen mukaisessa
matematiikan opetuksessa korostuu proseduurieméeksiksi yhtaldiden ratkaisumenetelmien)
opetus ja oppiminen, kun taas konstruktivismissagias on enemman konseptien hallinnassa
(asiakokonaisuuksien ymmartaminen). Konseptuaalmemartaminen vahentaa opiskelijan
muistinvaraisen tiedon tarvetta, silla opiskeliysiyy ymmarryksensé varassa johtamaan tarvittavia
ratkaisumenetelmia kohdattaviin ongelmiin.

Matematiikan oppimisen tutkimuksen kannalta onristavaa kysya, kumpi saavutetaan ensin,
proseduraalinen sujuvuus, vai konseptuaalinen ymysfarTosin sanoen, kuinka paljon oppilaiden
tulee ymmartaa ennen kuin he pystyvat tekemaéarigaalta, kuinka paljon oppilaiden pitaa ensin
tehda etté he pystyvat ymmartamaan. Haapasalodgeiech (2000) kutsuvat kehitykselliseksi
lahestymistavaksi (developmental approach) opetjgtaa proseduurien opetus edeltaa
konseptuaalista ymmarrysté tukevaa osuutta ja kokdelliseksi Iahestymistavaksi (educational
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approach) opetusta, jossa lahdetaan tavoittele k@m@eptuaalista ymmarrysta, jonka jalkeen
siirrytéan proseduurien opetukseen. Jalkimmaisésséutuksellisessa lahestymistavassa,
tavoitteena on siis luoda ensin merkitys kasitélligvasialle, jonka jalkeen tama merkitys
yhdistetaan matemaattisiin proseduureihin.

Fey’'n (1989) Mukaan tietokoneiden avulla voidaaheritda proseduurien opettamiseen tarvittavaa
aikaa ja taten lisata konseptuaalisen ymmartanasantta. Suomessa toteutettu MODEM-
tutkimus (ks. Haapasalo & Kadijevich 2000, 200&p&e yksi suurimmista tallaisista
tietokoneavusteisia oppimisymparistdja hyddyntévistkimuksista. Se on edistanyt
proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon tutkimsstka tuottanut tarkeitd pedagogisia
sovelluksia. Kaytetyt tietokoneavusteiset oppimipgnistot auttoivat paljastamaan puutteita
oppilaiden metakognitiivisissa taidoissa ja konseplisessa ymmartamisessa. Tutkimuksessa
oppilaiden todettiin myds pitdvan kaytetyista tietneavusteisista oppimisymparistoista
(Haapasalo & Kadijevich 2000, 2001). Haapasalo®1) %ietokoneavusteisen opetuksen
MODEM1-tutkimuksessa saatiin positiivinen korrelaaippilaiden proseduraalisten ja
konseptuaalisten tehtavien valilla.

Yksi esimerkki proseduraalisen ja konseptuaaligsonh suhteesta, on geometrian ja algebran
"linkittaminen”. Naiden kahden eri representaatamid/alisen suhteen havainnollistamiseen
soveltuvat erityisen hyvin dynaamiset geometrialoige, kuten luvussa 4 esiteltdva GeoGebra.
Tallaisissa ohjelmissa oppilaat pystyvét esimeikikanipuloimaan funktion lauseketta ja
nakemaan reaaliajassa muutoksen funktion kuvaajasgainnan tavoitteena voidaan tallgin pitaa
oppilaiden konseptuaalisen ja proseduraalisentigtidistamista. Toteutin tAman tavoitteen
mukaisen oppimisympariston GeoGebra-ohjelmaa hy\ikgtaden opetusharjoittelussani lukion
pitk&n matematiikan kurssilla "funktiot ja yhtal®t (Ks. 5.4).

3.3 Tietokoneavusteinen opetus ja tietokoneavusteisoppimisymparistot

LUMA -hankkeen (Opetusministerié 2002) loppurasittiselviaa, etta vaikka tieto ja
viestintatekniikkaa oli 2000-luvun alussa tullueiapiin suomalaisiin kouluihin, oli yha kouluja,
joista ei l6ytynyt mink&énlaisia laitteistoja, taitteistot eivat ole sovellettavissa opetukseeamge
tietokoneita oli ainoastaan yhdessa luokassa). &amiannan (2004) raportissa todetaan, etta
vaikka tietokoneiden maéara Suomalaisissa koulwiszppilasta kohden kansainvélisesti korkealla
tasolla, oli kaytettavista ohjelmistoista laajgltiutetta. Lisaksi kaikkien suomalaisten opettajien
asenteet tietokoneavusteista opetusta kohtaan\gilttimatta aina olleet kovinkaan myonteisia.
Vastaava asia kay ilmi my6s uudessa kansainvaiiseiSE S-tutkimusohjelmassa, jonka
kansallisesta koordinoinnista vastaa Jyvaskyléopidton Koulutuksen tutkimuslaitos.
Tutkimuksessa kay ilmi, ettd matematiikan opettajisin 9 % ja luonnontieteiden opettajista 15 %
kertoi kayttavansa tietotekniikkaa opetuksessaarakesiikossa tai useammin (SITES 2006).
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Tietokoneavusteiselle opetukselle voidaan antacemlaisia maaritelmia. Itse maarittelen
tietokoneavusteiseksi kaiken opetuksen, jossakbeietta (tai esimerkiksi tietokoneen kaltaista
graafista laskinta) kaytetaan opetuksen tukendgoRameavusteisen opetuksen kasitteen rinnalla
kaytetaan myos tieto- ja viestintatekniikka hyodwdtn opetuksen kasitetta. Kaytettaessa tata
kasitettd, halutaan korostaa kaytetyn teknolofdariippumattomuutta (sama ohjelma esim.
tietokoneessa ja matkapuhelimessa). Tieto- jaiai@sekniikan roolin merkitys oppitunneilla voi
vaihdella suuresti. M&arittelen kuitenkin tietovjastintatekniikkaa hyodyntéavaksi opetukseksi
kaiken opetuksen, jossa tieto- ja viestintatekiigkan pieninkin rooli opetuksessa.
Tietokoneavusteinen oppimisymparistd puolestaaop@tuksen jarjestamiseksi suunniteltu tilanne,
jossa tietotekniikka toimii konstruktivistisen oppskasityksen mukaisen oppimisen tehostajana.

Monet tutkijat (ks. Haapasalo & Silfverberg 2008kavat uusien teknologisten mahdollisuuksien,
seka oppimista koskevan uuden tutkimuksen johtgemadigman vaihdokseen matematiikan
oppimisen ja opetuksen saralla. Uuden paradigmddimen matematiikan oppiminen ja opetus
nahdaan tieto ja viestintatekniikkaa hyédyntavéeid@ konstruktivistisen oppimiskasityksen
periaatteita mukailevana (Haapasalo & Silfverbei96).

3.4 Tietokoneavusteisen matematiikanopetuksen tutkius

Tietokoneavusteisen opetuksen juuret ovat 1980Hmwo&aaritellyn "ohjelmoidun opetuksen”
optimistisissa ideoissa, joiden mukaan ihmistepimosta voidaan saadella kontrolloiduissa
tietokoneavusteisissa ymparistoissa. Sittemmirirutksen pedagoginen viitekehys on siirtynyt
konstruktivistisempaan suuntaan. Nykyaan tietokonsteinen opetus, tai paremminkin tieto- ja
viestintatekniikkaa hyddyntava opetus nahdaan apgma konseptina (Haapasalo & Silfverberg
2006). Suomessa tieto- ja viestintatekniikka hyddyaa matematiikan opetusta on tutkittu melko
paljon muun muassa Joensuun yliopiston professarnLHaapasalon ja Djordje Kadijevichin
toimesta.

Kadijevich (2004) listaa vaitoskirjassaan nelja enadtiikan tutkimuskohdetta, joiden tutkimukseen
ei olla tieto- ja viestintateknisten tavoitteidedikikulmasta panostettu tarpeeksi:

1. Matematiikan inhimillisen puolen esille tuominen

2. Proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon yhdisgmi

3. Matemaattisen mallintamisen hyddyntaminen oppif@igklld, teknologiaa apuna
kayttavalla tavalla

4. Tietokoneavusteisen oppimisen esille tuominen maggtisten sovellusten ja matemaattisen
mallintamisen kautta

Ensimmaisen kohdan, matemaattisen inhimillisengekille tuomiseksi, on
tietokoneavusteisessa matematiikanopetuksessautapatsa paradigman muutos
teknologiakeskeisesta opetuksesta sosiaalisenrk&tigismin periaatteita mukailevien
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teknologisten oppimisymparistéjen rakentamiseerieKjo edella todettiin, ovat Haapasalo & al.
panostaneet erityisesti proseduraalisen ja konaafisen tiedon yhdistamiseen tietokoneavusteisia
oppimisymparistdja kayttamalla. Haapasalo & Siekkiif2005) ovat lahestyneet tutkimuksessaan
kohtia 3 ja 4. Tassa tutkimuksessa he saivat takaeaavalle viidelle hypoteesille:

1. Teknologian avulla voidaan parantaa opettajierpjailaiden metakognitiivisia, eli
oppimaan oppimisen taitoja.

2. Teknologian integrointi on tarpeellista, vaikkaaslkeataulun kireyden vuoksi tuntuisikin
vaikealta (minimaalisen ohjeistuksen periaatteet3k5).

3. Tieto- ja viestintatekniikkaa hyddyntavassa opetska voidaan hyotya "suunnittelemalla
oppimisen” (learning by design) periaatteista &§).

4. Teknologian avulla voidaan oppimista siirtdd tapaaksi oppilaiden vapaa-ajalle (esim.
verkko- oppimisymparistot ks. 3.6).

5. Teknologiaopetus opettajakoulutuksessa on paratsattaa integroimalla teknologia
luonnolliseksi osaksi opiskelijoiden pedagogistgtajua.

Teknologian hyédyntdminen kaytannon opetustydsatissatuntua paitsi opettajista, myos
oppilaista jatkuvan kiireen vuoksi usein liian haaslta tavoitteelta. Oppilaat nayttavat oppivan
koulun ulkopuolella tehokkaasti niin matemaattigign teknologisiakin taitoja. Tasté johtuen on
syyta pysahtya miettimaan, onko koulujen tarjoamigspimisymparistdissa parantamisen varaa ja
toisaalta on myos mietittdva vastausta kysymykskten oppilaat oppivat” (Haapasalo 2008).
Naiden ristiriitojen ratkaisuksi on ehdotettu "miraalisen ohjeistuksen” (minimal instruction),
seka "suunnittelemalla oppimisen” periaatteita nilekaa teknologian hyvaksi kayttoa.

3.5 Minimaalinen ohjeistus ja suunnittelemalla oppminen tietokoneavusteisissa
oppimisymparistoissa

Eras tuttavani kysyi kerran minulta, miksi hanemté&mansa miehet osaavat kayttaa teknisia
laitteita h&nen tuntemiaan naisia paremmin, vajika miehet eivat yleensa juurikaan lukeneet
ohjekirjoja? Vastasin tdhan kysymykseen, etta eakidmen tuntemansa miehet opettelivat
kayttamaan laitteita kokeilemalla ja tutkimallagiakapa talla tavoin saavutetut oppimistulokset
olivat parempia, kuin ohjekirjoja lukemalla saavute

Oppilaat ja opettajat kokevat tieto- ja viestinkdiidkan opetuksen integroimisen muuhun
opetukseen haastaviksi. Esimerkiksi lukion pitkéatematiikan kursseilla ei tunnu riittdvan aikaa
uusien teknisten apuvalineiden ja sovellusten apatielle. Lisaksi oppilaat suhtautuvat usein
valinpitaméattomasti opettajan ohjaukseen tekniafanalineiden kaytossa (Haapasalo, 2008). J.M
Carrollin (1990) esittelema metodi "minimaalinenes$tus” (minimal instruction) pyrKii
vastaamaan naihin haasteisiin. Haapasalo (200&)lkevminimaalista ohjeistusta seuraavilla
piirteilla:
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* Ainoastaan opetettavan asian ydin on ennalta mgaedtyksityiskohdat

» Opettajan ohjausta ei maaritella ennalta

» Oppimistavoitteet maaritelladn oppilaiden suoriitemtehtavien perusteella

» Virheita ei valtelld, vaan niihin tartutaan opetusiessa

» Oppilaat konstruoivat useita nékdkantoja tai rati annettuihin ongelmiin
keskustelemalla ja tekemalla yhteistyota toistdasessa

» Oppiminen keskittyy tiedon rakentamisen prosegaiit@man prosessin tiedostamiseen

* Menestyksen kriteerina kaytetaan oppilaan kyky&kas oppimaansa erilaisissa tilanteissa

* Opetuksen ja oppimisen arviointi on jatkuvaa jekikegy oppilaiden tarpeisiin

Minimaalisen ohjeistuksen taustalla vaikuttavatdtanktivistinen oppimiskasitys ja sen sosiaaliset
painotukset. Minimaalinen ohjeistus on toiminutdigten tutkimusten pedagogisena
viitekehyksend (mm. Eronen & Haapasalo 2006).

Minimaalista ohjeistusta voidaan kayttaa luotasssmnittelemalla oppimisen mukaisia
tietokoneavusteisia oppimisymparistdja. Suunnittelba oppiminen tarkoittaa oppimista, joka
tapahtuu luomisen, ohjelmoinnin tai muuhun suughitiohjaiseen aktiviteettiin osallistumisen
kautta. Menetelmén taustalla vaikuttaa konstrugtinen oppimiskasitys, jonka periaatteiden
mukaan oppilaat konstruoivat suunnitteluprosessieskityksia opetettavalle sisalldlle. Johanssen
(2000) toteaa, etta ne jotka oppivat manuaaleist, manuaalien suunnittelijat, eivat lukijat.
Eskelinen (2005) puolestaan vaittaa, etta suuthenitizlla oppimiseen perustuvissa
oppimisymparistdissa oppilaiden kasitykset opetsastia ja oppimisesta todella vaihtuvat
behavioristisesta konstruktivistiseen.

Tietokonepohjaiseen suunnitteluun perustuvia matiédaa oppimisymparistdja voidaan luoda
muun muassa kayttamalla hyvaksi seuraavassa luesgstidvaa GeoGebra —ohjelmistoa.

3.6 Verkkopohjaiset oppimisymparistot

Tilastokeskuksen vuonna 2004 tekeman tutkimuksekaamunoin 70% 15-74 vuotiaasta vaestosta
kayttaa internettia. On selvaa, etta verkkopolgaistpetusmateriaalien ja oppimisymparistojen
merkitys tulee yha vain korostumaan tulevaisuudedpattajien tulisi siis olla ajan hermolla
oppilaiden tavoista toimia verkossa. Verkko-oppymipéaristot tulisi suunnitella oppilaiden
toimintatapojen perusteella. Hyvana lahtokohtarn@msymparistdjen suunnittelussa toimivat
myds minimaalisen ohjeistuksen, seka suunnittell@nogipimisen periaatteet. Verkkopohjaiset
oppimisymparistot mahdollistavat oppimisen laajerseim luokkahuoneesta vapaa-ajalle. Tama ei
kuitenkaan ole verkko-oppimisymparistdjen ainoa siilé luonnollisesti ne tuovat mukanaan myos
kustannussaastoja, paikasta ja ajasta riippumatttteniseka mahdollisuuksia opetuksen
eriytykseen.
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Kuten kappaleessa 3.3 todettiin, opettajien tiatai¢stintatekniikan hyddyntaminen on viela melko
vahaista. Yhtena merkittdvana syyna tadhan uskolswan opettajien ennakkoluulojen tieto- ja
viestintatekniikan hyddyntamisen teknisesta hankddsta. Seuraavassa luvussa osoitetaan, etta
matemaattisen sisallon tuottaminen verkkopohjagipimisymparistdihin voi olla varsin helppoa.

3.7 Matematiikan opetuksessa kaytetyt ohjelmistot

Matematiikan opetuksessa nykyisin hyddynnettaviglotistot voidaan ominaisuuksiensa
perusteella jakaa kahteen paaryhméaéan (Haapasailiv&rBerg 2006):

1. Laskentaohjelmistot (CAS-programs, mm. Derive, Mathtica)
2. Dynaamiset geometria/matematiikkaohjelmat (mm. C&mometers' Sketchpad,
GeoGebra, GeoNext)

Laskentaohjelmistot ovat yleenséd monipuolisia gkaita ohjelmia. Niita kaytetaan paaasiassa
symboliseen ja numeeriseen laskentaan. Muun miRessa (1994) on tutkinut
laskentaohjelmistojen kayton mahdollisuuksia matékaan opetuksessa.

Dynaamisilla geometriaohjelmilla voidaan piirtadgeetrisia objekteja ja muuttaa naihin liittyvia
arvoja myohemmin dynaamisesti, toisin sanoen se#a,kayttaja ndkee muutokset geometristen
objektien visuaalisessa esityksessa reaaliajasattanasaan geometrisiin objekteihin liittyvia
arvoja. Liséksi jotkut dynaamiset geometriaohjelfnatn. GeoGebra) suorittavat liséksi
laskennallisia toimintoja, kuten derivaatan ja gmgalin maarittamista. Talléin puhutaan
yleisemmin dynaamisista matematiikkaohjelmista. &amisten geometria/matematiikkaohjelmien
kayttoon liittyvaa tutkimusta on tehnyt muun muaSgdéverberg (2004).

Tassa opinnaytetydssa keskityn GeoGebraan ja skdatiiauuksiin sosiaalisen konstruktivismin
mukaisten tietokoneavusteisten oppimisymparisttijemisen apuna. Ohjelma sopii erityisen hyvin
paitsi matemaattisen sisallon tuottamiseen verkRjsiin oppimisympaéristdihin, myds opettajan
demonstrointivalineeksi.



19

4. GeoGebra

GeoGebra on dynaaminen matematiikkaohjelma, joksaanut alkunsa Markus Hohenwarterin
Salzburgin yliopistolle tekeméastéa pro gradu -tutkiesta. GeoGebra on kehittynyt nopeasti, ja
vuoden 2009 alussa sen parissa tydskenteli jo hit&ga ja 100 kaantajaa ympari maailman
(Hohenwarter & Lavicza 2009). Monista muista dynaasta geometria/matematiikkaohjelmista
poiketen se on avoimeen lahdekoodiin perustuvaysin ilmainen ohjelma kayttaa. Kaytto
onnistuu katevasti joko suoraan verkon yli taidatalla sovellus omalle tietokoneelle (kayttd
edellyttaa tydasemalta Java 1.4.2 tai uudempa#otarsOhjelma on palkittu kansainvalisesti ja
saanut eurooppalaisia ja saksalaisia oppimateralkintoja (kswww.geogebra.ory

GeoGebran, kuten muidenkin dynaamisten matematiijleémien, keskeisin idea on
samanaikainen algebrallisen esityksen (algebragkjsngeometrisen esityksen (geometriaikkuna)
havainnointi samassa nakymassa seké naiden esitjgt@aminen manipulointi (algebraikkunan
objekti vastaa geometriaikkunan objektia ja paitva3. Tama mahdollistaa eri objektien valisten
riippuvuussuhteiden tarkastelun. GeoGebran avull&ten helppo toteuttaa paitsi proseduraalista
ja konseptuaalista tietoa yhdistéavia tyttiedostoy@s monia muita matematiikan opetusta
tehostavia sovelluksia.

4.1 GeoGebran kaytto

GeoGebran suunnittelun keskeisena tavoitteenausteakihtien ollut ohjelman helppokayttoisyys.
Talla on pyritty pienentdmaan matematiikan opettekynnysta dynaamisten
matematiikkaohjelmien tarjoamien mahdollisuuksiégtib6n peruskoulu- ja lukiotasolla. Vaikka
taman opinnaytetydn tarkoituksena ei ole toimia Gelaran kayttboppaana, on jatkon kannalta
tarpeellista esitella GeoGebran tarkeimméat ominalett Tama kappale toimii samalla GeoGebran
perusominaisuuksien kertauksena ohjelmaa kayttanekijoille. Suosittelen ohjelmaa
kayttamattomien lukijoiden opettelevan GeoGebrayitka tekemalla opastusvalikosta l6ytyvia
harjoitustehtavia.
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4.1.1 Objektit ja niiden liséaminen

GeoGebrassa objekteja ovat esimerkiksi pisteetagwampyrat, ellipsit, vektorit, funktiot, tekgt
liukuluvut. Kuvaan 1 merkityt algebraikkuna, geongkkuna, piirtotyokalut, seka funktioiden
syottokentta muodostavat GeoGebran toiminnalligenen.

» Algebraikkuna: Tahan ndkymaan ilmestyvat muodostamasi objdititkgiot ja
geometriset objektit)

» Geometriaikkuna: Tahan ndkymaan pystyt piirtAmaan geometrisiakbbje seka
funktioiden kuvaajia. Liséksi pystyt lisddmaan tékg dynaamisesti muuttuvia arvoja.

* Piirtotydkalut : Geometristen objektien, tekstin, liukusaatimiem yiséaminen seka valinta-
ja siirtotyokalujen valinta tapahtuu naiden tytkefuavulla.

» Funktioiden syottokentté: Voit piirtaa reaalifunktioiden kuvaajia kirjoittaalla funktion
lausekkeen syo6ttokenttaan.

-

{#GeoGebra —|Oj x|
Tiedosto Muokkaa MNawta Vaihtoehdot Tyovalineet Ikkuna Opastus
A . . D ‘{:‘ ofll .-2 Siirréd
]| o | L~ | | ®7 o/} e\ i "I"? Veda tai valitse objekit (Esc)

) Vapaat objektit
) Riippuvat objekiit

¥

Piirtotyokalut

algebraikkuna 21

Funktioiden syottokentta

@) syottokentta:

|‘ LI |u:| |:~<omentn :I

Kuva 1
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4.1.2 Dynaaminen arvojen muuttaminen

Objektiin liittyvia numeerisia arvoja voidaan muwadtalgebraikkunassa, jolloin muutosten vaikutus
on huomattavissa myos geometriaikkunassa. Toisaljéktin muotoa ja sijaintia voidaan muuttaa
geometriaikkunassa, jolloin algebraikkunassa nakywui#meeriset arvot muuttuvat.

Kuvassa 2 oleva ympyra on maaritelty keskipistega kKehapisteen D avulla. Liikutettaessa
pistettd C tai D voidaan siirron vaikutus nahdattgihasti algebraikkunan ympyran yhtalossa.

Eﬁeoﬁehra =10 x|

Tiadosto Muokkaa MNayd ‘aihtoehdot Tydvalinest |kkuna Opastus
<5 Siirra
- Medataivalitse ohiektit (Esc) o

&/

A
&

. . -
A > QIO &l N
\ ) Vapaat objektit X 8]
JC=(4,4)
L3 D=(2,4.32)
| ) Riippuvat objekit &
e e (X - A+ (V- 4 = 4.1

7

7 LI IuL”Komentn LI

) sydttikentts:

Kuva 2
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4.1.3 Liukusaadin

Liukusaatimella tarkoitetaan piirtotyokalupalkisigtyvaa saadinté, jonka avulla objektiin liittyvia
arvoja voidaan muuttaa hiirella vetamalla. Kuvadsm ensin luotu liukusdadin a, jonka jalkeen on
luotu sy6ttokentan avulla funktif(x) = ax?, x € R (syottomuoto: a*x*2). Liikuttelemalla nyt
geometriaikkunassa olevaa a:n liukusaadinta, mgdftoisen asteen termin kerroin muuttuu.

Eﬁeoﬁebra

e ol
Tiedosto  Muokkaa Mayta Vaihtoehdot Tyiovalineet lkkuna Opastus
|| A 5 [N rfj £_ oflll ... Siirra
%_ o . /':' ..—"”v o)? @7 oo B J_, » ‘_:H? Weda tai valitse objektit (Esc) -
| Vapaat ohjektit X .
e d a=02
|2 Riippuvat objektit
e fix) = 0.2 %7 5
a=02
—.—
i 2 3 4 5 & 7 5
14
24
a4
@ Syiftdkentts: |= ﬂ |E( V“Komento Ll

Kuva 3
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4.1.4 Objektien ominaisuudet

Jokaisella lisatylla objektilla on ominaisuuksiaitq kayttdja pddsee muokkaamaan napsauttamalla
objektia hiiren oikealla nappaimella ja valitserad@lbminaisuudet”. Objektin ominaisuuksissa
voidaan muuttaa muun muassa sen matemaattiseeiaind@in liittyvia arvoja. Lisdksi voidaan
esimerkiksi maarittaa, naytetaanko objekti, min&énen se on, tai jatetaanko objektin jalki
nakyviin dynaamisissa muunnoksissa. Viimeksi mairominaisuus osoittautui
opettajakoulutukseni aikana erittain kayttokelpkssga mielenkiintoiseksi (ks. 5.2 ja 5.4).
Ominaisuudet-valikosta voidaan maarittdd myos kiagehtoja objektin nayttamiselle.

E _ini x|
Tiedosto Muckkaa MNayts Vaihtoehdot Tyovalineet |kkuna Opastus
| | A . . @ o -d_., X - Siirra
%. b 3 './v ,.«""? &’:‘7 3 ol : i Nl $q Wadd tai valitse objektit (Esc)
I Vapaat objektit X & |
@ C=1(4,4)
@ D=(2,4.32)
| Riippuvat objektit 5 |
et (- AP+ (y - 4P = 4.1
D
4 piste D
Mapakoordinaatit
3
v °. Mlagts objekti
2 v oA Maytd nimi
] & Jalki kattaon
; [&f Kopiai sydttikenttaan
[] Mimes uudelleen
o 7 Pyhi
4 3 15 1 0 1
-1
-2 |
@ Sydftakentts; |‘ Ll |ccl”K0ment0 Ll

Kuva 4
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4.1.5 Monivaiheiset demonstraatiot

Samaan GeoGebra-applettiin pystytddn ohjelmoimaaitauvaiheita kayttamalla hyvaksi
liukusaatimia. Tama tapahtuu syéttamalla haluttkiusdatimen arvo objektin nayttdmisehdoksi.
Kuvassa 5 pisteet A ja B maarittelevat suoran, gomkinaisuuksiin maaritelladn objektin
nayttamisehdoksi b= =1. Talldin suora nakyy vajatzksessa, kun liukuluvun b arvoksi on asetettu
1. Monivaiheisten demonstraatioiden avulla opetgstyy esimerkiksi esitthmaan monivaiheisen
kotitehtavan ratkaisun visuaalisessa/dynaamisessaossa (ks. 5.2).

i GeoGebra - - |O) =
=[Ol x|

Tiedosto Muokikaa Mavta Vaihtoehdot Tyovalineet |kkuna Opastus

LA Selo] 4N

) vapaat objektit &)
-4 A=(0.26,2.82)
4 B=1(5.16,3.7)
L@ =1
'.:'.r Riippuvat ohjekit MAayta suora
- an-0.88x + 4.9y = 13.59 T b=1 Kylla
Ei

Valitse objekti i)
Mapayta ohjektia valitaksesi sen b

xR

Eri

A
._

ABC
i

.
L\

Eﬂminaisuudet x|

Ohjekdit Perusominaisuudet] Vari| Objektin tyii| Algebra Erikaista |

|

"Objektin nayttamisehto:

= 1
: ) 5 ]
~Dynaamiset warit
Punainen.‘l Vihreé:l Sininen: | 8.3 |
Tas0: I a 'l EI

Py | suje |
@ Syhittikentta: | |= Ll |E(L“K0ment0 "I

Kuva 5
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4.1.6 Kuvien ja html-sivujen tekeminen demonstraabista

GeoGebran avulla on helppoa luoda matemaattisiealasimerkiksi kaytettavaksi kokeita ja
tentteja varten. Tallgin kannattaa yleensé poislgebraikkuna nékyvista ylavalikon "Nayta”-
osiosta. Tyotiedostojen julkaisu kuvina seka dyniaara html-sivuina kay erittain helposti
valitsemalla ylavalikosta Tiedosto-Vie-PiirtoalueMana/ Dynaaminen tydtiedosto Web-sivuna (ks.
Kuva 6). Kaikki luvussa 5 esiteltdvat GeoGebratopgpympéaristot toimivat dynaamisina web-
sivuina.

Eﬂeuﬁebra ol x|
Tiedosto Muokikaa Mavta Vaihtoehdot Tyovalineet |kkuna Opastus
[ Vusi ikkuna Cirl+H s . | Siirré pirtoalustta
Uusi @__J "»‘../? &7 x_‘_ ABC;,” m Siirrd piitoaluetta tai akselia (vaihta + vedd) =
Fm Awaa Cirl+0
4
[Z] Tallenna Crl+s
Tallenna nimella ..

‘ Dyhaaminen tydtiedost siviiha (htmly .. Clrl+Shift+iny
£ Tulostuksen esikatsely . Cirl+P & piirtnalue kuvana (phg, epsy .. Ctri+Shift+P
[ Ko ioi piitoalue |leikepoydalle Cirl+Shift+C
] Sulje AIt+F4 E AL P
Fiirtoalue PCTricks-muodossa .. Cirl+Shift+T
Fiirtoalue muodossa PGRTIKZ ...
o
T T T T T T T T T T T
/ -6 -5 -4 .2 i 0 1 2 7 ] g \
.1 -
.2_
a4
44

@ Syiittakentta: |= LI |E(L”K0ment0 Ll

Kuva 6
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4.2 GeoGebran kayttotavat

GeoGebraa voidaan hyddyntaa matematiikan opetuk&ena monella eri tavalla:

Demonstrointi ja opetettavan asian visualisointiOpettaja kayttda ohjelmaa perinteisen
opetuksen tukena. Opettaja voi suunnitella tyoségja etukateen havainnollistaakseen
oppitunnin aiheita (ks. 5.1 ja 5.2). Koska GeoGédlwdostoja voi luoda nopeasti, opettaja
pystyy suunnittelemaan ja toteuttamaan oppitunikiarea tyttiedostoja, jotka
havainnollistavat mahdollisesti iimenevia matema@ttongelmakohtia (ks. 5.3).
Oppilaiden omatoiminen matemaattisten objektien tukiminen: Tata tapaa kaytetaan
erityisesti oppilaiden proseduraalisen ja konsegdis@an tiedon yhdistamiseen. GeoGebra
mahdollistaa uudentyyppisten matemaattisten tedmdkeksimisen. Tehtavat voivat olla
esimerkiksi matematiikan teorioiden dynaamisiaitatiksia. Lis&ksi oppilaat voivat tietysti
kayttda GeoGebraa tavanomaisten tehtavien tekerapmera. Toteuttamassani lukion
pitkan matematiikan "funktiot ja yhtalot 2”-kurssappimisymparistdssa annoin oppilaille
joukon toisen asteen polynomifunktioon liittyvidntavia, joita he ratkaisivat GeoGebraa
apuna kayttamalla (ks. 5.4).

Geometristen objektien "harppi-viivain” ja muiden m atemaattisten objektien
konstruointi: GeoGebralla tuotetuilla harppi-viivain konstrukli@aion omat etunsa
suhteessa paperilla tuotettuihin konstruktioihis. &5). T&man tyyppisissa tehtavissa
voidaan hyddyntaa luvussa 3.5 esitellyn "suunmattedlla oppimisen” periaatteita.
(Etd)opetusmateriaalien luominen:Ohjelman avulla on helppo luoda dynaamisia
tyotiedostoja verkkoon.

Iranzo (2009) puhuu vaitoskirjatutkimuksessaan Gew@n kayton puolesta opetettaessa
tasogeometriaa. Omat opetuskokemukseni lukion ipitkatematiikan "Geometria” kurssilta
tukevat hanen ndkemystéaéan. Geometria ei kuitenaainut matematiikan osa-alue, jonka
opetuksessa GeoGebran kaytélla voidaan saavuttgaseiteessa perinteisiin opetusvalineisiin.
Hyvana esimerkkina tasta toimii Riemannin integraalaarittely porrasfunktioiden avulla.
Porrasfunktioiden intuitiivista maaritelmaa on hpgpdemonstroida piirtamalla liitutaululle
esimerkkifunktio ja sen yla- ja alaporrasfunktiOpettajalle haastavaksi muodostuu kuitenkin
porrasfunktioiden tihenevan jaon merkityksen sitiinen ja tata kautta ala- ja ylasummien raja-
arvon ja maaratyn integraalin vélisen yhteyden maglistaminen. GeoGebran avulla asian
havainnollistaminen on helppoa seuraavanlaisen dstraation avulla:



27

Portaiden madrd (jaon tiheys):
7

& [

Yldsumma =13.56

Alasumma =10.44

Integraali=12

Kuva 7

Kuvassa 7 funktiolle ( f(x) = sin(x) + 2 ) maariyglala- ja ylaporrasfunktiot, seka vastaavat fda-
ylasummat kun portaita on 7kpl. GeoGebran etungessba liitutauluopetukseen tassa tilanteessa
on dynaamisuus: Tasavdlisen jaon tiheytta voidaaraa kuvassa nakyvasta liukusaatimesta.
Tihentamalla jakoa (eli lisaamalla portaiden maadgdaamisesti, oppilaat huomaavat
porrasfunktioiden alan lahestyvéan integraalia.

Portaiden maiari (jaon tiheys):
48

&4 +

Yldsumma =12.23

Alasumma =11.77

Integraali=12

Kuva 8
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Taman demonstraation nayttdmiseen ei kulu aika@a @lienkaan ja silti se kertoo enemman kuin
tuhat sanaa (tutustu tarkemmin liitteené olevaltaan levyltd). Arranz, Losada, Mora ja Sada
(2009) sanovat osuvasti dynaamisen geometriangangiian suhteen olevan samankaltainen kuin
elokuvien suhde kuviin.

GeoGebraa kayttamalla on helppo keksia konsepstagimmarrysta tukevia seka proseduraalista
ja konseptuaalista tietoa linkittavia tietokonedeisa oppimisymparisttja. GeoGebraa voidaan
kuitenkin kayttaa hyvin myos erilaisten geometngbeoseduurien opettamiseen. Huomasin taman
opetusharjoittelussani opettaessani lukion pitkatematiikan "Trigonometriset funktiot ja
lukujonot” kurssilaisille yksikkbympyran avulla $m kosinin ja tangentin ominaisuuksia.
Tietokoneavusteisia oppimisymparist0ja luodessayyté pitda esitysasu ja sisaltd
mahdollisimman yksinkertaisena ja selkeana (etep&miskoulutasolla). Opettajan taytyy siis
tietdd, mitka objektit esityksessé todella ovaelilea opetettavan asian suhteen. Nama objektit
tulee muotoilla yksinkertaiseksi ja mielekkaaksill& tavoin toimittaessa oppilaiden havainnointi
saadaan kohdistettua naihin asiasisallon kannkd@lisiin asioihin (ks.5.1). Vaara on olemassa,
ettd GeoGebran tarjoamat monipuoliset mahdollisusaattavat houkutella opettajaa kayttAmaan
tilanteeseen pedagogisesti sopimattomia turhanmahaisia esitystapoja.

4.3 GeoGebraan liittyva tutkimus

GeoGebraan liittyvaa tutkimusta on ohjelman lyhggéhanastisesta eliniasta huolimatta jo tehty
suhteellisen paljon. Karadag (2008) tutki oppilaideatemaattista ajattelua kokeessa, jossa
oppilaiden tehtavéana oli tutkia GeoGebran avulléemaattisia objekteja ja raportoida havaintojaan
tekstieditorilla. Tutkimuksen metodiikka oli mietéai innovatiivinen: Han kaytti
ruutukaappausvideoita tallentaakseen oppilaideaigek liikkeen tietokoneella
(ruutukaappausvideoista lisdé kappaleessa 5.5 $aaren aineiston ollessa kyseessa téllaisen
metodiikan avulla kerattyjen tietojen analysointiodostuu erittain tyolaaksi. Green & Robinson
(2009) puolestaan tutkivat GeoGebran kayton opestarmsinddriopiskelijoille osana

ensimmaisen vuoden pakollisia matematiikkaopintdjgkimus toteutettiin yhdeksan viikon

aikana neljalla kahden tunnin mittaisella opetusisdia. Yllattavaa kylla, tutkimuksen edetessa
opiskelijoiden suhtautuminen GeoGebraa kohtaan tmiuuggatiivisemmaksi. Green & Robinson
arvioivat, etta kaytetylla "eriytetylla” lahestynigsalla (kaksoistunnit sisaltivat ainoastaan
ohjelman tekniseen hallintaan liittyvaa opetustati olla vaikutusta tuloksiin. He ehdottavatkin
vastaavan opetuskokeilun suorittamista integromn@koGebra-opetus osaksi perinteista opetusta.
Lahtokohdaksi GeoGebra-opetuksen integroimiselisi wdtaa minimaalisen ohjeistuksen
periaatteet (ks. 3.5). GeoGebraan liittyvia julkgasddytyy runsaasti GeoGebran wiki-sivuilta
osoitteesta http://www.geogebra.org/en/wiki/indépiPublications.
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5. Suunnitellut oppimisymparistot

"Kun oppimisprosessi hahmotetaan oppijan maailmamkumuokkaavaksi prosessiksi, sen
mahdollisten vaikutusten moninaisuus on ilmeindko&péain katsoen tarkkaankin rajattua sisaltta
tai taitoa koskeva oppimistapahtuma voi aiheuttamitoksia seka oppijan (tiedollisissa)
skeemoissa ettd myo6s esimerkiksi hAnen motivaatinsgsetunnossaan, metakognitiivisissa
taidoissaan ja muissa vastaavissa” (Rauste & voig¥irl994 s.174)

Toteutin tietokoneavusteiset oppimisymparistonitoplearjoittelussani syksylla 2008.
Konstruktivistisen oppimiskasityksen mukainen opetaatii yleensé hieman luovuutta. Opettajan
ja oppilaiden valisen vuorovaikutuksen lisaksi kastd on myo6s oppilaiden keskindinen
vuorovaikutus. Hyvan oppimisympariston aikaansaamitodellisessa opetustilanteessa voi olla
haastavaa. Hallintakeskeinen opetus saattaa topettjista houkuttelevalta vaihtoehdolta
tarjoamalla turvallisen tien oppitunnin aihealueid@&pikaymiseksi. Valitsin itse kuitenkin
konstruktivismin, olihan oppituntieni tavoitteenaastaa oppilaat ajattelemaan, tulkitsemaan ja
rakentamaan tietoa. Yksi oppituntieni tavoitteisiicoppilaiden negatiivisten asenteiden ja
ennakko-oletusten parantaminen matematiikkaa kahtaatematiikka ei ole merkityksettomien
kaavojen ja maaritelmien hajanainen kokonaisuusn eded, looginen rakenne, jonka merkitykset
oppilaat voivat 16ytaa itsenaisen ajattelun avulla.

Tassa luvussa esitelldén viisi esimerkkioppimisynsp@é kappaleessa 4.2 esiteltyjen erilaisten
GeoGebran kayttétapoihin perustuvan jaottelun makBasimmaiset kolme toimivat esimerkkeina
demonstroinnista ja opetettavan asian visualissiana kaksi viimeista oppilaiden omatoimisesta
tekemisesta.

5.1 Ympyran kaari

Tehtavanani oli opettaa ylakoulun 8-luokkalaisylfapyran kaaren kasite ja tapa kaaren pituuden
laskemiseksi, kun keskuskulma ja kehéan pituus téde En kertonut oppilaille kaaren pituuden
laskukaavaa, vaan heidan taytyi keksia se itsgastal GeoGebran taman tavoitteen avuksi

5.1.1 Ympyréan kaari -GeoGebra demonstraation toteuis

Paadyin teknisesti yksinkertaiseen ratkaisuungjosg/tolla esitetdadn ympyra, keskuskulma ja sen
asteluku seka tata vastaava ympyran kaari vahwiste(ks. kuva 9). Demonstraatio sisaltaa
ainoastaan ympyra-, kaari- ja kulmaobjektin seké&tté. Naiden ulkoasu on muokattu tilanteen
edellyttamé&an muotoon, esimerkiksi kaaren paksyatéria on muutettu suhteessa ympyran
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keh&an. Demonstraation luomiseen ei kulunut aiké@a kauutama minuutti. Lukija voi tutkia
tarkemmin demonstraation toteutusta liitteen& dtevad-rom levylta.

Ympyran kaaren pituus

Miten voidaan laskea ympyréan kaaren pituus, kun ympyrén sade, sekd keskuskulma ovat tiedossa?

@

Ympyriin knaren pitums: ??7?

Yinpyrdn kehdn pituus: 2mr

Antti Laitamaki, Luotu GeoGebra

Kuva 9

5.1.2 Ympyréan kaari -Oppitunnin kulku

Aloitin oppitunnin kertaamalla 7-luokalla opitut yiyran sateen, halkaisijan ja kehéan kasitteet.
Oppilailla tuntui olevan hyvassa muistissa kehdayalen (p) ja sateen (r) valinen yhteys, =2
Pikaisen kertauksen jalkeen maariteltiin viela latgaympyran kaaren ja keskuskulman kasitteet,
jonka jalkeen paastiin tunnin keskeiseen siséltitiaeseen, kaaren pituuden maaraamiseen.

Esittelin oppilaille luomani GeoGebra-demonstraatieijastamalla sen videotykilla
valkokankaalle. Demonstraatio onnistui heti kiitdnibd&n oppilaiden huomion. Demonstraation
ympyran sade on 1, joten ympyran kehan pituusnoi @voitteenani oli saada oppilaat mukaan
yhteiseen kaaren pituuden maarittamisen konstripoasessiin, joten sen sijaan, etta olisin esittany
kaaren pituuden laskukaavan, johdattelin oppilegtavan konstruointiprosessiin seuraavien
vaiheiden kautta:

1. S&adin GeoGebra-demonstraation keskuskulmaksigiB@aja kysyin oppilailta, kuinka
paljon kaaren pituus oli nyt. Annoin oppilaiden ttilekysymysta yhdessa ja rohkaisin heita
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esittdmaan vastauksia. Ei kulunut kauaakaan, kkungsitti kaaren pituudeksi Kysyin,
olivatko kaikki samaa mielta ja esitin jatkokysynsgk: "miten ihmeessa paadyitte oikeaan
vastaukseen?”. Erés oppilas vastasi valittoméasdi,"®tta kai pituus om, koska kyseinen
kaari on puolet koko kehén pituudesta”. Muut ogtilghtyivat tdéhan lausuntoon.

2. Seuraavaksi saadin keskuskulmaksi 90 astettagtrtdlysymyksen kaaren pituudesta. Nyt
ympaéri luokkaa kaikui vastaug2. Kysyin jalleen: "Miten ihmeesséa taas paadyditeeaan
vastaukseen?”. Oppilaat vastasivat kyseisen kadesan nyt neljasosan kehan pituudesta,
joten heidan mielestaén vastaus kysymykseen dirtdyneinen.

3. Lopuksi pydraytin keskuskulman arvoksi satunnaigebsastetta ja toistin kysymyksen
jalleen. Koko luokka hiljeni ja jahmettyi tuijottaaan GeoGebra-demonstraatiota, kunnes
yksi oppilas kirjaimellisesti ponnisti tuolistaanudahtaen "ma keksin!”. Toiset oppilaat
jatkoivat itsendista pohdiskelua ja todella halaskeksié itse vastauksen kysymykseen, kun
taas toiset keskustelivat ryhmassa ja halusivatssaartaistukea jo vastaukseen paasseilta
oppilailta. Kun yha useampi oppilas jo keksi tapitnuden maaraamiseksi, kehotin viela
loppujakin kohdistamaan huomionsa keskuskulmaayden kulman suhteeseen. Taman
jalkeen muotoilimme kaaren pituuden laskukaavaeigtgiminnallisesti liitutaululle.

Pyysin oppilaita selittdmaan sanallisesti kaarémugien maaraamisongelman ratkaisuun
johtanutta ajatteluaan. Tama on hyva keino opmlaichetakognitiivisten taitojen
harjoittamiseen. Naiden selitysten perusteella pé@de lopulta kaaren pituuden
laskukaavaan. Lopuksi oppilaille jai viel& noin $houttia aikaa aiheeseen liittyvien kirjan
harjoitustehtavien tekemiseen.

Konstruointiprosessi vei noin 60-70% koko oppitundAb minuutin ajasta, mutta mielestani tama
aika ei suinkaan kulunut hukkaan, silla prosesdiss@in konstruktivismin mielessa merkitys
kaaren pituuden laskukaavalle. Prosessin aikamdntaput keskustelu ja pohdinta mahdollistivat
lisdksi oppilaiden metakognitiivisten taitojen kiéyrinisen. Tilanne suosii ulospain suuntautuneita
aktiivisia oppilaita ja opettajan tehtavaksi jaagassiivisten oppilaiden rohkaiseminen ja saaminen
mukaan keskusteluun.

5.1.3 Ympyrén kaari - Pedagoginen taustateoria jaesiraukset

Oppitunnin olisi voinut vetaa myos behavioristisgpimiskasityksen mukaisella tavalla. Silloin
olisi lahestymistapa ollut l&hinn& keskeisten kéglen kertaaminen, kaaren pituuden laskukaavan
esittaminen, ja mahdollisesti esimerkkitehtavarteken, jonka jalkeen oppilaille olisi jaanyt viela
runsaasti aikaa itsenaiseen harjoitteluun. Tallalla jarjestetty opetus olisi proseduraalisen
sujuvuuden kannalta varmasti tehokkaampi kuin édsditelty kayttamani tapa, mutta voidaan
kysya, millaisia oppimistuloksia haluamme saadaaik Matematiikan opetuksen tulisi mielestani
tdhdata matemaattiseen osaamiseen, silla taveanm@ariteltiin luvussa 3.1. Proseduurien hallinta
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on vain yksi osa matemaattisesta osaamisestaga iknnseptuaalista ymmarrysta mielestani aika
arvotonta. Opetukseni lahti liikkeelle konseptusedta ymmartamisestd, jonka jalkeen siirryttiin
proseduurien hallintaan kirjan harjoitustehtavielkemisen muodossa (koulutuksellinen
lahestymistapa, ks. 3.2).

Opetukseni taustalla vaikutti sosiaalisen konsivigdhin, tarkemmin symbolisen interaktionismin,
mukainen oppimiskasitys (ks. 2.3). Kaavan keksimis#i olla ryhméan yhteinen sosiaalinen
konstruointiprosessi. Yksildiden ajatteluprosesdivat oppitunnilla nakyviin niin heille itselleen
kuin muillekin ryhmalaisille. Tama loi ryhman yk@ille mahdollisuuden reflektoida omia
ajatuksiaan ja ideoitaan vastavuoroisesti muiderssa Amerikkalaisen John Deweyn (1859-1952)
mukaan parhaiten opitaan ongelmista, jotka herd@&bpettaja onnistuu herattamaan) oppijalle
itselleen ja jotka han itse ratkaisee (Rauste &Wbight 1994 s.155-156). Oppitunti oli tAman
ajattelutavan mukainen. Matematiikan opetuksesgéarmeaa hahmottaa oppilaiden tulkinnat ja
ennakkokasitykset opetettavan asian suhteen jgaggetaytyy olla selvilla siitd, millaisia
laadullisia muutoksia oppilaiden ajattelussa hdndwmopetuksellaan saada aikaan. Lisaksi ajoitus
on tarkeaa. Talla oppitunnilla oli tarke&a arvioapgpilaiden ajatustenkulkua ja antaa heille
riittavasti aikaa sisdistaa kaaren pituuden mésoitgelma.

Oppitunnin onnistumiseen vaikutti oppilaiden taisgntad oma roolinsa oppimisprosessissa.
Onnistuin saamaan heidat aktiivisesti mukaan juonéeillekin oppilaille on tyypillista
epaonnistumisen pelko oppimistilanteessa, jonk&siute valttelevat osallistumista tilanteisiin,
joissa piilee "epaonnistumisen mahdollisuus”. Tarpé&lon minimoimiseksi yritin pitaa tilanteen
mahdollisimman rentona ja kannustin oppilaita tdfleiseen pohdiskeluun esittdessani ongelmaa
ympyran kaaren pituuden laskemiseksi. Rauste jaNaght (1994) pitavat oppimisen kannalta
erityisen tarke&na sitd, hahmottaako oppija itsémisdjaksi, subjektiksi, vai muiden ohjaamaksi
objektiksi. llokseni oppilaat omaksuivat nopeastirtijan aseman pohtiessamme ongelmaa
yhdessa. Tunnin aikana huomasin kaytannossa, ktekleanisen kohde, kaavan keksiminen, ja
siitd saadut kokemukset motivoivat itsessaéan ojdgifatoimintaa.

"Vaikka monia (toiminta)strategioita on helppo oggja opettaa) erillisina toimintoina, niita ei
valttamatta kayteta. Niiden kaytto riippuu pitkaiita, katsooko oppija olevansa itse vastuussa
oppimistoiminnastaan vai odottaako han muiden (egiiksi opettajan) ohjaavan hanta.” (Rauste
& von Wright 1994 s.164)

Tossavaisen ja Sorvalin (2003) mukaan matemathielté opitaan olemalla sosiaalisessa
vuorovaikutuksessa niiden kanssa, jotka tata ki€lydtavat ja eriasteisesti taitavat. Opettajaadul
ratkaista esityksessaan luonnollisella kielelldttiehisen ja formaalin esitystavan suhde. Mita
alemmalla tasolla opetetaan, sita tarkeampéaa oarté&whteen ratkaisu. Ympyrén kaari-
oppitunnillani oppilaat ensin keksivat tavan raskaiongelman (kiinnittamalla huomion
keskuskulman ja tdyden kulman suhteeseen), jotkaegd aloimme yhdessa formuloida tata tapaa
matemaattiseksi lausekkeeksi. Nain tuettiin prossaliselta sujuvuudelta heikompia oppilaita
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nakemaan yhteys naiden representaatioiden vaitiseduraaliselta sujuvuudelta lahjakkaammat
oppilaat paatyivat formulointiin itsendisesti. Kanktivismin mielessa oppilaat loivat merkityksen
ympyrén kaaren laskukaavalle.

5.1.4 GeoGebran rooli ympyran kaari -oppimisympéarisdssa

Oppitunnin onnistumisen kannalta oli tarkeaa sutmoppilaiden valikoiva tarkkaavaisuus
oleelliseen, ympyran kaaren pituuden maarityks€a@méan edesauttamiseksi suunnittelin
mahdollisimman yksinkertaisen ja selkedn oppimisgrigton. Tarkoitus oli stimuloida oppilaita
matemaattisen tiedon konstruointiprosessiin. Geo&dbmonstraatio palveli hyvin tata tavoitetta.
Osalla oppilaista on taipumusta epailla omia kyégjéai oikeuttaan itsenédiseen ajatteluun. Heidan
rohkaisemisensa onkin kaikessa haasteellisuudessiatastani opetustydn parhaita puolia.

Tamankaltaisen oppitunnin olisi toki voinut toteattmyds ilman GeoGebraa, mutta GeoGebra
soveltui erityisen hyvin palvelemaan taman oppitartavoitteita. GeoGebran etuina suhteessa
taulutyoskentelyyn téasséakin sovelluskohteessaayaamisuus ja selkeys, eikd demonstraation
tekemiseen ja suunnitteluun kulunut tuntia kauengkaa.

5.2 Kaanteisfunktion olemassaolo

Jokaisella aidosti monotonisella funktiolla on obesa k&danteisfunktio. Opettaessani lukion pitkan
matematiikan 8-kurssilaisille tata lausetta, halwpiskelijoiden saavuttavan konseptuaalisen
ymmarryksen lauseen sisallosta. Valjastin GeoGepadvrelemaan tata tavoitetta.

5.2.1 Kaanteisfunktion olemassaolo -GeoGebra-demamnsation toteutus

Demonstraation tarkoitus oli siis havainnollistégikteisfunktion olemassaoloon liittyvaa lausetta:
"Jokaisella aidosti monotonisella funktiolla on miassa k&anteisfunktio”. Oppitunnilla oli tarkoitus
esitella kdanteisfunktion olemassaololauseen ligé@dénteisfunktioiden geometrinen ominaisuus:
"Kaanteisfunktion kuvaajan piste saadaan peilaan@luperaisen funktion kuvaajan piste suoran
y=x suhteen”. Paatin aiheuttaa hammennysta muadadtafunktionf (x) = x%,x €RR

" kaanteisfunktion” (osoitimme edellisella oppitutaimaéritelmén perusteella, etta sitéa ei ole
olemassa) tata peilaustekniikkaa kayttamalla. Keggsaa 4.1.4 mainittu GeoGebran objektin
ominaisuus "jalki” mahdollisti funktiorf (x) = x2,x € R kaanteisfunktion kuvaajan piirtdmisen
peilaustekniikkaa kayttamalla. Lisaksi kaytin hyséamonivaiheisuutta (ks. 4.1.5).
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Kainteisfunktiodemo

Vaihe
2
f(x) = x

;e =

25 > 15 b 05 o 05 i 15 3 25 3 B 5 45 ] g5

Antti Laitamaki, Luotu GeoGebra

Kuva 10

Kuvassa 10 on piirretty funktiofi(x) = x?,x € R kuvaajaseka suora y=x katkoviivalla. Lisaksi
on maaritelty piste funktiofi(x) = x2,x € R kuvaajalta ja timan pisteen peilaus funktion y=x
kuvaajan suhteen. Peilatun pisteen ominaisuudétosh on valittu "nayta pisteen jalki
dynaamisissa muutoksissa”. Nyt likutettaessa fiamkf (x) = x2,x € R kuvaajalta maariteltya
pistettd muodostuu kuvassa 11 nakyva "kuvaaja”

Kainteisfunktiodemo

Vaihe
1

=<
n
=

3
4
5

Antti Laitamaki, Luotu GeoGebra

Kuva 11
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5.2.2 Kaanteisfunktion olemassaolo -Oppitunnin kulk

Oppitunti alkoi kotitehtavien tarkastamisella. Veémen kotitehtava sisélsi erilaisten
kaanteisfunktioiden lisaksi kdanteisfunktioiderrtgimista. Paatin toteuttaa tAman tehtavan
tarkastamisen etukateen suunnittelemallani GeoGagraonstraatiolla (ks. kuva 12). Kyseinen
tehtava on Matematiikan Taito 8 kirjan tehtava ntor5. Tehtdva sisalsi a), b), ¢) ja d)-kohdat.
Nama pystytaan tekeméaén samaan GeoGebra-tyotieddsdgttamalla hyvaksi kappaleessa 4.1.5
esittelemaéani monivaiheisten demonstraatioidentsgdam. Kussakin kohdassa tehtavana ol
funktion f kdanteisfunktion g maarittaminen sek&adajan piirtdminen. Ehean kokonaisuuden
saavuttamiseksi en tyytynyt pelkastaan piirtdméaiinteisfunktioita GeoGebralla, vaan halusin
toteuttaa my06s tehtavaan liittyvan kaénteisfunktearsekkeen maarittimisen samassa ikkunassa
(GeoGebrassa on tuki LATeXille). Lisaksi toteutiengonstraatioon suoran y=x piirtdmisen
katkoviivalla. Tamén avulla pystyin johdattelemasmskelijoita pian esiteltavélle funktion ja sen
kaanteisfunktion "peilikuvaominaisuudelle”. Siirtymen tastd GeoGebra-demonstraatiosta
varsinaiseen kaanteisfunktion olemassaolodemotistoacoli sujuvaa. Taman
kotitehtavademonstraation huono puoli oli sen lis@an kulunut suhteettoman pitkéd aika (tutustu
demonstraatioon tarkemmin liitteen& olevalta cd-tewyltd).

Kiidnteisfunktioita

Liikuta vasemman ylakulman saatimia tehtavan kaymiseksi lapi

25. a b o o
S S

1. Mirita funktion f kiinteisfunktio g
3

y=xrt

3
=X+1=y

3

=x=y -1
Vaihdetaan muuttuja:

3
y=x -1

2. Piirrd g(x)m kavaaja

it

Tehtévé on WSOY:n Matematitkan Taito 8:n tehtava 25.

Antti Laitamaki, Luotu GeoGebra

Kuva 12

Kotitehtéavan tarkastamisen jalkeen siirryttiin didekssé kappaleessa esiteltyyn GeoGebra-
demonstraatioon.
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Edellisella oppitunnilla osoitimme kaanteisfunktiodaritelman:

Funktiot f: X— Y jag: Y — X ovat toistensa kadanteisfunktioita, jos kaikillaialka x € X jay € Y on
9(f(x)) = x jaf(gy) =y

perusteella, etta funktiolla(x) = x2,x € R ei ole olemassa kaanteisfunktiota. Tama ei
kuitenkaan onnistunut saamaan opiskelijoita pohdim@eisemmin k&énteisfunktion
olemassaoloon liittyvia ehtoja. Miksi siis funki®lf (x) = x%,x € R ei ole kaanteisfunktiota?
Oppituntini tavoitteena oli tamé&n kysymyksenasatielvulla johdatella opiskelijat konstruoimaan
kaanteisfunktion olemassaoloon liittyva lause (siggan, etté antaisin oppilaille kaénteisfunktion
olemassaoloon liittyvan lauseen valmiina).

Demonstraation esittdminen eteni seuraavasti:

1. Esittelin opiskelijoille demonstraation ja palalitienieleen kuinka funktiollaf (x) =
x%,x € R ei siis maaritelman perusteella ole olemassa kisfintdtiota.

2. Piirsin kaanteisfunktion peilikuvaominaisuuden dadiinktiolle f(x) = x%,x €[-2,2]
"kaanteisfunktion kuvaajan” (ks. kuva 13) ja kyswipiskelijoilta, miten ihmeessa
onnistuimme piirtAmaan "kaanteisfunktion kuvaaj#iile valille, vaikka maaritelméan
perusteella kyseisella valilla maaritellylla furdita ei ole olemassa kaanteisfunktiota?
Ensimmainen ehdotus opiskelijoilta oli, ettei k&isfunktiota ehkéa voitu maaritella
alkuperaisen funktion peilikuvana suoran y=x suhtg@&ma oli hyva kommentti, silla
emmehan olleet todistaneet kyseisen ominaisuud&mittelevan kaanteisfunktiota).
Vakuutin kuitenkin opiskelijoille k&danteisfunktigreilikuvaominaisuuden olevan
matemaattisesti taysin pateva tapa maarittaa k&émktio. Opiskelijat jatkoivat pohtimista
ja keskustelua, kunnes eras opiskelija kysyi, quikeetty kaanteisfunktion jalki ollenkaan
funktio? Rohkaisin muita opiskelijoita miettimaaa kysymysta, ennen kuin siirryin
seuraavaan vaiheeseen.
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3. Lopulta siirryin GeoGebra demonstraatiossa seueaavaiheeseen

05

|
|
|
|
|
|
|
n
|
|
|
o
== (59(1)??

Kuva 13

Kuten kuvassa 13 nakyy, "kaanteisfunktio” g saaskakvoa jokaisella x:n arvolla. Kysyin
opiskelijoilta, mité vikaa tallaisessa "funktiossai? Erés opiskelija vastasi etta "eihan se ols ede
funktio”. Tama demonstraatio siis muistutti opiskefa siita, kuinka funktion lahtéjoukon arvoa
vastaa enintaan yksi maalijoukon arvo.

4. Mika siis meni pieleen, kysyin opiskelijoilta? Mikkénktion f (x) = x2,x €[-2,2]
ominaisuus estaa kaanteisfunktion olemassaolonaltakeinutellen funktiolle maariteltya
pistetta pisteen x=0 oikealla ja vasemmalla puaj@lEi kulunut aikaakaan, kun eras
opiskelija vastasi sen johtuvan siita, gtta) = x2,x €[-2,2] saa samat arvot negatiivisilla
ehdoista yhdessa ryhméan kanssa monotonisuudeertk@giiyttaen, ennen kuin
muotoilimme lauseen kaanteisfunktion olemassaololle

Oppituntia oli ohjaavan opettajan lisaksi seuraaaasinen opetusharjoittelija, jolta sain kirjatis
palautetta oppitunnista. Palautteessaan han kextouttuneensa tunnin aikana GeoGebran
mahdollisuuksista matematiikan opetuksessa. Negagia puolena han mainitsi sen, kuinka
oppilaille ei 45minuutin oppitunnista jaanyt laikeaikaa tehda harjoitustehtavia itsenaisesti.
Koko oppitunnin olisi voinut esittda paljon nopeammuotoilemalla heti kaanteisfunktion
olemassaoloa koskevan lauseen. Mielestéani tamékaltenkin tapahtunut konseptuaalisen
ymmartamisen kustannuksella.
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5.2.3 Pedagogisen ja didaktisen taustateorian rodtééanteisfunktion olemassaolo -oppitunnilla

Lukion pitkéd matematiikka sisaltda tunnetusti émttpaljon asiaa opiskeltavaksi pienessa maarassa
oppitunteja. Suurin osa opetusajasta kuluu prosegtuilpikayntiin ja proseduraalisen sujuvuuden
harjaannuttamiseen. Joutsenlahden (2005) pitkaeamadiikan opiskelijoiden haastattelussa tuli

ilmi kursseihin liittyva alituinen kiire: Uusiin lsitteisiin ei ehditd paneutua pintaa syvemmalta.
Kéaéanteisfunktion olemassaolo joudutaan myos kiineesksi varmasti usein esittamaan

pinnallisesti. Kaanteisfunktion olemassaolonharsMyhimmillaéan kuitata lauseella: "Jokaisella
aidosti monotonisella funktiolla on olemassa ka@&htektio”, mutta koska asia oli omalla

tunnillani tarkoitus esittda konstruktivistisen apgskasityksen periaatteiden mukaisesti, oli aikaa
asian kasittelyyn kaytettava enemman.

Matemaattisen osaamisen lajeista halusin paink#iaateisfunktion olemassaoloon liittyvaa
kasitteellista eli konseptuaalista ymmartamistandi saavuttamiseksi suunnittelin GeoGebra-
demonstraatiooni edellisessa kappaleessa esitalytan 2 mukaisen kognitiivista ristiriitaa el
akkommodaatiota (ks. 2.2) tavoittelevan kohdan gatkékeskustelut kaanteisfunktion
olemassaolon ehdoille. Ajatusten jakaminen ryhna&nlta auttaa opiskelijoita tiedostamaan omia
kasityksiaan ja luo mahdollisuuden reflektoidatajat. Oppimisympéariston suunnittelun yhtena
keskeisena lahtokohtana olikin tila, jossa opigkefiystyivat vapaasti tuomaan esiin omia
kasityksiaan kaanteisfunktion olemassaolosta.

Oppitunnin keskeisena pedagogisena keinona kagtnikivisen, tai paremminkin
sosiokognitiivisen, konfliktin aikaansaamista (Rs3). Kognitiivista konfliktia kasitellaan usein
sosiaalisena ilmiona, vuorovaikutuksessa syntytiedbollisina ristiriitoina (Tynjala 1999, s93).
Naiden ristiriitojen kasittelyn sosiaalisessa viaiikutuksessa ajatellaan johtavan kasitteelliseen
muutokseen. Opetustyyliksi valitsin opettajajohtoikyselevan opetuksen ja oppijalahtdisen
opetuksen valimuodon, jossa opettaja ei niinka&isgaisesti ota kantaa oppilaiden vastauksiin
(oikein/vaarin), vaan totuttaa oppilaat komment@maarvioimaan ja pohtimaan aaneen ratkaisuja
esitettyyn ongelmaan. Yhteisesti kasiteltava ongelatkaisuprosessi alkaa yleensa yksittaisten
oppilaiden ratkaisuehdotusten arvioinnilla ja eeleti kehittelyn pohdinnalla (Inagaki, Hatano &
Morita 1998).

5.2.4 GeoGebran rooli Kéénteisfunktion olemassaol@ppimisymparistossa

Oppimisymparistossa GeoGebralla oli keskeinen r&idmantyyppisen opetuksen toteuttaminen
muita tekniikoita hyvaksi kayttamalla vaikuttaa ba@ainnollisemmalta. GeoGebran kayton
keskeisina etuina tdssa oppimisympaéristossa toymaamisuuden ja selkeyden/tarkkuuden lisaksi
pisteen jalki -ominaisuus. Viimeksi mainittu paitsahdollisti kd&nteisfunktion kuvaajan
piirtdmisen dynaamisesti, myds muistutti opiskéiciité, millaisia olioita funktiot oikeastaan
ovat.
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5.3 Paloittain maaritellyn jatkuvan funktion integr aalifunktio

Opettaessani pitkdn matematiikan integraalilaskekoassilla paloittain maariteltyjen jatkuvien
funktioiden integroimista opiskelijoiden oli vaikegsaistaa integraalifunktion jatkuvuudesta
johtuvaa kahden integroimisvakion riippuvuussutaléfipettaja ei aina pysty ennakoimaan, miten
oppilaat ymmartavat opetetun asian ja minka tyyapiaikeuksia heille voi sen suhteen syntya.
Kappaleiden 5.1 ja 5.2 GeoGebra-demonstraatiomteefen taman kappaleen visualisointiin
tarkoitettu demonstraatio ei ollut etukateen suttioi, vaan syntyi oppitunnin aikana.

5.2.1 Paloittain maaritellyn jatkuvan funktion integraalifunktio -GeoGebra demonstraation
toteutus ja oppitunnin kulku

Oppitunnin aiheena oli paloittain maariteltyjerkjatien funktioiden integroiminen. Esitin
opiskelijoille kahteen integroimisvakioon perustovatkaisutavan (integraalifunktion
jatkuvuusehto asettaa riippuvuussuhteen vakioiddifie). Opiskelijoiden vaikeus tdman tekniikan
sisdistdmiseen tuli minulle yllatyksena.

Oppitunnin alussa esitin opiskelijoille lyhyestirasrkin avulla paloittain maaritellyn jatkuvan
funktion integroimistekniikan ja painotin integrdahktion jatkuvuusehdon luovan
riippuvuussuhteen kaytettyjen vakioiden valilleiruunnitellut oppitunnin painottuvan
itsendiseen tydskentelyyn, joten pidin johdanndrteilisen lyhyend. Ensimmaisessa
harjoitustehtavassa opiskelijoiden tuli maaratafiom

x, x <2

f(x)z{z, x> 2

integraalifunktio. Kierreltyani luokassa huomastta opiskelijat eivat olleet sisdistaneet kahden
integroimisvakion kayttoon perustuvaa ratkaisutidkaia. Eras opiskelija esitti kysymyksen "miksi
tarvitaan kaksi integroimisvakiota, kun ne kuitenkiolemmat voivat olla mita tahansa”. Tassa
vaiheessa sain idean demonstroida vakioiden valipfguvuutta mallintamalla kyseisen tehtéavan
GeoGebran avulla. Olin jo tassa vaiheessa opefo#teluani tutustunut GeoGebraan sen verran
hyvin, etta tiesin kyseisen mallinnuksen hoituvaipbsti lyhyessa ajassa.

Demonstraation ideana oli havainnollistaa liukulasumaariteltyjen vakioiden c ja d vaikutusta
f(x):n paloittain integroituun funktioon (ks. Kuvall Liukusaatimista pystyi nyt saatamaan c:n ja
d:n arvoja dynaamisesti ja nakemaan muutoksenttmiomaaritellyn integraalifunktion
kuvaajassa. Liséksi loin oikeaan alakulmaan tekgldgilla c:n ja d:n riippuvuutta dynaamisesti
kuvaavan lausekkeen, seka liukusaatimen, jonkdaapybstyin muuttamaan c:n ja d:n summaa.
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£=32

0.5%7 + ¢
2x+d

c+d-sdddin

c=d-0.8 s

Kuva 14

Muutellessani c:n ja d:n arvoja dynaamisesti kangsileen integraalifunktion jatkuvuusehtoa.
Saatamalla c sopivaksi suhteessa d:n arvoon (fargetoin) saatiin paloittain maaritelty
integraalifunktio jatkuvaksi kohdassa x=2 (ks. Kiyp Kaytannossa siis 1oysimme vakion, jonka
avulla c pystytaan lausumaan d:n avulla (tai pé&toia). Taman jalkeen muuttelin vielé (c+d)-
saatimen arvoa (tama nakyy kuvaajan likkumiserstyspunnassa), ja huomautin ettéa taman arvon
muuttaminen ei tietenkaan vaikuta l6ytamamme vakimoon (tutustu tarkemmin liitteen cd-rom

levylta).
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c+il-s8adin

c=d+2

Kuva 15

5.2.2 GeoGebran rooli paloittain maaritellyn jatkuvan funktion integraalifunktio -
opetustilanteessa

Tama esimerkkitilanne kuvastaa hyvin dynaamistemgriaohjelmien luomaa
visualisointipotentiaalia seka silla saavutettalva@ainnollisuutta improvisoivassa matematiikan
opetuksessa. Demonstraation tekemiseen ei kulikad &uin muutama minuutti, joten ajan
puutekkaan ei voi tdten muodostua esteeksi ohjekagidlle.

5.4 Toisen asteen polynomifunktio

Demonstrointi ja opettajajohtoinen opetettavanragiaualisointi eivat suinkaan ole ainoa tapa
kayttaa GeoGebraa. Loin GeoGebran avulla lukidkpitmatematiikan "funktiot ja yhtalot 2"-
kurssille oppimisympariston, jossa oppilaat padswvdatoimisesti tutkimaan toisen asteen
polynomifunktion termien kertoimien vaikutusta kayaan. Tarkoituksena oli linkitta&a edellisella
tunnilla opitut toisen asteen polynomifunktion kulselvittamiseen kaytetyt algebralliset
proseduurit, nollakohtien laskeminen ja huipun ntti#minen, konseptuaaliseen geometriseen
ymmarrykseen.
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5.4.1 Toisen asteen polynomifunktio -GeoGebra-demstraation toteutus

Toisen asteen polynomifunktioiden tutkimista vareteuttamani GeoGebra-demonstraation
toteutus vaati jalleen kappaleessa 4.1.5 esiteltydivaiheisten demonstraatioiden
luomistekniikkaa. Jaoin demonstraation kolmeeneedeen (vaiheesta toiseen siirrytdan
vasemmassa ylakulmassa olevasta saatimesta, kel &uv

Toisen Asteen Yhtilo

Muuta kertoimien a, b ja ¢ arvoja kuvassa olevista vihreistd saatimista.

2
fix)=1x +(-2)x+(1)

Higt

Diskriminantti:
2
D=b -4ac
2
=-2 411
=0

1,0

"10 ] e

K
&
in
i
@
3

UHuu\\\u=1-'\ ) 2 3

Antti Laitamaki, Luotu GeoGebra

Kuva 16

1. Esilla toisen asteen polynomifunktion geometrirealgebrallinen muoto.

2. Edellisen lisaksi kuvaajaan merkityt polynomin a&bhdat ja huippu.

3. Edellisten lisaksi diskriminantti.

Tassé demonstraatiossa opiskelijat paasivat itsgtamaan dynaamisesti toisen asteen
polynomifunktion termien kertoimia ja nakemaéan noksen vaikutuksen kuvaajassa. Loin termien
kertoimien muuttamista varten liukusaatimet, joiderhteluvalit rajoitin seuraavassa kappaleessa
esiteltavien tehtavien ja ikkunan koon kannaltaskgi. Lukija voi tutustua demonstraatioon
tarkemmin liitteend olevalta cd-rom levylta.
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5.4.2 Toisen asteen polynomifunktio - opetuksen jgstaminen ja oppitunnin kulku

Aloitin oppitunnin jakamalla opiskelijat kolmen hgan ryhmiin. Ohjasin ryhmat tietokoneille ja
jaoin kullekin tehtavien ohjeistuksen (ks. litegka vastauspaperin (ks. liite2). Tasta eteenpéain
roolini muuttui opetustapahtuman ohjaajasta oppapeshtuman seuraajaksi.

Opiskelijoiden kaynnistettya verkossa olevan Gea&elemonstraation, alkoivat he ratkaista
tehtavia 1-3. Oppilaiden jakaminen ryhmiin ei jomit pelkastaan siita kaytannon syysta, etta
opetustilassa oli ainoastaan yhdeksan tietokokeétteettavaksi 26:lle opiskelijalle. Tehtavien
tutkivan luonteen vuoksi toivoin pienryhmatydskéyigohtavan luvussa 2.5 esitellyn tutkivan
oppimisen periaatteita mukailevaan oppimiseen.

Rohkaisin opiskelijoita pohtimaan, keskustelemaaargumentoimaan ryhmissaan.
Mielenkiintoista oli se, etta useimmissa ryhmisaétuualueet jakautuivat ilman ohjausta
seuraavasti:

1. Kirjuri: Yksi oppilas luki ja selitti tehtavat nille jasenille, seka kirjasi ryhméan
vastaukset.

2. Proseduurien tutkija: Useimmissa ryhmissa oli Ylenkild etsimassa oppikirjasta
hyodyllistéa tietoa tehtavien ratkaisemiseksi.

3. Visuaalinen tutkija: Jokaisessa ryhmassa olin&idin yksi oppilas jatkuvasti
esitetyn GeoGebra-demonstraation kimpussa. Tarea @gki yleensa kertoimien
muuttelun avulla paatteleméan kertoimien vaikutkétgdn muotoon.

Yhdessa ryhmassa kaikki kolme osallistujaa keskitytehtavien ratkaisemiseen GeoGebran
avulla. TAma ryhma ei saavuttanut tehtavissa ywéiliuloksia kuin monet muut, mutta mieleeni
jai erityisesti eraan taman ryhman jasenen kysyiBgstytdankd nama (samat) nollakohdat, jotka
l6ydetaan ohjelman avulla my6s laskemaan?”. Vastagnelle: "Kylla, ja toisaalta kaikki lasketut
pystytaan tietysti Ioytamaan myos kuvaajasta”. Kaeldyseisen ryhman jasenet tuntuivat olevan
innoissaan tuon kommentin jalkeen. Vaikka tama §lanehka toiminutkaan optimaalisella
tavalla, tama oppitunti sai aikaan heidan prosedisen ja konseptuaalisen tietonsa linkittymista,
seka lisasi silminndhtavasti motivaatiota kurséiealueita kohtaan.

Kaikkien ryhmien siséainen kommunikointi oli vilkas Oppitunnille varattu 45 minuutin aika riitti
useimmille ryhmille kaikkien tehtavien suorittamese Oppitunnin paatteeksi pyysin viela
opiskelijoilta vapaamuotoista palautetta. Palalitghad ryhmaa lukuun ottamatta erittain
positiivista.
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5.4.3 Toisen asteen polynomifunktio - pedagoginea didaktinen taustateoria, seka tulokset

Kuvaajien piirtdminen tietokoneiden avulla on oltméhdollista jo yli 20 vuoden ajan.
Vanhemmilla ohjelmilla oppilaiden tulee kuitenkiallita kuvaajien symbolinen esitystapa ennen
kuin he pystyvat piirtdmaan niitd. Symbolisen egdyan opettaminen ennen kuvaajien geometrista
tutkimista noudattaa kehityksellista lahestymistafie. 3.2), jossa proseduurien opetus edeltaa
konseptuaalista ymmartamistéa tukevaa opetusta.dsabpja Kadijevich (2004) painottavat
konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon yhdisg&mmerkitysta. Taman tavoitteen
saavuttamiseksi he kayttivat tutkimuksessaan hyv@ision Classpad 300 taskulaskimen
"drag&drop”-ominaisuutta, joka mahdollistaa samasdkymassa olevien algebrallisen ja
geometrisen esityksen dynaamisen muokkauksen jaosten havainnoinnin suhteessa toisiinsa
(Haapasalo & Kadijevich 2004). Oma oppituntini egoétta téllainen proseduraalista ja
konseptuaalista tietoa linkittdva opetusosuus \aideelposti toteuttaa myds GeoGebraa hyvaksi
kayttaen.

Ryhmien omatoiminen tydskentely ja roolien jakauten ryhmissa luonnostaan olivat vaikuttavaa
katseltavaa. Kuva 17 kuvastaa ryhmien tapaa ratkarmetut tehtavat.

GeoGebra

Oppikirja

~N
Tehtavien
ohjeistus

v

Kuva 17

Parhaita tuloksia saavuttivat paapiirteissaan gthjpissa yhteistyo eri rooleissa olevien
opiskelijoiden kesken oli toimivaa. Erityisesti Gaebralla tydskentelevan ja oppikirjasta apuja
etsivan opiskelijan vastavuoroinen kommunikoinikuti olevan merkittdvassa roolissa.

Suunnittelemani tehtavien ohjeistus (ks. liitellYarkasti rajaava tehtavien ja tehtavien tauatall
olevien tavoitteiden suhteen. TAma ohjeistus edgtimistapahtuman kontrollia. Toisaalta
tallaisen tarkan ohjeistuksen huonona puolena pilagen vastuun ja luovan ajattelun vahaisyys
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oppimistapahtumassa verrattuna suurpiirteisempggaistukseen. Ehdottaisin taman tyyppisen
oppimistapahtuman jarjestamiselle jatkossa suteEeEmpaa kappaleessa 3.6 esitellyn
minimaalisen ohjeistuksen mukaista tehtavanantoa.

5.5 Yliopisto Geometria

Antiikin Kreikassa suuren suosion saavuttaneetgiapviivain —konstruktiot ovat tarkea osa
matematiikan opetusta viela tanékin paivana. Nykyes havainnollistamiseen tosin en&a
valttamatté tarvita konkreettista harppia ja vitidh, vaan kostruktioita voidaan toteuttaa myos
dynaamisten geometriaohjelmien avulla. Dynaamisuwoi®mat etunsa taméantyyppisten tehtavien
toteuttamiseen GeoGebran avulla.

Suunnittelin Lauri Kahanpaan Jyvaskylan Yliopis@eometria-kurssille laatimien Geometers'
Sketchpad pohjien perusteella tietokoneharjoitutcteutettavaksi GeoGebra-ohjelmalla. Naiden
tietokoneharjoitusten paatavoitteet ovat:

1) Opettaa oppilaille GeoGebra-ohjelman kayttoa gkarktivistisen
oppimisndkemyksen mukaan tdma saavutetaan toimsinatuotteena).

2) Kolmion konstruointi hyperboliseen puolitasoon.

3) Opiskelijoiden motivointi itsenaiseen, dynaamisiatematiikkaohjelmia
hyodyntavaan geometrian tutkimiseen.

5.5.1 Yliopistogeometrian Harjoitusten toteuttamine

Harjoitusten ohjeistus jakautuu alkutoimenpiteisi@ké tehtaviin 1 ja 2 (ks. liite). Tehtavassa 1
keskitytaan tavoitteen 1) ja tehtavassa 2 tavaitdoteutumiseen. Nama tehtavat poikkeavat
toisistaan melko radikaalisti ohjeistuksensa osalta

Alkutoimenpiteiden jalkeen suoritettava Tehtav&s. (iite) on muotoiltu suurpiirteisesti
kappaleessa 3.6 esitellyn minimaalisen ohjeistuksgiaatteiden mukaisesti. Taman vaiheen
paatavoitteena on ohjelmaan tutustuttaminen, jokiaomstruktivistisen oppimiskasityksen
periaatteiden mukaan toteutettu tapahtuvaksi taiamrsivutuotteena. Ennen tehtavan 1 esittamista,
ohjeistuksessa viitataan tasakylkisen kolmion karoshtiesimerkkiin. Esimerkki on toteutettu
ruutukaappausvideo -tekniikalla, joka on hyvéa hamaintikeino niin verkko-opetuksessa kuin
luokassa tapahtuvassa tietokoneavusteisessa opssakis. cd-rom liite). Tehtavassa 1 kehotetaan
opiskelijaa tekemé&én GeoGebralla erilaisia tasogdaam konstruktioita, kuten nelién (harppi-
viivain) konstruktio (kuva 18).
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L8]
Tiedosto  Muokkaa MNEtd Waihtoehdot Tyivilinest |kkuna COpastus
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5 | T || Eatel Rl Y | | ! | Veda taivalitse ohjekdit (Esc) J

@ Sydttokentts: | |= LI o |Knmenm ﬂ

Kuva 18

Tehtava 2 on puolestaan ohjeistettu alusta lopjuittdin tarkasti ja systemaattisesti. Tallainen

vaihe vaiheelta tarkasti ohjeistettu tietokoneasingtn opetus oli suosittua tietokoneiden yleistitess

1900-luvulla. Sita kutsuttiin ohjelmoiduksi opeteksi ja myohemmin systemaattiseksi
l[&hestymistavaksi.

Tehtava on jaettu neljaan vaiheeseen (ks. tarkeritbeesta):

1. Aloitetaan hyperbolisen puolitason konstruointitgimalla suora, seka kaksi pistetta A ja B

suoran ulkopuolelle siten, etta pisteiden valineklidinen jana ei leikkaa suoraa (pisteet
samalla puolella suoraa).

2. Konstruoidaan hyperbolinen jana AB.

3. Luodaan GeoGebralla tydvaline, joka konstruoi higpésen janan annetussa
hyperbolisessa puolitasossa.

4. Kaytetaan edellista tyovalinettd hyperbolisen kolmkonstruointiin.
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% GeoGebra oy ol s
Tiedosto  Muokkas MNaytda Waihtoehdot Tyovalineet Ikkuna COpastus
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Kuva 19

Tallaisella systemaattista lahestymistapaa nouddltaohjeistuksella ei saavuteta
konstruktivistisen oppimiskasityksen mukaista ogpymparistdéa. Tehtavan 2 tarkasti ennalta
maaratty tavoite, hyperbolisen kolmion konstrugiatheutti viime k&dessa minimaalisen
ohjeistuksen periaatteiden ja konstruktivistisepiopskasityksen mukaisen tehtavien suunnittelun
pois sulkemisen. Tavoitteeseen kun olisi vaikeasst@@suurpiirteisella ohjeistuksella. Jos siis
tehtava 2 haluttaisiin muotoilla minimaalisen osfeksen periaatteiden mukaisesti, olisi tavoitteet
maariteltava suurpiirteisemmin.

5.5.2 GeoGebran soveltuvuus yliopistogeometrian hainnointiin

Mainitsin yhten& harjoitusten tavoitteena opiskédien motivoinnin itsendiseen, dynaamisia
matematiikkaohjelmia hyddyntavaan geometrian tutk@®n. Tahan tarkoitukseen suunnittelin
viela kaksi hieman edistyneempaa demonstraatimtie poitaisiin esitella opiskelijoille tehtavan 2
suorituksen jalkeen.

1. Kolmion kulmien summa hyperbolisessa puolitasossa
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Lisasin hyperbolisen kolmion konstruktioon tangemtiavulla maaritellyt kulmat, seké kulmien
summan (ks. kuva 20). Taman demonstraation avplkkelijat pystyvat tutkimaan kulmien
astelukujen summan muutoksia erilaisissa dynaasaisimiunnoksissa. Taman demonstraation
toteuttaminen toimii myds hyvana jatkotehtavandaedile 2 (ks. cd-rom).

Kolmio hyperbolisessa puolitasossa

@

Néytd kuimat
T Fyla
Ei
Kuimien summa:
atpty=13874°

0=8513"

Antti Laitamaki, Luotu GeoGebra

Kuva 20

2. Poincarén malli

Paatin konstruoida GeoGebralla Poincarén mallinusia selvittdd, miltd nayttaisi Poincarén

suoran jalki, liikuteltaessa toista suoran madeiti@a pistettd dynaamisesti toisen pysyessa vakiona
GeoGebran avulla tuotettu Poincarén malli tuo Kignjal paperilla abstraktiksi jaavan mallin paljon
konkreettisemmaksi dynaamisine muutoksineen (keaXw).
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Nayta jalki

Pisteen A jalki
l suoran jalki

Ei

Kuva 21

Vaihdettaessa demonstraation oikeassa ylakulnmdegasta sdatimesta suoran jalki paalle, ja
pyoritettdessa toista suoran maarittelevaa pistattddostuu kuvan 22 kaltainen torvimainen
"musta aukko” keskipisteenaan paikoillaan olevanPaié-suoran maaritteleva piste.

Nayta jalki
+Pisteen Ajalki

suoran jalki
Ei

Kuva 22
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Nama esimerkit osoittavat GeoGebran potentiaaliignwyiopistomatematiikan opetuksessa. Tama
potentiaali ei rajoitu pelkastadan geometrian opigke Esimerkiksi analyysin ja
kompleksianalyysin tueksi on kehitetty monia hawaifistavia demonstraatioita (ks.
http://www.geogebra.org/en/wili/
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6. Pohdintaa

Edellisessé luvussa esitetyt tietokoneavusteigatropymparistot toimivat hyvina esimerkkeind
siitd, kuinka tietokoneiden avulla pystytaan tukamg tehostamaan konstruktivistisen
oppimiskasityksen mukaista matematiikan opetuspet@jan teknologinen kompetenssi ei saa
muodostua esteeksi tieto- ja viestintatekniikantdds. Toisaalta teknologian kaytdsté innostuneen
opettajan taytyy kuitenkin pitdd mielessaan, etté1 ja viestintatekniikan kaytto tulee ndhda
ennemmin valineend, kuin paamaarana.

Haapasalo ja Silfverberg (2006) rohkaisevat vastaigtuneita opettajia toimimaan kouluissa tieto-
ja viestintatekniikan puolesta puhuvina "agenttéiMonet innovatiiviset opettajat integroivat
tieto- ja viestintatekniikkaa opetukseensa. Vaikkiena kokeilut jaavat yleensa raportoimatta, juuri
naiden innovatiivisten opettajien ansiosta tietovipstintatekniikka on hyvaksytty tarkeaksi osaksi
suomalaista koulutusta. Kuitenkin monissa tradaalisissa, konservatiivisissa instituutioissa
matematiikan oppimiselle ja opettamiselle nahd&iin yksi tyyli, joka on sailynyt samana jo
vuosisadan ajan (Haapasalo & Sifverberg 2006).li8desa luvussa osoitin, miten jopa kovin
abstraktitkin matemaattiset konseptit voivat saallansa tietokoneavusteisessa opetuksessa
oppilaiden spontaaneista ideoista.

GeoGebraa voisi hyvin verrata tyokaluun, jota kéda oppilaiden matemaattisen osaamisen
tehostajana. Eri tytkalujen laittaminen paremmuiestykseen ei ole jarkevaa. Sen sijaan jarkevaa
on kayttaad oikeaa tytkalua oikeassa paikassa. &petiulisikin tiedostaa kunkin aihealueen
esittAmismahdollisuudet myds esimerkiksi GeoGekég#taen. Nain se toimisi ikdan kuin
tehokkaana lisatyokaluna opettajan tyokalupakiSsgaGebralla on runsaasti sovelluskohteita niin
peruskoulu-, lukio-, kuin myds yliopistotason masgiikan opetuksessa (ks.
http://www.geogebra.org/en/wili/Olen pyrkinyt tdsséa tydssa nayttdmaan
esimerkkioppimisymparistojen kautta mihin GeoGedmeeltuu ja miten sita voidaan kayttaa.
Healy (2000) toteaa GeoGebran ja muiden dynaamistdamatiikkaohjelmien kayttoon sisaltyvan
myads riskin: Ohjelmien kayton myota tuleva vahvametrinen tuki matematiikan teorioille saattaa
saada aikaan sen, ettéd oppilaat eivat enaa naedteja matemaattisia todistuksia tarpeellisina!
Dynaamisia matematiikkaohjelmia kayttavien opettajiuleekin mielestani korostaa erityisen
paljon matematiikan aksioomajarjestelmista lahteypaattelyketjujen ja matemaattisen logiikan
tarkeytta koko tieteenalan perustana.

Koulun opetusmenetelmét ovat erkaantuneet oppilaiaeoista ymmartaéd maailmaa, mutta
oppilaiden ja opettajien taytyisi elad samankadtssa kokemusmaailmassa, jotta voisivat ymmartaa
toisiaan. Taman vuoksi opettajien olisi pyrittawW@noaan ajan tasalla esimerkiksi nuorten tavoista
matkapuhelimet ym.) visuaalisesti. Taman vuoksiemedtiikan oppiminen symbolisessa muodossa
saattaa olla oppilaille tulevaisuudessa yha vaikeanTata kasvavaa vaikeutta voidaan lieventaa
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kayttamalla dynaamisia matematiikkaohjelmia, kuBsoGebraa, matematiikan opetuksessa,
jolloin visuaalisen representaation merkitys opségsa kasvaa.

Maailman muuttuessa koulujen ja opetussuunnitelmiepysyttdva muutoksessa mukana.
Nykyisen informaatiotulvan aikakautena ei ole j&&é painottaa opetuksessa muistamista vaan
pikemminkin kykya 16ytaé tietoa ja ratkaista ongelm

Kun yksittaisten tietojen ja taitojen erillinenetaminen menettavat keskeisen roolinsa, esiin
nousevat oppimisen taitojen opettamisen ehdot. 3fiktnteissa tulee keskeiseksi naiden taitojen
kehittymista edistavien oppimisymparistdjen luomir{fRauste & von Wright 1994 s.201)

Opetuksen tavoitteeksi tulisi mielesténi asettéaveen oppijoiden kasvattaminen. Matematiikan ja
tietotekniikan opetuksella on tasséa prosessisshitti@é rooli. Nama tavoitteet tulisi mielestani
huomioida entista paremmin myds opetussuunniteimissnstruktivistisen oppimiskasityksen
mukaista opetusta tukevan opetussuunnitelman allssiuonteeltaan hyvin joustava. Vaikka
opetushallituksen vuonna 2004 julkistama perusdsetu opetussuunnitelma perustuukin
nimellisesti konstruktivistiselle oppimiskasitykige(ks. Opetushallitus 2004, s.18), ei asia
matematiikan kohdalla kaytdnndssa ole nain. Esirk&rikuosiluokkien 6-9 osalta suunnitelma
listaa luettelomaisesti pitkan rivin matemaattigéoja ja taitoja, jotka oppilaan tulisi hallita
tayttaakseen hyvan osaamisen kriteerit (ks. Opatlitsis 2004, s164-167). Nykyisen
opetussuunnitelman orjallinen noudattaminen jopgtammillaan ndennaisen tehokkaaseen
opettajajohtoiseen proseduurien opiskeluun konsgfisen ymmarryksen ja
ongelmanratkaisutaitojen kustannuksella.

Kappaleessa 3.5 esitellyn minimaalisen ohjeistukegraatteita voidaan soveltaa myds opetuksen
kaytdnnon suunnittelussa. Esimerkiksi lukion pitkéatematiikan oppikirjasarjat toimivat
opettajalle systemaattisen lahestymistavan mukaisppaana kurssien lapikaymiseksi. Koska
my0Os oppilaat omistavat oppikirjat, voidaan kysy@isiko oppitunnit suunnitella joustavammin ja
keskittya oppikirjaa orjallisesti seuraavaa tapa@neman esimerkiksi oppilaiden
ongelmanratkaisutaitojen parantamiseen tai prosedisen ja konseptuaalisen tiedon
yhdistamiseen.
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Liite 1: Toisen asteen polynomifunktio, tehtdvdpaperi






Toisen Asteen Yhtalo

18. tammikuuta 2009

Siirry osoitteeseen http://users.jyu.fi/ ~anjolait /opetus/paraabeli (matomerkin
saat painamalla “Alt Gr” ndppainté ja“"” nappaintd yhtdaikaa). Kdyta avau-
tuvaa sovellusta apuna seuraavien tehtévien tekemiseen. Varaa paperia tulostesi
kirjaamista ja tarkistamista varten!

W~

1. S&4d4 vakioden a, b ja c arvoiksi a=0,6, b=-1, ¢ = -3 ja ratkaise graafisesti:
a) f(x)=0
b) Huippupisteen koordinaatit

Tarkista a)-kohdan tuloksesi kiyttdmalla toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa:
az? +bx + ¢ = 0 =g ===V —dac VQZ;L‘L“C

2. Siirry vaiheeseen 2 vasemmassa yldkulmassa olevasta palkista. Sdada vakioiden
a, b ja c arvoja siten, etté:

a) Paraabeli on alaspéin aukeneva ja silld ei ole nollakohtia

b) Paraabelin ainut nollakohta on z = 1 (vihje: (z —1)2 =0 2 = 1)
c) Nollakohdat ovat 1 = —1 ja xo = 2 (vihje: tulon nollasdintd)

d) Paraabelin huippu on pisteessd (2, —2) (vihje: s.161)

Kirjaa ylos ratkaisemasi toisen asteen yhtilot ja tarkista tulokset laske-
malla. Ovatko ratkaisut yksikisitteisia?

3. Siirry vaiheeseen 3 vasemmassa ylikulmassa olevasta palkista. Nayton
vasempaan laitaan ilmestyy yhtilén diskriminantti (D = b® — 4ac, kun
a# 0). Sddda vakioiden a, b ja ¢ arvoja siten, etté:

a) diskriminantin arvo on negatiivista
b) diskriminantin arvo on positiivista
¢) diskriminantti D=0

Tutki miké yhteys diskriminantin etumerkilld ja funktion nollakohtien
lukuméaéralla on. Mieti my0s, mistd yhteys johtuu.






Liite 2: Toisen asteen polynomifunktio, vastauspaperi






Vastauspaperi MAAO2Z:
Toisen asteen yhtalo

Ryhman jasenet :

b)

b)

d)

3. a) Mika yhteys diskriminantin etumer&ijk toisen asteen yhtalon ratkaisujen
lukumé&aralla on?

b) Kirjan tehtava 521 (sivu 174)






Liite 3: Yliopisto geometria, tehtdvdpaperi






GEOMETRIA 2009 Tietokoneharjoitukset

Harjoitusten tekemiseen kaytamme GeoGebra ohjelmaahjelmaa voi kayttaa verkon yli
mista tahansa (kunhan Java-tuki on kunnossa).

Tehtava: siirry osoitteese@mww.geogebra.orga valitse "Kaynnista GeoGebra” ja "GeoGebra Web
Start” (Ohjelman voi myos ladata omalle koneelle).

Alkutoimenpiteet:

1) Poista koordinaattiakselit nékyvisté (valitse vatita 'Naytd ja alasvetovalikostaAkselit)
2) Poista vasemmassa laidassa oleva algebraikkunaistik(valitse valikostaNaytd' ja
alasvetovalikostaAlgebraikkund)

Alkutoimenpiteiden jalkeen voidaan alkaa suorittaesinaisia harjoituksia. Siirry osoitteeseen
http://users.jyu.fi/~anjolait/geogebraopetus/ylgipkurssit/geometria/esim1.syaf katso esimerkki
tasakylkisen kolmion konstruoinnista GeoGebranlavilaman jalkeen voit siirtyd tekemaan
tehtavaa 1.

1. Opettele piirtdméaan yksinkertaisia kuvioita ja koagimaan geometrisia konstruktioita:
a) kulman puolitus
b) nelién konstruktio
C) pisteesta tangentti ympyréalle

2. -Tavoitteena on luoda kolmio hyperbolisessa pastissa. TAssé hyperbolisessa puolitasossa
rajoitutaan tarkastelemaan pisteita, jotka sijaaseason kahtia jakavan suoran yhdella puolella.
Suora kahden pisteen kautta tdssa mallissa onypymjra, jonka keskipiste on halkaisijalla:

1) Aloita GeoGebra konstruktiosi piirtamalla suor&ggakaa tason kahteen osaan. Piirra
sitten kaksi pistettd (kuvassa A ja B, oltava séaaliolella suoraa).

2) Konstruoidaan hyperbolinen jana AB: Piirrd jana AB ja sille keskinormaali.
Keskinormaalin ja puolitasomme rajoittavan suokikkiauspisteeseen (kuvassa O)
muodostuu hyperbolisen suoran AB konstruoivan yrapyeskipiste (mieti!). Kayta
"Ympyrankaari’-tyokalua ja piirra kaari B:std A:h&eskipisteend O. Kokeile liikutella
pisteitd A ja B. Miksi kaari piirtyy "vaarin painjps A tai B liikutetaan toistensa ohi leveys-
suunnassa?

3) Luo uusi tyovéline, joka konstruoi janan hyberbolisessa puolitasossaralitse valikosta
"Tyovalineet ja alasvetovalikostal’uo uusi tyévaline... Tulostusobjekteiksi valitse listasta
juuri konstruoimasi ympyrankaari, seké puolitasakaya suora. Lahtbobjekteja ei tarvitse
muuttaa (pisteet A,B,C,D). Seuraavassa vaiheessain®eta tydkalusi haluamallasi tavalla.



4)

Valitse "poistu”.

Kaytetaan tyovalinetta hyperbolisen kolmion konstrwintiin: Valitse valikosta
"Tiedosto” ja "uusi” (edellistad konstruktiota eirtatse tallentaa). Valitse juuri tekemasi
tyokalu (laitimmaisena oikealla oleva ikoni) ja lstruoi hyperbolinen jana (tdméa tapahtuu
merkitsemalla nelja pistetta, joista kaksi ensingt@éégmaarittelee puolitason rajoittavan
suoran ja kaksi jalkimmaista hyperbolisen janaregyigteet). Kayta tyokalua
muodostaaksesi janoista kolmion hyperboliseen fasdon. KATSO VIDEO
OSOITTEESSA
http://users.jyu.fi/~anjolait/geogebraopetus/ylgipkurssit/geometria/esim2.swf




