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Tiuvistelma

Tyossa kisitellddn siirtymafunktioita toisaalta kvanttimekaniikassa ja toi-
saalta neliulotteisessa avaruusajassa. Yleinen suhteellisuusteoria muotoillaan
nk. geodeettisen siirtyméafunktion avulla, minka jélkeen sen avulla tarkastel-
laan kahden avaruusajan pisteen, tapahtuman, vélista siirtymaé.

Ensimmaisend, Luvussa [2| kisitellddn kvanttimekaanista siirtyméfunk-
tiota Diego Meschinin vuonna 2008 julkaistun véitoskirjan [Meschini| mu-
kaan. Tdma luku toimii vertailukohtana mychemmin esiteltéville geodeetti-
selle (geometriselle) siirtyméfunktiolle. Luvussa késitellddn lyhyesti kvantti-
mekaanisen siirtyméfunktion metageometrista perustaa ja todennikéisyyden
mukaan tuloa teoriaan siirtymafunktion kautta.

Loput tydstd perustuu FT Markku Lehdon muistiinpanoihin ja suhteel-
lisuusteorian kurssin luentoihin (jotka 16ytyvét hieman muokattuna myos
Diego Meschinin véitoskirjasta [Meschini| (Chapter 10)).

Luvuissa |3] ja {] esitelladn myohemmin kiyttdéon tulevaa matemaattista
vilineistod. Luvussa |3 johdetaan yhtdlo avaruusajan geodeettiselle maail-
manviivalle (geodeesille) ja méaritellddin kaarevan avaruuden absoluuttinen
ja kovariantti derivaatta. Luvussa {] esitellidn nk. tetradiformalismi, jossa
hiukkasen liikettd kuvaillaan neljan (avaruusajan dimensio) vektorin ja kol-
men kiyran kaarevuutta kuvailevan parametrin avulla.

Luvussa [b| mééritellddn geodeettinen siirtyméolio (tai "yhteysolio") ja
siirtyméfunktio, joka kuvaa siirtyméé ("yhteyttd") avaruusajan pisteiden vé-
lilla. Siirtyméfunktion kovarianttien derivaattojen avulla muotoillaan Eins-
teinin kenttayhtalot ja kahden avaruusajan tapahtuman vilinen yhteys. Lop-
putuloksena on siirtymé&funktion toisen kovariantin derivaatan ja Riemannin
vuorovesitensorin vélinen relaatio. Tuloksella on merkitysté, silla molemmat
liittyvat havaintoihin ja niin siis saadaan johdettua yhteys kahden havain-
toihin liittyvin suureen vilille (5.30]).

Liitteessd [A] vield tarkastellaan Newtonin ja Einsteinin gravitaatioteo-
rioita tetradiformalismin avulla. Molemmissa teorioissa merkittdvasan rooliin
nousee jo mainittu Riemannin vuorovesitensori.

Luettavuuden parantamiseksi osa vélivaiheista on jétetty kirjoittamatta
tekstiin ja siirretty omaan liitteeseensé, Liitteeksi [B]
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Luku 1

Johdanto

Fysikaalisen teorian muotoiluun vaikuttavat muotoilun ldhtokohdat ja ta-
voitteet. Saman ilmion voi hahmottaa eri tavoin ja silti padtyd samankaltai-
siin lopputuloksiin. Gravitaatiota kuvaili ensimmaisend Newton, my6hemmin
Einstein — ja siind missd Newtonin teoriassa gravitaatio ajatellaan painovoi-
maksi, jolla kappaleet vetévit toisiaan puoleensa, Einsteinin yleisessd suh-
teellisuusteoriassa gravitaatio samastetaan avaruusajan muotoon. Molem-
mat teoriat kuitenkin tuottavat likimain samanlaiset liikeradat planeetoille.

Toisaalta saman asian voi rakentaa erilaisista palikoista: Jos tarvitaan
yopoytéd, mikd tahansa tasainen alusta — jolla on riittdvan kestavé rakenne,
etté sille voi laskea kohtuullisen méarén tavaraa — riittad. Puinen poyta voi
paatya takkaan taloa lammittdméadn, kun taas vidrinpdin kddnnetystd pah-
vilaatikosta saattaa olla hyotyd seuraavassa muutossa. Molemmat toimivat
vhté hyvin poytdnd, vaikka niiden muu kiytto eroaakin toisistaan.

My®6s yleisen suhteellisuusteorian voi rakentaa erilaisista palikoista: kéyt-
téden tensorianalyysid (kuten Einstein) tai differentiaaligeometriaa. Liikkeelle
on historian saatossa lahdetty eri lahtokohdista. Téassé tutkielmassa Einstei-
nin kenttéyhtdlot johdetaan 1dhtien geodeettisesta siirtyméfunktiosta. Kul-
lakin tavalla on omat ominaispiirteensé ja motivaationsa, vaikka saman suh-
teellisuusteorian ne tuottavatkin. Kyse on saman asian rakentamisesta eri-
laisin rakennusainein ja erilaisin menetelmin. Nyt kiiytettévin siirtyméafunk-
tion avulla voi muotoilla Einsteinin kenttdyhtalot, minka lisdksi sen avulla
kuvataan kahden pisteen vélistd yhteytta.

Siirtymaéfunktio kuvaa, nimensa mukaisesti, siirtymé#é (tai yhteytta) ava-
ruusajan pisteiden vélilld. Sen arvot riippuvat siten sekd siirtymén alku- et-
td loppupisteestd. Kuitenkin esimerkiksi mainitut Einsteinin kenttdyhtalot
kuvaavat avaruusajan muotoa yhdessa pisteessé kerrallaan ja ne saadaan ra-
jalla, jossa loppupiste ldhestyy alkupistetté.



2 Johdanto

Havainto, joka tehdddn varsinaisesti vasta liitteessd [A]on, ettd Riemannin
vuorovesitensori Q@?ag nousee merkittavaan rooliin niin Newtonin gravitaa-
tioteoriassa, Einsteinin lokaalissa teoriassa (Yleinen suhteellisuusteoria) kuin
myos tidssi tutkielmassa kisitellyssé (ei-lokaalissa) teoriassa.

Riemannin vuorovesitensori on myos tekijé, joka erottaa suppean suhteel-
lisuusteorian edelld mainituista gravitaatiota kuvaavista teorioista. Suppean

suhteellisuusteorian laakeassa avaruusajassa % o4 on aina nolla.



Luku 2

Siirtymafunktio
kvanttimekaniikassa

Tassd luvussa kisitellddn kvanttimekaanisten systeemien vélistd siirtyméad
(tai yhteyttd). Koko aiheen kisittely ja pddtelmét ovat perdisin Diego Meschi-
nin vuonna 2008 ilmestyneestd vditoskirjasta [Meschini| (Chapter 12). Kir-
jassa on myos kisitelty kiytetyn ldhestymistavan motivaatiota ja (mm. psy-
kologisia) perusteita ja analogioita.

Myohemmin késitelladn kahden tapahtuman (avaruusajan pisteen) vé-
listd yhteyttd suhteellisuusteorian kannalta ja tdmé luku toimii ikddn kuin
johdantona tai vertailukohtana tulevalle.

Kasitteet siirtymdolio ja sitrtymdfunktio johdatellaan metageometrisistéﬂ
ladhtckohdista.

2.1 Metageometrinen perusta

Fysikaaliseksi perustaksi otetaan preparointi tai estmittaus. Talla tarkoite-
taan prosessia, josta jostakin raaka-aineistosta poimitaan ne systeemit, joilla
on jokin haluttu ominaisuus. Siis jos observaabelin A mahdolliset mittaus-
tulokset, eli spektri on {a;} (missd ¢ = 1,2,...), esimittauksen jélkeen vain
tietyt, tulokset ovat mahdollisia. On tietenkin my&s mahdollista, ettd A:n
spektri on jatkuva.

Esimerkiksi, jos halutaan tutkia vain tietyssd spin-tilassa olevia elekt-
roneja, esimittaus poimii koko néytteen kaikista hiukkasista ne, joilla on
haluttu spin.

Liitetddn observaabeliin A, kuvaamaan esimittausta, metageometrinen
esimittausolio @}(a) Se kuvaa prosessia, jossa raaka-aineistosta poimitaan

!Metageometria — "geometrian tuolla puolen”, vrt. metafysiikka, jolla tarkoitetaan fy-
sikaalisen tieteen tavoittamattomissa olevaa [Meschini| s. 191.



4 Siirtyméafunktio kvanttimekaniikassa

fysikaaliset systeemit, jotka liittyvét ko. observaabeliin (ja suodattaa ne, joi-
den preparointi a-systeemeiksi ei onnistu).

Samaan tapaan .2 (a;) erittelee observaabelin A spektrista ne systeemit
a;, joilla on jokin haluttu ominaisuus ja suodattaa ne a; (Vj # 7), joilla téta
ei ole.

Huomautetaan vield, etta @/j(a) on todella metageometrinen — f/‘](a):n
‘@(a)”, <.@(a) @(b)> tai dist [_@(a), Db)] ei-

vat kertakaikkiaan tarkoita mitdan.

geometrinen muoto,

Otetaan kiytt6on merkinta e@((ai) + @aj) tarkoittamaan observaabeliin
A liittyvdd esimittausta, jolla erotellaan sekd a;- ettd aj-systeemit muista.
Symboli "+’ ymmérretdin tissd siis tarkoittamaan samaa kuin logiikan TAI
(poimitaan ne systeemit, joilla on ominaisuus a; TAI a;). Tuntuu selvilta,
ettd mainittu esimittausten summa on kommutatiivinen;

PAlai) + Plaj) = Plaj) + P(ai) (2.1)
Jja assosiatiivinen;
Pla) + Plaj)| + Pla) = Plai) + [@(aj) + Plap)]. (22

Esimittauksen, joka péadstdd kaikki a;-systeemit lapi, kuvataan identti-
syysoliolla e Niinpd sen on vastattava kaikkien mahdollisten (kyseessa
olevaan observaabeliin liittyvien) esimittausolioiden summaa. Symbolein ta-
mé (metageometrinen) taydellisyysrelaatio on

Z Pla;) = .7, (2.3)

)

missd summa ), sisdltdd kaikki P(a;)-termit — a;:t ovat niin tihein vilein,
kun on havaintojen kannalta tarpeellista. Tarkeintd on, ettd kaikki mahdol-
liset mittaustulokset otetaan mukaan.

Samaan tapaan, kuin identtisyysolio ylli, otetaan mukaan myds sen vas-

takohta (esimittausten kannalta). Oliota 7 , joka vastaa esimittausta, josta
yhtdin systeemia ei pédse lapi, kutsutaan nollaolioksi.

Yhteen observaabeliin A liittyvai esimittausta, joka vaatii seké tuloksen a;
ettd tuloksen a;, merkitddn tulolla @(aj) P(a;) (vastaavasti F(a) F(b)
vaatii ominaisuudet a ja b). Tulo siis vastaa loogiikan operaatiota JA (1api
pédsevit systeemit, joilla on ominaisuus a; JA aj)EI Néista esimittauksis-
ta jilkimmiinen, &7 (a;) padstdd sisddn tulevista a;-systeemeistd lipi a;-

2Joukko-opin kannalta yhteen observaabeliin liittyvien esimittausten joukossa summa
+ vastaa yhdistetta U ja tulo leikkausta N. [Kirjoittajan huomautus|
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systeemit. Toisin sanoen kaikki systeemit suodattuvat, ellei i = j E] Symbo-
lein

Plaj) P(ai) = Dy Plai), (2.4)

misséd on otettu kiyttoon deltaolio

.. — 7 kuni#j
" S kun 7 = j.

Tuloksesta ([2.4]) kdsin on selvid, ettd my6s yhteen observaabeliin A liit-
tyvien esimittausolioiden tulo on sekd kommutatiivinen ettd assosiatiivinen
(useampaan observaabeliin liittyvien esimittausolioiden tulo on yleisesti ai-

noastaan assosiatiivinen):
Plaj) Pla;) = Pla;) P (ay) (2.5)
Pa) Pla)] Pla) = Pla) [ Pla) Pla)] 28
Todetaan vield, ennen siirtymista tutkimaan tilojen vilistd vastaavuutta,

ettd nollaoliolla &) ja identtisyysoliolla 7 on tulon ja summan suhteen
samanlaisia ominaisuuksia kuin luvuilla 1 ja 0:

T+ @ = 7,
P+ 7 = Fa),
ST = T,
7 = (7,
S Pa) Pla) = FP(a). S,
7T Pa) = (=P,
T = 7= IH

2.2 Kvanttimekaaniset siirtymaolio ja siirtymafunk-
tio

Kahteen eri observaabeliin A ja B liittyvien esimittausolioiden @J(a) ja
@(b) tulon tutkiminen antaa aihetta ottaa mukaan uuden, metageometrisen,

3

Pla;) P (as) < kun i # j
(/( )])( i) = //])(az) kun i =j

“Toisaalta erojakin l6ytyy esim. tarkastelemalla toimituksia S+ E/'ja //}’(a) + .7,
[Kirjoittajan huomautus]
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olion. Yleisestihan

P(b) Pa) # FP(a) P(b).

Ensimmaéinen tulo suodattaa raaka-aineistosta muut kuin a-systeemit, jonka
jilkeen ne a-systeemit, jotka eivit muunnu b-systeemeiksi, suodatetaan pois
—jaljelle ja& b-systeemeji. Jalkimmaisessd a:n ja b:n roolit vaihtuvat ja jiljelle
jaavat ovet a-systeemeji. Vain téydellisesti yhteensopivilldﬂ observaabeleil-
le A ja B yhtdsuuruus patee (ja tietysti tdydellisen yhteensopimattomilleﬂ
jolloin molemmat tulot antavat (7).

Tulojen tarkastelu herattdad kysymyksen, kuinka yhieensopivia observaa-
belit A ja B ovat. Tulo Z°(b) Z”(a) koostuu oikeastaan kolmesta osasta; i)
a-systeemien esimittauksesta raaka-aineistosta, ii) a-systeemien muuntami-
sesta b-systeemeiksi, siltd osin kuin se onnistuu (riippuu yhteensopivuuden
médrista) ja iii) a- ja b-systeemien yhteensopivuuden mitasta. Yhteensopi-
vuutta tarkastellaan myShemmin, mutta siirtyméa (muunnosta) varten ote-
taan kiyttoon kvanttimekaaninen (metageometrinen) siirtymdolio 7°(b|a).
Se kuvaa a-systeemien muuntamista b-systeemeiksi ilman suodatusta — kaik-
ki 7sisddn menevit”’ a-systeemit "tulevat ulos” b-systeemeini.

Selviisti A (b|a) # T a|b), erityisesti tdmi pitee siirtymille yhden ob-
servaabelin mittaustuloksissa — Z%(a; | a;) # Fai | a;j) (koska a;- ja a; sys-
teemit ovat toisensa pois sulkevia). Ja koska yhteen observaabeliin liittyvét
eri systeemit ovat téysin yhteensopimattomia, jotta tulo Aa; | ay) e@(aj | a;)
olisi nollasta poikkeava, on jalkimmaisen siirtymén alkutilan ja ensimméisen
lopputilan oltava yhteensopivia. On siis oltava

Plar|ar) Plajlai) = Dip P(ar] ai). (2.7)

Téastd seuraa myos, etteivat siirtymaoliot yleisesti kommutoi. Itse asiassa ne
kommutoivat tdsmailleen silloin kun j # k jai# [, jakuni=j=k =1.

Intuitiivisesti on myds selvid, etteivit eri observaabeleihin liittyvét siir-
tymioliot Z(b|a) ja F?(d|c) kommutoi. Toisin kuin yhden observaabelin
tilat, eri observaabeleihin liittyvéat tilat eivit valttdméatta ole taysin yhteenso-
pimattomia tai téysin yhteensopivia. Tulolla F%(d|c¢) Z(b|a) ja siirtymalld
P (d|a) on varmaankin jotain yhteistd kesken#én, vaikkei yhtasuuruus pa-
tisikddn. Tulon lopputulos riippuu observaabelien b ja c yhteensopivuuden
maarasta.

Huomautetaan vield, ettd lopputulos on sama, jos suoritetaan observaa-
beliin A liittyvé esimittaus kahteen kertaan tai jos suoritetaan ensin esimit-
taus, jonka jalkeen muunnetaan a-systeemit a-systeemeiksi. Kummassakaan
tapauksessa mitdin el suodateta ensimmaéisen esimittauksen jilkeen, vaan

Sengl. compatible
Sengl. incompatible
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kaikki systeemit selviytyvit loppuun asti. Symbolein
Pa) P(a) = P(a|a) P (a). (2.8)

Téassa tapauksessa siirtymaéolioiden tulo siis jakautuu kahteen osaan, esimit-
taukseen ja siirtym&idn — aiemmin mainittua systeemien yhteensopivuuden
mittaa ei ole ndkyvissé, kun siirtyméan alku- ja lopputilat ovat samat. Ei ole
vaikea arvata, ettd seuraavaksi otetaan mukaan yhteensopivuutta mitattaa-
maan luvut ja ettd taydellisesti yhteensopivien systeemien yhteensopivuus
on 1.

Luvut tulevat mukaan kuvaan yhtélén (2.7) ja deltaolion @gk kautta.
Korvaamalla tdmd Kroneckerin deltalla ¢, saadaan mukaan luonnollisimmat
luvut 0 ja 1:

Play | a) Plaj|a;) = 61 P(ar | ai). (2.9)

Aiemmin deltaolio esiintyi aina tulon osapuolena, jossa tuloksena oli olio.
Luvun ja olion tulon on annettava myds olio, jotta esim. yhtésuuruus (£2.9)
sdilyy mielekkdand. Asetetaan siis

0P (ay)a;) = 7 (2.10)
1P |ai) = Plag)ai). (2.11)

Nyt tehddén merkittavd postulointi: Yleistetddn idea yhtélon (2.9) ta-
kana koskemaan myds useampaan observaabeliin liittyvien siirtyméolioiden
tuloon ja asetetaan nk. sisrtymdpostulaatti:

Pd|e) P(b|a) = (c|b) F(d|a), (2.12)

missid merkintd (c|b) saa nimen siirtymdifunktid] ja edustaa lukua. Téméan
luvun luonteesta (luonnollinen, rationaali-, reaali-, kompleksi- jne.) ei viel&
sanota mitddn. Sen paremmin ei (viel&) voi tulkita (c|b):a sisdtuloksi — téssa
vaiheessa se on vain merkintd fysikaaliselle toimitukselle. Siirtyméfunktio
on tdysin erilainen objekti kuin tdh&nastiset oliot, joten se kommutoi seké
siirtyma- etté esimittausolion kanssa.

Fysikaalisesti siirtyméfunktio kuvaa sitd, miké osa observaabeliin B liit-
tyvistd b-systeemeistd onnistutaan muuntamaan observaabeliin C' liittyviksi
c-systeemeiksi. Se on osa, joka on yhteisti esimittausolioille .Z7(b) ja Z(c).
Aiempi tulos (aj|a;) = d;; on nyt erikoistapaus, jossa yhteen observaabeliin
liittyvat tilat ovat joko taysin yhteensopivat (samat) tai tdysin yhteensopi-
mattomat (eri tilat).

"Funktio, lat. fungi— suorittaa toiminto. Siirtym#funktio on tissi ymmérrettivi funk-
tioksi tédssd mielessd, ei eksplisiittiseksi kahden reaaliluvun, b ja ¢ funktioksi f(c,b)
[Meschini] s. 213.
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Nyt on koossa kaikki tarvittava kahden esimittausolion tulon ilmaisemi-
seksi, kuten jo ennakoitiin, kolmen objektin i) a-systeemien esimittauksesta
raaka-ainestosta, ii) a-systeemien muuntamisesta b-systeemeiksi ja iii) a- ja
b-systeemien yhteensopivuuden mitasta:

P(b) P (a) = (b|a) P(b|a) P(a). (2.13)

Tastad yhdistdmalld tuloksen kanssa saadaan jo aiemmin arvattu tulos
(ala) = 1.

Ennen siirtymistd eteenpéin mainitaan vield kaksi relaatiota, jotka paa-
telladn fysikaalisiin syihin vedoten ([Meschini| s. 214):

(bla) = Y (bles){cila) ja (2.14)

F(bla) > (djlb){alei) F(dj | ei)- (2.15)

1]

Niistd ensimméinen tarkoittaa, ettd se osuus a-systeemeistd, jotka muun-
tuvat b-systeemeiksi, voidaan ajatella muuntuvan kaikkien mahdollisten c;-
systeemien kautta.

Jalkimmainen puolestaan voidaan tulkita niin, ettd siirtymi a-systee-
meistd b-systeemeiksi voidaan kasata siirtymistd c;-systeemeistd d;-systee-
meihin, kunhan tiedetdin, mikd osa ¢;-systeemeilld ja a-systeemeilld — ja toi-
saalta b-systeemeilld ja d;-systeemeilld — on yhteensopivaa. Siirtyméfunktiol-
la on siten rooli, kun muodostetaan lineaarikombinaatioita siirtyméolioista;
siirtyméfunktiot antavat painon kullekin termille, sen perusteella, kuinka yh-
teensopivia eri systeemit ovat. Mitd enemmé&n on yhteisté, sitd suuremman
painon ko. siirtymé&an liittyva siirtyméolio saa.

2.3 Siirtymafunktion kaytto

Aiemmin todettiin, ettd yhden observaabelin tapauksessa (aj|a;) on joko 0
tai 1. Toisaalta on todettu, ettd siirtymafunktio kuvaa alku- ja lopputilojen
yhteensopivuutta. Niinpéd on endd lyhyt matka siirtymatodennékdisyyksien
mukaan tuloon.

Meschini lihtee tutkimalla esimittauksen Z(b) aiheuttamaa hiirioti a-
systeemeihin ([Meschini| s. 215):

P(a) P(b) F(a) = (a|b)(b|a) F(a).

Seuraavaksi tutkitaan hieman tarkemmin siirtyméfunktion fysikaalista mer-
kitystd ja todetaan, ettd sen kuvaamiksi luvuiksi luonnollisin (toimiva) va-
linta ovat kompleksiluvut. Ylldolevan siirtyméfunktioiden tulon alaraja on 0
(tiloilla ei ole mitddn yhteisté).
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Asetetaan my0s (bla) ja (a|b) toistensa duaalisiksi vastineiksi kompleksi-
konjugoinnin kauttaﬂ

(bla)* = (alb). (2.16)

Nyt voidaan tulkita tulo (a|b)(b|a) todenndkdisyydeksi. On saatu
Pr(bla) = {alb)(bla) = (bla)*(bla) =: |(b|a)|* > 0.

Téssd kunkin siirtymén todennékoisyys on symmetrinen: Pr(bla) = Pr(a|b).
Toisaalta koska

ZPr(bila) = Z [(bila)]* =1,

niin

0 < Pr(bla) < 1.

Siirtyméafunktion avulla saadaan suoritettua vield seuraava mielenkiintoi-
nen tarkastelu. Tutkitaan taas esimittausolioiden tuloja:

1. Ensimméiseksi otetaan siirtymé a-systeemeistd c-systeemeihin jonkin
tietyn b-systeemin kautta, Z%(c) Z(b) F(a), (observaabeliin B liitty-
va suodatin on paalld). Koska siirtymét a-systeemeisté b-systeemeihin
ja b-systeemeistd c-systeemeihin ovat toisistaan riippumattomat, voi
todennikoisyyden Pr(c|bla) ilmoittaa tulona Pr(c|b)Pr(bla). Téll6in

Pr(clbla) = (blc){clb){alb)(bla) = |(c|b) (bla)[*.

2. Seuraavaksi tuloa Z(c)..” F(a) tarkastelemalla (tissi B:hen liittyvé
suodatin on pois paalta), koska tulokset b; ovat toisensa poissulkevia,
saadaan

ZPr(dbila) = Z<b¢|0><0|bz‘><a!bi><bila> = Z [{clbi) (bila) .

3. Viimeiseni tulo A ¢c) Z4a) (B:hen liittyvi suodatin on kokonaan pois-
sa) kuvaa siirtyméé, ndennéisesti ilman kulkua yhdenk&dn b;-systeemin

& Tami on nk. sirtymdfunktiopostulaatti; Siirtymifunktiot edustavat kompleksilukuja
ja {(a|b):n ja (bla):n vilinen yhteys on nimenomaan

(bla)” = (alb)
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kautta. Kuitenkin kiyttden hyviksi tulosta (2.14), todennikoisyys
Pr(cla) = (a|]c){c|a), saadaan kirjoitettua muodossa

Pr(cla) = ZZ(albi><bi|6><0|bj><bjla>
= D (alba){bile)(elba)(bila) + Y > (albi){bile)(clb;)(bsla)

i i g
= Z Pr(c|b;|a) + interferenssitermit.

(2
Viimeisessa kohdassa interferenssitermit edustavat kaikkien mahdollisten ta-
pojen (lapdistad b; systeemit) interferenssii. Aivan kuin systeemeille olisi —
sen lisdksi, ettd ne kulkevat jonkin b; systeemin 1dpi — mahdollista kulkea
kaikkien b;-systeemien kautta samanaikaisesti. Tdmé on tietenkin kiellettya
klassisessa fysiikassa. Niin identtisyysoliolla 7 on fysikaalisia seurauksia,
se muuttaa c:n mittauksiin liittyvad ennustetta riippuen siitd, onko obser-
vaabeliin B liittyvéa esimittausta lasné vai ei.

Téhén astinen kvanttimekaniikan kisittely on pysytellyt erossa geometri-
sista kisitteistd niin hyvin kuin mahdollista. Siirtyméfunktiota on merkitty,
kuin tulevaa ennakoiden, (a|b):114, vaikkei mistdén tilavektoreista — puhu-
mattakaan niiden sisdtuloista — ole vield sanottu mitdan. Nyt ne kuitenkin
otetaan mukaan tihinastinen meta- ja kvasigeometriner’| tarkastelu mieles-
sd, analogian kautta.

Aiemmin todettiin, ettd > . |(b;]a)| = 1. Samalla tavalla kiyttden Pytha-
goraan lausetta n-ulotteisessa euklidisessa avaruudessa yksikkdvektrorille @
ja ortonormitetun kannan kantavektoreille b; (1=1,2,...,n ja ortonormitus

l;i . (_)'j = §;;) saadaan
> cos?(0;) = (b -a@)* =1,

missd 0; on a:n ja &:n vélinen kulma.

Loppujen lopuksi mukaan otetaan vektorit siten, ettd ket-vektori |a) yh-
distetaéin sisddn tulevaan tilaan ja bra-vektori (a| ulosmenevién. Bra- ja ket-
vektoreiden sisdtulo (b - |a) ajatellaan siirtyméfunktion (bla) geometriseksi
vastineeksi.

Nain tulkiten saadaan geometriset vastineet myds esimittaus ja siirtyméa-
olioille. Siirtymiolio Z°(b|a) muuntaa sisiéin tulevat a-systeemit b-systee-
meiksi. Tilavektoreiden |a) ja |b) ulkotulo |b)(a| tekee juuri tdmén

(Ib){al) |a) = |0),

Ykvasigeometria ymmirretiin tissi metageometrian ja geometrian viliseksi alueeksi.
Kvasigeometriselld oliolla on ”joitakin yhtyméikohtia geometriaan, vaikkei se varsinaisesti
geometrinen olekaan” ([Meschini| s. 190)
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siis )
P(bla) £ |b)(al. (2.17)
Samalla tavalla )
FPla) £ |a){al. (2.18)

Mainitaan téssé, siirtyméafunktioihin liittyvissd luvussa, vield yksi kisite.
Yleisesti operaattorin X jaljeksi (operaattorikannassa {|a;){a;|}) kutsutaan
sen diagonaalielementtien summaa,

Tr(X) = {a;|X|a;).

(2

Jaljen avulla, relaatiota (2.14) ja kompleksilukujen kommutatiivisuutta hy-
viksi kiyttden saadaan kirjoitettua muutama yhteys metageometristen ja
geometristen olioiden vilille:

1. Metageometrisen siirtymiiolion Z7(b|a) jittéims geometrinen jilki on
sisdtulo (geometrisoitu siirtyméfunktio) (bla):

Te[Z(b] a)] £ Tr(|b){al) = Y (eilb){alei) = (alb). (2.19)

i
2. Erityisesti,

e[ P (aj | a;)] £ Tr(|aj)ai]) = (ailaj) = iy (2.20)

3. Metageometrisen esimittausolion &°(a) jittimé geometrinen jilki on

Tr[.Z(a)] £ Tr(|a)(a]) = (a]b) = 1. (2.21)

4. Metageometristen siirtyméolioiden Z7(d | ¢) ja Z%(b|a) tulon jittimi
geometrinen jalki on
T P(b]a) Pd| o) = T P(d]e) P b]a)
Tr[([d)(c)(Ib){al)] = {c|b)(ald),

josta seuraa huomion arvoinen tulos:

(2.22)

[fos ]

5. Kahden metageometrisen esimittausolion Z{a) ja Z4b) tulon jéttéama
geometrinen jdlki on a- ja b-systeemien vilinen siirtymétodennékéisyys

Tr[ P(a) P (b)] = Tx[ P(b) F(a)] £ (ba)(alb) = Pr(bla). (2.23)

Toisin sanoen: metageometristen olioiden geometrinen sormenjalki on
kvanttimekaaninen todenndkoisyys ([Meschini| s.229).
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Kvanttimekaniikkaa késitellidn vield perusteellisemmin ja laajemmin nyt
lainatussa véitoskirjassa ([Meschini]), mutta tdssd on lyhyesti esitetty paa-
kohdat liittyen kvanttimekaaniseen siirtyméafunktioon (b|a). MyShemmin esi-
telladn suhteellisuusteoreettiset siirtymafunktio ja siirtyméolio. Tama kap-
pale on liitetty tutkielmaan vertailun vuoksi, vaikkei samoista objekteista
sinfdnsd olekaan kyse.



Luku 3

Maailmanviiva ja
maailmanpinta

3.1 Maailmanviiva 2% = 2%(u) ja geodeettinen yhti-
16

Tastd kappaleesta eteenpéin tutkitaan neliulotteisen avaruusajan ominai-
suuksia. Toisin kuin edellisessé kappaleessa esitetty kvanttimekaniikka on
tuleva teoria tdysin geometrinen.

3.1.1 Geodeettinen yhtilo
Kahden tapahtuman, A~ x%(u4) ja B~ 2%(up), tapahtumavali on

B up
As:/ ds:/ f(x,dx> du,
A us du

C

missé C on sellainen maailmanviiva % = x®(u), joka kulkee molempien ta-
pahtumien kautta; v on parametri, joka kasvaa menneisyydesti tulevaisuu-
teen.

Kiytossi on viivaelementti ds = \/—gapdaz®da?, joten

da® / dx® daf
no_ o SN ar— are
f(xvx)_f<x7du> gaﬁdu du

Maailmanviivaa, jossa tapahtumavéli As saa &ariarvon, kutsutaan geo-
deesiksi. Toisin sanoen geodeesi on maailmanviiva, joka toteuttaa variaatio-
yhtalon

B up
5/ ds =0, eli 5/ f (u,a:,x/) du =0,
A uA
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missd ¢ on variaatiosymboli ja 2/ = g—ﬁ (tassd kappaleessa ’ tarkoittaa deri-
vointia w:n suhteen).

Otetaan nyt (reaali)luku e ja riittdvén siisti funktio y* = y“(u), jolle
y*(ua) = y“(up) = 0 ja méadritellddn uusi maailmanviiva

2%(u) = 2%(u) + ey (u).
Talloin

df(u,2z%,2'*) _0fou  Of 0z¢ Of 0'* of ,  Of .

& T 9ude T 920 0 T oo e 907 T oY

Jos nyt z%(u) = x“(u) on etsitty ddriarvon antava maailmanviiva, niin

up upB
o[ e e = [ C”—dafﬁwpu

de Ju, uy, \0z%  dudx'@

Joten koska y“(u) voi poiketa nollasta, patevit geodeesin jokaisessa pisteessi
(Eulerin-Lagrangen) yhtalot,
d 0 0
;oo

duda'e  dze

(3.1)

missd 2/ = ¥ ja o = 1,2,3,4.

Kéatevimmaksi osoittautuu kuitenkin hieman muokattu muoto, jossa
f(z,2")m sijasta esiintyy [f(z,2')]?:

Kun 4.9/ _ 51—0 = 0, niin myos (ks. liite)

du oz’
d(aﬁ>_aﬁ>1aﬂwq%_

du \ Oz’ ore  2f2 du Ozl

Tahan mennessd parametri u on ollut mielivaltainen, mutta valitaan nyt
dz® 2 o 18 . —9 da:"‘dxﬁi . df?
%7f __g&ﬁxaxﬁ_%_—i_l.]adi{,‘_oa

jolloin saadaan nk. ajanluonteisen geodeettisen yhtélén 1. muoto

d (of*\ o) _
5 (o) - 5 =0 (32)

u = s. Talloin 2'® =

Hieman eksplisiittisempi, 2. muoto saadaan sijoittamalla ylla olevaan yh-
t4l66n (3.2) f2 = —gapr™@a’®. Tilléin sievennysten jilkeen jiljelle jid ajan-
luonteisen geodeettisen yhtdlon 2. muoto

da'P
gy5—g. + a2 =0, (3:3)

missa

_ 1 /090y | 093y  Ogap
8,71 = 2 ( oxf x>  OxY



3.1 Maailmanviiva z¢ = 2%(u) ja geodeettinen yht#l6 15

on nimeltdin ensimmdisen lajin Christoffelin symboli.
Kolmas, vieldkin eksplisiittisempi muoto saadaan kertomalla 2. muotoa
¢"%:1la: Koska g”‘sgw = 555, tulee tulokseksi

d2z” o
F + {a’yﬁ} ZL'/ Hflﬁ =0 (34)
missi {Jﬂ} = ¢"°[af3, 6] on nk. toisen lajin Christoffelin symboli.

3.1.2 Absoluuttinen ja kovariantti derivaatta

Seuraavaa havaintoa varten tehddén parametrinvaihto u — v = v(u). Geo-
deettinen yht&ls (3.4) muuttuu télldin muotoon

dv? B du do  de? \du) dv’

d2xY { v } dr® da” d?v <dv>_2 dz?
Koska yhtalon oikea puoli on muotoa f(v)T"7, siis vektori, on vasemmalla
puolella olevan summankin oltava sitd (vaikkeivéit sen termit erikseen ole-
kaan). Néin ollen koordinaattimuunnoksessa x — 2’ (téstd eteenpéin ’ viit-
taa koordinaattimuunnokseen, ei derivointiin) vektorille

= O {v}dw‘“dwﬁ
T du? aB) du du

piitee U = 22U°. Siis

U - d?z" { ~ }/dav’CY da’8
du? aB) du du
0 9%z da'* da'P n A2z { 5 } 9z’ 9z 0z da'e dx'S
929 9x/Box du  du du? aB) 9xd Oz’ 0x'¢ du du’
ts.

du du

{ - }’ B { 5 } Oz dz° 9zt dal 920\ da'* dz'8
ap eC) 99 dx'a 9x'B  9xd Ox'BOx'™

josta muunnosrelaatioksi 2. lajin Christoffelin symbolille saadaan

+U [o 027 92 92¢ 9 0%
{0‘5} - {6 C} Oxd Ox'e Hx'B - o9 Hx'eHr'B (3-5)

Viimeisen tulotermin mukana pysyminen osoittaa, ettei 2. lajin Christoffelin

symboli ole tensori.
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Otetaan nyt kontravariantti vektori 7% ja muodostetaan siitd johdannai-
nen

d7T* o dz” 0T
i T2 .

du + {ﬁ 7} du ou ’

T%n absoluuttinen derivaatta (maailmanviivaa x® = x®(u) pitkin). Tode-

. .. e " . . . /o la 8
taan ensin, ettd 2L~ on myds kontravariantti vektori, ts. oL~ = 922 0T,
’ du ’ ou 0xP ou

Tutkitaan erotusta

oT'* 92 6TP _ dT™ 92’ dT” { a }IT,ﬁ da"  Qa'™ {ﬂ} L dad
Su 0x8 Su du 0zf du B du OxB 9o

du
(5'6)

Kaksi ensimméista termié oikealla puolella sievenevit muotoon
0%z’ dx”
T (),
0xPox7"  du
eli pelkké % ei ole kontravariantti vektori. Erotuksen 1} kaksi jalkim-
maistid termid puolestaan sievenevit muotoon
D%z 9x'* O’ 9a'C gdz?
Ox’e0x'S Ox® OxP Oz~ du’
Nyt huomataan, etti koska (ks. liite)

920 92’ dx'e 9'¢ n 02z _0
Ox'edx'C dxd OxB dxry  OxBIxrY

niin
ST'™  9x'™ §TP B < 8220 9z’ dx'c 9'¢ oAt ) gda?

Su 028 Su 0x'€0x'C 0x® OxP Ox + o0xPoxY du 0-

Téten kontravariantin vektorin absoluuttinen derivaatta on myo0s kontrava-
riantti vektori.

Jos
0T

ou =0

(jokaisessa maailmanviivan pisteessd), sanotaan, ettd on suoritettu vektorin

T yhdensuuntaissiirto (maailmanviivaa pitkin).

Seuraavaksi herdd kysymys, voiko absoluuttisen derivaatan ottaa kiyttoon
my0s kovarianteille vektoreille T, tai korkeamman kertaluvun tensoreille. Ja
jos voi, millaisen?

Aloitetaan tarkastelemalla kovarianttia vektoria T, maailmanviivalla 2% =
x%(u). Otetaan avuksi kontravariantti U®, jota siirretdan yhdensuuntaisesti
pitkin em. maailmanviivaa, ts.

oue dU* 3 dx”
= 1 = — .
ou . du {0‘7} v du
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Koska (sisdtulo)invariantin T,,U“ derivaatta u:n suhteen on myos inva-
riantti, saadaan

d dTy, dU« dTy, 8 dz”
—(T,U) = —U"4+Ty——=(— — Ts— | U~
du( ) du * du < du {O‘ ”/} 5 du >

(missd U® on mielivaltainen jokaisessa maailmanviivan pisteessa). Sulkeissa
olevaa nimitetddn T,:n absoluuttiseksi derivaataksi ja merkitdan

dT,, dz” 0T,
A T = e

Koska saadun tulon %U ® on edelleen oltava invariantti, on %:n oltava

kovariantti vektori.
T, :n yhdensuuntaissiirto on, kuten aiemmin kontravariantin vektorin ta-

pauksessa,
0T

— =0.
ou
Vastaavasti, kiyttden hyvéksi sisdtuloa, saadaan toisen kertaluvun ten-
sorien absoluuttiset derivaatat

o o 1) )
oT " = dT6+{O‘}T75dx+{5}TQde
du du v du v du’
§Tog  dTup [ dz? (., da? .
S = S Al ey e Ty
6T% AT [a\,gm 920 (4 10 d2°
= a e T e T e

My6s korkeamman kertaluvun tensoreiden absoluuttiset derivaatat muo-
dostetaan samalla periaatteella — jokaista kontravarianttia komponenttia
kohti tulee lisdd yksi termi positiivisella etumerkilld, jokaista kovarianttia
komponenttia kohti tulee termi negatiivisella etumerkilla.

Invariantille T sovitaan, ettd oL = 42
’ ou du

Absoluuttisen derivaatan ominaisuuksista mainittakoon seuraavat

e Lineaarikombinaatiosdanté ja Leibnizin sddnté ovat voimassa kuten
tavallisellekin derivaatalle. Siis
) 0T oU 0 0T oU
—(aT =a—+b— ] —(TU) = — T—
du (T +bU) = a du + bdu J (5u( U) 5uU * ou’

mittd T ja U ovat derivoituvia olioita.

e Osittaisintegrointi

b «a b b 8
SU N %
/ gagéuvﬁdu:/ GapU vﬂ—/ GaplU Wdu.
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0gap _ o _ 6g°F . 0(6%3) _
® ou =0= ou ou =0

dTre dTps . sTe _ 01p
® 90 qy 7 qu Yleensd, mutta go5%5, = S -

Palataan vield hetkeksi geodeettiseen yhtéloon (3.4). Sen voi nyt, kiyt-

taen absoluuttista derivaattaa ja merkintda % =: U® (tangenttivektori),
kirjoittaa muodossa
ou“
=0. 3.7
5 (3.7)
Toisin sanoen: Geodeesin tangenttivektori % siirtyy yhdensuuntaisesti pit-
kin geodeesia (vrt. tason geodeesi: suora viiva).
Erityisesti yksikkotangenttivektori % =: V® (materiahiukkasen nelino-

peus), siirtyy yhdensuuntaisesti pitkin geodeesia;

Ve

5s 0.

Titen myos vapaan[] m-massaisen materiahiukkasen neliliikemddird P® =
mV ® siirtyy yhdensuuntaisesti pitkin ajanluonteista geodeesia. Téta voi ver-
rata klassisen fysiikan Newtonin I lakiin, jonka mukaan Vapaalleﬂ hiukkaselle
patee i—’z =0

Newtonin I lain mukaan vapaa massallinen hiukkanen jatkaa suoravii-
vaista litkettd vakionopeudella (tai pysyy paikallaan). Suhteellisuusteoriassa
tamé korvataan Einsteinin geodeettisella hypoteesilla, jonka mukaan vapaan
massallisen hiukkasen maailmanviiva on Riemannin-Einsteinin avaruusajan
ajanluonteinen geodeesi. Vapaan fotonin maailmanviiva on nollageodeest, jol-

le ds = 0.

Absoluuttinen derivaatta riippuu tarkasteltavana olevasta maailmanviivas-
ta (u:sta) ja on siksi kiiytédnnollinen apuvéline niin kauan kun tarkastellaan
esimerkiksi geodeettista yhtdlod tai siirtymid maailmanviivalla. Ennemmin
tai myohemmin halutaan kuitenkin liittd4 tensorit koko avaruusaikaan (tai
johonkin sen osaan) ja niin ollen pitda siirtyd "maailmanviivaderivaatasta”
"avaruusaikaderivaattaan” — ns. kovarianttiin derivaattaan.

Siirtyminen tapahtuu ottamalla % vhteiseksi tekijiksi, kontravariantille
vektorille siis

0T dT* dx” oT* dx”
Tt () S
ou du B du oxY By du
!Vapaan ulkoisista voimista. Suhteellisuusteoriassa gravitaatio halutaan méiritells ava-
ruusajan absoluuttiseksi (geometriseksi) ominaisuudeksi, ei ulkoiseksi voimaksi. Néin se

saattaa hyvinkin esiintyi, vaikka hiukkanen olisikin ns. vapaa.
2Klassisessa fysiikassa my0s gravitaatio ajatellaan ulkoiseksi voimaksi.
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Kuva 3.1: Maailmanpinta

missé suluissa oleva osa on tyyppid (1,1) oleva 2. kertaluvun tensori (silla
sen ja kontravariantin vektorin C}% tulo on kovariantti vektori — (S(ST—:). Tata
nimitetdan T kovariantiksi derivaataksi. Usein merkitdan

8Ta o 3 a @ 16} o4

e e =T S T =T

missd T , on T tavallinen osittaisderivaatta x7:n suhteen.
Kovariantin vektorin kovariantti derivaatta on

TO‘?’Y = Ta:’y - {aﬂ'y} Tﬁ

— 2. kertaluvun kovariantti tensori.
Vastaavaalla tavalla absoluuttisesta derivaatasta saadaan my&s korkeam-
pien kertalukujen tensorien kovariantit derivaatat.

3.2 Maailmanpinta = = 2%(u,v) ja geodeettinen yh-
talo

Tarkastellaan seuraavaksi maailmanpintaa x® = x%(u,v), missi parametrit
u ja v vastaavat maailmanviivan ® = z%(u) parametrid u (Kuva [3.2)). Kiin-
nitet&dn ensin kaksi maailmanviivaa, joista toisella u = ua = vakio ja toisella
u = up = vakio (uag # up). Valitaan sitten tapahtuma A ensin mainitulta
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ja tapahtuma B jélkimmaéiseltd maailmanviivalta niin, ettd molemmat ovat
kiyralla 2% = % (u, v), jolla v pysyy vakiona ja ug < u < up.

Edetddn samaan tapaan kuin edellisessikin kappaleessa muodostamalla
variaatiointegraali (invariantti) A:sta B:hen

B dx® OxP UB
I(v) = / Jop————du = / 9opU U du, (3.8)
us ou Ou ua

missé on merkitty tangenttivektorikenttia %C—; =: Uo‘
Tutkitaan ensin, kuinka parametrin v muuttaminen vaikuttaa integraalin

arvoon, toisin sanoen mitd on %. Koska I(v) on invariantti, tiedetdén, etté

dI(v) I(v)

dv ov
Siten saadaan (liite)
dI(v) /“B 3 YEUY g
—9 WsUVE — 92 N VAdu. 3.9
dv ua 9apU™V LAgﬁéu “ (39)

Muodostetaan nyt variaatio-ongelma kiinnittdmaélla tapahtumat A ja B,
ts. asetetaan V*(uy) = V*(up) = 0. Tallsin

dI(v) us U
=2 o VPdu =0,
dv /UA JeB =50 “

mistd geodeettiseksi yhtéloksi saadaan, kuten aiemminkin, (koska V& # 0
yleisesti)
ou“
=0. 3.10
5u (3.10)
Varsinainen tulos saadaan téstd ensin kertomalla (laskemalla sisétulo)
puolittain U“:1la:

SU®
Jop—5 - Uf =o. (3.11)

Eli koska

oue 10
5277 @ B =
Yofs ou v 2 6u (gO‘ﬁU v )

L oot

N |

niin myos
d
= (gusU°U") =0,
du <g A

Tésté integroimalla w:n yli saadaan (1. integraali)

9apUUP =: e¢?(= vakio), (3.12)

. o, es s c =3
3Vastaavasti merkitiin 0@% =V
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missé indikaattori ¢ maarad merkin (¢ = +1 tai e = —1). Myos vakiosta ¢
osataan sanoa hieman lis&a.

Kirjoittamalla yhtaloa auki eli sijoittamalla U% = % huomataan,
ettd vasemmalla puolella esiintyy siirtymialkio ds? = 5ga5dx°‘dxﬂ . Néin
ollen saadaan relaatio ds:n ja du:n vélille:

ds = (du. (3.13)

Tehd&én vield havainto liittyen U“:lla kerrottuun geodeettiseen yhtéléon
(13.11).

3.3 Geodeettinen kaarevuus

Yhtilon mukaan
U 5
9aj S0 U =0

Jja se toteutuu, jos

1. W .= 5(%;& = 0, eli siirrytddn pitkin geodeesia, tai

2. W #£ 0, jolloin sisétulo gagW"‘Uﬁ = 0, eli vektorit W% ja U® ovat
ortogonaaliset.

da®

du

on z%:n tangenttivektori(kenttd), joten jos W on sen kanssa ortogonaalinen,

Tietenkdédn ei ole mitdan syyta olettaa, ettd W = 0 yleensa. U =

on sen oltava verrannollinen yksikkénormaalivektoriin N®. Otetaan verran-
nollisuuskertoimeksi k(> 0) ja kutsutaan sita kdyran geodeettiseksi kaarevuu-

deksi. Talloin siis
U

ou

(k siis kuvaa kiyran, ei itse avaruuden kaarevuutta.)

= kN®. (3.14)

Maéiritelmé my6s tuntuu luonnolliselta, jos tulkitaan absoluuttinen de-
rivaatta poikkeamana geodeesin suunnasta; mitd suurempi on kaarevuus k,
sitd suurempi on We:n suuruus eli U%:n poikkeama geodeesista.

N%n avulla saadaan lauseke k:lle. Koska N“ on yksikkévektori, on

ENGapNONP =1,

missd ey = +1 tai ey = —1 niin ettd sisdtulo antaa tulokseksi +1. Sijoitta-
malla tdhin yhtilosta ratkaistu N saadaan
sU~ sUP
k? = —_ 3.15
ENYGap su ou ( )

Siis: Mitd suurempi kaarevuus, sitd enemmén tangenttivektori muuttuu lii-
kuttaessa kdyralla @ = x(u).

Samanlaisilla kaarevuuksilla on merkitystd seuraavassa luvussa, kun ka-
sitellddn enemmén hiukkasten ratakiyrid ja liiketta.
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Maailmanviiva ja maailmanpinta




Luku 4

Liikkeen kuvailu

4.1 Lammittelyi: Ortonormitettu triadi kolmiulot-
teisessa euklidisessa avarudessa

Téassd kappaleessa késitelldan liikettd klassisen mekaniikan mukaan. Ollaan
siis kolmiulotteisessa euklidisessa avaruudessa. My6hemmin vastaava litkkkeen
kuvailu suoritetaan avaruusajassa, joten tdmé kappale toimii johdantona tu-
levalle.

Klassisessa mekaniikassahan (mitattavana) perussuureena on pituus. Geo-
metrisena perusoperaationa, niin nyt kuin myéhemminkin, on sisdtulo — kol-
miulotteisen euklidisen avaruuden tapauksessa pistetulo (@ - 5)

Ajatellaan avaruuteen hiukkasen ratakiyrd. Olkoon [ ratakidyrin kaaren
pituus niin, ettd [ > 0 (ks. Kuva. Merkitdan ratakiyran yksikkétangent-
tivektoria (kullakin I:n arvolla) ar(l). Télle siis ar(l) - ar(l) = [ar()]? =1
kaikilla [.

Derivoimalla edellistd relaatiota (tai ominaisuutta) puolittain /:n suhteen

saadaan
dtr(l)

dl
Toisin sanoen, koska dﬁd#l(l) ei valttamatta ole nollavektori, on se kohtisuo-

rassa Up(l):44 vastaan. Niinpé koska (/) on ratakiyrén tangenttivektori,
on sen derivaattavektori verrannollinen yksikkonormaalivektoriin, ns. pdda-

=0.

24r(1) -

normaalivektoriin Gix(1). Otetaan verrannollisuuskertoimeksi
dir(l)
k=k(l)|=|—77|) >
o (=[*52) =0

diip(l)
T = k(D). (4.1)

My6s padnormaalivektorille pétee un(l) - un(l) = 1.

siis
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hiukkasen rata

Kuva 4.1: Ortonormitettu triadi hiukkasen ratakiyrilla

Koska my6s padanormaalivektorille péatee tin (1) - ix (1) = 1, niin derivointi
I:n suhteen antaa, kuten edelld

~din(D)

=0
dl

un (1)

ja siten myos un(l):n derivaattavektori on kohtisuorassa itse tn(1):844 vas-
taan. Asetetaan din (1)
UuN A -

TR a(l)tr(l) + b(l)as(l), (4.2)

missd U = U7 X Uy on ratakdyrin binormaalivektori. Se on siis kohtisuorassa
sekd Gp(1):a ettd Gn(1):a vastaan. Lisdksi ug(l)-ug(l) = 1 ja siten, vastaavin
perustein kuin aiemminkin, Gp(l):n derivaatta on kohtisuorassa itse vektoria

vastaan. Asetetaan nyt

dip(l)
di

= a(l)ar () + A(1)an (). (4.3)

Tahén mennessd on siis liitetty hiukkasen ratakdyrdédn kolme toisiaan
vastaan kohtisuoraa vektoria. Kéyttden hyviksi vektoreiden kohtisuoruutta
ja niiden derivaatoille asetettuja ehtoja , ja saadaan niille (ks.
liite)

d

W= ki
dglle = —kir + Tip (4.4)
R

missd 7 = 7(1) = b(l) = —pF(I) on ratakiyran 2. kaarevuus, kiertyneisyys

eli torsio (1. kaarevuus eli mutkaisuus on k(l)). 1. kaarevuus, eli (1), kuvaa
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kiyrian poikkeamaa suorasta ja 7(l) poikkeamaa Up:n ja Gn maarddméstd
tasosta. Siis jos 7(1) = 0 kaikilla [, pysyy liike (2-ulotteisessa) tasossa.

Nyt hiukkasta kuvaa kullakin [:n arvolla triadi {ar(l),an(l),ap({)} ja
sen ratakdyrdd duaali {k(l), 7(l)}. Téten triadiyht&loissa on kaikki tar-
vittava hiukkasen liikkeen kuvailuun.

Esimerkki 1. Tarkastellaan ensin tapausta, jossa k() = vakio # 0 ja
7(1) = 0. Télloin yhtéalot (4.4) ovat

dir ~

a = kan

y

di . A .
SGE = 0 eli ap(l) = vakio.

Ratkaisu saadaan sijoittamalla ylemmdéstd yhtélostd iy keskimméiseen ja
ratkaisemalla néin syntyvéi toisen asteen differentiaaliyhtdlo

a <dl> =~k

Kayttamalla hyviksi vektoreiden tp(l) ja un(l) ortonormaaliutta ja ot-
tamalla kiyttoon sopivat, keskenéédn ortogonaaliset, (vakio)yksikkovektorit
€1, €2 ja és, voidaan ratkaisu kirjoittaa muodoss

ur(l) = —sin(kl)éy + cos(kl)és
un(l) = —cos(kl)é; — sin(kl)és
ﬁB(l) = flT(l) X le(l = ég

dz(l)
A (]) =
joten néilld valinnoilla ratakiyra on
. 1 . 1. A =
Z(l) = Z cos(kl)é; + z sin(kl)éa + %o, (4.5)

toisin sanoen %—séteinen ympyrd. g on vakiovektori, joka siirtdd ympyrin

haluttuun paikkaan, kun origo on kiinnitetty.

'Kullekin komponentille (i = 1,2 tai 3) Gri(l) = (A;sin(kl) + B; cos(kl))é;, missi A;
ja B; ovat vakioita.
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Esimerkki 2.

Otetaan nyt molemmat kaarevuudet nollastapoikkeaviksi

vakioiksi. Toisin sanoen k() = vakio # 0 ja 7(I) = vakio # 0. Ratkaistavana

on talldin yhtéloryhmé

dip .
. i kN

a —kiT + 70
dup ~

T —7iN.

Téméan kanssa yhtépitavd (derivoidaan ensimmaistd yhtdlod kaksi kertaa ja
toista kerran [:n suhteen) yhtdloryhmé on

dap  _ pd%iy
o, o
B = ki rdip (1.6
ds = _riy.
Nyt saadaan Gr:lle yhtalo
d3ar dir 0
diB a7

missi Q2 = k?+72. Yhtilon ratkaisu (liitteessd) voidaan, sopivilla valinnoilla
kirjoittaa muotoon

ir = &Ecos(Ql)ér — Esin(QU)és + Sés
un = —sin(Ql)é; — cos()é
i = —Zcos(U)ér + Ssin(Q)és + Eés,

mistd ratakdyrin Z(l) yhtdloksi yksikkotangenttivektoria Gr integroimalla
saadaan

k k
F(1) = g sin(Q)er + 5 cos(W)éz + %lég + o,

toisin sanoen ympyriruuviviiva, jonka paikan avaruudessa mairid vakiovek-
tori Zy.

Témén kappaleen kisittely tapahtui siis kolmiulotteisessa avaruudessa.
Kuitenkin, kuten tunnettua, fysikaalinen maailmankaikkeus on neliulottei-
nen, joten tarvitaan yksi yksikkévektori ja yksi kdyran kaarevuutta kuvaava
muuttuja lisdd, jotta saadaan vastaava muotoilu liikkeelle avaruusajassa.

4.2 Ortonormitettu tetradi neliulotteisessa avaruusa-
jassa

Tarkastellaan nyt hiukkasen ratakiyrdd (maailmanviivaa) neliulotteisessa ava-
ruusajassa. Otetaan nelja keskendén ortogonaalista yksikkovektoria u?l), ,ué),
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u%) ja ,u‘(l4), missé a on kontravariantin vektorin indeksi (o = 1,2,3,4) ja

suluissa oleva numero on tetradin (nelikon) vektorin indeksi. Siis
1,2 3 4
,U?;) = (M(i) 2 F(iy s F (i) M(i))a
missd ¢ = 1,2,3 tai 4. Tarkastellaan ensiksi hieman n&ihin liittyvié laskusdan-
t0ja.
Kuten tavallista, saadaan ,u,‘();) n kovariantti vastine metrista tensoria (ga)

hyviksi kiiyttaen; Hiya = gag,u(ﬁi).
Asetetaan vektoreille ortonormitusehto

_ 8 _
HiR(G)a = IaBHGH(G) = ) (4.7)
missé 7);;) = diag(1,1,1, 1) on laakean avaruusajan metrinen tensori.

Metrisen tensorin gos (tai g“?) avulla voidaan nostaa ja laskea vektorei-
den (ja tensoreiden) indeksejé ja yhdistdd néin toisiinsa kovariantit ja kont-
ravariantit vektorit ,u?;) ja Hiyar Otetaan kiyttoon vastaavanlaiset merkinnét
tetradin indekseille

L z)fx - 77(”)#%) ja 48)
ul = i '
e ()a

missi 7(¥) on laakean avaruusajan metrisen tensorin kontravariantti muoto
(siis niin, ettd n(ij)n(jk) = 41). T&llsin Vastaavast

- p@a

By = Mgk ja

®) ! ) (4.9)
Fiya = Mig)Ha

Toisin sanoen laakean avaruusajan metriselld tensorilla nostetaan ja laske-
taan nelikon vektorin indeksid, aivan kuten, kussakin pisteessd, avaruusajan
vleiselld metriselld tensorilla nostetaan ja lasketaan vektorien kovariantteja
ja kontravariantteja indeksejé.
Kertomalla ortonormitusehtoa (u%)u(k)a = T(ik) ) puolittain (7%):1la
saadaan
iy = ol (4.10)

Ylldolevan kertominen puolittain p(ﬂi):ﬂa antaa puolestaa

a (1) _ c«a
H(iykg” = 05 (4.11)
2
nann = napnugy = ofugy = ply ja
U(ij)ﬁ’«g> = "(ij)’i(jk)#ma = 5f’u(k>a = B

uiyn ul) =85 = pf = o548
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4.2.1 Lorentzin muunnos

Liitetddn samaan avaruusaikapisteeseen kaksi ortonormitettua tetradia, ,u%)
ja ya.).

Néiden vektoreiden sisatulo antaa (invariantin) nk. Lorentzin matriisin
L(’L)(]), siis '
@y (4.12)

Lorentzin matriisin varsinainen hyoty tulee ilmi, kun tehdéén seuraa-
va havainto: Kerrotaan em. méiritelméa puolittain ensin yc(f ):1la ja sitten
pi(yyllé. Saadaan kaksi relaatiota (liitteessa)

i =10 (4.13)
vy =LY G '
missé (i) ja (j) ovat Lorentz- eli tetradi-indeksit ja o on avaruusaika(tensori-)
indeksi.

Siis: kertominen Lorenzin matriisilla muuntaa toisen tetradin vektorit
toisen tetradin vektoreiksi. Toisaalta voidaan ajatella L(i)(j):téi muunnosope-
raattorina, jolla operoimalla saadaan ns. Lorentz-muunnos kahden tetradin
valillafl

Lisiksi (ks. liite)

O]

L L k) = niwy,

matriisiyhtaloné
L'yL =

4.2.2 Vield vektoreista
T&han asti on tarkasteltu avaruusaikaan asetettuja yksikkovektoreita, mutta

i
hyviksi kiyttden. Tdma perustuu tietoon, ettd neljd keskenddn ortonormaa-

todetaan vield, ettd miki tahansa vektori tai tensori voidaan ilmaista M?):tii

lia vektoria asettavat kannan neliulotteiseen avaruuteen.

[ (@) ,,«
Ve = VG
Va

TP

I
3=
ST
= 5
:/_Q
=

; (4.14)
Top = Tijba Nﬁ(‘)
T = 1O

4Erityisesti, jos kaikilla i pétee Ky = V(i niin L(i)(j) = ,ugf)ufj) = 5; = diag(1,1,1,1);

matriisiyhtdlond L = 1
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Kertomalla néistd ylinta ug):lla saadaa
v — Valu(i)_
Vastaavasti saadaan muutkin kiddnteisrelaatiot yllaoleville:

V(i) = Vu Hg)

T(Z_]) — Taﬁ,u(()j),ug)

T o (4.15)
(i5) — Ozﬂlu’((z)):u(])

TOG = Tuauf.

T&héan asti on esitelty neljan yksikkdvektorin muodostama nelikko, tetradi
ja hieman siihen liittyvid ominaisuuksia. Seuraavaksi valitaan yksi vektori
ajanluonteiseksi (loput paikanluonteisiksi) ja keskitytdan nédiden keskindisiin
suhteisiin.

4.2.3 Tetradiyhtdlot

Aiemmassa kappaleessa kuvailtiin hiukkasen ratakiyré kolmiulotteisessa eukli-
disessa avaruudessa kiyttadmalla kolmea keskenfdn ortogonaalista yksikko-
vektoria ja kahta kaarevuutta. Nyt tehddan sama neliulotteisessa avaruusa-
jassa. Suurin ero tulee siind, ettd neliulotteisessa avaruudessa tarvitaan nelji
kesken#in ortogonaalista vektoria ja kolme eri kiiyrddn liittyvad kaarevuutta.

Liitetddn avaruusajan kiyran (z® = x®(u)) kuhunkin pisteeseen ortonor-
mitettu tetradi {u‘(li)}4

1=
u%) ovat paikanluonteisia, siis

v Valitaan yksikkovektorit niin, ettéd u?l), H?z) ja

gagu‘é)u(ﬁi) =1 kaikillei=1,2,3
ja yksikkovektori ,u&) on ajanluonteinen, siis

gagu&)uﬁ) = -1

Aiemmin kolmelle keskenédén ortogonaaliselle yksikkovektorille johdettiin
kolmen yhtélon ryhmaé. Nyt vastaava yhtaloryhmé johdetaan tetradin vekto-
reille. Juoni on sama; otetaan tulo, pditellddn tulos, tehddén sopiva valinta
ja pidetéddn huolta, ettd ortogonaalisuus toteutuu.

Aloitetaan u(al):stéi. Ko. vektori valittiin ajanluonteiseksi, joten ottamalla
absoluuttinen derivaatta (viivaparametrin u suhteen) puolittain normituseh-
dosta 9046:“?1):“?1) = 1 saadaan

B
o OHQ)
Japl(1) "5, =0,

5V“/A£j> — V(j)u?j)ugp — V(j)(;;, —y®
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[

- . Op . .
toisin sanoen 1“?1) ja % ovat ortogonaaliset. Valitaan

o
1) _ gy,
D Ay, (4.16)

missd A on vakiokerroin, 1. kaarevuus (A # 0 yleensd). Télloin siis /‘?1) ja
,ué) ovat ortogonaaliset. Otetaan seuraavaksi absoluuttinen derivaatta tasta

ortogonaalisuusehdosta (gaﬁ,u?l) [y = 0). Saadaanﬂ

) ,uﬁ
a (2
9ot g, = 4
Valitsemalla nyt
opcs,
S — —Apfyy + Biy, (4.17)

missd my6s B on yleensd nollasta poikkeava vakio, 2. kaarevuus, sijoittamalla
edelliseen saadaan

—A = —Agapiyyuny + Bgash(nylis) = —A+ Bashiy ()

toisin sanoen gaﬁﬂ?l)u‘(lg) =0eli ,uf‘l):n ja /L?g):n ortogonaalisuus toteutuu.
Myds ,u‘é) ja u‘(’g) ovat ortogonaaliset: Kertomalla yht&loa 1) puolittain
,u?‘z):lla saadaan toiselle puolelle ,u?‘Q):n ja sen derivaatan tulo, joka on nolla

(silld gag,u(é)u(%) = 1, mistéd puolittain derivoimalla). Toiselle puolelle tulee

— A kertaa u‘()‘l):n ja /ﬁ()‘z):n tulo, joka antaa nollan ja B kertaa ,u?‘Q):n ja ,u?‘?)):n

tulo jonka on siis my&s oltava nolla — myds gagu?é) u(a3) = 0 toteutuu.
Jatketaan. gag,u?é) u%) = 0 joten puolittain absoluuttisen derivaatan ot-

tamalla nihdaan] , etté

Taas tehdddn valinta: Olkoon

dply
5;) = —Bﬂ?z) + CM(()Z)a (4.18)

(3. kaarevuus C # 0 yleensi), jolloin yhdistdmélla kaksi edellistd tulosta
ndhdéén, ettd ortogonaalisuus gagu‘é) ,u&) = 0 toteutuu. Aiemmin kerrottiin

pfy:lla yhtdlod (4.17) ja ndhtiin, ettd p®, ja puf%, ovat ortogonaaliset. Nyt
(2) (2) 3)

6

« Su{; a 6”'[1 « « 6,u,ﬁ
0=2 (gaﬁuu)u@)) = Gap—5at iy + Gaply) 5t = Agaptilay iy T Gash(l) 5o
S o sub N 5P
0= gas 50 sy T Jashile) ~su” = 9as(— ANy + Biy) () + Japhly =5, = 0+ B+
B

a Sp
e

7
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kerrotaan u??)):lla yhtalod 1} ja taysin vastaavalla paattelylla ndhdéén,

ettéd ko. valinnalla ortogonaalisuus gag,uf‘?)) u(ﬁ 0= 0 toteutuu.

6 [e3
On kasassa kolme differentiaaliyhtdl6d ja vield tarvitaan yksi %:He.
Lahdetadn liikkeelle ottamalla absoluuttinen derivaatta ortogonaalisuuseh-
dosta

gagu??)),u(% =0. Saadaa

B8
Ok(q)

Vakioita on jo tarpeeksi, joten valitaan

ou
@ _

joka sijoitettuna edelliseen yhtél66n antaa identtisyyden (C' = C).
Nyt on endé toteamatta u‘(l4) :n ortogonaalisuus ,u?‘l):n kanssa. Otetaan ab-

soluuttinen derivaatta ortogonaalisuusehdosta gag,ufé)/ﬂ(g 0 = 0, jolloin nah-
diiii’nﬂ ettd myos Qaﬁ,u((}i)ﬂ(% = 0.

ehdyilld valinnoilla siis kaikki toimii niin kuin pitdikin, joten voidaan
koota tulokset (4.16)), (4.17), (4.18) ja (4.19)) etsityksi yhtdloryhmaiksi, tet-
radiyhtaloiksi:

St o
s = Aupy
% = —Au®. 1+ Bu®
5o Ho ™ Phe) (4.20)
= ~BHy Oy
B o
e = Cu 3)
tai sama kirjoitettuna matriisimuotoon:
1ty 0 A 0 0 1
1) M?Q) -A 0 B 0 :u(aQ)
— = 4.21
ou u%) 0O -B 0 C ,u,‘()‘?)) ( )
ity ) N0 000 ) g,

Huomautus. Kaarevuusparametrit A, B ja C kuvaavat nimenomaan kiy-
rdn kaarevuutta, eli poikkeamaa geodeesista. Itse avaruusajan kaarevuutta
kuvaa Riemannin kaarevuustensori R®g,s5. Geodeesilla A = B = C = 0.

Spl « 6;L5 « « o 6;L5
*0 = gas TS) #?4) + Japl(3) Tff) = gaﬁ(—BH(z) + Cﬂ(4))#?4) + Japl(3) TS:L) =0-C+
6p,ﬁ
a (4)
90‘59”(3> 6: 2 Suis) B Sy s
«@ « «
0=5 (gaﬁu?z)u(4)) = YoaB 5y Hay + Gaplh(2) 50 = Gap (_Au(l) + BM(S)) Mgy +

Cgaﬂ“?;):ufg) = 7Agdf3/‘?1) :U’?z;)
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Esimerkkejd. Ratkaistaan tetradiyhtdlot esimerkin vuoksi muutamassa
erikoistapauksessa. Ensinnékin kolmiulotteisen euklidisen avaruuden tapauk-
sessa voidaan yhtalot kirjoittaa muotoon

duty

dg = AM((IZ)

d”(2) = —Au®. 4+ Buo
du F(1) F(3)
dp,(3) — _Buo

du H(2)

(a = 1,2,3). Tamé ryhmi on ratkaistu jo aiemmin, kun A = vakio # 0 &
B = 0 ja kun A = vakio # 0 & B = vakio # 0. Ei siis siitd sen enem-
pid, mutta ratkaistaan yhtalot nyt vastaavissa tapauksissa neliulotteisessa
laakeassa avaruusajassa. Avaruuden laakeushan tarkoittaa sitd, ettd abso-
luuttisesta derivaatasta ja& jdljelle tavallinen derivaatta ja yhtdlot ovat nédin

du T Aﬂ(z)
d”(2) — _Ap“ Bud
du fy + Bl
MD‘ (0% (0%
ddS) = —Buy + Cuy
e o
a = Cﬁ‘(:a)

Asetetaan ensin muut kaarevuudet nollaksi (A = B = 0) ja pidetdin
kolmas kaarevuus C' nollasta poikkeavana vakiona. Talloin

du®
IA(C) R—
ajil !
H(2)
at )
(C) a
du C“(4)
d,u&) = Oy
du = YH@)

Kahdesta ensimmaisesté yhtalosta saadaan heti, ettd u?l)(u) = vakio ja
,ué) (u) = vakio. Kaksi viimeistd yhtdlod yhdistamailla puolestaan saadaan

dQMa
4) 2 o
Tz~ CHy =0

Kuten kolmiulotteisessakin tapauksessa, otetaan kiyttoon sopivat vektorit
m® ja n® niin, ettd yo. yhtdlon ratkaisu niiden avulla on

11(yy(u) = sinh(Cu)m® + cosh(Cu)n®.

Vektoreista m® ja n® ei vield ole sen enempédd tietoa, mutta kiyttamalla
tietoa, etté gagua)pf(% = —1 saadaan

—1= gaﬁ,uf&)ﬂ(i) = gapm®m® sinh?(Cu) + gasn®n’ cosh?(Cu)
+2gasm®n” sinh(Cu) cosh(Cu),
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sits (koska cosh?z — sinh?2 = 1)

gagmo‘mf8 =1
gagnanﬁ = -1
gagmanﬂ = 0,

eli m® on paikanluonteinen yksikkévektori, n® ajanluonteinen yksikkovektori
ja ndm4 kaksi ovat tietenkin keskenddn ortogonaaliset.
Nyt tehddin valinta: Olkoon u&) avaruusajan ajanluonteisen kiyrin tan-

genttivektori. Koska ds? = —gagda:adxﬁ , niin gog d(fs d(f: = —1 (vrt. =1 =

Jap M&)M(ﬁ 4)). Otetaan siis kilyrdparametriksi kellonlukemia luonnehtiva s, jol-
loin u(a4) = %. Tallin ratkaisu yhtdléén on
dz®

4 = sinh(C's)m® + cosh(C's)n®,

ja ratakiyrd x®(s) on néin ollen

1 1
z%(s) = — sinh(C's)m® + — cosh(C's)n® + p°,
C C
eli ajanluonteinen hyperbeli, jonka paikan mairaéd vakiovektori p® (vrt. kol-
miulotteisessa euklidisessa avaruudessa ensimmaéisen kaarevuuden pitédminen
vakiona ja toisen kaarevuuden asettaminen nollaksi antoi ratakiyriaksi ym-

pyran s.

Pysytaan Minkowskin avaruudessa, mutta laitetaan nyt kaksi kaarevuutta
nollasta poikkeaviksi vakioiksi (siis: A = 0, B = vakio # 0 ja C = vakio
# 0). Tetradiyhtalot ovat talloin

- = 0, (siis fi(yy on vakio)
d#&) — Bu%

K7 H(3)

n
= B+

ue

= Cuis) (0)

Vastaavan yhtdloryhmén ratkaisu kolmiulotteisessa euklidisessa tapaukses-
sa oli ympyraruuviviiva. Lahdet&ddn ratkaisemaan yht&loitd kuten silloinkin,
derivoimalla kolmatta yhtdlod kerran ja neljattd kaksi kertaa (u:n suhteen).
Saadaan

duty)
du2 = ? 3) (1)
Puly duty) duty
g = harCan O
du(3 b= ¢ du<2 : (3)
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Niistd halutaan ratkaista tangenttivektori (), jolle yhtéldista (0) - (4) yh-
distamall{’] saadaan nyt

3, «
Cry 2y _
du3 du ’

missd Q2 = B? — C%. Tédmi on toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo ,u‘()‘4):n

derivaatalle u:n suhteen ja sen ratkaisu riippuu Q2:n arvosta. Sopivia (va-
kio)vektoreita m® ja n® kiyttden joko

d [e3
1. 9% <0, jolloin % = sin(Qu)m® + cos(Qu)n®,

duty

2 . .
2. Q2> 0, jolloin —-

= sinh(Qu)m® + cosh(Qu)n® tai

o

d
3. 02 =0, jolloin L)

J— (0% o
Q. = um + n".

Talléin
Lopfy = — & cos(Qu)m® + & sin(Qu)n® + p®,

2. iy = & cosh(Qu)m® + & sinh(Qu)n® + p* tai

3. u‘é) = %u2mo‘ + un® 4 p,
missd myods p® on vakiovektori. Selvistikddn tapauksessa 3. ga,g,u&)uf} 1) e
—1, joten tamé vaihtoehto hylatdan ilman sen kummempia perusteluja.
Tapauksessa 1. kun, u = s, ratakiyréksi tulee ajanluonteinen ympyra-
ruuviviiva:

1 1
r%(s) = o2 sin(2s)m® — o cos(Q2s)n® + p%s + q°,

missd myos q on vakiovektori, joka madraa kiayrdn paikan.
Tapauksessa 2. kun, v = s, ratakiyriksi tulee ajanluonteinen, hyperbo-
linen ruuviviiva:

1 1
z%(s) = @2 sinh(Qu)m® + @ cosh(Qu)n® + sp* + g

(my6s q on vakiovektori kuten ennenkin). Toisen ja kolmannen kaarevuuden
keskindinen suuruusjirjestys siis vaikuttaa kiyrén tyyppiin.

10

d3 @ d2 @ d @
P @ (ZE0) @ pethe) | o
du3 du? du du

d « d «
e @ —B2Cufy)+C? )

du

d,u‘("4) ) 2 2
T (=B°+C")
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4.2.4 Tetradin yhdensuuntaissiirto pitkin kiyrdi = = 2*(u)

Kappaleessaotettiin kiytt6on absoluuttinen derivaatta %. Lisaksi maa-
riteltiin yhdensuuntaissiirto niin, ettd jos esimerkiksi vektorin absoluuttinen
derivointi kdyrédparametrin suhteen antaa nollan (‘?—; = 0), sanotaan, ettd
on suoritettu vektorin yhdensuuntaissiirto pitkin ko. kiyréa.

Todetaan, ettd ortonormitettu tetradi siilyy ortonormitet(;cuna tetradina
yhdensuuntaissiirrossa pitkin kiyrdd = = z%(u). Siis, kun 5/;# = 0, kahden
vksikkévektorin tulon ,u%) ,ug ) = 5? absoluuttinen derivointi kdiyrdparametrin
u suhteen antaa

d

— (u@)uQ) —0 kaikilla ,j = 1,2,3,4
u

joten tetradin vektoreiden tulot siilyvéit yhdensuuntaissiirrossa — ortonor-
mitettu tetradi séilyy ortonormitettuna tetradina. Huomautettakoon vield,
ettd tdmé ei tarkoita vektoreiden pysymistd vakiona, ne saattavat hyvin-
kin pyoriad johonkin suuntaan. Téasta ei suoraan ndhda, kuinka kukin vektori
muuttuu. Ainoastaan niiden ortonormitus sailyy.

Hkahden vektorin tulo on invariantti, joten absoluuttinen ja tavallinen derivaatta ovat samat



36

Liikkeen kuvailu




Luku 5
Siirtyma

Nyt siirrytddn tutkimaan kahden pisteen vilistd yhteytté.

5.1 Siirtymaéaolio o(BJ|A)

Otetaan ldhtokohdaksi geodeettinen siirtymdolio (tai “yhteysolio”) kuvaa-
maan siirtyméé pisteestd A pisteeseen B pitkin geodeesia x® = 2% (u),

o(B|A) = (up —ua)l(v), (5.1)

missé g
I(v) = / GapsUUPdu
uA
on jo alemmin esiintynyt variaatiointegraali.
Maaritelméaan mukaan otetun vakion (up — u4) merkitys selvenee,
kunhan saadaan siirtymé&oliolle o(B|A) hieman havainnollisempi esitys.
Miksi sitten siirrytddn pitkin geodeesia, eiké esimerkiksi jotakin yleisem-
pdd maailmanviivaa? Ainakin tall4 valinnalla pddstdan eteenpiin ja toisaalta
minkd tahansa kiyrdn voi jakaa osiin siten, ettd jakopisteestd toiseen siirry-
tdan pitkin geodeesia.
Kayttamalla hyviksi aiempaa tulosta (gaﬁUO‘Uﬁ = £(¢? = vakio)
saadaan
I(v) = eC*(up — ua).
Ja koska ds = (du , niin siirryttiessd pitkin geodeesid (pisteesta A
pisteeseen B)
 Asap  sp—sa
- Auup  up —us’

¢

missd Asap = ff ds = tapahtumavili geodeesia pitkin. Vastaavasti Auap =
ff du pitkin geodeesia. Téten

o(B|A) = (Asap)?. (5.2)
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geodeesilla
sU" _ 0

Su

LTy

Kuva 5.1: Pisteestd A pisteeseen B siirrytddn pitkin geodeesia z¢ = x%(u).
Pisteessdi A ovat koordinaatit x4 ja pisteessi B koordinaatit zp

Néin siis siirtyméolio o(B|A) liittyy yksinkertaisella tavalla tapahtumavéliin
AsaB.

Nyt ndhddén myos, ettd ilman alussa mukaan otettua vakiota (up —u4)
— madrittelemélla esimerkiksi o(B|A) = I(v) — esitykseen olisi jadnyt
U-Tiippuvuus.

Jos siirrytddn infinitesimaalisen vihin, toisin sanoen A ja B ovat ldhek-
kdin, Asap ~ dsap, missi dsap on tuttu siirtymaalkio. T&ll6in

o(B|A) = eds’ 5. (5.3)

Tuloksen mielenkiinto piilee siind, ettd jos nyt otetaan siirtymé pitkin pai-
kanluonteista geodeesiéd (ulos valokartiosta) ts. € = +1, saadaan

o(B|A) = ds 5.

Néin ollen néyttaisi paikanluonteinen (normaaleille valo- ja materiahiukka-
sille kielletty) siirtymé olevan luonnollinen 1dhtékohta suhteellisuusteorialle,
sikili kun ds? yleensi on.

Perustulokseksi on siten saatu

g (AS A 3)2
BJA) = . : 5.4
o(BJ4) { eds’; (A ja B lihekkiiset) (54)
Nyt voi kysyé, riittddko yleisen suhteellisuusteorian muotoilun 1dhtékoh-
daksi o ds?mn sijaan. Ja jos ei riitd, kuinka pitkille pafstiisiin, toisin sanoen
mitd voi sanoa yleisestd suhteellisuusteoriasta o:n avulla?
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Taulukko 5.1: Siirtyméfunktion kovariantteja derivaattoja ja niiden kiyttéy-
tyminen koordinaattimuunnoksissa

Derivaatta Muunnoksessa Muunnoksessa
TA Xy Tp — Ty
o invariantti invariantti
Oian =0 ,an kovariantti vektori invariantti
O.ap = 0,ap invariantti kovariantti vektori

Oianfa = O,anfa — {aZAﬁA} O~, 2. kertaluvun kova- invariantti
riantti tensori

CapBs = 0,ap8s — {a;%B} 05 invariantti 2. kertaluvun kova-

riantti tensori
C.anfBn = O,048s kovariantti vektori kovariantti vektori
C.apBa = 0,058 kovariantti vektori kovariantti vektori
jne. jne. jne.

5.2 Siirtyméfunktio o(xp|r4) ja sen kovariantit de-
rivaatat

Liitetddn nyt edellisen kappaleen avaruusajan pisteisiin A ja B koordinaa-
tit. Olkoot x4 koordinaatit A:ssé ja xp vastaavasti B:ssa. Néiden yhteys
toisiinsa, sen paremmin kuin muutkaan ominaisuudet (esimerkiksi suorakul-
maisuus), eivit ole olennaisia téssé vaiheessa. Olennaista on, ettd koordinaa~
tistot voivat olla erit.

Otetaan myos kiyttoon geodeettinen siirtymdfunktio o(xp|xa). Se on siis
kahden pisteen (kahdeksan muuttujan) funktio, joka kuvaa siirtym#é pis-
teestd x4 pisteeseen zp pitkin geodeesia ¢ = x%(u). Koska fysikaalisesti on
jarkevda vaatia, etteivit o(xp|ra)m arvot riipu koordinaatiston valinnas-
ta, voidaan heti julistaa, ettd o(xp|z4) on bi-invariantti — invariantti sekéi
muunnoksessa 4 — z’; pisteessd A ettd muunoksessa zp — x5 pisteessi
B.

Paljon muuta ei siirtyméafunktiolta vaadita, eikd siitd néin ollen paljoa
tiedetd. Sen kovarianteista derivaatoista sentdin osataan sanoa jotain. Tau-
lukkoon on lueteltu muutama ensimméinen. (Perusteluja on liitteess.)

Otetaan taas tarkasteluun variaatiointegraalin derivaatta parametrin v

suhteen ({3.9),

I up up [o%
dIlv) _ 2/ 9agU VP 2/ gaaég VPdu.

dv " ua U
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Nyt siis sijoitus ja integrointi tehd&dn z4:std zphen. Aiemmin variaatio-
ongelmaa muodostettaessa asetettiin V*(uas) = V¥(up) = 0. Nyt jatetdén
tdmé tekeméttd, mutta sen sijaan siirrytddin A:std B:hen pitkin geodeesia,

jolloin ‘ng—ua = 0 ja derivaatan integraaliosa havida. Tutkitaan siis sijoitusosaa

dI(v
d(v) = —29a8(x2) U (@a)VP(24) + 29ap(xB) U (x)V: (25).
Toisaalta ar() o1(v) oI(v)
v v v
= VA(za) + —52VP (2p),
v ol ! AT g V)
joten
oI(v)
{ 89%‘) -
oI(v
T = 2Uqp-

Téten, koska 0 = (up —ua)l(v), Asap = (Auap, kun liikutaan geodeesilla

(3.13) ja koska 0.4 = 0.4,

{U;aA = 2up —ua)Ua, = —2A5BANa,

5.5
Oap = 2(up—ua)Uay, = +2Asanag, (5:5)

mMissa 1y, = UO‘TA on yksikkovektori (ks. [3.12]).

Mielikuvan saamiseksi saatuja tuloksia voi verrata tavallisen euklidisen
tason paikkavektoriin (siirtymén toinen padtepiste on origo) 7 = ||7, missi
|| antaa siirtymén pituuden ja 7 (yksikkovektori) suunnan. Nyt siirtymén
pituutta vastaa tapahtumavilli Asap ja suuntaa 7,. Etumerkki kertoo, siir-
rytddnko A:std B:aan vai pain vastoin.

Ottamalla o.,:n sisétulo itsensé kanssa ja kiyttdmélld aiempaa perustu-
losta 0 = e(Asap)? saadaan nyt o:lle osittaisdifferentiaaliyhtdloé seka
pisteessa A ettd B:

{gaAﬂAU;aAO';gA =40 Assa (5.6)

98B0 05, =40 Bissi

Néin on siis saatu siirtyméfunktiolle osittaisdifferentiaaliyhtélot. Niiden
ratkaisemiseksi taytyy kuitenkin tehda lisdoletuksia go‘ﬂ :sta, eikd niiden ylei-
nen ratkaiseminen ole mitenkién triviaali operaatio.

Sivuhuomautus. Variaatiointegraalin derivaatasta (dfi(vy), ks. lahtien
on tuloksissa kulkenut mukana vakio 2. Tdmé on seurausta valinnasta olla

ottamatta variaatiointegraaliin tai siirtyméolioon vakiokerrointa. Kaikki tu-
lokset kuitenkin ovat yhtélailla patevid, oli sitten kertomassa miki tahansa
vakio (el kuitenkaan 0).
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Valitsemalla kertoimeksi MT? ts.

jolloin

1e1?(Asap)?

B|A) = (up — ua)I(v) =
o(B|A) = (up —ua)l(v) {iw2d8,243 (A ja B lihekkiin),

dI(v) M2/UB Iu2 /uB SU
= Ueve - vAd
dv 2 fu, Jof 2 Ju, o5, “
ja geodeesilla
dl(v 2 2
d(v) - _%gaﬂ(xA)Ua(xA)Vﬁ(ﬂw+%9aﬂ(xB)Ua($B)Vﬁ(IB)
ol (v oI (v
= #Vﬁ(am) + #Vﬁ(mg).
o'y 0’y
Talloin
2 2
Oy = _%(UB_UA)UaA = _%ASBAT/aA
2 2
Oy = %(uB—uA)UaB = +%ASBA77QB,
ja siten osittaisdifferentiaaliyhtéloiksi tulee
g:AZAU;aAO;ﬁ p SO (5.7)
g PP O a0 = PO,

(vrt. hiukkasfysiikasta tuttu spin-0 -hiukkasen Kleinin-Gordonin Lagrangen
tiheys (laakeassa avaruusajassa) ([Peskin & Schroeder] s. 16)

1 1
= _9H — Zm24?
L 28¢6M¢ qub.

Osittaisdifferentiaaliyhtilo olisi nyt £L ==T — V = 0, joka vastaa tapausta,
missé hiukkasen liike- ja potentiaalienergiat ovat yhta suuret.)

Lopullisena tavoitteena on kuvata kahden pisteen vélistd yhteyttéd (siirty-
méad) ja laskea tétd varten toinen kovariantti derivaatta 0. ,s, — derivoida
siis nyt saatua ensimmaistd kovarianttia derivaattaa vield toisen pis-
teen koordinaatistossa. Tadmé osoittautuu olevan hieman monimutkaisempi
prosessi ja lopputulosta varten otetaan kiyttdon késitteet propagaattori ja
Riemannin vuorovesitensori.

Seuraavaksi keskitytddn kuitenkin tutkimaan rajankiyntida B — A, jol-
loin siirtyméfunktio tulee toden teolla kiytt66n, kun sen avulla muotoillaan
Einsteinin kenttayhtalot.
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5.2.1 Rajankiiynti B — A, Einsteinin kenttiyhtilst

Tutkitaan tilannetta, jossa A ja B ovat lihelld toisiaan. T#ll6in (oletetaan)
pisteiden vilinen geodeesi on yksikéisitteinenﬂ Toinen oletus on, ettd pis-
teiden ollessa lahelld toisiaan koordinaatistot x4 ja xp ovat samat (toisin
sanoen rp — T4, kun B — A).

Nyt osataan sanoa hieman enemmén siirtyméfunktiosta ja sen kovarian-
teista derivaatoista. Ensinnékin koska o(B|A) = (up —u4) Jf 9apUUPdu,
niin

UB
lim o= lim {(UB—UA)/ gagUaUﬂdu] =0. (5.8)

TB—TA TB—TA A

Toisin sanoen siirtyméafunktio [dhestyy nollaa, kun siirtymén alku- ja loppu-
piste ldhestyvét toisiaan. Témé tuntuu luonnolliselta. Tamé on myds erona
Luvussa [2] esiteltyyn siirtyméfunktioon (2.12). Siiné, missi (a|a) = 1, lihes-
tyy nyt médritelty siirtyméfunktio nollaa, kun loppupiste 1dhestyy alkupis-
tetta.

Aletaan nyt tutkia siirtyméfunktion kovariantteja derivaattoja rajalla,

jossa zp — x4. Ensimméiinen derivaatta on 0., = —2(up — ua)Us, =
—2Asp AN, (p-5), joten myos
lim 0., =0. (5.9)
IB—TA

Toiseen kovarianttiin derivaattaan péadsee kisiksi derivoimalla yhtalod
1’ (gO‘AﬁAa;aAo;/gA = 40) puolittain pisteessi A. Sijoittamalla néin saa-
tuun
B

— aAPA
200, =9 04740384

siirtyméfunktion ensimmaéinen derivaatta 0., = —2(up —ua)Uq, (5.5) saa-

daan (liitteessé)
2Ug, = 0ia,8,U".

Siten, koska geodeesi, jota pitkin siirrytdan oletetaan yksikésitteiseksi, myos
U on yksikésitteinen ja ylla olevasta voi ottaa puolittain raja-arvon (muuten
voisi tulla ongelmia esimerkiksi lahestymissuunnan kanssa). Tulos on
xf}ig;mam‘f‘ﬁf‘ = 200,84 (5.10)
Siis ldhtemalld liikkeelle o:sta, toisen kovariantin derivaatan laskeminen an-
taa metrisen tensorin g,3. Ratkaisemalla osittaisdifferentiaaliyhtdlon on saa-
tu yhtéldlle reunaehto.
limg, .z, .au8,:0 avulla saadaan myos laskettua toinen kovariantti de-
rivaatta limg , .z, 0.0,8;- TAma ei tapahdu aivan yhtd suoraviivaisesti, kuin

Lyrt. liikuttaessa pallopinnalla kohti etelinapaa: pohjoisnavalla alku- ja loppupisteit
yvhdistévid geodeeseja on ddrettémén paljon, ldhempidné etelinapaa endd yksi
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edellinen, mutta on kuitenkin tehtdvissi. Sitd paitsi, lopullisena tavoitteena
on laskea 0.4 ,3, (ilman raja-arvoa), ja vaikka siihen on vield matkaa, saa-
daan ensimmaéiset tiedot lopputuloksen ominaisuuksista jo nyt.

Lasku on esitelty tarkemmin liitteessd, mutta idea on, ettd otetaan mie-
livaltainen vektori 7%, jota siirretdin yhdensuuntaisesti pisteestd A pistee-
seen B. Vektoreiden T ja o,, sisdtulo on tietenkin invariantti, joten sen
tavallinen ja absoluuttinen derivaatta ovat samat. Kehittamalla tulon Tay-
lorin sarjaksi pisteessid A ja toisaalta pisteessd B ja korvaamalla tavallisen
derivaatan absoluuttisella paéstéén késiksi kovariatin derivaatan 0., ,3, ja
0.0 48,1 summaan rajalla xp — x 4. Lopputuloksena on

thLT}EA Oianfp = — ZBIIL%A Oianfa- (5.11)
Siis imy ;a4 Oi0485 = —20a48,4- Toisin sanoen 0., , g, :n pitdéd 1dhestyd met-

risté tensoria, kun pisteet ldhestyvét toisiaan.
Kun on saatu limg, .z, 0.0484 = 290,84, OD ensimmainen arvaus, etta
seuraavan kovariantin derivaatan raja-arvo antaa nollan (koska gag.y = 0).
Lahdetdén taas liikkeelle siirtyméfunktion osittaisdifferentiaaliyhtilésta
QD (9g*4P40., 0.5, = 40). Derivoimalla molempia puolia nyt kolme kertaa
saadaan (liite)

2 lim o. =2 lim (o. + 0. + 0.
wp—TA i7A0AEA $B_>IA( ;€AYA0A ;6AYAEA »’YA(SA?':A)?

josta sieventdmisen ja kahden ensimmaéisen indeksin jérjestyksen vaihtami-
sen[ﬂ jalkeen jaa

lim o. + lim o. =0 (*).
o p—TA jaaBava wp—TA ;eavABA ()

Toisin sanoen o.,3, on antisymmetrinen kahden viimeisen indeksin vaihdon
suhteen, kun B — A.
Toisaalta (liite)

_ RJa
Tianfava — Tianvafa = B2 aaBarvaTioas

S KA S ENR S SR AN RN

on sekamuotoinen kaarevuus- eli Riemannin tensori. Taten, koska siirtyma-

missi

funktion ensimmdéiselle kovariantille derivaatalle pétee limg, .z, 0.0, = 0
(5-9), 0.0nBava On myds symmetrinen kahden viimeisen indeksin vaihdon
suhteen rajalla B — A. Toisin sanoen

lim o. — lim o. =0 (**).
25— A ;xaBava Cp—Ta ;aavABa ( )

? 7A A
TiapBa = (UﬂaA);BA = 0,aaBa — {OéA ﬂA} Oya = 0,Bpan — {ﬁA aA} Oya = 0iBacn
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Yhdistamalld nédin saadut tulokset (*) ja (**) saadaan vahvistettua ai-
emmin tehty arvaus oikeaksi —

W 0.0, 5,0, =0 (5.12)

Tp—TA

Kuten toisellekin derivaatalle, voi kolmannellekin laskea raja-arvon, kun
on derivoitu molempien pisteiden koordinaatistojen suhteen. Taysin vastaa-
valla  laskulla  kuin limg, .., 00,3, Saadaan myds esimerkiksi
limg,; 0y OiaaBavys- TallA el kuitenkaan ole suoraa kiyttod nyt, eikd lop-
putulos yllata, mutta lasku 10ytyy liitteestid. Tulos on

lim o. =0.
wp—aa ;xABAYB

Kolmannen kovariantin derivaatan laskemisen yhteydessd esiintyi jo toi-
veita antavasti Riemannin tensori. Pédastikseen tdhdn kunnolla késiksi on

kuitenkin vield laskettava neljaskin derivaatta. Lihdetddn derivoimalla puo-
littain relaatiota 0,08y — 0,0y5 = R‘Sama;(g. Saadaan

. . . 5A .
thl%A Oafvye — thL%A TiaavaBaca = 2R 01817495424 = —2RaucaBayas
misséd on kidytetty Riemannin tensorin ominaisuutta Rag,s = —Rgays. Toi-

saalta koska kahden viimeisen indeksin jarjestysta voi vaihtaa (todetaan myo-
hemmin), pétee

lim (O-;aA’YABAéA - O-;aAéAﬁA"/A) = —2Ra,847404- (5.13)
TR—TA

Riemannin tensori saadaan myos kiyttdmélla hyviksi siirtyméafunktion
osittaisdifferentiaaliyhtélod (5.6]). Derivoimalla nyt neljd kertaa puolittain ja
ottamalla raja-arvo saadaan (liite)

" lim Oivadacala = lim (U§CA’YA5A5A F O ava84¢a TT:64va84Ca +J;7A5A€ACA)

Sievennys ja kahden ensimmaéisen indeksin vaihto kesken&ddn antaa

thig:A (G;’YACAéAEA t Oiyaea8a¢a T J;’YA5A€ACA) =0.

Vaihtamalla vield keskimmiisen termin kaksi viimeisti indeksis kesken#inEl

saadaan neljénsille kovarianteille derivaatoille tulos

lim o. + lim o. + lim o. =0.
e seaBavada e ;aadaBavA e ;0aYA0A8A

m 0iyacas0ea = — UM 0jy,e404¢a — UM 0yu64ca¢a
Tp—T A TR—T A TR—T A
= — lim oy 64e0¢q — M 0y,c404¢a
TB—TA TB—TA

= im0y caenda
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Koska siis neljdnnen kovariantin derivaatan kahden viimeisen indeksin
jarjestystd voi vaihtaa ja koska ylla olevan mukaan

lim o. s, =— lim 0.4, — lim o. s
v A ;aafBavada wpa A ABAYA v YATA ABA

voidaan limg, .z, 0.0, 847464 Kirjoittaa muodossa

3 IBIIE;CA(J;OAAﬁA"/AéA 1 004840474 — Tiaad4Ba7a _0-§aA7A5A,3A)'

=Tia 4547484
Siten aiemman tuloksen ([5.13) mukaan

. 2
lim Oiaafayada = _g(RaA’YAﬁACSA + RaA(sAﬁA'YA)‘ (5~14)

TRB—TA

Kun Riemannin tensori on kiytossé, on myos Riccin tensorin Rng = R‘Sag(;
ja kaarevuusinvariantin R = R%,, esittdminen siirtyméafunktion kovarianttien
derivaattojen avulla mahdollista.

Kayttden hyvéiksi Riccin tensorin symmetrisyytta ja merkintdéd @ﬂaﬁ =
97°0 505 saadaan (ks. liite)
4 .
-Ra,5, = lim o,,74 (5.15)

3 ep—aa aafa’

Kaarevuusinvariantti (pisteessid A) on

4
JRa= lim o074, o (5.16)

TR—TA @A

ja niinpé Einsteinin tensoriksi (Gos = Rap — % gapR) tulee lopulta

3 .. 3 . )
R L R

Einsteinin kenttayhtalot ovat néilla merkinndilla

3
e YA _2 i ya_ 64 _ _
1o Tna Mo, T glaafa M 00 T = —87GTa

(5.18)

missd G on (Newtonin) gravitaatiovakio ja T3 materiasiteily-tensori (my6s
energia-litkem&dra -tensori).

Niéin ollen siis ainakin yleisen suhteellisuusteorian muotoilu on mahdol-
lista siirtyméfunktion o(xp|ra) avulla. Seuraavaksi tutkitaan jilleen siirty-
misté pisteesté toiseen, jolloin sille tulee muutakin kiyttoa.
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5.3 Siirtyma pisteesta toiseen

5.3.1 Propagaattori (17

Kun tutkitaan kahden pisteen vilisté yhteytta, osoittautuu hyodylliseksi pro-
pagaattors, joka siirtdd vektorin yhdensuuntaisesti pisteestd A pisteeseen B.

Tarkastellaan vektorin 7% yhdensuuntaissiirtoa pitkin kiyraa @ = x(u).
Toisin sanoen

ore
us— |
du ’
eli pisteessd x“(u) on voimassa yhtilo
A7 (u) o
T MS(u)T7 (u), (5.19)

missd on merkitty
daf
o . o
M (u) = — {B"/} T

ja u on uygm (pisteessi A) upm (pisteessd B) vilissa.
Tamén differentiaaliyhtélon ratkaisu onnistuu ottamalla kiytt66n sopiva
(Greenin) funktio, propagaattori, joka liittaa toisiinsa kaksi pistetté, niin etti

T*(up) = T y(uplua)T(wa), (5.20)

missé siis T%(up) on pisteestd A pisteeseen B yhdensuuntaissiirretty vektori
T*(ua). Indeksien sijainnilla suhteessa toisiinsa ei vield téssd vaiheessa ole
merkitystd (yhtd hyvin voisi olla tﬂ 3(uplua)).

Kirjoitetaan nyt yhtélo propagaattorm ja vektorin T%(uy) avulla:

[ D o) T )] = M) G (b))
Téssé vektoriksi T%(uy4) otettiin miké tahansa (ei nolla-) vektori, joten ylla
oleva yhtdlo on oikeastaan riippumaton 7%:sta! Siis ratkaistavana on oikeas-
taan yhtilo propagaattorille. Ehtona on, ettd kun pisteet A ja B ldhetyviit
toisiaan, (/ lahestyy 6- funktlotal Tama vastaa tapausta, jossa siirtyméa
ei tapahdu. My6hemmin / tulee kiyttoon laskettaessa 0.4 ,3,:t8, mutta
toisin kuin tahén asti 0.4 ,4, (u Alua):ssa pisteen B vaikutus pysyy mukana!

Yhtalon o
d G (ulua)

du

voi nyt muuttaa integraaliyhtéloksi

= M (u) ‘G y(ulua) (5.21)

G plulun) =%+ [ M) Gl fua)d
uA

Tkoska T(ua) = T (ualua)T?(ua) = 6%5T° (ua)

B
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Tasté iteroimalla saadaan lopulta ratkaisuksi

o (ulug) = §° g+/ M (u du+/

/ M (u ( )du”] du/+- -
(5.22)

Logiikka menee niin, ettd ensimmaéisessa termissd integroidaan yli pisteen
(0-simpleksi)”, toisessa integroidaan yli janan (1-simpleksi), kolmannessa yli
kolmion (2-simpleksi) ja niin edelleen n. termissi yli (n-1)-simpleksin.

Kaytédnnossé toivotaan tietenkin, ettd summan osat kutistuvatﬂ pidem-
mélle mennessa, jolloin riittavddn tarkkuuteen pédisee laskemalla mukaan
vain ensimmdiset termit.

Otetaan vield kiiyttoon muutama merkintd. Nostamalla ja laskemalla re-
laatiossa ((5.20]) sopivasti indekseji (kertomalla metrisellé tensorilla), saadaan

T(up) = G P (uplua)Tp(ua)  Jja
Ta(up) = G ap(uplus)T?(ua)

Siis jos metrisen tensorin g, ajattelee indeksin lasku- ja ¢“%:1 nosto-operaat-
toriksi ja (f @ 5 olevan operaattori, joka yhdensuuntaissiirtdsd vektorin
T(ua) vektoriksi T*(up), voi f?aﬁzn ja ((gag:n ajatella operaattoreiksi,
jotka indeksin nostamisen ja laskemisen lisdksi siirtdvat vektorin yhdensuun-
taisesti pisteestd (tapahtumasta) toiseen.

Laitetaan my6s merkintdjen selkeyttiamiseksi informaatio pisteistd indek-
seihin. Tahan astihan on merkitty, kuten ylla, kiiyraparametri v nakyviin
— sisdllytetddn tieto siitd, missi pisteessd (koordinaatistossa) ollaan, tésté
eteenpéin indeksiin:

T,

aB

TaB ié)OéBﬁA Ts,

o4
= gaBﬁATﬂA

Huomautus Rajalla B — A propagaattorille g pitee

.
ElglinA gf/'aBﬁA = Yap-

Taté voi verrata aiempaan tulokseen ((5.11])

:):BI}L%A Oianfp = _2gaA5A'

Téasta yhtaldisyydesté ei viela voi tehdd pitemmalle menevid padatelmid pro-
pagaattorin ja siirtymé&funktion 0., ,, yhteydestd, muttei se ainakaan sulje
mahdollista yhteyttd pois.

Sitseisarvot pienenevit
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Samaan tapaan, kuin metriselld tensorilla voi laskea ja nostaa tensori-in-
deksejé, vol my0s nyt esiteltyd propagaattoria kiyttdd muidenkin tensorei-
den kuin vektorien indeksien muuttamiseen. Esimerkiksi toisen kertaluvun
tensorille

TaBa

(= =
Toappp = QQQBQA gﬁBﬂA

Analogia. Peruskvanttimekaniikassa (|[Niskanen| s. 5-6) tilavektorin |a, to)
aikakehityksen kuvailua varten maééaritellidn nk. aikakehitysoperaattori
U(t,to). Halutaan siis tutkia, miksi em. tilavektori on muuttunut hetkelld
t > to ja ajatellaan, ettd tdhan padstddn operoimalla aikakehitysoperaatto-
rilla alkuperdiseen vektoriin. Symbolein

|, to; ) = U(t, to)|a, to).
Fysikaalisista syistd vaaditaan U:lta seuraavat ominaisuudet:
i) Unitaarisuus (kokonaistodenn#koisyys sailyy),
ii) Ulta,to) = Ulta, t1)U(t1,t0),  ta>t1>1o ja
iii) U(t, to) — 1, kun t — to.
Infinitesimaaliselle siirtymélle tg — tg + dt ndmé ehdot toteuttaa
Ulto +dt, tg) =1 —iQdt, Qf =Q,

missd 2 on aikakehityksen (infinitesimaalinen) generaattori. Identifioidaan
nyt Q2 = H/h (H on systeemin Hamiltonin operaattori), jolloin ominaisuuden
ii) perusteella

U(t +dt, to) = U(t + dt, U (L, tg) = (1 — %Hdt)U(t,to),

siis
1
U(t+dt,tg) — Ult, tg) = %HdtU(t, to)-

Ottamalla nyt raja-arvo d¢ — 0 saadaan Schrédingerin yhtélo (aikakehity-
soperaattorille)

ih%U(t, to) = HU(t,tO)H (5.23)

Aiemmin saatiin saman muotoinen yhtélo (5.21) propagaattorille. Ei liene
yllattavas, ettéd ratkaisu on myos saman muotoinen.

6Operoimalla tilaan |a, to) saadaan ko. tilan Schrédingerin yht&ls

ih%\a,to;t) = H|a,to;t).
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Kuva 5.2: Kaksi ldhekkiisté, ldhes yhdensuuntaista geodeesia ja niiden vali-
nen erotusvektori

Kuten yhtélon (5.21]) voi aikakehitysoperaattorin Schrodingerin yhtdlén
(5.23) muuttaa integraaliyhté&loksi

. t
Ult,t)) =1 — ~ / HEU, to)dt!
Bl

ja iteroida. Lopputuloksena on U (t,tp):m esitys Dysonin sarjana

1 +7§:1 (;)n/t: [/: [ [/t:”_l H(t) H(ts) - - -H(tn)dtn] ] dtQ] dt:.

Tamé on tédsmailleen saman muotoinen sarja, kuin aiemmin propagaattorille

(f “5 johdettu esitys lb

5.3.2 Geodeettinen poikkeama

Suhteellisuusteoriassa on kolme tirkedd yhtilod: Finsteinin kenttdyhtilot,
geodeettinen yhtéld ja geodeettisen poikkeaman yhtdlo. Naistéd kaksi ensim-
maista ovat ja . Niitd on Kkisitelty jo aiemmin, keskitytdadn nyt
kolmanteen eli geodeettisen poikkeaman yhtdléon.

Yhtéalon johto on esitetty liitteessé, mutta idea on, ettéd tutkitaan kahden
lahekkéisen, toisiaan leikkaamattoman geodeesin (z® = z%(u) ja y®* = y*(u))
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erotusvektoria p®(u) := y®(u) —x*(u) (Kuva B.1)). Lihdetéén liikkkeelle kum-
mankin geodeesin geodeettisestd yhtélostd ja lasketaan ndiden erotus (liit-
teessd).
Tuloksena on geodeettisen poikkeaman yhtélo (Jacobin yht#lo)
52pa

W + Ra’yﬂ(SU’yUapﬁ =0. (524)

Merkitsemélld Riemannin vuorovesitensoria —RangVU‘; =: {@?aﬁ, vh-

talo (5.24) on nyt
C0 _ pa
— B
du? bP-
Vastaavasti Riccin vuorovesi-invariantti on 29 = Q@?aa = —RagUo‘Uﬁ.
Tehd&dn huomio: Jos U® on ajanluonteinen tangenttivektori, nii

DR o5UP = 0.

Siis: Sikdli kun tensoriin voi liitt44 suunnan, voidaan sanoa, etté Q@?ag on
ortogonaalinen U“:n kanssa eli liittyy paikanluonteiseen suuntaan (nykyisyy-
teen)! Niin pitaé tietysti ollakin, silld vuorovesitensori on se osa Riemannin
tensorista, joka voidaan havaita (eikdi havaintoja tehdd menneisyyteen eiki

tulevaisuuteen).

Muotoillaan geodeettisen poikkeaman yhtdlon ratkaisu samaan tapaan
kuin yhdensuuntaissiirtoyhtdlon alemmin, sopivan Greenin funktion
avulla.

Erona on, ettéd yhtalossé on toinen absoluuttinen derivaatta taval-
lisen sijaan. Téstd syystd otetaan avuksi kovariantti vektori (7,,), jota yh-
densuuntaissiirretddn pitkin kdyraa z® = x®(u). Kerrotaan puolittain T,,:lla
jolloin yhtélé saadaan muotoon

52Taa d2Taa _
(Tap®) _ d( p):Ta{@?aﬁpﬁ

du? du?
(Tamé& onnistuu, silld % = 0 (yhdensuuntaissiirto), jolloin
T 52pa _ 52(Tapa)
* u? ouz

"Erityisesti: Tyhjiossa Einsteinin kenttayhtilot ovat
1
Gap =Rag — 590sR =0,

mists ¢“?:lla kertomalla saadaan R — 2R = 0, siis Rap = 0. Ja siten

97 =0 (tyhjivssi).

8koska 7 opUP = —RanpsU " UUP = RaqspU " UPU® = — TP \5U°



5.3 Siirtymaéi pisteesti toiseen 51

Atu=u,

Kuva 5.3: Geodeeseille x*(u4) = y*(ua), mutta z*(up) # y*(up).

Asetetaan yhtélolle reunaehto, etté geodeesit leikkaavat pisteessd A, mut-
teivit sen jidlkeen ainakaan uwm arvoilla ug < v < up (Kuva[5.3). Toisin sa-
noen x%(uyq) = y*(ua), mutta z*(ug) # y*(up), siis

p4 = p*(ua) =0 ja p*F = p%(up) # 0.

Tilannetta voi verrata siihen, ettd siirrytddn pallon pohjoisnavalta pai-
vintasaajalle pitkin kahta eri (lahekkéistd) pituuspiiria.

Taméankaltaisen differentiaaliyhtdlon muuttaminen integraaliyht&loksi on
tehty liitteessd ja nyt kasilld olevassa tapauksessa

- uB / /
Top® = ﬁ Ts,p°8 —|—/ C(u,u’) Ty G 5 0% A,
N - ~— UA S———
Ta(wpt () Ts(un)p? (up) Ty (w!) 275w ()

missd I'(u, u’) on tdhin nimenomaiseen ongelmaan liittyvd Greenin funktio



52 Siirtymi

(ug —u)(up —u’)
Up —uA
(0(z) on Heavisiden porrasfunktioﬂ)
Vektoria T, yhdensuuntaissiirretddn pitkin geodeesis, joten voidaan ot-
taa avuksi kappaleessa johdettu propagaattori. Y14 oleva integraaliyh-
talé on talldin sen avulla kirjoitettuna

[(u,u’) = + (u—u)0(u — ).

u uB . 5 1

Tpo = u—ua f( TozpﬁB +/ F(u,u’) iié/a'y’Ta P 6/05 du’.
Up —UA UA

Toisaalta Tj:ksi otettiin mikd tahansa (mielivaltainen) kovariantti vektori,

joten geodeettiselle poikkeamalle tdytyy olla voimassa

u
pa(u) = M ua ((aﬂ p’B +/ BF(u u') G s (/ /p Ao’ (5.25)
up — uA wa

Ennen kuin jatketaan, tarkastellaan hetki saatua integraaliyhtlod; En-
sinndkin laakeassa avaruudessa ja vakuumissa P g = 0, jolloin geodeetti-
nen poikkeama saadaan pelkéstd alkuosasta. Toisin sanoen laakea (ja vuo-
rovaikutukseton) ja kaareva osa erotellaan toisistaan + -merkilla.

Toisaalta on merkille pantavaa, ettd geodeettinen poikkeama riippuu toi-
seen geodeesiin liityvésta propagaattorista ja Riemannin vuorovesitensorista
(joka siis liittyy havaintoihin). Muut tekijit yhtdlossé tulevat tilanteen ma-
temaattisesta muotoilusta.

Palataan geodeettisen poikkeaman yht&léén. Propagaattoria muotoillessa
lopputulos saatiin iteroimalla integraaliyhtdl64, mutta nyt hyédyllisemméksi
osoittautuu geodeettisen poikkeaman absoluuttinen derivaatta.

8 1 — B §T
Lo G+ [ MOt 297 Gl (5.26)
U UB — UA ua U
—_————

[

Erityisesti kiytt60n tulevat absoluuttiset derivaatat pisteissé A ja B. Ne
on laskettu liitteessa.

9

0, kunzxz <0
9(;5),{ 1, kunz >0

10K oska

up~uA
(ua—u)(up—u)
uB—uA

(ug—u)(up—u’) kun u < ’LL/
D(u,u) = { ’

, kun v <u

niin

Ol (u,u’) { WU un < o

up—ug4g’
5’& U —u g

kun v < u.

up—uz’
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5.4 Paluu siirtymafunktioihin, o, ,3,

Luvussa [3| kdsiteltiin maailmanpintaa = = x®(u,v). Kdytossi oli merkinti
(tangenttivektoreille)

ox®
v = —
ou
ox®
Ve = —.
ov

Geodeettinen poikkeama lasketaan erotuksena jollakin parametrin u arvolla.
Asetetaan siis p® = V. Talloin

WU _ Opa
v du

(ks. liite: Lukuun 3| liittyvat laskut - Variaatiointegraalin derivaatta).
Geodeettiselle siirtyméfunktiolle patee kaavan (5.5 mukaan

{ 0oy = —2(up—ua)la,
Oap = 2(up —ua)Uay
Derivoidaan nyt ylempéé yhtaloa puolittain v:n suhteen (pisteessd B), jolloin
saadaan
Oy = - ! U'aAﬁBpﬁB = Obas
v 2up —up) L2 du

[

Téten sijoittamalla geodeettisen poikkeaman (liitteessd laskettu) absoluut-
tinen derivaattal?]

_%UﬂAﬂBPﬁB = g)a BB pﬁB—i_
+fuB % GV CygypEdul + -

Geodeettista poikkeamaa johdettaessa valittiin toiseksi maailmanviivak-
si mikd tahansa (1dhelld alkuperiista oleva) geodeesi. Toisaalta parametrin

pisteessi B: 5
000, Ox"B
—2 — (0. . _

5,0 ( =04A)ﬁB 81)

12

0Pas  _ L A5
(S’U/ - up —uA F OéAﬁBp +

B (v —ua)(u' —up) P c/ & e 1t
o 5 d
+/uA (un —ua)? Ay F 58P u +
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v olisi voinut valita toisinkin, joten pB riippuu niistd valinnoista ja siirty-
méafunktion toiselle derivaatalle péatee

Tiaafp = —2 ;‘70@455’_ ) )
_uBE’LLA f;f (u/ - UA)(U/ —up) fgaAWI G f§5'53dul +oee
(5.27)
Téssd |up — ual el vilttamétta ole ns. pieni (eikd ainakaan ddrettdomén
suuri), vaan "+ - - -7 sisdltda nimenomaan Gy korkeampia asteita, joiden

ansiosta summa katkaistaan jossakin vaiheessa. Toisin sanoen gravitaatio-
vaikutuksen ajatellaan olevan sen verran heikko, etté G998 11 "korkeammat
potenssit” voi jattdd huomiotta.

Tulos on my6s sopusoinnussa tuloksen kanssa.:

B;iLnA Tianfp = ~29aafar
niin kuin tietysti pitda ollakin.
Samanlaisella menettelylld kuin 0. , 3, ylld voidaan laskea myds 0., 3, -
Léhtemalld nyt liikkkeelle derivoimalla 0,4, :t4 parametrin v suhteen B:ssd

6UOLB o 1 B _ 5paB

dv _Q(UB—UA)U;aBﬂBp - Su

johon sijoittamalla geodeettisen poikkeaman absoluuttinen derivaatta B :ssé'lT_g]
ja eliminoimalla p,, kuten aiemminkin saadaan

_ &
Tapfy = 2 Faphp™t
apfBB N 2a37u3(,_ )2(/ GV s Al
ug—ups Jug U UA &7 apy ¢ S §'BgdU .

(5.28)

Aivan samaan tapaan voi laskea my6s 0., , 3, 0. Nyt on vain huomioitava,

ettéd laskettaessa geodeettista poikkeamaa, asetettiin p®4 = 0. Tastd syysté

on vaihdettava pisteiden A ja B rooleja jo geodeettisen poikkeaman yhtalod

(5.24) ratkaistessa. Tésté eteenpéin lasku menee samalla tavalla ja tulokseksi
tulee

_ oz
Tanfa = 2 5 anpa™t
aara 5 ?uB(u,_u 2 G oy dul +
ug—uzg Jua B F apy S 884U e
(5.29)
13
0pay 1 -

_ &« BB
Su U — uA & apppP "

“B (' —ua)® s oo & 3
+/ (up —ua)? 7 <§O’A7/ §6/ﬂsp Bdu' -
uA
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Niin siis my6s toisen pisteen vaikutus on edelleen jaljelld, vaikka siirty-
man alku- ja loppupisteet asetettaisiin samoiksi.

Seuraavassa kappaleessa vield hieman siistitdidn lopputulosta ottamalla
kayttoon luvussa [4] esitelty tetradimerkinté.

5.4.1 Paluu tetradiformalismiin

Palautetaan kiyttoon kappaleessa esitelty tetradi {,u?i)} ja siirrellddn sen

vektoreita nyt yhdensuuntaisesti pitkin goedeesia % = 2*(u), siis asetetaan

Opy
ou

Tetradin vektoreille on voimassa ortonormitusehto (4.7)):
) _

=0.

(4)

g°Pud ) =0,

n
missé () on laakean avaruusajan metrinen tensor
Otetaan kiyttéon myos tetradien yhteydessid merkinté, joka liittdd vek-

torin tiettyyn pisteeseen. Kuten aiemminkin u%‘ on pisteeseen A liitetty

tetradivektori, vastaavasti MZ.B liittyy pisteeseen B.

Kerrotaan nyt relaatiota (5.27)) puolittain ,uzs‘ u(ﬁ Z:1la. Tetradin vektorei-

J)
ta yhdensuuntaissiirretdin pitkin geodeesia ® = x(u), joten

@ aa, B _ Be _ 15
//aAﬁB“(ifﬂ(ﬁ - M(i)ﬂBM(JB) - n(ij)
Néin padstadn eroon propagaattoreistakin ja merkitsemélla (4.15) mukaisesti

A

B — : o' _ o
MG By Tiaass = Tfiage) 13 Mty 7 = )
on jéljelld kahden havaintoihin liittyvén suureen, o:n ja {@?n, vélinen relaatio

2 up _
Tilinjp) = —2N3j) — / (v —ua)(u' —up) @(ij)du’+~ -+ . (5.30)

UB —UA uA

Samalla tavalla, kertomalla sopivilla tetradivektoreilla, saadaan myds

2 UB /77 .
ug
2 uB
Oiipip) = 2N+ UB—UA/ (v —ua)? P ijpdd + - . (5.32)
uA

Tetradien avulla on tensoreista tullut (avaruusaika)invariantteja; Viittauk-
set koordinaatteihin ovat piilossa — vain tapahtumat ovat jéljella ...

1477(”) = dlag(17 17 17 _1)
15Vastaavasti (t//ZQAV/,uZ.;‘ = [i()y Ja f§5/58u6§ = Wjysr
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Luku 6

Loppusanat

Teoria on nyt muotoiltu. Se ei ole uusi siind mielessi, kuin esimerkiksi Eins-
teinin gravitaatioteoria on uusi Newtonin teoriaan ndhden — niissd gravi-
taatio hahmotetaan kokonaan eriluonteisiksi (toisessa voimaksi, toisessa ava-
ruusajan kaarevuudeksi). Nyt esitetty teoria ei ole uusi siindkdén mielessé,
ettd tuloksena olisi uusia yht#loitad kaarevuudelle, kappaleiden liikkeelle tai
siteilylle. Sen sijaan tyGssi esitetty poikkeaa aiemmasta formalismiltaan.

Tavoitteena oli tutkia kahden pisteen vélistd yhteyttd fysikaalisessa ne-
liulotteisessa avaruusajassa. Tadmé tavoite mielessi (ja vaatimus yhteenso-
pivuudesta suhteellisuusteorian kanssa) asetettiin lahtokohdaksi kahden pis-
teen funktio kuvaamaan siirtymaé pisteesté toiseen. Yhteensopivuus varmis-
tettiin johtamalla Einsteinin kenttdyht&ldt tdmén avulla. Sen jilkeen muo-
toiltiin kahden pisteen vilistd yhteyttd kuvaava siirtyméafunktion toinen ko-
variantti derivaatta. Saatiin yhteys kahden havaintoihin liittyvin suureen
vilille.

Siité, ettd teoria sindnsé on sama kuin ennenkin, seuraa, etta siithen liitty-
vit testit, kokeelliset menetelmét ja sovellukset ovat my6s ennallaan. Teorian
soveltaminen gravitaatioaaltoihin tai muihin yleisen suhteellisuusteorian pe-
rinteisiin sovelluksiin olisi nyt mahdollista, mutta jad kuitenkin tdmén tut-
kielman alueen ulkopuolelle. Toisaalta uusi muotoilu voi avata ovia uusillekin
sovelluksille, tai ainakin tuoda niitd aiempaa paremmin esille.
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Liite A

Gravitaatio

Téassa luvussa tarkastellaan Newtonin ja Einsteinin gravitaatioteorioiden yh-
talaisyyksia kiyttden muualla tutkielmassa esiintyneitd merkintoja (tetradi-
formalismia).

A.1 Newtonin gravitaatioteoria

Newtonin gravitaatioteoriassa vapaassa putoamisliikkeessd olevan hiukkasen
litkkeyht&l6 on
d?z, 09

= =1,2,3
a2 oz (0= 123)

missé ¢ on gravitaatiopotentiaali, , = z,(t) on paikkakoordinaatti ja ¢
aikaparametri.

Luvussa[p|tutkittiin geodeettista poikkeamaa. Tarkastellaan nyt vapaassa
putoamisliikkeessé olevien hiukkasten suhteellista liiketta.

Otetaan kiyttoon maailmanpinta x, = z4(u,v), missd parametri u vas-
taa aikaparametrid ja rataparametri v erottelee radat toisistaan. Tangentti-
vektorikentit ovat

8%@ . axa
Ug = Vo = .
T T e
Liikeyht&lo on nailld merkinnsilla 8;;2"' = —aa%, siis
oWa 09
ou  Oxg

Tatéa yhtalod derivoidaan puolittain parametrin v suhteen, jolloin saadaan
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yhtéiliﬂ
OV, B 0%¢
ou? Oz Oz

missd on kiytossd Einsteinin summaussiénto (tdsséd summataan yli bn).

Ve,

Aiemmin merkittiin geodeettista poikkeamaa p®. Merkitddn myo6s nyt
ratakiyrien valistd poikkeamavektoria V,Av =: p, (missd Av on pieni). Se
on siis kahden kdyran erotusvektori (molemmilla kiyrilld sama parametrin u
arvo). Talloin poikkeamavektorille on voimassa differentiaaliyhtélo

d2pa "

de2 = <//abpb' (Al)
Téssé on merkitty matriisia — - Zo . N (Newtonin vuorovesitensori).
0xq01y

Samaan tapaan kuin Riemannin vuorovesitensorista K “3 muodostettiin
Riccin vuorovesitensori 2% , lasketaan nyt Newtonin vuorovesi-invariantti

N = TrL/V;b. Toisin sanoe
N = V3. (A.2)
Kenttdyhtélot tyhjiossa ovat (ns. Laplacen yhtalot)
Vip=0 siis A =0. (A.3)

On saatu Newtonin ensimméinen liikelaki: Tyhjiossa (ei vuorovaikutuk-
sia) hiukkasten ratojen erotusvektorin toinen aikaderivaatta (suhteellinen
kiihtyvyys) haviai. Ne siis ovat toisiinsa ndhden tasaisessa etenemisliikkeessi
(tai paikoillaan).

A.2 Einsteinin gravitaatioteoria
Tarkastellaan nytkin maailmanpintaa x® = x®(u,v), missd (o = 1,2,3,4) ja
tangenttivektorikenttia

o 0% a
U® = % Ja V = 81; .

U, 0 B 0 (0za\\ _ 0°Va .
Bodu — B a o\ ou )]~ Buz
9 (9 Bxb ) 32 Vi,
Ov \9za ) Ov Oz &I:aaxb

missd summataan yli indeksi b
2

0w

Te A ap = N o = ¢ _ v?
& ab—zt‘ aa — — 8$a2 - - d)
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Todetaan ensimméisend, etti

52U~ 6 (oU~ oue
= — - = B — ([je_ B
dudv ou < ov ) < v );ﬁU U5V )ﬂU

oV
- Ua;'yﬁVWUﬁ + Ua;vvv;ﬁUﬁ = UOLWBVWUﬁ +U%, u
oU”
= angVVUBJrU”‘W—&) ja
s2ue 5 (U™ SU®
= — = VY = (Ue,UuP) v7
dvdu ov ( ou > < ou >;7 ( 8 )W
sUb
= UaﬂVUﬁVPY + UQ;BUBWVPY = Ua;ﬁwUﬁ‘ﬂ + Ua?ﬁ ov
Taten
(SQUQ 52ch N N B o .
Sudv  dvdu = (U wﬂ_U ;ﬁv)U Vi=g (UE;'yﬁ_ Us;m) Urv
Q gaERagWﬁUﬁUﬁV’y — _Ra(S’y,@U&UﬁV’Y-
Nyt, koska

52 s2Uc  S2U“
s = —— = —— — R%,gUUPV?,

ou?  dudv  dvdu

niin kun tutkitaan geodeeseja, % = 0, voidaan merkité taas kahden ldhek-
kilisen maailmanviivan erotus- eli poikkeamavektoria p* = V*Awv (missi siis

Aw on pieni), jolloin saadaan geodeettisen poikkeaman yht&ls ((5.24))

52pa

= _R%%:. U5
50 R%s, U p°U7,

tai kiiyttden Riemannin vuorovesitensoria (esitelty yhtalon (5.24)) jalkeen)

52p0£ 0o

Samoin esitellddn myds Riccin vuorovesi-invariantti P = RapU aUJP. Tyh-
jiossd kenttayhtalot ovat nyt

97 =0 toisin sanoen Rog =0, (A.5)

miké on analogista Newtonin teorian vastaavuuden (A.3) kanssa.

*Samalla lailla kuin .05, — 0,045 = R%ap,0.5 Kappaleen |5|laskuissa (liite)
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A.2.1 Geodeettisen poikkeaman yhtilon tetradimuoto

Muotoillaan nyt geodeettisen poikkeaman yhtdlo kiyttden hyvéksi kappa-
leessa || esiteltyd ortonormitettua tetradia {u‘()‘i)} (missd a = 1,2,3,4 ja
i =1,2,3,4). Siirretdén tetradin vektoreita yhdensuuntaisesti pitkin maail-
manviivaa 2% = % (u), toisin sanoen otetaan

O
ou

Nyt voidaan kertoa yhtaloa 1} puolittain 4, ,:la, jolloin voidaan yhden-
suuntaissiirron ansiosta kirjoittaa

=0.

P(i)
0% 1" ' d*p(i) 8 -
1) G .. 7 @ 1
—a = Haa H % P s = o) 9P )
ufj)p(a‘)

tai vield kiyttien tetradimerkintdja

2
o0 _ g, o) (A.6)
du2 (i)

Tamé muistuttaa yhtdlod (A.1) Newtonin teoriassa.

A.3 Teorioiden valinen yhteys

Kappaleessa ajateltiin u‘é) ajanluonteiseksi yksikkotangenttivektoriksi, siis
otetaan nytkin

Wy = U,
jolloinfT]

P (i) = Riaag)-

Kun nyt asetetaan ¢ = a ja j = b (missd i,j = 1,2,3), niin yhtéloiden
(A.1) ja (A.6) vertailu antaa Newtonin ja Einsteinin gravitaatioteorioiden
véliseksi yhteydeksi

826

R(qaap) = ~Prom toisin sanoen ,@(ab) = N . (A7)

G 1671} [eY é ) [
Rjy = M(i)aﬂfj) R = *M(i)au?ﬁR ~psUTU° = ﬂ(i)aﬂ?4)ﬂ(4)ﬂ?j)R ~58
R(is4)
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Talloin

ZR(a44a) = —V?%¢ toisin sanoen] Rq) = N (A.8)

Ja nyt Einsteinin teorian tyhjion kenttéyhtélst (A.5) antavat (kun R4y =

Raﬁﬂa)ﬂ(ﬂ@ = 0)
N =o.

Huomionarvoista on, ettd Riemannin vuorovesitensorilla on merkittava-
vé rooli niin Newtonin gravitaatioteoriassa, Einsteinin (lokaalissa) teoriassa
(YST) kuin myds téssé tyossa kisitellyssi (ei-lokaalissa) teoriassa.

Riemannin vuorovesitensori tekee my0s eron gravitaatiota kuvaavien
(Newtonin ja Einsteinin) teorioiden ja suppean suhteellisuusteorian vilille.
Jalkimmaisessa ei ole gravitaatiota — Riemannin kaarevuustensori ja vuoro-
vesitensori ovat identtisesti nollia.

R(adda) = R(adda) + Ra444)y = R(i14i) = Rua)

=0
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Liite B
Laskujen yksityiskohtia

B.1 Lukuun [3]liittyvat laskut

Eulerin-Lagrangen liikeyhtalot

Af(u,2*2) _0f o 0f 9= Of 0% _Of . Of .
de T Dude | 0z 0= 020 9 0207 oz

Jos nyt z%(u) = x%(u) on etsitty ddriarvon antava maailmanviiva, niin

’lLBd

‘ Igf(u, 2% 2" yazgadu

up
L™ P22, ) o pedu = /

de uA ua

“Brof . Of
/uA <8xay +6w’ay )du

“B [ Of YBQf B d Jf
«@ d [ o= d
/uA <8xay> ut zA O:U/‘"y /uA y du 0x'e Y
——
=0,sillg
y* (ua)=y*(up)=0

- “B [ Of d of aq
_/u <8$a_duaw’a>ydu_0'

A

s

Losittaisintegrointi, ff flgdx = /2 fg — fab fg'dx
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Tuloksen % <§a{,i> — aa(j:i) — #dg{j) %g,i) = (0 perustelu

dof _ of _
Jos du Ox'™ ox™

d of of\ _.,,d of of . df of df of
<du6m’°‘_8x“>_2fdu6:n’o‘ 2f8 a+2du8x’a 2du8x/a

2f

_d of of 1 df of
T W <2f ax’&) BT (da) * <8>
d (off\ _a(f) 1 .d(f*)af?)
£(8)-

ax/a

0, niin

=0.

or®  2f2 du Oz

Geodeettisen yhtdlon toinen muoto

Sijoittamalla yhtéloon (3.2) f2 = —gaga’@2’?, saadaan

% [aj,a <—9/67$/B »’UW)] - 6%& (—gﬂvmlﬁ 33”)

d 0
= 5 |:—g/37(5ﬂal'w + x'ﬂéva)} + Tgﬁj a'Pa
d

T ds [gmx” + 9ga

d 18 agﬁ’y 18,1
= =2, (gas”) + Gutaa"

/B] + %g:fo’j 2B

dgas 13 da’? 09 18,1
= —2 — - Y
| ds + o ds * dze T
dz’?  dg.p da? dgp
_ 9 dz? s | o 9967 150y
Job™ 45 87 ds * gre " "
—~
L x'
[ d2’® 1 (0gap . Ogary\ dg
- _ - B .y BY 1B oy
= 2_gaﬁds+2<81:’Y+8:U5>xx]+8maxx
d-f/ﬁ 89043 agom/ agﬁ’Y /
- _ _ _ BV (—
= ~%ap ds < dzv  OzP Oz~ ) zhe(=0),

ja ajanluonteisen geodeettisen yhtalon 2. muodoksi tulee siten

dz'? o
976@ + [aB,7]2’ 2’ =0,

missa

ozb oz oxY

on nimeltdin ensimméisen lajin Christoffelin symboli.

1 [ 09a 0 09
1) = 5 (g + i - a2
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Parametrinvaihdon vaikutus geodeettiseen yhtil6on

Tehddén parametrinvaihto u — v = v(u). Geodeettinen yhtilo (3.4) muut-
tuu talléin

du? du du  du \du dv aBf du dv du dv
L dhvdal ()T Aoy pdetde?
 dw? do du dov? du aBf dv dv

d2z7 {V } de®da®  d%v (dv\ ?da?
dv? ap du dv

d2z” {V}dxo‘dxﬁ d (dvdx”’) {W}deo‘ dv dz?
af

eli
dv dv  du?

2. lajin Christoffelin symbolin muunnoskaava

Vektorille )
gy &2 {w}dxadxﬁ
du? aB) du du

piitee U = 22 U°. Siis

d2a 5 1/ da’™ dz’? 92’ 42 5 ) 027 dz® daP

du? {045} du du 0z du? {aﬁ} 0z du du
o' d [ 9z° da'® 5 ) 0z 9z da’® 9xP da’s

T 020 du ((%’C‘du> {aﬁ} 0rd dz'c du 02’ du

oz’ d 9z°\ da'® n oz dxd d2a'™ { s } 9z 9z 0z da' da'S
0xd \dudx'> ) du 0x® Ox'™ du? aB) 9xd Oz'¢ 02'C du du
——

da'B _ 929 a
du  9g/Baz/c

0" 9220 da'™ da'P N A2z N { s } Az’ 9z 9z da'c da'S
928 9x/8dx'e du  du du? aB) 9xd Oz'¢ 0x'¢ du du’
ts.

{ . }’ B { 5 } 0x'" 9 Oxt 0 9%’ N\ da/*da’’ 0
ap ¢ 9xd 9z’ 9x'B  Oxd 9x'Bor'e ) du du

Absoluuttisen derivaatan tensoriluonteen selvittdminen

Tutkitaan erotusta

o1’ oz’ 67" _ a7’ 9z’ drs { a }’ pdz” 02 {g} ,ydicv‘s.
ou 0xB Su du ozf du B du OxB 7 é du

Kaksi ensimméistd termié oikealla puolella sievenevit
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dT’* 92/ dTP ! <8x’o‘ 6) oz’ dTP

du Ozf du  du \ 9z° 0xP du
N < d am’a> g 0z*dTP 9z dT’ 9P/ sda? 40
~ \du 028 0zf du  0xf du  0xzP0xY  du ’

Erotuksen kaksi jalkimmaistd termid sievenevéit myoés.

{ o }’T,ﬁdx’“f o0z’ {5 } Tvdaz‘S

By du  0z8 L9 du
{5 } Oz’ 9zf OxS 9’ 9%x0 or'® 92" dz?
€¢) 929 028 Ox  Ox9 0x'BOx ) Oxn  OxY du
o' (3 dz®
oL R
0zb {7 5} T du
o' (s da? 020 92/ 9P 9xY  da?
= 5€. TNs¢ U —
Oxd {5 C} K Y du + 0x'Box 09 Ox" dx? "  du
9z (3 dz®
ox S
0zb {7 5} r du
B 0220 9x'™ Hx'c DS gda”

0x'¢0x'¢ 0x® OxB OxY du’

missé viimeisessé vaiheessa on vaihdettu, tulevaa silméllé pitden, summausin-
deksejd (n — 08, B — €, ¥ — v ja v +— (). Nyt huomataan, ettd koska

0

B 8(557 R dxd dz'S 0z 920 91'¢ N ord  9%x’¢
9xB 9xP \oxC oY )] 0B dx'c0x’C OxY 02’ HxBdxY’

81,/a
Oxf

mistéd puolittain 1la kertomalla saadaan

a?xé ax/a ax/s 8SU/C N 821,/04
0x'e0x'C 0x% OxP Ox" = OxPOxY

=0,

niin

oT'™ Oz oT”h B 0%x° 0z’ Oz’ 9z’ N 0%z’ gda? 0
ou 0xP du  \ 0xe0x'S 0x0 0xP OxV = OxPOxY du
Variaatiointegraalin derivaatta dfj(v”)

Koska I(v) on invariantti, tiedetdan, ettd

dI(v) 61(v)
dv v
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Siten
dI(v) 6I(v) uB 4] 3
= = aB=— @ d
dv ov /UA 9 550 (U v ) v
uB )% Vo
2 N Ul +U— |d
IS e L
uB 5vﬂ
uA
upB u
= 2 gUVF —2 / 9o
uA uA

B.2 Lukuun {4 liittyvat laskut

Differentiaaliyht&l6ryhmén [4.6|ratkaiseminen tapauksessa k(1) =
vakio # 0 ja 7(l) = vakio # 0

Yhtaloryhmé,
di "
W~ ki (0)
d(lililN = —kur + 7Up
d:ililB = —TﬁN.

saadaan (derivoimalla ensimméistd yhtdlod kaksi kertaa ja toista kerran)
muotoon (4.6

dSﬁT — kd UN 1

dglﬁ:iN dEiQuT ()duB

gl,\g == _k; + 7 (2)
die — sy (3).

Sijoittamalla saadaan differentiaaliyhtéld tr:lle:

dir (1), d* i @ pdir  dip @) pdir oo O pdir  ,dir
a3 42 TR a a " Tar
2

S e SUY g sU”P

50U = U U

_[du” ,dz 5 e (AU B\, da’
N (dv +{’75}U dv)U U (dv e v dv
B d 0x“ Ox" dx 8 o[ d 0z° B\ 9z da®
= (a%*{ }au dv)U U (aaTﬁ{ o dv
— av v B av”’ B gl ’
= (du +{v6}vd)U+U(du+v6Vdu

sV svP

_ B a
_6U+U5u
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siis
A3 odlr
di3 ol
missi on merkitty Q2 = k?472. Otetaan kiytt66n koordinaatistoon liittyvit
yksikkovektorit é1, éa ja é3 (vrt. (x,y,z)-koordinaatistoon yleensa liitettavét
7, 7 ja l;:) niin, ettd ratkaisu voidaan kirjoittaa nédiden avulla muodossa

=0,

”
%%:_Ammma+3mwm@.

Téssé on otettu kiyttoon vakiot A ja B jotka pitédvit huolen siitd, etté esiin-
tyvat yksikkovektorit (G, uyn ja Gp) ovat oikean pituisia. N&illd valinnoilla

A B
ur(l) = a cos()é + Q sin(Q)és + 7o,

missé g on vakiovektori.
Lahdetdan selvittdmain vield tuntemattomia A:ta, B:td ja Upg:aa kiyt-
tden padnormaalivektoria ty. Koska

1 darp _ A . A B N
= = sin(Q)é; + Z cos()éy
ja koska
o diy A2 . B*Q)
{iN - - = sin(Q1) cos(Q) — 7 sin(Q) cos(2) = 0,

pitee A% = B2. Ja titen, koska sisitulon

A? A?
ur(l)-an(l) = ~%a cos () Sin(Ql)—i—k—Q sin () cos()+tpg-un(l) = tpo-un(l)
on oltava nolla ratakdyrén jokaisessa pisteessd (kaikilla ), on (vakio)vektori
7o yksikkovektorin é3:n suuntainen (silla ty pyorii €1:n ja ég:mn virittdméassi
tasossa). Toisin sanoen g = urpés, missé upg on vakio.
U, UN ja Gp ovat yksikkovektoreita, joten

A? A? A?

uN - UN = ﬁsinz(ﬂl) + ﬁcosz(ﬂl) =13 = 1,
siis
A2 = B2 — 2
ja
L 2 k2 . K2,
Ur - U = @cos Q) + @sm (Q) + upy = @"‘UTO =1,
siis

1 1
K2\Z (02— k2\? 7
uro = (£) <1‘m> = (m) ~q
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Valitaan merkit niin, etté

i = £&cos(Ql)é; — g n(QU)és + Lés,
uy = —sin(Ql)é; — cos(2)é ja
ip = 19 kg = —6 cos(Q)éy + & sin(Ql)és + Eés,

missé Gp on ratkaistu alkuperdisen yhtédloryhmén keskimmaisesté yhtalosta.

v o o R . . N _ dz(()
Nyt koska ratakiyrin & = Z(1) yksikkotangenttivektori on tp (— 1 >,
on ratakiyra

k k
F(l) = g sin()ér + 55 cos()éz + %lég + o,

toisin sanoen ympyraruuviviiva. &g on vakiovektori, joka siirtda kdyrin ha-
luttuun paikkaan, kun koordinaatiston origo on valittu.

Lorentzin muutos

Kahden tetradin ua) ja V(O‘j) vektorien sisédtuloista saadaan nk. Lorentzin

madtriisi:

vy =19,

().

Kertomalla tata puolittain ensin vy ’:1la ja sitten ,u?;):lléi. Saadaan kaksi re-

laatiota
i @) B DB G
L0y = a0l vl = uDe8 = 1
@ o _ @ a B _cafB _ a
LYoy = s 1) = 98V = Vi)
Lisiksi

[e% i la 7 [
6K = 1 ma = L0 i pwe = L oymar P maa = LY gma L @),

matriisivhtilona
LnL =1

43
Yhti#lon 1(4) + 02— u(4) = ( ratkaisut

d [e3
Yo. yhtélohén on toisen kertaluvun differentiaaliyht&lo %:He ja sen rat-
kaisut riippuvat Q2:n arvoista. Sopivia (vakio)vektoreita m® ja n® kiyttien
joko

du®
1. B2—C? <0, jolloin d( L = sin(Qu)m®+cos(Qu)n®, (jossa on merkitty
Q =C?% - B2 > 0)
d «
2. B2 - C? > 0, jolloin % = sinh(Qu)m® + cosh(Qu)n® (nyt Q? =
B? - C? > 0) tai
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d «
3. B2 - (C? =0, jolloin Zf;) = ym® + n®.

Talloin
1.y = —g cos(Qu)m® + & sin(Qu)n® + p®,
2. ply = & cosh(Qu)m® + & sinh(Qu)n® + p* tai
3. ufy = gum® +un® + p,

missd myods p® on vakiovektori. Selvistikddn tapauksessa 3. gag/,L‘(;Z)u(ﬁ 1) e
—1, joten tdmé vaihtoehto hyldtddn ilman sen kummempia perusteluja.

Tapauksessa 1. yhtasuuruus —1 = gag,u&) u(ﬁ 1) toteutuu esimerkiksi va-
litsemalla gaﬁmamﬁ =02 = gaﬁno‘nﬁ & gagpo‘pﬁ = -2¢& gaﬁmo‘nﬁ =
ga[gmo‘pﬁ = ga[gnapﬁ = 0. T&lléin

GaB = Jap [é cosz(Qu)mamﬂ + é sinz(Qu)nanﬂ + ppP
& cos(Qu) sin(Q)m®n” — 2 cos(Qu)m*p” + 2 sin(Qu)np”|
= sin?(Qu) + cos?(Qu) — 2 = —1.

Kun valitaan u = s, niin u&)(s) = % ja

1 1
x%(s) = 2 sin(2s)m® — 2 cos(2s)n” + p“s + q“,
(my6s q“ on vakiovektori.)
Tapauksessa 2. yhtdsuuruus —1 = gaﬁ/i&) u? 2 toteutuu esim. valitsemal-
la gagmamﬁ = 202 & gagnanﬂ =20 & gagpo‘pﬂ =1& gaﬂmo‘nﬂ =
gaﬂmo‘pﬁ = gagno‘pﬁ = 0, silla talloin

gaﬁ#&)ua) = ga,@mamﬁé SinhQ(Qu) + gaﬂnanﬁ$ COShQ(Qu) + gaﬁpapﬁ
+  gapm®n® 2 sinh(Qu) cosh(Qu) + gosm®p? & cosh(Qu)
4+ gapn®p’ & sinh(Qu)
= — 2sinh?(Qu) + 2cosh?(Qu) +1 = —1.

Kun otetaan u = s, niin M(a4)(3) = %j ja

1 1
x%(s) = @ sinh(Qs)m® + 2 cosh(Qs)n® + p%*s + q°,

(my6s q“ on vakiovektori.)
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B.3 Lukuun [ liittyvit laskut

Siirtyméfunktion o(zp|r4) kovariantit derivaatat

Taulukkoon sivulla [39| on taulukoitu siirtyméfunktion ensimmaéisten ker-
talukujen kovariantteja derivaattoja. Téssd kappaleessa esitetddn perustelut
taulukon tuloksille.

Koska o(xp|r4) on bi—invarianttiﬂ on sen ensimmaéinen kovariantti deri-
vaatta — sekd x 4:n ettd xp:n suhteen — sama kuin sen tavallinen derivaatta.
Toisin sanoen

Jo

Oiay = O,aq — o
0%
joka kiyttiytyy kuten kovariantti vektori muunnoksessa x4 — 2’4 ja on
J yitaylyy Al
invariatti muunnoksessa g — :r:’B. Samoin
do

Oap = O,ap = a$a7
B

joka on invariantti muunnoksessa x4 — 2’y ja joka muuntuu kuten kova-
riantti vektori muunnoksessa xp — 5. Vastaava paéttely kiy myss toisen
kertaluvun derivaatoille:

Taafa = (Tian)i84 = (Can) 84 = Tianfa — {aZi‘gA} Oya-

Tam4 on invariantti muunnoksessa xp +— 'z, mutta toisen kertaluvun ko-
variantti tensori muunnoksessa x4 — 2’4, silld

, o\ (90 0% o (029 oo
o = e
abBa oG a$i 0x'$ Oz’ aggf 8:10?4

oz’ 0x'5 8%‘; Oo oz, 8mi‘ Foates
ox'y Oz’ axf‘ax’f oz, 0x'y axf 017,02,

:5(15
ja
{ . }’J, _ {5 } Oz 9z 0x¢ N oz 9%a® do
apBf "y eC) 9xd Ox'a 9x’8  Oxd Ox'*0x'B ) Oz

(s 02° 0z° 0o 9% do
N {5 C} dx'® dx'P Oxd * da'* /B §ad
missé on kiytetty aiemmin saatua muunnoskaavaa Christoffelin symbolille

(3.5). Niinpa
Y 0
Shoans = (o} o = i s (7o = L3} )
aaBa aaBaf Uva awﬁ awf yAdA yadaf CEa

invariantti sekii muunnoksessa x4 +— ', pisteessi A etti muunoksessa xp — z'g
pisteessd B

1
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eli 0.4 ,3, on toisen kertaluvun kovariantti tensori.
. . . . ;. .
Vastaavasti 0.4 ,3, on invariantti muunnoksessa x4 — x'y ja toisen ker-
taluvun kovariantti tensori muunnoksessa xg +— wjg.
0.a 48 O kovariantti vektori molemmissa muunnoksissa, silla

0%c
O:aaBp = (U;OéA);ﬂB = (O',OéA);BB = (‘7706A),[33 = O0,as8p = axﬁ P
B A
Samoin
B B d%o
OiapBa = O,apfBa = (91’%8:6%

on molemmissa muunnoksissa kovariantti vektori.
Niin voidaan jatkaa myos korkeampiasteisiin kovariantteihin derivaattoi-
hin, mutta ndma riittakoot talla erda.

Kovariantit derivaatat rajalla B — A
Toinen kovariantti derivaatta

Otetaan ldhtokohdaksi siirtyméfunktion osittaisdifferentiaaliyhtals (5.6)

40 = go‘AﬂAa;aAa;lgA, jolloin

gaAﬁA(

—_ 9,048
40y, Ciaava0;Ba T U;aAU;ﬂAWA) =29 Ti004749;84 -

Toisaalta 0., = —2(up — ua)Uq, (5.5)), joten

—8(up —ua)Uy, = 29°40,0,0, (~2(up —ua)Us,) eli

2U,, = gaAﬂAU§OCA’YAUﬂA = gaABAU§aA7AgBA5AU5A = T U™
Nyt rajalla xp — x4 tiedetdédn, ettd U® on yksikésitteinen, joten

x;iiﬁm Tianya = 29anva-
Lasketaan seuraavaksi 0. , 3, siis derivoidaan ensin toisen pisteen koor-
dinaattien suhteen, sitten toisten.
Otetaan mielivaltainen vektori T%, jota siirretdédn yhdensuuntaisesti pis-
teestd A pisteeseen B. Siis
oTe
— =0.
ou
Nyt pisteessi A (kiyrdparametri uy) T%n tulo siirtyméfunktion ensim-
méisen kovariantin derivaatan kanssa on invariantti, merkitdin T(ugy) =
O.a,T%(uyg). Vastaavasti merkitddn (pisteessd B) T'(up) := 0.0, 7% (up).
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Invariantin muodostamisen idea on siind, ettd T'(up):n voi kehittdd Tay-
lorin sarjaksi pisteessd A (oletus, ettd pisteet ovat lahella toisiaan, on edel-
leen voimassa), ja koska invariantin tavallinen ja kovariantti derivaatta ovat
samat, padstdan kiinni o, ,:n kovarianttiin derivaattaan . ,45-

dT
T(ug) = T(ua)+ dun (ug —up) + -
UB=UA
oT
= T(UA)—i- _— (uB—uA)+
oup wp—u
9T g

= T(UA) + (fsuB)uB:uA T+ .-

= T(ua)+ ( lim %ABB> UPATOA (up — ug) + - -

TB—TA

missd U® on tangenttivektori % Lasketaan my6s T'(u4): Samaan tapaan
kuin aiemmin

T(ua) = T(up)+ +— (ua —up) +---

TA—TB

= T(up)+ < lim U;aAﬁA> UBBTO‘B(UA —ug)+ -
Muodostetaan erotus

T(ug) —T(ug) = T(ua)+ < lim U;QAgB) U/BATO‘A(UB —ug)+ -

TB—TA

(o) P
TA—Tp

jaetaan puolittain (up — u4):lla ja jitetddn korkeamman kertaluvun termit
pois laskuista

T -T
2. (up) (ua) = < lim U;OéAﬁB) UoaTeA + < lim U;OtAﬁA) e A

UB — UA TB—TA TA—TRB

ja muodostetaan T:n derivaatta pisteessd A ottamalla erotusosaméiran raja-

arvo (up — ua)
dT 1
—_— == < lim o.4,3, + lim U;aAﬁA) UbaTa,

duy 2 \ep—za TE—TA
Toisaalta voidaan ottaa raja-arvo B — A heti:
T(ug)=( lim 0,,)T*=0 ja
rp—TA
=0
dT
— ; Y Barpoa
dua (xélir%m Oian )3, U7AT 0.

=0
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Niinpd 3 (iMyy—a, Tianpy + MMy oz, Tia,p,) UPATA =0, eli

lim o. =— lim o. .
w ;aaBB w A ;aaBa

Kolmas kovariantti derivaatta

O.apy + 0.0yp = 0: Jatketaan siitd, mihin edellisessid kappaleessa jaatiin.
Tassé kaikki derivaatat lasketaan pisteessd A, jollei toisin mainita.

205 = gaﬁ(g;awa;ﬂ + 0i090,85)
Joten koska

206 = gaﬁ(a;awaa;ﬁ + 01046038 + Tia7e0385 + Tay05¢ )

TB—TA
S

2ga’6 (O’;av(sgﬁg + Ciaye98s + ga70§ﬁ55)
= 2(0’;575 + O5ve + m)a

pitee rajalla, jossa zp — x4, tulos

lim Oiens T lim 0.575:0.
rp—xTA rp—xTaA

Siten, vaihtamalla molempien termien kaksi ensimmaist indeksid?] saadaan

lim o. + lim o. =0.
wpaa a8y e ;v B

Tiapy = Tars = Rlagyoyst
Tiapy = Tanf = (008);y — (Tian) 8

_ 5 5 5
= T8y T Yan[ 0908 T 18~ [ Tiad T Tiav.B T 0 g[ 7o

5
+{v ﬁ} ey

1 1 €
o sk, P
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missi Ry {a{/}ﬁ - {agﬁ}ﬁ N {;W} {jﬁ} = {Ofﬁ} {jw}

on sekamuotoinen kaarevuus- eli Riemannin tensori. Niinpé

x;i_r,{}m Tsapy — th—%A TsayB = I;EECA <R6a670;5) =0.
Kuten toisenkin kovariantin derivaatan kohdalla, voi tassdkin tietysti las-
kea derivaattoja eri pisteiden suhteen (eri jarjestyksessd). Lasketaan nyt esi-
merkin vuoksi 0.4 ,3,~5- Periaate on sama kuin 0., g, 1 laskemisessa; Ote-
taan kaksi vektoria T'* ja S¢, joita siirretdén yhdensuuntaisesti pitkin geo-
deesia 2 = r*(u) ja muodostetaan sisitulo (invariantti) o,,57S” =: T.
Kehitetadn tulo Taylorin sarjaksi pisteissa A ja B

dT
T(UB) = T(UA) + @ (UB — UA) +
UB=UA
oT
= T(ua)+ — (up —ua)+
OUB |y pmu
- s <th§iA U”“””) UMT* S (up —ua) +- ja
dT
T(ua) = T(up)+ dus (ua —up)+---
UA=UpR
oT
= T(ug)+ — (ug —up) +---
dug
UA=URB

TA—TRB

= T(up)+ < lim U;QABA,YA> UBTBSPB (uy —upg) + -
Kuten toisenkin kovariantin derivaatan kohdalla, muodostetaan 7' :n de-

rivaatta vihentdmélld ylld lasketut sarjat toisistaan, jakamalla (up —u4):1la
ja ottamalla raja-arvo up — u4:

dT 1
— < lim 0.,84v5 + ;EA U;aAﬁA7A> yrAaTea gBa

duy 2 \ep—za x
Toisaalta
AT 6T  60.,p, T 5574
_ _ 99; TA GBA : S5 . TeA 0
dus = dus Sus 1 Tia4Ba4 Sun 1 0044 dua -
kun B — A. Siten
lim U;aAﬁA'yB =— lim UQOCAﬁA'YA(: 0)

TB—TA TB—TA



78 Laskujen yksityiskohtia

Neljds kovariantti derivaatta

limg, ;. 0.0ys + My y 0y 0i06py + liMyp oz, 00463 = 0 Jatketaan deri-
vointia A:ssa:

205e¢ = gaﬂ(a;awség;ﬁ t Ti076e0,5¢ T T3076¢0;8e T T50760;82¢
0507200385 T Ti00e0335¢ + Tia7¢0335e + Tiay03862¢)
R 29aﬁ(‘7;a7569;ﬂc + Oiav6¢9:8e + Trarec i85 + Gian0:5e¢)
= 2(0,¢y0e t Tienac + Oiomec + Toec)-
Niinpi
xgiﬁ}m(g;m& + Ters¢ + Toye) = 0,

mistéd vaihtamalla jokaisesta termistéd kaksi ensimméistd indeksid kesken&édn
saadaan

lim (U;»ygés T Oyes¢ + 0;75€C) =0
ITB—TA

ja keskimmadisestd kahden jalkimmadisen vaihtaminen keskenéiéin[ﬂ antaa

lim o. + lim o. + lim o. =0.
wp—A ;a8 w A ;6 8y v A ;08

Riccin tensori ja kaarevuusinvariantti

Kayttden hyvéiksi Riccin tensorin symmetrisyytta ja Riemannin tensorin

ominaisuutta Rngys = —Ragsy saadaan (pisteessd A)
1 1
Rop = i(R‘Saﬂa + R gas) = —5967(Rva6ﬂ + R, 850)
3 5
= —g°7 1 ) =— 1 .
4g th—%A Tiydal th—%A T ap

Kaarevuusinvariantti on talloin
4 4

. o /8 . o ﬁ
m)gleA UW'YO‘ 9" :EBh*’fZ‘A O-W’yaﬁ gga of = g

Geodeettisen poikkeaman yhtédlon johtaminen

Tutkitaan kahden ldhekkdisen, toisiaan leikkaamattoman geodeesin (z® =
x%(u) jay® = y*(u)) erotusta p®(u) = y*(u)—x*(u). Lahekkiinen tarkoittaa
téssd sitd, ettd p@ on "pieni”. Oletetaan myos, ettéd geodeesit ovat suunnilleen
yhdensuuntaiset, eli my6s dp®/du on "pieni”.

3

lim oycse = —limMep ey Oiyese — liMep —ay Oiysec
Tp—TA
= —liMag—o, Oyoec — liMopg—ay Oresc = lim 0iyces
Tp—xA
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Kuva B.1: Kaksi ldhekkiistd, ldhes yhdensuuntaista geodeesia ja niiden vé-
linen erotusvektori

x%:aan ja y*:aan liittyvit geodeettiset yhtdlot ovat

d2ze { a } dzP dz

du? B7) du du

d2y> o d B dy
£ o
du? B7) du du

Téassd on merkitty viivalla y®:aan liittyvda Christoffelin symbolia erottamaan
se z%:aan liittyviistd Christoffelin symbolista.

Koska y® = 2% + p®, niin sarjaksi kehitettynd (ensimmdiisessd kertalu-
vussa)
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T&ll6in geodeettisten yhtéloiden erotus on (edelleen 1. kertaluvussa)

0 — A2z { a } daf dzv %y {a}dyﬁ dy”

du? ) du du du? Br) du du
Ly )
 dw? ) du du du?

I¢] (€]
—(Lﬁ}+{§&ﬁf>d@dzp)dwlzﬁm
2 o B 8 B
_(1152 - {ﬂav} %% - {ﬁav} %% - {;v},(sciﬁ”é

(W ) )

2 &} B
+ {ﬁav}i:;pﬁ - {ﬂav},giﬁpé B {ﬁav} %%

i
a b
- () (U ) -
s
(b, G G B0 ) e
R, 05
§2p~ o daYda? 3
I T R A
Siis -
%%+R%ﬂﬂﬂfz&

joka on geodeettisen poikkeaman yhtélo

Yhtilon % = g (z, f(x)) muuntaminen integraaliyhtiloksi

Nyt on kisiteltdvini toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo

d*f (=)

dz?

= g[z, f(x)], missd a <x <b,

reunaehtoina

fla) = fa(=0) & [f(b) = fo.

d*z” [ 4] da’ da®
du? def du du
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Saman yhtélon integraalimuoto on

b
f(z)= A+ Ba+ / (z — 28z — 2')gle!, f(o)]da,

(joka toteuttaa alkuperiisen differentiaaliyhtdlon). Téssé on otettu kiyttoon
integrointivakiot A ja B, jotka ratkaistaan seuraavaksi.

Koska £(a) = fo ja f(b) = fy, niin
fo = A+Ba+f;(af:c’) O(a —2) g[a’, f(2")]da" ja

N——
=0

f = A-I—Bb—i-fab(b—a:’) 0(b— ') gl2’, f(2')]d’,
—1

siis
fo = A+Bb+ [P(b—a\g[r, f(2')]da’.

Tasta laskemalla erotus

b
fo-fo=BO-a)+ [ 0 agle' 1))’

{fa = A+ Ba

ja ratkaisemalla kertoimet

B = fg:ga — ﬁf:(b— :v’)g[x',éf(w’)]d:r’ seki
A = fo—Ba="0h 4o (O g\gla!, f(a')|da!

saadaan

—a a b
f) = oty L [ gl pa e+

— b

+f;;—£a$— bia/a x(b_xl)g[x/7f($l)}dx/+
b

+/ (x —2)0(x — 2')g[2', f(z')]da’

bfa_afb_l_fb_fax
b—a b—a

" /ab [W +(z —a)(w - x’)} gla’, f(2'))da,

+

mista identifioidaan Greenin funktio

a—2x)(b—2a)

P(a,a) = | e A G x/)

(a=z)(b=2) 1un 2> o

I(z,a') = { (@=00=2) ey g < o
b—a
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Kun (niinkuin nyt) f(a) = 0, saadaan lopulta

Tr—a b
f@) = 5= 2fo+ [ Tlao)gle!, fa))da

Geodeettisen poikkeaman absoluuttinen derivaatta pisteissi

Aja B

Koska (/5.26))
5 1 y uB (5F ’LL,’U,/ =y p /
& B — ?)aﬁBpﬂB +/ (&u) 1%7 & ig/a’y’pé du'

Su  up —ug ua
Bl
siis
0pa L & sy 1 /"B ) oy 2
-— = — ¢ _ u —up) PV 5 C o p A
Su up—up Lol | ( B) & oy
1 w ! " !’
/ (’U/—’LLA) @’Y 8! f§a7/p§ du'.
UB —UA uA
Siten
5pa o Opay _ L o
o =T Ly
1 uB ’ 6\"/, C/ 5 / .
—_— (W —up) PV 5 Coppp’® Al ja
uUup —uA uA
dpa _ dpa _ 1 3
ou weup JuB T up —ug gaB/BBp B+
]. uB i 6\’7/ (Z) 5/ /
+— (W —ua) PV 5 C oy p” du
Up —uUA uUA

Nyt koska ([5.25)

5 S\ u' —uy = BB
po=pu) = LN e e

up —uaA
5Kun
(ug—w)(up—u’) k /
—= un u < u
I'(u,v') = upua
wa—u)Up=) pyn ¢/ <y
up—uAg ’
niin
/_
0T (u,u') _ o~ _Z‘i, kun u < o’
ou L —UA kun u < u.
up—uA
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niin iteroimalla saadaan

5/)01,4 1 (/) BB
o up—uy el

. /“B Woup) gpy Gz W TUA G ey
wa UB —UA ug —us 70

N N A

 up—uy Z oampl T

up _ — ’
+/ (v —ua)(u —up) Gp's (/ /‘55’6 pﬂBdu 4.

A (UB - UA) -

ja

OPagp N 85
ou  up—uq & apppl " T

uB(U—UA)/ o U —ua /
+/ P 5 Ot A gy
T S ear s —ua 7 Pe p

i
= s Canoet” +
“B u' —Uu 187
+/ W oval g G any G oppp P +-
u

L, (up —ua)?
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