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Johdanto

Symmetrisen lineaarikuvauksen ominaisarvo-ongelmia käsitellään ja
ratkaistaan usein lineaarialgebran keinoin. Spektraaliteoria, jonka mu-
kaan symmetrisen lineaarikuvauksen ominaisarvoja vastaavista omi-
naisvektoreista voidaan muodostaa lineaarikuvauksen operoimaan ää-
rellisulotteiseen sisätuloavaruuteen ortonormaali kanta, voidaan johtaa
myös lineaarialgebran tulosten avulla.

Tässä työssä esitetään separoituvan Hilbert-avaruuden spektraali-
lauseen johtaminen jatkuvan funktion ääriarvojen määrittämiseen pe-
rustuvalla menetelmällä. Johdantona toimii vastaavan teorian johtami-
nen äärellisulotteisessa sisätuloavaruudessa Rn differentiaalilaskennan
tuloksia apuna käyttäen. Lisäksi työssä käsitellään muutamia johdetun
teorian herättämiä kysymyksiä ja huomautuksia. Teorian johtamiseen
ja teoreettisena määränpäänä olevaan spektraalilauseeseen liittyviä esi-
merkkejä on kirjoitettu sisällön selventämisen, mutta myös erottelun,
sekä syventämisen tarkoituksessa. Työn viimeistelee erään spektraali-
lauseen sovelluksen esittäminen.

Työn eri vaiheissa esitetään johdettavaan teoriaan liittyviä käsittei-
tä ja tuloksia, jotta sisällön ymmärtäminen olisi helpompaa ilman läh-
deteoksia. Nämä käsitteet ja tulokset esitetään tiivistetyssä muodossa,
jotta työn varsinainen sisältö ei katoaisi lukijalta. Lukijan tulee näi-
den asioiden valossa hallita hyvin lineaarisen algebran ja geometrian,
metristen avaruuksien, sekä differentiaalilaskennan perusteet.

Olen käyttänyt työni tekemisessä useita erilaisia lähteitä. Niistä tär-
keimpinä pidän F. Riesz’n ja Béla SZ. -Nagy’n teosta [8], Ari Lehtosen
kirjoittamaa luentoliitettä kompaktien operaattoreiden spektristä [7],
sekä Lauri Kahanpään luentomonistetta [6]. Lisäksi suurena innoitta-
janani itse teorian sisällön lisäksi ovat toimineet opettajieni Pasi Mik-
kosen ja Kai Rajalan luennot lineaarisesta algebrasta ja geometriasta,
sekä funktionaalianalyysistä.

Olen pyrkinyt muodostamaan ja kirjoittamaan työni oma-alotteisesti
ohjaajani lehtori Ari Lehtosen ohjauksien avustuksella. Työn rakenteen
suunnittelussa ja toteutuksessa olen toisaalla käyttänyt merkittävästi
kirjallisia lähteitä, mutta suuri osa työstä on kirjoitettu ilman lähtei-
tä. Erityisesti ensimmäinen luvun rakenne ja toteutus ovat kokonai-
suutena itse tuotettuja. Olen käyttänyt lauseiden todistuksissa omien
ratkaisujen lisäksi kirjoitettuja lähteitä ja suorittamieni kurssien luen-
tomuistiinpanoja. Kuitenkin todistusten yksityiskohdat ja välivaiheet
olen ratkaissut ja kirjoittanut itse. Työssä esitettävät esimerkit ovat
ideoitu yhdessä Ari Lehtosen kanssa.
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1. Sisätuloavaruuden Rn spektraaliteoriasta

Aloitetaan esittelemällä tiiviisti tarvittavia määritelmiä ja lauseita
huomautuksineen, sekä seurauksineen.

Määritelmä 1.1. Vektoriavaruus V on joukko alkioita, joita voi-
daan laskea yhteen ja kertoa reaaliluvuilla luonnollisin määrittelyin seu-
raavien ehtojen ollessa voimassa kaikille u, v, w ∈ V ja λ, η ∈ R:

(1) u+ v = v + u (vaihdannaisuus)
(2) (u+ v) + w = u+ (v + w) (liitännäisyys)
(3) u+ 0 = u (nolla-alkio)
(4) u+ (−u) = 0 (vasta-alkio)
(5) λ(u+ v) = λu+ λv (1. osittelulaki)
(6) (λ+ η)u = λu+ ηu (2. osittelulaki)
(7) λ(ηu) = (λη)u (skalaarilla kertominen)
(8) 1 · u = u (skalaarilla kertomisen ykkösalkio).

Avaruuden alkioita kutsutaan vektoreiksi, pisteiksi tai alkioiksi.

Määritelmä 1.2. Vektoriavaruuden V alkioiden u1, u2, . . . , un
lineaarikombinaatioiksi sanotaan vektoreita

v = η1u1 + η2u2 + . . . + ηnun,

missä η1, η2, . . . , ηn ovat reaalilukuja. Kaikkien lineaarikombinaatioi-
den joukkoa

{η1u1 + η2u2 + . . . + ηnun : ui ∈ V , ηi ∈ R} := 〈u1, . . . ,un〉

sanotaan lineaariseksi verhoksi.

Määritelmä 1.3. Vektoriavaruuden V vektorit u1, u2, . . . , un ovat
lineaarisesti riippumattomat, jos niitä ei voi lausua muiden vektoreiden
lineaarikombinaationa.

Määritelmä 1.4. Vektoriavaruuden V alkiot u1, u2, . . . , un muo-
dostavat avaruuden kannan, jos

(1) 〈u1, . . . ,un〉 = V
(2) u1, u2, . . . , un ovat lineaarisesti riippumattomia.

Huomautus 1.5. Vektoriavaruuden V kannan määritelmän 1.4 en-
simmäinen ehto on yhtä pitävä seuraavan ehdon kanssa: Vektoriava-
ruuden V jokainen alkio x voidaan esittää vektoreiden u1, u2, . . . , un
lineaarikombinaationa

x =
n∑
i=1

ηiui,

missä kertoimet ηi ovat reaalilukuja.

Määritelmä 1.6. Vektoriavaruuden V dimensioksi sanotaan sen
kantavektoreiden lukumäärää.
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Erityisesti vektoriavaruudella Rn on kanta, joka muodostuu vekto-
reista e1 = (1, 0, . . ., 0), . . . , en = (0, 0, . . ., 1). Tämän standardin
kannan suhteen on voimassa esitys

x = (x1, . . . ,xn) =
n∑
i=1

xiei.

Standardia kantaa kutsutaan usein myös kanooniseksi kannaksi.

Määritelmä 1.7. Olkoot u ja v vektoriavaruuden V alkioita. Ku-
vausta (·|·) : V ×V → R sanotaan sisätuloksi, joka toteuttaa seuraavat
ehdot:

(1) (u|u) ≥ 0 ja (u|u) = 0, kun u = 0 (positiividefiniittisyys)
(2) (u|v) = (v|u) (symmetrisyys)
(3) (λu+ µv|w) = λ(u|w) + µ(v|w), kun λ, µ ∈ R (lineaarisuus).

Vektoriavaruutta V , jossa on määritelty sisätulo, sanotaan sisätuloava-
ruudeksi.

Asetetaan nyt vektoriavaruuteen Rn sisätulo

(·|·) : Rn × Rn → R : (u|v) :=
n∑
i=1

uivi.

Jatkossa oletetaan, että käsiteltäviin sisätuloavaruuksiin on määritel-
tynä juuri edellä esitetty standardi, eli euklidinen, sisätulo ellei muuta
ole mainittu.

Huomautus 1.8. Euklidinen sisätulo (·|·) määrää vektoriavaruu-
teen Rn euklidisen normin

‖u‖ =
√

(u|u),

joka toteuttaa abstraktin normin kolme määrittelevää ehtoa. Normin
tarkka määritelmä löytyy Veikko T. Purmosen luentomonisteesta [2,
§1.4].

Määritelmä 1.9. Sisätuloavaruuden V vektorit u1, . . . , un ovat
ortonormaaleja, jos ne ovat keskenään kohtisuoria eli (ui|uj) = 0 aina,
kun i 6= j, ja lisäksi jokaisen vektorin pituus eli normi on yksi.

Määritelmän 1.9 nojalla vektoriavaruuden V kanta on ortonormaali,
jos kaikki avaruuden V kantavektorit ovat ortonormaaleja keskenään.

Huomautus 1.10. Standardi kanta e1, . . . , en on euklidisen sisä-
tulon suhteen ortonormaali.

Määritelmä 1.11. Sisätuloavaruuden V epätyhjä osajoukko U ⊂
V on aliavaruus, jos kaikille osajoukon U alkioille u ja v, sekä reaalilu-
vuille η on voimassa

(1) u+ v ∈ U
(2) ηu ∈ U .
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Huomautus 1.12. Vektoriavaruuden aliavaruus on myös vektoria-
varuus, ja sisätuloavaruuden aliavaruus on sisätuloavaruus mikäli ali-
avaruuteen määritellään vastaava sisätulo, kuin alkuperäiseen avaruu-
teen.

Määritellään vielä sisätuloavaruuksien välinen lineaarikuvauksen kä-
site:

Määritelmä 1.13. Olkoot V ja Ṽ mielivaltaisia, äärellisulotteisia

sisätuloavaruuksia. Kuvaus A : V → Ṽ on lineaarikuvaus, jos

A (ηx+ γy) = ηAx+ γAy

on voimassa kaikille avaruuden V pisteille x ja y, sekä reaaliluvuille η
ja γ.

Spektraalilauseessa esiintyvälle lineaarikuvaukselle tarvitaan vielä
tärkeä määrittelevä ominaisuus. Määritellään tämä ominaisuus seuraa-
vaksi.

Määritelmä 1.14. Olkoon V ⊂ Rn sisätuloavaruus. Lineaariku-
vaus A : V → V on symmetrinen, jos (Ax|y) = (x|Ay) kaikille avaruu-
den V pisteille x ja y.

Lause 1.15. Olkoon A : Rn → Rn lineaarikuvaus. Tällöin on ole-
massa yksikäsitteinen lineaarikuvaus AT : Rn → Rn, jolle on voimassa

(Ax|y) =
(
x|ATy

)
kaikille avaruuden Rn pisteille x ja y.

Todistus. Olkoon y avaruuden Rn piste. Tällöin kuvaus

fy: Rn → Rn, fy (x) = (Ax|y)

on lineaarinen, joten on olemassa yksikäsitteinen avaruuden Rn piste
z niin, että fy (x) = (Ax|y) = (x|z) kaikilla avaruuden Rn pisteillä x.
Asetetaan nyt ATy := z, ja tällöin

(Ax|y) = fy (x) = (x|z) =
(
x|ATy

)
kaikilla avaruuden Rn pisteillä x ja y.

Kuvaus AT : Rn → Rn on yksikäsitteinen, sillä piste z on yksikäsit-
teinen. Lisäksi kuvaus AT on lineaarikuvaus: Olkoot u sekä v avaruuden
Rn pisteitä ja η ja γ reaalilukuja. Tällöin kaikille avaruuden Rn pisteille
x on voimassa(

x|AT (ηu+ γv)
)

= (Ax|ηu+ γv)

= (ηu+ γv|Ax)

= η (u|Ax) + γ (v|Ax)

= η (Ax|u) + γ (Ax|v)

=
(
x|ηATu

)
+
(
x|γATv

)
=
(
x|ηATu+ γATv

)
,
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ja näin väite on todistettu. �

Huomautus 1.16. Esitetään lauseeseen 1.15 ja sen todistukseen
liittyviä huomautuksia.

(1) Lineaarikuvausta AT : Rn → Rn kutsutaan lineaarikuvauksen
A transpoosiksi.

(2) Transpoosia AT vastaava matriisi saadaan lineaarikuvausta A
vastaavasta matriisista vaihtamalla järjestyksessä rivit sarak-
keiksi.

Seuraus 1.17. Sisätuloavaruuden Rn symmetriselle lineaarikuvauk-
selle A : Rn → Rn on voimassa A = AT .

Määritelmä 1.18. Olkoon V ⊂ Rn sisätuloavaruus. Lineaariku-
vauksen A : V → V sanotaan olevan positiivinen, jos (Ax|x) ≥ 0
kaikille avaruuden V vektoreille x.

Oletetaan jatkossa, että lineaarikuvaus A : Rn → Rn on nolla-
kuvauksesta poikkeava, positiivinen ja symmetrinen ellei toisin mainita.

Merkitään nyt yksikköpallon kuorta joukolla

S1 := {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}
ja tarkastellaan kuvauksen

f : Rn → R : x 7→ (Ax|x)

ääriarvoja side-ehdolla x ∈ S1. Kuvaus f on jatkuva ja joukko S1 on
Heine-Borelin lauseen nojalla kompakti, joten f saavuttaa suurimman
arvonsa jossakin pisteessä x ∈ S1. Ääriarvo-ongelma saadaan nyt rat-
kaistua Lagrangen kertojien menetelmää käyttäen:

Lause 1.19. Olkoon U ⊂ Rn avoin joukko, ja olkoon f : U → R
ja g : U → Rm jatkuvasti differentioituvia funktioita. Jos funktiolla f
rajoitettuna joukkoon

Ug(0) := g{−1}(0) = {x ∈ U : g1(x) = 0, g2(x) = 0, . . . , gm(x) = 0}
on lokaali ääriarvopiste a ja g:n derivaattamatriisin matDg(a) aste on
m, niin tällöin on olemassa reaaliluvut µ1, µ2, . . . , µm ∈ R siten, että

∇f(a) =
m∑
i=1

µi∇gi(a).

Reaalilukuja µ1, µ2, . . ., µm sanotaan Lagrangen kertojiksi.

Lauseen todistusta ei ole tarpeellista tarkastella tässä yhteydessä
tarkemmin. Lauseen todistuksen tarkat yksityiskohdat löytyvät Veikko
T. Purmosen kirjoittamasta luentomonisteesta [4, §6.2].

Olkoon x nyt yksikköpallon kuoren S1 piste, jossa f saavuttaa suu-
rimman arvonsa. Funktio f on muotoa

f(x) =
n∑
k=1

(
n∑
j=1

ak,jxkxj

)
.
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Merkitään nyt neliömuodon derivaattaa merkinnöin

∇f(x) = (∂1f(x), ∂2f(x), . . . , ∂nf(x)).

Joukon S1 määräämä side-ehtofunktio g on nyt muotoa

g : Rn → R : x 7→
n∑
i=1

x2
i

ja Lagrangen kertojien menetelmällä 1.19 saadaan yhtälöryhmä{
∇f(x) = λ∇g(x)

g(x) = 1,

joka sievenee komponenttitasoisesti laskemalla muotoon

2
∑n

k=1 a1,kxk = 2λx1

2
∑n

k=1 a2,kxk = 2λx2

...

2
∑n

k=1 an,kxk = 2λxn∑n
i=1 x

2
i = 1.

Yhtälöryhmä saadaan sievennyksen jälkeen muotoon{
Ax = λx

‖x‖ = 1.

Nyt piste x 6= 0, koska x on yksikköpallon kuoren S1 piste. Myös λ 6= 0,
koska muuten lineaarikuvaus A = 0. Neliömuodon f ääriarvopiste x
on siis lineaarikuvauksen A ominaisvektori ja λ 6= 0 on sitä vastaava
ominaisarvo. Nyt neliömuodon f suurin arvo saadaan laskettua:

max {f(x) : x ∈ S1} = (Ax|x) = (λx|x) = λ (x|x) = λ‖x‖2 = λ.

Neliömuodon f suurin arvo side-ehdolla ‖x‖ = 1 on siis lineaarikuvauk-
sen A ominaisarvo λ.

Määritellään seuraavaksi tarkastelun jatkamiseksi ominaisarvoa λ
vastaava ominaisavaruus, ja ominaisavaruuden ortogonaalinen komple-
mentti:

Määritelmä 1.20. Ominaisarvoa λ vastaava ominaisavaruus on
joukko

Vλ := {x ∈ Rn : Ax = λx} ,

ja ominaisavaruuden Vλ ortogonaalinen komplementti on joukko

V ⊥λ := {y ∈ Rn : (y|x) = 0 ∀ x ∈ Vλ} .

Seuraava lemma osoittaa, että symmetrien lineaarikuvaus A kuvaa
ominaisavaruuden itselleen, ja erityisesti A kuvaa myös ominaisavaruu-
den ortogonaalisen komplementin itselleen:
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Lemma 1.21. Olkoon A : Rn → Rn symmetrinen lineaarikuvaus
ja λ ∈ R lineaarikuvauksen A ominaisarvo. Tällöin A (Vλ) ⊂ Vλ ja
A
(
V ⊥λ
)
⊂ V ⊥λ .

Todistus. Olkoon z ∈ Vλ. Tällöin Az = λz, joten

A (Az) = A (λz) = λA (z) .

Siis Az ∈ Vλ, kun z ∈ Vλ.
Olkoon nyt z ∈ V ⊥λ ja olkoon x ∈ Vλ. Tällöin

(Az|x) = (z|Ax) = (z|λx) = λ (z|x)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.

Siis Az ∈ V ⊥λ , kun z ∈ V ⊥λ . �

Edellä olevan tarkastelun perusteella nolla-kuvauksesta poikkeaval-
la symmetrisellä lineaarikuvauksella A : Rn → Rn on vähintään yksi
nollasta eroava ominaisarvo λ. Lisäksi lemman 1.21 perusteella ominai-
sarvoa λ vastaava ominaisavaruus Vλ kuvautuu lineaarikuvauksessa A
itselleen, kuten ominaisavaruuden Vλ ortogonaalinen komplementtikin
V ⊥λ .

Nyt herää kysymys, onko symmetrisellä lineaarikuvauksellaA enem-
mänkin ominaisarvoja ja ominaisvektoreita. Vastausta ei suoraan voida
ilmaista muodossa kyllä tai ei, sillä niiden olemassaolo riippuu merkit-
tävästi lineaarikuvauksesta A. Kuitenkin lemma 1.21 motivoi tarkaste-
lemaan ominaisarvojen olemassaoloa ominaisavaruuden Vλ ortogonaa-
lisessa komplementissa V ⊥λ .

Mikäli lineaarikuvauksella A kuitenkin on useampi erisuuri ominai-
sarvo, niin niitä vastaavista ominaisvektoreista ja ominaisavaruuksista
voidaan sanoa seuraavaa:

Lemma 1.22. Olkoon A : Rn → Rn symmetrinen lineaarikuvaus ja
olkoot λ ja µ lineaarikuvauksen A erisuuria ominaisarvoja. Olkoon vielä
ominaisarvoa λ vastaava ominaisvektori e ja ominaisarvoa µ vastaava
ominaisvektori h. Tällöin ominaisvektorit e ja h ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Todistus. On siis osoitettava, että ominaisvektoreiden e ja h sisä-
tulo on nolla. Lemman oletuksien nojalla Ae = λe ja Ah = µh. Tällöin
(Ae|h) = (λe|h) = λ (e|h). Toisaalta (Ae|h) =

(
e|ATh

)
= (e|Ah) =

(e|µh) = µ (e|h), koska A on symmetrinen. Mutta nyt λ (e|h) = µ (e|h),
joten (e|h) = 0, koska λ 6= µ. �

Lemmasta 1.22 todistuksineen saadaan seurauksena myös ominai-
savaruuksien keskenäinen kohtisuoruus:

Seuraus 1.23. Symmetrisen lineaarikuvauksen A : V → V eri-
suuria ominaisarvoja λ ja µ vastaavat ominaisavaruudet Vλ ja Vµ ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan.
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Edellä todettiin, että nolla-kuvauksesta eroavalla symmetrisellä li-
neaarikuvauksella A on ainakin yksi nollasta eroava ominaisarvo λ.
Ominaisarvo löydettiin tutkimalla neliömuodon f suurinta arvoa side-
ehdolla ‖x‖ = 1, ja se osoittautui neliömuodon f suurimmaksi arvok-
si. Kiinnitetään nyt löydetty ominaisarvo λ merkitsemällä λ := λ1.
Lineaarikuvauksen A symmetrisyydestä seurasi erityisesti ominaisa-
varuuden Vλ1 ortogonaalisen komplementin V ⊥λ1

kuvautuminen itsel-
leen. Jatketaan nyt lineaarikuvauksen A ominaisarvojen, ja neliömuo-
don f tarkastelua juuri joukossa V ⊥λ1

. Merkitään nyt V ⊥λ1
:= W2 ja

S2 := S1 ∩ W2 ⊂ W2. Nyt lineaarikuvaus A on symmetrinen edel-
leen joukossa W2 ja joukko S2 on suljettu ja rajoitettu, siis kompakti.
Tarkastellaan nyt neliömuodon f ääriarvoja joukon S2 määräämällä
side-ehdolla x ∈ S2.

Jotta ääriarvojen tarkastelu olisi mielekästä, on syytä tutkia aluksi
joukon W2 dimensiota:

Jos joukon W2 dimensio on nolla, niin tällöin W2 = {0}.
Jos W2 dimensio on yksi, niin W2 = 〈x〉, missä x 6= 0. Nyt voidaan

olettaa, että ‖x‖ = 1. Nyt W2 on lineaarikuvauksen ominaisavaruus,
sillä lemman 1.21 nojalla lineaarikuvaukselle A on voimassa

A (W2) ⊂ W2,

joten Ax = λ2x jollekin reaaliluvulle λ2. Nyt vektori x on lineaari-
kuvauksen A ominaisvektori ja λ2 sitä vastaava ominaisarvo. Koska
dim(W2) = 1, ominaisavaruuden määritelmän nojalla

W2 = Vλ2 = {x ∈ W2 : Ax = λ2x} .

Merkitään nyt joukolla V ⊥λ2
ominaisavaruuden Vλ2 ortogonaalista kom-

pelementtia joukon W2 = Vλ2 suhteen. Tällöin dim
(
V ⊥λ2

)
= 0, ja tämä

tilanne tarkasteltiin edellä.
Joukon W2 dimension ollessa suurempi kuin yksi, funktion f ää-

riarvojen etsiminen palautuu ensimmäisen ääriarvon etsimiseen. La-
grangen menetelmä antaa nyt yhtälöryhmän{

Ax = λ2x

‖x‖ = 1,

joten piste x ∈ S2 on lineaarikuvauksen A ominaisvektori ja λ2 sitä
vastaava ominaisarvo. Lisäksi λ1 > λ2, sillä

max {f(x) : x ∈ S1} > max {f(x) : x ∈ S2} .

Määritelmän 1.20 mukaan ominaisarvoa λ2 vastaava ominaisavaruus on
nyt joukko

Vλ2 = {x ∈ W2 : Ax = λ2x}
ja ominaisavaruuden Vλ2 ortogonaalinen komplementti on joukko

V ⊥λ2
:= {y ∈ W2 : (y|x) = 0 ∀ x ∈ Vλ2} .



1. SISÄTULOAVARUUDEN Rn SPEKTRAALITEORIASTA 11

Nyt lemman 1.21 nojalla A
(
V ⊥λ2

)
⊂ V ⊥λ2

, kuten ominaisarvon λ1 ta-

pauksessa. Merkitään nyt W3 := V ⊥λ2
ja S3 := S2 ∩W3. Mikäli joukon

W3 dimensio on suurempi kuin yksi, niin jatketaan neliömuodon f suu-
rimman arvon etsimistä kunnes tarkasteltavan joukon Wj dimensio on
nolla.

Edellä oleva menetelmä todellakin päättyy, sillä lineaarikuvauksel-
la A : Rn → Rn on korkeintaan n kappaletta erisuuria ominaisarvoja.
Siis kun joukon Wj dimensio on nolla, niin menetelmällä on ratkaistu
kaikki lineaarikuvauksen A ominaisarvot λj ja niitä vastaavat ominai-
savaruudet Vλj

.
Jotta ominaisavaruuksien Vλj

hyödyntäminen sisätuloavaruuden Rn

kannan karakterisoinnissa onnistuisi, avuksi tarvitaan määritelmä 1.24
ja lause 1.25. Näiden perusteella sisätuloavaruus Rn saadaan esitettyä
ominaisavaruuksien Vλj

avulla.

Määritelmä 1.24. Olkoot U ja W vektoriavaruuden V osajouk-
koja. Joukkojen U ja W suora summa on joukko

U ⊕W := {x+ y : x ∈ U ja y ∈ W} .

Lause 1.25 (Äärellisulotteinen projektiolause). Olkoon W sisä-
tuloavaruuden V äärellisulotteinen aliavaruus ja olkoon x avaruuden
V vektori. Tällöin on olemassa yksikäsitteiset vektorit w1 ∈ W ja
w2 ∈ W⊥ siten, että

x = w1 + w2.

Vektoria w1 sanotaan vektorin x ortogonaaliseksi projektioksi aliava-
ruudelle W .

Todistus. On siis osoitettava vektoreiden w1 ja w2 olemassaolo ja
yksikäsitteisyys niin, että vektori x voidaan lausua niiden summana.

Olkoon {ei : i = 1, . . . , n} aliavaruuden W ortonormaali kanta.
Määritellään nyt

w1 =
n∑
i=1

(x|ei) ei ja

w2 = x− w1,

joten w1 ∈ W ja x = w1 + w2. Lisäksi w2 ∈ W⊥, sillä

(w2|ei) = (x− w1|ei)
= (x|ei)− (w1|ei)
= (x|ei)− ((x|e1) e1 + (x|e2) e2 + . . .+ (x|en) en|ei)
= (x|ei)− (x|ei) (ei|ei)
= (x|ei)− (x|ei) ‖ei‖2

= (x|ei)− (x|ei)
= 0.
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Siis w2 on kohtisuorassa jokaista aliavaruuden W kantavektoria vas-
taan.

Osoitetaan vielä yksikäsitteisyys: Olkoon w
′
1 ∈ W ja w

′
2 ∈ W⊥ niin,

että

x = w1 + w2 = w
′

1 + w
′

2.

Tällöin w1 − w
′
1 = w2 − w

′
2 ja

w1 + w
′

1 ∈ W sekä

w2 + w
′

2 ∈ W⊥.

Siis w1 − w
′
1 = w2 − w

′
2 ∈ W ∩W⊥ = {0}, joten

w1 = w
′

1 ja

w2 = w
′

2.

Vektorit w1 ja w2 ovat siis yksikäsitteiset, ja tämä viimeistelee todis-
tuksen. �

Projektiolauseen 1.25 perusteella sisätuloavaruus Rn voidaan esit-
tää symmetrisen lineaarikuvauksen ominaisavaruuksien Vλj

suorana sum-
mana. Oletetaan nyt, että tarkasteltavalla lineaarikuvauksella A on ole-
massa k kappaletta ominaisarvoja, k ∈ {1, 2, . . . , n}. Tällöin siis

Rn = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ . . .⊕ Vλk
.

Jokaista ominaisarvoa λj vastaavasta ominaisavaruudesta Vλj
löy-

tyy ominaisavaruuden dimension verran lineaarisesti riippumattomia
ominaisvektoreita. Näistä ominaisvektoreista voidaan muodostaa orto-
normaali kanta jokaiseen ominaisavaruuteen Vλj

Gram-Schmidtin orto-
normeerausmenetelmällä:

Lause 1.26 (Gram-Schmidtin ortonormeerausmenetelmä). Olkoon
u1, u2, . . . , un ∈ V lineaarisesti riippumattomia vektoreita. Tällöin
on olemassa ortogonaaliset vektorit v1, v2, . . . , vk ∈ V siten, että
〈u1, u2, . . . , uk〉 = 〈v1, v2, . . . , vk〉 kaikille k = 1, 2, . . . , n.

Todistus. Todistus perustuu jonon valintaan, jolle on voimassa
lauseen mukaiset ominaisuudet. Lause todistetaan luvussa 2 yleisen si-
sätuloavaruuden tapauksessa, joten tässä yhteydessä todistuksen yksi-
tyiskohtia ei ole tarpeellista esittää. �

Nyt ensimmäisen luvun tuloksista saadaan koostettuna seurauksena
sisätuloavaruuden Rn spektraalilause:

Lause 1.27 (Sisätuloavaruuden Rn spektraalilause). Olkoon A si-
sätuloavaruuden Rn symmetrinen lineaarikuvaus. Tällöin lineaariku-
vauksen A ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden Rn orto-
normaali kanta.
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Todistus. Soveltamalla Gram-Schmidtin ortonormeerausmenetel-
mää ominaisavaruuksien Vλj

lineaarisesti riippumattomiin ominaisvek-
toreihin jokaiseen ominaisavaruuteen Vλj

saadaan ortonormaali kanta.
Seurauksen 1.23 perusteella ominaisavaruudet ovat kohtisuorassa toisi-
aan vastaan, joten myös ominaisavaruuksien kannat ovat kohtisuorassa
toisia vastaan. Tällöin yhdiste ominaisavaruuksien Vλj

kantavektoreista
on koko avaruuden Rn ortonormaali kanta. �

Huomautus 1.28. Kirjoitetaan vielä muutama sisätuloavaruuden
Rn spektraalilauseen ja sen johtamiseen liittyvää huomautusta.

(1) Luvun 1 teorian johtaminen, sekä lauseet todistuksineen päte-
vät, jos sisätuloavaruus Rn korvataan äärellisulotteisella sisä-
tuloavaruudella V .

(2) Lineaarikuvauksen A positiivisuusoletus ei ole teorian johdon
kannalta olennainen. Oletus on asetettu merkintöjen yksinker-
taistamiseksi.

(3) Edellä esitetty äärellisulotteisen spektraalilauseen johtamisen
tuottamat menetelmät ominaisarvojen ratkaisemiseen ei ole
välttämättä riittävän käyttökelpoinen. Ominaisarvojen ratkai-
semiseen ja ominaisavaruuksien määrittämiseen voidaan myös
käyttää lineaarisen algebran tarjoamia keinoja.

Huomautuksen 1.28 kohdan (1) sisällön perusteella sisätuloavaruu-
den Rn spektraalilause voidaan siis yleistää mielivaltaiseen äärellisu-
lotteiseen sisätuloavaruuteen V . Muotoillaan tämä tärkeä yleistys vielä
seuraukseksi 1.29. Seurausta tarvitaan merkittävästi luvun 2 teorian
esittämisessä.

Lause 1.29 (Äärellisulotteinen spektraalilause). Olkoon A sisätu-
loavaruuden V symmetrinen lineaarikuvaus. Tällöin lineaarikuvauksen
A ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden V ortonormaali
kanta.

Tarkastellaan ensimmäisen luvun lopuksi vielä muutamia äärellisu-
lotteiseen spektraalilauseeseen liittyviä esimerkkejä.

Esimerkki 1.30. Olkoon g : R2 → R2, g (x) = (3x1, x2). Tällöin
g on symmetrinen lineaarikuvaus, ja kuvausta g vastaava matriisi on
muotoa

Ag =

(
3 0
0 1

)
.

Lineaarikuvauksen g ominaisarvot ovat matriisin Ag diagonaalialkiot
λ1 = 3 ja λ2 = 1. Nyt ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat
yλ1 = (1, 0) ja yλ2 = (0, 1). Ominaisvektorit ovat tässä tapauksessa or-
tonormaalit ja ne muodostavat ortonormaalin kannan sisätuloavaruu-
teen R2.
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Esimerkki 1.31. Olkoon g : R3 → R3,

g (x) = (3x1 + x2 + x3, x1 + 3x2 + x3, x1 + x2 + 3x3) .

Kuvaus g on myös tällöin on symmetrinen lineaarikuvaus, ja kuvausta
g vastaava matriisi on nyt muotoa

Ag =

 3 1 1
1 3 1
1 1 3


.

Lineaarikuvauksen g ominaisarvot ovat λ1 = 5 ja λ2 = 2, joista ominai-
sarvon λ2 kertaluku on kaksi. Ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit
ovat u1 = (1, 1, 1), u2 = (−1, 1, 0) ja u3 = (−1, 0, 1), ja ominaisavaruuk-
siksi saadaan joukot V5 = 〈(1, 1, 1)〉 ja V2 = 〈(−1, 1, 0) , (−1, 0, 1)〉. Nyt
ominaisvektorit ovat lineaariseti riippumattomat ja soveltamalla Gram-
Schmidtin ortonormeerausmenetelmää saadaan ortonormaalit ominais-
vektorit v1 = 1√

3
(1, 1, 1), v2 = 1√

2
(−1, 1, 0) ja v3 = 1√

6
(−1,−1, 2). Täl-

löin vektorit v1, v2 ja v3 muodostavat ortonormaalin kannan sisätuloa-
varuuteen R3.

Tarkastellaan nyt lasketun esimerkin ratkaisua spektraalilauseen
johtamisessa käytettyjen tulosten kannalta. Neliömuodon f : R3 → R3

f (x) = (Agx|x) lauseke saadaan laskettua

(Agx|x) = 3
(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
+ 2 (x1x2 + x1x3 + x2x3) .

Laskettaessa neliömuodon f arvot pisteissä v1, v2 ja v3 tuloksiksi to-
dellakin saadaan ominaisarvot λ1 = 5 ja λ2 = 2.



2. KOMPAKTIEN OPERAATTOREIDEN SPEKTRAALITEORIASTA 15

2. Kompaktien operaattoreiden spektraaliteoriasta

Aloitetaan spektraalilauseen yleistyksen johtaminen esittämällä tii-
viisti tarvittavia määritelmiä ja lauseita, kuten ensimmäisessäkin lu-
vussa.

Edellisessä luvussa äärellisulotteiseen vektoriavaruuteen V asetet-
tiin standardi sisätulo (·|·) : V × V → R. Olkoon nyt vastaava sisätulo
määriteltynä avaruudessa H, mutta sallitaan vektoriavaruuden ääretö-
nulotteisuus. Määritellään aluksi avaruuden täydellisyys.

Määritelmä 2.1. Avaruuden V jono (xi)
∞
i=1 on Cauchy-jono, jos

jokaiselle positiiviselle ε löytyy indeksi nε niin, että jonon pisteiden
etäisyys ‖xn − xm‖ < ε aina, kun n ja m ovat suurempia kuin nε.

Huomautus 2.2. Cauchy-jonon määritelmä kertoo, että indeksistä
nε lähtien kaikki jonon loppuosan pisteet ovat mielivaltaisen lähellä
toisiaan, olivatpa pisteet mitkä tahansa.

Sisätuloavaruus V on täydellinen mikäli avaruuden jokainen Cauchy-
jono suppenee. Täydellistä sisätuloavaruutta sanotaan Hilbertin ava-
ruudeksi. Edellä muotoiltu täydellisen sisätuloavaruuden määritelmä
sisältää paljon tietoa avaruuden rakenteesta, joten esitetään vielä ylei-
nen Hilbert-avaruuden määritelmä:

Määritelmä 2.3. Olkoon H joukko alkioita. Joukko H on ab-
strakti Hilbert-avaruus, kun seuraavat kolme määrittelevää ehtoa to-
teutuvat:

(1) H on lineaarinen vektoriavaruus ; avaruuden alkioiden summa
f + g ja reaaliluvulla kertominen λf ovat hyvin määriteltyjä.
Laskennassa käytetään vektorilaskennasta tuttuja laskusään-
töjä.

(2) H on metrinen avaruus, jonka metriikka on johdettu sisätu-
losta.

(3) Avaruuden H jokainen Cauchy-jono suppenee.

Yleisen sisätuloavaruuden kantateoriaan liittyy paljon samankaltai-
sia käsitteitä kuin äärellisulotteisessa kantateoriassakin. Esitetään seu-
raavaksi niistä tärkeimpiä:

Määritelmä 2.4. Olkoon U sisätuloavaruuden V osajoukko. Os-
ajoukon U virittämä aliavaruus 〈U〉 on avaruuden V suppein aliava-
ruus, joka sisältää osajoukon U . Joukko 〈U〉 muodostuu kaikista jou-
kon U alkioiden äärellisistä lineaarikombinaatioista.

Määritelmä 2.5. Olkoon U sisätuloavaruuden V ääretön vekto-
rijoukko. Joukko U on lineaarisesti riippumaton, jos joukon U jokainen
äärellinen osajoukko on lineaarisesti riippumaton eli mitään osajoukon
vektoria ei voida lausua muiden osajoukon vektoreiden lineaarikombi-
naationa.
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Määritelmä 2.6. Sisätuloavaruuden V vektorijoukko U on orto-
normaali, jos (x|y) = 0 kaikille joukon U vektoreille x ja y, x 6= y, ja
‖x‖ = 1.

Äärellisulotteisen sisätuloavaruuden spektraaliteorian todistamises-
sa tarvittiin tunnettua Gram-Schmidtin ortonormeerausmenetelmää.
Tämän lauseen yleisemmän muodon esittäminen ja todistaminen on
luontevaa edellä esitettyjen määritelmien johdosta:

Lause 2.7 (Gram-Schmidt). Olkoon (xn)∞n=1 sisätuloavaruuden V
lineaarisesti riippumaton jono. Tällöin on olemassa sisätuloavaruuden
V ortonormaali jono (yn)∞n=1 jolle

〈x1, . . . , xn〉 = 〈y1, . . . , yn〉

kaikilla n ∈ N.

Todistus. Olkoon y1 = x1

‖x1‖ ,

un = xn −
n−1∑
i=1

(xn|yi) yi,

ja määritetään yn = un

‖un‖ . Osoitetaan nyt induktiolla, että määritetyllä

jonolla (yn) on väitteen mukaiset ominaisuudet:
Väite on totta indeksillä n = 1, sillä ‖y1‖ = x1

‖x1‖ = 1 määrittelynsä

perusteella, ja y1 = 1
‖x1‖x1, joten 〈x1〉 = 〈y1〉.

Oletetaan, että väite on totta indeksillä n = k, missä k ∈ N, ja
osoitetaan tämän avulla, että väite on tosi, kun indeksi n = k + 1:

Olkoot 1 ≤ j ≤ k < k + 1, ja olkoon

C =
1

‖uk+1‖
=

1

‖xk+1 −
∑k

i=1 (xk+1|yi) yi‖
.

Tällöin

(yj|yk+1) = C

(
yj

∣∣∣∣ xk+1 −
k∑
i=1

(xk+1|yi) yi

)

= C

(
(yj|xk+1)−

(
yj

∣∣∣∣ k∑
i=1

(xk+1|yi) yi

))
= C ((yj|xk+1)− (yj| (xk+1|yj) yj))

= C

(yj|xk+1)− ‖yj‖2︸ ︷︷ ︸
=1

(xk+1|yj)


= C ((yj|xk+1)− (yj|xk+1))

= 0.
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Nyt jonon (yn) määrittelyn perusteella kaikilla indekseillä n = 1, . . . , k
normi ‖yn‖ = 1, ja edellä olevan sisätulolaskun mukaan (yk+1|yj) = 0,
joten vektori yk+1 on ortonormaali vektoreiden yn kanssa.

Osoitetaan vielä, että yk+1 ∈ 〈x1, . . . , xk+1〉. Olkoon vakio C kuten
edellä. Tällöin pisteelle yk+1 saadaan

yk+1 = C

(
xk+1 −

k∑
i=1

(xk+1|yi) yi

)
= C (xk+1 − ((xk+1|y1) y1 + (xk+1|y2) y2 + . . . (xk+1|yk) yk))
= C (xk+1 − (m1y1 +m2y2 + . . .mkyk)) .

Induktio-oletuksen perusteella vektori yi ∈ 〈x1, . . . , xk〉 jokaisella in-
deksillä i = 1, . . . , k, joten

yk+1 = C

(
xk+1 −

k∑
j=1

k∑
i=1

ai,jxi

)

= C

(
xk+1 −

k∑
i=1

(
k∑
j=1

ai,j

)
xi

)

= C

(
xk+1 −

k∑
i=1

dixi

)

= C
k+1∑
i=1

dixi

=
k+1∑
i=1

Dixi.

Vektori yk+1 voidaan siis esittää vektoreiden x1, . . . , xk+1 lineaarikom-
binaationa, joten yk+1 ∈ 〈x1, . . . , xk+1〉. Tämä viimeistelee todistuk-
sen. �

Määritellään seuraavaksi johdettavan teorian kannalta erittäin tär-
keä Hilbert-kannan käsite, jotta johdettavan teorian päämäärä olisi ha-
vainnollisemmin esillä.

Määritelmä 2.8. Hilbert-avaruuden H ortonormaali osajoukko

E := {ei : i ∈ I}

on Hilbert-kanta, jos jokainen avaruuden H piste x voidaan esittää
yksikäsitteisesti muodossa

x =
∑
i∈I

(x|ei) ei.
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Hilbert-kanta voidaan määritellä usealla eri tavalla. Määritelmä 2.8
on yhteneväinen äärellisulotteisen sisätuloavaruuden kannan karakte-
risoinnin kanssa. Luvussa 3 esitetään lause, jossa tarkastellaan muita
Hilbert-kannan karakterisaatioita.

Äärellisulotteisen sisätuloavaruuden spektraalilauseen johtamisessa
tarkasteltiin symmetrisiä lineaarikuvauksia. Yleisen Hilbert-avaruuden
tapauksessa käytettävä terminologia eroaa hieman tästä, joten esite-
tään selvennyksen vuoksi operaattorin määritelmä:

Määritelmä 2.9. Olkoon H ja H̃ mielivaltaisia sisätuloavaruuk-

sia. Kuvaus A : H → H̃ on lineaarikuvaus, jos

A (ηx+ γy) = ηAx+ γAy

kaikille avaruuden H pisteille x ja y, sekä reaaliluvuille η ja γ. Jatkuvaa,
eli rajoitettua, lineaarikuvausta sanotaan operaattoriksi.

Hilbert-avaruuden operaattorinA symmetrisyys ja positiivisuus mää-
ritellään täysin vastaavalla tavalla kuin luvun 1 äärellisulotteisessa si-
sätuloavaruudessa V , joten määritelmien uudelleen kirjoittaminen on
tarpeetonta.

Seuraavaksi esitetään ja todistetaan tunnettu Cauchyn, Schwarzin
ja Bunjakovskin epäyhtälö. Epäyhtälöä tarvitaan jatkossa useiden lausei-
den todistamisessa.

Lause 2.10 (Cauchyn, Schwarzin ja Bunjakovskin epäyhtälö). Ylei-
sen sisätuloavaruuden V pisteille x ja y on voimassa

|(x|y)| ≤ ‖x‖‖y‖.

Yhtäsuuruus on voimassa täsmälleen, kun pisteet x ja y ovat lineaari-
sesti riippuvia.

Todistus. Jos x = 0 tai y = 0, niin väite pätee. Olkoot nyt x 6=
0 6= y, ja määritellään u = (x|y)

‖y‖2 . Tällöin

0 ≤ (x− uy|x− uy)

= (x|x) + (x| − uy) + (−uy|x) + (−uy| − uy)

= ‖x‖2 − u (x|y)− u (y|x) + u2‖y‖2

= ‖x‖2 − 2u (x|y) + u2‖y‖2.
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Nyt sijoittamalla u = (x|y)
‖y‖2 saadaan

0 ≤ ‖x‖2 − 2
(x|y)

‖y‖2
(x|y) +

(
(x|y)

‖y‖2

)2

‖y‖2

= ‖x‖2 − 2
| (x|y) |2

‖y‖2
+
| (x|y) |2

‖y‖4
‖y‖2

= ‖x‖2 − | (x|y) |2

‖y‖2
= ‖x‖‖y‖ − | (x|y) |,

josta ensimmäinen väite seuraa termejä siirtämällä.
Yhtäsuuruus on voimassa täsmälleen, kun

0 = (x− uy|x− uy) = ‖x− uy‖2,
toisin sanoen, kun x = uy, eli x ja y ovat lineaarisesti riippuvia. �

Koska tarkoituksena on yleistää luvun 1 spektraalilauseen johtamis-
tapa, otetaan käyttöön Hilbert-avaruutta H määrittelevä lisäoletus.

Määritelmä 2.11. Hilbertin avaruus H on separoituva, jos se si-
sältää numeroituvan ja tiheän joukon: On olemassa numeroituva joukko
E ⊂ H, jolle E = H.

Oletetaan siis jatkossa, että avaruus H on reaalikertoiminen, sepa-
roituva Hilbert-avaruus, ja olkoon A : H → H positiivinen ja symmet-
rinen Hilbert-avaruuden H operaattori, ellei toisin mainita.

Ryhdytään tarkastelemaan operaattorin A ominaisarvoja ja niitä
vastaavia ominaisvektoreita, eli yhtälön

Ax = λx,

ratkaisuja x ∈ H ja kertoimia λ ∈ R. Geometrisesti operaattori A
operoi yhtälön toteuttavia avaruuden H pisteitä x vain normin suhteen.

Tarkastellaan nyt funktiota f : H → R : x 7→ (Ax|x), kuten äärel-
lisulotteisessa avaruudessa. Äärellisulotteisessa avaruudessa funktion f
ääriarvojen olemassaolo perustuivat funktion f jatkuvuuteen ja jou-
kon kompaktiuteen. Lisäksi ääriarvo saatiin ratkaistua differentiaali-
laskennasta tutun Lagrangen menetelmän avulla. Nämä tulokset eivät
kuitenkaan päde, jos avaruuden H dimensio on ääretön. Siis funktion
f ääriarvon olemassaoloon ja ääriarvon määrittämiseen täytyy löytyä
muita perusteluita, jotta äärellisulotteisen avaruuden spektraaliteorian
johtamisen ideaa voitaisi hyödyntää.

Seuraava lause korostaa esimerkin tavoin joukon kompaktiuden mer-
kitystä äärellisulotteisessa avaruudessa:

Lause 2.12 (Rieszin epäkompaktisuuslause). Jos normiavaruuden
V suljettu yksikköpallo B (0, 1) on kompakti, niin avaruus V on äärel-
lisulotteinen.
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Todistus. Peitetään tarkasteltava yksikköpallo 1
2
-säteisillä avoi-

milla palloilla. Tällöin joukko{
B(x,

1

2
)

∣∣∣∣ x ∈ B (0, 1)

}
on suljetun yksikköpallon avoin peite. Oletuksen mukaan suljettu yk-
sikköpallo B (0, 1) on kompakti, joten avoimessa peitteessä on olemassa
äärellinen alipeite, johon B (0, 1) sisältyy. Olkoot nyt suljetun yksikkö-
pallon äärellinen alipeite{

B(xi,
1

2
)

∣∣∣∣ i = 1, . . . , n

}
Normiavaruuden V äärellisulotteisuus saadaan osoittamalla, ettäB (0, 1)
sisältyy pisteiden x1, . . . , xn virittämään aliavaruuteen 〈x1, . . . , xn〉,
joka on äärellisulotteinen. Tehdään tämä epäsuorasti ja johdetaan ris-
tiriita.

Olkoon siis normiavaruus V on ääretönulotteinen. Tällöin on ole-
massa piste x0 ∈ B (0, 1), joka ei kuulu aliavaruuteen 〈x1, . . . , xn〉.
Aliavaruus 〈x1, . . . , xn〉 on suljettu ja äärellisulotteinen, joten

B (0, 1) ∩ 〈x1, . . . , xn〉 =: U

on myös suljettu ja äärellisulotteinen. Lisäksi U on rajoitettu, joten se
on kompakti. Nyt on olemassa piste y ∈ U , jolle

0 < η = ‖x0 − y‖ = mina∈U ‖x0 − a‖,
sillä jatkuva funktio

g : V → R , g (y) = ‖x0 − y‖
saavuttaa minimin joukossa U . Nyt piste

x0 − y
‖x0 − y‖

∈ B (0, 1) ,

joten on olemassa indeksi j ∈ {1, . . . ,n}, jolle x0−y
‖x0−y‖ ∈ B

(
xj,

1
2

)
.

Merkitään nyt w = ‖x0− y‖xj + y. Tällöin w kuuluu aliavaruuteen
〈x1, . . . , xn〉, ja

‖x0 − w‖ = ‖x0 − ‖x0 − y‖xj − y‖ = ‖x0 − y‖ ‖
x0 − y
‖x0 − y‖

− xj‖︸ ︷︷ ︸
< 1

2

<
1

2
η.

On siis olemassa aliavaruuden 〈x1, . . . , xn〉 piste w, jonka etäisyys pis-
teestä x0 on pienempää kuin pisteen y, joka on ristiriitaista. Normia-
varuus V on siis äärellisulotteinen. �

Lähdetään johtamaan neliömuodon f suurimman arvon olemassao-
loa operaattorin A symmetrisyyden avulla. Tämä on luonnollista, sillä
neliömuoto koostuu olennaisesti sisätulosta ja operaattorin A operoi-
masta pisteestä.
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Cauchyn, Schwarzin ja Bunjakovskin epäyhtälön avulla neliömuo-
dolle saadaan arvio

| (Ax|x) | ≤ ‖Ax‖‖x‖ ≤ ‖A‖‖x‖2,

joka pätee kaikille avaruuden H pisteille x. Merkitään nyt luvulla NA

pienintä ylärajaa, joka toteuttaa epäyhtälön | (Ax|x) | ≤ NA‖x‖2 kaikil-
le avaruuden H pisteille x. Nyt edellä erääksi epäyhtälön toteuttavaksi
ylärajaksi saatiin operaattorin A normi ‖A‖, joten NA ≤ ‖A‖. Tämä
pätee avaruuden H operaattorille vaikka se ei olisi edes symmetrinen.

Osoitetaan seuraavaksi, että avaruuden H symmetriselle operaat-
torille A pienin edellä esitetyn epäyhtälön toteuttava yläraja on juu-
ri operaattorin A normi ‖A‖. Todistukseen tarvitaan avuksi yleinen
suunnikassääntö:

Lause 2.13 (Yleinen suunnikassääntö). Olkoot x ja y yleisen sisä-
tuloavaruuden V pisteitä. Tällöin pisteille x ja y pätee yleinen suunni-
kassääntö

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

Todistus. Olkoon x ja y sisätuloavaruuden V pisteitä. Jos x = 0
tai y = 0, niin väite on tosi. Oletetaan nyt, että x 6= 0 ja y 6= 0. Tällöin

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = (x+ y|x+ y) + (x− y|x− y)

= (x|x) + (x|y) + (y|x) + (y|y) + (x|x)

+ (x| − y) + (−y|x) + (−y| − y)

= 2 (x|x) + 2 (x|y)− (x|y) + 2 (y|y)

= 2‖x‖2 + 2‖y‖2,

ja näin väite on todistettu. �

Lemma 2.14. Olkoon A : H → H symmetrinen operaattori. Tällöin
pienin vakio NA, joka toteuttaa neliömuodolle f : H → R : x 7→
(Ax|x) epäyhtälön | (Ax|x) | ≤ NA‖x‖2 on operaattorinormi ‖A‖, toisin
sanoen

inf
{
NA : | (Ax|x) | ≤ NA‖x‖2 kaikille x ∈ H

}
= ‖A‖.

Todistus. Olkoon ε > 0 mielivaltainen. Tällöin operaattorinormin
neliölle saadaan laskemalla

‖Ax‖2 = ε
1

ε
(Ax|Ax) =

(
Aεx

∣∣∣∣ 1

ε
Ax

)
=

1

4

(
4

(
Aεx

∣∣∣∣ 1

ε
Ax

))
.
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Merkitään nyt a := εx ja b := 1
ε
Ax, jolloin yhtälö saadaan muotoon

‖Ax‖2 =
1

4
(4 (Aa|b))

=
1

4
[(Aa|a) + 2 (Aa|b) + (Ab|b)− (Aa|a) + 2 (Aa|b)− (Ab|b)]

=
1

4
[(Aa|a) + 2 (Aa|b) + (Ab|b)− [(Aa|a)− 2 (Aa|b) + (Ab|b)]]

=
1

4
[(Aa|a) + (Aa|b) + (Aa|b) + (Ab|b)

− [(Aa|a)− (Aa|b)− (Aa|b) + (Ab|b)]].
Operaattorin A symmetrisyyden nojalla (Aa|b) = (a|Ab), joten yhtälö
sievenee edelleen muotoon

‖Ax‖2 =
1

4
[(Aa|a) + (Aa|b) + (Aa|b) + (Ab|b)

− [(Aa|a)− (Aa|b)− (Aa|b) + (Ab|b)]]

=
1

4
[(A(a+ b)|(a+ b))− (A(a− b)|(a− b))]

=
1

4

[(
A

(
εx+

1

ε
Ax

) ∣∣∣∣ (εx+
1

ε
Ax

))
−
(
A

(
εx− 1

ε
Ax

) ∣∣∣∣ (εx− 1

ε
Ax

))]
≤ 1

4

(
NA‖εx+

1

ε
Ax‖2 +NA‖εx−

1

ε
Ax‖2

)
,

sillä | (Ax|x) | ≤ NA‖x‖2, joten

‖Ax‖2 ≤ 1

4
NA

(
‖εx+

1

ε
Ax‖2 + ‖εx− 1

ε
Ax‖2

)
.

Nyt yleistä suunnikassääntöä soveltamalla arvio saadaan muotoon

‖Ax‖2 ≤ 1

4
NA

(
2‖εx‖2 + 2‖1

ε
Ax‖2

)
=

1

2
NA

(
ε2‖x‖2 +

1

ε2
‖Ax‖2

)
.

Epäyhtälön oikea puoli on pienimmillään, kun lauseke

ε2‖x‖2 +
1

ε2
‖Ax‖2 =: g(ε)

on pienimmillään; g on pienimmillään, kun ε =
√
‖Ax‖
‖x‖ , joten

‖Ax‖2 ≤ 1

2
NA (‖Ax‖‖x‖+ ‖x‖‖Ax‖) = NA‖Ax‖‖x‖.

Jos ‖Ax‖ = 0, niin epäyhtälö on tosi. Jos taas ‖Ax‖ 6= 0, niin
normille ‖Ax‖ saadaan arvio

‖Ax‖ ≤ NA‖x‖,
joten ‖A‖ ≤ NA.
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Väite saadaan todistetuksi yhdistämällä nyt epäyhtälöt NA ≤ ‖A‖
ja ‖A‖ ≤ NA, jolloin voidaan kirjoittaa NA = ‖A‖. �

Olkoon piste x nyt Hilbert-avaruuden H yksikköpallon kuorella, ja
olkoon symmetrinen ja positiivinen operaattori A : H → H mielival-
tainen. Lemman 2.14 nojalla side-ehdolla ‖x‖ = 1 neliömuodon f ja
operaattorinormin ‖Ax‖ pienin yläraja on ‖A‖, eli

(2.1) sup {(Ax|x) : ‖x‖ = 1} = sup {‖Ax‖ : ‖x‖ = 1} = ‖A‖.

Äärellisulotteisessa tilanteessa neliömuodon f ääriarvo saatiin rat-
kaistua Lagrangen kertojien menetelmällä. Kuten aiemmin todettiin,
menetelmä ei kuitenkaan toimi, jos avaruuden dimensio on ääretön.

Jotta spektraalilauseen johtaminen mukailisi äärellisulotteista ta-
pausta, tavoitteena on osoittaa, että neliömuodon f suurin arvo saa-
vutetaan Hilbert-avaruuden yksikköpallon kuoren pisteessä x, joka on
operaattorin A ominaisvektori ja, että sitä vastaava ominaisarvo λ on
neliömuodon suurin arvo. Operaattorin A symmetrisyys ei pelkästään
riitä yleisemmän avaruuden tapauksessa takaamaan tätä, joten ope-
raattorille on asetettava vahvempia oletuksia. Kysymyksessä on siis
äärellisulotteisen joukon kompaktiuden, kompaktissa joukossa jatkuvan
kuvauksen ja Lagrangen kertojien menetelmän korvaamista yleisemmil-
lä oletuksilla ja tuloksilla. Otetaan nyt käyttöön kompaktin operaatto-
rin käsite:

Määritelmä 2.15. Hilbert-avaruuden H operaattori A : H →
H on kompakti, jos jokaisen avaruuden H rajoitetun jonon (xn)∞n=1

kuvajonolla (Axn)∞n=1 on suppeneva osajono.

Olkoon A edelleen positiivinen, symmetrinen operaattori Hilbert-
avaruudessa H ja (xn)∞n=1 jono yksikköpallon kuorella siten, että

(Axn|xn)→ ‖A‖ := λ.

Jonon (xn) valinta voidaan tehdä yhtälön 2.1 nojalla. Nyt voidaan kir-
joittaa

0 ≤ ‖Axn − λxn‖2

= ‖Axn‖2 − 2 (Axn|λxn) + λ2‖xn‖
= ‖Axn‖2 − 2λ (Axn|xn) + λ2‖xn‖ → 0,

(2.2)

kun indeksi n kasvaa rajatta, sillä

‖Axn‖2 ≤ (‖A‖︸︷︷︸
λ

‖xn‖︸︷︷︸
1

)2 = ‖λ‖2,

ja oletuksen mukaan (Axn|xn) → ‖A‖ = λ sekä λ2‖xn‖ = λ2, kun
‖xn‖ = 1 kaikilla n. Siis jono Axn − λxn suppenee kohti nollaa, kun
n kasvaa. Valitulla jonolla (xn)∞n=1 voidaan siis approksimoida yhtälön
Ax = λx ratkaisua x.
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Oletetaan nyt, että positiivinen ja symmetrinen operaattori A on
myös kompakti. Seuraavaksi pyritään näyttämään, että yhtälöllä Ax =
λx on olemassa ratkaisu x. Väitteen todistus perustuu juuri operaat-
torin A kompaktiuteen:

Operaattorin A kompaktiuden nojalla jonolla (Axn)∞n=1 on suppe-
neva osajono (Axnk

)∞k=1. Olkoon nyt suppenevan osajonon raja-arvona
piste y ∈ H, ja olkoon λ 6= 0. Tällöin myös jono (xnk

)∞k=1 suppenee,
sillä

xnk
=

1

λ
λxnk

=
1

λ
(λxnk

− Axnk
) +

1

λ
Axnk

,

ja epäyhtälöarvion (2.2) mukaan (λxnk
− Axnk

) → 0, joten xnk
→

1
λ
y =: x, kun k kasvaa mielivaltaisen suureksi. Nyt

lim
k→∞

Axnk
= Ax ja lim

k→∞
‖xnk
‖ = 1,

joten limk→∞ (Axnk
− λxnk

) = 0, josta saadaan Ax = λx.
Yhtälöllä Ax = λx on siis ratkaisu x Hilbert-avaruuden H yksikkö-

pallon kuorella. Ratkaisupiste x on operaattorin A ominaisvektori ja λ
on sitä vastaava ominaisarvo. Neliömuodon f arvo pisteessä x on

f(x) = (Ax|x) = (λx|x) = λ(x|x) = λ = ‖A‖,

joten neliömuodon f arvo yhtälön Ax = λx ratkaisupisteessä x on
ominaisarvo λ, joka on neliömuodon suurin arvo side-ehdolla ‖x‖ = 1.
Muotoillaan saatu tulos lauseeksi:

Lause 2.16. Olkoon A : H → H positiivinen, symmetrinen ja kom-
pakti operaattori. Tällöin side-ehdolla ‖x‖ = 1 neliömuoto f : H → R :
x 7→ (Ax|x) saavuttaa suurimman arvonsa, ja piste x on operaattorin
A ominaisvektori ja neliömuodon suurin arvo on tätä ominaisvektoria
vastaava operaattorin A ominaisarvo λ.

Seuraus 2.17. Hilbert-avaruuden H positiivisella, symmetrisellä
ja kompaktilla operaattorilla A : H → H on vähintään yksi nollasta
eroava ominaisarvo λ, kun A 6= 0.

Huomautus 2.18. Edellä olevat lemmat ja lauseet eivät riipu ope-
raattorin A positiivisuudesta.

Luonnollisesti nyt herää kysymys, kuten luvussa 1, voidaanko ope-
raattorille A löytää muita ominaisarvoja, jos operaattorille A asetetut
oletukset pysyvät samoina. Kuten äärellisulotteisessa tapauksessakin
vastausta ei voida suoraan sanoa, jos operaattorista A ei tiedetä enem-
pää. Seuraavaksi pyritään löytämään operaattorille A lisää ominaisar-
voja samankaltaisella menetelmällä kuin äärellisulotteisessa tapaukses-
sa. Menetelmän käytössä avaruus H pyritään esittämään operaatto-
rin A ominaisavaruuksien avulla suorana summana eri joukoista. Tä-
mä vaatii yleisen projektiolauseen olemassaolon, joten sen esittäminen
seuraavana on luontevaa.
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Lause 2.19 (Projektiolause). Olkoon K ⊂ H Hilbert-avaruuden
suljettu aliavaruus ja olkoon x Hilbert-avaruuden H piste. Tällöin on
olemassa täsmälleen yksi aliavaruuden K piste y, jolla on seuraavat
keskenään yhtäpitävät ominaisuudet:

(1) x− y ∈ K⊥
(2) ‖x− y‖ = mina∈K ‖x− a‖.

Piste y on pisteen x ortogonaalinen projektio aliavaruudelle K.

Todistus. Osoitetaan ensin ehtojen yhtäpitävyys.
Olkoon z suljetun aliavaruuden K mielivaltainen piste, ja määritel-

lään funktio

f : R→ R, f (t) = ‖x− y + tz‖2.
Funktion f lauseke sievenee sisätulon laskusääntöjen ja perusominai-
suuksien avulla muotoon

f(t) = ‖x− y + tz‖2

= (x− y + tz|x− y + tz)

= ‖x− y‖2 + t (x− y|z) + t (z|x− y) + t2‖z‖2

= ‖x− y‖2 + 2t (x− y|z) + t2‖z‖2,

joten f on muuttujan t suhteen hyvin määritelty, ei-negatiivinen toisen
asteen polynomi, joka on jatkuva ja derivoituva. Nyt

f ′ (t) = 2 (x− y|z) + 2t‖z‖2,

ja derivaattafunktion f ′ ainoana nollakohtana on piste

t = −(x− y|z)

‖z‖2
.

Jos ehto (1) on voimassa, niin (x− y|z) = 0 kaikilla z ∈ K. Tällöin
t = 0 on funktion f minimikohta. Siis

min
{
f (t) : x− y ∈ K⊥

}
= f (0) = ‖x− y + 0 · z‖2 = ‖x− y‖2.

Koska z on suljetun aliavaruuden K mielivaltainen piste, niin ehto (2)
pätee.

Olkoon nyt ehto (2) voimassa. Tällöin funktio f saa minimiarvonsa
pisteessä t = 0 kaikilla avaruuden K pisteillä z, joten piste t = 0 on
derivaattafunktion f ′ nollakohta. Nyt kaikille suljetun aliavaruuden K
pisteille z saadaan

f ′ (0) = 2 (x− y|z) = 0,

eli (x− y|z) = 0. Siis x− y ∈ K⊥, eli ehto (1) on voimassa.
Ehdot (1) ja (2) saatiin edellä osoitettua yhtäpitäviksi. Pyritään

seuraavaksi osoittamaan pisteen y olemassaolo: Olkoon

η = inf {‖x− z‖ : z ∈ K} ,
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ja olkoon (yn)∞n=1 jono suljetussa aliavaruudessa K niin, että ‖x−yn‖ →
η. Nyt soveltamalla yleistä suunnikassääntöä 2.13 saadaan

‖yn − ym‖2 = ‖ (yn − x)− (ym − x) ‖2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖ym − x‖2 − ‖ (yn − x) + (ym − x) ‖2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖ym − x‖2 − ‖yn + ym − 2x‖2

= 2‖yn − x‖2 + 2‖ym − x‖2 − 4 ‖1

2
(yn + ym)− x‖2︸ ︷︷ ︸

≥η2

≤ 2‖yn − x‖2 + 2‖ym − x‖2 − 4η2 → 0,

kun indeksit n ja m kasvavat mielivaltaisesti. Jono (yn) on siis Cauchy-
jono aliavaruudessa K. Oletuksen mukaan aliavaruus K on suljettu,
joten se on täydellisen metrisen avaruuden H suljettuna osajoukkona
täydellinen. Jono (yn) suppenee siis aliavaruuden K pisteeseen y. Nyt
saadaan arvio

‖x− y‖ = ‖x− yn + yn − y‖ ≤ ‖x− yn‖+ ‖yn − y‖ → η,

kun indeksi n kasvaa mielivaltaisesti. On siis olemassa piste y ∈ K,
jolle on voimassa arvio

0 ≤ ‖x− y‖ ≤ η = inf {‖x− z‖ : z ∈ K} .

Lauseen väitteen todistamiseen tarvitaan vielä pisteen y yksikäsit-
teisyyden perustelu. Olkoot nyt y ja ỹ aliavaruuden K pisteitä, joille on
voimassa x− y ∈ K⊥ ja x− ỹ ∈ K⊥. Tällöin y− ỹ = (x− ỹ)− (x− y).
Nyt y− ỹ ∈ K ja (x− ỹ)− (x− y) ∈ K⊥, joten y− ỹ ∈ K ∩K⊥ = {0}.
Siis y = ỹ. �

Seuraus 2.20. Olkoon K ⊂ H Hilbert-avaruuden suljettu aliava-
ruus. Tällöin jokainen avaruuden H piste x voidaan esittää yksikäsit-
teisten pisteiden y ∈ K ja z ∈ K⊥ avulla muodossa x = y + z.

Todistus. Todistus on täysin sama kuin projektiolauseenkin to-
distus seuraavilla pisteiden valinnalla: olkoon piste y kuten projektio-
lauseessa 2.19 ja valitaan z = x− y. �

Projektiolauseen perusteella alkuperäinen avaruus voidaan hajoit-
taa suoraksi summaksi ortogonaalisista joukoista siten, että joukkojen
leikkaukseen kuuluu vain piste nolla. Avaruuden hajoittaminen suorak-
si summaksi ominaisavaruuksista ja ominaisavaruuksien suoran sum-
man ortogonaalikomplementista ei kerro vielä riittävästi avaruuden ha-
jotelman rakenteesta, sillä suoraan summaan kuuluvien joukkojen di-
mensiosta ei osata vielä sanoa mitään. Esitetään seuraavaksi äärellisu-
lotteinen Pythagoraan lause, jota tarvitaan muun muassa Fredholmin
lauseen 2.22 todistamisessa, joka antaa merkittävästi tietoa kompak-
tien operaattoreiden ominaisarvoista ja niitä vastaavien ominaisava-
ruuksien rakenteesta.
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Lause 2.21 (Äärellisulotteinen Pythagoraan lause). Olkoot x1, x2,
. . . , xn sisätuloavaruuden V vektoreita, joille xi ⊥ xj kaikilla i 6= j.
Tällöin

‖
n∑
k=1

xk‖2 =
n∑
k=1

‖xk‖2.

Todistus. Lähdetään todistamaan väitettä tarkastelemalla yhtä-
lön vasenta puolta:

‖
n∑
k=1

xk‖2 =

(
n∑
k=1

xk

∣∣∣∣ n∑
k=1

xk

)
= (x1 + x2 + . . . + xn|x1 + x2 + . . . + xn)

=
n∑
k=1

(x1|xk) +
n∑
k=1

(x2|xk) + . . . +
n∑
k=1

(xn|xk) .

Oletuksen mukaan (xi|xj) = 0, kun i 6= j, joten yhtälö sievenee muo-
toon

‖
n∑
k=1

xk‖2 =
n∑
k=1

(x1|xk) +
n∑
k=1

(x2|xk) + . . . +
n∑
k=1

(xn|xk)

= (x1|x1) + (x2|x2) + . . . + (xn|xn)

= ‖x1‖2 + ‖x2‖2 + . . . + ‖xn‖2

=
n∑
k=1

‖xk‖2.

�

Lause 2.22 (Fredholmin lause). Olkoon A : H → H kompakti
operaattori Hilbert-avaruudessa H ja olkoon jokaiselle reaaliluvulle λ
joukko Vλ := {x ∈ H : Ax = λx}. Tällöin niiden reaalilukujen λ joukko
Λ, joille Vλ 6= {0}, on äärellinen tai numeroituvasti ääretön. Jos joukko
Λ on numeroituvasti ääretön, niin sen ainoa kasaantumispiste on nolla.
Lisäksi joukon Vλ dimensio on äärellinen, kun λ 6= 0.

Todistus. Lauseen väitteen todistamiseksi on siis osoitettava, et-
tä joukolla Λ ei ole muita kasautumispisteitä kuin nolla ja joukon Vλ
dimensio on äärellinen kaikilla nollasta eroavilla reaaliluvuilla λ.

Pyritään osoittamaan lauseen väite epäsuorasti. Tarkastellaan aluk-
si kuitenkin vastaoletuksen muodostamista tarkemmin: Jos joukon Vλ
dimensio dim(Vλ) = ∞, niin tällöin on olemassa jono (xi)

∞
i=1 lineaari-

sesti riippumattomia vektoreita, joille on voimassa

Axi = λxi

kaikilla indekseillä i. Jos taas joukolla Λ olisi nollasta eroava kasaantu-
mispiste, niin tällöin olisi olemassa ε > 0 ja äärettömän monta lukua
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λi ∈ Λ niin, että |λi| ≥ ε. Koska erisuuria omimaisarvoja vastaavat omi-
naisvektorit ovat keskenään lineaarisesti riippumattomat, niin lauseen
väite seuraa ristiriidan johtamisesta käyttämällä seuraavaa oletusta:
Olkoon ε > 0 ja jono (xi)

∞
i=1 lineaarisesti riippumattomia ominaisvek-

toreita joita vastaaville ominaisarvoille λi on voimassa |λi| ≥ ε.
Vastaoletuksen nojalla ‖Axi‖ = ‖λixi‖ = |λi| ‖xi‖, joten |λi| ≤

‖A‖. Jono (λi)
∞
i=1 on rajoitettu, joten sillä on olemassa suppeneva os-

ajono
(
λij
)∞
j=1

. Merkitään nyt osajonoa alkuperäisen jonon merkinnöin

(λi)
∞
i=1.
Olkoon nyt Xm vektoreiden x1, x2, . . . , xm lineaarinen verho. Ol-

koon vielä y1 = x1

‖x1‖ , ja valitaan jokaiselle m > 1 vektori ym ∈ Xm

niin, että ‖ym‖ = 1 ja ym ⊥ Xm−1 toisin sanoen, jos x ∈ Xm−1, niin
(ym|x) = 0. Nyt vektori ym voidaan esittää muodossa ym =

∑m
i=1 cmixi

joillekin vakioille cmi. Tällöin

λ−1
m Aym = λ−1

m A
m∑
i=1

cmixi

= λ−1
m

m∑
i=1

cmiAxi

= λ−1
m

m∑
i=1

cmiλixi

= λ−1
m

(
cmmλmxm +

m−1∑
i=1

cmiλixi

)

= cmmxm +
m−1∑
i=1

cmiλiλ
−1
m xi

= cmmxm +
m−1∑
i=1

cmiλiλ
−1
m xi +

m−1∑
i=1

cmixi −
m−1∑
i=1

cmixi

=
m∑
i=1

cmixi +
m−1∑
i=1

cmi
(
λiλ

−1
m − 1

)
xi

= ym +
m−1∑
i=1

cmi
(
λiλ

−1
m − 1

)
xi

= ym + zm−1,

missä zm−1 ∈ Xm−1. Nyt siis λ−1
m Aym = ym + zm−1.

Jos n < m, niin λ−1
m Aym− λ−1

n Ayn = ym + zm−1− yn−wn−1, missä
zm−1 − yn − wn−1 ∈ Xm−1. Vektorin ym valintaoletuksen nojalla ym ⊥
Xm−1, joten Pythagoraan lauseen nojalla ‖λ−1

m Aym − λ−1
n Ayn‖ ≥ 1.
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Mutta tällöin

1 ≤ ‖λ−1
m Aym − λ−1

n Ayn‖
= ‖λ−1

m Aym − λ−1
m Ayn + λ−1

m Ayn − λ−1
n Ayn‖

≤ ‖λ−1
m Aym − λ−1

m Ayn‖+ ‖λ−1
m Ayn − λ−1

n Ayn‖
=
∣∣λ−1
m

∣∣ ‖Aym − Ayn‖+ ‖Ayn‖
∣∣λ−1
m − λ−1

n

∣∣ ,
josta epäyhtälö saadaan edelleen muotoon

‖Aym − Ayn‖ ≥ |λm| − ‖Ayn‖
∣∣1− λmλ−1

n

∣∣ .
Epäyhtälön mukaan erään Hilbert-avaruuden H jonon (yk) kuvajonon
(Ayk) pisteiden väliseksi etäisyydeksi on saatu arvio

‖Aym − Ayn‖ ≥ |λm| − ‖Ayn‖
∣∣1− λmλ−1

n

∣∣ .
Indeksien m ja n kasvaessa mielivaltaisen suuriksi lauseke |1− λmλ−1

n |
lähenee nollaa. Lisäksi ‖Ayn‖ ≤ ‖A‖‖yn‖ = ‖A‖, joten koko tulo lä-
hestyy nollaa. Vastaoletuksen mukaan |λm| ≥ ε > 0 kaikilla m, joten
‖Aym − Ayn‖ ≥ ε kaikilla m ja n. Siis jonon (yk) kuvajonolla (Ayk) ei
voi olla suppenevaa osajonoa, joten operaattori A ei voi olla kompakti,
joka on ristiriitaista oletuksen kanssa. �

Fredhomin lauseen perusteella jokaista kompaktin operaattorin A
nollasta eroavaa ominaisarvoa λ vastaava ominaisavaruus Vλ on äärel-
lisulotteinen, joten ominaisavaruuden ortonormaalin kannan olemas-
saolon perusteluun voidaan käyttää äärellisulotteista spektraalilauset-
ta 1.29.

Fredholmin lause ei kuitenkaan anna mitään tietoa, jos λ = 0 on
operaattorin A ominaisarvo. Tarkastellaan seuraavaksi juuri tätä ti-
lannetta. Esitetään ensin kuitenkin lause, joka antaa tarkasteltavassa
tilanteessa lisätietoa ominaisarvoa λ = 0 vastaavan ominaisavaruuden
rakenteesta:

Lause 2.23. Separoituvan Hilbert-avaruuden suljettu aliavaruus on
separoituva.

Todistus. Lauseen todistus perustuu separoituvan Hilbert-avaruuden
tapauksessa avaruuden dimensioon tai paremminkin kannan mahtavuu-
teen. Lauseen todistus käsitellään luvussa 3 tarkemmin. �

Olkoon nyt λ = 0 kompaktin operaattorin A ominaisarvo. Tällöin
operaattorin A ydin

ker (A) = {x ∈ H : Ax = 0} =: V0

on määritelmän mukaan ominaisarvoa λ vastaava ominaisavaruus. Ydin
V0 on avaruuden H suljettu aliavaruus, joten lauseen 2.23 nojalla se on
separoituva, koska avaruus H on separoituva.
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Ytimen V0 dimension ollessa äärellinen, sen ortonormaalin kannan
olemassaolon perusteluun voidaan käyttää luvun 1 tuloksia, kuten edel-
lä kirjoitettiin. Ytimen V0 dimension ollessa ääretön, pyritään hyödyn-
tämään avaruuden separoituvuutta kannan olemassaolon perustelussa.

Olkoon u1 ja u2 nyt numeroituvan, sekä tiheän, ominaisavaruuden
V0 osajoukon U vektoreita. Jos u1 ja u2 ovat lineaarisesti riippumatto-
mia, niin ortonormitetaan ne Gram-Schmidtin menetelmällä 2.7. Jos u1

ja u2 ovat lineaarisesti riippuvia, niin valitaan muu joukon U vektori u3,
ja tarkastellaan lineaarista riippumattomuutta vektorin u1 kanssa uu-
delleen. Lineaarisesti riippumattoman vektorin löytymisen ja ortonor-
meerauksen jälkeen on saatu kaksi ortonormaalia joukon U vektoria v1

ja v2. Jatketaan induktiivisesti ortonormaalin joukon laajentamista va-
litsemalla joukosta U seuraava vektori, tarkastelemalla lineaarista riip-
pumattomuutta jo ortonormitettujen vektorien kanssa, ja käyttämällä
tarvittaessa taas Gram-Schmidtin menetelmää ortonormittamiseen.

Jatketaan ortonormaalin joukon laajentamista numeroituvan monta
kertaa, jolloin saadaan numeroituva ortonormaali joukko

U0 = {vi : i ∈ N} .

Joukko U0 on numeroituva ja aliavaruus 〈U0〉 tiheä joukossa V0, kos-

ka joukko U on oletuksen mukaan tiheä joukossa V0. Siis 〈U0〉 = V0.
Nyt ortonormaali joukko U0 on ominaisavaruuden V0 Hilbert-kanta: Lu-
vussa 3 Hilbert-kannan eri karakterisaatioita käsittelevän lauseen mu-
kaan edellä päätelty joukkojen yhtäsuuruus on yhtäpitävä ehto Hilbert-
kannan määritelmän 2.8 kanssa. Näin Hilbert-kannan olemassaolo saa-
daan näennäisesti perusteltua operaattorin A ominaisarvoa λ = 0 vas-
taavassa ominaisavaruudessa V0.

Projektiolauseen 2.19 perusteella Hilbert-avaruus H voidaan esittää
operaattorin A ytimen V0 ja ytimen ortogonaalisen komplementin V ⊥0
suorana summana

H = V0 ⊕ V ⊥0 ,

joten on luonnollista jatkaa operaattorin A ominaisarvojen ja neliömuo-
don f tarkastelua ytimen ortogonaalisessa komplementissa V ⊥0 . Luvus-
sa 1 osoitettiin, että äärellisulotteisen sisätuloavaruuden symmetrisen
lineaarikuvauksen A erisuuria ominaisarvoja vastaavat ominaisavaruu-
det ovat keskenään ortogonaalisia, ja erityisesti symmetrinen lineaa-
rikuvaus A kuvaa ominaisarvoa vastaavan ominaisavaruuden ortogo-
naalisen komplementin itselleen. Nämä tulokset yleistyvät myös ääre-
tönulotteisen sisätuloavaruuden symmetrisille operaattoreille. Nyt siis
operaattorin A symmetrisyyden perusteella

A
(
V ⊥0
)
⊂ V ⊥0 .

Operaattori A on myös positiivinen, symmetrinen sekä kompakti, ja
erityisesti injektio joukossa V ⊥0 . Operaattorin A injektiivisyyden pe-
rusteella nolla ei ole operaattorin A ominaisarvo joukossa V ⊥0 , ja nyt
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Fredholmin lausetta päästään hyödyntämään juuri joukon V ⊥0 ositte-
lussa. Operaattorin A ytimen V0 ortogonaalisen komplementin V ⊥0 ol-
lessa äärellisulotteinen, ortonormaalin kannan olemassaolo saadaan pe-
rusteltua luvun 1 tulosten avulla, kuten ytimen V0 tarkastelussa. Jou-
kon V ⊥0 ollessa ääretönulotteinen, on tärkeää muistaa dimension tarjoa-
mat haasteet: Äärellisulotteisen sisätuloavaruuden hajoittaminen or-
togonaalisten joukkojen suoraksi summaksi päättyy varmuudella vii-
meistään, kun symmetriselle lineaarikuvaukselle A on löydetty kor-
keintaan alkuperäisen avaruuden dimension verran lineaarisesti riippu-
mattomia ominaisvektoreita. Ääretönulotteisen sisätuloavaruuden ti-
lanteessa osittelun päättymistä ei voida ilmaista tarkasti.

Oletetaan nyt, että operaattorinA ytimen V0 ortogonaalinen komple-
mentti V ⊥0 ei ole äärellisulotteinen, ja jatketaan operaattorin A omi-
naisarvojen ja neliömuodon f tarkastelua joukossa V ⊥0 . Lauseen 2.16
oletukset ovat edellä olevan tarkastelun perusteella voimassa, joten seu-
rauksen 2.17 nojalla operaattorilla A on vähintään yksi nollasta eroava
ominaisarvo λ := λ1, joka on neliömuodon f suurin arvo side-ehdolla
‖x‖ = 1. Operaattorin A ominaisarvoa λ1 vastaava ominaisavaruus

V1 :=
{
x ∈ V ⊥0 : Ax = λ1x

}
on Fredhomin lauseen nojalla äärellisulotteinen, joten äärellisulotteisen
spektraalilauseen 1.29 perusteella sillä on olemassa ortonormaali kanta.
Merkitään nyt dim(V1) = n1, ja ominaisavaruuden V1 kantaa joukolla
{ϕ1,k}1≤k≤n1

.
Ominaisarvoa λ1 vastaavan ominaisavaruuden V1 ortogonaalinen

komplementti on joukko

V ⊥1 :=
{
y ∈ V ⊥0 : (y|x) = 0 kaikilla x ∈ V1

}
.

Jatketaan nyt operaattorin A ominaisarvojen ja neliömuodon f tar-
kastelua joukossa V ⊥1 . Operaattori A on positiivinen, symmetrinen ja
kompakti myös joukossa V ⊥1 , joten lausetta 2.16 voidaan edelleen so-
veltaa seurauksineen. Näin operaattorille A löydetään toinen nollasta
eroava ominaisarvo λ2 niin, että λ1 > λ2, joka on neliömuodon f suurin
arvo side-ehdolla ‖x‖ = 1. Ominaisarvoa λ2 vastaava ominaisavaruus

V2 :=
{
x ∈ V ⊥1 : Ax = λ2x

}
on äärellisulotteinen Fredholmin lauseen nojalla myös nyt, ja ortonor-
maalin kannan olemassaolon perustelu voidaan tehdä kuten ominaisa-
varuuden V1 tapauksessakin. Merkitään nyt dim(V2) = n2, ja ominai-
savaruuden V2 kantaa joukolla {ϕ2,k}1≤k≤n2

.
Ominaisarvojen etsimistä voidaan jatkaa taas määrittämällä neliö-

muodon f maksimiarvoja edellisen vaiheen ortogonaalisessa komple-
mentissa side-ehdolla ‖x‖ = 1. Vaiheessa l ∈ N avaruudesta

V ⊥l−1 =
{
y ∈ V ⊥l−2 : (y|x) = 0 kaikilla x ∈ Vl−1

}
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löydetään operaattorin A ominaisarvo λl niin, että

λ1 > λ2 > . . . > λl−1 > λl,

joka on neliömuodon f suurin arvo side-ehdolla ‖x‖ = 1. Ominaisarvoa
λl vastaavan ominaisavaruuden Vl ortonormaalin kannan olemassaolo
voidaan perustella, kuten edellä. Merkitään merkintöjen yhtenäisyy-
den vuoksi dim(Vl) = nl, ja ominaisavaruuden Vl ortonormaalia kantaa
joukolla {ϕl,k}1≤k≤nl

.
Seuraavaksi pyritään osoittamaan, että ominaisavaruuksien V1, V2,

. . . , Vl, . . . ortonormaaleista kannoista saadaan tarkasteltavan joukon
V ⊥0 ortonormaali kanta, kun avaruuden paloittelua jatketaan. Siis py-
ritään osoittamaan, että joukko

∞⋃
j=1

{ϕj,k : 1 ≤ k ≤ nj}

on avaruuden V ⊥0 ortonormaali kanta.
Muutetaan nyt edellä kirjoitettuja merkintöjä yksinkertaisemmiksi.

Merkitään suoran summan V1⊕V2⊕. . .⊕Vp dimensiota luvulla Np aset-
tamalla lisäehto N0 = 0 ja kantavektoreita merkinnöillä Φ1,Φ2, . . . ,Φp.
Nyt ominaisavaruuksien V1, V2, . . ., Vp kannat voidaan kirjoittaa uusilla
merkinnöillä seuraavasti:

Ominaisavaruuden V1 kanta {ϕ1,k}1≤k≤n1
= {Φi}1≤i≤N1

,

ominaisavaruuden V2 kanta {ϕ2,k}1≤k≤n2
= {Φi}N1+1≤i≤N2

,

...

ominaisavaruuden Vp kanta {ϕp,k}1≤k≤np
= {Φi}Np−1+1≤i≤Np

.

Nyt joukko {Φi : 1 ≤ i ≤ Np} on suoran summan V1⊕V2⊕ . . .⊕Vp
kanta, itse asiassa ortonormaali kanta, ja AΦi = µiΦi, missä µi = λk,
kun Nk−1 < i ≤ Nk ja 1 ≤ k ≤ p. Lisäksi ominaisarvoille µi on voimassa
järjestys

µ1 ≥ µ2 ≥ µ3 ≥ . . .

ominaisarvojen λn järjestyksen ja uusien merkintöjen perusteella, jol-
loin operaattorin A normille joukossa V ⊥p on voimassa

‖A‖ = µNp+1,

sillä operaattorinormi ja neliömuodon f suurin arvo on µNp+1.
Merkintöjen muutoksilla pyritään tilanteeseen, jossa piste x ∈ V ⊥0

voidaan esittää kantavektoreiden Φi äärettömänä lineaarikombinaatio-
na jatkettaessa avaruuden osittelua mielivaltaisen pitkälle. Uudet mer-
kinnät ottavat erityisesti myös jokaisen ominaisarvon kertaluvun huo-
mioon.

Uusin merkinnöin pyritään siis osoittamaan, että jokainen joukon
V ⊥0 piste x voidaan esittää muodossa x =

∑
i∈I µiΦi. Todistukseen

tarvitaan vielä seuraava lemma:
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Lemma 2.24. Olkoon A : H → H Hilbert-avaruuden H positiivi-
nen, symmetrinen ja kompakti operaattori, jolle jokainen ominaisarvo
µi 6= 0. Tällöin jokainen kuvajoukon A (H) piste Ax voidaan esittää
muodossa

Ax =
∞∑
i=1

(Ax|Φi) Φi,

missä {Φi : i = 1, 2, . . .} on operaattorin A ominaisarvoja µi vastaava
ominaisvektoreiden joukko.

Todistus. Olkoon x ∈ H. Määritellään nyt piste

gm = x−
m∑
i=1

(x|Φi) Φi.

Tällöin pisteen gm määrittelyssä esiintyvä summa
∑m

i=1 (x|Φi) Φi ∈
V1 ⊕ V2 ⊕ . . . ⊕ Vp, kun m = Np, joten gm ∈ V ⊥p . Nyt gm on orto-

gonaalinen joukon
{

Φ1,Φ2, . . . ,ΦNp

}
kanssa, joten

‖Agm‖ ≤ ‖A‖︸︷︷︸
=µm+1

‖gm‖ = µm+1‖gm‖.

Pisteen gm normin neliölle saadaan laskemalla

‖gm‖2 = ‖x−
m∑
i=1

(x|Φi) Φi‖2

=

(
x−

m∑
i=1

(x|Φi) Φi

∣∣∣∣ x− m∑
i=1

(x|Φi) Φi

)

= (x|x)− 2
m∑
i=1

(x|Φi)
2 +

(
m∑
i=1

(x|Φi) Φi

∣∣∣∣ m∑
i=1

(x|Φi) Φi

)
.

Nyt (Φi|Φj) = 0, kun i 6= j, joten

‖gm‖2 = (x|x)− 2
m∑
i=1

(x|Φi)
2 +

(
m∑
i=1

(x|Φi) Φi

∣∣∣∣ m∑
i=1

(x|Φi) Φi

)

= ‖x‖2 − 2
m∑
i=1

(x|Φi)
2 +

m∑
i=1

(x|Φi)
2 (Φi|Φi)

= ‖x‖2 − 2
m∑
i=1

(x|Φi)
2 +

m∑
i=1

(x|Φi)
2 ‖Φi‖2︸ ︷︷ ︸

=1

= ‖x‖2 −
m∑
i=1

(x|Φi)
2 ≤ ‖x‖2.

Pisteen Agm normille saadaan nyt arvio

‖Agm‖ ≤ µm+1‖gm‖ ≤ µm+1‖x‖,
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joten Agm → 0, sillä Fredholmin lauseen perusteella µm+1 lähestyy
nollaa, kun indeksi m kasvaa mielivaltaisesti. Siis

Agm = Ax−
m∑
i=1

(x|Φi)AΦi → 0,

kunm kasvaa mielivaltaisen suureksi. Tämä voidaan kirjoittaa yhtälönä

Ax =
∞∑
i=1

(Ax|Φi) Φi,

joten väite on todistettu. �

Separoituvan Hilbert-avaruuden spektraalilauseen todistamiseen, ja
luvun 3 teorian esitettämiseen tarvitaan vielä Besselin epäyhtälö, se-
kä l2-lauseena tunnettu tulos. Esitetään ja todistetaan nämä lauseet
seuraavaksi.

Lause 2.25 (Besselin epäyhtälö). Olkoon (ei)
∞
i=1 ortonormaali jono

sisätuloavaruudessa H. Tällöin jokaiselle sisätuloavaruuden H pisteelle
x on voimassa epäyhtälö

∞∑
i=1

|(x|ei)|2 ≤ ‖x‖2.

Todistus. Koska normin neliölle on voimassa

(2.3) ‖x− y‖2 = ‖x‖2 − 2 (x|y) + ‖y‖2,
niin

0 ≤ ‖x−
n∑
i=1

(x|ei) ei‖2

= ‖x‖2 − 2

(
x

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(x|ei) ei

)
+ ‖

n∑
i=1

(x|ei) ei‖2.

Pythagoraan lauseen 2.21 perusteella viimeiselle termille saadaan

‖
n∑
i=1

(x|ei) ei‖2 =
n∑
i=1

‖ (x|ei) ei‖2

=
n∑
i=1

‖ (x|ei) ‖2‖ei‖2

=
n∑
i=1

| (x|ei) |2.

Toisaalta(
x

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(x|ei) ei

)
= (x| (x|e1) e1 + . . . + (x|e2) e2) =

n∑
i=1

| (x|ei) |2,
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joten epäyhtälö saadaan muotoon

0 ≤ ‖x‖2 − 2

(
x

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(x|ei) ei

)
+ ‖

n∑
i=1

(x|ei) ei‖2

= ‖x‖2 − 2
n∑
i=1

| (x|ei) |2 +
n∑
i=1

| (x|ei) |2

= ‖x‖2 −
n∑
i=1

| (x|ei) |2,

josta saadaan
n∑
i=1

| (x|ei) |2 ≤ ‖x‖2.

Lauseen väite seuraa, kun n→∞. �

Huomautus 2.26. Besselin epäyhtälön 2.25 todistuksessa esiin-
tyvän yhtälön 2.3 nojalla pisteiden x ja y reaalinen sisätulo voidaan
lausua pelkän norminsa avulla. Yhtälöä

(x|y) =
1

2

(
‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2

)
sanotaan reaaliseksi polaarikaavaksi.

Lause 2.27 (l2-lause). Olkoon (ei)
∞
i=1 Hilbert-avaruuden H orto-

normaali jono, ja olkoon (λi)
∞
i=1 jono reaalilukuja. Tällöin summa

x :=
∞∑
i=1

λiei

suppenee aina ja vain, kun summa
∑∞

i=1 |λi|
2 suppenee.

Todistus. Olkoon nyt x =
∑∞

i=1 λiei suppeneva sarja. Tällöin

(2.4) (x|ej) =

(
∞∑
i=1

λiei|ej

)
=
∞∑
i=1

λi (ei|ej) ,

koska sisätulo on jatkuva kuvaus. Oletuksen nojalla (ei|ej) = 0, kun
i 6= j, joten sisätulo 2.4 sievenee muotoon

(x|ej) = λj.

Nyt Besselin epäyhtälön 2.25 perusteella
∞∑
i=1

|λi|2 =
∞∑
i=1

| (x|ei) |2 ≤ ‖x‖2 <∞.

Siis sarja
∑∞

i=1 |λi|2 suppenee.
Olkoon nyt

∑∞
i=1 |λi|2 suppeneva sarja. Tällöin sarjan

∞∑
i=1

λiei
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osasummien jono (sn)∞n=1 on Cauchy-jono, sillä Pythagoraan lauseen 2.21
perustella kaikille indekseille n < m on voimassa

‖sm − sn‖2 = ‖
m∑
i=1

λiei −
n∑
i=1

λiei‖2

= ‖
m∑

i=n+1

λiei‖2

=
m∑

i=n+1

|λi|2 ‖ei‖2︸ ︷︷ ︸
=1

=
m∑

i=n+1

λ2
i

≤
∞∑
i=1

|λi|2 <∞.

Nyt sarjan
∑∞

i=1 λiei suppeneminen seuraa Hilbert-avaruuden H täy-
dellisyydestä. �

Nyt spektraalilause saadaan osoitettua avaruudessa V ⊥0 : On siis
osoitettava, että jokainen avaruuden V ⊥0 piste x voidaan esittää nol-
lasta eroavia ominaisarvoja vastaavien ortonormaaleiden ominaisvek-
toreiden avulla muodossa

x =
∞∑
i=1

(x|Φi) Φi.

Olkoon y mielivaltainen piste avaruudessa V ⊥0 . Tällöin summa

∞∑
i=1

(y|Φi) Φi

suppenee l2-lauseen nojalla, sillä Besselin epäyhtälön mukaan summan
kertoimien (y|Φi) neliöiden sarja

∞∑
i=1

|(y|Φi)|2 ≤ ‖y‖2 <∞

suppenee.
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Merkitään nyt x :=
∑∞

i=1 (y|Φi) Φi. Tällöin operaattorin A jatku-
vuuden nojalla

Ax = A

(
∞∑
i=1

(y|Φi) Φi

)

=
∞∑
i=1

(y|Φi)AΦi

=
∞∑
i=1

µi (y|Φi) Φi.

Lemman 2.24 perusteella avaruuden H mielivaltaisen pisteen kuvapiste
voidaan esittää operaattorin A ortonormaaleiden ominaisvektoreiden
äärettömänä lineaarikombinaationa. Soveltamalla tätä pisteeseen y, ja
käyttämällä operaattorin A symmetrisyyttä saadaan

Ay =
∞∑
i=1

(Ay|Φi) Φi

=
∞∑
i=1

(y|AΦi) Φi

=
∞∑
i=1

µi (y|Φi) Φi.

Siis Ax = Ay, joten x− y ∈ V0.
Toisaalta piste x kuuluu määritelmänsä mukaan ominaisvektorei-

den muodostaman aliavaruuden sulkeumaan 〈Φi〉, joka on avaruuden
V ⊥0 osajoukko, joten x ∈ V ⊥0 . Oletuksen mukaan piste y kuuluu myös
joukkoon V ⊥0 , joten piste x− y ∈ V ⊥0 . Siis piste x− y ∈ V0∩V ⊥0 = {0},
joten x = y, ja näin väite on todistettu.

Nyt kokoamalla lukujen 1 ja 2 tulokset, separoituvan Hilbert-avaruuden
spektraalilause saadaan todistettua koko avaruudessa H:

Seuraus 2.28. Olkoon A Hilbert-avaruuden H positiivinen, sym-
metrinen ja kompakti operaattori. Tällöin operaattorin A ominaisar-
voja vastaavista ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden H
ortonormaali kanta.

Todistus. Edellä osoitettiin, että ominaisvektorit

{Φi : i = 1, 2, . . .}
muodostavat ortonormaalin kannan operaattorin A ytimen ortogonaa-
liseen komplementtiin V ⊥0 . Operaattorin A ytimen, eli ominaisarvoa
λ = 0 vastaavan ominaisavaruuden V0, ortonormaalia kantaa merkit-
tiin ytimen käsittelyn kohdassa joukolla U0. Tällöin kantojen yhdiste

{Φi : i = 1, 2, . . .} ∪ U0
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on koko Hilbert-avaruuden H ortonormaali kanta. �
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3. Huomautuksia ja esimerkkejä

Kompaktien operaattoreiden spektraaliteorian johtaminen sepatoi-
tuvaan Hilbert-avaruuteen herättää kysymyksiä muun muassa Hilbert-
kannan yleisestä olemassaolosta ja luonteesta. Tässä luvussa käsitel-
lään muutamia heränneitä kysymyksiä lauseiden, huomautusten sekä
esimerkkien avulla, joita edellisen luvun johdettu teoria herättää.

Luvussa 2 Hilbert-kanta määriteltiin ortonormaalina joukkona, jon-
ka alkioiden avulla avaruuden H jokainen piste x voidaan esittää yk-
sikäsitteisesti äärettömänä lineaarikombinaationa. Lauseessa 3.2 esite-
tään muita Hilbert-kannan karakterisaatioita. Otetaan lauseen esittä-
miseksi käyttöön seuraava määritelmä:

Määritelmä 3.1. Olkoon E Hilbert-avaruuden H ortonormaali
joukko. Joukon E sanotaan olevan maksimaalinen ortonormaali joukko,
jos kaikille avaruuden ortonormaaleille joukoille F ⊃ E on voimassa
F = E

Lause 3.2. Olkoon E := {ei : i ∈ I} Hilbert-avaruuden H ortonor-
maali joukko. Tällöin seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä:

(1) E on Hilbert-kanta, eli x =
∑

i∈I (x|ei) ei kaikilla x ∈ H
(2) (x|y) =

∑
i∈I (x|ei) (y|ei) kaikilla x, y ∈ H

(3) ‖x‖2 =
∑

i∈I | (x|ei) |2 kaikilla x ∈ H
(4) E on maksimaalinen ortonormaali joukko

(5) 〈E〉 = H.

Kirjoitetaan ennen lauseen 3.2 todistusta tärkeä huomautus:

Huomautus 3.3. Olkoon x avaruuden H piste. Tällöin Besselin
epäyhtälön 2.25 nojalla pisteen x kantakonstruktiossa esiintyvä sisä-
tulo (x|ei) eroaa nollasta korkeintaan numeroituvan monella joukon I
indeksillä i. Merkitään nyt joukolla Ix niiden indeksien i ∈ I joukkoa,
joilla edellä oleva sisätulo (x|ei) eroaa nollasta. Indeksijoukko

Ix = {i ∈ I : (x|ei) 6= 0, ei ∈ E} ⊂ I

on siis numeroituva.

Lauseen 3.2 todistus: Osoitetaan aluksi lauseen ensimmäiset nel-
jä ehdoa järjestyksessä yhtäpitäviksi: Olkoot x ja y avaruuden H pis-
teitä ja Ix sekä Iy pisteisiin x ja y liittyvät, huomatuksen 3.3 mukaiset
indeksijoukot. Tällöin joukko Ix ∪ Iy on numeroituva numeroituvien
joukkojen yhdisteenä. Olkoon nyt vielä {i1, i2, i3, . . .} joukon Ix ∪ Iy
numerointi sekä merkitään

xn =
n∑
j=1

(
x|eij

)
eij ja yn =

n∑
i=1

(
y|eij

)
eij .
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Tällöin joukonE ortonormaalisuuden, kolmioepäyhtälön ja lauseen 2.10
perusteella saadaan∣∣∣∣ (x|y)−

n∑
j=1

(
xij |eij

) (
yij |eij

) ∣∣∣∣=∣∣∣∣ (x|y)− (xn|yn)

∣∣∣∣≤∣∣∣∣ (x|y)− (xn|y)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ (xn|y)− (xn|yn)

∣∣∣∣=∣∣∣∣ (x− xn|y)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ (xn|y − yn)

∣∣∣∣≤ ‖x− xn‖‖y‖+ ‖xn‖‖y − yn‖.

Nyt oletuksen perusteella xn → x ja yn → y, kun indeksi n kasvaa
mielivaltaisen suureksi, ja erityisesti ‖xn‖ on rajoitettu, joten

‖x− xn‖‖y‖+ ‖xn‖‖y − yn‖ → 0,

kun n lähestyy ääretöntä. Siis ehto (2) seuraa Hilbert-kannan määri-
telmästä.

Ehto (3) saadaan ehdosta (2) valitsemalla pisteeksi y piste x, jolloin

(x|x) = ‖x‖2 =
∑
i∈I

(x|ei) (x|ei) =
∑
i∈I

| (x|ei) |2.

Neljäs ehto saadaan ehdosta (3) epäsuoralla päättelyllä. Tehdään
antiteesi, jonka mukaan joukko E ei ole maksimaalinen ortonormaa-
li joukko. Tällöin on olemassa avaruuden H alkio y 6= 0, jolle pätee
(ei|y) = 0 kaikilla indekseillä i ∈ Iy ja ‖y‖ = 1. Mutta tällöin

1 = ‖y‖2 =
∑
i∈Iy

| (y|ei) |2 = 0,

joka on ristiriita. Siis E on avaruuden H maksimaalinen ortonormaali
joukko.

Osoitetaan nyt, että ehdosta (4) saadaan ensimmäinen. Olkoon x
avaruuden H mielivaltainen piste. Nyt Besselin epäyhtälön 2.25 perus-
teella summa ∑

i∈Ix

| (x|ei) |2

suppenee, ja koska joukkoE on ortonormaali joukko, niin l2-lauseen 2.27
oletukset ovat voimassa, joten myös summa∑

i∈Ix

(x|ei) ei

suppenee.
Olkoon e nyt joukon E alkio ja {i1, i2, i3, . . .} joukon Ix numerointi.

Tällöin (x|e) 6= 0 vain kun e = eij jollakin j ∈ N. Koska sisätulo(
x−

n∑
j=1

(
x|eij

)
eij

∣∣∣∣ eik
)

= (x|eik)− (x|eik) = 0,
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kun k = 1, . . . ,n, niin sisätulon jatkuvuuden perusteella saadaan

0 = lim
n→∞

(
x−

n∑
j=1

(
x|eij

)
eij

∣∣∣∣ e
)

=

(
x− lim

n→∞

n∑
j=1

(
x|eij

)
eij

∣∣∣∣ e
)

=

(
x−

∞∑
j=1

(
x|eij

)
eij

∣∣∣∣ e
)

.

Siis x −
∑∞

j=1

(
x|eij

)
eij ⊥ e. Oletuksen mukaan joukko E on maksi-

maalinen ortonormaali joukko, joten

x−
∞∑
j=1

(
x|eij

)
eij = 0,

josta ehto (1) seuraa.
Osoitetaan seuraavaksi ehdon (5) seuraaminen ensimmäisestä: Ol-

koon joukko Ix numeroitu, kuten edellä. Oletuksen mukaan riittää
osoittaa, että jokainen avaruuden H piste x kuuluu joukkoon 〈E〉. Ole-
tuksen ja huomautuksen 3.3 mukaan jokainen avaruuden H piste x on
suppenevan sarjan summa

x =
∑
i∈I

(x|ei) ei =
∑
i∈Ix

(x|ei) ei =
∞∑
j=1

(
x|eij

)
eij .

Tällöin sisätulon jatkuvuuden perusteella

x =
∞∑
j=1

(
x|eij

)
eij

= lim
n→∞

n∑
j=1

(
x|eij

)
eij .

Nyt jokainen äärellisestä summasta koostuva alkio kuuluu joukkoon
〈E〉, joten piste x on joukon 〈E〉 kasaantumispiste. Tällöin piste x kuu-

luu joukkoon 〈E〉 ja näin ehdon (5) seuraaminen ehdosta (1) saadaan
todistetuksi.

Viimeistellään todistus osoittamalla vielä ehdon (4) seuraaminen
viimeisestä ehdosta: Olkoon nyt x avaruuden H piste, jolle (x|ei) = 0
kaikilla indeksijoukon Ix indekseillä i. Tällöin piste x kuuluu joukon
〈E〉 ortogonaaliseen komplementtiin, eli x ∈ 〈E〉⊥. Toisaalta, oletuk-

sen mukaan 〈E〉 = H, joten on olemassa joukon 〈E〉 jono (xn), joka
suppenee pisteeseen x. Tällöin sisätulon jatkuvuuden nojalla

‖x‖2 = (x|x) =
(

lim
n→∞

xn|x
)

= lim
n→∞

(xn|x)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0.
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Siis piste x = 0, joten E on maksimaalinen ortonormaali joukko.
Näin Hilbert-kannan karakterisaatiolause on saatu todistettua ko-

konaan. �

Lauseen 3.2 perusteella Hilbert-kannan määritelmä voidaan asettaa
todellakin usealla eri tavalla. Kuitenkin määritelmän esittäminen en-
simmäisen ehdon muodossa korostaa Hilbert-avaruuksien geometriaa,
ja toisaalta se on yhteneväinen luvussa 1 esitettyjen määritelmien ja
teorian kanssa. Lisäksi karakterisaatiolauseen esittäminen nostaa esille
kysymyksen Hilbert-kannan yleisestä olemassaolosta. Voidaan osoittaa,
että jokaisella Hilbert-avaruudella H on todellakin olemassa Hilbert-
kanta. Kirjoitetaan tämä vahva tulos lauseeksi:

Lause 3.4. Jokaisella Hilbert-avaruudella H on olemassa Hilbert-
kanta.

Lauseen todistaminen perustuu valinta-aksioman kanssa yhtäpitä-
vään Zornin lemmaan. Lauseen todistuksen tarkasteluun tarvittavat
määritelmät ja todistuksen yksityiskohdat löytyvät Lauri Kahanpään
funktionaalianalyysin luentomonisteesta [6, §9].

Luvussa 2 rajoituttiin johtamaan kompaktien operaattoreiden spekt-
raaliteoria separoituvaan Hilbert-avaruuteen H. Opetaattorille A ase-
tettiin myös kompaktiuden lisäksi positiivisuusoletus, mikä tehtiin mer-
kintöjen yksinkertaistamiseksi, kuten luvussa 1. Avaruuden valinta pe-
rustui separoituvan Hilbert-avaruuden ominaisuuksien yhdenmukaisuuk-
siin äärellisulotteisen sisätuloavaruuden Rn kanssa. Erityisesti jonoava-
ruus

l2 =

{
(xn)∞n=1 :

∞∑
n=1

|xn|2 <∞

}
on ääretönulotteinen separoituva Hilbert-avaruus, kun määrittelyihin
lisätään pisteittäiset laskutoimitukset ja sisätulo

(x|y) =
∞∑
i=1

xiyi.

Tämä avaruus on luonnollinen yleistys äärellisulotteiselle sisätuloava-
ruudelle Rn. Lisäksi separoituvuus-oletuksen käyttöönotto yksinker-
taisti operaattorinA ytimen ortonormaalin kannan olemassaolon perus-
telua. Seuraavassa lauseessa osoitetaan vahva yhteys Hilbert-avaruuden
separoituvuudelle ja Hilbert-kannan mahtavuudelle:

Lause 3.5. Hilbert-avaruus H on separoituva täsmälleen silloin,
kun avaruudella H on numeroituva Hilbert-kanta E = {ei : i ∈ N}.

Todistus. Todistetaan lauseen väite kahdessa osassa. Osoitetaan
ensin avaruuden H separoituvuus kannan numeroituvuudesta. Täytyy
siis osoittaa, että avaruus H sisältää numeroituvan, tiheän joukon.
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Olkoon E = {ei : i ∈ N} avaruuden H Hilbert-kanta ja määritellään
joukko

U =

{
n∑
j=1

ηjej : n ∈ N, ηj ∈ Q ja ej ∈ E

}
.

Nyt joukko U on avaruuden H osajoukko, ja erityisesti se on numeroi-
tuva. Koska oletuksen mukaan E on kanta, niin lauseen 3.2 perusteella
joukon E virittämän aliavaruuden sulkeuma 〈E〉 on koko avaruus H,
joten joukon U tiheyden osoittamiseksi riittää näyttää, että 〈E〉 ⊂ U .

Olkoon x ∈ 〈E〉 ja ε > 0. Piste x on siis muotoa

x =
n∑
i=1

ciei,

missä kertoimet ci ovat reaalilukuja. Tällöin jokaiselle indeksille i on
olemassa rationaaliluku c̃i jolle |ci−c̃i| < ε

n
. Nyt pisteelle x̃ =

∑n
i=1 c̃iei,

‖x− x̃‖ ≤
n∑
i=1

‖ (ci − c̃i) ei‖ =
n∑
i=1

|ci − c̃i|‖ei‖ <
ε

n
n = ε ,

joten piste x on joukon U kasaantumispiste. Siis 〈E〉 ⊂ U , joten U on
tiheä avaruudessa H.

Oletetaan nyt avaruuden H separoituvuus ja todistetaan Hilbert-
kanta numeroituvaksi epäsuorasti. Oletetaan siis, että avaruuden H
kanta E = {ei : i ∈ I} on ylinumeroituva. Nyt pallot

B

(
ei,

1

2

)
ovat pistevieraita: Olkoon x ∈ B

(
ei,

1
2

)
ja olkoon j 6= i. Tällöin

‖x− ej‖ ≥ ‖ej − ei‖ − ‖x− ei‖ =
√

2− 1

2
>

1

2
.

Koska I on ylinumeroituva ja separoituvuusoletuksen mukaan avaruu-
den H sisältämä joukko U numeroituva, niin on olemassa indeksi i0 ∈ I
jolle

B

(
ei0 ,

1

2

)
∩ U = ∅.

Tämä on ristiriitaista joukon U tiheyden kanssa. Siis kanta E on nu-
meroituva. �

Tarkastellaan seuraavaksi muutamaa teoriaa selventävää, mutta toi-
saalta syventävää esimerkkiä:
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Esimerkki 3.6. Olkoon nyt H = l2, ja määritellään operaattori
A : H → H

A =


λ1 0 0 · · ·
0 λ2 0 · · ·
0 0 λ3 · · ·
...

...
...

. . .


,

missä λi = 1
2i−1 , i = 1, 2, . . . . Nyt operaattori A on kompakti ja

sen ominaisarvoina ovat diagonaalialkiot λi. Jokainen ominaisarvo λi
on aidosti positiivinen ja esiintyy täsmälleen yhden kerran, joten jo-
kaista ominaisarvoa vastaava ominaisavaruus Vi on 1-ulotteinen. Koko
avaruuden H Hilbert-kanta muodostuu ominaisarvoja vastaavista or-
tonormeeratuista ominaisvektoreista.

Esimerkki 3.7. Olkoon edelleenH = l2 ja muutetaan esimerkin 3.6
operaattoria A : H → H seuraavasti:

A =



λ1 0 0 0 0 0 0 · · ·
0 λ2 0 0 0 0 0 · · ·
0 0 λ2 0 0 0 0 · · ·
0 0 0 λ3 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 λ3 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 λ3 0 · · ·
0 0 0 0 0 0 λ4 · · ·
...

...
...

...
...

...
...

. . .


,

Operaattori A on myöskin nyt kompakti, ja kuten esimerkissä 3.6, ope-
raattorin A ominaisarvoina ovat diagonaalialkiot λi. Nyt jokainen omi-
naisarvo λi esiintyy i kertaa, joten ominaisarvoa λi vastaava ominaisa-
varuus Vi on i-ulotteinen. Siis indeksin i kasvaessa myös ominaisavaruu-
den Vi dimensio kasvaa. Kuitenkin Fredholmin lauseen 2.22 perusteella
jokainen ominaisavaruus Vi on äärellisulotteinen.

Esimerkeissä tarkasteltiin Hilbert-avaruuden l2 kompakteja operaat-
toreita ja niiden vaikutuksista ominaisavaruuksiin. Erityisesti esimer-
kin 3.7 perusteella Hilbert-kanta voi olla tietyssä mielessä hyvinkin
suuri. Nyt nämä havainnot nostavat esille kysymyksen yleisen Hilbert-
avaruuden kannan mahtavuudesta ja yksikäsitteisyydestä. Äärellisulot-
teisen sisätuloavaruuden tavoin yleisen Hilbert-avaruuden kanta ei ole
yksikäsitteinen. Lisäksi voidaan konstruoida Hilbert-avaruus, jolla on
ylinumeroituva kanta. Kirjoitetaan nämä esille nousseiden kysymyksien
tärkeät vastaukset vielä huomautukseksi:

Huomautus 3.8. Olkoon H mielivaltainen Hilbert-avaruus.

(1) Hilbert-avaruuden H kanta voi olla ylinumeroituva.
(2) Hilbert-avaruuden H kanta ei ole yksikäsitteinen.
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Palataan vielä tarkastelemaan kompaktin operaattorin A ytimen
kannan käsittelyä hieman tarkemmin edellä esitettyjen esimerkkien poh-
jalta: Kummassakaan edellä esitetyssä esimerkissä nolla ei ole operaat-
torin A ominaisarvo, ja molemmissa tapauksissa operaattorin A yti-
meksi saadaan joukko

ker (A) = {x ∈ H : Ax = 0} = {0} =: V0.

Tämän perusteella molemmissa esimerkeissä Hilbert-avaruus H voi-
daan esittää ominaisavaruuksien Vi avulla muodossa

H = V1 ⊕ V2 ⊕ . . . .

Tämä osoittaa erityisesti Fredholmin lauseen vahvuuden separoituvan
Hilbert-avaruuden spektraalilauseen johtamisessa, koska operaattorin
A ydin on ainut ominaisavaruus, jonka kannan olemassaolon peruste-
luun se ei tuo apua kuin erikoistapauksissa. Kuitenkaan operaattorin
A ytimen ominaisuuksia ja luonnetta ei saa unohtaa tai aliarvostaa:

Esimerkki 3.9. Olkoon avaruus H = l2 myös tässä esimerkissä, ja
muutetaan esimerkin 3.6 operaattoria A : H → H seuraavasti:

A =

 λ1 0 · · ·
0 0 · · ·
...

...
. . .


.

OperaattoriA on selvästi kompakti myös nyt, ja operaattorinA ominai-
sarvoina ovat diagonaalialkio λ1 ja nolla. Ominaisarvoa nolla vastaava
ominaisavaruus on siis operaattorin A ydin ker (A) := V0, ja merkitään
ominaisarvoa λ1 vastaavaa ominaisavaruutta joukolla V1. Nyt ominai-
savaruus V1 on operaattorin A ytimen ortogonaalinen kompelementti,
eli V1 = V ⊥0 . Kuten aiemmin on todettu, yleisen projektiolauseen 2.19
nojalla avaruus H voidaan esittää ominaisavaruuksien suorana summa-
na

H = V0 ⊕ V ⊥0 = V0 ⊕ V1.

Nyt ominaisarvoa λ1 vastaava ominaisavaruus V1 on 1-ulotteinen, joten
ytimen V0 Hilbert-kanta on numeroituvasti ääretön.

Esimerkki 3.10. OlkoonH separoituva ja H̃ mielivaltainen Hilbert-
avaruus, jonka kanta on ylinumeroituva. Olkoot vielä Â : H → H ope-
raattori, kuten esimerkissä 3.6 jolloin Â on injektio, ja määritellään
operaattori

A : H ⊕ H̃ → H ⊕ H̃ , A (x, y) = Âx.

Nyt operaattoria A vastaava matriisi voidaan esittää muodossa

A =

(
Â B
C D

)
,

missä B : H̃ → H, C : H → H̃ ja D : H̃ → H̃ ovat määritelty-
jen Hilbert-avaruuksien välisiä operaattoreita. Operaattori A on myös
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kompakti, kuten operaattori Â. Lisäksi operaattorin A ominaisarvona
esimerkin 3.6 lukujen λi lisäksi on luku λ0 = 0. Erityisesti ominaisarvo
λ0 = 0 esiintyy ylinumeroituvan monta kertaa. Ominaisarvoa λ0 = 0
vastaava ominaisavaruus saadaan määritettyä

ker (A) =
{

(x, y) ∈ H ⊕ H̃ : A (x, y) = 0
}

=
{

(0, y) : y ∈ H̃
}

.

Nyt Hilbert-avaruuden H ⊕ H̃ Hilbert-kanta on ylinumeroituva, koska

Hilbert-avaruuden H̃ kanta on ylinumeroituva.

Luvussa 2 operaattorinA ytimen todettiin olevan alkuperäisen Hilbert-
avaruudenH suljettu aliavaruus ja sen kannan olemassaolon perustelus-
sa käytettiin apuna lausetta 2.23, jonka mukaan separoituvan Hilbert-
avaruuden suljettu aliavaruus on myöskin separoituva. Esitetään nyt
vielä lauseen 2.23 todistus, joka perustuu avaruuden Hilbert-kannan
mahtavuuteen:

Lauseen 2.23 todistus: Olkoon U separoituvan Hilbert-avaruuden
H suljettu aliavaruus. Nyt suljettu aliavaruus U on myöskin Hilbert-
avaruus täydellisen metrisen avaruuden suljettuna osajoukkona, ja täl-
löin lauseen 3.4 perusteella aliavaruudella U on Hilbert-kanta EU .

Nyt aliavaruus U on separoituva, sillä sen kanta Eu voidaan laa-
jentaa koko avaruuden H kannaksi E, joka lauseen 3.5 mukaan on nu-
meroituva, jolloin EU on numeroituvan joukon osajoukkona numeroi-
tuva. �

Kolmannen luvun teoria ja esimerkit herättävät edelleen kysymyk-
siä niin separoituvien kuin mielivaltaistenkin Hilbert-avaruuksien kan-
tateoriasta. Teorian janoisten kannattaa tutustua ehdottomasti lähtee-
nä käytettyyn teokseen [8].
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4. Yhtälön y = x− λAx ratkaiseminen

Luvussa 2 yleinen spektraalilause johdettiin separoituvaan Hilbert-
avaruuteen H. Tässä luvussa esitetään eräs spektraalilauseen sovellus
yhtälön

(4.1) y = x− λAx

ratkaisuna seuraavin oletuksin: Olkoot avaruuden H pisteen y ja luvun
λ lisäksi tunnettuna symmetrinen, kompakti operaattori A : H → H
ominaisarvoineen µi ja ominaisvektoreineen Φi. Olkoon vielä ominai-
sarvot µi 6= 0 kaikilla i. Yhtälö 4.1 voidaan kirjoittaa muotoon

x = y + λAx = y + λ
∞∑
i=1

µi (x|Φi) Φi.

Tällöin kaikille k = 1, 2, . . .

(4.2)

(x|Φk) =

(
y + λ

∞∑
i=1

µi (x|Φi) Φi

∣∣∣∣ Φk

)

= (y|Φk) + λ

(
∞∑
i=1

µi (x|Φi) Φi

∣∣∣∣ Φk

)
= (y|Φk) + λµk (x|Φk) .

sillä Φi ⊥ Φj, kun i 6= j. Nyt yhdistämällä tulontekijät yhtälö 4.2
saadaan muotoon

(4.3) (1− λµk) (x|Φk) = (y|Φk) .

Tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa luku λ ei ole yhdenkään ominai-
sarvon µi käänteisluku, eli λµi 6= 1 kaikilla indekseillä i = 1, 2, . . ..
Tällöin yhtälö 4.3 saadaan muotoon

(x|Φk) =
1

1− λµk
(y|Φk) ,

ja piste x voidaan esittää muodossa

(4.4) x = y + λ

∞∑
i=1

µi
1− λµi

(y|Φi) Φi.

Jos nyt pisteen x lausekkeessa 4.1 esiintyvä summa

∞∑
i=1

µi
1− λµi

(y|Φi) Φi =: S
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suppenee, niin piste x on alkuperäisen yhtälön 4.1 ratkaisu, sillä ope-
raattorin A jatkuvuutta, sekä ominaisarvojen ominaisuuksia sovelta-
malla saadaan

x− λAx = y + λ
∞∑
i=1

µi
1− λµi

(y|Φi) Φi

− λA

(
y + λ

∞∑
i=1

µi
1− λµi

(y|Φi) Φi

)

= y − λAy + λ
∞∑
i=1

µi
1− λµi

(y|Φi) (Φi − λAΦi)

= y − λAy + λ
∞∑
i=1

µi
1− λµi

(y|Φi) (1− λµi) Φi

= y − λAy + λ
∞∑
i=1

µi (y|Φi) Φi

= y − λAy + λ
∞∑
i=1

(y|Φi)AΦi

= y − λAy + λA
∞∑
i=1

(y|Φi) Φi

= y − λAy + λAy

= y.

Pyritään seuraavaksi osoittamaan osasummien jono (Sn)∞n=1 Cauchy-
jonoksi, jolloin summan S suppeneminen seuraa avaruuden H täydelli-
syydestä: Olkoot n jam indeksejä niin, että n > m. Tällöin osasummien
jonolle (Sn) saadaan

‖Sn − Sm‖2 = ‖
n∑

i=m+1

µi
1− λµi

(y|Φi) Φi‖2

=

(
n∑

i=m+1

µi
1− λµi

(y|Φi) Φi

∣∣∣∣ n∑
i=m+1

µi
1− λµi

(y|Φi) Φi

)

=
n∑

i=m+1

∣∣∣∣∣ µi
1− λµi

(y|Φi)

∣∣∣∣∣
2

≤ l2
n∑

i=m+1

| (y|Φi) |2,

missä l on lukujen ∣∣∣∣ µi
1− λµi

∣∣∣∣
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muodostaman joukon pienin yläraja. Pienin yläraja on olemassa, koska
oletuksen perusteella λµi 6= 1, ja operaattorin A kompaktiuden no-
jalla ominaisarvot muodostavat nollaan suppenevan jonon indeksin i
kasvaessa mielivaltaisen suureksi.

Olkoon λ nyt operaattorin A ominaisarvon r-kertainen käänteislu-
ku. Tällöin λµi = 1 indeksin i arvoilla s, s + 1, . . ., s + r − 1. Nyt
yhtälön

(1− λµi) (x|Φi) = (y|Φi)

nojalla (y|Φi) = 0, joten piste y on ortogonaalinen ominaisvektoreiden
Φs, Φs+1, . . ., Φs+r−1 ja muiden ominaisarvoa 1

λ
vastaavien ominaisvek-

toreiden kanssa.
Merkitään nyt luvulla ci sisätuloa (x|Φi), kun i < s tai i > s+r−1.

Indeksin i arvoilla s, s+1, . . ., s+r−1 valitaan luku ci mielivaltaisesti.
Tällöin sarja

∞∑
i=1

λµi
1− λµi

(y|Φi) Φi =
∞∑
i=1

ci (y|Φi) Φi

suppenee, kuten ensimmäisessä tapauksessa on osoitettu, ja piste

x = y +
∞∑
i=1

ci (y|Φi) Φi

on näin alkuperäisen yhtälön 4.1 ratkaisu.
Yhtälön y = x−λAx ratkaisun olemassaolon perustelussa käytettiin

avaruuden H täydellisyyttä. Tarkastellaan seuraavaksi vielä yhtälön 4.1
ratkaisua mielivaltaisessa sisätuloavaruudessa:

Olkoon siis avaruus H mielivaltainen sisätuloavaruus, ja tarkastel-
laan yhtälön ratkaisua tapauksessa, jossa λ ei ole yhdenkään kompak-
tin operaattorin A ominaisarvon µi käänteisluku. Tällöin indeksillä k
sisätuloyhtälö 4.3 saa muodon

(x|Φk) =
1

1− λµk
(y|Φk) ,

ja tätä soveltamalla operaattorin A jatkuvuuden kanssa yhtälön rat-
kaisu voidaan esittää muodossa

x = y + λ

∞∑
i=1

µi
1− λµi

(y|Φi) Φi = y + λA
∞∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi) Φi.

Tarkastellaan nyt yhtälön ratkaisussa esiintyvän sarjan muodostamaa
osasummien jonoa (Tn)∞n=1, missä

Tn :=
n∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi) Φi.
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Nyt jono (Tn) on rajoitettu, sillä

‖Tn‖2 = ‖
n∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi) Φi‖2

=

(
n∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi) Φi

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi) Φi

)

=
n∑
i=1

∣∣∣∣∣ 1

1− λµi
(y|Φi)

∣∣∣∣∣
2

(Φi|Φi)

=
n∑
i=1

∣∣∣∣∣ 1

1− λµi
(y|Φi)

∣∣∣∣∣
2

≤ p2

n∑
i=1

| (y|Φi) |2

≤ p2

∞∑
i=1

| (y|Φi) |2

≤ p2‖y‖2,

missä p on lukujen ∣∣∣∣ 1

1− λµi

∣∣∣∣
muodostaman joukon pienin yläraja, joka on olemassa reaalilukujen
täydellisyysaksiooman nojalla. Jono (Tn) on lisäksi Cauchy-jono, kuten
jono (Sn) Hilbert-avaruuden tapauksessa. Nyt operaattorin A kompak-
tiuden nojalla jonolla

(un = y + λATn)∞n=1

on avaruudessa H suppeneva osajono (unm)∞m=1 rajapisteenä avaruu-
den H piste u. Tällöin myös alkuperäinen jono (un) suppenee myös
pisteeseen u, sillä

‖u− um‖ ≤ ‖u− unm‖+ ‖unm − um‖ → 0,

kun indeksi m kasvaa mielivaltaisesti. Osoitetaan nyt, että piste u on
alkuperäisen yhtälön 4.1 ratkaisu: Jono (Tn) ei välttämättä suppene
avaruudessa H, koska avaruus H on mielivaltainen sisätuloavaruus.

Avaruus H voidaan kuitenkin täydellistää Hilbert-avaruudeksi H̃, jol-

loin jono (Tn) suppenee avaruudessa H̃ rajapisteenään avaruuden H̃

piste T . Nyt myös jono (un) suppenee avaruudessa H̃ rajapisteenä
u = y + λAT . Tällöin u on myös alkuperäisen yhtälön 4.1 ratkaisu
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avaruudessa H, sillä laskemalla vastaavin perustein kuin ensimmäises-
sä Hilbert-avaruuden tapauksessa saadaan

u− λAu = y + λAT − λA (y + λAT )

= y + λA

∞∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi) Φi

− λA

(
y + λA

∞∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi) Φi

)

= y − λAy + λ
∞∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi)

(
AΦi − λA2Φi

)
= y − λAy + λ

∞∑
i=1

1

1− λµi
(y|Φi)µi (1− λµi) Φi

= y − λAy + λ
∞∑
i=1

(y|Φi)µiΦi

= y − λAy + λ
∞∑
i=1

(y|Φi)AΦi

= y − λAy + λA
∞∑
i=1

(y|Φi) Φi

= y − λAy + λAy

= y.

Huomautus 4.1. Esitetään vielä muutama luvun 4 teorian tarkas-
teluun liittyvä huomautus.

(1) Yleisen sisätuloavaruuden tapauksessa tarvitaan avaruuden täy-
dellistämisen, jotta piste u voidaan osoittaa viimeisellä laskulla
yhtälön 4.1 ratkaisuksi.

(2) Lisätietoja normiavaruuden täydellistämisestä löytyy teokses-
ta [6, §22.8]
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