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Johdanto

Symmetrisen lineaarikuvauksen ominaisarvo-ongelmia késitelldén ja
ratkaistaan usein lineaarialgebran keinoin. Spektraaliteoria, jonka mu-
kaan symmetrisen lineaarikuvauksen ominaisarvoja vastaavista omi-
naisvektoreista voidaan muodostaa lineaarikuvauksen operoimaan &&-
rellisulotteiseen sisdtuloavaruuteen ortonormaali kanta, voidaan johtaa
myo0s lineaarialgebran tulosten avulla.

Téassé tyossa esitetddn separoituvan Hilbert-avaruuden spektraali-
lauseen johtaminen jatkuvan funktion &iriarvojen méarittamiseen pe-
rustuvalla menetelmélléd. Johdantona toimii vastaavan teorian johtami-
nen ddrellisulotteisessa sisdtuloavaruudessa R" differentiaalilaskennan
tuloksia apuna kéyttéaen. Liséksi tyossa kasitellddn muutamia johdetun
teorian herédttdmia kysymyksid ja huomautuksia. Teorian johtamiseen
ja teoreettisena méadranpéaind olevaan spektraalilauseeseen liittyvia esi-
merkkejd on kirjoitettu sisdllon selventdmisen, mutta myds erottelun,
sekd syventdmisen tarkoituksessa. Tyon viimeistelee erdédn spektraali-
lauseen sovelluksen esittdminen.

Tyo6n eri vaiheissa esitetdédn johdettavaan teoriaan liittyvia késittei-
td ja tuloksia, jotta siséllon ymméartdminen olisi helpompaa ilman l&h-
deteoksia. Nama késitteet ja tulokset esitetédén tiivistetyssd muodossa,
jotta tyon varsinainen sisélté ei katoaisi lukijalta. Lukijan tulee néi-
den asioiden valossa hallita hyvin lineaarisen algebran ja geometrian,
metristen avaruuksien, seké differentiaalilaskennan perusteet.

Olen kéyttéanyt tyoni tekemisessé useita erilaisia lahteitd. Niista tér-
keimpind piddn F. Riesz'n ja Béla SZ. -Nagy'n teosta [8], Ari Lehtosen
kirjoittamaa luentoliitettd kompaktien operaattoreiden spektrista [7],
sekd Lauri Kahanpéén luentomonistetta [6]. Liséksi suurena innoitta-
janani itse teorian siséllon lisédksi ovat toimineet opettajieni Pasi Mik-
kosen ja Kai Rajalan luennot lineaarisesta algebrasta ja geometriasta,
seké funktionaalianalyysista.

Olen pyrkinyt muodostamaan ja kirjoittamaan tyoni oma-alotteisesti
ohjaajani lehtori Ari Lehtosen ohjauksien avustuksella. Tyon rakenteen
suunnittelussa ja toteutuksessa olen toisaalla kdyttédnyt merkittavasti
kirjallisia ldhteitd, mutta suuri osa tyostéd on kirjoitettu ilman lahtei-
té. Erityisesti ensimméinen luvun rakenne ja toteutus ovat kokonai-
suutena itse tuotettuja. Olen kayttinyt lauseiden todistuksissa omien
ratkaisujen liséksi kirjoitettuja lahteitéd ja suorittamieni kurssien luen-
tomuistiinpanoja. Kuitenkin todistusten yksityiskohdat ja vélivaiheet
olen ratkaissut ja kirjoittanut itse. Tyossd esitettaviat esimerkit ovat
ideoitu yhdessé Ari Lehtosen kanssa.



JOHDANTO 3

Tyoni valmistumisen ajankohdaksi muodostui kevét 2008. Haluan
nyt kiittda kaikkia tyoni valmistumiseen vaikuttaneita ihmisia, ja heis-
ta erityisesti Perhettini, tyoni ohjaajaa Ari Lehtosta, lehtori Lauri Ka-
hanpddatd, tyonantagiani ja hyvid ystaviane Mikko ja Teija Laurikaista,
sekd vanhempiana.

Jyvaskylassd huhtikuussa 2008

Lauri Horttanainen
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1. Sisdtuloavaruuden R" spektraaliteoriasta

Aloitetaan esittelemélld tiiviisti tarvittavia mééritelmié ja lauseita
huomautuksineen, seké seurauksineen.

MAARITELMA 1.1. Vektoriavaruus V on joukko alkioita, joita voi-
daan laskea yhteen ja kertoa reaaliluvuilla luonnollisin méarittelyin seu-
raavien ehtojen ollessa voimassa kaikille u, v, w € V ja A\, n € R:

(1) u+v = v+ u (vaihdannaisuus)
(u+v)+w=u+ (v+w) (litinndisyys)
u+ 0 = u (nolla-alkio)

u~+ (—u) = 0 (vasta-alkio)

AMu+v) = Au+ v (1. osittelulaki)
(A+n)u = Au+nu (2. osittelulaki)

A(nu) = (Mn)u (skalaarilla kertominen)

(8) 1-u = wu (skalaarilla kertomisen ykkésalkio).

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)

Avaruuden alkioita kutsutaan vektoreiksi, pisteiksi tai alkioiksi.

MAARITELMA 1.2. Vektoriavaruuden V' alkioiden uy, us, ... , uy,
lineaarikombinaatioiksi sanotaan vektoreita

V=T Uz o o Tl
missé 1y, 79, ... , Np ovat reaalilukuja. Kaikkien lineaarikombinaatioi-
den joukkoa
{mur +mus + ... +nuuy cu; €Vom € RY :=(uq, ... up)

sanotaan lineaariseksi verhoksi.

MAARITELMA 1.3. Vektoriavaruuden V' vektorit uq, us, . .. , u, ovat
lineaarisesti riippumattomat, jos niité e: vo: lausua muiden vektoreiden
lineaarikombinaationa.

MAARITELMA 1.4. Vektoriavaruuden V' alkiot uq, us, ... , u, muo-
dostavat avaruuden kannan, jos
(1) (uy, ... yup,) =V

(2) uq, ug, ..., u, ovat lineaarisesti riippumattomia.

HuomauTus 1.5. Vektoriavaruuden V' kannan méaéaritelmén 1.4 en-
simméinen ehto on yhtd pitdvé seuraavan ehdon kanssa: Vektoriava-
ruuden V' jokainen alkio x voidaan esittdd vektoreiden wy, us, ..., u,
lineaarikombinaationa

n
T = Z Ui,
i=1

missé kertoimet 7; ovat reaalilukuja.

MAARITELMA 1.6. Vektoriavaruuden V dimensioksi sanotaan sen
kantavektoreiden lukumaéaaraa.
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Erityisesti vektoriavaruudella R™ on kanta, joka muodostuu vekto-
reista e = (1,0, ...,0), ..., e, =1(0,0,...,1). Tamén standardin
kannan suhteen on voimassa esitys

n
r=(r1, ... ,Tp) = inei.
i=1

Standardia kantaa kutsutaan usein myos kanooniseksi kannaksi.

MAARITELMA 1.7. Olkoot u ja v vektoriavaruuden V' alkioita. Ku-

vausta (-|-) : V x V — R sanotaan sisdtuloksi, joka toteuttaa seuraavat
ehdot:

(1) (ulu) >0 ja (ulu) =0, kun u = 0 (positividefiniittisyys)

(2) (ulv) = (v|u) (symmetrisyys)

(3) (\u+ pv|w) = AMulw) + p(v|jw), kun A\, g € R (lineaarisuus).
Vektoriavaruutta V', jossa on mééritelty sisdtulo, sanotaan sisdtuloava-
ruudeksi.

Asetetaan nyt vektoriavaruuteen R™ sisétulo
n
(|):R*xR" = R : (ulv) := Zuzvl
i=1

Jatkossa oletetaan, ettéd késiteltdviin sisdtuloavaruuksiin on méaritel-
tyné juuri edelld esitetty standardi, eli euklidinen, sisédtulo ellei muuta
ole mainittu.

HuomauTus 1.8. Euklidinen sisétulo (-|-) médrad vektoriavaruu-
teen R™ euklidisen normin

[ull = v/ (ulw),

joka toteuttaa abstraktin normin kolme maéérittelevda ehtoa. Normin

tarkka médritelmé 16ytyy Veikko T. Purmosen luentomonisteesta [2,
§1.4].

MAARITELMA 1.9. Sisédtuloavaruuden V' vektorit uq, ... , u, ovat
ortonormaaleja, jos ne ovat keskenéén kohtisuoria eli (u;|u;) = 0 aina,
kun 7 # 7, ja lisdksi jokaisen vektorin pituus eli normi on yksi.

Madritelmén 1.9 nojalla vektoriavaruuden V kanta on ortonormaali,
jos kaikki avaruuden V' kantavektorit ovat ortonormaaleja keskendén.

HuomauTus 1.10. Standardi kanta eq, ... , e, on euklidisen sisé-
tulon suhteen ortonormaali.

MAARITELMA 1.11. Sisédtuloavaruuden V' epétyhja osajoukko U C
V on aliavaruus, jos kaikille osajoukon U alkioille u ja v, seké reaalilu-
vuille 77 on voimassa

(1) u+velU
(2) nueU.
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HuomauTus 1.12. Vektoriavaruuden aliavaruus on myo6s vektoria-
varuus, ja sisdtuloavaruuden aliavaruus on sisdtuloavaruus mikéli ali-
avaruuteen maéaaritelladn vastaava sisdtulo, kuin alkuperéiseen avaruu-
teen.

Maaritellagn vield sisdtuloavaruuksien vélinen lineaarikuvauksen ké-
site:

MAARITELMA 1.13. Olkoot V ja }? mielivaltaisia, dérellisulotteisia
sisdtuloavaruuksia. Kuvaus A : V' — V on lineaarikuvaus, jos

A(nz +y) = nAz + yAy

on voimassa kaikille avaruuden V' pisteille x ja y, seké reaaliluvuille n
Ja .

Spektraalilauseessa esiintyvélle lineaarikuvaukselle tarvitaan viela

tarked maaritteleva ominaisuus. Méadritelladn tamaéa ominaisuus seuraa-
vaksi.

MAARITELMA 1.14. Olkoon V C R" sisdtuloavaruus. Lineaariku-
vaus A: V — V on symmetrinen, jos (Ax|y) = (z]Ay) kaikille avaruu-
den V pisteille z ja y.

LAUSE 1.15. Olkoon A : R™ — R" lineaarikuvaus. Tdlloin on ole-
massa yksikdsitteinen lineaarikuvaus AT : R" — R™, jolle on voimassa

(Azly) = (z]ATy)
kaikille avaruuden R™ pisteille x ja y.
Tobistus. Olkoon y avaruuden R"™ piste. Télloin kuvaus
[y R" = R", f, (z) = (Az|y)
on lineaarinen, joten on olemassa yksikésitteinen avaruuden R™ piste

z niin, ettd f, (z) = (Azly) = (x|2) kaikilla avaruuden R" pisteilld z.
Asetetaan nyt ATy := z, ja tilloin

(Azly) = f, (2) = (z]2) = (2]A"y)
kaikilla avaruuden R"™ pisteilla z ja y.

Kuvaus AT : R® — R" on yksikisitteinen, silld piste z on yksikésit-
teinen. Lisiksi kuvaus A7 on lineaarikuvaus: Olkoot u seké v avaruuden
R™ pisteita ja n ja v reaalilukuja. Télloin kaikille avaruuden R™ pisteille
T on voimassa

(2| A" (qu + yv)) = (Az|nu + yv)

= (nu + yv|Az)
1 (u]Az) 4+ (v|Az)
1 (Azlu) + 7 (Az|v)
(z|nA"w) + (z]vA™v)
= (z[nATu+yA™0),
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ja néin viite on todistettu. U

HuomauTus 1.16. Esitetdédn lauseeseen 1.15 ja sen todistukseen
liittyvid huomautuksia.

(1) Lineaarikuvausta AT : R® — R" kutsutaan lineaarikuvauksen
A transpoosiksi.

(2) Transpoosia AT vastaava matriisi saadaan lineaarikuvausta A
vastaavasta matriisista vaihtamalla jarjestyksessa rivit sarak-
keiksi.

SEURAUS 1.17. Sisdtuloavaruuden R™ symmetriselle lineaarikuvauk-
selle A : R™ — R™ on voimassa A = AT,

MAARITELMA 1.18. Olkoon V' C R" sisidtuloavaruus. Lineaariku-
vauksen A : V' — V sanotaan olevan positiivinen, jos (Az|z) > 0
kaikille avaruuden V vektoreille z.

Oletetaan jatkossa, ettd lineaarikuvaus A : R" — R"™ on nolla-
kuvauksesta poikkeava, positiivinen ja symmetrinen ellei toisin mainita.
Merkitdaédn nyt yksikkopallon kuorta joukolla
Sy :={zxeR": |z|| =1}
ja tarkastellaan kuvauksen
f:R" > R:z— (Az|x)

aariarvoja side-ehdolla z € S;. Kuvaus f on jatkuva ja joukko S; on
Heine-Borelin lauseen nojalla kompakti, joten f saavuttaa suurimman
arvonsa jossakin pisteessi = € S;. Adriarvo-ongelma saadaan nyt rat-
kaistua Lagrangen kertojien menetelmés kayttéen:

LAUSE 1.19. Olkoon U C R™ avoin joukko, ja olkoon f : U — R
ja g : U — R™ jatkuvasti differentioituvia funktioita. Jos funktiolla f
rajoitettuna joukkoon

U,(0) := g H(0) ={z € U: g1(x) = 0,02(x) = 0,..., gm(x) = 0}

on lokaali ddriarvopiste a ja g:n derivaattamatriisin mat Dg(a) aste on
m, nin talloin on olemassa reaaliluvut py, po, ..., pm € R siten, ettd

Vf(a) = ZMV%(@)-

Reaalilukuja py, pa, ..., iy sanotaan Lagrangen kertojiksi.

Lauseen todistusta ei ole tarpeellista tarkastella tédssd yhteydessa
tarkemmin. Lauseen todistuksen tarkat yksityiskohdat 16ytyvéat Veikko
T. Purmosen kirjoittamasta luentomonisteesta [4, §6.2].

Olkoon x nyt yksikkopallon kuoren S piste, jossa f saavuttaa suu-
rimman arvonsa. Funktio f on muotoa

fla)y=>" (Z ahﬂk%) :

k=1 \j=1
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Merkitadn nyt neliomuodon derivaattaa merkinnoin

Vf(x) = (0uf(x),02f(x),...,0nf(x)).

Joukon S; méardaama side-ehtofunktio g on nyt muotoa
n
g:R”eR:xHZx?
i=1

ja Lagrangen kertojien menetelmélld 1.19 saadaan yhtéaloryhméa

Vf(z) = AVg(z)
g(x) =1,
joka sievenee komponenttitasoisesti laskemalla muotoon

(2 ZZ:I aLk:);k = 2)\[E1
2> 0 as kT = 229

2> | ATy = 2)T,

Yhtaloryhmé saadaan sievennyksen jialkeen muotoon
Ax =Mz
]l = 1.

Nyt piste x # 0, koska = on yksikkopallon kuoren S; piste. Myos A # 0,
koska muuten lineaarikuvaus A = 0. Neliomuodon f &#riarvopiste x
on siis lineaarikuvauksen A ominaisvektori ja A # 0 on sitd vastaava
ominaisarvo. Nyt nelimuodon f suurin arvo saadaan laskettua:

max {f(x) : x € 81} = (Az|z) = (\z|z) = X (2|z) = \||z|]* = A.

Nelimuodon f suurin arvo side-ehdolla ||z|| = 1 on siis lineaarikuvauk-
sen A ominaisarvo .

Miééaritelladn seuraavaksi tarkastelun jatkamiseksi ominaisarvoa A
vastaava ominaisavaruus, ja ominaisavaruuden ortogonaalinen komple-
mentti:

MAARITELMA 1.20. Ominaisarvoa A vastaava ominaisavaruus on
joukko

Vi={x e R": Ax = Az},
ja ominaisavaruuden V) ortogonaalinen komplementti on joukko

Viii={yeR": (ylz) =0V x € Vy}.

Seuraava lemma osoittaa, ettd symmetrien lineaarikuvaus A kuvaa
ominaisavaruuden itselleen, ja erityisesti A kuvaa myo6s ominaisavaruu-
den ortogonaalisen komplementin itselleen:
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LEMMA 1.21. Olkoon A : R™ — R"™ symmetrinen lineaarikuvaus
ja A € R lineaarikuvauksen A ominaisarvo. Talloin A(Vy) C Vi ja

A (V/\L) c Vit
TobisTus. Olkoon z € V). Télloin Az = Az, joten
A(Az)=A(N\z) = NA(2).

Siis Az € V), kun z € Vj.
Olkoon nyt z € Vi ja olkoon x € Vy. Téllsin

(Az|z) = (z|Az) = (2| \z) = A (z]z) = 0.
-0
Siis Az € Vi+, kun 2 € Vit O

Edella olevan tarkastelun perusteella nolla-kuvauksesta poikkeaval-
la symmetriselld lineaarikuvauksella A : R® — R™ on vahintdén yksi
nollasta eroava ominaisarvo A. Lisdksi lemman 1.21 perusteella ominai-
sarvoa A vastaava ominaisavaruus V) kuvautuu lineaarikuvauksessa A
itselleen, kuten ominaisavaruuden V) ortogonaalinen komplementtikin
Vi,

by

Nyt herda kysymys, onko symmetrisell lineaarikuvauksella A enem-
ménkin ominaisarvoja ja ominaisvektoreita. Vastausta ei suoraan voida
ilmaista muodossa kyll& tai ei, silld niiden olemassaolo riippuu merkit-
tavasti lineaarikuvauksesta A. Kuitenkin lemma 1.21 motivoi tarkaste-
lemaan ominaisarvojen olemassaoloa ominaisavaruuden V) ortogonaa-
lisessa komplementissa Vy*.

Mikali lineaarikuvauksella, A kuitenkin on useampi erisuuri ominai-
sarvo, niin niitd vastaavista ominaisvektoreista ja ominaisavaruuksista
voidaan sanoa seuraavaa:

LEMMA 1.22. Olkoon A : R" — R"™ symmetrinen lineaarikuvaus ja
olkoot X ja i lineaarikuvauksen A erisuuria ominaisarvoja. Olkoon vield
ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori e ja ominaisarvoa i vastaava
ominaisvektory h. Tdlloin ominaisvektorit e ja h ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

TobisTus. On siis osoitettava, ettd ominaisvektoreiden e ja h sisé-
tulo on nolla. Lemman oletuksien nojalla Ae = Ae ja Ah = ph. Télloin
(Aelh) = (Aelh) = A(e|h). Toisaalta (Ae|h) = (€|ATh) = (e]Ah) =
(e|ph) = w (elh), koska A on symmetrinen. Mutta nyt A (e|h) = p (e|h),
joten (e|h) = 0, koska A # p. O

Lemmasta 1.22 todistuksineen saadaan seurauksena myo0s ominai-
savaruuksien kesken#inen kohtisuoruus:

SEURAUS 1.23. Symmetrisen lineaarikuvauksen A :' V. — V eri-
suuria ominaisarvoja A ja pi vastaavat ominaisavaruudet Vy ja V), ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan.
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Edelld todettiin, ettd nolla-kuvauksesta eroavalla symmetrisell& li-
neaarikuvauksella A on ainakin yksi nollasta eroava ominaisarvo .
Ominaisarvo 16ydettiin tutkimalla neliomuodon f suurinta arvoa side-
ehdolla ||z|| = 1, ja se osoittautui nelimuodon f suurimmaksi arvok-
si. Kiinnitetddn nyt 16ydetty ominaisarvo A merkitsemélla A = ;.
Lineaarikuvauksen A symmetrisyydesti seurasi erityisesti ominaisa-
varuuden V), ortogonaalisen komplementin V/\Ll kuvautuminen itsel-
leen. Jatketaan nyt lineaarikuvauksen A ominaisarvojen, ja neliomuo-
don f tarkastelua juuri joukossa V/\Ll. Merkitdan nyt V/\L1 = Ws ja
Sy == SN Wy, C W, Nyt lineaarikuvaus A on symmetrinen edel-
leen joukossa W5 ja joukko Sy on suljettu ja rajoitettu, siis kompakti.
Tarkastellaan nyt neliomuodon f dériarvoja joukon S médrdamaélla
side-ehdolla = € S,.

Jotta dariarvojen tarkastelu olisi mielekésté, on syyté tutkia aluksi
joukon Wy dimensiota:

Jos joukon W5 dimensio on nolla, niin télloin Wy = {0}.

Jos Wy dimensio on yksi, niin W = (z), missd x # 0. Nyt voidaan

olettaa, ettd ||z|| = 1. Nyt W5 on lineaarikuvauksen ominaisavaruus,
silld lemman 1.21 nojalla lineaarikuvaukselle A on voimassa
A (Wg) C WQ,

joten Ax = Moz jollekin reaaliluvulle Ay. Nyt vektori x on lineaari-
kuvauksen A ominaisvektori ja Ay sitd vastaava ominaisarvo. Koska
dim(W3) = 1, ominaisavaruuden mééritelmén nojalla

WQZVAQZ{xGWQZAx:AQx}.

Merkitéaén nyt joukolla VAL2 ominaisavaruuden V), ortogonaalista kom-
pelementtia joukon Wy = V), suhteen. Télloin dim(V/\t) =0, ja tdméa
tilanne tarkasteltiin edellA.

Joukon W5 dimension ollessa suurempi kuin yksi, funktion f &&-
riarvojen etsiminen palautuu ensimmaéisen &driarvon etsimiseen. La-
grangen menetelmé antaa nyt yhtaloryhmén

Ax = Mz

]l =1,
joten piste x € Sy on lineaarikuvauksen A ominaisvektori ja Ay sité
vastaava ominaisarvo. Lisdksi A\ > \g, silla

max {f(z) :x € S1} > max{f(x):x € S}.

Maaritelmén 1.20 mukaan ominaisarvoa Ay vastaava ominaisavaruus on
nyt joukko
Vi, ={z € Wy : Az = \ox}

ja ominaisavaruuden V), ortogonaalinen komplementti on joukko

Ve ={yeWs:(ylz) =0V azel,}.
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Nyt lemman 1.21 nojalla A (V)\t) C V)é, kuten ominaisarvon \; ta-
pauksessa. Merkitdan nyt W3 = V/\t ja S5 := Sy N W;3. Mikéli joukon
W3 dimensio on suurempi kuin yksi, niin jatketaan neliomuodon f suu-
rimman arvon etsimistd kunnes tarkasteltavan joukon W; dimensio on
nolla.

Edella oleva menetelmé todellakin paéttyy, sillda lineaarikuvauksel-
la A : R"™ — R" on korkeintaan n kappaletta erisuuria ominaisarvoja.
Siis kun joukon W; dimensio on nolla, niin menetelmélld on ratkaistu
kaikki lineaarikuvauksen A ominaisarvot \; ja niitd vastaavat ominai-
savaruudet V).

Jotta ominaisavaruuksien V), hyddyntaminen sisdtuloavaruuden R™
kannan karakterisoinnissa onnistuisi, avuksi tarvitaan mééritelmé 1.24
ja lause 1.25. Néiden perusteella sisdtuloavaruus R" saadaan esitettyé
ominaisavaruuksien V) avulla.

MAARITELMA 1.24. Olkoot U ja W vektoriavaruuden V' osajouk-
koja. Joukkojen U ja W suora summa on joukko

UeW ={z+y:ze€UjayecW}.

LAuse 1.25 (Asrellisulotteinen projektiolause). Olkoon W sisd-
tuloavaruuden V' ddrellisulotteinen aliavaruus ja olkoon x avaruuden
V' wektori. Talloin on olemassa yksikdasitteiset vektorit wy € W ja
wy € W siten, etti

Tr = w; + ws.
Vektoria wy sanotaan vektorin x ortogonaaliseksi projektioksi aliava-

ruudelle W .

TobisTus. On siis osoitettava vektoreiden w; ja ws olemassaolo ja
yvksikésitteisyys niin, ettd vektori x voidaan lausua niiden summana.
Olkoon {e;:i =1, ... , n} aliavaruuden W ortonormaali kanta.
Maéaritelladn nyt
n
wy = Z (z|e;) e; ja
i=1

W9 = T — Wy,
joten w; € W ja o = wy + ws. Lisdksi wy € W, silla

(wale;) = (z — wile;)
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Siis ws on kohtisuorassa jokaista aliavaruuden W kantavektoria vas-
taan.

Osoitetaan vield yksikésitteisyys: Olkoon w; € W ja w, € W niin,
etta

T =Wy + Ws :w,1+w/2.
Talloin wy — w), = wy — w, ja
wy +w, € W seki
wa + w; c Wt
Siis w; — wy = wy —wy € WNW+ = {0}, joten
wy; = wll ja
wy = wy,.

Vektorit w; ja wy ovat siis yksikésitteiset, ja tdmé viimeistelee todis-
tuksen. (|

Projektiolauseen 1.25 perusteella sisdtuloavaruus R” voidaan esit-
tédd symmetrisen lineaarikuvauksen ominaisavaruuksien V), suorana sum-
mana. Oletetaan nyt, etta tarkasteltavalla lineaarikuvauksella A on ole-
massa k kappaletta ominaisarvoja, k € {1,2,...,n}. Talloin siis

R =Vy, ® Vs, @... 8 Vi,

Jokaista ominaisarvoa A; vastaavasta ominaisavaruudesta V), 10y-
tyy ominaisavaruuden dimension verran lineaarisesti riippumattomia
ominaisvektoreita. Naistd ominaisvektoreista voidaan muodostaa orto-
normaali kanta jokaiseen ominaisavaruuteen V), Gram-Schmidtin orto-
normeerausmenetelmalla:

LAUSE 1.26 (Gram-Schmidtin ortonormeerausmenetelmé). Olkoon

Uy, U, ..., U, €V lineaarisesti risppumattomia vektoreita. Tdlloin
on olemassa ortogonaaliset vektorit vy, ve, ... , vy € V siten, ettd
(ug,ug, ..., ug) = (v1,v9, ..., 0) kaikille k =1, 2, ..., n.

Tobistus. Todistus perustuu jonon valintaan, jolle on voimassa
lauseen mukaiset ominaisuudet. Lause todistetaan luvussa 2 yleisen si-
sdtuloavaruuden tapauksessa, joten tésséd yhteydessa todistuksen yksi-
tyiskohtia ei ole tarpeellista esittaé. O

Nyt ensimmaéisen luvun tuloksista saadaan koostettuna seurauksena
sisdtuloavaruuden R"™ spektraalilause:

LAUSE 1.27 (Sisdtuloavaruuden R"™ spektraalilause). Olkoon A si-
satuloavaruuden R™ symmetrinen lineaarikuvaus. Tdlloin lineaariku-
vauksen A ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden R™ orto-
normaali kanta.
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TobisTus. Soveltamalla Gram-Schmidtin ortonormeerausmenetel-
méad ominaisavaruuksien V), lineaarisesti riippumattomiin ominaisvek-
toreihin jokaiseen ominaisavaruuteen V), saadaan ortonormaali kanta.
Seurauksen 1.23 perusteella ominaisavaruudet ovat kohtisuorassa toisi-
aan vastaan, joten myos ominaisavaruuksien kannat ovat kohtisuorassa
toisia vastaan. Télloin yhdiste ominaisavaruuksien V), kantavektoreista
on koko avaruuden R™ ortonormaali kanta. U

HuomauTus 1.28. Kirjoitetaan vield muutama sisdtuloavaruuden
R™ spektraalilauseen ja sen johtamiseen liittyvad huomautusta.

(1) Luvun 1 teorian johtaminen, seké lauseet todistuksineen péte-
vit, jos sisdtuloavaruus R" korvataan adrellisulotteisella sisé-
tuloavaruudella V.

(2) Lineaarikuvauksen A positiivisuusoletus ei ole teorian johdon
kannalta olennainen. Oletus on asetettu merkintojen yksinker-
taistamiseksi.

(3) Edella esitetty aérellisulotteisen spektraalilauseen johtamisen
tuottamat menetelmét ominaisarvojen ratkaisemiseen ei ole
valttaméatta riittavan kayttokelpoinen. Ominaisarvojen ratkai-
semiseen ja ominaisavaruuksien méarittdmiseen voidaan myos
kéyttaa lineaarisen algebran tarjoamia keinoja.

Huomautuksen 1.28 kohdan (1) siséllon perusteella sisatuloavaruu-
den R" spektraalilause voidaan siis yleistdd mielivaltaiseen &érellisu-
lotteiseen sisdtuloavaruuteen V. Muotoillaan tamé téarked yleistys vield
seuraukseksi 1.29. Seurausta tarvitaan merkittdvésti luvun 2 teorian
esittdmisessa.

LAUSE 1.29 (Asrellisulotteinen spektraalilause). Olkoon A sisdtu-
loavaruuden V- symmetrinen lineaarikuvaus. Talloin lineaarikuvauksen
A ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden V' ortonormaali
kanta.

Tarkastellaan ensimmaéisen luvun lopuksi vield muutamia aérellisu-
lotteiseen spektraalilauseeseen liittyvid esimerkkejé.

ESIMERKKI 1.30. Olkoon g : R? — R? g (x) = (321, x3). Télldin
g on symmetrinen lineaarikuvaus, ja kuvausta g vastaava matriisi on

muotoa
3 0
v=(0 1)

Lineaarikuvauksen g ominaisarvot ovat matriisin A, diagonaalialkiot
A1 = 3 ja Ay = 1. Nyt ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ovat
yn, = (1,0) ja yy, = (0,1). Ominaisvektorit ovat téssi tapauksessa or-
tonormaalit ja ne muodostavat ortonormaalin kannan sisétuloavaruu-
teen R2.
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ESIMERKKI 1.31. Olkoon g : R3 — R3,
g(w) = (3z1 + w2 + 23, 11 + 379 + 3, T1 + T2 + 313) .

Kuvaus g on my6s talloin on symmetrinen lineaarikuvaus, ja kuvausta
g vastaava matriisi on nyt muotoa

A:

g

— =W

11
3 1
1 3

Lineaarikuvauksen g ominaisarvot ovat A\; = 5 ja Ay = 2, joista ominai-
sarvon As kertaluku on kaksi. Ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit
ovat u; = (1,1,1), us = (—1,1,0) jaug = (—1,0, 1), ja ominaisavaruuk-
siksi saadaan joukot Vs = ((1,1,1)) ja Vo = ((—1,1,0),(—1,0,1)). Nyt
ominaisvektorit ovat lineaariseti riippumattomat ja soveltamalla Gram-
Schmidtin ortonormeerausmenetelméé saadaan ortonormaalit ominais-
vektorit v, = % (1,1,1), vy = \/% (—1,1,0) javg = %a (—1,-1,2). T&l-
16in vektorit vy, vy ja v3 muodostavat ortonormaalin kannan sisédtuloa-
varuuteen R3.

Tarkastellaan nyt lasketun esimerkin ratkaisua spektraalilauseen
johtamisessa kiytettyjen tulosten kannalta. Neliomuodon f : R3 — R3
f(x) = (Ayz|z) lauseke saadaan laskettua

(Agz|z) =3 (2] + 23 + 23) + 2 (2122 + 123 + T273) .

Laskettaessa neliomuodon f arvot pisteissa vy, vy ja v3 tuloksiksi to-
dellakin saadaan ominaisarvot \;y = 5 ja Ay = 2.
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2. Kompaktien operaattoreiden spektraaliteoriasta

Aloitetaan spektraalilauseen yleistyksen johtaminen esittdmalla tii-
viisti tarvittavia médritelmia ja lauseita, kuten ensimmaéisessikin lu-
vussa.

Edellisessa luvussa ddrellisulotteiseen vektoriavaruuteen V' asetet-
tiin standardi sisdtulo (-]-) : V' x V' — R. Olkoon nyt vastaava sisidtulo
madriteltynéd avaruudessa H, mutta sallitaan vektoriavaruuden dareto-
nulotteisuus. Méaaritellddn aluksi avaruuden téaydellisyys.

MAARITELMA 2.1. Avaruuden V jono (z;)2, on Cauchy-jono, jos
jokaiselle positiiviselle € 16ytyy indeksi n. niin, ettd jonon pisteiden
etéisyys ||z, — x| < € aina, kun n ja m ovat suurempia kuin n..

HuomAuTus 2.2. Cauchy-jonon méaritelma kertoo, ettd indeksisté
n. lahtien kaikki jonon loppuosan pisteet ovat mielivaltaisen ldhelld
toisiaan, olivatpa pisteet mitké tahansa.

Sisétuloavaruus V' on tdydellinen mikéli avaruuden jokainen Cauchy-
jono suppenee. Téaydellistd sisdtuloavaruutta sanotaan Hilbertin ava-
ruudeksi. Edella muotoiltu tédydellisen sisédtuloavaruuden mééritelméa
siséltéd paljon tietoa avaruuden rakenteesta, joten esitetdén vielda yle:-
nen Hilbert-avaruuden méaaritelma:

MAARITELMA 2.3. Olkoon H joukko alkioita. Joukko H on ab-
strakti Hilbert-avaruus, kun seuraavat kolme méérittelevad ehtoa to-
teutuvat:

(1) H on lineaarinen vektoriavaruus; avaruuden alkioiden summa
f + g ja reaaliluvulla kertominen \f ovat hyvin méériteltyja.
Laskennassa kéaytetddn vektorilaskennasta tuttuja laskuséén-
toja.

(2) H on metrinen avaruus, jonka metriikka on johdettu sisdtu-
losta.

(3) Avaruuden H jokainen Cauchy-jono suppenee.

Yleisen sisédtuloavaruuden kantateoriaan liittyy paljon samankaltai-
sia késitteitd kuin dérellisulotteisessa kantateoriassakin. Esitetdén seu-
raavaksi niistd tdrkeimpié:

MAARITELMA 2.4. Olkoon U sisédtuloavaruuden V' osajoukko. Os-
ajoukon U virittdmé aliavaruus (U) on avaruuden V' suppein aliava-
ruus, joka sisdltdd osajoukon U. Joukko (U) muodostuu kaikista jou-
kon U alkioiden &érellisista lineaarikombinaatioista.

MAARITELMA 2.5. Olkoon U sisdtuloavaruuden V' &ddretén vekto-
rijoukko. Joukko U on lineaarisesti riippumaton, jos joukon U jokainen
ddrellinen osajoukko on lineaarisesti riippumaton eli mitd&n osajoukon
vektoria ei voida lausua muiden osajoukon vektoreiden lineaarikombi-
naationa.
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MAARITELMA 2.6. Sisdtuloavaruuden V' vektorijoukko U on orto-
normaali, jos (x|y) = 0 kaikille joukon U vektoreille x ja y,  # y, ja
]| = 1.

Adrellisulotteisen sisituloavaruuden spektraaliteorian todistamises-
sa tarvittiin tunnettua Gram-Schmidtin ortonormeerausmenetelmdd.
Tamén lauseen yleisemmén muodon esittdminen ja todistaminen on
luontevaa edelld esitettyjen médritelmien johdosta:

LAUSE 2.7 (Gram-Schmidt). Olkoon (x,).-, sisituloavaruuden V
lineaarisesti ritppumaton jono. Tdlloin on olemassa sisdtuloavaruuden
V' ortonormaali jono (y,),—, jolle

(x1, -, ) = (Y1, - v’ Yn)
kaikilla n € N.

Tobistus. Olkoon y; = ”ﬁ”,

n—1
=T — Y (Talti) Ui,
i=1
ja médritetddn y,, = H . Osoitetaan nyt induktiolla, ettd méaaritetylla

jonolla (y,) on viitteen mukalset ominaisuudet:
Viite on totta indeksilld n = 1, silld ||y;]] = =

ol = 1 madrittelynsa

perusteella, ja y; = mxl, joten (x1) = (y1).
Oletetaan, ettd viite on totta indeksilla n = k, missd k € N, ja

osoitetaan tdmén avulla, ettd véite on tosi, kun indeksi n = k + 1:
Olkoot 1 <75 <k < k+1, ja olkoon

1 1
C= = k .
lwerrll Jower — S50 (@rsalys) will
Talloin
(y]|yk+1 =C Yj | Th+1 — ($k+1|yz) z)
=1

(
(o s

((ilor1) = (W5l (Traalys) y5))

Z (Trs1|yi) yz))

=1

|
Q Q

*1

C ( Yilerir) — ||yJ||2(:vk+1|yj)
(

il Te1) = (Y] Tr41))
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Nyt jonon (y,,) médrittelyn perusteella kaikilla indekseillin =1, ..., k
normi ||y,|| = 1, ja edelld olevan sisdtulolaskun mukaan (yx11|y;) = 0,
joten vektori yi.1 on ortonormaali vektoreiden y,, kanssa.

Osoitetaan vield, ettd yi4q € (21, ... , Tr1). Olkoon vakio C kuten

edelld. Talloin pisteelle y;11 saadaan

k
Ypy1 = C <$k+1 - Z (t1|yi) yz‘)

=1
= C (Tpg1 — ((Trr|y) v + (@ |y2) v2 + - (T [Yr) Ur))
= C (Tpg1 — (Mayr + maye + ... miyi)) -

Induktio-oletuksen perusteella vektori y; € (xy1, ... , xx) jokaisella in-
deksilla i =1, ..., k, joten
ko ok
Y1 = C | 2py1 — Z Z ai,jxi)
j=1 i=1
k
=C | gy — Z (Z az’,j) l‘z>
i=1 \j=1
k
=C | Tpy1 — Z dﬂi)
i=1
k+1
i=1
k+1
i=1
Vektori yi1 voidaan siis esittdd vektoreiden xq, ..., p41 lineaarikom-
binaationa, joten yxi1 € (x1, ... , Tx41). TAmE viimeistelee todistuk-
sen. 0

Maaritelladn seuraavaksi johdettavan teorian kannalta erittdin tér-
ked Hilbert-kannan késite, jotta johdettavan teorian paamééra olisi ha-
vainnollisemmin esill&.

MAARITELMA 2.8. Hilbert-avaruuden H ortonormaali osajoukko
E:={e:iel}

on Hilbert-kanta, jos jokainen avaruuden H piste x voidaan esittdd
yksikésitteisesti muodossa
x = Z (z|e;) e;.

i€l



2. KOMPAKTIEN OPERAATTOREIDEN SPEKTRAALITEORIASTA 18

Hilbert-kanta voidaan mééritelld usealla eri tavalla. Méaaritelma 2.8
on yhteneviinen &darellisulotteisen sisdtuloavaruuden kannan karakte-
risoinnin kanssa. Luvussa 3 esitetddn lause, jossa tarkastellaan muita
Hilbert-kannan karakterisaatioita.

Adrellisulotteisen sisidtuloavaruuden spektraalilauseen johtamisessa
tarkasteltiin symmetrisié lineaarikuvauksia. Yleisen Hilbert-avaruuden
tapauksessa kiytettdva terminologia eroaa hieman tésté, joten esite-
tadn selvennyksen vuoksi operaattorin maaritelma:

MAARITELMA 2.9. Olkoon H ja H mielivaltaisia sisituloavaruuk-
sia. Kuvaus A : H — H on lineaarikuvaus, jos

A(nx +yy) = nAzx + vAy

kaikille avaruuden H pisteille x ja y, seké reaaliluvuille n ja . Jatkuvaa,
eli rajoitettua, lineaarikuvausta sanotaan operaattoriksi.

Hilbert-avaruuden operaattorin A symmetrisyys ja positiivisuus maa-
ritelldén téysin vastaavalla tavalla kuin luvun 1 &darellisulotteisessa si-
sdtuloavaruudessa V', joten méédritelmien uudelleen kirjoittaminen on
tarpeetonta.

Seuraavaksi esitetddn ja todistetaan tunnettu Cauchyn, Schwarzin
ja Bunjakovskin epayhtélo. Epayhtaloa tarvitaan jatkossa useiden lausei-
den todistamisessa.

LAUSE 2.10 (Cauchyn, Schwarzin ja Bunjakovskin epayhtéls). Ylei-
sen sisdtuloavaruuden V' pisteille x ja y on voimassa

|(zly)| < llz[l[ly]l-

Yhtdsuuruus on voimassa tasmdlleen, kun pisteet x ja y ovat lineaari-
sestt TippuvLia.

Tobistus. Jos x = 0 tai y = 0, niin viite patee. Olkoot nyt = #

0 # y, ja maaritellddn u = ?ﬁ; ||7|’2). T&lloin

0< (2 —uyle —uy)
= (z|z) + (2] — uy) + (—uy|z) + (—uy| — uy)
= ||2l® = u(zly) — u(ylz) + u?[ly[
= ||2]* = 2u (xly) + u?|ly]|*.
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Nyt sijoittamalla u = ﬁ ‘ﬁ/g) saadaan
(z[y) () \*
[y [* | [=ly) P o
= [|l=[|* -2 + 1yl
lyll? lylI*
ERPICL;
lyll?
= llzllllyll =1 (=[y) |,

josta ensimmaéinen viite seuraa termejé siirtdmalla.
Yhtédsuuruus on voimassa tdsmaélleen, kun

0= (z —uylr —uy) = ||z — uylf?,
toisin sanoen, kun z = uy, eli x ja y ovat lineaarisesti riippuvia. U

Koska tarkoituksena on yleistaé luvun 1 spektraalilauseen johtamis-
tapa, otetaan kayttoon Hilbert-avaruutta H mééaritteleva lisdoletus.

MAARITELMA 2.11. Hilbertin avaruus H on separoituva, jos se si-

séltdd numeroituvan ja tiheén joukon: On olemassa numeroituva joukko
E C H,jolle FE = H.

Oletetaan siis jatkossa, ettd avaruus H on reaalikertoiminen, sepa-
roituva Hilbert-avaruus, ja olkoon A : H — H positiivinen ja symmet-
rinen Hilbert-avaruuden H operaattori, ellei toisin mainita.

Ryhdytédéan tarkastelemaan operaattorin A ominaisarvoja ja niité
vastaavia ominaisvektoreita, eli yhtalon

Ar = Az,

ratkaisuja * € H ja kertoimia A € R. Geometrisesti operaattori A
operoi yhtalon toteuttavia avaruuden H pisteitd x vain normin suhteen.

Tarkastellaan nyt funktiota f : H — R : x — (Axz|z), kuten dérel-
lisulotteisessa avaruudessa. Airellisulotteisessa avaruudessa funktion f
adriarvojen olemassaolo perustuivat funktion f jatkuvuuteen ja jou-
kon kompaktiuteen. Liséksi ddriarvo saatiin ratkaistua differentiaali-
laskennasta tutun Lagrangen menetelméan avulla. Nama tulokset eivat
kuitenkaan péde, jos avaruuden H dimensio on déretén. Siis funktion
f adriarvon olemassaoloon ja dariarvon méaérittamiseen taytyy loytya
muita perusteluita, jotta aérellisulotteisen avaruuden spektraaliteorian
johtamisen ideaa voitaisi hyodyntaé.

Seuraava lause korostaa esimerkin tavoin joukon kompaktiuden mer-
kitysta ddrellisulotteisessa avaruudessa:

LAUSE 2.12 (Rieszin epiakompaktisuuslause). Jos normiavaruuden
V' suljettu yksikkopallo B (0,1) on kompakti, niin avaruus V' on ddrel-
lisulotteinen.
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TobDIsTUS. Peitetdéin tarkasteltava yksikkdpallo %—séiteisilléi avoi-
milla palloilla. T&ll6in joukko

{B@;, %) v e B0, 1)}

on suljetun yksikkdpallon avoin peite. Oletuksen mukaan suljettu yk-
sikképallo B (0, 1) on kompakti, joten avoimessa peitteessé on olemassa
aarellinen alipeite, johon B (0, 1) sisdltyy. Olkoot nyt suljetun yksikko-
pallon &érellinen alipeite

=1, ..., n}

{B(a:i, %)

Normiavaruuden V #irellisulotteisuus saadaan osoittamalla, ettid B (0,1)
sisdltyy pisteiden x1, ..., x, virittimédn aliavaruuteen (xy, ..., z,),
joka on adrellisulotteinen. Tehd&dén tdmé epésuorasti ja johdetaan ris-
tiriita.

Olkoon siis normiavaruus V' on ddretonulotteinen. T&ll6in on ole-
massa piste 7o € B (0,1), joka ei kuulu aliavaruuteen (x1, ..., x,).
Aliavaruus (xy, ..., z,) on suljettu ja ddrellisulotteinen, joten

B0, 1)N{(zy, ..., xy) = U

on myos suljettu ja darellisulotteinen. Liséksi U on rajoitettu, joten se
on kompakti. Nyt on olemassa piste y € U, jolle

0 <n=|zo — yll = minsev [|zo — af,
silld jatkuva funktio

g:V =R, g(y)=lzo—yll
saavuttaa minimin joukossa U. Nyt piste

To—Y
€ B(0,1),
[0 — y]|
joten on olemassa indeksi j € {1, ... ,n}, jolle ”ﬁg:Z” €B (xj, %)

Merkitédén nyt w = ||zg — y||z; +y. Talldin w kuuluu aliavaruuteen
(X1, ..., xp), ja

To—Y 1
20 — wl| = l|lzo — llzo — yllz; = yll = w0 =yl 57— — =il < 5n-
! lzo —yll "7 "2
~
<3
On siis olemassa aliavaruuden (xq, ..., x,) piste w, jonka etdisyys pis-
teestd xg on pienempédd kuin pisteen y, joka on ristiriitaista. Normia-
varuus V' on siis dérellisulotteinen. O

Lahdetéén johtamaan neliomuodon f suurimman arvon olemassao-
loa operaattorin A symmetrisyyden avulla. Ta&mé& on luonnollista, silla
neliomuoto koostuu olennaisesti sisdtulosta ja operaattorin A operoi-
masta pisteesta.
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Cauchyn, Schwarzin ja Bunjakovskin epayhtéalon avulla neliomuo-
dolle saadaan arvio

| (Azfo) | < [[Az||[lz]] < [|AN]=[*,

joka pétee kaikille avaruuden H pisteille x. Merkitdan nyt luvulla N4
pieninti ylirajaa, joka toteuttaa epéyhtilon | (Az|z) | < Na||z|* kaikil-
le avaruuden H pisteille z. Nyt edelld erdédksi epayhtédlon toteuttavaksi
yldrajaksi saatiin operaattorin A normi ||A||, joten Ny < ||A]|. Tadmé&
patee avaruuden H operaattorille vaikka se ei olisi edes symmetrinen.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd avaruuden H symmetriselle operaat-
torille A pienin edelld esitetyn epayhtdlon toteuttava ylaraja on juu-
ri operaattorin A normi ||A|. Todistukseen tarvitaan avuksi yleinen
suunnikassdanto:

LAUSE 2.13 (Yleinen suunnikasséénto). Olkoot x ja y yleisen sisd-
tuloavaruuden V' pisteita. Tdlloin pisteille x ja y pdtee yleinen suunni-
kassddnto

Iz +ylI* + llz = yl* = 2}|=]1* + 2[ly]*.

Tobistus. Olkoon x ja y sisdtuloavaruuden V' pisteitd. Jos x =0
tai y = 0, niin vaite on tosi. Oletetaan nyt, ettd = # 0 ja y # 0. Talléin

lz+ylI* + llz = ylI* = (= + yle + ) + (= —ylz — )
= (z|z) + (zly) + (ylz) + (yly) + (z[z)
+ (@l =) + (—ylz) + (—y[ — v)

= 2 (x|z) + 2 (x]y) — (zly) + 2 (yly)

=2z + 2lyll*,
ja néin viite on todistettu. U

LEMMA 2.14. Olkoon A : H — H symmetrinen operaattori. Tdlloin

pienin vakio Na, joka toteuttaa neliomuodolle f : H — R : x —

(Ax|x) epdyhtdlin | (Az|z) | < Nal||lz||? on operaattorinormi || Al|, toisin
sanoen

inf { Ny : | (Az|z) | < Nallz|? kaikille x € H} = || A]|.

TobisTtus. Olkoon € > 0 mielivaltainen. T&ll6in operaattorinormin

neliolle saadaan laskemalla
1 1 1 1
|Az|]* = e~ (Ax|Az) = (Aem —Ax) == <4 (Aem —Ax)) .
€ € 4 €
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Merkitdén nyt a :=ex ja b := %AHY, jolloin yhtélo saadaan muotoon

1Az||* = (4 (Aalb))
[(Aala) + 2 (Aa|b) + (Ab|b) — (Aala) + 2 (Aalb) — (Ab|b)]

[(Aala) + 2 (Aalb) + (Ablb) — [(Aala) — 2 (Aalb) + (Ab|D)]]

hulr—wlkh—w-lklr—wblr—*

[(Aala) + (Aalb) + (Aalb) + (AbJb)
— [(Aala) = (Aalb) — (Aalb) + (AD[D)]].

Operaattorin A symmetrisyyden nojalla (Aa|b) = (a|Ab), joten yhtalo
sievenee edelleen muotoon

|Az|* = i[(z‘la!a) + (Aalb) + (Aa|b) + (Ab[b)
— [(Aala) — (Aa|b) — (Aalb) + (Ab[b)]]

[(A(a +b)|(a + b)) = (Ala = b)|(a = b))]

6|0
USSEVICED)

1 1 1
< 1 (NAHEZU + EA;EHZ + Nallex — gAxHQ) :

.-bli—"-lkli—‘

silld | (Az|z) | < Nal|z||?, joten
1 1 1
|Az||* < =Ny (HE:C + = Ax|]® + |lex — —AxH2> .
4 € €
Nyt yleistd suunnikassdantoa soveltamalla arvio saadaan muotoon
1 1 1 1
ol < 38 (2eal? + 202 4007) = 580 (el + A1)
Epéayhtélon oikea puoli on pienimmilldén, kun lauseke
1
ellell” + Sl Azl =: g(e)

[[Az]]

llzll

on pienimmilldén; g on pienimmilldén, kun € = joten

1
1Az[* < S Na ([ Azllll]| + llz][| Az])) = NallAzllfl].

Jos ||Az|| = 0, niin epdyhtélo on tosi. Jos taas [|Az| # 0, niin
normille ||Az|| saadaan arvio
[Az]| < Nallz],

joten [|A|| < Na.
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Viite saadaan todistetuksi yhdistamélla nyt epayhtalot Ny < || Al
ja ||A|| < N4, jolloin voidaan kirjoittaa N4 = || Al O

Olkoon piste x nyt Hilbert-avaruuden H yksikkdpallon kuorella, ja
olkoon symmetrinen ja positiivinen operaattori A : H — H mielival-
tainen. Lemman 2.14 nojalla side-ehdolla ||z|| = 1 nelidmuodon f ja
operaattorinormin ||Az|| pienin yldraja on || Al eli

(2.1)  sup {(Az|z) : [lo] = 1} = sup {[[Az] - [[z[] = 1} = [[A]].

Adrellisulotteisessa tilanteessa neliomuodon f #iriarvo saatiin rat-
kaistua Lagrangen kertojien menetelmélld. Kuten aiemmin todettiin,
menetelmé ei kuitenkaan toimi, jos avaruuden dimensio on dareton.

Jotta spektraalilauseen johtaminen mukailisi darellisulotteista ta-
pausta, tavoitteena on osoittaa, ettd neliomuodon f suurin arvo saa-
vutetaan Hilbert-avaruuden yksikkopallon kuoren pisteessé x, joka on
operaattorin A ominaisvektori ja, ettd sitd vastaava ominaisarvo A on
neliomuodon suurin arvo. Operaattorin A symmetrisyys ei pelkistéain
riitd yleisemmén avaruuden tapauksessa takaamaan tétd, joten ope-
raattorille on asetettava vahvempia oletuksia. Kysymyksessd on siis
adrellisulotteisen joukon kompaktiuden, kompaktissa joukossa jatkuvan
kuvauksen ja Lagrangen kertojien menetelmén korvaamista yleisemmil-
14 oletuksilla ja tuloksilla. Otetaan nyt kiyttoon kompaktin operaatto-
rin kasite:

MAARITELMA 2.15. Hilbert-avaruuden H operaattori A : H —
H on kompakti, jos jokaisen avaruuden H rajoitetun jonon (z,)
kuvajonolla (Ax,) 7, on suppeneva osajono.

Olkoon A edelleen positiivinen, symmetrinen operaattori Hilbert-
avaruudessa H ja (z,)%; jono yksikképallon kuorella siten, etta

(Azp|2n) — [|A] = A,

Jonon (z,,) valinta voidaan tehd& yhtélon 2.1 nojalla. Nyt voidaan kir-
joittaa

0 < || Az, — Az
(2.2) = || Az, ||* — 2 (A, | A2y) 4 N2 20|
= || Az, ||* = 2X (Azp|wn) + N[aa|l — 0,
kun indeksi n kasvaa rajatta, silla

1Az |1* < (JAI| [lza])* = 1A%,

Aol
ja oletuksen mukaan (Aw,|z,) — [|A]] = X sekd A?||z,|| = A?, kun
lz,]| = 1 kaikilla n. Siis jono Az, — Az,, suppenee kohti nollaa, kun

n kasvaa. Valitulla jonolla (z,)%; voidaan siis approksimoida yht&lon
Az = Az ratkaisua x.
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Oletetaan nyt, ettd positiivinen ja symmetrinen operaattori A on
my0s kompakti. Seuraavaksi pyritdin nayttaméadn, ettd yhtalolla Az =
Ax on olemassa ratkaisu x. Viitteen todistus perustuu juuri operaat-
torin A kompaktiuteen:

Operaattorin A kompaktiuden nojalla jonolla (Az,) ~, on suppe-
neva osajono (Azy, ),-,. Olkoon nyt suppenevan osajonon raja-arvona
piste y € H, ja olkoon A # 0. T&lléin myds jono (z,,),., suppenee,
silla | . |

T, = X)\xn’“ =3 (A, — Axp,) + X
ja epédyhtiloarvion (2.2) mukaan (A\z,, — Az, ) — 0, joten z,, —
%y =: x, kun k kasvaa mielivaltaisen suureksi. Nyt

Az, ,

lim Az, = Az ja lim ||z, || = 1,
k—o0 k—o0
joten limy o (Axp, — Azy, ) = 0, josta saadaan Az = A\x.
Yhtélolla Ax = Ax on siis ratkaisu x Hilbert-avaruuden H yksikko-
pallon kuorella. Ratkaisupiste x on operaattorin A ominaisvektori ja A
on sitéd vastaava ominaisarvo. Neliomuodon f arvo pisteessd x on

f(z) = (Az[z) = (Azfr) = Malr) = A = [|A]],

joten neliomuodon f arvo yhtdlon Axr = Az ratkaisupisteessié x on
ominaisarvo A, joka on neliémuodon suurin arvo side-ehdolla ||z|| = 1.
Muotoillaan saatu tulos lauseeksi:

LAUSE 2.16. Olkoon A : H — H positiivinen, symmetrinen ja kom-
pakti operaattori. Tdlloin side-ehdolla ||z|| = 1 neliomuoto f : H — R :
x — (Azx|z) saavuttaa suurimman arvonsa, ja piste x on operaattorin
A ominaisvektori ja neliomuodon suurin arvo on tdtd ominaisvektoria
vastaava operaattorin A ominaisarvo .

SEURAUS 2.17. Hilbert-avaruuden H positiivisella, symmetriselld
ja kompaktilla operaattorilla A : H — H on vihintdadn yksi nollasta
eroava ominaisarvo X, kun A # 0.

HuomAuTUs 2.18. Edelléd olevat lemmat ja lauseet eivét riipu ope-
raattorin A positiivisuudesta.

Luonnollisesti nyt heréé kysymys, kuten luvussa 1, voidaanko ope-
raattorille A 16ytdd muita ominaisarvoja, jos operaattorille A asetetut
oletukset pysyvéit samoina. Kuten &érellisulotteisessa tapauksessakin
vastausta ei voida suoraan sanoa, jos operaattorista A ei tiedetd enem-
péd. Seuraavaksi pyritddn 1oytdméian operaattorille A lisdéd ominaisar-
voja samankaltaisella menetelméalld kuin dérellisulotteisessa tapaukses-
sa. Menetelméan kidytossd avaruus H pyritddn esittdméédn operaatto-
rin A ominaisavaruuksien avulla suorana summana eri joukoista. Té&-
ma vaatii yleisen projektiolauseen olemassaolon, joten sen esittdminen
seuraavana on luontevaa.
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LAUSE 2.19 (Projektiolause). Olkoon K C H Hilbert-avaruuden
suljettu aliavaruus ja olkoon x Hilbert-avaruuden H piste. Tdlloin on
olemassa tdsmdlleen yksi aliavaruuden K piste y, jolla on seuraavat
keskenddn yhtdpitdivdt ominaisuudet:

(1) z—ye K+
(2) [l = yll = mineex [z — al|.

Piste y on pisteen x ortogonaalinen projektio aliavaruudelle K.

TobisTus. Osoitetaan ensin ehtojen yhtépitavyys.
Olkoon z suljetun aliavaruuden K mielivaltainen piste, ja mééaritel-
ladan funktio

FrR=R, f(t) =z —y+tz|.

Funktion f lauseke sievenee sisdtulon laskusddntéjen ja perusominai-
suuksien avulla muotoon

)=z —y+tz|?
=(x—y+tzlx—y+tz)
= llz —yl* +t (x —y|z) + t (z]z — y) + *||2|]?
= |lz —yl* + 2t (x — y|2) + £ 2|,

joten f on muuttujan t suhteen hyvin maéritelty, ei-negatiivinen toisen
asteen polynomi, joka on jatkuva ja derivoituva. Nyt

f1(#) =2 (z —ylo) + 2t|2]%,
ja derivaattafunktion f’ ainoana nollakohtana on piste

(x —ylz)
[Et

Jos ehto (1) on voimassa, niin (x — y|z) = 0 kaikilla z € K. Talloin
t = 0 on funktion f minimikohta. Siis

min {f () ;o —y € K-} =f(0) =l —y+0- 2l = = — gl

t=—

Koska z on suljetun aliavaruuden K mielivaltainen piste, niin ehto (2)
patee.

Olkoon nyt ehto (2) voimassa. Tall6in funktio f saa minimiarvonsa
pisteessd t = 0 kaikilla avaruuden K pisteilld 2, joten piste ¢ = 0 on
derivaattafunktion f’ nollakohta. Nyt kaikille suljetun aliavaruuden K
pisteille z saadaan

f1(0)=2(x —ylz) =0,
eli (z —ylz) =0. Siis z —y € K™, eli ehto (1) on voimassa.
Ehdot (1) ja (2) saatiin edelld osoitettua yhtépitdviksi. Pyritdan
seuraavaksi osoittamaan pisteen y olemassaolo: Olkoon

n=inf{||lx —z|| : z € K},
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ja olkoon (y,,) 7, jono suljetussa aliavaruudessa K niin, etté ||z —y,| —
1. Nyt soveltamalla yleistd suunnikassdéntod 2.13 saadaan

Iy = ymll* = 1l (g = @) = (g — ) |
= 2llyn — 2* + 2y — 21* = | (40 — 2) + (Y — 2) ||
= 2llyn — 2)* + 2]y — 21* = 1y + Y — 22|*
= 2y — I+ 2y — I 415 (v + i) —

J/

-~

>n?
<20y — 2l + 2llym — z|* — 49> — 0,

kun indeksit n ja m kasvavat mielivaltaisesti. Jono (y,) on siis Cauchy-
jono aliavaruudessa K. Oletuksen mukaan aliavaruus K on suljettu,
joten se on tdydellisen metrisen avaruuden H suljettuna osajoukkona
taydellinen. Jono (y,) suppenee siis aliavaruuden K pisteeseen y. Nyt
saadaan arvio

|z =yl = |z —yn + v — vl <z —yull + lvm — vl — 0,

kun indeksi n kasvaa mielivaltaisesti. On siis olemassa piste y € K,
jolle on voimassa arvio

0< o —yl <n=inf{llz—2]:z € K}.

Lauseen viitteen todistamiseen tarvitaan viela pisteen y yksikasit-
teisyyden perustelu. Olkoot nyt y ja ¢ aliavaruuden K pisteité, joille on
voimassaz —y € Kt jaz—gj € K+ Tallsin y—j = (v — §) — (z — y).
Nyty—g€ Kja(zx—3)—(z—y) € K+ joteny—5 € KNK+ = {0}.
Siis y = ¢. 0

SEURAUS 2.20. Olkoon K C H Hilbert-avaruuden suljettu aliava-
ruus. Tdlloin jokainen avaruuden H piste x voidaan esittdd yksikdsit-
teisten pisteiden y € K ja 2z € K+ avulla muodossa x = y + z.

TobisTus. Todistus on tdysin sama kuin projektiolauseenkin to-
distus seuraavilla pisteiden valinnalla: olkoon piste y kuten projektio-
lauseessa 2.19 ja valitaan z = x — y. U

Projektiolauseen perusteella alkuperdinen avaruus voidaan hajoit-
taa suoraksi summaksi ortogonaalisista joukoista siten, ettd joukkojen
leikkaukseen kuuluu vain piste nolla. Avaruuden hajoittaminen suorak-
si summaksi ominaisavaruuksista ja ominaisavaruuksien suoran sum-
man ortogonaalikomplementista ei kerro viela riittavasti avaruuden ha-
jotelman rakenteesta, silld suoraan summaan kuuluvien joukkojen di-
mensiosta ei osata vield sanoa mitdan. Esitetddn seuraavaksi ddrellisu-
lotteinen Pythagoraan lause, jota tarvitaan muun muassa Fredholmin
lauseen 2.22 todistamisessa, joka antaa merkittédvasti tietoa kompak-
tien operaattoreiden ominaisarvoista ja niitd vastaavien ominaisava-
ruuksien rakenteesta.



2. KOMPAKTIEN OPERAATTOREIDEN SPEKTRAALITEORIASTA 27

LAUSE 2.21 (Asrellisulotteinen Pythagoraan lause). Olkoot x,, s,
., T, sisdtuloavaruuden V' vektoreita, joille x; L x; kaikilla i # j.

Tdlloin
n n
1Y el = Ml
k=1 k=1

Tobistus. Liahdetddn todistamaan vaitettd tarkastelemalla yhté-
16n vasenta puolta:

n

||k2n;xk||2 _ (Zxk

=)

k=1

=(x14+z2+ ... Faylrrtza+ . Fxy)

= (mlw) + ) (@alen) + o+ ) (@l
k=1 k=1 k=1

Oletuksen mukaan (x;|x;) = 0, kun i # j, joten yhtélo sievenee muo-
toon

1Dl = (lan) + ) (@) + oo+ (walz)

= (:;1|x1) + (za]z2) + ... + (zn]zn)

= [lzal* + llz2ll* + o+ [l

n
=D llzel®.
k=1

U
LAuse 2.22 (Fredholmin lause). Olkoon A : H — H kompakti

operaattori Hilbert-avaruudessa H ja olkoon jokaiselle reaaliluvulle X
joukko Vy :={x € H : Ax = \z}. Tdlloin niiden reaalilukujen X joukko
A, joille V # {0}, on ddrellinen tai numeroituvasti ddreton. Jos joukko
A on numeroituvasti ddreton, niin sen ainoa kasaantumispiste on nolla.
Lisdksi joukon Vy dimensio on ddrellinen, kun A # 0.

TobisTuSs. Lauseen viitteen todistamiseksi on siis osoitettava, et-
téd joukolla A ei ole muita kasautumispisteitd kuin nolla ja joukon V)
dimensio on &déarellinen kaikilla nollasta eroavilla reaaliluvuilla A.

Pyritdan osoittamaan lauseen viite epasuorasti. Tarkastellaan aluk-
si kuitenkin vastaoletuksen muodostamista tarkemmin: Jos joukon V)
dimensio dim(V}) = oo, niin tilléin on olemassa jono (z;);-, lineaari-
sesti riippumattomia vektoreita, joille on voimassa

kaikilla indekseill 7. Jos taas joukolla A olisi nollasta eroava kasaantu-
mispiste, niin talloin olisi olemassa € > 0 ja ddrettomén monta lukua
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Ai € A niin, etté | ;] > e. Koska erisuuria omimaisarvoja vastaavat omi-
naisvektorit ovat keskenéd#n lineaarisesti riippumattomat, niin lauseen
véite seuraa ristiriidan johtamisesta kayttdmélld seuraavaa oletusta:
Olkoon € > 0 ja jono (x;);2, lineaarisesti risppumattomia ominaisvek-
toreita joita vastaaville ominaisarvoille \; on voimassa |\;| > e.
Vastaoletuksen nojalla [|Ax;|| = [Nz = || ||z, joten |Ni| <
| A]|. Jono (A;);, on rajoitettu, joten silld on olemassa suppeneva os-

ajono ()‘ij)j:r Merkitédan nyt osajonoa alkuperéisen jonon merkinnoin

(M) s

Olkoon nyt X,, vektoreiden xi, zo, ..., x,, lineaarinen verho. Ol-
koon viela y; = Hi_iH’ ja valitaan jokaiselle m > 1 vektori y,, € X,,
niin, ettd ||ym| = 1 ja ym L X,n—1 toisin sanoen, jos © € X,,_1, niin

(Ym|z) = 0. Nyt vektori y,, voidaan esittdd muodossa ym = > i | Crmii
joillekin vakioille ¢,,;. T&ll6in

)\;nlAym = )\;nlA Z Cmii

i=1

m
= )\;nl E le'AfEi
i=1
m
-1 E

i=1

m—1
—1
- )\m Cmm)\mxm + E CmiAixi
=1
m—1
—1
= CpymTm + E Cmi>\i)\m €

=1

m—1 m—1 m—1
= CpymTm + Z Cmi)\i)\y_nlxi + Z CmiLi — Z Cmi Ly
=1 =1 =1
m m—1
= Z Cmili + Z Crmi ()\i)\;nl _ 1) T
i=1 =1
m—1
= Ym + Z Crmi (/\")‘;zl o 1) X;
=1
= Um + Zm—1,

missi 2,1 € Xpno1. Nyt siis A YAy = Yo + 21

Jos n < m, niin A Ay, — A\ YAy, = Yo+ 21 — Yo — W1, Missi
Zm—1 — Yn — Wp_1 € X,,_1. Vektorin y,, valintaoletuksen nojalla y,, L
X1, joten Pythagoraan lauseen nojalla ||\ 'Ay,, — A\, Ay,|| > 1.
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Mutta t&lloin
1< A Ay — AL Ay |
= A0 Ay — A5 Ay + AL Ay, — AL Ay |
< AN Ay — A5 Ayl + I Ay — A A
= [\ Ay — Ayall + [[Agall [N = AT
josta epayhtélo saadaan edelleen muotoon
[ Aym = Ayl = Al = 1Ayl [1 = A3

Epédyhtdlon mukaan erddn Hilbert-avaruuden H jonon (y;) kuvajonon
(Ayy) pisteiden viliseksi etdisyydeksi on saatu arvio

1Aym = Aynll = Al = [[Ayn]l [T = AnA ]
Indeksien m ja n kasvaessa mielivaltaisen suuriksi lauseke |1 — A\, A
ldhenee nollaa. Lisiksi ||Ay,|| < ||All[|y.|l = ||A]|, joten koko tulo 1&-
hestyy nollaa. Vastaoletuksen mukaan |\,,| > ¢ > 0 kaikilla m, joten
| Ay — Ayy|| > € kaikilla m ja n. Siis jonon (y;) kuvajonolla (Ayy) ei
voi olla suppenevaa osajonoa, joten operaattori A ei voi olla kompakti,
joka on ristiriitaista oletuksen kanssa. O

Fredhomin lauseen perusteella jokaista kompaktin operaattorin A
nollasta eroavaa ominaisarvoa \ vastaava ominaisavaruus V) on dérel-
lisulotteinen, joten ominaisavaruuden ortonormaalin kannan olemas-
saolon perusteluun voidaan kayttaa darellisulotteista spektraalilauset-
ta 1.29.

Fredholmin lause ei kuitenkaan anna mitédén tietoa, jos A = 0 on
operaattorin A ominaisarvo. Tarkastellaan seuraavaksi juuri téata ti-
lannetta. Esitetdén ensin kuitenkin lause, joka antaa tarkasteltavassa
tilanteessa lisdtietoa ominaisarvoa A = ( vastaavan ominaisavaruuden
rakenteesta:

LAuse 2.23. Separoituvan Hilbert-avaruuden suljettu aliavaruus on
separoituva.

TobisTus. Lauseen todistus perustuu separoituvan Hilbert-avaruuden
tapauksessa avaruuden dimensioon tai paremminkin kannan mahtavuu-
teen. Lauseen todistus késitelladn luvussa 3 tarkemmin. U

Olkoon nyt A = 0 kompaktin operaattorin A ominaisarvo. T&ll6in
operaattorin A ydin

ker (A)={z € H: Az =0} =V}

on madritelmian mukaan ominaisarvoa A vastaava ominaisavaruus. Ydin
Vb on avaruuden H suljettu aliavaruus, joten lauseen 2.23 nojalla se on
separoituva, koska avaruus H on separoituva.
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Ytimen V|, dimension ollessa &dérellinen, sen ortonormaalin kannan
olemassaolon perusteluun voidaan kayttaéd luvun 1 tuloksia, kuten edel-
14 kirjoitettiin. Ytimen Vj dimension ollessa ddreton, pyritdan hyodyn-
tdmaédn avaruuden separoituvuutta kannan olemassaolon perustelussa.

Olkoon u; ja us nyt numeroituvan, sekd tiheén, ominaisavaruuden
Vo osajoukon U vektoreita. Jos uy ja us ovat lineaarisesti riippumatto-
mia, niin ortonormitetaan ne Gram-Schmidtin menetelmall& 2.7. Jos w4
ja ug ovat lineaarisesti riippuvia, niin valitaan muu joukon U vektori ugs,
ja tarkastellaan lineaarista riippumattomuutta vektorin u; kanssa uu-
delleen. Lineaarisesti riippumattoman vektorin 16ytymisen ja ortonor-
meerauksen jilkeen on saatu kaksi ortonormaalia joukon U vektoria v;
ja ve. Jatketaan induktiivisesti ortonormaalin joukon laajentamista va-
litsemalla joukosta U seuraava vektori, tarkastelemalla lineaarista riip-
pumattomuutta jo ortonormitettujen vektorien kanssa, ja kdyttamalla
tarvittaessa taas Gram-Schmidtin menetelméaé ortonormittamiseen.

Jatketaan ortonormaalin joukon laajentamista numeroituvan monta
kertaa, jolloin saadaan numeroituva ortonormaali joukko

Uy ={v; : i € N}.

Joukko Uy on numeroituva ja aliavaruus (Up) tihed joukossa Vj, kos-
ka joukko U on oletuksen mukaan tihei joukossa Vj. Siis (Up) = Vp.
Nyt ortonormaali joukko Uy on ominaisavaruuden Vj Hilbert-kanta: Lu-
vussa 3 Hilbert-kannan eri karakterisaatioita késittelevan lauseen mu-
kaan edellé padtelty joukkojen yhtdsuuruus on yhtéapitava ehto Hilbert-
kannan méaaritelmén 2.8 kanssa. Ndin Hilbert-kannan olemassaolo saa-
daan néennéisesti perusteltua operaattorin A ominaisarvoa A\ = 0 vas-
taavassa ominaisavaruudessa Vj.

Projektiolauseen 2.19 perusteella Hilbert-avaruus H voidaan esittaa
operaattorin A ytimen V; ja ytimen ortogonaalisen komplementin V"
suorana sumimana

H=V,o Vi,

joten on luonnollista jatkaa operaattorin A ominaisarvojen ja neliGmuo-
don f tarkastelua ytimen ortogonaalisessa komplementissa V. Luvus-
sa 1 osoitettiin, ettd darellisulotteisen sisdtuloavaruuden symmetrisen
lineaarikuvauksen A erisuuria ominaisarvoja vastaavat ominaisavaruu-
det ovat keskendén ortogonaalisia, ja erityisesti symmetrinen lineaa-
rikuvaus A kuvaa ominaisarvoa vastaavan ominaisavaruuden ortogo-
naalisen komplementin itselleen. Ndmd tulokset yleistyvit myds ddre-
tonulotteisen sisdtuloavaruuden symmetrisille operaattoreille. Nyt siis
operaattorin A symmetrisyyden perusteella

A(Vgh) c Vg~

Operaattori A on my0s positiivinen, symmetrinen sekd kompakti, ja
erityisesti injektio joukossa Vj-. Operaattorin A injektiivisyyden pe-
rusteella nolla ei ole operaattorin A ominaisarvo joukossa V5", ja nyt
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Fredholmin lausetta piistdin hyddyntdmiin juuri joukon Vgt ositte-
lussa. Operaattorin A ytimen Vj ortogonaalisen komplementin V- ol-
lessa adrellisulotteinen, ortonormaalin kannan olemassaolo saadaan pe-
rusteltua luvun 1 tulosten avulla, kuten ytimen Vj tarkastelussa. Jou-
kon Vj' ollessa #iireténulotteinen, on tiirkedi muistaa dimension tarjoa-
mat haasteet: Adrellisulotteisen sisituloavaruuden hajoittaminen or-
togonaalisten joukkojen suoraksi summaksi péadttyy varmuudella vii-
meistddn, kun symmetriselle lineaarikuvaukselle A on loydetty kor-
keintaan alkuperédisen avaruuden dimension verran lineaarisesti riippu-
mattomia ominaisvektoreita. Adretonulotteisen sisituloavaruuden ti-
lanteessa osittelun paédttymisté ei voida ilmaista tarkasti.

Oletetaan nyt, etté operaattorin A ytimen Vj ortogonaalinen komple-
mentti V- ei ole ddrellisulotteinen, ja jatketaan operaattorin A omi-
naisarvojen ja nelismuodon f tarkastelua joukossa Vj-. Lauseen 2.16
oletukset ovat edelléd olevan tarkastelun perusteella voimassa, joten seu-
rauksen 2.17 nojalla operaattorilla A on vihintdéan yksi nollasta eroava
ominaisarvo A := Ay, joka on neliomuodon f suurin arvo side-ehdolla
|z|| = 1. Operaattorin A ominaisarvoa \; vastaava ominaisavaruus

‘/1::{$€‘/()L2AI:)\1I}

on Fredhomin lauseen nojalla darellisulotteinen, joten dérellisulotteisen
spektraalilauseen 1.29 perusteella silld on olemassa ortonormaali kanta.
Merkitddn nyt dim(V;) = ny, ja ominaisavaruuden V; kantaa joukolla
{14} 1<hen,

Ominaisarvoa A; vastaavan ominaisavaruuden V) ortogonaalinen
komplementti on joukko

Vi = {y e V" : (y|lz) = 0 kaikillaz € V; } .

Jatketaan nyt operaattorin A ominaisarvojen ja neliomuodon f tar-
kastelua joukossa V. Operaattori A on positiivinen, symmetrinen ja
kompakti myds joukossa Vit joten lausetta 2.16 voidaan edelleen so-
veltaa seurauksineen. Néin operaattorille A 16ydetédén toinen nollasta
eroava ominaisarvo s niin, ettd Ay > Ag, joka on nelimuodon f suurin
arvo side-ehdolla ||z|| = 1. Ominaisarvoa \y vastaava ominaisavaruus

‘/Q:Z{I‘EX/IL:AZE:)\QI}

on adrellisulotteinen Fredholmin lauseen nojalla myos nyt, ja ortonor-
maalin kannan olemassaolon perustelu voidaan tehdé kuten ominaisa-
varuuden V; tapauksessakin. Merkitaan nyt dim(V3) = ng, ja ominai-
savaruuden V5 kantaa joukolla {@2 4}, . <na'

Ominaisarvojen etsimistd voidaan jatkaa taas méarittamalla nelio-
muodon f maksimiarvoja edellisen vaiheen ortogonaalisessa komple-
mentissa side-ehdolla ||z|| = 1. Vaiheessa [ € N avaruudesta

Vit ={y € Vi : (y|z) = 0 kaikilla z € Vj_4 }
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16ydetdédn operaattorin A ominaisarvo \; niin, etta
AL> A > 0> A >/\l7

joka on neliomuodon f suurin arvo side-ehdolla ||z|| = 1. Ominaisarvoa
A; vastaavan ominaisavaruuden V; ortonormaalin kannan olemassaolo
voidaan perustella, kuten edelld. Merkitddan merkintojen yhtenéisyy-
den vuoksi dim(V}) = n;, ja ominaisavaruuden V; ortonormaalia kantaa
joukolla {¢rk}t e,
Seuraavaksi pyritddan osoittamaan, ettd ominaisavaruuksien Vi, Vs,
., Vi, ... ortonormaaleista kannoista saadaan tarkasteltavan joukon
Vit ortonormaali kanta, kun avaruuden paloittelua jatketaan. Siis py-
ritdédn osoittamaan, ettéd joukko

U{win:1 <k <ny}

Jj=1

on avaruuden V- ortonormaali kanta.

Muutetaan nyt edellé kirjoitettuja merkintoja yksinkertaisemmiksi.
Merkitddn suoran summan V; @V, @. . .GV, dimensiota luvulla IV, aset-
tamalla lisdehto Ny = 0 ja kantavektoreita merkinnoilld @, @o, ..., ®,.
Nyt ominaisavaruuksien Vi, V5, ..., V,, kannat voidaan kirjoittaa uusilla
merkinnéilld seuraavasti:

Ominaisavaruuden Vi kanta {1 i} pcp, = {Piticicn, »

ominaisavaruuden Va kanta {pax}ypcn, = {Pitn, 11<icn, -

ominaisavaruuden V,, kanta {Wp,k}lgkgnp ={Pi}n,  t1<i<n, -

Nyt joukko {®; : 1 <i < N,} on suoran summan Vi & Vo & ... 8V,
kanta, itse asiassa ortonormaali kanta, ja A®; = u; ®;, missd p; = Ag,
kun N, < i < Nijal < k < p. Lisdksi ominaisarvoille p; on voimassa
jarjestys

f1 2= o = 3 = ..
ominaisarvojen A\, jarjestyksen ja uusien merkintéjen perusteella, jol-
loin operaattorin A normille joukossa V;)l on voimassa

[A]l = piy, 41,

silld operaattorinormi ja neliomuodon f suurin arvo on gy, 1.

Merkintdjen muutoksilla pyritiiéin tilanteeseen, jossa piste z € Vgt
voidaan esittad kantavektoreiden ®; darettomané lineaarikombinaatio-
na jatkettaessa avaruuden osittelua mielivaltaisen pitkélle. Uudet mer-
kinnét ottavat erityisesti myos jokaisen ominaisarvon kertaluvun huo-
mioon.

Uusin merkinndin pyritéddn siis osoittamaan, ettd jokainen joukon
Vi piste 2 voidaan esittdd muodossa x = Y, ; p;®;. Todistukseen
tarvitaan vield seuraava lemma:
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LEMMA 2.24. Olkoon A : H — H Hilbert-avaruuden H positiivi-
nen, symmetrinen ja kompakti operaattori, jolle jokainen ominaisarvo
w; # 0. Tdlloin jokainen kuvajoukon A(H) piste Ax voidaan esittdd
muodossa

o0
Az =) (Az|D;) @
i=1
missi {®; :i =1, 2, ...} on operaattorin A ominaisarvoja p; vastaava

ominaisvektoreiden joukko.

Tobistus. Olkoon x € H. Mééritelldan nyt piste

m

Im :x—Z(x@i)CD

i=1
T&llsin pisteen g, médrittelyssd esiintyvd summa » . (z|®;) ®; €
ViV, @ ...V, kun m = N, joten g, € V;-. Nyt g, on orto-
gonaalinen joukon {(I>1, Dy, ... ,(IDNP} kanssa, joten

[Agmll < 1Al 1lgmll = pm+1llgmll-
~—

=Hm+1

Pisteen g,, normin nelidlle saadaan laskemalla

m

lgmll® = llz =D (2]@:) &,

i=1

= (x - Z (2|®;) P

i=1

Nyt (®;|®;) =0, kun ¢ 7é J, joten

lonl? = (o) —zz (el +(z<x|q>i>q>i

=1

= [l* -2 Z (@) + ) (] ®:)° (@:]:)

=1

= ||z|I* =2 x|D;) >4+ xCI)iQQZ»Q
= |||l Z | ;(I )||_1||

3

m

= Jlal|® = ) (2]@:)* < .

i=1

Pisteen Ag,, normille saadaan nyt arvio

[Agm|l < prmiallgmll < pmsall]l;
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joten Ag,, — 0, silld Fredholmin lauseen perusteella pi,, 1 ldhestyy
nollaa, kun indeksi m kasvaa mielivaltaisesti. Siis
Agm = Ax — Z (x|®;) AD; — 0,
i=1
kun m kasvaa mielivaltaisen suureksi. Taméa voidaan kirjoittaa yhtalona

o0

Az =" (Az|d;) @

i=1

joten viite on todistettu. U
Separoituvan Hilbert-avaruuden spektraalilauseen todistamiseen, ja

luvun 3 teorian esitettédmiseen tarvitaan vield Besselin epayhtalo, se-

ki [2-lauseena tunnettu tulos. Esitetddn ja todistetaan ndméi lauseet
seuraavaksi.

LAUSE 2.25 (Besselin epéyhtilo). Olkoon (e;)32, ortonormaali jono
sis@tuloavaruudessa H. Tdlloin jokaiselle sisdtuloavaruuden H pisteelle
x on voimassa epdayhtdld

S
> @len)” < [l=)*.
=1

TobIisTus. Koska normin nelidlle on voimassa

(2.3) lz = y|* = [|=]1* = 2 (z|y) + [lyI%,
niin

0< o= (ale) eil?

=1

=Hﬂ?—2<x

Pythagoraan lauseen 2.21 perusteella viimeiselle termille saadaan

| Z (z]es) 6z‘||2 = Z | (zle:) €¢||2
=§:H@MHWMW
=2 l(ale) I

n

Z (z]e;) e >+||Z (ze;) e

i=1

Toisaalta

<x

n

Z (Qf\ei)ez) = (z[ (zler)er + ... +(zlez) €2) = Z | (zles) |2,

i=1
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joten epéyhtéld saadaan muotoon

0< ||x||2 -2 (m

n

> (ale) ) 1Y @leed?

=1

= [lzl® =2 [ (ale)) P+ ) | (aler) [
i=1 =1

n
= [lzl® =) [ (xles) I
=1

josta saadaan

n
D (@le) P < .
i=1
Lauseen viite seuraa, kun n — oo. U

HuoMAUTUS 2.26. Besselin epayhtilon 2.25 todistuksessa esiin-
tyvan yhtélon 2.3 nojalla pisteiden = ja y reaalinen sisédtulo voidaan
lausua pelkdn norminsa avulla. Yhtaloa

1
(wly) = 5 (= + yl* = ll=I* = llyl*)
sanotaan reaaliseksi polaarikaavaksi.

LAUSE 2.27 ({*lause). Olkoon (e;);, Hilbert-avaruuden H orto-
normaali jono, ja olkoon (X\;);=, jono reaalilukuja. Tdlloin summa

00
xTr = E )\iei
=1

. . . 00 2
suppenee aina ja vain, kun summa Yy .-, |Ni|” suppenee.

TobisTus. Olkoon nyt x =Y .2, \;e; suppeneva sarja. Talloin

(2.4) (zlej) = (Z >\z‘€z‘|€j) = Z&‘ (eilej)

koska sisétulo on jatkuva kuvaus. Oletuksen nojalla (e;le;) = 0, kun
1 # j, joten sisétulo 2.4 sievenee muotoon

(zlej) = A;.
Nyt Besselin epayhtélon 2.25 perusteella

o0

Do =) I (ale) P < lx? < oo
=1

i=1
Siis sarja >, |\:|? suppenee.
Olkoon nyt Y |A;|* suppeneva sarja. Tilloin sarjan

o0
E Ai€i
i=1
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osasummien jono (s, ) -, on Cauchy-jono, silli Pythagoraan lauseen 2.21
perustella kaikille indekseille n < m on voimassa

m n
Sm = Snl| = i€ — i€
I F=1p_A Aieil|”
i=1 i=1
m
= > Nl

i=n+1
m
= 3 NP fel?
i=n+1 \2(
m
-y
i=n+1

oo
<YM < oo
i=1

Nyt sarjan Y .°, \;e; suppeneminen seuraa Hilbert-avaruuden H téy-
dellisyydesta. U

Nyt spektraalilause saadaan osoitettua avaruudessa Vg : On siis
osoitettava, ettd jokainen avaruuden Vj' piste z voidaan esittdd nol-
lasta eroavia ominaisarvoja vastaavien ortonormaaleiden ominaisvek-
toreiden avulla muodossa

T = Z(az[@i)@.

=1

Olkoon y mielivaltainen piste avaruudessa V. Tilloin summa
Z (y|®;) P;

=1

suppenee [?-lauseen nojalla, silld Besselin epayhtdlon mukaan summan
kertoimien (y|®;) nelividen sarja

o0

D 1wl@)* < Jlyll? < o
=1

suppenee.
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Merkitdén nyt « := >, (y|®;) ®;. Tilloin operaattorin A jatku-
vuuden nojalla

Lemman 2.24 perusteella avaruuden H mielivaltaisen pisteen kuvapiste
voidaan esittdd operaattorin A ortonormaaleiden ominaisvektoreiden
adrettoménd lineaarikombinaationa. Soveltamalla téaté pisteeseen y, ja
kayttamalld operaattorin A symmetrisyyttd saadaan

Ay = Z (Ay|®;) ;

1

3

I
AM8

(y’A(I)i) D,

=1

I
Amg

pi (y|®i) ;.

=1

Siis Az = Ay, joten x —y € V.

Toisaalta piste x kuuluu méaéritelménsd mukaan ominaisvektorei-
den muodostaman aliavaruuden sulkeumaan (®;), joka on avaruuden
Vit osajoukko, joten x € Vjit. Oletuksen mukaan piste y kuuluu myos
joukkoon V-, joten piste x —y € V;-. Siis piste z —y € VonVt = {0},
joten x = y, ja nédin vaite on todistettu.

Nyt kokoamalla lukujen 1 ja 2 tulokset, separoituvan Hilbert-avaruuden
spektraalilause saadaan todistettua koko avaruudessa H:

SEURAUS 2.28. Olkoon A Hilbert-avaruuden H positiivinen, sym-
metrinen ja kompakti operaattori. Tdlloin operaattorin A ominaisar-
voja vastaavista ominaisvektoreista voidaan muodostaa avaruuden H
ortonormaali kanta.

TobisTus. Edelld osoitettiin, ettd ominaisvektorit
{®;:1=1,2, ...}

muodostavat ortonormaalin kannan operaattorin A ytimen ortogonaa-
liseen komplementtiin Vj-. Operaattorin A ytimen, eli ominaisarvoa
A = 0 vastaavan ominaisavaruuden V[, ortonormaalia kantaa merkit-
tiin ytimen késittelyn kohdassa joukolla Uj,. Télloin kantojen yhdiste

{q)iii:172, }UUO
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on koko Hilbert-avaruuden H ortonormaali kanta. O
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3. Huomautuksia ja esimerkkejia

Kompaktien operaattoreiden spektraaliteorian johtaminen sepatoi-
tuvaan Hilbert-avaruuteen herdttad kysymyksia muun muassa Hilbert-
kannan yleisestd olemassaolosta ja luonteesta. Téssd luvussa kisitel-
ladn muutamia herdnneitd kysymyksid lauseiden, huomautusten sekéi
esimerkkien avulla, joita edellisen luvun johdettu teoria herattaa.

Luvussa 2 Hilbert-kanta méériteltiin ortonormaalina joukkona, jon-
ka alkioiden avulla avaruuden H jokainen piste x voidaan esittda yk-
sikésitteisesti ddrettoménd lineaarikombinaationa. Lauseessa 3.2 esite-
tddn muita Hilbert-kannan karakterisaatioita. Otetaan lauseen esitté-
miseksi kdyttoon seuraava méaaritelma:

MAARITELMA 3.1. Olkoon F Hilbert-avaruuden H ortonormaali
joukko. Joukon F sanotaan olevan maksimaalinen ortonormaali joukko,
jos kaikille avaruuden ortonormaaleille joukoille /' D E on voimassa

F=F

LAUsE 3.2. Olkoon E :={e; : i € I} Hilbert-avaruuden H ortonor-
maali joukko. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:
(1) E on Hilbert-kanta, eli x =, (x|e;) e; kaikilla x € H
(2) (zly) = > ser (wlei) (yle:) kaikilla x, y € H
(3) |zl = X ser | (x]es) |* kaikille x € H
(4) E on makszmaalmen ortonormaali joukko
()

5) (E) =
Kirjoitetaan ennen lauseen 3.2 todistusta tédrked huomautus:

HuomAuTUus 3.3. Olkoon z avaruuden H piste. Télloin Besselin
epayhtalon 2.25 nojalla pisteen x kantakonstruktiossa esiintyvé sisé-
tulo (x|e;) eroaa nollasta korkeintaan numeroituvan monella joukon 1
indeksilla ¢. Merkitdédn nyt joukolla [, niiden indeksien ¢ € I joukkoa,
joilla edelld oleva sisétulo (x|e;) eroaa nollasta. Indeksijoukko

I,={iel:(zx|le;) #0,e;, € E} C I
on sils numeroituva.

LAUSEEN 3.2 TODISTUS: Osoitetaan aluksi lauseen ensimméiset nel-
ja ehdoa jarjestyksesséd yhtéapitaviksi: Olkoot x ja y avaruuden H pis-
teitd ja I, seké I, pisteisiin x ja y liittyvét, huomatuksen 3.3 mukaiset
indeksijoukot. Télloin joukko I, U I, on numeroituva numeroituvien
joukkojen yhdisteend. Olkoon nyt vield {iy, 42, i3, ...} joukon I, U I,
numerointi sekéd merkitaan

n n

In = Z (zles;) ei; ja yn = Z (yles,) e,

j=1 i=1
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Télloin joukon E ortonormaalisuuden, kolmioepéyhtédlon ja lauseen 2.10
perusteella saadaan
alo) = 3 (o) ()|

Jj=1

—| (ely) — (aln) ]g

(ely) = (zaly) ' | nly) = (@nlon) ’:

(@ = znly) | + | @aly = yn) |< Nz = zallllyll + lznlllly = vl

Nyt oletuksen perusteella x, — x ja y, — y, kun indeksi n kasvaa
mielivaltaisen suureksi, ja erityisesti ||z, || on rajoitettu, joten

[ = zallllyll + llzalllly = yull = 0,

kun n lédhestyy ddretonté. Siis ehto (2) seuraa Hilbert-kannan mééri-
telmésté.
Ehto (3) saadaan ehdosta (2) valitsemalla pisteeksi y piste x, jolloin

(wla) = > =) (ales) (les) = D | (ales)
iel iel
Neljas ehto saadaan ehdosta (3) epésuoralla pééttelylla. Tehdddn
antiteesi, jonka mukaan joukko E ei ole maksimaalinen ortonormaa-
li joukko. Té&ll6in on olemassa avaruuden H alkio y # 0, jolle pétee
(eily) = 0 kaikilla indekseilld ¢ € 1, ja ||y|| = 1. Mutta télloin

L=yl = > (yles) | =0,
i€l
joka on ristiriita. Siis £ on avaruuden H maksimaalinen ortonormaali
joukko.
Osoitetaan nyt, ettd ehdosta (4) saadaan ensimméinen. Olkoon z
avaruuden H mielivaltainen piste. Nyt Besselin epayhtélon 2.25 perus-

teella summa
2
> (e
1€l,
suppenee, ja koska joukko E on ortonormaali joukko, niin /2-lauseen 2.27
oletukset ovat voimassa, joten myo0s summa

Z (zle:) e

i€l,
suppenee.

Olkoon e nyt joukon E alkio ja {1, i, i3, ...} joukon I, numerointi.
Télloin (x]e) # 0 vain kun e = ¢;; jollakin j € N. Koska sisétulo

(x S (alen)

j=1

) = (xles,) — (ales,) = 0,
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kun k£ =1, ... n, niin sisdtulon jatkuvuuden perusteella saadaan
n
0= nh_}r{.lo (.CU — Z (il?|€ij) 6ij 6)
j=1

n
— <a: — 7}13)102 (:)3|eij) €,
j=1

)
_ <x_§;(z|eij)eij e> |

Siis z — > 77, (zle;;) e;; L e. Oletuksen mukaan joukko E on maksi-

maalinen ortonormaali joukko, joten

o0
T — Z ($|6,J> 6,']. = 0,
j=1
josta ehto (1) seuraa.

Osoitetaan seuraavaksi ehdon (5) seuraaminen ensimmaéisesté: Ol-
koon joukko I, numeroitu, kuten edelld. Oletuksen mukaan riittda
osoittaa, ettd jokainen avaruuden H piste  kuuluu joukkoon E Ole-
tuksen ja huomautuksen 3.3 mukaan jokainen avaruuden H piste x on
suppenevan sarjan summa

oo
mzZ(aﬂei)ei:Z (z|e;) e; Z xle;,) e,

iel iel, j=1

Talloin sisdtulon jatkuvuuden perusteella

r = Z (I|ei1) €i;

i=1
n

n—o0 J J
=1

Nyt jokainen &érellisestd summasta koostuva alkio kuuluu joukkoon
(E), joten piste x on joukon (E) kasaantumispiste. Talloin piste x kuu-
luu joukkoon (E) ja néin ehdon (5) seuraaminen ehdosta (1) saadaan
todistetuksi.

Viimeistellddn todistus osoittamalla vield ehdon (4) seuraaminen
viimeisestd ehdosta: Olkoon nyt z avaruuden H piste, jolle (z]e;) = 0
kaikilla indeksijoukon I, indekseilla ¢. Talloin piste x kuuluu joukon
(E) ortogonaaliseen komplementtiin, eli x € (E)*. Toisaalta, oletuk-
sen mukaan (F) = H, joten on olemassa joukon (E) jono (z,), joka
suppenee pisteeseen x. Télloin sisdtulon jatkuvuuden nojalla

|z]|? = (z]z) = <1im xn|x> = lim (z,|z) = 0.
n—oo nHOO\V—/

=0
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Siis piste z = 0, joten E on maksimaalinen ortonormaali joukko.
Nain Hilbert-kannan karakterisaatiolause on saatu todistettua ko-
konaan. O

Lauseen 3.2 perusteella Hilbert-kannan mééritelmé voidaan asettaa
todellakin usealla eri tavalla. Kuitenkin mééritelmén esittdminen en-
simmaéisen ehdon muodossa korostaa Hilbert-avaruuksien geometriaa,
ja toisaalta se on yhteneviinen luvussa 1 esitettyjen méaritelmien ja
teorian kanssa. Lisdksi karakterisaatiolauseen esittdminen nostaa esille
kysymyksen Hilbert-kannan yleisestd olemassaolosta. Voidaan osoittaa,
ettd jokaisella Hilbert-avaruudella H on todellakin olemassa Hilbert-
kanta. Kirjoitetaan tdmé vahva tulos lauseeksi:

LAUSE 3.4. Jokaisella Hilbert-avaruudella H on olemassa Hilbert-
kanta.

Lauseen todistaminen perustuu valinta-aksioman kanssa yhtéapité-
vaan Zornin lemmaan. Lauseen todistuksen tarkasteluun tarvittavat
madritelmét ja todistuksen yksityiskohdat 1oytyvéat Lauri Kahanpéaian
funktionaalianalyysin luentomonisteesta [6, §9].

Luvussa 2 rajoituttiin johtamaan kompaktien operaattoreiden spekt-
raaliteoria separoituvaan Hilbert-avaruuteen H. Opetaattorille A ase-
tettiin myos kompaktiuden lisdksi positiivisuusoletus, mikéa tehtiin mer-
kintojen yksinkertaistamiseksi, kuten luvussa 1. Avaruuden valinta pe-
rustui separoituvan Hilbert-avaruuden ominaisuuksien yhdenmukaisuuk-
siin d&rellisulotteisen sisédtuloavaruuden R™ kanssa. Erityisesti jonoava-

ruus
o
I? = {(xn)zol : Z |z, |? < oo}
n=1

on aaretonulotteinen separoituva Hilbert-avaruus, kun méaérittelyihin
lisdtadn pisteittaiset laskutoimitukset ja sisétulo

(zly) = Z%%
i=1

Tama avaruus on luonnollinen yleistys dérellisulotteiselle sisdtuloava-
ruudelle R™. Liséksi separoituvuus-oletuksen kayttoonotto yksinker-
taisti operaattorin A ytimen ortonormaalin kannan olemassaolon perus-
telua. Seuraavassa lauseessa osoitetaan vahva yhteys Hilbert-avaruuden
separoituvuudelle ja Hilbert-kannan mahtavuudelle:

LAUSE 3.5. Hilbert-avaruus H on separoituva tdismdlleen silloin,
kun avaruudella H on numeroituva Hilbert-kanta E = {e; : i € N}.

TobisTus. Todistetaan lauseen viite kahdessa osassa. Osoitetaan
ensin avaruuden H separoituvuus kannan numeroituvuudesta. Taytyy
siis osoittaa, ettd avaruus H sisédltdd numeroituvan, tihedn joukon.
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Olkoon E = {e¢; : i € N} avaruuden H Hilbert-kanta ja médritellaan
joukko

U:{anej:nGN,njEQjaejeE}.

J=1

Nyt joukko U on avaruuden H osajoukko, ja erityisesti se on numeroi-

tuva. Koska oletuksen mukaan F on kanta, niin lauseen 3.2 perusteella

joukon E virittdmén aliavaruuden sulkeuma (F) on koko avaruus H,

joten joukon U tiheyden osoittamiseksi riittdd ndyttid, ettd (E) C U.
Olkoon x € (E) ja € > 0. Piste = on siis muotoa

n

xr = E Ci€q,y

i=1
missé kertoimet ¢; ovat reaalilukuja. Télloin jokaiselle indeksille ¢ on

n

olemassa rationaaliluku ¢; jolle [¢; —¢;| < £. Nyt pisteelle 7 = ) " | ce;,
n n 8
|z —zf| < Zl | (e — &) esl| = Zl i = Gillleill < —n =,
1= 1=

joten piste 2 on joukon U kasaantumispiste. Siis (E) C U, joten U on
tihed avaruudessa H.

Oletetaan nyt avaruuden H separoituvuus ja todistetaan Hilbert-
kanta numeroituvaksi epésuorasti. Oletetaan siis, ettd avaruuden H
kanta £ = {e; : ¢ € I} on ylinumeroituva. Nyt pallot

2(3)
2

ovat pistevieraita: Olkoon x € B (ei, %) ja olkoon 7 # i. Talloin

1 1
lz — ;|| > llej —eill — ||z — el = V2 — 57 3

Koska I on ylinumeroituva ja separoituvuusoletuksen mukaan avaruu-
den H siséltdmé joukko U numeroituva, niin on olemassa indeksi ig €

jolle
1
B <€i07§) NnNU = @

Tamé on ristiriitaista joukon U tiheyden kanssa. Siis kanta F on nu-
meroituva. U

Tarkastellaan seuraavaksi muutamaa teoriaa selventavéd, mutta toi-
saalta syventdvad esimerkkié:
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ESIMERKKI 3.6. Olkoon nyt H = [?, ja médéritelliin operaattori
A:H—H

A0 00
0 X O
A=10 0
missd \; = 2%1, i =1, 2, ... . Nyt operaattori A on kompakti ja

sen ominaisarvoina ovat diagonaalialkiot );. Jokainen ominaisarvo \;
on aidosti positiivinen ja esiintyy tédsmélleen yhden kerran, joten jo-
kaista ominaisarvoa vastaava ominaisavaruus V; on 1-ulotteinen. Koko
avaruuden H Hilbert-kanta muodostuu ominaisarvoja vastaavista or-
tonormeeratuista ominaisvektoreista.

ESIMERKKI 3.7. Olkoon edelleen H = [? ja muutetaan esimerkin 3.6
operaattoria A : H — H seuraavasti:

A0 0 0 0 0 0
0 & 0 0 0 0 0
0 0 X 0 0 0 0
0 0 0 X 0 0 0
A=10 0 0 0 X 0 0
0 0 0 0 0 X 0
00 0 0 0 0 N\

)

Operaattori A on myoskin nyt kompakti, ja kuten esimerkissé 3.6, ope-
raattorin A ominaisarvoina ovat diagonaalialkiot A;. Nyt jokainen omi-
naisarvo \; esiintyy ¢ kertaa, joten ominaisarvoa \; vastaava ominaisa-
varuus V; on i-ulotteinen. Siis indeksin ¢ kasvaessa my0s ominaisavaruu-
den V; dimensio kasvaa. Kuitenkin Fredholmin lauseen 2.22 perusteella
jokainen ominaisavaruus V; on ddrellisulotteinen.

Esimerkeissi tarkasteltiin Hilbert-avaruuden [? kompakteja operaat-
toreita ja niiden vaikutuksista ominaisavaruuksiin. Erityisesti esimer-
kin 3.7 perusteella Hilbert-kanta voi olla tietyssd mielessd hyvinkin
suuri. Nyt ndmé& havainnot nostavat esille kysymyksen yleisen Hilbert-
avaruuden kannan mahtavuudesta ja yksikésitteisyydesté. Agrellisulot-
teisen sisdtuloavaruuden tavoin yleisen Hilbert-avaruuden kanta ei ole
yksikésitteinen. Lisdksi voidaan konstruoida Hilbert-avaruus, jolla on
ylinumeroituva kanta. Kirjoitetaan ndmaé esille nousseiden kysymyksien
tarkeét vastaukset vield huomautukseksi:

HuomauTus 3.8. Olkoon H mielivaltainen Hilbert-avaruus.

(1) Hilbert-avaruuden H kanta voi olla ylinumeroituva.
(2) Hilbert-avaruuden H kanta ei ole yksikésitteinen.
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Palataan vield tarkastelemaan kompaktin operaattorin A ytimen
kannan késittelyd hieman tarkemmin edellé esitettyjen esimerkkien poh-
jalta: Kummassakaan edellé esitetyssé esimerkissé nolla ei ole operaat-
torin A ominaisarvo, ja molemmissa tapauksissa operaattorin A yti-
meksi saadaan joukko

ker (A) ={x € H: Az =0} = {0} = Vj.

Téamén perusteella molemmissa esimerkeisséd Hilbert-avaruus H voi-
daan esittdéd ominaisavaruuksien V; avulla muodossa

H=VioV:;®

Tama osoittaa erityisesti Fredholmin lauseen vahvuuden separoituvan
Hilbert-avaruuden spektraalilauseen johtamisessa, koska operaattorin
A ydin on ainut ominaisavaruus, jonka kannan olemassaolon peruste-
luun se ei tuo apua kuin erikoistapauksissa. Kuitenkaan operaattorin
A ytimen ominaisuuksia ja luonnetta ei saa unohtaa tai aliarvostaa:

ESIMERKKI 3.9. Olkoon avaruus H = [?> my6s téissi esimerkissi, ja
muutetaan esimerkin 3.6 operaattoria A : H — H seuraavasti:

A 0
A= 0 0

Operaattori A on selvisti kompakti myo6s nyt, ja operaattorin A ominai-
sarvoina ovat diagonaalialkio A; ja nolla. Ominaisarvoa nolla vastaava
ominaisavaruus on siis operaattorin A ydin ker (A) := Vj, ja merkitédén
ominaisarvoa A\; vastaavaa ominaisavaruutta joukolla V;. Nyt ominai-
savaruus V] on operaattorin A ytimen ortogonaalinen kompelementti,
eli V; = V5. Kuten aiemmin on todettu, yleisen projektiolauseen 2.19
nojalla avaruus H voidaan esittdéd ominaisavaruuksien suorana summa-
na
H=V,0V; =V oW,

Nyt ominaisarvoa A1 vastaava ominaisavaruus Vi on 1-ulotteinen, joten
ytimen Vy Hilbert-kanta on numeroituvasti ddreton.

ESIMERKKI 3.10. Olkoon H separoituva ja H mielivaltainen Hilbert-
avaruus, jonka kanta on ylinumeroituva. Olkoot vield A: H — H ope-
raattori, kuten esimerkissid 3.6 jolloin A on injektio, ja méadritelladn
operaattori

A:HoH—H®H, Az, y) = Az
Nyt operaattoria A vastaava matriisi voidaan esittdd muodossa

A B
A=
(&3)
missi B : H — H, C:H — [:Tja D : H — H ovat médritelty-
jen Hilbert-avaruuksien vilisid operaattoreita. Operaattori A on myos



3. HUOMAUTUKSIA JA ESIMERKKEJA 46

kompakti, kuten operaattori A. Liséiksi operaattorin A ominaisarvona
esimerkin 3.6 lukujen \; liséksi on luku Ay = 0. Erityisesti ominaisarvo
Ao = 0 esiintyy ylinumeroituvan monta kertaa. Ominaisarvoa Ag = 0
vastaava ominaisavaruus saadaan maaritettya

k:er(A):{(x,y) eH@fNI:A(x,y)zo}
:{(O,y):yefl}.

Nyt Hilbert-avaruuden H @ H Hilbert-kanta on ylinumeroituva, koska
Hilbert-avaruuden H kanta on ylinumeroituva.

Luvussa 2 operaattorin A ytimen todettiin olevan alkuperaisen Hilbert-
avaruuden H suljettu aliavaruus ja sen kannan olemassaolon perustelus-
sa kédytettiin apuna lausetta 2.23, jonka mukaan separoituvan Hilbert-
avaruuden suljettu aliavaruus on myoskin separoituva. Esitetddn nyt
viela lauseen 2.23 todistus, joka perustuu avaruuden Hilbert-kannan
mahtavuuteen:

LAUSEEN 2.23 TODISTUS: Olkoon U separoituvan Hilbert-avaruuden
H suljettu aliavaruus. Nyt suljettu aliavaruus U on myoskin Hilbert-
avaruus tdaydellisen metrisen avaruuden suljettuna osajoukkona, ja tél-
16in lauseen 3.4 perusteella aliavaruudella U on Hilbert-kanta Fy.

Nyt aliavaruus U on separoituva, silla sen kanta FE, voidaan laa-
jentaa koko avaruuden H kannaksi F, joka lauseen 3.5 mukaan on nu-
meroituva, jolloin £y on numeroituvan joukon osajoukkona numeroi-
tuva. U

Kolmannen luvun teoria ja esimerkit herdttavit edelleen kysymyk-
sid niin separoituvien kuin mielivaltaistenkin Hilbert-avaruuksien kan-
tateoriasta. Teorian janoisten kannattaa tutustua ehdottomasti lahtee-
né kiytettyyn teokseen [8].
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4. Yhtilon y = xr — AMAx ratkaiseminen

Luvussa 2 yleinen spektraalilause johdettiin separoituvaan Hilbert-
avaruuteen H. Tésséd luvussa esitetdidn erds spektraalilauseen sovellus
yhtélon

(4.1) y=x— Nz

ratkaisuna seuraavin oletuksin: Olkoot avaruuden H pisteen y ja luvun
A lisdksi tunnettuna symmetrinen, kompakti operaattori A : H — H
ominaisarvoineen p; ja ominaisvektoreineen ®;. Olkoon vield ominai-
sarvot u; # 0 kaikilla 7. Yhtdlo 4.1 voidaan kirjoittaa muotoon

I:y‘F)\Ax:y‘f')\ZMi(f@i)@i-

1=1
¢k>

= (y|®x) + A (Z i (x| ®;) @;

i=1

(I)k>
= (y|Px) + A (] Py) .

silla ®; L &, kun ¢ # j. Nyt yhdistamélld tulontekijét yhtdlo 4.2
saadaan muotoon

Talloin kaikille £ =1, 2, ...

(z|Pr) = <y + /\ZM (2]®;) P,

(4.2)

(4.3) (1= M) ([ @) = (y|Ps) -

Tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa luku A ei ole yhdenk&édn ominai-
sarvon p; kdanteisluku, eli Ay; # 1 kaikilla indekseilld ¢ = 1, 2, .. ..
Talloin yhtélo 4.3 saadaan muotoon

1

D) = )
(2| Px) 1— M\ (y|Px)
ja piste x voidaan esittdd muodossa
(44) AR eVl 1L

Jos nyt pisteen x lausekkeessa 4.1 esiintyvd summa

Z & . (y|®;) @; =: S
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suppenee, niin piste  on alkuperiisen yhtéalon 4.1 ratkaisu, silld ope-
raattorin A jatkuvuutta, sekd ominaisarvojen ominaisuuksia sovelta-
malla saadaan

o] 1L;
T Mz =y+A) (y|®;) ®
= 1 A

e 9] [L;
— M y+ A (y|®:) @»)
( o 1A

—y— MMy + AZ —E (y]2,) (@ — AAD))

%

=y— )\Ay—i-)\z

®;) (1 — A\) @
1_M(y| ) (1= Api)

:y—)\Ay—l—)\Zui(ykI)i)cb

i=1

=y—My+1>_ (y®;) AP

i=1

=y— My +AA)  (y|@) @

i=1
=y — Ny + Ny
Pyritdén seuraavaksi osoittamaan osasummien jono (S,) -, Cauchy-
jonoksi, jolloin summan S suppeneminen seuraa avaruuden H téaydelli-

syydesté: Olkoot n ja m indeksejé niin, ettd n > m. T&ll6in osasummien
jonolle (.S,,) saadaan

150 — Smll* = D;) Oy
i= m+1
(Y geye] 3 ) @)
(i_m-i-l 1= Aui i=m+1 1= A
n 2
Hi
= Z (y|®:)
i=m+1 1= A
<P | (wle) P
i=m-+1
missé [ on lukujen

2%
1 — Ay
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muodostaman joukon pienin ylaraja. Pienin yldraja on olemassa, koska
oletuksen perusteella Au; # 1, ja operaattorin A kompaktiuden no-
jalla ominaisarvot muodostavat nollaan suppenevan jonon indeksin i
kasvaessa mielivaltaisen suureksi.

Olkoon A nyt operaattorin A ominaisarvon r-kertainen kaénteislu-
ku. Talléin Ay; = 1 indeksin ¢ arvoilla s, s + 1, ..., s +r — 1. Nyt
yhtalon

(1= Apa) (2]®;) = (y|®s)

nojalla (y|®;) = 0, joten piste y on ortogonaalinen ominaisvektoreiden
b, Dyyq, ..., Psiyr1 ja muiden ominaisarvoa % vastaavien ominaisvek-
toreiden kanssa.

Merkitéén nyt luvulla ¢; sisiatuloa (z|®;), kuni < s taii > s+r—1.
Indeksin ¢ arvoilla s, s+1, ..., s+7r—1 valitaan luku ¢; mielivaltaisesti.
T&ll6in sarja

o0

>, 1= (y[ @) ©; = Zcz‘ (y|®;) s

i=1 =1

suppenee, kuten ensimmaisessa tapauksessa on osoitettu, ja piste
[e.e]
T=y+ Y cilyld)d;
i=1

on néin alkuperéisen yhtalon 4.1 ratkaisu.

Yhtélon y = x— A\ Ax ratkaisun olemassaolon perustelussa kéytettiin
avaruuden H téaydellisyytté. Tarkastellaan seuraavaksi vield yhtéalon 4.1
ratkaisua mielivaltaisessa sisdtuloavaruudessa:

Olkoon siis avaruus H mielivaltainen sisdtuloavaruus, ja tarkastel-
laan yhtélon ratkaisua tapauksessa, jossa A ei ole yhdenkédédn kompak-
tin operaattorin A ominaisarvon p; kadédnteisluku. Télloin indeksilla &
sisdtuloyhtélo 4.3 saa muodon

1
®p) = ———— (y|®
(219) = T (0120).

ja téatd soveltamalla operaattorin A jatkuvuuden kanssa yhtdlon rat-
kaisu voidaan esittdd muodossa

Tarkastellaan nyt yhtdalon ratkaisussa esiintyvén sarjan muodostamaa

. . o0 . .
osasummien jonoa (75,),_ ;, missé

n

1
T=> ——— (y|®;) @,
§31_Am<m )

i=1
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Nyt jono (7;,) on rajoitettu, silla
1Tl = |l Z
- Z L (e Z (o)
= 1A i=1
S| e | @)
il I

= 1
= Z 1— i (y[®s)

=1

<P’ |yle) P
i=1

<P’y | (®)
=1

<pllyl*,

yICI’ ) @,

missd p on lukujen

1
1= Ay

muodostaman joukon pienin ylédraja, joka on olemassa reaalilukujen
taydellisyysaksiooman nojalla. Jono (7},) on liséksi Cauchy-jono, kuten
jono (S,,) Hilbert-avaruuden tapauksessa. Nyt operaattorin A kompak-
tiuden nojalla jonolla

(un =Y+ )‘ATn)Zozl

on avaruudessa H suppeneva osajono (u,,)._, rajapisteend avaruu-
den H piste u. Talloin myo6s alkuperdinen jono (u,) suppenee myos
pisteeseen u, silla

[ = | < flu = wn,, || + [[un,, = wm] =0,

kun indeksi m kasvaa mielivaltaisesti. Osoitetaan nyt, ettd piste u on
alkuperdisen yhtdlon 4.1 ratkaisu: Jono (7},) ei valttdméttd suppene
avaruudessa H, koska avaruus H on mielivaltainen sisdtuloavaruus.
Avaruus H voidaan kuitenkin ¢dydellistid Hilbert-avaruudeksi H , jol-
loin jono (T},) suppenee avaruudessa H rajapisteendén avaruuden H
piste T. Nyt myos jono (u,) suppenee avaruudessa H rajapisteend
u = y + AAT. Talloin v on my6s alkuperéisen yhtdlon 4.1 ratkaisu
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avaruudessa H, silla laskemalla vastaavin perustein kuin ensimmaéises-
sd, Hilbert-avaruuden tapauksessa saadaan

u— MNAu =y + NAT — NA (y + \AT)

> 1
=y+AAD (y|®;) ®;
=1

L= Ap
— M (y + AAg - —1M- (y|®;) <I>i>
=y— My + )\ 2 : —1Am (y]®;) (AD; — NA*D,)
=y — MMy + Aé . —1Am (y]®i) i (1 = Api) i

=y =My + A (y[®) P
=1

=y — My + 1) (y®;) AP;

=1

=y — My + A (y|®:) P;
=1

=y — Ny + Ay

HuomauTus 4.1. Esitetdan viela muutama luvun 4 teorian tarkas-
teluun liittyva huomautus.

(1) Yleisen sisituloavaruuden tapauksessa tarvitaan avaruuden tay-
dellistdmisen, jotta piste u voidaan osoittaa viimeisella laskulla
yhtélon 4.1 ratkaisuksi.

(2) Lisatietoja normiavaruuden taydellistamisesté 10ytyy teokses-
ta [6, §22.8]
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