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1 Johdanto

Pierre de Fermat oli 1600-luvulla eldnyt matemaatikko. Han kirjoitti kuului-
saksi tulleen suuren lauseensa Diofantoksen Arithmetica-kirjan marginaaliin
arviolta vuonna 1637. Lause 10ytyi Fermat’'n kuoltua vuonna 1665. Fermat'n
suuri lause on seuraavanlainen: 2" + y™ # 2" kun n > 2 ja x, y, 2z ja n ovat
positiivisia kokonaislukuja. Fermat'n suuri lause on muodoltaan hyvin yksin-
kertainen lause, jota lukuisat matemaatikot yrittivat tuloksetta todistaa yli
350 vuoden ajan. Fermat itse vaitti Arithmetica kirjan marginaalissa todis-
taneensa lauseen, mutta hén ei voinut kirjoittaa todistusta marginaaliin, silla
todistus oli niin pitkd. Tama vaitos on inspiroinut monia matemaatikoita et-
simaédn todistusta lauseelle. Jotkut jopa vaittivat keksineensd todistuksen,
mutta naistd todistuksista 16ytyi kuitenkin aina virheita.

Ensin lausetta ldhdettiin todistamaan tapaus kerrallaan. Vaitetadn etta
Fermat itse todisti tapauksen n = 4. Téstéa ei kuitenkaan ole varmaa tietoa.
100 vuotta mybhemmin Leonhard Euler todisti tapaukset n = 3 ja n = 4.
Ranskalainen matemaatikko Marie-Sophie Germain oli ensimmaéinen, joka
sai vietyd Fermat'n suuren lauseen todistusta hieman yleisempééan suuntaan.
Hén ei tutkinut vain yksittaisia tapauksia, vaan pyrki yleistiméan tuloksen-
sa koskemaan tietynlaisia lukuja. Ernst Eduard Kummer jatkoi yleistamisté
todistamalla ettd lause péatee kaikille sddnnollisille alkuluvuille. Lause pys-
tyttiin todistamaan vasta 1990-luvulla. Lopullisen todistuksen teki Andrew
Wiles monien epdonnisten vaiheiden jélkeen.

Fermat'n suuri lause on vain yksittdinen matemaattinen ongelma. Sita
tutkittaessa on kuitenkin saatu aikaan paljon matemaattisesti merkittavia
tuloksia. Lauseella on se erityinen ominaisuus, ettd ongelmana se kattaa ko-
ko matematiikan historian pronssikaudesta nykypaivaan saakka. Lause liittyy
ldheisesti Pythagoraan lauseeseen, jonka jo babylonialaiset tunsivat. Lopulli-
nen todistus pohjautuu hyvin nykyaikaiseen matematiikkaan, josta Fermat'n
aikana ei varmastikaan ollut mitéén tietoa. Fermat'n suuri lause on puhu-
tuttanut ihmisia viela Wilesin todistuksen jalkeenkin. Monet ovat yrittaneet
loytaa yksinkertaisen nakoiselle lauseelle yksinkertaista todistusta. Mahdo-
tonta se ei ehké ole, mutta taytyy pitdd mielessa ettd monet viime vuosisato-
jen parhaista matemaatikoista yrittivat ratkaista ongelmaa siind kuitenkaan
onnistumatta.

Téassa tutkielmassa tutustutaan Fermat'n suuren lauseen historiaan ja
etenkin sithen, miten lausetta yritettiin todistaa 1700- ja 1800-luvuilla. En-
sin tarkastellaan tapauksia n = 4 ja n = 3. Naissa todistuksissa kiaytetaan
aarettoman laskeutumisen menetelméaéd. Kyseinen menetelméd on Fermat'n
keksimé. Menetelmaa kiytettaessa valitaan ongelman pienin ratkaisu ja néy-
tetdan, ettd on olemassa viela pienempi ratkaisu. Néin padadytaan ristirii-



taan. Ndiden tapausten tarkastelun jilkeen tarkastellaan Sophie Germainin,
Gabriel Lamén ja Ernst Eduard Kummerin vaikutusta lauseen kehitykseen.
Lopussa tarkastellaan lyhyesti sitd, mitd Fermat’n suuren lauseen osalta on
tapahtunut Andrew Wilesin todistuksen jéalkeen. Wilesin todistus on aivan
liian monimutkainen téssa esitettaviaksi.

Tutkielmassa on tarkoitus keskittya historiallisiin tapahtumiin, joten vii-
me vuosisadan kehitystéd ja lopullista todistusta ei kasitelld kovin tarkasti.
Tutkielmassa kiaydaén lapi, miten lopullinen todistus syntyi, mutta sen ma-
temaattiseen puoleen ei juurikaan paneuduta. Tavoitteena on perehtya siihen,
miten kuuluisaa ongelmaa ryhdyttiin tarkastelemaan ja kuinka monimutkai-
nen ongelma kokonaisuudessaan on.



2 Fermat’n suuren lauseen historiaa

2.1 Ennen Fermat’ta

Fermat'n kuuluisan ’suuren lauseen’ tarina alkoi jo kauan ennen Fermat'n
syntymaa. Se alkoi jo ennen Diofantosta, jonka matematiikkaa Fermat yritti
yleistda. Voidaan ajatella, ettd lauseen juuret ovat pronssikauden aikaisessa
Mesopotamiassa, hedelmallisen puolikuun alueella Eufratin ja Tigriin vélis-
s, alueella, joka tunnetaan myos Kaksoisvirran maana. Nykyisin tama alue
kuuluu Irakiin. Fermat’n lauseen alku voidaan ajoittaa Mesopotamian ar-
kipdivaan, neljin tuhannen vuoden taakse. Mesopotamiassa kukoisti n.2000
eKr - 600 eKr kulttuuri, jota tassa yksinkertaistaen kutsutaan Babylonian
ajaksi. Talloin kehitettiin muun muassa kirjoitustaito. Babyloniassa arkipéi-
vaan kuuluivat my6s lukujen neliot, joiden voidaan katsoa edustavan vau-
rautta. Maanviljelijan varallisuus riippui sadon suuruudesta, joka puolestaan
riippui siitd, miten suuri on pellon pinta-ala. Koska nelion muotoisen pel-
lon pinta-ala oli sivu - sivu = sivu?, niin voidaan sanoa, ettd vauraus tulee
neliosta. ([11], s.22-23).

Babylonialaisia kiinnosti tieto siité, miten kokonaislukujen muodostamat
neliot voidaan jakaa muiden kokonaislukujen nelididen summiksi. Jos talon-
pojalla oli esimerkiksi pelto, jonka kummankin sivun pituus oli 5 mittayk-
sikkod, eli pellon ala oli 25 nelioté, niin sen saattoi vaihtaa kahteen peltoon,
joista toisen sivut olivat 3 mittayksikkod (ala 9 neli6té) ja toisen 4 mittayk-
sikk6d (ala 16 neliotd). Tamé oli tarked tieto kdytdnnon maanjako-ongelmia
ratkaistaessa. Lukuja 5,4 ja 3 kutsutaan Pythagoraan luvuiksi, vaikka ldhes
4000 vuotta vanhojen savitaulujen perusteella tieddmmekin, ettd babylonia-
laiset tunsivat Pythagoraan lukujen ominaisuudet jo tuhat vuotta ennen kuin
Pythagoras oli syntynytkaan. Pythagoraan luvut ovat kolmen kokonaisluvun,
T,y ja z, joukkoja, jotka toteuttavat Pythagoraan lauseen z%+y* = 22. (|11],
s.24).

Babyloniassa kédytettiin kuusikymmenjarjestelméaé. Babylonialaiset teki-
vt nuolenpadkirjoituksella savitauluille paljon erilaisia taulukoita. Téllaisia
taulukoita on myo6s sdilynyt paljon. ([11], s.25). Erés séilyneistd tauluista
on Plimpton-kokoelman savitaulu numero 322. Taulu on periisin Babylo-
nian vanhemman valtakunnan kaudelta (n.1900-1600 eKr). Plimpton 322 on
suuremman savitaulun osa. ([13], s.66). Taulukossa on 15 vaakasuoraa rivii.
Jokaisella rivilla on erilainen Pythagoraan lukujen ryhmaé. Eraalla rivilla on
esimerkiksi 169, 144 ja 25 (13% = 122 + 5?). Kaikki tutkijat eiviit usko, et-
ta babylonialaisia olisi sen kummemmin kiinnostanut tdma nelididen véalinen
yhteys. Erdédn teorian mukaan kyse oli puhtaasti kidytdnnon laskemisesta,
koska kuusikymmenjarjestelméssa oli kitevaa kayttda murto-osien laskemi-



sessa my0s kokonaislukujen nelioita. Jotkut tutkijat puolestaan uskovat, etté
babylonialaisia kiinnosti my6s pelkét lukujen ominaisuudet eiké niihin véltta-
méttd tarvinnut liittyd kiytannon tavoitteita. ([11], 8.25-26). Yleisesti on kui-
tenkin oletettu, etta kaikki esihelleeninen tiede ja matematiikka oli puhtaasti
kiytannollisté. ([13], s.66). On mahdollista, ettd Plimpton 322-taulua kiytet-
tiin opetusvilineené, kun oppilaita opetettiin ratkaisemaan sellaisia tehtavié,
joissa tarvitaan lukujen neliditd. Babylonialaiset eivét kuitenkaan yrittdneet
kehittéd yleisid ratkaisumenetelmié téllaisille ongelmille. ([11], 5.26).

Seuraavan kehitysaskeleen kohti Fermat'n lauseen syntya otti Pythago-
ras Samoslainen ja hénen koulukuntansa. Pythagoras syntyi kreikkalaisella
Samoksen saarella noin 580 eKr. Hin matkusteli muun muassa Egyptissi ja
Babyloniassa. Babyloniassa hdn perehtyi matematiikkaan, ja on mahdollis-
ta, ettd han tutustui siella Pythagoraan lukuihin. Matkoillaan hdn omaksui
myos téhtitieteellistd tietdmysté ja uskonnollisia kertomuksia. ([11], s.26-30).
Palattuaan Kreikkaan Pythagoras asettui Krotoniin, nykyiseen Kaakkois-
Italiaan. Sinne hén perusti salaseuran, pythagoralaiset, joka omistautui tut-
kimaan lukuja. Pythagoralaiset halusivat selvittdé lukujen perimmaisen ole-
muksen ja pitda tiedon vain sisépiirin hallussa. Heiddn paneutumisensa lu-
kuihin oli paljolti uskonnollista perua. Pythagoraalta tai hianen vélittomiltéa
seuralaisiltaan ei siilynyt kirjoituksia, eiké niita luultavasti ole edes olemassa,
mutta myohemmin hénen jéalkeensa kirjoitetuissa teksteissa kerrotaan taméan
salaseuran toiminnasta. ([13], s.83-86).

Pythagoralaiset kasittelivat jo babylonialaisille tuttua neliGiden véilista
yhteytta geometrisesti ja saattoivat talla tavalla yleistda sen koskemaan mui-
takin kuin vain luonnollisia lukuja. ([11], s.30-31). Pythagoraan teoreeman
nimen oikeutusta on perusteltu silla, ettd pythagoralaiset esittivit teoree-
malle ensimmaéisen todistuksen. Tata oletusta ei ole kuitenkaan vahvistettu.
(|13], s.86). Pythagoras tiesi myos sen, etté kokonaislukujen nelitt saadaan
laskemalla jérjestyksessa yhteen parittomia lukuja. Esimerkiksi luvun 2 nelio
on 4 = 143, luvun 3 nelié on 9 = 14345 ja luvun 4 nelié on 16 = 14+3+5+7.
([11], s.30-31).

Pythagoras kuoli noin 500 eKr. Hanen salaseuransa hajosi vuonna 510
eKr puhjenneen mellakan seurauksena, kun sybariiteiksi kutsuttu kilpaile-
va poliittinen ryhmaé yllatti pythagoralaiset ja murhasi heistd useimmat. Ne,
jotka jaivat henkiin, levittaytyivat eri puolille Kreikkaa ja veivat mukanaan
lukumystiikkansa ja filosofiset oppinsa. Erds heista, Filaos, kirjoitti muis-
tiin pythagoraan koulukunnan historian ja tieteelliset teoriat. Oletettavasti
Eukleideen alkeiden kaksi ensimmaisté kirjaa pohjautuvat kokonaan Pytha-
goraan ja hénen salaseuransa toille. ([11], s.34-38). Ensimmaéisessé kirjassa
Eukleides kdly muun muassa lapi Pythagoraan lauseen todistuksen. Eukleides
kiy myos lapi kidnteisen Pythagoraan lauseen todistuksen: jos kolmion sivun



nelio on yhta suuri kuin kahden muun sivun nelididen summa, jalkimmaisten
sivujen vélinen kulma on suora. ([13], s.164-166).

Vuoden 250 jKr tienoilla eli Aleksandriassa Diofantos-niminen matemaa-
tikko. Diofantos Aleksandrialaisen tarkkoja synnyin- ja kuolinvuosia ei tie-
detd. Varmaksi tiedetéddn, ettd Diofantos viittaa kirjoituksissaan Hypsikles-
nimiseen matemaatikkoon, jonka tiedetddn eldneen noin 150 eKr. Toisaalta
vuonna 364 jKr elanyt Theon Aleksandrialainen mainitsee Diofantoksen, jo-
ten hénen on taytynyt eldd téssa valissd. ([11], s.43-44).

Tuntemistamme Diofantoksen toisté térkein on Arithmetica. Alunperin
se sisdlsi kolmetoista kirjaa, joista vain kuusi on sailynyt. Teos muistuttaa
melkoisesti babylonialaista algebraa, silla se ei kiyta geometrisia menetelmia.
Diofantoksen Arithmetica (sellaisena kuin se on siilynyt) on omistettu ldhes
kokonaan seké yksikésitteisen ratkaisun tuottavien etta sellaisten yhtéléiden,
joiden ratkaisujoukko on &éreton, kokonaislukuratkaisuille. ([13], s.261-265).
Téssé teoksessa Diofantos tdsmensi algebran ja lukuteorian késitteita ja tutki
tietyntyyppisid yhtéloita, joita kutsutaan nykyisin Diofantoksen yhtéloiksi.
([11], s.44).

Keskiajalla matemaattinen kulttuuri sailyi islamilaisissa maissa, kuten
[ranissa ja Egyptissd. Euroopassa matemaattinen kehitys ei juurikaan eden-
nyt. Mutta kun Diofantoksen ajoista oli kulunut 1300 vuotta, renesanssi ja
uuden ajan alku alkoivat nousta pimeéna pidetyn ajatusmaailman tilalle.
Eurooppa alkoi taas janota tietoa, ja katseet kohdistuivat antiikin kulttuu-
riin. Tietoa ja valistusta tavoiteltaessa kaikki késiin saatu antiikin kirjallisuus
kidannettiin latinaksi, joka oli tuolloin oppineiden yhteinen kieli. Ranskalainen
aatelismies Claude Bachet paneutui kddntaméaan matematiikan kirjoja. Hén
sai hankituksi Diofantoksen kreikankielisen Arithmetican ja julkaisi sen 1621
Pariisissa latinankielisend nimelld Diophanti alexandrini arithmeticorum li-
bri sex. Téassd tekstissd mainitaan ongelma 8, jossa kysytdén, miten tietty
kokonaisluvun neli¢ voidaan ilmaista kahden kokonaisluvun nelion summana.
Juuri tdmé ongelma sai Fermat'n kirjoittamaan kirjan marginaaliin kuului-
san reunahuomautuksensa. ([11], s.44-45, 53-54).

2.2 Pierre de Fermat 1601-1665

Monien mielestd 1600-luvun suurin matemaatikko oli Pierre de Fermat. Vai-
tetddn, ettd puhtaana matemaatikkona Fermat oli vahintdan Newtonin ve-
roinen. Pierre de Fermat syntyi elokuussa 1601 Beaumont-de-Lomagnessa,
Ranskassa. Tarkkaa syntymépéivad ei tiedetd, mutta kastepaiva oli 20. elo-
kuuta. ([12], s.58-59). Hénen isénsé oli Beaumontin toinen konsuli, nahka-
kauppias Dominique Fermat ja hénen &aitinsa oli Claire de Long, erdan laki-



michen tytér. ([11], s.15).

Ensimmaiset tiedonalkeensa Fermat sai kotona synnyinkaupungissaan.
Vanhemmat halusivat pojasta virkamiehen, ja siksi hdnet ldhetettiin opis-
kelemaan Toulouseen. ([11], s.15-18). Fermat'n opiskeluajalta ei ole sdilynyt
juurikaan tietoa. Voidaan kuitenkin paételld, ettd hdnen opintonsa sujuivat
loistavasti, silld ilman tarkkoja ja perusteellisia tietoja ei hanesté olisi voinut
tulla sité klassikkoa ja kirjailijaa, mikd hédnestd myohemmin tuli. Koulutus
ei kuitenkaan ollut perustana hénen saavutuksiinsa matematiikan alalla, sil-
14 hanen opiskeluaikanaan ei vield opetettu niita aloja, joilla hin teki myo-
hemmin huomattavimmat tyonséd. On siis todennékoisté ettei hdn saanut al-
kusysaysté toihinsd opinnoistaan. Fermat oli erittdin oppinut niissé aineissa,
joita yleenséd kutsutaan yleissivistykseksi. Han tunsi Euroopan péadkielet ja
kirjallisuuden. Kreikkalainen ja latinalainen filologia ovat hénelle kiitollisuu-
denvelassa monista tarkeista korjauksista. Han myos sepitti latinan, ranskan
ja espanjan kielisid runoja. ([12], s.59-60).

Fermat oli ammatiltaan lakimies, joka tutki matematiikkaa vain harras-
tuksenaan ([11], s.15-17). Hén on epéilemétta erds tieteen historian kuului-
simmista harrastelijoista ([12], s.59). Vuonna 1631 30-vuotias Fermat nimi-
tettiin oikeusistuimen jaseneksi Toulousessa. Samana vuonna hén solmi avio-
liitton &itinsé serkun, Louise Longin, kanssa. (|[11], s.15-17). Avioliitosta syn-
tyi viisi lasta, 3 poikaa ja 2 tytartd. Molemmat tyttarista menivat luostariin.
([12], s.60). Yksi pojista, Clément Samuel de Fermat otti my6hemmin teh-
taviakseen vaalia isénsa tieteellistd perintoa ja julkaisi isén kuoleman jalkeen
hénen kootut matemaattiset kirjoituksensa. Juuri tissi teoksessa mainitaan
se kuuluisa huomautus, jota nykyisin kutsutaan Fermat'n suureksi lauseeksi.
([11], s.15-17).

Vuonna 1648 Fermat ylennettiin kuninkaan neuvosmieheksi Toulousen
paikallisessa parlamentissa. Téta virkaa hén hoiti 17 vuotta, kuolemaansa
saakka. Parlamentin neuvoston virkailijoiden edellytettiin pysyvan erillaan
muista kaupunkilaisista ja pidattyvan tarpeettomasta sosiaalisesta toimin-
nasta. ([12], s.61). Témén eristdytymisen oli tarkoitus varmistaa, ettei neu-
vosmiestd voida lahjoa eiké kiristdd ([11], s.15-17). Téstd syystd Fermat’lla
oli aikaa tutkia matematiikkaa ([12], s.61). Fermat'n eldm&& on luonnehdittu
tyyneksi, hiljaiseksi ja tasaiseksi ([11], s.15-17). Hénen elaménsa oli tyote-
lidisté ja yksitoikkoista, mutta hén sai siité irti suunnattoman paljon. Fermat
kuoli Castresissa 12.1.1665, ollessaan 63-vuotias. ([12], s.60).

Fermat’ta kiinnosti erityisesti puhdas matematiikka, vaikka hédnen osuu-
tensa matematiikan soveltamisessa luonnontieteisiin on myods huomattava.
René Descartes (1596-1650) ja Fermat keksivit analyyttisen geometrian toi-
sistaan riippumatta. Fermat oli ensimmaéinen, joka sovelsi analyyttistd geo-
metriaa kolmiulotteiseen avaruuteen, kun taas Descartes tyytyi kahteen ulot-



tuvuuteen. ([12], s.65). Yhdessd nuoremman aikalaisensa Blaise Pascalin (1623-
1662) kanssa Fermat muotoili todennékoisyyslaskennan periaatteet. ([16],
5.28).

Fermat'n loistavimpia saavutuksia oli differentiaali- ja integraalilasken-
nan paidperiaatteiden hahmotteleminen. Fermat oli késitellyt differentiaali-
ja integraalilaskentaa jo 30 vuotta ennen Isaac Newtonin (1642-1727) syn-
tymad, jolle kunnia differentiaali- ja integraalilaskennan keksimisestd yleen-
sé kuuluu. ([11], s.15-17). Fermat keksi ddriarvomenetelmén, josta Newton
oman kertomansa mukaan sai lahtokohdan differentiaalilaskennan kehittami-
seen. Adriarvoja koskevaa tulostaan Fermat sovelsi valo-oppiin: hin totesi,
ettd valo kulkee pisteestd toiseen eri véliaineissa nopeinta mahdollista tie-
td. Tastd 'minimiajan periaatteesta’ Fermat johti fysiikassa keskeiset valon
heijastumis- ja taittumislait. ([16], s.27-28).

Jalkimaailman silmissd Fermat'n suurimmat saavutukset ovat lukuteori-
aan liittyvid. Tamé johtuu ehka siitéd, ettd hdnen tyonsd muilla matematii-
kan aloilla olivat voimakkaana jatkuneen kehityksen ensi askelia, jotka ajan
kuluessa jéivit uusien tulosten varjoon. ([16], s.28).

Fermat oli erityisen ihastunut kokonaislukuihin, joista hén 16ysi kauneut-
ta ja mielekkyytta ([11], s.19). Hén kehitti monia kokonaislukuihin liittyvia
teoreemia, joista esimerkiksi yksi viittdd, ettd muotoa 22" + 1, missd n € 7,
olevat luvut ovat alkulukuja. Héan ei kuitenkaan véittdnyt todistaneensa ar-
vaustaan. Paljon mychemmin, 1700-luvulla, Euler huomasi, etteivat kaikki
talld kaavalla tuotetut luvut olekaan alkulukuja. Muotoa 22" + 1 olevia al-
kulukuja kutsutaan Fermat’n alkuluvuiksi. Fermat esitti myo0s niin sanotun
pienen lauseensa todistamatta sitd. Lauseen mukaan a?~! = 1(mod p) aina
kun ei ole p | a, téssé p on alkuluku. Leibniz antoi Fermat'n pienelle lauseel-
le ensimmaéisen todistuksen erddssa paivaaméattomassa kisikirjoituksessaan,
mutta hdn ndyttdd tunteneen sen ennen vuotta 1683. ([12], s.67-69).

Fermat esitti myos, etta jokainen alkuluku, joka on muotoa 4n+1 voidaan
esittdd kahden nelion summana yhdella ja vain yhdelld tavalla. Esimerkiksi
37 =1+ 36 = 12 + 62, eikd ole muita neliviti, joille 37 = 2% + y?. Fermat
ei jattanyt tallekddn teoreemalle mitdén todistusta. Fermat kuitenkin kuvaa
sen nerokkaan keksiménsé metodin, jonka avulla hén todisti tdmén ja eréité
muitakin ihmeellisista tuloksistaan. Sitad kutsutaan "dérettomaéksi laskeutumi-
seksi’, ja se vastaa matemaattista induktiota. Ensimmaéisend tdmén lauseen
todisti Leonhard Euler vuonna 1749 ponnisteltuaan herkedmétté seitsemén
vuoden ajan todistuksen keksimiseksi. ([12], s.70).

Antiikin kreikan matemaattiset saavutukset viehéattivit Fermat’ta. Fer-
mat’n suuresti arvostamien kirjojen joukossa oli Claude Bachetin kreikasta
latinaksi kidntdméa Diofantoksen Arithmetica. ([11], s.15-21, 53-54). Kirja ké-
sitteli muun muassa yhtdlon 22 + y? = 22 ratkaisuja ([16], 5.26). Tamén kir-
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jan marginaaliin Fermat kirjoitti kuuluisan lauseensa arviolta vuonna 1637.
Lause sanoo, ettd x" + y™ # 2", kun n > 2 ja x,y, z,n ovat positiivisia
kokonaislukuja. Viittaman alapuolelle han kirjoitti latinaksi: 'Cuius rei de-
monstrationem mirabilem sane detexi hanc marginis exiguitas non caperet’,
eli 'olen keksinyt véittamalle ihmeellisen todistuksen, mutta marginaalissa ei
riitd sille tilaa’. Tamaé lause l0ytyi Fermat'n kuoltua vuonna 1665. Fermat'n
alkuperaiset merkinnéat eivét ole sdilyneet, mutta viittamat esiintyvat hanen
poikansa julkaisemassa teoksessa. Tama huomautus on kannustanut mate-
maatikkoja vuosisatojen ajan etsimédn tuota ’ihmeellistd’ todistusta. ([11],
s.19-21). Joidenkin mukaan on mahdollista, ettd Fermat tarkasteli potenssi-
taulukoita ns. nexus-lukujen eli perattaisten kokonaislukujen saman potens-
sin erotuksen summana. Kun kokonaislukujen potenssit kirjoitetaan muotoon
1+ (2" =1") 4+ (3" —=2") 4 ...+ (2™ — (x — 1)™), siis nexus-lukujen summana,
voidaan huomata, ettd vain nelidtaulukossa (n = 2) nexus-lukujen ja niiden
perattdissummien joukossa on nelidita. Minkdan korkeamman potenssin tau-
lukossa nexus-lukujen ja nexussummien joukossa ei esiinny kokonaislukujen
ko. potensseja. Kahden kokonaisluvun saman potenssin erotus (eli etéisyys
ko. potenssitaulukossa) on aina nexus-luku tai peréttéisten nexus-lukujen
summa, joka ei voi olla minkddn kokonaisluvun ko. potenssi, jos n on suu-
rempi kokonaisluku kuin 2. Téllainen havainto on Fermat'n suuren lauseen
kanssa loogisesti yhtapitava ja mahdollinen selitys sille, ettei ’"demonstraatio’
mahtunut marginaaliin. ([2]).

On merkkejé, ettd Fermat itse olisi ratkaissut tapauksen n = 4 kéytté-
malla "darettoman laskeutumisen’ menetelméé, mista hin nayttaa kirjeissaan
kertovan (|16], s.29). Han myos huomasi, ettd jos hdnen viitteensd pitad paik-
kansa jollain luvulla n, niin se pitaa paikkansa myos kaikilla luvun n moniker-
roilla ([11], s.55). Fermat eli vield pitkdén kuuluisan huomautuksensa jélkeen,
mutta ei kertaakaan palannut siithen uudelleen ([11], s.148).

Fermat ei julkaissut yhtdan tyotdan. Héanen toidensé selvittdmiseksi jou-
dutaankin turvautumaan aikalaisten saamiin kirjeisiin. Suurimmassa osassa
lauseistaan Fermat oli kirjoittanut marginaaliin viitteitd oman todistuksensa
kulkuun. Naiden viitteiden avulla mychempi todistaminen helpottui huomat-
tavasti. Suuren lauseen kohdalla oli aloitettava alusta. ([16], s.29).

2.3 Seuraavat vuosisadat

On siis mahdollista, ettd Fermat todisti itse suuren lauseen tapauksen n = 4,
mutta muuten lauseen todistus ei ollut edennyt. Vasta 100 vuotta myohem-
min Sveitsildinen Leonhard Euler (1707-1783) todisti tapaukset n = 3 ja
n = 4. ([16], s.29).

Euler oli ensimmé&inen matemaatikko, joka sai edistysté aikaan Fermat'n
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suuren lauseen parissa. Euler oli tuottelias matemaatikko. Han kehitti muun
muassa lukuteoriaa, differentiaalilaskentaa, differentiaaliyhtéloitd, komplek-
silukujen teoriaa ja topologiaa. (|1]). Euler teki kuitenkin virheen todistaes-
saan tapausta n = 3. Virhe koski muotoa a? + 3b? olevien kokonaislukujen
jaollisuusominaisuuksia. ([18], s.24).

Saksalainen Carl Friedrich Gauss (1777-1855) korjasi virheen, jonka Eu-
ler teki todistaessaan tapausta n = 3 ([11], s.62). Yleisesti ajatellaan, etté
Gauss on yksi kolmesta kaikkien aikojen parhaasta matemaatikosta. Muut
kaksi ovat Arkhimedes ja Isaac Newton. (|1]). Gauss tutki muun muassa luku-
teoriaa, ja hén julkaisi lukuteoriaan liittyvia tutkimuksiaan vuonna 1801 lati-
nankielisessé kirjassaan Disquisitiones arithmeticae. Mutta jos Gauss arvosti
erityisesti lukuteoriaa, niin miksei hén yrittdnyt todistaa Fermat'n suurta
lausetta? Gaussin ystavd H.-W.M Olbers (1758-1840) ldhetti 7.3.1816 kirjeen
Gaussille, jossa hén kertoi, ettd Ranskan tiedeakatemia oli luvannut suuren
palkinnon sille, joka osoittaa Fermat’n suuren lauseen oikeaksi tai vaaraksi.
Olbers sanoi kirjeessdan, ettd Gauss oli lukuteoriassa selvisti muita parem-
pi, ja hidn kehoittikin Gaussia paneutumaan lauseen todistukseen. Gauss ei
kuitenkaan innostunut ajatuksesta. Hén kirjoitti Olbersille, ettd Fermat'n
lause oli hdnen mielestddn niin erillinen ongelma, ettei se kiinnostanut hén-
ta. Han vaitti, ettd voisi esittdéd koko joukon samankaltaisia otaksumia, joita
ei pystytéd todistamaan, eikd myoskadn kiyttdméaan mihinkdéan. Ehkd Gauss
arvasi, kuinka kavala Fermat'n suuri lause oli. Voi olla, ettd koko Euroopassa
vain Gaussin kyvyt riittiviat oivaltamaan, miten suuri ongelma lause todelli-
suudessa on. ([11], s.64-65). Jotkut historijoitsijat arvelevat, ettd Gauss olisi
yrittdnyt todistaa lausetta, mutta epdonnistunut siina ([8]).

Gauss erehtyi ainakin arvioidessaan lauseen merkitysta. Myohempi luku-
teoria kehittyi nimittdin suurelta osin Fermat'n suurta lausetta tutkittaessa,
kuten Kalle Viiséla sanoo, pitden vaittamad ehkd kuuluisimpana matemaat-
tisena ongelmana. ([16], s.30). Gauss kehitti huomattavasti funktioteoriaksi
eli kompleksianalyysiksi kutsuttua matematiikan alaa, joka perustuu jo Eu-
lerin tutkimiin imaginéérilukuihin. ([11], s.64-65).

Fermat'n suuren lauseen todistusta 1800-luvun alkupuolella etsineet ma-
temaatikot kiyttivit hyvikseen niitd tuloksia, joita Gauss oli saavuttanut
lukuteoriassa. He olivat niistd hyvin perilld, koska Euroopan matemaatikot
kirjoittivat paljon kirjeita toisilleen. 1800-luvun alkupuolelle mennessa kaik-
ki muut Fermat'n esittaméat lauseet oli osoitettu oikeiksi tai véériksi. Sen
sijaan tdmé yksi oli yhé todistamatta. ([11], s.19-20, 64). Englannin kielessa
lauseesta kiytetddn yleensa nimitystd Fermat’s last theorem tai FLT.

Sophie Germain (1776-1831) oli Fermat'n suurta lausetta tutkineista ma-
temaatikoista merkittavimpia, ja han saavutti télla alalla hienoja tuloksia.
Germain kévi kirjeenvaihtoa muun muassa Gaussin kanssa, néissa kirjeissa
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hén kiytti kuitenkin salanimed 'Monsieur Le Blanc’. ([11], s.77). Germain
pyrki yleistdmédn Fermat'n lauseen todistusta useammille luvuille. Sophie
Germain pystyikin osoittamaan, ettd jos Fermat'n yhtdlolla on ratkaisu, kun
n = 5, niin silloin yhtdlon luvuista z, y ja 2z yhden on oltava jaollinen luvulla
5. Lause merkitsi, ettd Fermat'n yhtalon mahdolliset ratkaisut eksponentin
arvolla n = 5 voitiin jakaa kahteen ryhméén: niihin, joissa yksikddn luvuis-
ta z, y tai z ei ole jaollinen eksponentilla 5 (tapaus 1) ja niihin, joissa yksi
luvuista x, y tai z on jaollinen eksponentilla 5 (tapaus 2). Tadmé l&hestymis-
tapa voitiin laajentaa koskemaan muitakin eksponentteja. Sophie Germain
osoitti, ettd tapaus 1:n mukaisia ratkaisuja ei ole alkulukueksponenteille yh-
desté sataan. Siis jos mikdén luvuista x, y ja z ei ole jaollinen eksponentilla
n, niin Fermat’'n yhtélolla ei ole ratkaisua millddn lukua 100 pienemmallé
alkuluvulla n. Tama oli erittdin merkittava tulos, silld se rajasi tutkittavien
yhdistelmien joukkoa: jaljelle jii tapaus 2 eli jos n on alkuluku ja n < 100,
niin nyt tarvitsi tutkia vain niitd tapauksia, joissa x, y tai z on jaollinen
luvulla n. ([11], s.68-69).

Fermat’'n suuren lauseen tapauksessa n = 5 todistivat Peter Gustav Di-
richlet (1805-1859) ja Adrian Legendre (1752-1833). Dirichlet onnistui osoit-
tamaan tapauksen n = 5 todeksi silloin kun joku luvuista x, y tai z on jaolli-
nen kymmenelld. Témaé tulos sai paljon huomiota, ja yksi sen arvostelijoista
oli Legendre. Hieman Dirichletin tuloksen jalkeen Legendre pystyi todista-
maan tapauksen n = 5. Hieman sen jialkeen myds Dirichlet sai tapauksen
n = 5 todistettua kokonaisuudessaan. (|1]). 1832 Dirichlet julkaisi todistuk-
sen tapaukselle n = 14. Han oli yrittanyt todistaa tapausta n = 7, mutta ei
onnistunut siind. ([11], s.55).

Vuonna 1839 Gabriel Lamé (1795-1870) todisti tapauksen n = 7. Victor
Lebesgue (1791-1875) tdydensi Lamén todistusta vuonna 1840. ([7]). Lamé
ilmoitti Ranskan tiedeakatemian kokouksessa 1.3.1847, ettd hin oli 16ytanyt
Fermat'n suurelle lauseelle taydellisen todistuksen. Aiemmin todistettujen
tulosten n = 3, n =4, n =5 jan = 7 sijasta Lamé ehdotti ongelmalle yleis-
ta ratkaisumenetelmad, joka patisi kaikilla luvun n arvoilla. Han jakoi ensin
kompleksilukuja kiyttden Fermat'n yhtalon vasemman puolen 2" +y" tekijoi-
hin, ja todisti lauseen tata apuna kiyttden. Lamén mukaan tatd menetelmaé
hénelle oli ehdottanut Joseph Liouville (1809-1882). Liouville kuitenkin epéi-
li, ettei tekijoihinjako olisi téssa tapauksessa yksikésitteinen. Kokonaisluvuil-
le tekijoihinjako on tietenkin yksikasitteinen. Lamé kaytti todistuksessaan
kuitenkin kompleksilukuja, ja Liouville epéilikin kompleksilukujen tekijoi-
hinjaon yksikésitteisyytta. Myohemmin selvisi, ettd Liouvillen epéilyt olivat
perusteltuja. Ernst Eduard Kummer (1810-1893) oli vuonna 1844 julkaissut
muistion, jossa héan oli nayttéinyt toteen yksikésitteisen tekijéihinjaon péte-
méattomyyden tassa kyseessé olevassa tapauksessa. Kummerin julkaisu ei ol-
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lut levinnyt kovin laajalle, joten Liouville ei tiennyt asiasta aiemmin. Lamén
yritys oli hyvé, muttei tuottanut tulosta. ([11], s.55,77-78).

Ernst Eduard Kummer paési Fermat'n ongelman késittelyssa ldhemméksi
ratkaisua kuin kukaan muu tuohon aikaan. Seké naiden yritystensé ettd mui-
den matemaattisten projektiensa avulla hén tuli keksineeksi uuden matema-
tiikan haaran, ideaalilukujen teorian. Ideaaliluvut tunnetaan nykyalgebrassa
ideaaleina tai ihanteina. Ideaalilukujen avulla Kummer pystyi osoittamaan,
ettd "sdannollisilla alkuluvuilla’ n Fermat'n suuri lause pitaa paikkansa. Saan-
nolliset alkuluvut ovat tietyntyyppisia parittomia alkulukuja. Tama todistus
laajeni kasittamadn ddrettoméan monta eksponenttia n, silla lause piti paik-
kansa myos kaikilla niilld luvun n arvoilla, jotka ovat jaollisia 'saannollisilla’
alkuluvuilla. "Epéasdannollisistd’ alkuluvuista Kummer ei saanut otetta. Sa-
taa pienemmisséd alkuluvuissa, niitd on kolme: 37, 59 ja 67. Han pystyi kyl-
14 osoittamaan lauseen todeksi naissédkin tapauksissa, muttei 16ytanyt yleis-
ta ratkaisua 'epasaannollisille’ alkuluvuille. Kummerin saavutusten ansiosta
1850-luvulla tiedettiin jo, etté lause pétee kaikilla lukua 100 pienemmillé ko-
konaisluvuilla samoin kuin niilla darettoméan monilla kokonaisluvuilla, jotka
ovat lukujen 2, ..., 97 monikertoja. Jaljelld oli kuitenkin vield d&rettoman
monta sellaista eksponenttia n, joista ei tiedetty, voisiko yhtéld toteutua.
(|11], s.78-80).

Vuonna 1816 Ranskan tiedeakatemia oli julistanut palkinnon sille, joka to-
distaisi lauseen. Tama lupaus uudistettiin vuonna 1850. Nyt luvattiin kulta-
mitali ja 3000 frangia. Vuonna 1856 tiedeakatemia kuitenkin perui palkinnon,
koska ratkaisu néytti siirtyvin hamaan tulevaisuuteen. Vuonna 1908 Wolfs-
kehlin saatio Saksassa julisti uuden 100000 saksanmarkan palkinnon lauseen
todistajalle. Ratkaisuyrityksia tuli tuhansia, mutta kaikki ne olivat véaria.
1920-luvun inflaatiossa palkinnon rahallinen arvo hupeni, mutta silti sdatio
sai uusia ratkaisuehdotuksia. (|[11], s.81-82). Mainittakoon, ettd kuuluisa sak-
salainen matemaatikko Lindemann, joka selvitti yli 2000 vuotta vanhan ym-
pyran nelidimisongelman todistamalla, ettd m on transkendenttiluku, esitti
1900-luvun alussa parikin virheellista todistusta Fermat'n suurelle lauseelle.
(|16], s.37).

1800-luvun lopulla ja 1900-luvun alussa kehitettiin huomattavasti ab-
straktia algebraa, muun muassa Galois'n teoria ja Abelin ryhmé. Abstrakti
algebra oli tarkedssa osassa todistuksen lopulta 16ytyessé. ([11], s.83-89).

2.4 Lopullinen todistus

Vuonna 1955 Yutaka Taniyama (1927-1958) mietti, ettd automorfifunktiot
tuntuivat monine kompleksitason symmetriaominaisuuksineen olevan joten-
kin yhteydessé Diofantoksen yhtéléihin. Goro Shimuran (1930-), Taniyaman
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ystavan, mukaan jokainen elliptinen kdyré, jonka kertoimet ovat rationaali-
lukuja, voidaan lausua modulaarisessa muodossa. Modulaariset muodot oli-
vat erikoistapaus Taniyaman késittelemistd automorfifunktioista. Myohem-
min osoittautui merkittavaksi se, ettd modulaaristen muotojen sarjakehitel-
mén kertoimet voitiin rajata rationaalilukuihin. ([11], s.111-112).

Taniyaman-Shimuran otaksuman mukaan jokainen elliptinen kdyrd on
modulaarinen. Joskus otaksumaa kutsutaan virheellisesti Weilin-Taniyaman
otaksumaksi. 1900-luvulla modulaaristen muotojen ja automorfifunktioiden
teoriaa kehitti my6s Henri Poincaré (1854-1912). ([11], s.94-96, 116).

Englantilainen matemaatikko Louis J. Mordell (1888-1972) tarkasteli mui-
den tutkimustensa ohessa, kuinka monta kokonaislukuratkaisua yhtalolla ="+
y" = 2" voi olla. Vuonna 1922 hén arvioi, ettd kun n > 3, niin tiettya ekspo-
nentin n arvoa kohti on vain &irellinen méaéra ratkaisuja. Vuonna 1983 saksa-
lainen matemaatikko Gerd Faltings (1954-) todisti erdén lisdlauseen, johon si-
séltyi myos Mordellin lause. Hiukan my6hemmin David Rodney Heath-Brown
mukaili Faltingin todistusta osoittaen, ettd kun n kasvaa, niin mahdollisuus
sille, ettd Fermat'n viittdmé on oikein, kasvaa. ([16], s.31).

Heath-Brownin ja Andrew Granvillen mukaan Fermat'n lauseen toteut-
tavia positiivisia kokonaislukuja ei voi 16ytya, kun n on hyvin suuri. On siis
olemassa N siten ettd millekdédn n > N ei ole olemassa sellaisia lukuja z, y
ja z, joille ™ + y™ = 2". Tama tarkoitti, ettd lause 'melkein varmasti’ piti
paikkansa. Joka tapauksessa ratkaisuja olisi vahan ja ne olisivat hyvin kau-
kana toisistaan. Vuoteen 1983 mennesséa lause oli todistettu oikeaksi luvun n
arvolle miljoona saakka. ([16], s.31).

Gerhard Frey (1944-) esitti ajatuksen siitd, ettd Fermat'n yht&lon rat-
kaisusta seuraa valttamatta, ettd on olemassa sellainen elliptinen kayréa, jo-
ka ei ole modulaarinen. Tamaé oli ristiriidassa Taniyaman-Shimuran otaksu-
man kanssa. Frey ei kuitenkaan todistanut, ettd téllainen elliptinen kayra on
olemassa, hian vain hahmotteli todistusidean asiantuntijoiden taydennetté-
véksi. Freyn véite tunnetaan nimella epsilon-otaksuma. Siis jos Taniyaman-
Shimuran otaksuma pitéisi paikkansa, niin silloin Fermat’n suuri lause voi-
taisiin osoittaa todeksi. Kenneth Ribet, Kalifornian yliopiston matematii-
kan professori, todisti 1980-luvulla, ettd Taniyaman-Shimuran otaksumasta
seuraa Fermat'n suuren lauseen oikeellisuus. Enda tarvittiin joku, joka voisi
osoittaa ettd Taniyaman-Shimuran otaksuma pitda paikkansa. Jos joku siinéd
onnistuisi, samalla tulisi Fermat'n suuri lause todistetuksi. ([11], s.128-129).

Andrew Wiles (1953-) paatti yrittédé todistaa Taniyaman-Shimuran otak-
suman. Hén uskoi vakaasti onnistuvansa yrityksessédén, vaikka ldhes kaikki
muut matemaatikot ajattelivat, ettei otaksumaa kyettéisi osoittamaan oi-
keaksi viela pitkddn aikaan. Wiles jatti kaiken muun tutkimustyonsd. Han
keskittyi lapsuuden haaveeseensa, Fermat'n suuren lauseen todistamiseen.
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Wilesin oli osoitettava, etta jokainen elliptinen kéyré, jonka kertoimet ovat ra-
tionaalilukuja, on rakenteeltaan modulaarinen. Modulaarisuus ja elliptisyys
néyttivit olevan niin téysin eri maailmoista, ettei kenellakdan ollut aavistus-
takaan miten niiden vélinen eriskummallinen yhteys voitaisiin osoittaa todek-
si. ([11], s.132). Modulaarisilla muodoilla tarkoitetaan funktioryhmié, jotka
on maadritelty neliulotteisen kompleksiavaruuden ylemmassd puoliskossa ja
jotka noudattavat hyperbolista geometriaa. Elliptiset kiyréit taas ovat taso-
kiyrii, jotka ovat epésingulaarisia ja jotka miirittelee yhtilo y? = 23 +ax+b,
missé a ja b kuuluvat annettuun kuntaan K. Niiden kuvaajissa ei siis ole te-
ravia kohtia, eivatké ne leikkaa itsedan.

Ensin Wiles ajatteli tarkastella elliptisten kdyrien joukkoja ja katsoa, mi-
ta niistd saisi irti. Nyt ongelma pilkkoutui pienempiin osiin ja hén saattoi
tutkia kutakin kiyraparvea erikseen. Monet muut lukuteoreetikot olivat jo
osoittaneet, etta tietyt elliptiset kdyréit ovat modulaarisia. Pian Wiles kuiten-
kin havaitsi, ettei olisi sittenkédén antoisaa keskittya vain vertailemaan ellip-
tisid kayrid modulaarisiin muotoihin, koska néin han joutuisi késitteleméan
kahta ddretonté joukkoa. ([11], s.133).

Kaksi vuotta kestédneiden tuloksettomien ponnistelujen jalkeen Wiles paat-
ti kokeilla toista keinoa. Han arveli voivansa muuntaa elliptiset kiyrat Ga-
lois'n esitykseksi ja verrata sitten néin saatua kdyrien maarad modulaaristen
muotojen méaardaan. Ajatus ei ollut Wilesin oma keksinto. Téssé lahestymista-
vassa kaytetddn hyviksi lukukuntia. Galois’n teoria antaa lukuteoreetikoille
mahdollisuuden siirtyd sopivan muunnoksen avulla darettoméan suuresta lu-
kukunnasta déarelliseen joukkoon. Se helpottaa huomattavasti muun muassa
tdman ongelman késittelya, silla darellisten joukkojen kokoa voidaan verrata.
Tamén alan Wiles tunsi hyvin, silla han oli soveltanut sita vaitoskirjassaan,
jossa han oli kasitellyt Iwasawan teoriaa. Puhuttaessa Iwasawan teoriasta,
tarkoitetaan Kenkichi Iwasawan 1950-luvulla kehittdméaa Galois'n modulien
teoriaa. Teoria liittyy lukuteoriaan seké luokkakuntateoriaan. Nyt Wiles paa-
si vauhtiin, mutta vuoden kuluttua hén térmaési jéalleen seindén. ([11], s.134-
135).

Vuonna 1991 Wiles hylkési aiemmat ldhestymistapansa ja alkoi tutkia
Viktor Kolyvaginin ja Matthias Flachin t6ité, jotka liittyvéit ns. Eulerin sys-
teemeihin. Wiles arveli pystyvéinsa osoittamaan Taniyaman-Shimuran otak-
suman oikeaksi ndiden toiden pohjalta. Tama vaati Wilesilta ankaraa uuras-
tusta, silla ala ei liittynyt lainkaan Iwasawan teoriaan. Kuusi vuotta jatku-
neen yksinaisen uurastamisen jialkeen Wiles otti tammikuussa 1993 yhteyt-
ta professori Nick Katziin (1943-), joka, kuten Wiles, tyoskenteli Princeto-
nin matematiikan laitoksella. Katz tunsi hyvin ne teoriat, joita Wiles kaytti.
Wiles luotti Katziin ehdottomasti, eikd kukaan ulkopuolinen saanut tietda
Wilesin todistusyrityksestd. ([11], s.135-136).

15



Nyt Wiles eteni Taniyaman-Shimuran otaksuman todistuksessa. Han oli
jo osoittanut, etta elliptisistd kédyristd useimmat olivat modulaarisia, mut-
ta muutaman kiyran modulaarisuus oli vield todistamatta. Lukiessaan Bar-
ry Mazurin (1937-) tutkimusta Eisensteinin ideaaleista, hén kuitenkin keksi
ratkaisun naihin ongelmiin. Jélleen kerran jonkun toisen matemaatikon oival-
lus ja tutkimus auttoi Wilesia ylittdméaan toivottoman korkealta néyttaneen
esteen. Nyt Wiles oli valmis astumaan julkisuuteen. ([11], s.140).

Kesdkuun lopulla 1993 Andrew Wilesia pyydettiin pitdméaan luento va-
paavalintaisesta aiheesta Cambridgen yliopistossa. Wiles halusi kuitenkin pi-
tad kolme luentoa, muttei kertonut tarkkaa aihetta kenellekdadn. Néilla luen-
noilla han kasitteli erindisia lauseita liittyen modulaarisiin muotoihin, ellip-
tisiin kéyriin ja Galois'n esityksiin. Viimeisen luennon lopulla hén sanoi, etté
néiden luentojen esitysten perusteella Fermat'n suuri lause pitda paikkansa.
Kaikki lukuteorian huiput olivat paikalla Cambridgessa. (|11], s.11-14, 140).

Yleensa tieteelliset tulokset julkaistaan alan lehdissé, mutta Wiles ha-
lusi kertoa tuloksestaan toisin. Luentojen jalkeen Wilesin 200-sivuisen rapor-
tin kopiot lahetettiin johtaville lukuteorian tutkijoille. Eraét heistéa kertoivat
pian epailyistdadn, mutta yleisesti ottaen matemaatikot arvelivat, ettd Wiles
oli todella todistanut Fermat'n suuren lauseen. ([11], s.141-142).

Asiantuntijat 10ysivat Wilesin raportista ongelmakohdan. Wiles oli péaa-
tellyt erddn systeemin olevan Eulerin systeemi, vaikkei se todellisuudessa ole
sitd. Aukko Wilesin kdyttdméssé Eulerin systeemissid romahdutti koko paét-
telyn. Wilesin taytyi ryhtyd miettimaén, voisiko todistuksen jollain keinolla
saada patevaksi. (|11], s.143-144).

Kun yli vuosi oli kulunut Cambridgen luennoista, Wiles oli jo valmis
luopumaan toivosta ja unohtamaan jumiin jadneen todistuksensa. 19.9.1994
Wiles paétti vield kerran silméailld monivuotista tyotddn, ennen kuin mapit-
taisi paperit ja jattéisi haaveet Fermat'n suuren lauseen todistamisesta. Han
halusi vield kerran katsoa, miké oli estédnyt héanta rakentamasta todistusket-
juun Eulerin systeemin. Pian Wiles oivalsi, miksi todistelu ontui. Han tajusi,
ettd juuri sama asia, joka esti hantd kayttamasta Fulerin systeemié, tekisi
mahdolliseksi kiyttda Iwasawan teoriaa, jonka hén oli kolme vuotta aiemmin
hyldnnyt. ([11], s.145-146).

Wiles viimeisteli todistuksen. Kaikki naytti asettuvan téaydellisesti koh-
dalleen. Kasikirjoitus oli nyt uudelleen valmis asiantuntijoiden tarkastetta-
vaksi. Richard Taylor (1962-) oli auttanut Wilesia todistuksessa ja Wiles
lupasi Taylorille panna molempien nimet seuraavaan raporttiin. Nain héan
my6s teki, vaikka todellisuudessa Wiles onnistui korjaamaan todistuksen vas-
ta Taylorin jo lahdettyd Princetonista Cambridgeen, mistd hén oli tullut.
([11], s.147).

Nyt Wiles noudatti julkistamisessa tuttuja muotoja. Han lahetti raport-
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tinsa alansa arvostetuimpaan julkaisuun, Annals of Mathematics-lehteen. En-
nen julkaisemista lehti tarkastutti tekstin monella matemaatikolla, mutta nyt
virheitd ei 10ytynyt. Toukokuussa 1995 ilmestynyt Annals of Mathematics si-
sélsi Wilesin Cambridgessa pitdmét luennot ja niihin liitetyt korjaukset, jotka
oli kirjattu Wilesin ja Taylorin nimiin. Fermat'n suuri lause oli viimeinkin
todistettu oikeaksi. ([11], s.147).

Wiles tyosti todistusta yhteensa 7 vuotta. Han kiytti pitkassa todistukses-
sa syvillisid matemaattisia teoreemia, joista ei kenellakdan voinut Fermat'n
aikana olla vield aavistustakaan, koska ne oli kehitetty vasta 1900-luvulla.
Wilesin rakennelmassa oli valtavasti osia, jotka olivat perua lukemattoman
monilta edeltédjiltd. Wiles on sanonut todistuksestaan, etta se on "1900-luvun
todistus’, koska hén kiytti siitd monia sellaisia matematiikan keinoja, jot-
ka opittiin tuntemaan vasta silloin. Han kaytti myos hyvikseen varhaisem-
pien matemaatikoiden kiayttdmia menetelmid. Matematiikan eri haarojen vé-
liset yhteydet olivat lopulta avain, jolla Andrew Wiles avasi Fermat'n suu-
ren lauseen arvoituksen. ([11], s.21, 46, 147-148). Wolfskehlin sddtion vuonna
1908 julistama palkinto on annettu Andrew Wilesille ([9]).

2.5 Andrew Wilesin mietteita Fermat’n suuresta lausees-
ta ja sen todistamisesta

Taméa kappale perustuu Andrew Wilesin antamaan haastatteluun, ks. tar-
kemmin [10].

Andrew Wiles omisti suuren osan urastaan Fermat’'n suuren lauseen todis-
tamiselle. Hén tutustui ongelmaan jo lapsena paikallisessa kirjastossa. Han
selaili hyllya, jossa oli matematiikan kirjoja, ja 16ysi kirjan jossa ongelma
esiintyi. Se oli ollut ratkaisematta noin 300 vuotta. Se néytti helpolta ja silti-
kdan historian suuret matemaatikot eivét olleet pystyneet ratkaisemaan sité.
Tassa oli ongelma, jonka 10-vuotias pystyi ymmartdmaén. Anrew Wiles sa-
noo tienneensé heti, ettei voi padstaé irti ongelmasta. Hénen oli ratkaistava
se.

Wiles yritti ratkaista ongelmaa jo teinind. Han yritti tarttua ongelmaan
niin kuin ajatteli Fermat'n yrittdneen sitd. Wiles ajatteli, ettd Fermat ei oli-
si tiennyt matematiikasta paljoakaan enempad kuin mitd Wiles teininé tiesi.
Myochemmin Wiles huomasi, ettd monet ihmiset olivat yrittdneet ratkaista
ongelmaa aiempina vuosisatoina, joten hdn alkoi opiskella kyseisid mene-
telmia. Wiles ei siltikdén edennyt todistuksessaan. Kun hénesta tuli tutkija,
hén paatti siirtdd ongelman syrjaédn. Ongelma Fermat'n suuren lauseen kans-
sa tyoskennellessd on siind, ettd sithen voi kidyttda vuosikausia padsematta
yhtdan mihinkaén.
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Kesilla 1986 Wiles sai kuulla Kenneth Ribetin todistaneen ettd Fermat'n
suurella lauseella ja Taniyaman-Shimuran otaksumalla on yhteys toisiinsa.
Wiles kertoi tienneenséa heti, ettd hdnen elaméansa suunta olisi muuttumassa.
Tieto tarkoitti sité, ettd lauseen todistamiseen riitdisi Taniyaman-Shimuran
otaksuman todistaminen. Wiles oli jo tata alaa tutkinut. Nyt oli aika tarttua
lapsuuden unelmaan uudelleen. Kenelldkaén ei ollut ajatusta siitd, miten 1a-
hestyd Taniyaman-Shimuran otaksumaa. Wiles oli kuitenkin paéttanyt tart-
tua ongelmaan. Nyt rakkaus Fermat’n ongelmaan yhdistyi ongelmaan, joka
oli my6s ammatillisesti hyvaksyttava.

Wiles sanoi ymmartaneensa, ettd kaikki mika liittyy Fermat'n suureen
lauseeseen, herdttad suurta kiinnostusta, mika vaikeuttaa omaan tyohon kes-
kittymisté. Siksi hdn ei kertonut yrityksistddn muille. Ainut, joka tiesi Wilesin
puuhista oli hdnen vaimonsa.

Wiles kertoi kantaneensa ongelmaa pédssdan koko ajan. Han mietti sité
heti herdtessidén, koko péivéan ja nukkumaan kiydessddn. Ainut hetki jolloin
hén pystyi rentoutumaan oli se kun héan oli lastensa kanssa. Lapsia kun ei
Fermat kiinnostanut. Kun Wiles juuttui johonkin ongelmaan, eiké tiennyt,
mitd tehda seuraavaksi, hén lahti kévelylle. Sielld hén selvitteli ajatuksiaan
ongelman suhteen.

Wiles kuvaa todistusprosessia matkaksi halki pimeén, tutkimattoman kar-
tanon. Ensin astut sisddn ensimméiseen huoneeseen ja on taysin pimeda.
Kompastelet ympariinsa ja tormailet huonekaluihin, mutta lopulta opit, mis-
sd mikdkin huonekalu on. Lopulta, kuukausien jélkeen, 16ydéat valokatkaisi-
men ja kddnndt sen padlle. Akkid kaikki on valoisaa, niet tarkkaan, missé
olit. Sitten siirryt seuraavaan huoneeseen ja vietét taas kuukausia pimeéssa.
Néin tutustut taloon pala palalta.

Wiles uskoi olevansa oikealla polulla, muttei voinut olla varma siita, et-
ta tulisi ratkaisemaan ongelman. Mahdollisesti niitd metodeja, joita ongel-
man lopulliseen ratkaisemiseen tarvitaan ei keksittéisi vield satoihin vuosiin.
Wiles kertoi ettd vaikka hén oli oikealla polulla, hdn saattoi elda vaaralla
vuosisadalla.

1993 eraana toukokuun aamuna Wiles keksi lopulta viimeisen palan to-
distukseen. Hén tyoskenteli sen kanssa niin, ettd unohti lounaankin. Todis-
tuksessa oli kuitenkin virhe, joka mychemmin saatiin korjattua.

Jotkut ongelmat nayttavét helpoilta. Niita yritetdan ratkaista vuosia, sa-
toja vuosia ja ne osoittautuvat erittéin vaikeiksi ratkaista. Ei ole mitdéan syy-
ta, mikseivat namé todistukset voisi olla helppoja ja silti ne osoittautuvat
todella monimutkaisiksi. Fermat’'n suuri lause on hyvéa esimerkki tésta. Miksi
ihmiset sitten nékevét niin paljon vaivaa loytaddkseen todistuksen? Wilesin
mukaan puhtaat matemaatikot rakastavat ongelmien ratkaisua, he rakasta-
vat haasteita. Ja kun aikaa kuluu, eikd todistusta loydy, siitd tulee todelli-
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nen haaste. Tasta lauseesta tekee erityisen se, ettd Fermat itse on vaittanyt
todistaneensa sen.

Wilesin mukaan ei ole mitenkdén mahdollista, ettd hdnen keksiméansa
todistus olisi sama, jonka Fermat aikanaan véitti keksineenséa. Fermat ei olisi
voinut keksié sité. Todistus on 150 sivua pitké. Sité ei olisi voitu tehda 1800-
luvulla saati sitten 1600-luvulla. Wiles ei usko ettd Fermat’lla oli todistusta.
Hén ajattelee, ettd Fermat narrasi itsensé luulemaan etté hanelld on todistus.
On kuitenkin olemassa vield pieni todennédkoisyys, ettd on olemassa elegantti,
1600-luvun todistus.

Wilesin mukaan mikadn ongelma ei tule merkitsemaén hénelle yhta pal-
jon. Fermat oli hédnen lapsuuden intohimonsa. Tulevaisuudessa hén sanoo
yrittavinsa ratkaista ongelmia, ehka erittdin vaikeitakin, mutta mikdéan niis-
té ei tule olemaan hénelle yhta téarked. Jonkinlaista kaihoa on kuitenkin il-
massa. Jokin kauan ilmassa ollut ongelma on nyt poissa ja meidéan taytyy loy-
tad tilalle uusia huomion kohteita. Wiles toivoo, ettd nuoret matemaatikot
ovat nahneet ongelman ratkaisemisen jannityksen ja ettd he ymmartaisivat,
ettd matematiikassa on paljon muitakin ongelmia, jotka ovat yhta haastavia.
Wilesin mukaan matematiikan suurin ongelma on nyt Riemannin hypoteesi.

Ratkaistavan ongelman valitseminen riippuu paljolti siitd, kuinka paljon
siita valittada. Wiles itse sanoo yrittdviansa aina ratkaista ongelmaa, jolla on
merkitysta hénelle. Wiles myontaéd ettd hanella on ollut etuoikeus ajaa ta-
kaa ongelmaa, joka oli hdnen lapsuuden unelmansa. Han tietdéd ettd se on
harvinainen etuoikeus, mutta jos joku voi aikuisidlld tehd&d jotain omasta
mielestddn niin térkedd, niin se on palkitsevampaa kuin mikdan muu, mitéa
voi kuvitella.
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3 Tapaus n =4

Tapaus n = 4 on Fermat'n suuren lauseen helpoin tapaus. Jotkut viittavét,
ettd Fermat todisti suuren lauseensa tapauksessa n = 4 ([16], s.29). Téstéa ei
kuitenkaan ole varmaa tietoa. Fermat kiytti monissa muissa todistuksissaan
keksimadnsa menetelméd, jota kutsutaan dérettomén laskeutumisen mene-
telméksi. Menetelmad kaytettéiessa oletetaan, etta on valittu ongelman pienin
mahdollinen ratkaisu ja nédytetaén, ettd pitéisi olla olemassa vield pienempi
ratkaisu. Naytetadn siis etta ei ole olemassa pieninté ratkaisua, ja kun kasi-
telladan positiivisia kokonaislukuja, niin ratkaisuja ei ole ollenkaan. Fermat'n
suuren lauseen tapauksessa n = 4 darettoman laskeutumisen menetelma tar-
koittaa seuraavaa: olkoon n = 4 ja R = {m € N|3z,y,z s.e 2" + y" = 2"
ja m = max {z,y,z}}. Olkoon » = min R. Osoitetaan, ettd on olemassa
sellainen ro < 7 ettd rg € R. Téastd saadaan ristiriita. Menetelmé oli yk-
si Fermat'n suurimmista keksinnéisté. ([15], s.4-7). Ennen kuin todistamme
lauseen tapauksessa n = 4, kiymme lépi kaksi lemmaa, jotka ovat tarkeité
itse todistuksessa. Lemma 3.1 on yleisesti tunnettu lukuteoriassa, joten sitéa
ei téssé todisteta.

Lemma 3.1 Fukleideen lemma
Olkoon p alkuluku. Jos p | ab, niin p | a taip | b.

Lemma 3.2 Jos (v,w) = 1 ja vw = 2", niin silloin on olemassa sellaiset
x,y etta v =2" ja w =y".

Todistus

Olkoot (v,w) =1 ja vw = z". Antiteesi: Oletetaan, ettd v # 2™ kaikilla
x ja n. Silloin v # 1, koska 1" = 1. Nyt v on jaollinen alkuluvulla p, silla
jokainen kokonaisluku on joidenkin alkulukujen tulo. Joten on olemassa sel-
lainen luku k ettd v = pk. Nyt p | 2, silld 2" = vw = pkw. On siis olemassa
sellainen luku m ettd z = pm, joten 2" = vw = pkw = (pm)" = p"m". Kun
jaetaan molemmat puolet luvulla p, saadaan kw = p™ Ym". Lemman 3.1
mukaan p | k tai p | w. Luku p ei voi jakaa lukua w, silld se jakaa luvun v ja
(v,w) = 1. Siten p | k. Liséiksi p” | v. Voimme péitelld, ettd p™~ | k. On
siis olemassa sellainen r ettd k = p" Yr, joten kw = p"YUm™ = p(~Vrw.
Siten m"™ = rw. Nyt (r,w) = 1 koska r | v ja (v,w) = 1. Luku r ei voi olla
n:s potenssi, koska jos se olisi, niin v = pk = p-p»~Yr = p™r tekisi luvusta v
n:nnen potenssin, mikd on vastoin oletusta. Lopuksi r < v, koska p®~1) > 1.
Osoitimme etté jos oletetaan, ettd n:nnen potenssin tekijé ei itse ole n.s po-
tenssi niin on oltava pienempi tekija, joka ei myoskddn ole n.s potenssi ja
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niin edelleen ja niin edelleen. On siis ndytetty etté ei ole pieninté ratkaisua,
ja kun késitellddn positiivisia kokonaislukuja niin ratkaisuja ei ole ollenkaan.
Joten ddrettoman laskeutumisen menetelmalld meilld on ristiriita. Samalla
tavalla voidaan osoittaa, ettd w = y" jollekin y.

Seuraavassa lauseessa kiytetdan termié primitiivinen ratkaisu. Silld tar-
koitetaan sitd, ettd z,y,z > 0 ja (z,y,z) = 1.

Lause 3.1 Olkoot a ja b kokonaislukuja siten ettd a > b > 0 ja (a,b) = 1.
Olkoon toinen niistd pariton ja toinen parillinen. Silloin kolmikko (x,vy, z),
085G

x = 2ab,
y=a®—b ja
z=a’+b

on primitiwinen ratkaisu yhtdilolle x* +y* = 22 eli Pythagoraan lauseelle.
Kiintien: Jos x,y,z on primitiwvinen ratkaisu yhtdlolle v + y? = 22, niin
silloin a > b > 0 ja (a,b) = 1. Lisdksi toinen luvuista a ja b on parillinen ja
toinen pariton.

Todistus

Olkoot a ja b kokonaislukuja, jotka tayttavait lauseen ehdot. Maaritellaan
x, Y ja z kuten edelld. Silloin

2+ y? = (2ab)? + (a® — b*)? = 4a?V? + a* — 2a%V* + b = a' + 2a%P* + b =
(a® + b*)* = 22

Selvésti > 0,y > 0,z > 0 ja x on parillinen. (z,y,z) = 1 koska jos
d|z,d|yjad]|zniin silloin d | 2a® ja d | 2b%, joten d = 1 tai d = 2 (koska
(a,b) = 1). Mutta d # 2, koska y on pariton (silld toinen luvuista a ja b on
pariton ja toinen parillinen).

Kadntden: Olkoon (x,y, z) yhtilon 2? + y? = 22 primitiivinen ratkaisu,
joten x? +y? = 22. Koska (x,y, z) = 1, niin (z, 2) = 1. Koska  on parillinen,
niin z on pariton ja siksi (z —z,z+z) = 1. y* = 22 — 22 = (z — 2)(z + 7).
Lemman 3.2 perusteella z — x ja z + x ovat kokonaislukujen nelisita. Olkoot
z+x =2, z —x = u® Silloin t:n ja wmn on oltava positiivisia parittomia
kokonaislukuja, t > u > 0. Olkoot a ja b kokonaislukuja, siten ettd 2a = t+u
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ja2b =t —wu. Silloin t = a+bjau = a—0>b, missi a > b > 0. Alemmin
todettiin, ettd z + x = t? ja z — v = u%. Nyt 2z = u? + x, joten

2w _ (ath)’—(a=b)® _ (a®+2ab+b?)—(a®2abtb?) _ dab _ o1
= = = 42 — 2ap.

r="" 2 2

y' = (z—2)(z+2) = vt = (a = b)*(a +b)* = (a* — V).
Joten y = a? — b2

Edelleen, koska z +x = t?, niin z = t* — 2. Nyt z — (t* — 2) = u?, joten
2 —t2+ 2 =u?ja 2z = u? + t2. Siis

z =

w242 (a=b)%+(a+b)? _ a2—2ab+b2+a?+2ab+b2 _ 2a2+202 _ 2 2
= 5 = 5 = = =a” + b
Nyt siis © = 2ab, y = a® — b* ja z = a® + b2

Koska (z — z,z + ) = 1, niin huomaamme etti (a,b) = 1. Lopuksi, koska
a + b =t on pariton, niin a ja b eivit molemmat voi olla parittomia.

Lause 3.2 Yhtilolli x* — y* = 22 ei ole kokonaislukuratkaisuja, kun x # 0,
y#0 jaz#0.

Todistus

Antiteesi: yhtalolld 24 — y* = 22 on kokonaislukuratkaisuja. Valitaan pie-
nin mahdollinen = € N, jolle on olemassa luvut y € N ja z € N siten etti
!t —y* = 22 Nyt (z,y) = 1. Tdmé voidaan osoittaa seuraavasti. Jos alkulu-
ku p jakaa molemmat, z:n ja y:n, niin x = px’ ja y = py’. Koska

P2 =at =yt =(pa) = (py)! =p'(=)" = p'(y)" = p"((@)" = (),
niin p* | 2%, joten p? | z. Kun z = pa/, y = py’ ja z = p?2/, niin

ZU4 - y4 — ZQ = (px’)4 _ <py/>4 — (pZZ/)2 = p4(x’)4 _p4(y/)4 — p4(2/)2 =
. 4

() = ()" = ()

missd 0 < ' < z, koska © = px’. Tdmé& on vastoin sitd oletusta, ettd x on
pienin mahdollinen, jolle z* — y* = 22. Siis (z,y) = 1.
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2?2 =t —yt = (2? +y?)(2? — y?). Koska (z,y) = 1, niin (22 + 3, 22 — 4?) on
joko 1 tai 2. Kasitelladn molemmat tapaukset erikseen.

Tapaus 1: (2% +y% 2% —y?) = 1.

Koska 2t — y* = (22 + y?)(2* — y*) = 2%, niin (2% + y*)(2? — y?) on neli6.
Silloin 22 + y? ja 22 — y? ovat neliditd (Lemma 3.2); tarkalleen ottaen, on
olemassa sellaiset positiiviset kokonaisluvut s ja t, (s,t) = 1 etté

4+ y* =5 ja

22— 2
Koska s? + t? = 2% + ¢y + 2% — y? = 222, niin s ja t ovat molemmat jo-

ko parittomia tai parillisia. (s,¢) = 1, joten ne eivit voi olla parillisia. Siis s
jat ovat parittomia. Tasta seuraa, ettd s+t ja s —t ovat parillisia. Merkitdan

U = (8+t) Ja

(u,v) =1, koska s ja t ovat parittomia ja (s,t) = 1.

Nyt

s+t s—t _ (sHt)(s—t) _ $2—> _ 2’4y’ —(a®—y?) y?
2

2 2 4 4 4

_ 22
4

ja siksi y? = 2uv.

Tésta ja tiedosta (u,v) = 1 seuraa, ettd on olemassa positiiviset koko-
naisluvut [ ja m siten etta

u=20%jav=m? tai
u=1?jav=2m2.

Se ettd u ja v ovat juuri tdmén muotoisia voidaan perustella seuraavasti:

Koska 3% on nelio, % voi olla kokonaisluku vain, jos se on parillinen koko-

naisluku. Siksi %uv = %yQ on kokonaisluku, ja koska se on kahden nelion
osamadra, se on nelio. Joko w:n tai v:n on oltava parillinen, koska %uv on

kokonaisluku, mutta molemmat eivit voi olla parillisia, silléd (u,v) = 1. %uv
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on nelio, ja siksi tekijit ovat neliita.
Kaydadn lapi ensimmaéinen vaihtoehto, toinen tehdain vastaavasti.

Siis w on parillinen, (u,v,z) =1 ja

s 5— s+t)? s—t)? s+6)2+(s—1)?
u2+02:(#)2+(7‘5)2:(4) +(4) _( )4( )

_ s242st4t24s2—2st+t2 2524212 242 222 2
= 4 =T T 2 T =T

Lauseesta 3.1 seuraa, ettd on olemassa positiiviset kokonaisluvut a ja b,
0<b<a, (a,b) =1 siten etta

212 = u = 2ab
m? = v = a? — b
x = a’® + b

Tistd seuraa, ettd [? = ab. Siten on olemassa sellaiset positiiviset koko-
naisluvut ¢ ja d, (¢,d) =1 ettd

a=cja

b=d?

ja siten m? = a? — b? = ¢* — d*. Huomaamme, etti 0 < ¢ < a < x. Nyt
positiivisten kokonaislukujen kolmikko (c,d,m) olisi yhtilon z* — y* = 22
ratkaisu, mikéd on vastoin sitéd oletusta, ettd x on pienin mahdollinen. Siis ta-
paus 1 on mahdoton.

Tapaus 2: (2% + y?, 2% — y?) = 2.

Nyt x ja y ovat parittomia ja z on parillinen. Lauseesta 3.1 seuraa, etta
on olemassa sellaiset positiiviset kokonaisluvut a ja b, 0 < b < a, (a,b) =1
etta

2 = a® + b,

y2 =a? — % ja
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z = 2ab.

Téstd syystd 22y? = (a® + 0?)(a® — b?) = a* — b?, missi 0 < a < = ja
tdma on vastoin sitd oletusta, ettd x valittiin pienimmaéksi mahdolliseksi. Siis
antiteesi on viiri ja voidaan todeta, etté yhtalolla a* + y* = 22 ei ole koko-
naislukuratkaisuja, kun x,y, z # 0.

Téassé todistuksessa on kiytetty ddrettomaén laskeutumisen menetelmaa.

Lause 3.3 Yhtdlolli x* + y* = 2* ei ole kokonaislukuratkaisua, kun x # 0,
y#0jaz#0.

Todistus

Jos x, y ja z ovat kokonaislukuja (# 0) siten ettd 2% +y* = 24, niin silloin

24 —y* = (2?)%, miki on ristiriidassa lauseen 3.2 kanssa.

Fermat'n suuren lauseen eksponentille n = 4 ovat todistaneet myds muun
muassa:

Bernard Frénicle De Bessy 1676
Leonhard Euler 1738
Adrien-Marie Legendre 1823,1830
Victor Lebesgue 1853, 1859, 1862

Seuraus 3.1 Josn on jaollinen 4:lld, niin ei ole olemassa kokonaislukuja a,
b ja c, joille a™ 4+ b = .

Miten tulosta voidaan hyodyntaé etsittdessa ratkaisuja joihinkin saman-
tyyppisiin Diofantoksen yhtal6ihin? Seuraavat lauseet ovat Legendren todis-

tamia.

Lause 3.4 Jos xz, y ja z ovat kokonaislukuja (# 0) ja x* + y* = 222, niin

22 =12 ja 2° = 4.

Todistus

424 = (2 + yh)? = 2® + 20%y* + o = 28 + 22yt + o8 + 22ty — 2207
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= 28 — 20yt oy 4 datyt = (2t — )2 + Aoty

Siis 421 = (2% — y1)? + 42ty?. Téstd seuraa, etti

-ty = (B = = () = (),

Erityisesti * — y* on parillinen.

Koska x,y,z # 0, niin lauseen 3.2 perusteella luvun (x4;y4)2 on oltava

nolla, joten 2* = y* ja nyt z* + y* = 2* + 2* = 22 = 222, joten 2* = 22

Lause 3.5 Jos z, y ja z ovat kokonaislukuja (# 0) ja 2x* + 2y* = 22, niin
2

22 =y? ja 2* = 4ot
Todistus

Kertomalla 8:lla saadaan (2z)* + (2y)* = 2(22)%. Lauseesta 3.4 seuraa,
ettd (27)? = (2y)? ja (22)? = (21)%, joten 2? = y? ja 22 = 4z,
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4 Tapaus n =3

Fermat esitti, ettd 2® + y® # 23 kun zyz # 0. Tadmi kiy ilmi Fermat'n kir-
joittamista kirjeistd Mersennelle. Euler uskoi keksineensé todistuksen télle
lauseelle. Todistus perustuu aarettomén laskeutumisen menetelméaén ja se
esiintyy Eulerin kirjassa Algebra, joka julkaistiin vuonna 1770. Eulerin to-

distuksen kriittinen tarkastelu paljasti kuitenkin virheen, joka koski muotoa
a® + 3b? olevien kokonaislukujen jaollisuusominaisuuksia. (|1], [14], s.39-43).

Euler tarvitsi lemmaa, joka sanoo seuraavaa: Olkoon p? + 3¢? kuutio.
Silloin on olemassa a ja b siten ettd p = a® — 9ab? ja ¢ = 3a?b — 3b3. Kiydiin
ensin lépi oikea todistus (lemma 4.5) ja sitten tarkastellaan hieman sitéd, mité

Euler yritti tehda.

Lemma 4.1 Jos 2 | (a® + 3b?), niin 4 | (a* + 3b%). Ja jos 4 | (a® + 3b?), niin
silloin on olemassa ¢ ja d siten etti a® + 3b* = 4(c* + 3d?).

Todistus

a ja b ovat molemmat joko parillisia tai parittomia, sillda muuten ei voisi
olla 2 | (a® + 3b%).

Jos a ja b ovat parillisia, niin on olemassa ¢ ja d siten ettd a = 2c¢ ja
b = 2d. Silloin a? 4 3b* = (2¢)? + 3(2d)? = 4(c? 4 3d?), joten 4 | (a* + 3b?).

Jos a ja b ovat parittomia, niin on olemassa m ja n siten ettd a = 4m £ 1
ja b =4n £ 1. Joten tieddmme, ettd 4 | (a + b) tai 4 | (e — b). Kéydéén lapi
molemmat tapaukset.

Tapaus 1: 4 | (a + b)

4(a? 4 3b?)

=(12+3-1%)(a® + 3b?)

—=(a% + 3b%) + 3(a”® + 3b?)

=a? 4+ 3b* + 3a? + 9b*

—4a% + 12°
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—a® — 6ab + 9b* + 3b* + 6ab + 3a?

=a? — 6ab + 9b* + 3(b* + 2ab + a?)

—(a-3b)* + 3(b + a)?

Koska a — 3b = (a + b) — 4b, niin tieddmme ettd 4 | (a — 3b)

Téstd seuraa ettd 4% | ((a — 3b)% + 3(a + b)?), josta seuraa ettd 42 |

(4(a® + 3b%)) ja siksi 4 | (a® + 3b%). Koska 4 | (a — 3b) ja 4 | (a + b), niin

tieddmme ettd on olemassa u ja v siten ettd u = “’T% jav = “T“’.

4(u? + 3v%) = 4((3(a — 3b))? + 3(3(a + b))?) = 1(a® + 9b* + 3a® + 3b?) =
L{4a® 4+ 120%) = a® + 302

Tapaus 2: 4 | (a — b)

Tama tapaus menee samalla periaatteella kuin edellinen tapaus. Nyt ase-
tetaan

4(a® 4 3b*) = (12 + 3 - (=1)})(a® + 3b*) = (a* + 3b*) + 3(a® + 3b*)
=a?+3b*+3a*+90* = a*+6ab+9b*>+3b*—6ab+3a* = (a+3b)*+3(a—b)%.

Sitten kun on todistettu, ettd 42 | ((a + 3b)? + 3(a — b)?), niin asetetaan
U= i(a +3b) ja v = i(a — b). Silloin 4(u? + 3v?) = a® + 31°.

Lemma 4.2 Jos muotoa p*> + 3¢* oleva alkuluku jakaa luvun a® + 3b%, niin
silloin on olemassa sellaiset ¢ ja d etti a® + 3b* = (p* + 3¢*)(c* + 3d?).

Todistus

On olemassa sellainen f ettd a? + 30* = (p? + 3¢*)f. Alkuluku p? + 3¢>
jakaa joko luvun pb — aq tai luvun pb + aq, silla:

(pb-aq) (pb+aq)=p?b* — a®¢®
:p2b2 + 3q2b2 _ a2q2 _ 3q2b2

=b*(p* +3¢%) — ¢*(a® + 30°)
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=b?(p* +3¢°) — ¢*((p* + 3¢°) f)
=b?p? +30%¢° — p**f + 34" f
=(p* +3¢%)(b* + 3¢" )

On siis olemassa sellainen g etti (p* + 3¢%)g = pb + aq tai (p* + 3¢%)g =
pb — aq.

Nyt

(P* 4 3(£4)?)(a® + 3b*) = p*a® + 3p*b* + 3a’¢® + 9b*¢?
= p?a® & 6paqb + 9¢*b* + 3p*b? F 6pagb + 3a*q>

= (pa £ 3¢b)* + 3(pb + aq)?

Siis p? 4 3¢? jakaa luvun pa % 3¢b, silli:

(pa £ 3¢b)* = p*a® + 6abpq + 9¢*b*

= p?a® + 3b%p? + 3a®q® + 9% — 3p?b? £ 6abpg — 3aq?
= p?a® + 3b%p* + 3¢%a® + 9¢*b* — 3(pb £ aq)?

= p2a? + 36%p? + 3¢2a® + 9¢%b% — 3(p(pbiaq) + 3q(pbiaq))2

p+3¢ p+3q
2.2 2,9 2 2 212 o/pi(pbEaq)®) | 6pg(pbtaq)® | 9¢*(pbEagq)?
= p’a® + 30%p% + 3¢°a® + 9¢°0 — 3(PEE + R - S )
.29 2.9 2 9 272 3p(pbtaq)?(p?+3¢)  18pq(pbtaq)?(p?+3¢?)
= pTa” +3b°p” + 3¢7a” +9¢°b (p+30)2 (P2 +347) (p+39)2(p?+3¢%)
_ 27¢*(pbtaq)®(p®+34?)
(p+39)2(P%+34?)

= p*(a® + 30%) + 3¢*(a® + 3b?)

2 2 3p?(pbtaq)? 18pq(pbtaq)? 27¢2 (pbtaq)?
—(p” +3q )<(p+3q)2(p2+3q2) + (p+39)2(p%+342) + (p+3q)2(p2+3q2))

(2 2\ (2 2 3p° (pbtaq)? 18pq(pb+aq)® 27¢*(pbEaq)®
= (" +3¢7)(a” + 36" — ((p+3q)2(p2+3q2) T 0743 T (p+3q)2(p2+3q2)))

Nyt koska (pb — aq)(pb + aq) = (p* + 3¢*)(V* + 3¢ f) ja
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(pa + 3¢b)?

_ (2 2\( 2 2 3p? (pbtaq)? 18pq(pb+aq)? 27¢2(pbtaq)?
= (0" +3¢°)(0” + 36" — (357262 150 T s 22450 T pa302 (1345 ))

niin pa + 3qb = ¢(p* + 3¢%) ja pb £ aq = d(p* + 3¢%).

Koska (p? + 3(£q)*(a® + 3b%) = (pa & 3qb)? + 3(pb % aq)?, niin

2 2 _ (pat3gb)2+3(pbtaq)?
a” +3b° = p?+3¢?

_ (c(p*+34%))*+3(d(p*+3¢%))*
p2 +3q2

_ A(p*+6p*¢>+9¢*)+3(d* (p* +6p*¢>+9¢*))
= 21342

_ A(p*+6p*¢>+9¢")+3d> (p? +6p>¢>+99*)
= 21342

_ (*43d?)(p*+3¢%)?
- p2 +3q2

= (4 3d°)(p* + 3¢°)

Lemma 4.3 Jos luvulla a® + 3b* on pariton tekiji, joka ei ole titi muotoa,
nun silloin osamdardlld on pariton tekijd, joka ei ole tatd muotoa.

Siis toisin sanoen: olkoon f luvun a® + 3b* pariton tekiji, f ei ole muotoa
p? + 3¢%. Silloin on olemassa sellainen g etti fg = a® + 3b* ja on olemassa
sellainen [ etti f' on pariton ja f'| g ja f' ei ole muotoa p* + 3¢>.

Todistus

Vastaoletus: lukua f’ ei voida valita niin, ettd f’ on pariton ja f’ ei ole
muotoa s + 3t2, vaan jokainen luvun ¢ pariton tekiji on muotoa s? + 3t2.

On siis olemassa sellaiset f ja g ettd fg = a® + 30 = (2n + 1)hf’, missi
f = (2n + 1) on pariton, ja f ei ole muotoa p* + 3¢?. Luku g voidaan esit-
taa alkulukujen tulona; g = pyps - - - pp, mMissé py, po, ... p, ovat alkulukuja.
Lemman 4.1 perusteella kaikki tulossa mukana olevat luvut 2 eli 2¢ voidaan
korvata luvulla 42 = 4% missé a on parillinen tai 0. Nyt siis ¢ = 4%-p, - - - py,,
missa pg, - - - pp, ovat alkulukuja # 2.
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Nyt voimme poistaa luvun 4° luvusta g ja luvusta a? + 3b% ja niin saa-
daan luku, joka on edelleen muotoa p? 4 3¢

Siis

A+3d*=f-%=Ff po---pn, missa p; on alkuluku.

Lemman 4.2 perusteella voimme poistaa luvusta g myos kaikki paritto-
mat alkuluvut, koska oletimme, etté kaikki luvun ¢ parittomat tekijat ovat

muotoa p? + 3¢>.

Nyt siis f = e2+3h?, joka on ristiriidassa sen kanssa, etté f ei ole muotoa
p? + 3¢%. Vastaoletus on siis viiird ja viite pitee.

Lemma 4.4 Jos (a,b) = 1, niin jokainen a® + 3b*:n pariton tekiji on titi
samaa muotoa.

Todistus

Olkoon z luvun a? + 3b? tekiji siten ettd on olemassa kokonaisluku f niin
ettd a® + 3b% = xf. Tami on totta ainakin kun z = 1, joten oletamme, etti
x > 1. Jakoyhtalon perusteella on olemassa m ja n siten etté

a=mx+cja

b=nx+d.

Nyt voimme olettaa, etté |c| < sz ja |d| < j2. Tistd saamme

a? 4+ 3% = m22? + 2mxc + & + 3n’x? + 6nxd + 3d?

=x(m? + 2mec + 3n%z + 6nd) + ¢ + 3d>

Nyt x | (2 + 3d?), silla

z(f — (m*z + 2mc + 3n*z + 6nd))

= z(f — m*x — 2mc — 3n’x — 6nd)
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= xf —m?2? — 2mex — 3n*x? — 6ndx

= a® + 30> — m*2? — 2mcx — 3n*x? — 6ndx

= (mx + ¢)* + 3(nx + d)* — m?2? — 2mcx — 3n?z? — 6ndx

= m22% 4 2maxc+ 2 + 3n?z? + 6nad + 3d* — m?z? — 2mex — 3n’2? — 6ndx
= % + 3d>.

Siis on olemassa sellainen arvo y etté ¢ + 3d* = zy. Nyt

zy = +3d* < (32)? 4+ 3(52)? = 122 + 327 = o?

Koska xy > 0 ja zy < 2, niin y < z, koska zy < 2?. Tiedimme myds,
ettd ¢ + 3d% # 0. Tami voidaan osoittaa seuraavasti:

Antiteesi: Oletetaan ¢ + 3d*> = 0. Silloin ¢ = 0 ja d = 0. Mutta silloin
a=mzx jab=mnxjax|ajax|b Tadmi on ristiriidassa sen kanssa, ettd

(a,b) = 1. Siis ¢® + 3d* # 0.

Voimme olettaa, ettd sekii c¢? + 3d? ettd y ovat parittomia. Tami voidaan
osoittaa seuraavasti:

Lemman 4.1 perusteella, jos 2 | (¢* + 3d*) niin myds 4 | (¢* + 3d?). Koska
4 = 224+ 3-0? ja koska  on pariton, niin voimme edelleen lemman 3.1 perus-
teella jakaa luvun y luvulla 4 niin ettd se on edelleen yhtd suuri kuin arvo,
joka on muotoa p? + 3¢>. Voimme jatkaa tétéd kunnes meilld on arvo ¢ + 3d?,
joka ei ole parillinen ja y:n arvo, joka ei ole parillinen. Siis ¢? + 3d? ja y ovat
parittomia.

Olkoon nyt g = (¢, d). Tieddmme ettéd on olemassa h ja f siten ettd ¢ = gh
jad=gf, (h, f) = 1. Nyt voimme osoittaa, etti g* | y. Téméi voidaan tehdi

seuraavasti:

zy = (gh)? + 3(gf)?* = g*(h* + 3f?). Silloin on olemassa r ja s siten etti
xr =rp ja g = sp. Koska

a =mz + ¢ = mpr + sph = p(mr + sh) ja
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b:nx+d:npr+spf=p(717’+5f)7

niin p | a ja p | b. Taméa on kuitenkin mahdotonta, silld syt(a,b) = 1 .
Joten ei ole olemassa alkulukua p niin ettd se jakaisi g:n muttei y:té. Siis
2
9 .

Siten on olemassa z siten ettd y = ¢%2 ja xy = 2(¢°2) = g*(h*+ 3f?), mi-
ki tarkoittaa sité, ettd xz = h?+3f2, missé (h, f) = 1 ja h?+3f? on pariton.

Nyt meilld on tarpeeksi tietoa, jotta voimme tehda sen johtopaatoksen
ettd o on muotoa p* + 3¢°.

Antiteesi: Oletetaan, ettd x ei ole tdatd muotoa. Silloin lemman 4.3 perus-
teella on olemassa w siten ettd w | z ja w ei ole muotoa p* + 3¢%. Nyt w # 1
silla 1 =12+3-02 w<asilliw >1jaw]z jaz <y <z Mutta nyt
olemme osoittaneet, ettd x:n olemassaolo todistaa pienemmaéan tekijan, w:n,
olemassaolon. Samoin voimme osoittaa ettd on olemassa w’ ja w” siten etta
w” < w < w. Adrettomén laskeutumisen menetelmén perusteella timéa ei
ole mahdollista.

Lemma 4.5 Olkoot olemassa p ja q, joilla on seuraavat ominaisuudet:
1. syt(p,q) =1
2. toinen luvuista p ja q on parillinen ja toinen pariton
3. p* + 3¢ on kuutio.

Silloin on olemassa a ja b siten ettd
p = a® — 9ab?,
q = 3a®b — 3b° ja

(a,b) = 1.

Todistus

Koska p? + 3¢® on kuutio, voimme olettaa, ettid p? 4+ 3¢> = «®. Ehdon
2) nojalla w:n on oltava pariton. Lemman 4.4 perusteella luvun u on oltava
muotoa a? + 3b%. Nyt
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(a® + 3b%)3

= (a® + 3b*)(a® + 3b*)?

= (a® + 30%)(a* 4 6a%b* + 9b*)

= (a® + 3b?)(a* + 6a?b* + 9b* + 6a*b? — 6a*b?)

= (a® + 3b?)(a* — 6a*b? + 9b* + 12a2b?)

= (a® + 3b%)((a® — 3b*)? + 3(2ab)?).

Edelleen

(a® + 30%)((a® — 3b*)% + 3(2ab)?)

= a?((a® — 3b%)? 4 3(2ab)?) + 3b*((a® — 3b%)? 4 3(2ab)?)
= a*(a® — 3b*)* + 3a*(2ab)? + 3b*(a® — 3b*)* + 9b*(2ab)?
= a*(a® — 3b%)* — 6ab(a® — 3b*)(2ab) + 9v*(2ab)* + 3a?(2ab)?
+6ab(a? — 362)(2ab) + 36%(a2 — 30%)?

= (a(a® — 3b%))? — 6ab(a® — 3b*)(2ab) + (3b(2ab))*+
3((a(2ab))? + 2ab(a? — 3b)(2ab) + (b(a® — 3b?))?

= (a(a® — 3b*) — 3b(2ab))? + 3(a(2ab) + b(a* — 3b%))?

= (a® — 3ab® — 6ab?)? + 3(2a%b + a?b — 3b°)?

= (a® — 9ab?)* + 3(3ab — 3b%)2.

Koska oli oletettu, ettd p* + 3¢® = u3, niin saadaan
p?+ 3% = (a® — 9ab®)? + 3(3ab — 3b%)%.

On siis olemassa a ja b siten etté
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p = a® — 9ab?
q = 3a*b — 30*
(a,b) = 1, silld muu yhteinen tekija jakaisi p:n ja ¢:n.

Euler yritti todistaa edellistd lemmaa. Kaydaéan lyhyesti lapi ajatus siité,
mita Euler yritti tehda. Eulerin todistusta ei tassa kiyda lapi. Eulerin ajatus
oli lahted liikkeelle oletuksesta, ettd on olemassa luvut, jotka ovat muotoa
p + gv/—3. Jos hyviksymme, ettd tillaisia lukuja on, saamme seuraavanlai-
sen yhtilén: p? + 3¢2 = (p + ¢v/=3)(p — ¢/—3). Oletetaan, etti p? + 3¢
on kuutio. Euler jatkoi ndyttamalld, ettd kaksi kompleksilukua p 4+ gv/—3 ja
p — gv/—3 eivit voi olla jaollisia samalla alkuluvulla. Téastd Euler teki johto-
paatoksen, ettd ndiden kahden kompleksiluvun on oltava kuutioita. Tata han
perusteli lemmalla 3.2, suhteellisen alkulukujakajan lemmalla. Mutta téssé
kohdassa héan teki virheen, silla tatd muotoa olevat luvut eivat kiyttaydy
taysin samalla tavalla kuin kokonaisluvut. Euler yritti siis todistaa lemmaa
4.5 kayttamaélla imaginaarilukuja. Imaginaariluvut eivit olleet vieraita Eu-
lerille, silld han keksi muun muassa yhtélon, jota kutsutaan nimelld Eulerin
identiteetti: '™ = —1. Ei siis ole kovin yllattivii, ettd Euler yritti ratkaista
myo6s tdméan lemman imaginaarilukujen avulla. Eulerin todistusyritys ei kui-
tenkaan mennyt hukkaan, silldi muun muassa Kummer kiytti samaa tekniik-
kaa todistaessaan Fermat'n suuren lauseen todeksi sdannollisille alkuluvuille.

([1], [14], 5.39-43).

Kaydadn nyt lapi, miten todistetaan Fermat'n suuren lauseen tapaus
n = 3. Ennen kyseisen lauseen todistusta tarkastelemme kahta todistuk-
sessa tarvittavaa lemmaa.

Lemma 4.6 Voimme esittad minkd tahansa ratkaisun " + y™ = 2" sellai-
sessa muodossa, jossa mitkdadn kaksi arvoista x, y ja z eiwvdt ole jaollisia
samalla alkuluvulla.

Todistaaksemme tdméan, meidédn on todistettava kaksi asiaa:

1. jos tekija jakaa mitkd tahansa tdmén yhtéalon kaksi arvoa, silloin sen
n:s potenssi jakaa kolmannen arvon n:nnen potenssin.

2. jos tekijan n:s potenssi jakaa arvon n:nnen potenssin, niin silloin tekija
jakaa arvon.
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Todistus

Vaihe 1: Yhtélon 2" +y" = 2™ kahden arvon yhteisen tekijan n:s potenssi
jakaa kolmannen arvon n:nnen potenssin. Téssd voidaan erottaa kaksi ta-
pausta. Tapaus 1: d | z ja d | y. Tapaus 2: d| z jad |z tai d | y.

Tapaus 1: Oletetaan ettd d | = ja d | y. Silloin on olemassa ' ja ' si-
ten ettd x = da’ jay = dy'. Silloin 2" = 2" + y" = (d2")" + (dy" )" =

Tapaus 2: Oletetaan ettd d | z ja d | x tai d | y. Oletetaan ettd d | z (vas-
taavasti tehdéaén, kun d | y). Silloin on olemassa z’ ja 2’ siten ettd x = da’ ja
z=dz'. Nyt y" = 2" — 2" = (d2")" — (dz")* = d"((2")" — («/)™). Eli d™ | y™.

Vaihe 2: d" | 2™ — d | .

Olkoon (d,z) = c. Olkoon e = ¢ ja f = £. Nyt (e, f) = 1, joten myds
(e, f") = 1. Koska d" | =", niin on olemassa k siten ettd 2" = kd". Koska
e= % ja f =%, niin 2" = (cf)" = kd" = k(ce)" ja siten c" f" = kc"e" ja siis
f™ = ke™. Tasta seuraa, etta (e, k) = 1. Tamé voidaan osoittaa seuraavalla
tavalla: Oletetaan ettéd (e™, k) = a siten ettd a > 1. Silloin a | " ja a | f",
sillda f™ = e"k. Mutta nyt olisi (e”, f™) # 1, miké on ristiriidassa sen kanssa,
ettd (e, f") = 1. Siis (¢",k) = 1. Lemman 3.2 nojalla voimme péétell4,
ettd k on n:s potenssi. Téstd seuraa, ettd on olemassa u siten ettd u™ = k.
Ja nyt e"u™ = f" ja (eu)"” = f", joten eu = f ja kertomalla c:1ld saadaan
ceu = fc = du = x, joten d | x.

Lemma 4.7 Jos a ja b ewdt ole jaollisia samalla alkuluvulla ja toinen lu-
vuista on pariton ja toinen parillinen, niin silloin (2a,a* + 30*) =1 tai 3

Todistus

Oletetaan, ettd a ja b eivat ole jaollisia samalla alkuluvulla. Oletetaan
ettd on olemassa alkuluku f, jolle f | 2a ja f | (a* + 3b?). Tieddmme, etti
f ei voi olla 2, silli a® + 3b* on pariton. Oletetaan ettd f > 3. Koska f | 2a,
niin f | a, joten f | a®. Koska f | (a® + 3b?), niin f | 3b?. Oletettiin etté a ja
b eiviit ole jaollisia samalla alkuluvulla, joten ei voi olla f | b*. Téten f | 3.
Nyt siis (2a,a® + 3b%) = 1 tai 3.
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Lause 4.1 23+ 3 + 23 = 0 vain kun zyz = 0.

Todistus

Lemman 4.6 nojalla voimme olettaa, etteivat mitkaan kaksi luvuista x, y
ja z ole jaollisia samalla alkuluvulla. Silloin vain yksi néista luvuista voi olla
parillinen. Oletetaan ettd x ja y ovat parittomia ja z on parillinen. Kaikis-
ta néistd ratkaisuista valitsemme sen, missé |z| on pienin mahdollinen. Kos-
ka x+1vy ja x —y ovat parillisia, niin on olemassa kokonaisluvut a ja b siten etté

20 =7+ vy ja

2b =x — v,

joten

r=a+bja

y=a—b.

Nyt a,b # 0 ja (a,b) = 1. Koska x ja y ovat parittomia, niin toinen lu-
vuista a ja b on parillinen ja toinen pariton. Nyt

=3+ =(a+b)>3+(a—0)3

= (a +b)(a® + 2ab + b*)(a — b)(a® — 2ab + b*)

= a® 4 2a%b + ab® + a*b + 2ab? + b® + a® — 2a%b + ab® — a®b + 2ab* — b?

= 2a3 + 6ab?

= 2a(a® + 3b?).

a® + 3b? on pariton, z on parillinen ja 8 | z3. Tésti seuraa, ettd 4 | a joten
a on parillinen ja b on pariton. Lemman 4.7 perusteella (2a, a® + 3b?) on joko
1 tai 3.

Tarkastelemme néita kahta tapausta erikseen:

Tapaus 1: (2a,a? + 3b*) =1
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Nyt a ei ole jaollinen luvulla 3. Koska —2z3 = 2a(a? + 3b?), niin lemman
2.2 perusteella 2a ja a? + 3b* ovat kuutioita:

2a =13 ja
a’ + 30? = s3,

missd s on pariton eikd se ole jaollinen luvulla 3. Lemmojen 4.4 ja 4.5
perusteella s on muotoa s = u? + 3v?, missi u,v € 7 ja

a=ud— 9uv? = u(u® — 9?) ja
= 3u*v — 3v® = 3v(u? — v?).

Nyt v on pariton ja w on parillinen, silld b on pariton. v # 0 ja u
ei ole jaollinen luvulla 3, silld a ei ole jaollinen luvulla 3. (u,v) = 1 ja
2a = 2u(u® — 9?) = 2u(u — 3v)(u + 3v). Siksi mitkidn kaksi luvuista 2u,
u + 3v ja u — 3v eiviit ole jaollisia samalla alkuluvulla. Koska 13 = 2a =
2u(u — 3v)(u + 3v), niin lemman 3.2 nojalla 2u, u + 3v ja u — 3v ovat kuu-
tioita:

2u = —n?,

u—3v =13,
u+3v=m?,
missé [,m,n # 0 ja mitkdédn kaksi luvuista [, m ja n eivit ole jaollisia

samalla alkuluvulla. Nyt I3 +m? +n® = u — 3v + u + 3v — 2u = 0, missi n
on parillinen.

23] = |2as3| = [2u(u? — 9v?)s?| > |2u| = |n?|

joten |z| > |n|. Tdmé& on vastoin sitd oletusta, ettd |z| on pienin mahdol-
linen.

Tapaus 2: (2a, a® + 3b?) = 3
Koska nyt 3 | a, niin kirjoitamme a = 3c. ¢ on parillinen ja 4 | ¢. Luku
b ei ole jaollinen luvulla 3, silld a ja b eivit ole jaollisia samalla alkuluvulla.

Nyt —2% = 23 +¢° = (a + b)® + (a — b)® = 2a(a® + 3b*) = 6¢((3¢)? + 3b?) =
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6¢(9c + 3b%) = 18¢(3c* + b?). Koska ¢ on parillinen ja b pariton, niin 3c* + b?
on pariton ja (18¢,3c* + b*) = 1. Nyt (3¢® + b?) ei ole jaollinen luvulla 3 ja
(b,c) = 1. Lemman 3.2 perusteella 18¢ ja 3c¢* + b? ovat kuutioita:

18c = 13 ja
3¢+ 0% =3,

missd s on pariton ja 3 | r. Lemmojen 4.4 ja 4.5 perusteella s = u? + 3v?,
missa u,v € Z ja

b= u(u® — 9?) ja

c = 3v(u® — v?).

Koska b on pariton ja ¢ on parillinen, niin v on pariton ja v parillinen.
v #0, (u,v) = 1. Koska r* = 18(3v(u* —v?)) = 18¢ = 54v(u+v)(u —v), niin
(£)? = 2v(utv)(u—v). Mitkian kaksi luvuista 2v, u-+v, u—wv eivit ole jaollisia
samalla alkuluvulla. Lemman 3.2 perusteella 2v, u+v ja u— v ovat kuutioita:

3
)

20 = —n
u+v=10]ja
u—uv=—md.

Taten P +m?> +nd =u+v—u+v—2v =0, missi [,m,n # 0 jan on
parillinen.

12> = 18]c|(3c*+b%) = Bd|v(u®—v?)|(3c*+b%) = 27|n|*|u®—v?|(3c*+b%) > |n’.

Tamé on ristiriidassa sen kanssa, ettéd |z| valittiin pienimméksi mahdolli-
seksi. Siis 23 4+ ¢ + 23 # 0 kun ayz # 0.

Fermat'n lauseen eksponentilla 3 ovat todistaneet myos muun muassa
seuraavat matemaatikot:

Christoph Friedrich Kausler 1795

Adrien-Marie Legendre 1823, 1830
Gabriel Lamé 1865
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Nyt kidymme ldpi Leopold Kroneckerin (1823-1891) tuloksen vuodelta
1859. ([18], 5.31-32).

Lause 4.2 1. Kaikille kokonaisluvuille m # 0 ainoat yhtdilon 4x>—3my? =
m3 kokonaislukuratkaisut ovat (m,m) ja (m,—m)

2. Ainoat yhtilon 4u® + 27t* = —1 rationaalilukuratkaisut ovat (=1, 3) ja
(_L _%)

3. 13—z :I:% ovat ainoat kolmannen asteen polynomit, joilla on rationaa-
likerroin, siten ettd juurien summa on 0 ja diskriminantti on -1.

Todistus

1. Jos x ja y ovat kokonaislukuja ja (z,y) toteuttaa yhtélon 423 — 3my? =

m?, niin olkoot u = —2x,v = y + m. Silloin

u + v?

= (<20 + (y-+ m)

= —8x% + 3 + 3y*m + 3ym? + m3

= =823 + 93 + 3y*m + 3ym? + m?® — 6y*m + 6y*m

= —2(423 — 3y*m) + v* + 3y*m + 3ym?* + m® — 6y°m
= —2m3 +y3 — 3y*m + 3ym? + m3

=3 — 3y®m + 3ym? — m3

= (y—m)’.

Titen joko z = 0, mistéd seuraisi —3my? = m?3 eli —3y* = m?, miki on

mahdotonta tai y = +m. Tésséa tapauksessa on oltava x = m.
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2. Olkoot u, t rationaalilukuja siten ettd 4u® + 27t> = —1. Kirjoitamme

u=—= 1= 3" joten —4% + 279@’% = —1= —42® 4+ 3my* = —m?.
Kohdan 1 perusteella x = m, y = +m ja taten u = =7 = —1, ¢t =
+ = £1

3. Jos yhtilolld x® + ax + b on rationaaliset kertoimet ja diskriminantti
§ = —1, kun § = 4a3 + 27b%, niin kohdan 2 perusteella a = —1 ja
b=+1

3

Vuonna 1944 Schmid sai aikaan seuraavan ekvivalenssin ja osoitti Fer-
mat’n teoreeman todeksi eksponentille 3: (|18], s.32-33)

Lause 4.3 Seuraavat vdittdmdt ovat yhtdapitdvid
1. Fermat’n suuri lause on totta eksponentille 3

2. Kaikista kokonaisluvuista m # 0 ainoat kokonaislukuratkaisut yhtdlolle

423 — 3my* = m? ovat (m,m) ja (m,—m)

8. Ainoat rationaaliratkaisut yhtdlolle 4u® + 27t* = —1 ovat (—1,3) ja
(_17 _%>

Todistus

Edellisen lauseen todistuksessa ndimme, ettd (1) = (2) ja (2) = (3). Nyt
oletamme, etté (3) on totta ja johdamme téstéd ettd Fermat'n lause on totta
eksponentille 3.

Antiteesi: Oletetaan ettd on olemassa luvut x,y, z # 0 siten ettd mitkidéan
kaksi luvuista x, y ja z eivit ole jaollisia samalla alkuluvulla. Oletetaan etté

3 .3 _ ,3 ; _x i ytr @
x° +y° = 2°, joten y # z. Olkootu-yfzjat—gé_z).smen

dud + 2712

_q_ =z (y+2)?
= 4555 2150y

_ 4a8 27(y+2)?
= w7 T 922

_ 423 3(y+2)2(y—=2)
e A (s

_ 423 4+3(y% +2yz+22) (y—2)
(y=2)(y*—2y=+2?)
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4x343(y3 —y?2+2y% 2 —2y22 +y22 —23)
y3—2y22+yz?—y?z42y%z—23

423433 —3y2 2z+6y2 2—6y22+3y22—323
y3—2y22+yz2—y2z4+2y2z—2z3

423 —4y343y5 -3y 246y 2—6yz2+3yz>—323
y3—2y2z+yz2—y2z+2y2z—23

—y34+3y22—3y2z2 425
y3—3y2z+3yz2—z3

*(y3*3y22+3y22723)
y3—3y2z+3yz2—23

— 1.

Oletuksen nojalla u = —1 ja t = i% ja téten 3(‘”;32) = i% "
+1=y+2==x(y—2), joten y = 0 tai z = 0, miké on vastoin oletusta. Siis

Fermat’n suuri lause on totta eksponentille 3.
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5 Sophie Germainin teoreema

5.1 Sophie Germain (1776 - 1831)

Marie-Sophie Germain syntyi Pariisissa 1.4.1776, juuri Ranskan vallanku-
mouksen alla. Han alkoi opiskella matematiikkaa 13-vuotiaana. Germainin
vanhemmat vastustivat tyton matematiikan opiskelua, silla he eivit halun-
neet Sophien ryhtyvin 'miesten’ ammattiin. ([1]).

Vuonna 1794, Sophien ollessa 18-vuotias, Ecole Polytechnique aukesi Pa-
riisissa. Sinne péasivat opiskelemaan Ranskan lahjakkaimmat matemaatikot,
mutta vain miehet. Sophie Germain onnistui kuitenkin saamaan joitain luen-
tomuistiinpanoja Ecole Polytechniquen kursseilta. Hén kiinnostui erityises-
ti Joseph-Louis Lagrangen opetuksista. Polytechniquessa oli opiskellut mies
nimeltd Monsieur Le Blanc. Tdmén nimen Germain otti salanimekseen oi-
kean Le Blancin ollessa matkoilla Pariisin ulkopuolella. Germain lahetti tut-
kimuksia ja tehtivia Ecole Polytechniqueen salanimelldéin. Lagrange, joka oli
tyoskennellyt ldheisesti oikean Le Blancin kanssa oli yllattynyt nédhdessdén
entisen oppilaansa tekevidn huomattavia matemaattisia toitd. Hén oli niin
vaikuttunut toistd, ettd halusi tavata Le Blancin, joten Germain joutui pal-
jastamaan oikean henkildllisyytensa. Lagrange piti Germainia lahjakkaana
matemaatikkona, ja alkoi hdnen neuvonantajakseen. (1], [8]).

Vuonna 1804 Germain alkoi kirjeenvaihtoon Carl Friedrich Gaussin kans-
sa, luettuaan Gaussin kuuluisan teoksen Disquisitiones Arithmeticae (1801).
Jélleen Germain kéytti salanimed Monsieur Le Blanc. Germain kévi kirjeen-
vaihtoa myos Adrien-Marie Legendren kanssa. Niissé kirjeissé Germain sai
tuotua matemaattisia tuloksiaan kuuluisien matemaatikoiden tietoisuuteen.
Kirjeessddan Gaussille Germain todisti, ettd jos z, y ja z ovat kokonaislukuja
ja 2° 4+ y® = 2%, niin silloin joko luvun z, ¥ tai z on oltava jaollinen viidella.
Mythemmin kirjeessédin Legendrelle Germain todisti, ettd jos n on pariton
alkuluku ja jos 2n 4+ 1 on myos alkuluku, niin silloin siitd ettd o™ 4+ y"™ = 2"
seuraa ettd joko x, y tai z on jaollinen luvulla n. Germain kehittikin koko-
naan uuden linjan Fermat'n suuren lauseen ratkaisuyrityksiin. Hén ei etsinyt
todistusta vain tietyille arvoille, vaan osoitti, ettéd jos ratkaisu on, sen taytyy
tayttaa tietyt ehdot. Tata voidaankin pitdéd suurena edistyksena kohti yleistéa
todistusta. ([1], [11], 5.68-69).

Oli Napoleonin ansiota, ettd Gauss sai tietdd Germainin todellisen henki-
l6llisyyden. Napoleonin armeija suuntasi kohti Braunschweigia, missd Gauss
asui. Hyokkaajia johti kenraali Pernety, joka oli Sophie Germainin henkilo-
kohtainen ystdva. Germain pyysi kenraalia takaamaan Gaussin turvallisuu-
den. Kenraali kertoi Gaussille, ettd tdma oli Sophie Germainin suojeluksessa.
Gauss ei ollut koskaan kuullutkaan Germainista. Témén jélkeen Sophie tun-
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nusti todellisen henkil6llisyytensid. Gauss oli hyvin vaikuttunut saadessaan
sen selville, silla hén todella ihaili Germainin matemaattista lahjakkuutta.
Vuonna 1808 Gauss nimitettiin astronomian professoriksi Gottingenin yli-
opistoon. Gaussin yllytyksestd Gottingenin yliopisto suostui myontadméaén
Germainille kunniatutkinnon. Sophie Germain kuoli rintasyopaan 27.6.1831.

(1)

5.2 Fermat’n suuren lauseen kaksi osaa

Fermat’n suuri lause (z" 4+ y™ # 2") voidaan jakaa kahteen osaan:
1. Tapaus 1: mikdan arvoista z, y ja z ei ole jaollinen luvulla n.

2. Tapaus 2: n jakaa yhden arvoista x, y, z.

5.3 Sophie Germainin alkuluvut

Jos molemmat p ja 2p+ 1 ovat alkulukuja, niin silloin p on Sophie Germainin
alkuluku. Ensimmaiset tallaiset alkuluvut ovat 2,3,5,11,23,29,41,53,83,89,113
ja 131. 1820-luvun alussa Germain todisti, ettd Fermat'n suuren lauseen en-
simmaéinen tapaus on totta téllaisille alkuluvuille. Pian tdmén jélkeen Le-
gendre alkoi yleistad tata nayttamalla, ettd Fermat'n suuren lauseen ensim-
méinen tapaus patee myos sellaisille parittomille alkuluvuille p, joille kp + 1
on alkuluku, k£ = 4,810, 14, 16. (|18], s.109-122).

Talla hetkelld ei tiedeté, onko Sophie Germainin alkulukuja daretén maa-
ra. Suurin talla hetkella tunnettu Germainin alkuluku on p = 137211941292195-
2171960 _ 1 Tuvussa on 51780 desimaalia, ja se 16ydettiin 3.5.2006. (|4]).

5.4 Germainin teoreema
Lemma 5.1 Fermat’n pieni lause

Jos kokonaisluku a ei ole jaollinen alkuluvulla p, niin a?~' = 1(mod p).

Todistus
Yleisesti tunnettu

Fermat'n pieni lause on yksi Pierre de Fermat'n tarkeimmista tuloksis-
ta. Fermat esitteli sen ensi kertaa kirjeissddn ilman todistusta vuonna 1640.
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([1]). Leibniz todisti lauseen ensimmaéisené erdéssi paivaamattoméassi kisi-
kirjoituksessa, mutta hén nayttda tunteneen todistuksen ennen vuotta 1683
(]12], s.69). Euler teki lauseelle ensimmaéisen julkisen todistuksen vuonna
1736 ([1]). Lause on kiytannollinen muun muassa testattaessa suuria alkulu-
kuja. Lause voidaan myos kirjoittaa muotoon a? = a(mod p) Va € Z. ([1]).

Maaritelma 5.1 Merkitdin Q,(x,y) = m;:zn, missan > 1, x ja y ovat ko-
konaislukuja (3 0).

Lemma 5.2 Olkoot n > m > 1 ja z, y (# 0) kokonaislukuga, joille (z,y) =
1. Silloin (Qn(z,y),z —y) = (n,x — y).

Todistus

Qul,y) = Tt = Loz hl" s (oot g a2y

+2~(:iQ)! (z—y)y" > +ny" ' = (x —yle+ny"

missa e € Z.

Koska (z,y) = 1, niin (Q.(x,y),z —y) = (xr —y)e + ny" Lo —y) =
(n,x - y)

Lemma 5.3 Jos z, y ja z ovat kokonaislukuja (# 0), niin etta mitkadn kak-
st naista er ole jaollisia samalla alkuluvulla, xP + yP + 2P = 0 ja jos alkuluku
p # 2 ei jaa lukua z, niin on olemassa kokonaisluvut t ja ti siten ettd

vty =t,
Z:—ttl

Lisiksi p ei jaa lukua tty, (t,t1) = 1, t; on pariton ja t; > 1.
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Todistus

Lemman 5.1 mukaan zP~! = 1 (mod p), joten x = 2 (mod p). Samoin
y = yP (mod p) ja z = 2P (mod p). Nyt koska x+y+2 = 2P +yP+ 2P = 0(mod
p), niin —z = z+y(mod p), joten p ei jaa lukua x+y. Nyt (—z)P = 2P +yP =
Qp(w, =y)(z +y).

Oyl =) = 2 = a2y ety

Lemman 5.2 perusteella (Q,(z, —y), z+y) = 1. Koska (—2)P = Q,(z, —y)(z+

y), niin z + y ja Q,(z, —y) ovat p:nsid potensseja. On siis olemassa koko-
naisluvut ¢ ja ¢; siten ettd x +y = t* ja Q,(x,—y) = t. Nyt (—2)? =
Qp(x, —y)(z +y) = .71 = (t4)P, joten z = —tt; ja (t,t1) = 1.

Nyt ndytdmme ettéd ¢; on pariton. Q,(z, —y) on parittoman méérin ter-
mien summa. Niistd aina 27! tai y?~! on pariton, silli z ja y eiviit molem-
mat ole parillisia. Joten @,(x, —y) on pariton, ja téten ¢; on myds pariton.
Lopuksi koska > y (tai y > z), niin x —y > 1 (tai y — z > 1) ja téten

= @Qp(z,—y) = Q,(y, —z) > p joten t; > 0 ja itse asiassa t; > 1.

Lauseesta seuraa, etté jos x, y ja z toteuttavat yhtalon zP + y? + 2P = 0,
jos p el jaa lukuja z, y ja z ja jos (x,y, z) = 1, niin on olemassa kokonaisluvut
r,s,t,r1, 81, t1, jotka eivit ole luvun p monikertoja siten etté

x+y_tpja“y =1,? ja z = —tty,
y+z:7’pjayi§ =rPjaxr=—rr,

. P P .
z+x:spja%:slp3ay:—ssl.

Naita kutsutaan Barlow-Abel relaatioiksi. Luvut rq, s1, ¢ ovat parittomia,
(t,t1) = (r,r1) = (s,s1) = L ja (r,s,t) = (r1, s1,t1) = 1. Joten mitkdén kaksi

luvuista r, s, t, 1, s1, t; eivit ole jaollisia samalla alkuluvulla. Luvut ry, sy, ¢y
ovat suurempia kuin 1. Téstd saamme, etta

P4+ s+t =y+z+z+r+art+y=20+2y+2z=2x+y+2z2)#0.

Téasta seuraa etta

. rP4sPH¢P _ —pP4gP 4P
T =—r"+ 3

= 5 ,
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o PP gP4tP  pP_gP P .
y=—s"+—=5"—="—5"]Ja

D gP 4¢P Py gP_¢P
Z:_tp+r+<92+tzr+s t'

2

Maaritelmé 5.2 Olkoon (a,n) = 1 jan > 1. Luvun a kertaluku (mod n)
on pienin luonnollinen luku k(= ord,(a)), jolle a* =1 (mod n).

Maaritelma 5.3 Eulerin funktio ¢(n) merkitsee niiden luonnollisten luku-
jen m < n lukumdadrdd, joille (m,n) = 1.

Maaritelma 5.4 Jos ord,(a) = ¢(n), luku a on primitiivinen juuri (mod

Lause 5.1 Olkoon q alkuluku ja n > 3 pariton kokonaisluku. Seuraavat vdit-
teet ovat yhtdpitavia:

1. On olemassa kokonaisluvut a, b ja c, jotka ewwdt ole q:n monikertoja,
siten ettd a™ + b" + ¢ = 0(mod q).

2. On olemassa kokonaisluvut d ja e, jotka eivdt ole q:n monikertoja, si-
ten ettd d" = e" 4+ 1(mod q).

Lisdksi jos g—1 = 2kn, niin ylldolevat ehdot ovat yhtdpitivia seuraavan
kanssa

3. On olemassa kongruenssin z** —1 = 0(mod q) juuret u ja u', siten etti
w =u+ 1(mod q).

Todistus

(1) — (2):

Oletetaan ettd a” + b" + ¢" = 0(mod ¢). Koska c ei ole jaollinen luvulla ¢
jaq| (a" 4+ 0"+ ") ja a, b ja c eivit ole jaollisia luvulla ¢, niin on olemassa

sellaiset kokonaisluvut d ja e etta

dec = —a(mod ¢q) ja
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ec = b(mod q).

Silloin de ei ole jaollinen luvulla ¢ ja (dc)” = (ec)™ + ¢"(mod q), joten
d" = e" + 1(mod q).

(2) = (1):

Oletetaan, etta d™ =€ + 1 (mod ¢q). Nyt jos a = —d,b = e ja ¢ = 1, niin
a4+ 0"+ " =0 (mod q).

Nyt oletamme, ettd ¢ — 1 = 2kn
(2) = (3):
Oletetaan ettd d” = €™ + 1(mod ¢). Asetetaan u = ", v/ = d". Silloin

u? = e = ¢! = 1(mod ¢). Samoin (v/)** = d*" = d9=! = 1(mod q),
missd v’ = u + 1(mod q).

(3) — (2):

Olkoon A primitiivinen juuri modulo ¢. Olkoon u = h™, joten h?™ =

= 1(mod q) ja téiten ¢ — 1 = 2kn jakaa 2km:m, joten n | m. Téaten
= ¢"(mod ¢). Samoin v’ = d"(mod ¢) ja d" = e" + 1(mod q).

Nyt kdlymme ldpi Legendren version Sophie Germainin teoreemasta.

Lause 5.2 Olkoot p ja q erillisia parittomia alkulukuja. Oletetaan ettd seu-
raavat ehdot tayttyvit:

1. Kun a, b ja ¢ ovat kokonaislukuja siten etti a? + b° + ¢» = 0(mod q),
niin q | abe.

2. p et ole kongruentti dP :n kanssa modulo q milladn kokonaisluvulla d.
Silloin Fermat'n suuren lauseen ensimmdinen tapaus on totta eksponen-
tille p.

Todistus

Olkoon niin ettd mitkdan kaksi luvuista x, y ja z eivét ole jaollisia samal-
la alkuluvulla ja x, y ja z eivdt ole luvun p monikertoja. Olkoon niin etté
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P + yP + 2P = 0. Silloin 2P 4+ y? 4+ 2P = 0(mod ¢) ja oletuksen 1 perusteel-
la ¢ | xyz. Voimme olettaa esimerkiksi ettd ¢ | z, jolloin ¢ ei jaa lukua yz.
Koska p ei jaa lukua zyz, niin lemman 5.3 perusteella on olemassa sellaiset
kokonaisluvut r, s, t,ry, s1, t; etta

. D P .
x +y = tP joten % =t? ja z = —tty
_ D ] yp+zp _ P _

y + z =P joten e = mtjax=—rn
o . ZP.I’_Q;P _ . o
z+x = sP joten S =5 jay=—s5

Nyt
. .p rPsPtP  —pP4gP P
r=—-r"+ 3 = > ,
o PP sP4tP  pP_gP P .
y=—s"+—=5"—="—"]a
. ap rP4gPtP  pPygP_¢P
z = —tP + 3 = 5

Koska ¢ | x niin —r?+ s? +1? = 0(mod ¢q). Oletuksen 1 perusteella ¢ jakaa
jonkin luvuista r, s, t. Koska s | y, t | z ja ¢ ei jaa lukua yz ja ¢ ei jaa lukua
st, niin ¢ | r. Mutta t; = % = y?~}(mod q), koska ¢ | z. Koska ¢ | r niin
y = —z(mod q). Téten

rP = T =y (—2) L (2P = pyP ! = phP(mod ).

Koska t; ei ole kongruentti nollan kanssa modulo ¢, niin on olemassa
sellainen kokonaisluku t' etta ¢'t; = 1(mod ¢) ja téiten p = (¢'r1)?(mod q).
Tama on ristiriidassa oletuksen 2 kanssa.

Lause 5.3 Jos p ja q ovat parittomia alkulukuja ja ¢ — 1 = 2pk, k on luon-
nollinen luku, niin silloin edellisen lauseen ehto 2 on ekvivalentti seuraavien
kanssa:

2°) (2k)?* ei ole kongruentti 1:n kanssa modulo q ja

27) p** ei ole kongruentti 1:n kanssa modulo q.
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Todistus
(2) — (2):

Olkoon h primitiivinen juuri modulo ¢ ja olkoon p = h*(mod ¢). Jos
(2k)* = 1(mod q), niin h?* = p?* = (2k)%p?* = 2kp)** = (¢ — 1)* =
1(mod q), tidten g — 1 = 2kp jakaa 2ks:n, joten p | s ja p = dP(mod q), missa
d = hv(mod q).

(2) = (2):

Jos p?* = 1(mod q) niin (2k)%* = (2k)*p* = (¢—1)** = 1(mod ¢). Mut-
ta oletuksen nojalla (2k)?* ei ole kongruentti 1:n kanssa modulo ¢, joten p**
ei ole kongruentti 1:n kanssa modulo gq.

(2") = (2):

Jos on olemassa sellainen d ettii p = dP(mod ¢) niin p?* = d** = d97! =

1(mod q).

Seuraavat lauseet ovat yhtapitavid Sophie Germainin teoreeman kanssa.

Lause 5.4 Jos p on pariton alkuluku ja g = 2p + 1 on myds alkuluku, niin
silloin Fermat'n lauseen ensimmdinen tapaus on totta luvulle p.

Todistus

Naytdmme, ettd g tayttda lauseen 5.2 oletukset. Oletetaan ettéd x, y ja z
ovat kokonaislukuja, eivéitkd ole luvun ¢ monikertoja ja x? 4+ y? + 2P = 0(mod
q). Koska p = £, niin lemman 5.1 perusteella 2% = 1 (mod g), joten (z7)? =
1 (mod q) ja 2P = £1 (mod ¢). Samalla perusteella my6s y* = £1(mod q) ja
2P = £1(mod ¢). Téten 0 = 2P +yP 4 2P = £1+£ 141 joka ei ole kongruentti
nollan kanssa modulo ¢, mikd on mahdotonta. Nyt siis ¢ | xyz. Samoin, jos
p = aP(mod q), niin ehto (2’) ei tayty, joten 2p + 1 = ¢ jakaa 22 — 1 = 3:n,
mikd on mahdotonta.

Seuraus 5.1 2° +y° =2° — 5| zyz.

Edellisen lauseen perusteella tdma on totta, koska 5 on alkuluku ja 2-5+
1 =11 on alkuluku.
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Legendre laajensi lausetta 5.4 vuonna 1823:

Lause 5.5 Josp on alkuluku, p > 3 ja ¢ = 4p+1 tai ¢ = 8p+1 tai g = 10p+1
tat ¢ = 14p+ 1 tai ¢ = 16p + 1 on myds alkuluku, niin silloin Fermat'n suu-
ren lauseen ensimmdinen tapaus on totta eksponentille p.

Todistus

Ks. [18] s.112-117.
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6 Gabriel Lamé ja Ernst Eduard Kummer

6.1 Lamén virheellinen todistusyritys

1.3.1847 Gabriel Lamé ilmoitti Pariisin Akatemialle ja Preussilaiselle Akate-
mialle, ettd hén oli l16ytanyt todistuksen sille, etta x™ 4+ y™ # 2", kun n > 2,
ja ettd han oli nain taydellisesti ratkaissut pitkdan ratkaisemattomana ol-
leen ongelman. Hénen perusideansa oli yksinkertainen ja kiinnostava, ja se
on keskeinen teorian myohemmaén kehityksen kannalta. Lamé kaytti hyvak-
seen sellaisia kompleksilukuja r, joille ™ = 1. Tallaisten lukujen avulla héan

"ty = (x+y)(x+ry)(e+riy) - (x+r"ly)

ESIMERKKI:
Jos r = cos(®%) + isin(%F) = e, niin silloin polynomilla 2™ — 1 on n
erillistd juurta 1,7,72, ...,r" ! ja algebran perusteiden nojalla

Xt—1=(X-1)X-r)(X—=r?) (X -y,

Kun oletetaan, ettd X = —% ja kerrotaan yhtalon molemmat puolet
—y™:1la, saadaan

"yt = (x+y)(x+ry)(e+riy) - (o +r"ly).

Lamé ajatteli nayttia, etté jos x ja y ovat sellaisia, etta tekijoilla x4y, z+
ry, ..., x+r"" 1y ei ole yhteisii positiivisia tekijoitd (paitsi 1), niin silloin siité,
ettd " 4+ y" = 2" seuraa ettd jokaisen tekijan x 4y, x + ry, ...on itsessdan
oltava n.s potenssi. Téastd saadaan mahdottomuus darettoméan laskeutumisen
menetelmén avulla. ([14], s.76-86).
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Jos tekijoilla x +y, 4+ ry, ...on yhteinen tekija, niin Lamé ajatteli nayt-
tdd, ettd on olemassa tekija m, joka on yhteinen, siten etté luvuilla ‘%y, “:nry,
- ”’;nily ei ole yhteistd positiivista tekijad (paitsi 1). Téssé tapauksessa
voidaan perustella samoilla argumenteilla kuin edellisessa tapauksessa, etté
Fermat’n suuri lause pétee. ([14], s.76-86).

Lamé oli varma, etté idea kiayttda kompleksilukuja oli avain, joka ratkai-
sisi Fermat’n suuren lauseen arvoituksen. Lamé kertoi Akatemialle, ettd hén
el voisi ottaa keksinnostd kunniaa kokonaan itselleen, koska idea oli nous-
sut esiin hanen ja hénen kollegansa Joseph Liouvillen vélisessa keskustelus-
sa joitain kuukausia aiemmin. Liouville ei kuitenkaan ollut yhté innoissaan
todistuksesta kuin Lamé. Lamén esityksen jéalkeen hén kertoi Akatemialle
epéilyksistdan todistusta kohtaan. Han myo6s kieltdytyi ottamasta kunniaa
itselleen esitetystd kompleksilukujen ideasta, silla monet muut, kuten Eu-
ler, Lagrange, Gauss, Cauchy ja Jacobi olivat kiyttidneet kompleksilukuja
samaan tapaan aiemmin. ([14], s.76-86).

Liouville huomasi, ettd Lamén todistuksessa oli erittdin suuri aukko. Liou-
ville kyseenalaisti sen, etta voiko Lamé paatelld, etta jos tekijoiden tulo on n.s
potenssi, ja tekijoilld ei ole yhteisié positiivisia tekijoita (paitsi 1), niin myos
jokainen tekija on n.s potenssi. Tama pitéisi tietenkin paikkaansa tavallisille
kokonaisluvuille, mutta péatisiko se niille kompleksiluvuille, joita Lamé todis-
tuksessaan kaytti? Liouville ei halunnut innostua todistuksesta, ennen kuin
tama vaikeus olisi selvitetty. Liouvillen jéalkeen puheenvuoron piti Cauchy, jo-
ka puolestaan uskoi, ettd Lamé voisi mahdollisesti onnistua todistuksessaan.
([14], s.76-86).

Seuraavien viikkojen aikana Cauchy ja Lamé jatkoivat niiden ideoiden
késittelyd. Lamé myonsi Liouvillen kritiikin oikeellisuuden, mutta hén ei het-
kedkédan epaillyt lopullisen tuloksen oikeellisuutta. Han vaitti ettd hanelld on
keino ratkaista kyseisten kompleksilukujen tekijoihinjaon ongelma, ja etté
kaikki esimerkit vahvistivat yksikésitteisen tekijéihinjaon olemassaolon. Hén
oli varma, ettd hén saisi todistuksen tehtyéa. ([14], s.76-86).

15 maaliskuuta 1847 Pierre Laurent Wantzel viitti todistaneensa yksi-
késitteisen tekijoihinjaon oikeellisuuden. Hanen argumenttinsa kattoivat kui-
tenkin vain tapaukset n < 4, mitkd ovat helposti todistettavissa (ja jotka oli
jo todistettu). Wantzel sanoi, ettd ndhddén selvésti, ettd sama argumentti
pitee tapauksille n > 4. Tamén jéalkeen Cauchy yritti todistaa ongelmaa,
mutta hdnkéén ei onnistunut siiné. ([14], s.76-86).

24 toukokuuta 1847 Liouville luki Ernst Eduard Kummerin ldhettdméan
kirjeen, joka lopetti , tai jonka olisi pitdnyt lopettaa, koko keskustelun. Kum-
mer kirjoitti Liouvillelle kertoakseen hénelle ettd hanen epailyksensd Lamén
kayttamadn tekijoihinjakoon olivat perusteltuja. Kummer ei vain véittanyt,
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ettd yksikésitteinen tekijoihinjako ei pade, han myos siséllytti kirjeeseesné
kopion muistiosta, jonka héan oli julkaissut vuonna 1844. Téssa julkaisussa
Kummer oli ndyttanyt yksikéasitteisen tekijéihinjaon pateméattémyyden siina
tapauksessa, missd Lamé vaitti sen patevin. Kummerin julkaisu ei ollut le-
vinnyt kovinkaan laajalle, joten Liouville ei tiennyt asiasta aiemmin. Idea oli
siind, etta tekijoihinjaon teoria ei pade kiytettdessd uudenlaisia kompleksi-
lukuja, joita hén kutsui ideaalisiksi kompleksiluvuiksi. Témén tuloksen héan
oli julkaissut vuotta aiemmin Berliinin Akatemian julkaisussa lyhennetyssé
muodossa ja tdydellisend sen piti pian ilmestyéd erddssd lehdessa. ([14], s.76-
86).

Kummerin kirjeen tultua julki Lamé pysyi hiljaa. Cauchy julkaisi edelleen
epamadriisid ja tuloksettomia artikkeleita usean kuukauden ajan. Han jatti
Kummerin ajatuksen omaan arvoonsa. (|14], s.76-86).

6.2 Kummer

Kummer oli tutkinut jonkin verran kompleksilukuja. Monet uskovat, etta
Kummer keksi ’ideaaliset kompleksiluvut’ sen seurauksena, etta héan oli kiin-
nostunut Fermat’'n suuresta lauseesta. Tamé luulo on kuitenkin todenné-
koisesti vadrd. On totta ettd Kummer tutki Fermat'n suurta lausetta 1830-
luvulla. On my6s mahdollista ettd héan tiesi kompleksilukujen teorioillaan
olevan vaikutusta Fermat'n suureen lauseeseen. Fermat'n suuri lause ei ollut
Kummerin suurin kiinnostuksen kohde. Hén tutki enemmaénkin muita ’'ide-
aalisiin kompleksilukuihin’ liittyvid asioita. Fermat’'n suuren lauseen tutki-
minen on kuitenkin osaltaan vaikuttanut ’ideaalisten kompleksilukujen’ ke-
hitykseen. Kummer kaytti seuraavanlaisia merkintoja: A =alkuluku ja a =
yhtdlon o* = 1 imaginaarinen juuri, joka ei ole 1. Han tutki lukuja, jotka,
ovat muotoa

ag + a1 + a2a2 + -4 a,\_lof‘*l

missa ag, aq, as, ..., ax_1 ovat kokonaislukuja. Cauchy kutsui néita luku-
ja radikaaleiksi polynomeiksi ja Kummer ja Jacobi kutsuivat niita erityisiksi

kompleksiluvuiksi. Nykyaén niista kidytetdan nimeé syklotominen kokonais-
luku. (|14], s.76-86).

jako. Syklotomisilla kokonaisluvuilla laskettaessa voidaan kayttdd kommu-
tatiivisuutta, assosiatiivisuutta ja distributiivisyyttd sekd yhtilod o = 1.
Syklotomisille kokonaisluvuille pitee myos se, etté jos f(a)h(a) = g(a)h(a)
ja h(a) # 0, niin f(a) = g(a). Néistéd laskusddnnoistd on hieman yllattava
seuraus, silld syklotomisten kokonaislukujen esitys muodossa
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ao + a0 + azd® + -+ ay_1a™M !

ei ole yksikésitteinen. Esimerkiksi siitd, etta
l+a+a?+---+a*t

=t +at+a?+-+atM!
=a(l+a+a?+---+a ).

seuraa etta joko
l+a+a’+--+a* ! =0taia=1

Koska on erityisesti oletettu, ettd o # 1, niin 1 +a+a? +---+ a1 = 0.
Tasta seuraa se, etté

ap+ aja+ - +ay 10!

= (a0 + ) + (a1 + )+ + (ar—1 + c)a*!

mille tahansa kokonaisluvulle c¢. Téma on syklotominen kokonaisluku, jo-
ka pysyy muuttumattomana, jos sama kokonaisluku c lisdtaén kaikkiin sen
kertoimiin a;. ([14], s.76-86).

Kummer tutki paljon naitd syklotomisia kokonaislukuja. Han ratkaisi
muun muassa seuraavan ongelman: Olkoon annettu kaksi syklotomista ko-
konaislukua f(«) ja h(a). Onko olemassa syklotomista kokonaislukua g(«)
siten ettd f(a)g(a) = h(a) ja jos on, niin mikd on g(«)? ([14], s.76-86).

Vuonna 1847 Kummer todisti Fermat'n suuren lauseen saénnollisille al-
kuluvuille. Sdannoéllinen alkuluku on tietyntyyppinen pariton alkuluku. Se
voidaan madarittad syklotomisen kunnan luokkalukujen tai Bernoullin luku-
jen avulla. Bernoullin luvut By, By, Bs, ... ovat rationaalilukujen sarja. By = 1
ja kun n > 1, niin

(n+1)!
n!

Joten By = —3, By = §, By = 0, By = —g5, Bs = 0, By = ;...
Boy1 = 0 kaikille £ > 1. Alkuluku p on sddnnéllinen jos p ei jaa Bernoullin

luvun Bs, By, ..., B,_5, B,,_3 osoittajaa. Ensimmaiset sadnnolliset alkuluvut
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ovat 3,5,7,11,13,17,19,23,29,31 ja 41. Pariton alkuluku, joka ei ole sdannol-
linen on epédsddnnollinen alkuluku. Ensimméiset epésdannolliset alkuluvut
ovat 37,59,67,101,103,131 ja 149. (|18], s.359-361).

Sataa pienempié sddnnollisia alkulukuja on kolme: 37,59 ja 67. Kummer
pystyi osoittamaan Fermat'n suuren lauseen todeksi myos néissa kolmessa
tapauksessa, muttei pystynyt yleistaméaan tapauksia koskemaan kaikkia epé-
saannollisia alkulukuja. Epéasdannéllisia alkulukuja on aédrettomén monta.

([11], 5.80).
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7 Wilesin todistuksen jalkeen

Sen jélkeen kun Andrew Wiles todisti Fermat'n suuren lauseen todeksi, jotkut
ovat yrittdneet etsid virheitd Wilesin todistuksessa. Virheitéd ei kuitenkaan
ole 16ytynyt. Jotkut ovat myo6s yrittaneet 16ytaa lauseelle yksinkertaisempaa
todistusta. Toukokuussa 2005 venéldinen matematiikan professori véitti kek-
sineensé todistuksen Fermat’'n suurelle lauseelle. Seuraavaksi kdydaan lapi
kyseinen todistuksen sellaisenaan. ([1]).

Oletetaan ettd Fermat'n suuri lause ei ole totta. Silloin on olemassa
" 4y" = 2", missa n > 3 ja sekd x ettd y ovat kokonaislukuja. Mille tahansa
x ja y voimme tehda suorakulmaisen kolmion, ja voimme olettaa arvon r,
siten ettd r? = 2% + y?. Koska n > 3, tiedimme ettd z < r. Lukuihin z, y ja
z perustuen voimme muodostaa kolmion. Koska z < r, tiedamme etta lukua
z vastaava kulma (olkoon se «) on pienempi kuin lukua r vastaava kulma,
joka on 90°. Siis 0° < a < 90°.

2 =22 + 9% - 2xycosa.

Kosinilauseen mukaan z
Koska 0° < a < 90°, niin cosa ei voi olla kokonaisluku, siis Fermat'n
suuri lause on totta.

Kalifornialaisen matemaatikon Larry Freemanin mukaan todistus ei kui-
tenkaan ole patevd. Ongelma on siiné, ettd vaikka cos « ei ole kokonaisluku,
niin se ei todista sité, etteiko z voisi olla kokonaisluku. Professorin olisi to-
distettava joko ettd cos o on irrationaalinen tai hanen olisi osoitettava, etté z
ei voi olla kokonaisluku perustuen lukuun 2zy cos . Koska cos a on jatkuva
funktio, se pitda valttaméatta sisélladn myos rationaalisia arvoja ja siksi on
taysin mahdollista, ettd 2zy cos & on kokonaisluku. ([1]).

Larry Freemanin mukaan on kaksi selvidd merkkia siité, ettd todistusyri-
tys on virheellinen. Ensimmaéinen on se, ettd todistuksen laatija ei ole lu-
kuteorian ammattilainen. Toinen on se, ettd todistusta ei ole tarkastutettu
kenellidkaan lukuteorian ammattilaisella. ([1]).
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8 Yhteenveto

Fermat’'n suuri lause on ollut etenkin matemaatikoiden keskuudessa hyvin
tunnettu ongelma viimeisten vuosisatojen aikana. Lukuisat matemaatikot, ja
muutkin, ovat yrittdneet ratkaista ongelmaa. Fermat'n suuri lause on muo-
doltaan seuraavanlainen: x" + y™ # 2" kun n > 2 ja x, y, z ja n ovat posi-
tiivisia kokonaislukuja. Fermat itse viitti todistaneensa lauseen, mutta taté
todistusta tai edes mitdan viitteita todistuksen olemassaolosta ei ole koskaan
l6ydetty. Todistuksen historiaa tarkasteltaessa voidaan hyvinkin olettaa, et-
td Fermat’n mahdollinen todistus ei ole ollut taydellinen. Tayttd varmuutta
asiaan ei kuitenkaan ole saatu.

Fermat’'n suuren lauseen todistaminen on ollut pitkd ja monimutkainen
prosessi. Monet matemaatikot veivét lauseen todistusta pienen askeleen eteen-
péin ja lopulta 1990-luvulla Anrew Wiles 16ysi palapelin viimeisen palan. Wi-
lesin todistuksessa hyodynnetdan useita matematiikan eri haaroja, ja naiden
haarojen viliset yhteydet oli lopulta se avain, joka avasi kuuluisan arvoituk-
sen.

On viitetty ettd Fermat itse todisti tapauksen n = 4. Téastakdan ei ol-
la kuitenkaan varmoja. Varmuudella tiedetéén, ettd Leonhard Euler todisti
1700-luvulla tapaukset n = 3 ja n = 4. Euler teki kuitenkin virheen todistaes-
saan tapausta n = 3. Virhe koski muotoa a®+3b? olevien kokonailukujen jaol-
lisuusominaisuuksia. Carl Friedrich Gauss korjasi Eulerin tekemén virheen.
Tapausten n = 3 ja n = 4 todistukset perustuvat hyvin vahvasti lukuteori-
aan. Molempien tapausten todistaminen on mahdollistanut myos joidenkin
muiden lauseiden todistamisen siten kuin ne on todistettu, ks. esimerkiksi
lause 3.4.

Sophie Germain oli Fermat’n suurta lausetta tutkineista matemaatikoista
merkittdvampia. Han saavutti tdlla alalla hienoja tuloksia. Germain pyrki
yleistiméaan todistuksensa koskemaan tietynlaisia lukuja, hdn ei tyytynyt
todistamaan yhtéd tapausta kerrallaan. Germain todisti muun muassa sen,
ettd jos p on pariton alkuluku ja ¢ = 2p 4+ 1 on my6s alkuluku, niin silloin
Fermat’'n suuren lauseen ensimmaéinen tapaus on totta p:lle. Ensimméainen
tapaus pitéaa sisalldan ne tilanteet kun mikéan arvoista x, y ja z ei ole jaollinen
luvulla n. Toinen tapaus on puolestaan se kun n jakaa yhden luvuista z, y,
z.

Muun muassa Gabriel Lamé ja Ernst Eduard Kummer kayttivit Fermat'n
suurta lausetta tutkiessaan hyvéiksi kompleksilukuja. Kummer kiytti teoriois-
saa erityisesti syklotomisia kokonaislukuja. Ne ovat lukuja, jotka ovat muotoa
ap + ajo + axd® + - + ay_1o* L, missi ag, a1, as, . . ., ay_; ovat kokonaislu-
kuja. Kummer todisti myos Fermat'n suuren lauseen todeksi sddnnollisille
alkuluvuille.
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Suurin osa todistuksista on otettu ldhdekirjallisuudesta. Todistukset ovat
samankaltaisia kuin alkuperéiset todistukset. Itse olen todistanut ldhinn&
pienid lemmoja ja todistusten sisalla olevia vélivaiheita. Paulo Ribenboi-
min kirjoittamien kirjojen lisdksi erittdin térkea ldhde oli internet-sivusto
http://fermatslasttheorem.blogspot.com/. Sivuston on koonnut Kalifornia-
lainen Larry Freeman. Hén on kiyttanyt ldhteindan lukuisia aiheeseen liitty-
vid kirjoja, osa niistd on samoja, joita olen itse kiyttényt ldhteend. Sivuston
tarkoituksena on selvittda lukuteorian kehitystéd suhteessa Fermat'n suureen
lauseeseen. Freeman on pyrkinyt keskittyméan ihmisiin, ideoihin ja mate-
maattisiin yksityiskohtiin.
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