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Taman tutkimuksen tavoite oli ymmartaa neljannexkén oppilaiden matemaattista
ajattelua ja ajattelun kulkua ongelmanratkaisutédassa. Aihetta lahestyttiin
oppilaiden tietorakenteiden ja tiedon kayttotapajakokulmista: Mita tietoja

oppilas pystyy havaitsemaan ja kayttdmaan ongelmtleaisutilanteessa?
Minkalaisia geometrisiin kappaleisiin liittyvid kigksia tai uskomuksia oppilailla
on? Miten kasitykset ja uskomukset vaikuttavat @gen tekemiin ratkaisuihin
ongelmanratkaisutilanteessa? Miten oppilaat ymmatta ratkaisevat saman
tehtavan, ja mista johtuvat mahdolliset ratkaisajap erot? Toistuvatko samat
ratkaisutavat tai ajattelumallit oppilaan ongelnadkaisussa tehtavasta rippumatta?

Tutkimusongelmia selvitettiin laadullisilla haastddilla, jotka toteutettiin &&aneen
ajattelun metodiikkaa soveltaen. Haastattelu perlsiuteen geometriaan liittyvaan
ongelmatehtavaan. Haastattelujen kohdejoukkona &ri&én neljannen luokan 18
oppilasta. Haastattelut suoritettiin samanaikaisggiilaiden ratkaistessa tehtavia.
Tutkimusaineisto analysoitiin laadullisella sisakalyysilla jarjestaen litteroitua
tutkimusaineistoa taulukoiksi ja kasitekartoiksi.

Tutkimus osoitti, ettd neljdnnen luokan oppilaatawvat metakognitiivisia taitoja.
He osasivat kertoa omasta ajattelustaan. Tehtaesissitujen tietojen kayttdminen
apuna ongelmia ratkaistessa sujui kaikilta oppddédhes poikkeuksetta. Havaittujen
tietojen soveltaminen ei onnistunut kaikissa tiésga aivan jokaiselta oppilaalta.
Osa oppilaista tulkitsi annettuja tietoja sitema éte pystyivat vastaamaan
kysymykseen, vaikka heidan kayttdmansa tiedot dittitheet tehtavaan. He
muodostivat ongelman ja tavoitteen valille yhteydeta ei ollut olemassa.
Useamman tehtavassa annetun tiedon kaytto telaisatk ehyemmaksi. Nain ei
kaynyt, jos oppilas ei hallinnut tehtavassa vaagitkasitteitd. Osa oppilaista kaytti
oivallukseen perustuvaa tietoa, omaa ajatteluadutévien ratkaisuissa. Oivaltavasta
tiedosta huolimatta tehtavan ratkaiseminen sapytsihtya tilanteeseen, jossa
oppilas kiinnitti huomionsa ratkaisun kannalta dpépaisiin asioihin. Kahdeksan
oppilasta sekoitti kasitteet kuutio ja nelio taisia. Naiden kahden kasitteen valisen
eron hahmottaminen nayttaisi olevan haastavaa iaingklle neljannen luokan
oppilaista. Tutkimuksessa nousi esiin oppilaideyiti&nia termeja pallon
ominaisuuksista seka heidan kasityksidan nelidkesjasta. Tapa, jolla oppilas
ymmarsi tehtavan, vaikutti seka siihen, kuinka tetkaisi tehtavan etta siihen, mita
tietoja han tarvitsi ongelman ratkaisuun. Samojgpilaiden ratkaisutavoista l6ytyi
jatkuvuutta erilaisten tehtavien valilla. Tutkimeksperusteella nayttaa silta, etta
oppilaiden kayttamien kasitteiden sisalloilla, aseemmilla kokemuksilla ja
tietorakenteiden laadulla on vaikutusta oppilaagebmanratkaisuun.

Asiasanat: matemaattinen ajattelu, mentaalinen,rskéema, geometria,
geometrinen kasite, 4&neen ajattelu.
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1 ASKELIA KOHTI LAPSEN MATEMAATTISTA MAAILMAA

Luokanopettaja tytskentelee koulussa lasten kajutka,vasta aloittelevat
kerryttdma&&n omia tietovarastojaan tulevaisuuttesaten. Kaikki lapset ovat
ehtineet nahda ja havaita ja muodostaa kasityksidsta ennen koulunkaynnin
aloittamista. Jokaisella meilla onkin oma, ainutlé@en tapamme ajatella. Joka
ikiselld on my6ds oma tapansa muodostaa matemaadjetiuksia ja kasitteita. Nain
ajattelevat myos Ginsburg ja Seo (1999), joidenaankiapsen keksiméa
matematiikka siséltdd monia matemaattisia idetdtzat voivat olla synnynnaisia,
sopeutumisen pohjalta syntyneité tai ymparistosténptuja. (Ginsburg & Seo 1999,
113.) Taméan tutkimuksen pyrkimys on kuvata lapsatemaattista ajattelua, tiedon
kéasittelyad sekd matemaattisia ideoita ongelmanisatpeosessissa. Lahtokohdat
tyolle syntyivat pikkuhiljaa opintojen edetessanétessani jatkuvasti tilanteisiin,

joissa oppilaan ajattelu tuntui etenevan minullsiaija odottamattomia ratoja.

Ongelmanratkaisu ja sen opettaminen on ollut tarkkdmuksen kohde maassamme
1980-luvun puolivalista lahtien. Matemaattinen tajlat ja erityisesti sen
ymmartaminen ovat nousseet esille tutkimuksen latae2000-luvulla. (Rasanen,
Kupari, Ahonen & Malinen 2004, 17.) Suomessa aileglta on tutkittu mm.
matemaattisen ajattelun opetusohjelmien vaikutustaerokasitykseen (Aunio,
Hautamaki & Van Luit 2005), ké&sitetiedon ja meneig@iedon valista suhdetta
(Haapasalo 2004), matemaattisen ajattelun opetiapai®ppimista (Yrjonsuuri
2004) ja kasitteiden ymmartamista seka kasitté@lhisuutosta oppimisessa ja
opetuksessa (Merenluoto & Lehtinen 2003;2004). Medlia on puolestaan tutkittu
matemaattista ajattelua muun muassa prosessilt@amian ja suljettujen ongelmien
ratkaisussa (Cai 2000), mentaalisia malleja jarskgg geometristen ongelmien
ratkaisussa (Chinnappan 1998), tiedon rakentunjasiavergenttia ajattelua (Gray,
Pinto, Pitta & David Tall 1999), matemaattista eghta murtolukujen jakolaskun ja
ongelmanratkaisun yhteydessé (Sharp & Adams 2@d&gmista ja ongelmien
ymmartamista (Nunokawa 2004) sekd matematiikkaselajajattelussa (Ginsburg &
Seo 1999).



Tutkimukseni tarkoitus on selvittaa, miten oppilpgstyvat kayttamaan aikaisempia
tai ongelmatehtavissa annettuja tietoja ongelmiaisissa, minkalaisia kasitteita ja
ratkaisutapoja he kayttavat ratkaisuissaan sekaisatmenetelmien toistuimista
erilaisissa tehtavissa. Tutkimukseni avulla saadi@éma oppilaiden kayttdmien
kasitteiden rakenteista, tiedon kayton tavoiseriaisista tavoista ymmartaa,

ajatella ja ratkaista ongelmia.

Tutkimusaineiston keruu tapahtui laadullisella ntelmeélla videoimalla oppilaiden
haastattelut. Tutkittavat ratkoivat kuutta eri elmgatehtavaa tuottaen samalla
mahdollisimman paljon puhetta eli 4dneen ajattdimsimmainen tehtava, Hanoin
Tornit, toimi tutustumiskeinona daneen ajatteluetadiikkaan. Toinen ongelma,
Kuutio 1, keskittyi tiedon- ja kasitteiden kaytéehsttdmiseen. Kolmannella Nelio-
tehtavalla selvitin oppilaiden ratkaisu- ja ajaitablleja. Tehtavien 2 (Kuutiol) ja 4—

6 (Janne ja Heikki, Kuutio 2, Kolmio) avulla tutkiatkaisumenetelmien toistumista.



2 MATEMAATTINEN AJATTELU

Ymparistbmme on taynna arsykkeita: aania, hajujagéuja jne. Yhdistamme
huomaamatta &anet esimerkiksi musiikkiin ja tutajuh lempiruokaamme. Mik&a on
se mekanismi, joka saa aikaan ajattelutoimintagasdgokaisessa? Mita toimintoja

on olemassa ajattelun taustalla?

2.1 Ajattelun lahtokohdat

Fisherin (1990) mielesta asioiden havaitseminelibtbkohta ajattelulle. Visuaalisia
ja auditiivisia arsykkeita on pystyttava havaitsameottamaan vastaan tai
omaksumaan. Kuitenkaan pelkka havainnoiminen eajaltelua. Asioita tulee
pystya pitamaan mielessa jonkin aikaa, jotta nitoidaan reagoida. Talldin
voimme alkaa puhua ajattelusta. Kaikilla normaigkishittyneilla inmisilla on kyky
ajatella. Yksiloiden valilla voi kuitenkin olla stia eroja ajattelun taitoja
verrattaessa. Selvimmin ero on nahtavissa aikujat&psien valilla. Aikuisten ei
tarvitse ponnistella asioiden muistamiseksi taiimpgeksi yhtéa paljon kuin lasten.
Heilla on jo olemassa valmiita ajattelumalleja osmista lapsille uusista tilanteista.
(Fisher 1990, 1-2.) Kertolaskun laskeminen sujuttmaeemmalta nopeammin kuin
lapselta, joka vasta opettelee ymmartamaan kekiatelsdsitettd. Ekspertin, tassa
yhteydessa aikuisen, tietorakenne on kytkennoiltééxs verrattuna noviisin, tdssa
yhteydessa lapsen, kytkennoéiltdéan kdyhempaan sietoteeseen (Haapasalo 1997b,
53).

Fisher (1990) toteaa ajattelun vaativan kriittisrya luovuutta paattelyn ja uusien
ideoiden luomiseksi. Ajattelua tarvitaan mentaa$iaitoiminnoissa, jotka puolestaan
auttavat ratkaisemaan ongelmia, tekemaan paatakstédimaan uutta ymmarrysta.
Suurimmaksi osaksi ajattelu on tietoista. Tietossaukuitenkaan sulje pois sen
tiedostamatonta puolta. (Fisher 1990, 4.) Metakogha tarkoitetaan yksilon oman
mentaalisen toiminnan ohjaamista ja tarkkailuaoMat merkittava osa
ongelmanratkaisuun tarvittavien tietojen ja memeigh valintaa. (Pugalee 2001,
237.)



2.2 Matemaattisen ajattelun ja tiedon yhteys

Ajattelu ja tieto ovat laheisesti yhteydessa tosai. Siegler (1991) nékeekin ajattelun
tiedon prosessointina eli jarjestelyna. Hanen mogadapsen ajattelun laatu riippuu
siitd, minkalaista tietoa hén esittaa tilanteeadaujnka han kasittelee sita
saavuttaakseen tavoitteensa. Oma merkityksenséérksinka paljon kerrallaan

lapsi kykenee pitamaan tietoa mielessaan. (Siaglet, 59.)

Matemaattisen ajattelun olennainen elementti ory kyknistaa suhteita ja sdantgja
asioiden valilla (Fisher 1990, 207). Sieglerin &ggler 1991) tavoin Fisherin
nakemys ajattelusta liittyy tietoon ja sen muodwsita suhteisiin muiden tietojen
kanssa. Fisher vertaa matematiikkaa verkkoon, joskaet liittyvat toisiinsa usealla
eri tavalla. Hanen mukaansa matemaattinen ajattiilyttaa kykya muodostaa
asioiden valilla yhteyksia. Matematiikka on taisia liittyvien kasitteiden ja
menetelmien kehys. (Fisher 1990, 207-208.) Fisi{@880) ja Sieglerin (1991)
ajatusten pohjalta voinee todeta tiedon olevangtavanlaatuinen osa matemaattista
ajattelua. Ajattelu on riippuvainen siitd, mitemimen on jarjestanyt havaitsemansa
tiedon. Taman johdosta tietorakenteita kehittanm@stytaan edistamaan
matemaattista ajattelua.

Matemaattisen ajattelun kehitys liittyy lasten kghiiin kykyihin ymmartaa ja
rakentaa lausekkeita (Smith 2002, Aunion ym. 233, mukaan). Matemaattisen
lauseen muodostaminen kasittéda kaksi vaihettaorti@uodostamisen ja tiedon
oikeellisuuden varmistamisen (Haapasalo 1997a, XK38ka tieto on osa
lausekkeen muodostamisprosessia ja koska matesesadijattelun kehitys liittyy
lausekkeiden rakentamiseen, lausekkeissa kaytsttpa tarkastelemalla voidaan
tutkia matemaattista ajattelua.

Edella todettiin tiedon ja sen rakentumisen ymmméigan olevan merkittdva osa
matemaattista ajattelua. Tiedon mainittiin vaikvdtia lausekkeiden muodostamiseen
ja ymmartamiseen, asioiden valisten suhteiden syisen ja tiedon kasittelyn
mahdollisuuksiin. Nain ollen tutkittaessa matemsittajattelua tiedon rakentumisen
kautta, olennaista on kiinnittdd huomiota tutkittewkasitteiden rakenteisiin.

Minkalaisia suhteita asioiden valille on luotu? kittyvatko kasitteet toisiinsa?



2.3 Tieto

Tiedolla ja sen rakentumisella on keskeinen sgdt@ussa ja ongelmanratkaisussa.
Fisherin (1990) mukaan tiedon merkitysta on al@itui kasvatuksessa ja
koulutuksessa. Todellinen ongelmanratkaisu kuvatsam toiminnaksi, johon
kuuluvat seké taidot ettd ymmarrys. Ongelmanratkpesustuu kuitenkin tietoon,
vaikka se olisikin tunnetun strategia- tai yritygtedys-tiedon muodossa.
Ongelmanratkaisu edellyttaa tietotaitoa. (Fish€¥019413-114.) Klassisen
maaritelman mukaan tieto on a) hyvin perusteltupbi c) uskomus. Ehto (a) erottaa
tiedon pelkastéuulostg (b) erehdyksest@ (c) hypoteettises@rvauksesta
(Niiniluoto 1989, 57.) Uskomukset ovat yksilon k§iksia matematiikasta. Ne voivat
vaikuttaa siihen, kuinka ongelmaa lahestytaan ja btekniikoita kaytetaan tai mita
valtetaan. (Schoenfeld 1985, 45.)

Tiedon laadulla on vaikutusta siihen, kuinka siatptaan kayttamaan. Hirsjarven
(1995) mukaan tieto kytkee ajattelun ja todelliseutbisiinsa. Tieto on merkittdvaa
ymmartamisen kannalta. Aito ja oikea tieto auttammartamaan todellisia tilanteita.
Ei siis ole samantekevaa, millaista tietoa koulusgretaan. Hirsjarvi (1995) jakaa
tieto-kasitteen kahteen osaairpaletietoona oivallukseen perustuvaan tietoon.
Sirpaletiedolla tarkoitetaan detaljitietoa, kutaktbjen ja tapahtumien
rekisterdinteja, urheilutuloksia ja luetteloitar@iletieto ei kytke asioita toisiinsa
oikealla tavalla, tai paremminkin se ei kytke tjattainkaan toisiinsa. Oivallukseen
perustuvassa tiedossa on keskeista oppilaan jégpdtd ja ymmarrys. Se auttaa
mieltamaan kokonaisuuksia, koska se luo tapahtenalistaa ja tuo esiin syy-
yhteyksia. (Hirsjarvi 1995, 79-80.) Leinonen (2063kee sirpaleisen tiedon tietona,
joka taltioidaan yksittaisina tapauksina, muttagj@k kuitenkaan ole rakentamassa
jasentynytta struktuuria. Ymmarretty tieto on tatedemisen arvoista, koska se
auttaa yksiloa nakeméaan paremmin oman tilanteengailitoehtojensa seuraukset
(Leinonen 2002, 475, 477). Taten koulujen opetukabsi pyrkia esittamaan tieto
juuri oivallukseen tai ymmarrykseen perustuvandrechuodossa. Tall6in oppilaan
olisi vaivattomampaa yhdistaa tietorakenteeseeunsa tietoja verrattuna
tilanteeseen, jossa tieto on omaksuttu sirpaleteet8amalla oppilaan oppisivat
rakentamaan toimivia tietomalleja. Haapasalo (2@dinaaritellyt kasitteisiin

littyvan tiedon, konseptuaalisen tiedon seuraavast
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Konseptuaalinen tieto on semanttinen verkko, jas®enujen ja linkkien
tulkitsemiseen ja rakentamiseen yksilo kykeneelistanaan tiedostaen ja
ymmartaen toimintansa perusteet seka logiikan. &ojanlinkit voivat olla
esimerkiksi kasitteita, menetelmia, toimintoja, dkkimia tai jopa ongelmia.
(Haapasalo 2004, 53.)

Solmut ja linkit voivat perustua yksilon omiin maatisiin konstruktioihin
(Haapasalo 2004, 53.) Jos tieto sisaltda linklkegojmuja, on mahdollista
muodostua Hirsjarven (1995) ja Leinosen (2002) its@maa oivaltavaa tietoa tai
ymmartavaa tietoa. Pelkan tiedon lisaksi olisi iasat rakentaa tiedosta kasitteellista
tietoa, jotta sen kaytto ja sovellus mahdollistuisihdollisimman erilaisissa
tilanteissa. Vasta sitten, kun oppilas oppii itskeentamaan tietonsa, han on
ymmartanyt niiden yhteyden ja pystyy yleistdmaasgeeltamaan tietoa (Yrjonsuuri
2004, 121). Konseptuaalisen tiedon lisdksi Haapa@#l04) maarittelee

menetelmiin liittyvan tiedon, proseduraalisen tiedeuraavasti;

Proseduraalinen tieto tarkoittadynaamista ja tarkoituksenmukaista sdantojen,
menetelmien tai algoritmien suorittamista kaytthgwaksi tiettyja esitystapoja.
Tama edellyttaa naiden esitystapojen pohjana aleia¢ojarjestelman sdéntojen
ja esitysmuotojen ymmartamista, mutta ei sen siya@ditimatta naiden
ominaisuuksien tietoista ajattelemista, ainakad@nsuoritus on tietoisesti
automatisoitunut. (Haapasalo 2004, 54.)

Konseptuaalisen ja proseduraalisen tiedon eroanklan suorituksen
automatisoituminen ja se, kuinka tietoisesti ykpiiiustelee tai joutuu

perustelemaan toimintojensa vaiheet. (Haapasalé, Z3D)

Presmegin ja Balderas-Carfiasin (2001) maarittelemaspedon kasite on tarkea
tekija ongelmanratkaisussa, jotta tietoon paastéisisiksi. Perustiedot sisaltavat
monia aikaisemmin luotuja mielikuvia. (Presmeg &8dgmas-Caras 2001, 291.) Jos
perustiedot sisaltavat virheellisia mielikuvia, jastuvat ne siihen, miten oppilas
ratkaisee annetun tehtavan. TAman perusteellaagpprihatemaattisen ajattelua
voidaan tutkia mielikuvia ja perustietoja tarkastealla. Grayn ym. (1999) mukaan
geometrisen tiedon perusta on muotojen havaitsesaséluksi muodot havaitaan
hahmoina, taman jalkeen niita kyetaan kuvaamadrmaadisesti ja lajittelemaan

ominaisuuksien perusteella. Verbalisoinnin kawdfssi hahmottaa hierarkioita
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kappaleiden luokittelussa. Geometrian kasite (esatd) pitaa sisallaan muita
kasitteita (sivut, sivujen pituus, piiri, jne.). @aetriaan kuuluu huomion
kiinnittaminen joidenkin kohteiden havainnoimise@Ama kehittyy aktiivisella
kappaleiden mentaalisella mallintamisella. (Gray $899, 112-113, 128.) Koska
geometriset kappaleet sisaltavat kasitteita itsessin tarkeata omata taidot
muodostaa konseptuaalista tietoa kappaleen siséhddsitteiden linkittAmiseksi
toisiinsa. Jos ndin ei tapahdu, muodostuu erilisiedon osista sirpaletietoa (ks.
Leinonen 2002; Hirsjarvi 1995).

2.3.1 Tiedon jarjestely

Jarjestyneen tiedon avulla tietoa pystytaan kayitamiehokkaammin
ongelmanratkaisua edistavana tekijana. Sieglerl(l9vailee nelja
muutosmekanismia, joilla on informaation prosessissa huomattava rooli:
automatisaatiolla, koodauksella (eli tunnistam#elleistyksella ja strategian
luomisella. Automatisaation seurauksena mentagisiaessit hallitaan yha
tehokkaammin. TAman johdosta ne vaativat ainawé@emman huomiota.
Tunnistamiselle kohteesta samastetaan sen olemmagtiominaisuudet. Naita
tietoja hyodyntamalla siitd luodaan sisainen mallingelmanratkaisussa on
olennaista erottaa olennainen tieto epaolennajgeitan tehokkaalla
tunnistamisella on ongelmanratkaisun kannalta mestd. Ratkaisustrategia syntyy,
kun aikaisemmin tietyssa tilanteessa toiminuttéiitddaa kokeillaan uudestaan
samantyyliseen tilanteeseen. Samalla strategiamokggistyy muihin vastaaviin
tilanteisiin.( Siegler 1991, 9-10.) Kaytdnntssaddarkoittaa sitd, etté aluksi oppilas
oppii esimerkiksi ratkaisemaan yhteenlaskulla Reskutehtavat. Kertolaskujen
ratkaisustrategiaksi kehittyy yhteenlasku-menetejoié yleistyy kaikkiin

muihinkin kertolaskutehtaviin. Oppilas tunnistastyntyyliset tehtavat
kertolaskuiksi, ja liittdé sisaiseen malliinsa kéaskuille tyypilliset piirteet,
esimerkiksi saman maaran toistumisen. Automatiseggsa tilanteessa oppilaan ei
enaa tarvitse kauan pohtia, mika laskutehtava fgaelmaaratty setvittavaksi.
Sisaisen mallin ja siihen liittyvan ratkaisustratéegavulla oppilas pystyy nopeasti

aloittamaan varsinaisen kysymyksen laskemisen.
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Jos tieto on organisoitunut heikosti, eika asioidéiile ole juuri muodostunut
yhteyksia, hankaloituu ongelmien ratkaisun onnistigm. Chinnappan (1998) toteaa
hyvin jarjestyneen tehtavakohtaisen tietopohjastésin tietoon kasiksi padsemista
sekd maarittavan, kuinka hyvin tietoa pystytaantiéyaan ongelmanratkaisussa.
Pitkakestoisessa muistissa sijaitsevan tiedon dggation laatu edistaa tai ehkaisee
tiedon aktivointia suorituksen aikana. Taméan vugiesmetrisen ongelmanratkaisun
tutkimuksen tulisi suuntautua oppilaiden geometrigedon rakenteisiin, laajuuteen
jolla he sita kayttavat seka kayton tehokkuute€hifnappan 1998, 202-203.)

Tarkastelemalla oppilaiden kasitteiden ja tiedoyttké tama tutkimus pyrKii

selvittdmaan, kuinka heidan kayttamansa tiedow heaikuttaa ongelmanratkaisuun.

2.3.2 Tietorakenteiden jarjestelméa

Ihminen jasentda maailmaa oman henkilokohtaiseitel@gestelmansa varassa.
Kasitejarjestelmat ovat jatkuvan muutoksen alald@yvoivat siséltaa erillisia tai
jossakin maarin integroituneita osia. Késitejagksten sisalle voidaan muodostaa
kasitteellisia viitekehyksia. Jokainen kasitte¢élliismaailmaa viitekehyksensa
puitteissa (Leinonen 2002, 479.)

Mentaaliset mallit ja skeemat.Skeemat ovat tiedon ryhmia, jotka siséltavat eto
ydinkasitteista, kasitteiden valisista suhteisteis®ita, miten ja milloin kasitteita
tulisi kayttaa. Skeemat ohjaavat tiedon vastaaagpttoeleen palauttamista seka
kayttéa. (Chinnappan 1998, 202—-203.) Kuusinen jeikidkiangas (1991) viittaavat
kognitiiviseen oppimissuuntaukseen, jonka mukaeto jéisentyy tietopaketeiksi el
skeemoliksi, jotka voivat sisdltaa tietoa eri alaeiBkeemat muodostavat verkostoja,
seka hierarkkisia etté paallekkaisia ja toisenpaiievia. Ne muuttuvat kokemusten
ja uuden tiedon myo6ta; ideat liittyvat toisiinsaskteet muuttuvat ja laajentuvat.
Skeemat toimivat uuden informaation nivomisen pames. Ne ovat yksiloittain
erilaisia, koska ihmisten kokemukset ovat erilaifiusinen & Korkiakangas 1991,
53.)

Chinnappan (1998) luonnehtii geometristen skeemidjgeiksi piirteiksi niiden
organisaation ja levinneisyyden. Organisaatioaaitideoiden vélilla oleviin

yhteyksiin. Levinneisyys taas liittyy yhteyksiemjauteen. Skeemoja tarkastelemalla
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ei pystyta tutkimaan, kuinka ne toimivat keskenédgelmanratkaisussa.
Mentaalisten mallien avulla tutkija pystyy tarkdsteaan skeemojen yhteistoimintaa
pyrittdessa ratkaisuun. Mentaaliset mallit koostwaajoista kognitiivisia toimintoja,
esimerkiksi paatoksenteosta ja tietojen kayttomppohdinnoista. (Chinnappan
1998, 203-204.) Mentaaliset mallit ovat ikaan Koimtajia ja skeemat tyontekijoita.
Johtajat ohjaavat alaistensa tyontekoa ohjatentogaanaan yhdessa ja toisia
erikseen erilaisissa tyotehtavissa.

Haapasalon (1997b) mielesta tarve uuden ja kaytidleen skeeman loytamiselle
seuraa tilanteesta, jossa ongelmatilanteen liiti@mblemassa oleviin rakenteisiin ei
ole enda mahdollista. Uuden skeeman avulla pyriadivisen kokeilun ja
toiminnan avulla saavuttamaan asioille merkitykgxka ovat sopusoinnussa
kokemusten kanssa. Uudessa ongelmatilanteessg $yotys-kognitiivinen

ristiriita, jos olemassa olevista kognitiivisista struktusteiei |I0ydy tulkintaan
sopivaa mentaalista mallia. (Haapasalo 1997b, 61+@3h ja Harel (2003) kutsuvat
skeemaa kasitteelliseksi tyokaluksi. Tyokalun avlbnstruoidaan, kuvaillaan ja
selitetaan ratkaisun kohteena oleva matemaattiystaesmi: suhteet, toiminnot,
saanndllisyydet jne. Siihen saattaa kuulua men&ighennusteita tavoitteiden
saavuttamisesta. (Lesh & Harel 2003, 159.)

Kasitteet. Leinosen (2003, 57-58) mukaan kasitteet ovat ¢gatisen ja tietdmisen
kulmakivia. Niitéa voidaan kayttaa myos luokittelupsteena. Haapasalo (1997b)
ymmartaa kasitteet seka yksilon henkisena rakeatetta yhteisesti hyvaksyttyina
ilmausten merkityksind. Ne voidaan maaritella joijasti ilmoittamalla
kasiteluokkaan kuuluvia tai kuulumattomia jasemniéesittamalla maarittelevia
ominaisuuksia tai ehtoja. (Haapasalo 1997b, 63Wistien, McCunen ja Walkerin
(2001) mukaan kasitteiden erot johtuvat yksilGitietorakenteiden ja kokemusten
erilaisuudesta. Taman vuoksi heidan oppimansatkéaspoikkeavat toisistaan.
Nama kasitteet vaikuttavat siihen, miten asioitkitaan. (Entwistle ym. 2001, 105.)
Yrjonsuuren (2004) mukaan matemaattiset kasittégtritellaan lauseina, joihin
siséaltyy seka kasitteiden ominaisuuksia etta tétrtdaskemiseen liittyvia
menetelmallisia ohjeita. K&sitteen tunnuspiirtev@t ominaisuudet ja ala.

Ominaisuudet ovat piirteitd, jotka maarittavat kgee kasitteen. Kasitteen alalla taas
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tarkoitetaan tapauksia, jotka kuuluvat kyseiserittegsn piiriin. Yksilon kasitykset
voivat olla kummassakin suhteessa puutteellisigiti{éi on yksilon
henkilokohtainen nakemys kasitteesta. Uusi asimga kasite tulevat ymmarretyksi
vasta, kun ne tulkitaan aikaisemmin rakentuneidgnjén ja kasitysten avulla.
(Yrjénsuuri 2004, 112.)

Niin Haapasalo (1997b), Entwistle ym. (2001), jgdvisuuri (2004) korostavat
kasitteiden henkilékohtaista luonnetta. Todenna@giikenenkaan kasitys kasitteesta
ei ole taysin identtinen toisen henkilon vastaaké@sitteen kanssa. Tama johtaa
siihen, etta opetus- ja oppimistilanteissa ohjaajansattava hahmottaa ja havaita,
minkalainen ymmarrys kullakin oppijalla opiskeltat@a asiasta on. Yrjonsuuri
(2004) toteaa kuitenkin, etta kaikilla kasitteentk&illa tulisi olla kasitteesta sama
kasitys tietyssa tilanteessa. Tahan voi pyrkié imiogen, harjoitusten ja ohjatun
opiskelun avulla. (Yrjonsuuri 2004, 112.) Merenloada Lehtisen (2004)
kasityksen mukaan niin matematiikalle kuin usentlgillekin tieteille nayttaa olevan
tunnusomaista se, ettéd jotkut kasitteet ovat selvagkeampia oppia kuin toiset.
Kasitteiden oppimisen ongelmallisuudesta syntymgbekasitykset ovat sitkeita ja
"vastustuskykyisia”. (Merenluoto & Lehtinen 200423) Koska yksiléiden
kasitteiden pitaisi olla mahdollisimman samankaltakeskendan, on niiden
opettamiseen ja oppimiseen suhtauduttava huoléarinkasitykset on oikaistava
mahdollisimman varhaisessa vaiheessa. Clementsisomh ja Saraman (2004)
mukaan geometrian kasitteet liittyvat kappaleiderotoihin ja niiden valisiin
suhteisiin. Kyky kuvailla, kayttaa ja visualisoigaometristen muotojen
rakentumista on seké kasitteellisesti etta tieskdlii tarked osa geometriaa.
(Clements ym. 2004, 164.) Jos oppilas ei esimerkiksmota millainen jokin

kappale on, on lahes mahdotonta ratkaista kyselsggpaleeseen liittyvia ongelmia.

Objektit. Dorflerin (2002) mukaan matematiikan tehtavissigy runsaasti
objekteja. Geometriassa niilla tarkoitetaan esimkerlpisteita, viivoja, kolmioita,
nelidita jne. Objekteihin liittyy monia ominaisuuéisjotka niille on annettu
maaritelmassa (kasitteen maaritelmassa) tai nesevaiiuksia maaritelmasta.
(Dorfler 2002, 337). Esimerkiksi nelion maaritel@seuraa, etté sen sivujen

(objektien) on oltava yhta pitkid. Taman johdostiékkien nelién kulmien
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(objektien) tulee olla suoria, silla muuten madmi ei pitaisi paikkaansa.
Kognitiiviset teoriat (Dorfler 2002) nakevat mateattésten objektien rakentuvan
kognitiivisten prosessien avulla. Objektit sisdfttwppijan kasityksia soveltuvasta
kognitiivisesta rakenteesta. (Doérfler 2002, 34@&jnonen (2003, 58) kayttaa
objektien yhteydessa termia olio. Hanen mukaangzktib(oliot) ovat esimerkiksi
materiaalisia kappaleita tai Dorflerin maaritelnmiunkaisia pisteitéa tai viivoja.
Ominaisuuksien lisdksi objekteilla voi olla kadiée useita kasitteita. Esimerkiksi
viiva objektina voi muodostaa nelion sivun. Objaktastaava kasite on nelién sivu,
jonka ominaisuus on tietty pituus, koska kaikkiitwelsivut ovat samanpituisia.
Dorflerin (2002) mukaan skeemat eroavat objektesigém, etta objektit liittyvat
l&heisesti kirjoitettuun kieleen. Skeemat taas gkatlon sisdisia malleja objekteista.
Objekteilla ja skeemoilla on yhteisid osia, kutéfestien ominaisuudet, jotka voivat
olla osa vastaavan kappaleen skeemaa. Koska dlgisititavat oppijan omia
kasityksia, voi niiden kaytto lisata tietoa oppigattelusta ja reflektiosta (Dorfler
2002, 348). Objektit edustavat kasitteiden kuvaetisuudessa. Objektilla on nimi
(esim. neli®) seka kuva. Kasite kertoo, minkalaiobjekti on.

Mentaaliset mallit

Skeemat

Kasitteet

Objekit

KUVIO 1. Konstruoimani pyramidimalli mentaalisten malliekeemojen,
kasitteiden ja objektien valista suhteista

2.4 Muistin merkitys ongelmanratkaisussa ja tiedorkaytossa

Muistin kaytté on kognitiivinen taito, jota tarvda ongelmanratkaisussa tiedon ja
metakognitioiden liséksi. Tieto ja muisti ovat l&#essa yhteydessa toisiinsa.
Muistilla on mainittava arvo kaikessa ajattelusda.on osa ongelmanratkaisua sen
jokaisessa vaiheessa. Pohdiskellessamme tyostasinit@ goita muistamme
maailmasta. Muistin avustuksella on mahdollistgelataa ratkaistavien ongelmien
kenttad, koska voimme mielessdmme kuvitella tapahtwudelleen menneisyydesta
nykyhetkeen. (Fisher 1990, 113-114.)
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Aluksi tieto tallentuu lyhytkestoiseen muistiin @tyuistiin), josta se siirtyy
pitkakestoiseen muistiin (Fisher 1990, 115). Tystikoostuu tiedoista, jotka
sailytetddn vain lyhyen hetken. Pitkakestoista traulsiytetddn tietojen
sailyttamiseen. (Atkinson, Atkinson, Smith, Bem &IBin-Hoeksema 2000, 270.)
Fisher (1990) tahdentaa pitkakestoisen muistiegdlyyan kasitteiden ja mielikuvien
verkostoksi. Muistin tietoihin paasee kasiksi esilan strategioiden ja menetelmien
kautta. Osa asioista sailyy toisia asioita parenmustissa. Tama voi olla seurausta
joko alkuperaisen havainnon luonteesta tai sitidgika hyvin tiedot on liitetty
aikaisempien muistikuvien seitteihin. Kokemuksentpesta johtuen lapset ovat
heikompia siind, miten heidan tulisi kayttaa tie#@msa tietoa. (Fisher 1990, 116.)

Tyomuistilla on tarkea rooli ajattelussa. Ongelnadikeisussa tydomuistia kaytetaan
ongelman osien jarjestelyyn seka pitkakestoisesiatrsta tuodun tiedon
organisointiin. Tutkijat kasitteellistavéat tydmurstusein liitutauluksi, jolla mieli
suorittaa laskutoimitukset ja valitulokset jatkok@ég varten. (Atkinson ym. 2000,
274.) Swansonin ja Beebe-Frankenbergerin (200kintuksen mukaan tyomuistilla
on merkittava rooli tietojen yhdistelyssa ongelnadkaisun aikana. Siella sailytetaan
aikaisemmin prosessoitua tietoa, jotta siihen vandattaa myohemmin kasitelty
tieto. Tyomuisti varastoi tiedon ydinasiat koko ehmgan esitysmuodon rakentamista
varten. (Swanson & Beebe-Frankenberger 2004, 48@uistissa pysyvat tallessa
esimerkiksi laskutoimitusten véalitulokset, joitaidaan kayttaa uudelleen
pohjatietona uusien tietojen aikaansaamiseksi.natkiin ym. (2000) mukaan
tyomuistia kaytetdan seka numeeristen ongelmigéneeityyppisten monimutkaisten
ongelmien ratkaisussa. Mitd suurempi tydmuisti ks on, sitd paremmin yksilo
ratkaisee ongelmia, vaikkakin tydmuistien koot wlévat vain vahan yksiléiden
valilla. Tydmuistin voidaan ajatella toimivan py&#ka matkalla pitkakestoiseen
muistiin. Sen kautta tieto siirretdén sailytettésigktkakestoiseen muistiin.

(Atkinson ym. 2000, 275-276.)

Verbaalisen materiaalin yhteydessa pitkékestoisadatiin tallentuu asian merkitys
(Atkinson ym.2000, 277). Geometriaan ja matemadiddk soveltaen pitkakestoiseen

muistiin tallentuu asian sisélto, esimerkiksi kgsiiitéa, millainen kolmiulotteinen
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kappale kuutio on, misté tekijoista se koostuu jgénon sille ominaista. Atkinson
ym.(2000) toteavat unohtamisen olevan yleensa ssi@r@iita, etta reitti tietoon
paasemiseksi on kadonnut. Tieto sindnsa ei kathakgistoisesta muistista. Huono
muisti liittyy usein tiedon uudelleen hakemisen@péistumiseen ennemminkin kuin
tiedon varastoinnin epaonnistumiseen. Tiedon jijesiinen vaikuttaa mieleen
palauttamiseen. Mitd enemman tietoa jarjestetagdnylssinkertaisempi se on
palauttaa mieleen. Tietoa voi jarjestaa esimerkuakittelemalla pienia palasia
saman luokan sisélle. Myds kontekstilla on meskiytiedon mieleen
palauttamisessa: on vaivattomampaa palauttaa miakda, jos yksild on samassa
tilanteessa kuin sitéa koodatessaan. (Atkinson Y0002278, 282.) Kuusinen ja
Korkiakangas (1991) viittaavat mielikuviin, jotkaimivat muistin apuvalineina.
Niitd kaytetd&an uusien asioiden mieleen painamesddgelikuvien avulla uudet asiat
painetaan mieleen ennestaan hallittua tuttua kehiksi tietoa soveltaen. (Kuusinen
& Korkiakangas 1991, 55.)

2.5 Matemaattinen ajattelu osana ongelmanratkaisua

Dewey (1921, Boltonin 1972, 9 mukaan) ymmartaaeljat kokemuksen ja
kayttaytymisen uudelleen jarjestamisena. AikaisemDewey (1910) on

maarittanyt termimeflektiivinen ajattelu Reflektiivista ajattelua ohjaa tarkoitus, joka
syntyy ongelmallisen tilanteen kohtaamisessa. Jitdtane saa aikaan ajattelua, sen
tulee muodostaa este tavoitteeseen suuntautuvamian tielle. Ajattelu liittyy
l&heisesti ongelmanratkaisuun. Ajattelua ei tapadmielmanratkaisutilanteessa,
mikali ongelma ratkeaa sattumalta. Jos ratkais@anlytdan paattelyn avulla,
tapahtuu ajattelua. Paattelyn avulla asiat ja tapadt pyritdan saamaan
jarjestykseen suhteessa toisiinsa. Ajattelu onkbieje ja tapahtumien arviointia ja
arvostelua. Sitéa pidetddn osana prosessia, jonkémksilo sopeutuu
ymparistoonsa.(Dewey 1910, Boltonin 1972, 5, 7—%aan.) Holtonin, Andersonin,
Thomasin ja Fletcherin (1999) kasitys ongelmaniatisia on samansuuntainen
Deweyn nakemyksen kanssa. He nakevat tapahtumatnoaigratkaisuna ainoastaan
silloin, kun ratkaisutapa ei ole ratkaisijalle emlestaan tuttu tai ilmiselva.
Ratkaisijan tulee paattdd oma tapa lahestyd onggbriateuttaa tarvittavat
matemaattiset ratkaisumenetelmat. (Holton ym. 1999,) Vaikka Deweyn (1910)

nakemys ajattelusta sisaltaa ajatuksen tiedorsj@fjestd, on hanen maarittelemansa
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reflektiivisen ajattelun lahtékohta ongelmassagjska aikaan ajattelua. Holtonin
ym.(1999) maaritelméssa on lisaksi kiinnitetty himtan siihen, etteivat tehtavat ole
ratkaisijalle lilan helppoja. Molemmat ndkemyksistftavét ajatuksen esteesta, joka
on ylitettava ennen ratkaisuun paatymista. Holtymm asettama ehto ongelman
uutuudesta herattaa kysymyksia. Eikd ennalta tiiémne pysty aiheuttamaan estetta
uudelleen? Jos tilanne on ylipaataan vaikea rdtkarsiko ongelma aiheuttaa esteen

uudelleen?

Ongelmanratkaisutaidon merkitys. Tehokkaat ajattelemisen taidot heijastuvat
kaikkeen oppimiseen ja vaikuttavat lapsen kasitykgesestaan oppijana. Oppilas
kokee uuden tehtavan usein sen mielikuvan perist¢eha hanelle on muodostunut
aiemmasta, samantyyppisesta oppimistilanteestaayitta 1995, 48.) Jos tilanteesta
tai omista taidoista on muodostunut kielteinentig@sise suuntaa oppilaan
kayttaytymista ongelmanratkaisutilanteessa. Huljgalaine (2004, 320) tukevat
vaitettani toteamalla aikaisempien matematiikkakolsten vaikuttavan suuresti
opiskelijoiden tapaan kohdata matematiikka my6hesaénelamanvaiheissa.

Oppilaan kasitys itsestda muodostuu varhain peruskpen alimmilla luokilla. Jos
oppilas hallitsee joustavia ajattelemisen taitajigkee useamman vuoden ajan
onnistumisia, hanelle todennékdisesti kehittyy eld@iaen "immuniteettisuoja”
osaamattomuutta ja epaonnistumista vastaan. (lltaal®95, 48.) Tarkkojen ja
yksipuolisten harjoitussarjojen tekeminen aktidiihna vain vasenta aivopuoliskoa,
jolloin oikea aivopuolisko fysiologisessa mieledis#n kuin surkastuu (Haapasalo
1997a, 34). Oppilaille tulisikin tarjota ongelmjatka tarjoavat haastetta molemmille
aivopuoliskoille. Nain pystyttaisiin vaikuttamaarydmteisesti oppilaan kehitykseen
ja luomaan edellytyksia myonteiselle minakuvalle.ddl Peruskoulun
opetussuunnitelmien uusissa perusteissa 2004aaanatematiikan merkitykseen

oppiaineena seuraavasti:

Opetuksen tulee kehittéda oppilaan luovaa ja tasstikjattelua, ja

sen tulee ohjata oppilasta I6ytamaan ja muokkaarmagelmia seka etsimaan
ratkaisuja niihin. Matematiikan merkitys on nahtdaajasti — se vaikuttaa
oppilaan henkiseen kasvamiseen seka edistaa appélaaitteellista toimintaa
ja sosiaalista vuorovaikutusta. (Perusopetuksetuspeunnitelman perusteet
2004, 158.)
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Ongelmanratkaisutaidot ja matemaattisen ajatteddnittéminen nahdaéan
valtakunnallisella tasolla tarkeaksi tekijaksi y&aikehityksen nakdkulmasta.

Ongelmanratkaisun myota kognitiiviset prosessivaitaeminen, kielen kaytto,
muisti ja k&sitteiden ymmartaminen tulevat tarpsiki (Siegler 1991, 252.)
Voimme kuvitella, mité hydtya havaitsemisesta giaiisesta olisi, jos emme voisi
pohdiskella ja selvittaa havaittavissa oleviin dsioliittyvia ongelmia.
Ongelmanratkaisu kehittéaa lahes kaikenlaisia &itdpapasalo on luokitellut

ongelmanratkaisun kehittamat taidot seuraavallall@v

* luovuus, o tietokasitys,

* huomiokyky, » tiedon hankinta ja varmistaminen,

» visualisointi ja o jarjestely- ja opiskelutekniikka,
geometria, o kaytannollisyys,

* mallintaminen, » sosiaalisuus ja kommunikaatio,

e arviointi ja mittaaminen, * viestinta,

* laskeminen, » eksperttiyden kunnioittaminen,

* mielikuvitus, » sitkeys. (Haapasalo 1997a, 35.)

Kuten Haapasalon (1997a) luettelosta on nahtavisggglmanratkaisutaidoilla
voidaan vaikuttaa monen asian kehittymiseen. Nisidita, kuten esimerkiksi
mallintamista, arviointia ja opiskelutekniikkaamimen tarvitsee useissa

elamanvaiheissaan.
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3 MATEMAATTISET ONGELMAT JA NIIDEN LUOKITTELU

Mita oikeastaan tarkoitetaan sanalla ongelma? dtilytyksia esimerkiksi
kysymykselta edellytetaéan, jotta sita voisi kutengelmaksi? Rubinsteinin (1986)
mukaan ongelma on olemassa, kun seuraavat asiatatkaisijan mielessa:
alkuperainen tila, tilanne johon tulisi pyrki&, est, jotka hidastavat tai estavat
tavoitteen saavuttamisen. Ongelman vaikeuden tiggiu siité, kuinka
ylitsepddsemaéttomat esteet ovat. Virheellinen eangefatkaisu seuraa usein vaarin
maaritellysta alkuperaisesta tilasta tai huonostintellysta tavoitteesta. (Rubinstein
1986, 7.) Ongelmat ovat suhteellisia: ongelma tigis® ole sita valttamatta toiselle.
Ongelma on tietty suhde tehtavan ja sen suoritt&dibia. (Schoenfeld 1985, 74.)

Rubinstein (1986) nakee ongelman rakenteen kesgé#ittkolmeen paaelementtiin:
alkuperaiseen tilaan, tavoitteisiin ja prosesseiRnosessit voivat koostua
esimerkiksi toiminnasta, joka ylittd& alkuperaisiéan ja tavoitteen valilla olevan
kuilun. Tavoitteen tulee sisaltaa asiat, jotka haime saavuttaa ja jotka haluamme
valttaa. (Rubinstein 1986, 7-8.)

Alkuperainen tila ) ( Tavoitetila
e G

KUVIO 2. Ongelman anatomia. (Rubinstein 1986, 7)

Haapasalo (1985, 32) on paatynyt seuraavaan mé#ide ongelmasta: Jotta tietty
tilanne olisi maaratylla hetkella, tietylle henki®ongelma, sen on aiheutettava tassa
yksilossa, juuri silla hetkella, tietoista, paanéakuista (ajattelu)toimintaa, joka
tahtaa tavoiteltavaan tulokseen ilman valittémkatiaittavia keinoja. Haapasalon

maadritelmassa ajattelutoiminta vastaa Rubinst€it86) prosesseja, joilla pyritaan
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saavuttamaan tietty tavoite. Haapasalon (1985¢mékseen liittyy oletus
yksilollisyydesta. Yksilot kokevat erilaiset as@tgelmiksi: toiselle henkilélle
ongelmallisesta tilanteesta joku muu voi selvitdekoatta sitd ongelmaksi.
Haapasalon (1997a, 17) mukaan ongelman luonnedottisiaikaan, paikkaan, ja
olosuhteisiin. Informaatioteknologian kyllastamagkteiskunnassamme
ongelmamme ovat hyvin erilaiset kuin 1000 vuotteesi Sadan kilometrin matkan
taittaminen parissa tunnissa ei ole nykysuomalaisgigelma. Ajanlaskumme alussa

matkan taittaminen samassa ajassa olisi ollut omagel

Fisherin (1990) mielesta ongelma koostuu kolmelstiaentista: alkuperaisesta
tilanteesta tai tehtavan kontekstista, esteistavjaitteista (Fisher 1990, 100). Han
ajattelee ongelmaan olennaisesti liittyvan est@téia on ylitettava ennen
tavoitteeseen paasya. Toisin kuin Haapasalon janRiginin mallissa,
ongelmanratkaisuyritykset eivat ole osa ongelméasndfin mallissa ne ovat

seurausta ongelmatilanteesta.

Ongelmien luokittelu. Haapasalon (1997a, 37) mukaan ongelmien luokitelos
pedagogiselta kannalta perustellumpaa korostaaakbiaasti yksilosta riippuvia
nakokohtia, erityisesti ajattelutoimintaa seka earmaalisia ndkokohtia. Haapasalo
(1985, 1997a, 1997c) on muokannut Dérnerin (19%&)dnaad ongelmien luokitusta
interpolaatio-, synteesi- ja dialektisiin ongelmilidaktisesti
tarkoituksenmukaisemmaksi. Ongelmat luokitellaam@erusteella, millaisia
ominaisuuksia sen |&ht6- ja lopputilalla (halutubdkaisulla) ona minka laatuisia
askeleita (operaatioita) tarvitaan ratkaisuun paéssksi. (Haapasalo 1985, 45-53;
1997a, 37; 1997c, 84.) Koska Haapasalon muokkaanhaskittelussa korostetaan

yksilon ajattelutoimintaa, se soveltuu taman tutkusen tarkoituksiin.

Interpolaatioprobleematnterpolaatioprobleemoissa seka lahto- etta Iafgyute
tunnetaan. Niiden valilta puuttuu vain ne yhdistaNt. Ongelman laht6- ja
lopputilanteen valinen ylitys 16ytyy tunnettujanaintoja soveltavien heurististen
strategioiden avulla. (Haapasalo 1997a, 38.) Hellaistrategioilla ja prosesseilla
tarkoitetaan ajatuksia toimeenpanevia ja niitdpptiivia prosesseja. Naita prosesseja

ovat ongelmanratkaisustrategiat ja niitd ohjaavetiakognitiot. Heuristiset prosessit
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on yhteinen nimitys metakognitioille ja stratedgieil(Haapasalo 1997c, 82.)
Interpolaatioprobleemien ongelmaluokassa korostyeta ratkaisuaskeleet vaativat
heuristista ajattelua. Ne voivat olla vaikeita kék&oska tarjolla on usein suuri
maara mahdollisia vaihtoehtoja. Askeleet on vakéadentaa mm. siksi, etta
tietyilla toiminnoilla voi olla seuraaviin askeliimaitallisia sivuvaikutuksia.
(Haapasalo 1997a, 38.)

Analyysi-synteesi -ongelmdtasitteille analyysi ja synteesi on vakiintuntty
merkitys. Synteesilla tarkoitetaan eteenpain tytgti ja analyysilla puolestaan
taaksepain tyostamista. Molemmat ajattelutoimiresiintyvat usein vuorotellen
toisiinsa nivoutuneina. Analyysi-synteesi -ongelmiatkaiseminen edellyttaa
selkedmmin luovaa ajattelutoimintaa kuin interpotaangelmien ratkaiseminen.
Oleellinen ero naiden ongelmatyyppien valilla onet& analyysi-synteesi-ongelman
ratkaisemiseen tarvittavien toiminnot eivat valt#ira ole ratkaisijan tiedossa,
eivatka ne selvia ongelmanasettelussa. Ratkaignasivallettava ndmé toimenpiteet
seka jarjestettava ne sopiviksi ratkaisuaskel@kalysoiden taaksepain tai
syntetisoiden eteenpéin. Analyysi-synteesiongelmaammalla interpolaatio-
ongelma, mikali ongelmanasettelussa on selvasettineeka alku- etta lopputilat.
Keskeista on ottaa huomioon, etta tietty tilanneatkaisijalle interpolaatio-ongelma
tai analyysi-synteesi -ongelma riippuen hénen kstasostaan ja kaytettavissa

olevista tietotaidoista. (Haapasalo 1997a, 39.)

Analyysi-synteesi -ongelmien tuntomerkkeja voidésstata seuraavasti (Haapasalo
1997a, 39):

1. Ovatko ongelman alku- ja lopputilat kiinnitetyt? IMinen yhteys on alku- ja
lopputilojen vélilla? Ongelmanasettelun on sisédled sellaisia ratkaisutien
|6ytamista vaikeuttavia ehtoja, jotka sindlladmegellyttavat analyysia ja/tai
synteesia.

2. Sisaltddkod ongelmanasettelu ratkaisun loytamist@wdarvittavia katkettyja
tietoja, joita varten ei tarvita analyysia eika t®gsia? Tata mahdollisuutta ei

saa esiintya.
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Dialektiset ongelmatialektisten ongelmien sisaltdaluetta on tarkéstal monelta
kannalta. Ongelmanasettelu on verrattain epéatatldaputila tai toivottu ratkaisu ei
ole sisalldllisesti kiinnitetty, vaan selvasti aw@eka laajuudeltaan, sisalléltaan etta
muodoltaan. Ratkaisun etsimiseksi ei ole annetkaa arviointikriteereja eika
ratkaisuvaihtoehtoja voida arvioida asteikolla tasiepéatosi. Ratkaisuprosessi
sisaltdd kolmivaiheisia askeleita: yrite — kritiikkparannusehdotelma. Ratkaisija voi
tehd& myo6s henkilokohtaisia paatoksia valitessa@ikulmansa ja painottaessaan
eri osatekijoita. Dialektiset ongelmat poikkeavatista ongelmatyypeisté oleellisesti
siten, etta niissa ei ole annettu lopputilaa. Jeshtlautilannekin voi olla
epamaarainen. Lopputilanne syntyy ratkaisuproseskana ratkaisijan toimesta.
Ratkaisija etsii tatéa varten sopivia kriteereitikf voivat olla subjektiivisia.
(Haapasalo 19974, 41.)
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4 TUTKIMUKSEN TAVOITTEET JA TUTKIMUSONGELMAT

Kiinnostukseni matemaattisen ajattelun ja ongelmkaisun tutkimiseen herasi
syksylla 2002 lukiessani mielenkiintoista teostsliEr, R. 1990. Teaching children
to think.) joka liittyi ajattelemaan opettamise@&nlevana luokanopettajana pidan
tarkeana sita, etta opettaja pystyy havaitsemapitaigen puheesta asioita, jotka
kertovat lapsen maailmasta ja tavasta ajatella.iéiinin seikkoihin osataan tarttua
opetuksessa, on mahdollista ottaa oppilaslahtoisgneassa tydskentelyssa paremmin

huomioon.

Tutkimukseni tavoitteena on verbaalisen ja visisaaliaineiston pohjalta ymmartaa
neljannen luokan oppilaan kognitiivisia prosesgej@ytaa keinoja, joilla parantaa
oppilaiden ajattelun ymmartamista. Tutkimuksenigridgielmana on selvittaa, miten
neljannen luokan oppilaat osaavat ajatella matékkath geometristen ongelmien

avulla tutkittuna. Tarkensin tutkimustehtavaaniraawilla alaongelmilla:

1. Mité tietoja oppilas pystyy havaitsemaan ja kay#am
ongelmanratkaisutilanteessa?

2. Minkélaisia geometrisiin kappaleisiin liittyvia k#gsia tai uskomuksia
oppilailla on? Miten kasitykset ja uskomukset vdiuat oppilaiden
tekemiin ratkaisuihin ongelmanratkaisutilanteessa?

3. Miten oppilaat ymmartavat ja ratkaisevat samaréig, ja mista johtuvat
mahdolliset ratkaisutapojen erot.

4. Toistuuko sama ratkaisutapa tai ajattelumalli Gapil ongelmanratkaisussa

tehtavasta riippumatta?

Naiden kysymysten kautta pyrin selvittamaan nekgminokan oppilaan
ajatusmaailmaa seka tutkijana etta opettajana. Aitisen kehittymisen
nakodkulmasta vastausten Ioytaminen tutkimusongeltob ymmarrysta opettajan

arkeen ja matematiikan opettamiseen.



25

5 TUTKIMUKSEN SUORITTAMINEN

5.1 Tutkimusjoukko

Tutkimusjoukkoni koostui 18:sta neljannen luokapitaasta. Kaikki oppilaat olivat
saman luokan oppilaita. Valitsin kyseisen luokakitnukseeni, koska luokka ja sen
oppilaat olivat minulle entuudestaan tuttuja. Agenpi yhteistyo luokan opettajan
kanssa vaikutti myds tutkimusjoukon valintaan. Asteni valinnan voi maaritella
harkinnanvaraiseksi eliittiotannaksi. (ks. TuomB&rajarvi 2004, 87—88.) Koska
tutkimusjoukkoni oli yksi rynma, voi tutkimustanidnnehtia tapaustutkimukseksi.
(ks. Syrjala & Numminen 1988, 5.)

Ennen aineiston keruun aloittamista, kysyin herkiliiaisesti koulun rehtorilta
luvan tutkimuksen toteuttamiseen. Pyysin my6s jeddéa oppilaalta ja heidan
vanhemmiltaan kirjallisesti luvan haastattelujetieaimiseen ja tutkimuksen
toteuttamiseen (Liite 1). Perheelle osoitetussadssa kerroin mahdollisimman
tarkasti, mita tutkimuksen aikana tapahtuu. Enreastattelujen aloittamista
oppilaan tuli palauttaa koululle kirjallinen lupatkimuksen suorittamiseen seké
hanelta itseltdén ettd toiselta vanhemmalta. Ygpilas ei halunnut osallistua
tutkimukseeni. Yksi oppilas ilmaisi haluttomuutersallistua tutkimukseeni toisen
haastattelukerran aikana. Keskeytin haastatteljitimhanen osuutensa

analysoimatta.
5.2 Tutkimusmetodina &&neen puhuminen (ajattelu)

5.2.1 Tutkimusmetodin valinta

Laadullisella tutkimuksella pyritéan ymmartamaaattyid toimintaa tai antamaan
teoreettisesti mielekas tulkinta jollekin ilmio@uomi & Sarajarvi 2004, 87).
Koska halusin ymmartaa mita ja miten lapset agwtal, |1ahestyin aihettani
laadullisen tutkimuksen keinoin. Tutkimuksen tagadti ymmartaa lapsen
matemaattista ajattelua matemaattisessa ongelrkaistgirosessissa. Kerasin
aineiston tutkimukseeni haastattelemalla oppilag@an ratkaistessaan
matemaattisia ongelmia. Haastattelutilanteet nauhadeolle. Videolle
nauhoittamiseen paadyin, koska halusin ottaa as@lygni oppilaan puheen lisaksi

huomioon my6s hanen muun toimintansa haastattéana (kadet, ilmeet ja eleet).
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Koska tapahtumat taltioituivat videolle, minun aiinnut keskittya tekemaan
muistiinpanoja oppilaan toiminnasta yhta paljonnkos olisin nauhoittanut pelkk&a
puhetta nauhurilla.

Haastattelujen toteutuksessa sovelsin daneenlajatteetodia, joka on yksi tapa
toteuttaa laadullista haastattelua. Sen paamaarépaljastaa sisaisia ajatuksia tai
kognitiivisia prosesseja, jotka valaisevat, mitéigen paassa tapahtuu esimerkiksi
hanen ratkaistessaan ongelmaa. (Patton 2002, GB&sburg ym. (1983) mukaan
aaneen ajattelun metodiikka on tunnustettu kaylpidkeeksi aineiston keruun
menetelmiksi. Heidan mielestaan standardit testit sovellu ajattelun tutkimiseen.
Niiden avulla ei pystytad saavuttamaan samanlaepautta, minka aaneen ajattelun -
metodiikka tarjoaa. Tutkijalla ei ole mahdolliswautbimia tilanteen mukaan, vaan
hanen tulee kysya valmiit kysymykset ennakkoon éi§ésa jarjestyksessa.
Kognitiiviset prosessit tulevat talldin rajoitetussille. Inmisen tieto seka
ongelmanratkaisustrategiat ovat liian rikkaita jarmwivahteisia jotta niita voisi
patevasti saada selville tietylla kysymyssarjdl@nsburg ym. 1983, 18-19.)
Hughes ja Parkes (2003, 127) toteavatkin metodjoa@an ennakkoluulottoman
tavan tutkia ajattelua samanaikaisesti ongelmaaisik kanssa. Metodia
sovellettaessa voidaan kiinnittaa huomiota kayytéwgeen, kuten eleisiin (Ginsburg
ym. 1983, 8). Kasien kayttd oppilaan mallintaesdddvaé kertoi siitd, miten han
hahmotti tilanteen mielessaan. Haastattelujen ritahonen videolle aineiston
keruussa mahdollisti kayttaytymisen havainnoimigsaksi tutkimusaineistoani.
Koska haastatteluni ei perustunut ennalta luotiéisitikseen oppilaan ajattelun
etenemisesta tai tiedon rakenteista, pystyin et@dammelko vapaasti haastattelujen

toteutuksessa ja lisakysymysten esittamisessa.

A&neen ajattelun tekniikka edellyttaa tutkittavaitislen ajatteluprosessien ja -
strategioiden verbalisointia, joita han kayttddeingnratkaisutilanteessa. (Yang
2003, 96.) Menetelma on osoittautunut empiirisisskeissa tehokkaaksi ja
hyodylliseksi: se vaatii ajattelun ja kielen yhtéytoka on
ongelmanratkaisuprosessissa luonnollinen vaatifeisokkuuden lisdksi menetelméa
on helppo toteuttaa kaytannossa. (Haapasalo 12933, Toteutukseen ei tarvita

kuin tila, ongelmatehtavat, tallennuslaite ja ttigkiat henkilét. Aaneen ajattelu lisaa
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havaittavan toiminnan ja kayttaytymisen maaraa hattawasti verrattuna saman
toimijan hiljaiseen tydskentelyyn. Lyhyet ohjeeh&éan puhumisesta riittavat yleensa
saamaan aikaan muutoksen tarkkailtavan kayttayggsis (Ericsson 1996.)

Ginsburg ym. (1983) kuvaavat ddneen ajattelun nretaiy/ttajan ensimmaiseksi
tavoitteeksi saada esiin ongelmanratkaisun moniansitk muotoja.
Ongelmanratkaisu nahdaan monimutkaisena, peraki&teemintana, joka sisaltaa
erilaisia osia, kuten hypoteesin muodostamistagtatmista ja toisiaan seuraavien
algoritmien toimeenpanoa. Teoreettisen kiinnostuksehteena on tutkittavan
esittdma ongelmanratkaisutoiminta. Talla menetdihrs#adaan esille edustavaa
tietoa ongelmanratkaisusta. Aaneen ajattelun tdiaemite on tunnistaa
ongelmanratkaisun taustalla oleva sisdinen syméolmekanismi.
Ongelmanratkaisutilanteessa esiintyy pitkia aikmhain tutkittava tuottaa vahan
nakyvaa kayttaytymista, mutta nayttaa ajattelevEallaisella hetkella ohje aaneen
puhumisesta tuo esiin ajatteluprosesseja, esinmmitkyattyja hypoteeseja ja
vaihtoehtoisia ratkaisuja. Naité tuotoksia tulkitsdia tutkija tuo esille merkityksia
seka esittda vaitteita tutkittavan tiedosta ja ageoista. Tulkintojen pohjalta
muodostetaan johtopaatdsten verkko, joka kuva#tankn ajattelua. (Ginsburg ym.
1983, 8-9.) Aaneen ajattelua voidaan toteuttaakairkolmella tavalla:
samanaikaisella aaneen ajattelulla, ajattelemahaen valittomasti ratkaisun jalkeen

ja Kliiniselld menetelmalla.

Tutkimuksessani sovelsin kaikkia kolmea metodiaakkain. Samanaikaisessa
aaneen ajattelussa tutkittava, tassé tutkimuksegpaiman ratkaisija, puhuu
samanaikaisesti kaiken, mita han ratkaisuprosesisama ajattelee (Haapasalo
1997a, 275). Tutkittavaa kehotetaan ajattelemaarén, jotta han verbalisoisi
ajatuksiaan yhta aikaa ajattelun kanssa. Hanesi wadrbalisoida uusia ajatuksia ja
niiden synnyttdmia valituotoksia sitd mukaa, kurtulevat mieleen. Henkilo ei
kuvaile tai selita mitd han on tekeméssa, vaarykéimkertaisesti selittaa tiedot,
joita han kayttaa vastausta muodostaessaan. Vaslradin tulisi tapahtua
mahdollisimman yhtdaikaisesti ajattelun kanssavadsalisointi kuvaa tai selittaa
tekemistd, se tapahtuu ajallisesti myohemmin kéintémasti verbalisoidut

ajatukset. Talléin puheessa saattaa olla erojta@iaan ajatteluun verrattuna. Kun
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tutkittava verbalisoi suoraan ainoastaan ajatulseda tulevat mieleen
suorittaessaan tehtavada, ajatusten sarja ei maotea ajattelun kehotuksesta
huolimatta. (Ericsson 1996.)

Valittomasti tehtavan suorittamisen jalkeen oppiasi pyytad kertomaan, miten
han tehtavan suoritti. Ericssonin ja Simonin (1996kaan osa ajattelun sarjoista,
jotka ilmenevat tehtavan suorituksen aikana, sjlykéakestoisessa muistissa.
Lyhytkestoisessa muistissa sailyy jalkid, joidenl@von mahdollista esittaa
pitkakestoiseen muistiin tallentuneet ajatustejasaXain ollen Ericsson ja Simon
(1996) olettavat, etta nopeasti suoritettujen ta@btijalkeen tutkittava pystyy
verbalisoimaan uudelleen ajatustensa sarjan. Sakaamen ja jalkikateen selostettu
tieto vastaavat toisiaan, kun tehtavan suorittaamdeiluu 2-10 sekuntia.
Suositeltavaa olisikin kerata seka samanaikainka sskaisun jalkeinen

verbaalinen kertomus. (Ericsson & Simon 1996.)

Ginsburg ym. (1983) liittaa aaneen ajattelun menddiaget’'n kehitteleman
kliininen menetelman. Ginsburgin ym. mukaan Pidgétitti menetelman
seurauksena sille, etta pelkka verbaliikka (aargattelu) on joskus riittdmatonta.
Kliinistd menetelmaa kayttava tutkija esittda onggah ja kysymyksia, jotka voivat
olla jatkumoa tutkittavan edellisille vastauksil{&insburg ym. 1983, 10-11.)
Ratkaisuidea avautuu usein paremmin, jos ratkasgifgelee ajatteluaan erilaisten,
ratkaisun kannalta kriittisten kysymysten avullaiitsia kysymyksia voi esittaa
ongelmanratkaisija tai ratkaisuprosessin ohjaajattiset kysymykset voivat johtaa
varsin tehokkaaseen ajattelutoimintaan. (Haapd$9@a, 275-276.)

Tutkimuksessani aaneen ajattelun metodi toteuten setta ennen haastattelua
kehotin jokaista haastateltavaa puhumaan mahdwitisin paljon. Jos oppilas ei
tuottanut puhetta, kehotin hanta puhumaan daneenaatuksiaan. Valittbmasti
tehtavan suorittamisen jalkeen pyysin oppilastaupuden ratkaisunsa uudelleen.
Toimin nain erityisesti silloin, jos oppilas ei ailtuottanut puhetta ratkaisunsa
aikana. Sovelsin Piaget’n kliinistd menetelmaakidsalusin ymmartaa oppilaan
ratkaisuideat. Kysymysten avulla sain tietoa opilajattelusta enemman verrattuna
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siihen, etta olisin turvautunut ainoastaan samaisglen tai valittdmasti ratkaisun

jalkeen tapahtuviin 4dneen ajattelun -metodeihin.

5.2.2 Haastattelun ongelmatehtavat ja haastattelusuunnittelu

Oppilaiden ratkaistaviksi valitut tehtavat valikeitat tutkimukseeni eri oppikirjoja
ja internetin lahteita selailemalla. Tehtavien madista keskustelin sek& ohjaajani
Tuula Asunnan etta luokan opettajan kanssa. Temtauaaraksi vakiintui lopulta
kuusi. Koska oletin yksildiden eroavan toisistagidailtaan ja tiedoiltaan, valitsin
tutkimukseeni vaikeustasoltaan vaihtelevia teht&a@ska halusin saada
mahdollisimman erilaisia ajatteluprosesseja nakywialitsemani ongelmatehtavat
olivat keskenaan erityylisid. Tavoitteeni oli, gtt&ainen oppilas pystyisi ratkomaan
ongelmia omalla tasollaan, ja etta kaikki kokisigahistumisen tunteen. Monen
ongelman kaytolla varmistin sen, ettei oppilas sasghtavia ratkaistua pelkastaan
vahingossa tai sattuman kautta. Tehtavan 1, Hahminit, esitin oppilaille

suullisesti. Loput ongelmat he lukivat tehtavapeger

Tehtava 1: Hanoin Tornit (Liite 2). Hanoin Tornit -tehtavassa oppilaan tulee
siirtaa kolme erikokoista palikkaa yksi kerrallakeskelle olevaan tyhjaan paikkaan
siten, ettd ne muodostavat samanlaisen tornin Kitotilanteessa. Yhté palikkaa

saa siirtda kerrallaan. Isompaa palikkaa ei sadtk® pienemman paalle.

Hanoin Tornit
Alkutilanne

A ||
LA

KUVIO 3. Hanoin Tornit -tehtava (Fisher 1990, 103)

Tehtavan voi maaritelliaterpolaatioprobleemakssilla sen alku- ja lopputilanne
tunnettiin. Sen pystyi ratkaisemaan siirtdmallikpéa tietyssa jarjestyksessa pois
toistensa paalta (tai paalle). Lopulta torni rakeotidelle paikalle alkuperéiseen
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jarjestykseen. Reitteja ja tapoja ratkaista ongaltnaseampia kuin yksi. Oppilaat
suorittivat tehtavan itsenaisesti toimien ja aarggatellen. Loysin tehtavan Fisherin
kirjastaTeaching children to thiniEisher 1990, 103—-104) ja Schoenfeldin teoksesta
Mathematical problem solvin@choenfeld 1985, 268). Taméan tehtavan ensisijainen

tavoite oli tutustuttaa oppilaat aaneen ajatteluun.
Tehtava 2: Kuutio 1 (Liite 2). Kuutio muodostuu kuudesta neliésta. Jokainen nelio
on samankokoinen. Nelién sivun pituus on 5 cm. Yohpguraavista vaihtoehdoista

ne, jotka mielestasi pystyy ratkaisemaan annettididoilla.

a) Mika on nelion sivujen pituuksien summa?

b) Mik& on kuution sisélle asetetun pikkukuutiougn pituus?

c) Kuinka korkea kuutio on?

d) Kuinka leveé kuutio on?
5cm

e) Kuinka ison pallon voit laittaa kuution sisdan’.

f) Mika on nelién halkaisijan pituus?

g) Kuinka monta nelién sivua kuutiossa on yhteensa? «—

5c¢cmr
Tehtava kokonaisuus kehittyi omien ajatusteni sekaisempien kokemusteni
perusteella. Se sisélsi seitseméan vaikeusastedtdaisia kohtaa. Kohdat c ja d
olivat helpohkoja, niiden valityksella pyrin tarjpaan jokaiselle oppilaalle
onnistumisen tunteen. Kohtia a, b, e, f ja g etypyd ratkaisemaan viittaamalla
suoraan tehtavasséa annettuihin tietoihin. Oppitalhfbytaa tehtavasta tietoa ja
soveltaa sita. Naméa kohdat voi maariteliéalyysi-synteesi-ongelmiksEsimerkiksi
e-kohdassa ratkaisijan tuli eritella rajoitteetigalkoolle. Taman lisdksi hanen tuli
havaita pallon muodon vaikutus tehtavan ratkaistl#ité tietoja kayttamalla oli

mahdollista paatya lopputulokseen eli synteesiin.

Tehtava 3: Nelio (Liite 2). Kuinka monta pikkuneliéta mahtuu isoon neliéon?aMit

tietoja tarvitset ongelman ratkaisemiseen?

Kehitin tdman tehtavan itse. Taman vuoksi oli mdlista, ettei se soveltuisi

tutkimusaineiston keruuseen tai ettei se tuottegia tutkimusongelmista. Tehtavan
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synnytti erilaisia tapoja ajatella haastatteluidétana, mika oli tavoitteena.
Ajattelin toisistaan eroavien ajattelutapojen argtaminua ymmartamaan, miten

oppilas kaytti tietoa ratkaisussaan ja miten h&retansa rakentui.

Neli6-tehtava kuuludialektisten ongelmieryhmaan. Se oli avoin, koska siihen ei
|0ytynyt oikeaa tai yksiselitteista vastausta. Qg paatyivat vastauksiin eriavilla
laskumenetelmilla. Ongelmanasettelu ei ollut selke&ka haastatteluissa selvisi,
ettd ongelman voi ymmartaa eri tavoin. Nama asiat tyypillisia dialektisille

probleemille.

Koska ratkaisumenetelmien vaihtoehdot eivat seke@ttehtavdnannossa, tehtavan
voi maaritella myosnalyysi-synteesi -probleemak$ehtavan ratkaiseminen
edellytti analyysia tai synteesia riippuen oppiléavasta ymmartaa ongelma. Jos
oppilas ratkaisi tehtava paattamalla vastauksdgatgan, han selvitti tehtavan
analysoimalla eli taaksepain tyoskentelemalla.opgslas ei paattanyt vastausta
etukateen, se perustui synteesiin, jolloin ratkaigutyi tietoja yhdistelemalla el

eteenpain tydskentelemalla.

Tehtava 4: Janne ja Heikki (Liite 2).Janne asuu 7 kilometrin pd&ssa koulusta.
Jannen paras ystava on Heikki. Heikki asuu 2 kiloim@aassa koulusta. Janne ja
Heikki ovat tunteneet toisensa kolme vuotta. Emsnhua he menevat seitsemannelle

luokalle. Jannen ja Heikin yhteinen ystava Vesaidslometrin paassa koulusta.

Kuinka kaukana Janne ja Heikki asuvat toisistaati@vwivaa tekstista ratkaisun
kannalta olennaiset tiedot.

Piirrd ratkaisusi mahdollisimman tarkasti.

Janne ja Heikki -tehtdvan laskin ensimmaisen keopskellessani peruskoulussa.
Tehtava jai mieleeni, koska koin sen ratkaisutg&aihtoehdot monipuolisiksi.
Uskoin sen soveltuvan taman tutkimuksen konteksBiamaa tehtavaa on kayttanyt
Rantala (2002, 35) pro gradu -tutkielmassaan. ppgas ymmarsi tehtavan siten,
ettd siihen on olemassa vain yksi ratkaisu, tehtdiviaiterpolaatioprobleemalos

han oivalsi, etté vastauksia on aaretbn maaréuatdlianalyysi-synteesi -ongelma
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Tehtava 5: Kuutio 2 (Liite 2). Ympyrdi alla olevista esimerkeista ne, joista voi

rakentaa kuution. Kerro, miten paadyt vastauksédien voit tarkistaa vastauksen?

Ensi nakemaltd Kuutio 2-tehtava vaikutti interpdilgrobleemalta, koska sen
alkutilanne oli n&htavissa ja lopputilanne keriot{kuviosta tulee muodostua
kuutio). Oppilaan tapa ymmartaa tehtavan tavodpgutilanne) vaikutti sen
luokitteluun. Jos tehtava kasitettiin siten, etta glevista malleista muodostuu
kuutio siten, ettd jokainen neli6 muodostaa yhdautikn kuudesta tahkosta, tehtava
oli interpolaatioprobleemarTalloin oli mahdollista luoda saanté (pitaa ollauki
ruutua) tai ajattelumalli (nelididen pitaé ollatyiesd muodossa), joita kayttamalla
tehtava ratkeaa. Jos oppilaan kasitys kuutiosteévan ymmarryksesta poikkesi
edellisista, ratkaisu selvisi analysoimalla taitsyisoimalla. Tall6in tehtava oli

analyysi-synteesi -ongelma.
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Tehtava 6: Kolmio (Liite 2). Mité tietoja voit paatella alla olevasta kolmiosta?

>
L

N

10cm

Huom.Kuvassa nakyvat mitat pitivat paikkansa oppilaiteEhtavapapereissa, mutta

tahan yhteyteen kuvaa on pienennetty alkuperaigestita.

Kolmio-tehtavassa oppilaan tuli I0ytaa tietoja kstea Kolmio-tehtava on mukailtu
kansainvalisen Timms-tutkimuksen pohjalta. Timmé iebytetyt tehtavat 10ytyvat
internetista osoitteesta: www.jyu.fi/ktl/timms/pm@%elio-tehtavan tavoin
ongelmanasettelu on avoin. Tehtava aiheutti hAmgstamppilaissa. Ehka taméan
tehtavan kohdalla olisi ollut jarkevaa muotoilldksg& kysymys, jolloin olisin

pystynyt paattelemaan, miten oppilaat osaavat &ay# soveltaa annettuja tietoja.
Toisaalta osa oppilaista osasi soveltaa tietojanlvarsinaista kysymysta. Tehtavan
avulla sain tietoa siita, mité tietoja oppilaat fyysit havaitsemaan annetusta kuvasta.
Luokittelin tehtavan dialektiseksi ongelmaksi sgnimen luonteen vuoksi. Tehtava
ei rajoittanut ratkaisutapoja. Ongelmanasetteluiipipuvainen oppilaan tavasta

kasitella tietoja.

5.2.3 Haastattelujen ja videokuvausten toteuttamine

Toteutin haastattelut samanaikaisesti oppilaidétarstessa tehtavat. Kaikki 18
haastattelua nauhoitettiin videolle. Haastattetrtiptuivat kuuteen
ongelmatehtavaan (Hanoin Tornit, Kuutio 1, Nel@nde ja Heikki, Kuutio 2 ja
Kolmio). Haastattelujen kuvaamisen tavoite oli kyst#a kaikki haastateltavan
suorittama toiminta osaksi aineistoa. Suoritin tetéedut 28.4-5.5.2003 valisena
aikana. Haastattelin kaikkia oppilaita kaksi kertdaastattelu kesti jokaisen
oppilaan kohdalla noin puoli tuntia. Tutkimukseasalysoitavaan aineistoon
valitsin vain ensimmaisen haastattelun, koska h#taetiikertojen vélille ei ollut

mahdollista luoda vertailukelpoista asetelmaa. Dpatutaman tunnin
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matematiikka tutkimukseni kohteena olleelle luokahsimmaisen ja toisen
haastattelun valilla. Haastattelukertojen valilliéeooa ajallisesti noin kuukausi. En
uskonut, ettd oppilaiden matemaattinen ajatteki oluuttunut opetukseni
seurauksesta tuona aikana merkittavasti. Ensimmésastattelun valitsen
analysoitavaksi, koska ennen sen toteuttamisestal)d opettanut luokalle
matematiikkaa. Taman johdosta omat kasityksenit e@éuttaneet oppilaiden

ajatteluun ja kasityksiin haastatteluissa.

Haastattelut tapahtuivat koulun luonnontieteen &ssla, joka oli oppilaille
entuudestaan tuttu paikka. Tavoitteeni oli saagalagt kertomaan mahdollisimman
vapaasti heidan omista, tehtévien ratkaisuunVisty, ajatuksistaan.
Kuvaustilanteen annoin edetéd omalla painollaarsdapatkaisuprosessin etenemista
myo6taillen. (ks. Syrjala & Numminen 1988, 7-8.) Kitelujen toteutus alkoi
haastattelun tehtavia silmalla pitden. Ensimmaisbtiivan tavoite oli tuottaa
oppilaalle myodnteinen mielikuva omasta osaamisestaistumisen kokemus seka
tutustuttaa hanet aaneen ajatteluun. Ericsson®b(l@ukaan tutkittavalle kannattaa
antaa aluksi suoritettavaksi harjoitusongelmiajgai kautta on helppo puhua ja tulla
tutuksi 4dneen ajattelun kanssa. TutkimuksessamviHa ornit -tehtavalla oli seka

esitestaava ettd metodiin tutustuttava rooli.

Haastattelujen ajaksi sijoitin videokameran jallisté&uuntasin kameran kuvaamaan
oppilaan toimintaa. En kasitellyt kameraa haadtaitaikana. Ainoastaan
haastattelun alussa ja lopussa nauhoitus tulitatoja paattad painamalla nappia.
Toteuttaessani haastatteluja istuin tutkittavanegsd. Vieressa istumisen syy oli se,
etta pystyin samalla seuraamaan oppilaan toimjatadnen merkintéjaan paperille.
Joissain tilanteissa kavi niin, etta en esimerksleginut selvaa oppilaan kasialasta tai
en muulla tavalla ymmartanyt hanen selitystaanoiraesitin tarkentavia
kysymyksia hanen toiminnastaan (kliininen menetglmaitin kysymykset oppilaan
jo ratkaistua ongelman, jotta hanen ajattelunga saolisi muuttunut. Nain pystyin
yhdistdmaan kliinisen menetelman kahteen muuhuedi@ajattelun menetelmaan.
Muutaman kerran jouduin kehottamaan oppilastacdgatiaan &aneen. Ericssonin

(1996) mukaan koetilanne tulisi jarjestaa sitetdi sbsiaalinen vuorovaikutus ei olisi
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mahdollista tai etté se olisi mahdollisimman vat@&(&ricsson 1996, xiv.). Yritin
karsia sosiaalisen vuorovaikutuksen oppilaan kamedadollisimman vahaiseksi.
Koska olin kiinnostunut oppilaiden ajattelustaykinnoista, pidin omat ajatukseni
ja ratkaisuideani heilta piillossa ja annoin tilaéd@n ajattelunsa etenemiselle. Nain
toimimalla oli mahdollista saada esille yksil6liistroja kognitiivisissa prosesseissa
(ks. Ginsburg ym. 1983, 9-10).

5.3 Aineiston kasittely

Kirjoittaessani haastatteluja, keksin jokaisellpitgalle uuden nimen (Pekka, Tero,
Jarno, Tiina, Mervi, Veikko, Marja, Taina, Kalleini, Petri, Anna, Sari, Emma,
Semi, Joona, Terhi ja Juho). Hyddynsin keksimiami& jatkossa tulosten
raportoinnin yhteydessa. Uusien nimien keksimidedliusin ehkaista oppilaiden

tunnistettavuutta.

Haastattelujen purku alkoi videoitujen tehtavietkagutilanteiden litteroinnilla.
Liitin litteroituun tutkimusaineistoon huomioitaiggerkiksi oppilaiden kasien
kaytosta ongelmanratkaisun yhteydesséa. Varsinamaston analyysi alkoi, kun
olin purkanut tarvittavat haastattelut. Eritteleks$tid kolmessa osassa soveltaen
laadullisen tutkimuksen perusanalyysimenetelm&a)lénanalyysia (ks. Tuomi &
Sarajarvi 2004, 93). Ensimmaisessa osassa analsaiin 1-tehtavan.
Ensimmaisen osan analyysin tavoite oli vastataruitehtavani ensimmaiseen ja
toiseen alaongelmaan (s.24). Toisessa osassa @nadNaio-tehtavan. Nelio-
tehtavan tavoite oli vastata tutkimustehtavani kateen alaongelmaan (s.24).
Kolmannessa osassa analysoin Kuutio 1-, JanneikkiHeéuutio 2- ja Kolmio-
tehtavat. Naiden tehtavien tavoite oli vastataitotistehtavani neljanteen

alaongelmaan (s. 24).

Aloitin tutkimusmateriaalini erittelyn lukemalla kymenen oppilaan Kuutio 1-
tehtavan (Liite 2) haastattelut 1api. Samalla kuosi niista tarkeiksi katsomani osiot.
Taman jalkeen syvennyin tekstiin uudelleen etseRigtettyja ilmauksia
kursivoiduista osista. Alleviivasin ilmaukset jajkitin niiden kohdalle nimen sivun
marginaaliin. Litteroitujen tekstien tulkitsemisgnnalla tarkastelin kunkin oppilaan

tehtavapaperia samanaikaisesti. Oppilaan tehtdeéipapekemat merkinnat
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auttoivat ymmartamaan, mita han tarkoitti esimeskikayttamallaan kasitteella.
Kaytyani jokaisen oppilaan Kuutio 1-tehtavan (LXeuudelleen Iapi ja merkittyani
alleviivatuille kohdille nimitykset, kokosin merkmét yhdelle paperille. Jatkoin
etsimalla nimitysten eli luokkien valille yhteyksi@amanlaisia sanontoja ilmaisevat
luokat yhdistin yhdeksi luokaksi ja maaritin muotloeeelle ylaluokalle nimen.
Lopulta minulle muodostui luokitusjarjestelma Kwufi-tehtavan (Liite 2) aineiston
pohjalta.

Seuraavaksi luin loput kahdeksan haastattelua @yikiokittelemaan niita
ensimmaisen kymmenen haastattelun pohjalta muadestuluokittelurungon
mukaisesti. Tarvittaessa muokkasin luokittelugie3in samaan luokkaan kuuluneet
tekstin palaset omiin asiakirjoihinsa. Taman jatkéesulukoin tehtavan jokaisen
kohdan luokitusten mukaisesti. Nain minulle muodbghteensé seitseman
taulukkoa. Taulukoinnin avulla aineiston hallittasguparani: Pystyin esimerkiksi
laskemaan, mité luokkaa oppilaat olivat eniten ténget. Taulukoita tarkastelemalla
oli nopeata tarkistaa yksittéaisen oppilaan luokitraissa tahansa tehtavan kohdassa.
Seitseméan taulukon tiedot kerasin yhteiseen tawlokKLiite 3), jonka avulla

pystyin hahmottamaan oppilaiden tiedonkayttoa kdlatio 1-tehtavassa.
Analyysiini tdydentyi osittain maarallisilla menktalla, koska taulukoinnin
seurauksena pystyin vertailemaan eri luokkien kaytdaraa. En toteuttanut
maarallistéa analyysia johtuen aineiston riittamétista koosta kvantitatiiviseen

tutkimukseen.

Neli6-tehtavan (Liite 2) analyysi eteni samaan gapsisaltoa analysoiden kuin
Kuutio 1-tehtavan (Liite 2). Kun aloitin Nelio-teéhtan (Liite 2) erittelyn, luin aluksi
kymmenen oppilaan haastattelut tekstia alleviivaderkitsin alleviivatun tekstin
kohdalle marginaaliin kyseiselle kohdalle nimerkganielestani kuvasi kohtaa.
Kirjoitin mieleen tulleita ajatuksia sivun laitagarsinaista analyysia odottamaan.
Keskityin jokaisen haastattelun esianalyysiin sdartalalla. Naiden merkintdjen
pohjalta rakensin kasitekartan kymmenesta haalststiie Loput kahdeksan
haastattelua kasittelen samaan tapaan rakenta¢skmi kasitekartan. Seuraavaksi

yhdistin muodostuneet kasitekartat yhteiseksi klaittaksi (Liite 4: Kasitekartta
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tiedoista, mielikuvista ja ratkaisuista). Nain mieunuodostui kokonaiskuva Neli6-

tehtavan aineistosta ja luokitteluni tarkentui.

Viimeiseen analyysivaiheeseen arvoin kymmenen apfal joiden haastattelut
litteroin kaikkien tehtavien osalta. Kavin kaikkngelmatehtavéat oppilas kerrallaan
l&pi. Edelld kuvatulla tavalla rakensin jokaiseentéivaan luokitusjarjestelman.
Taman analyysivaiheen tavoite oli I6ytaa mahdalligysyvida menetelmi& oppilaiden
ajattelusta erilaisten tehtavien ratkaisussa. Taituuudet luokat ja vertasin niita
Kuutio 1-tehtavan luokitukseen. Naiden pohjaltaersdin uuden taulukon (Liite 5),
jonka avulla pystyin havaitsemaan, esiintyiko sémekka useammin kuin yhden

kerran oppilaan ajattelutavoissa tai ratkaisumemetea.

5.4 Tutkimuksen luotettavuus

Tarkastelen tutkimukseni luotettavuutta reliabétia, validiteetin ja
objektiivisuuden kannalta (ks. Metsdmuuronen 2@@343; Patton 2002, 545).
Hirsjarven, Remeksen ja Sajavaaran (1997, 213) anuk&iabiliteettiin liittyy
tutkimuksen kyky antaa ei-sattumanvaraisia tulakB@htimalla tutkimuksen
objektiivisuutta pyrin parantamaan tutkimukseniaielliteettia ja validiteettia (ks.
Patton 2002, 545). Robinsonin (2001, 219) tutkineska verbaalinen aineisto on

todettu validiksi tiedonlahteeksi.

Koska tutkimukseni aineiston keruu tapahtui laadgella haastattelulla &&aneen
ajattelua soveltaen, sen toistettavuus sellaisemadneikko. En myoskaan usko, etta
haastattelutilannetta pystytaan jarjestamaan téggimanlaisena kuin sen toteutin.
Haastattelurunko on toki vapaasti kaytettavissatjmus on mahdollista toistaa.
Mahdollisen toistetun tutkimuksen tutkimustulokeetit kuitenkaan ole suoraan
verrattavissa tdman tutkimuksen tuloksiin. Tutkitoleksiin vaikuttavat lukuisat eri
tekijat kuten tutkijan henkildllisyys ja henkiloktziset ndkemykset, koehenkil6t ja

heidan ikansa, tutkimuksen toteuttamispaikka jalaen taustat.

Koska toteutin tutkimuksen yksin, aineiston keraussollut mahdollista kayttaa
useampaa tekijad. Olemalla ainoa haastatteligintienita kaikissa haastatteluissa

tapahtui tai oli tapahtunut. Nain pystyin valttamaégtkimushaastatteluiden
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eroamisen toisistaan. Jokaisella koehenkilolldatistattelussa samat tehtavat, joten
niiden rungot olivat yhtenevia. Toteutin haastattéthyella aikavalilla, noin

viikossa, mika lisasi haastattelujen yhdenmukatsutgisiinsa verrattuna. Litteroin
haastattelut sanasta sanaan. Merkitsin tekstiistimpanoja oppilaiden
toiminnastaan ratkaisun aikana. Tassa vaiheessksemoinut kayttaa ulkopuolista
litteroijaa materiaalin henkil6kohtaisuuden ja ttitkvien nuoren ian vuoksi.
Vanhemmille osoitetussa kirjeessa (Liite 1) olimdanut olla nayttamatta kuvattua
materiaalia ulkopuolisille henkiltille. Kerasin tisn haastattelun aikana oppilaiden
kayttamat tehtavapaperit, joiden merkinnat taydensippilaan ajattelua
ongelmatehtavissa. Aineistoni koostui seka kigalita etta videolle nauhoitetusta

verbaalisesta materiaalista.

Tutkimukseni tulokset ja kayttamani luokitteluntésitassa raportissa
mahdollisimman avoimesti ja tarkasti. Luokitteleké Kuutio 1- ja Nelio-tehtavien
haastattelut kahdessa eri osassa. Loin kayttane@msloiokituksen ensimmaisen
kymmenen haastattelun pohjalta. Taman luokittelimadta jarjestin loput
kahdeksan haastattelua. Samalla pystyin testaalmalatielun toimivuutta
luokittelemattomalla aineistolla seka korjaamaaa. diuokittelu tarkentui ja luokat
muuttivat nime&aan edelleen analyysin edetessa.gulidesen luokittelijan

kayttamisella olisi pystynyt parantamaan luokitteluotettavuutta.

Alun perin tarkoitukseni oli haastatella kaikki @Bpilasta samalla viikolla, mutta
ajanjaksolle osui mm. vapputapahtuma, jonka ailameoinut haastatella oppilaita.
Huomasin mya@s, etta oli parempi haastatella esitk&rkelja oppilasta paivassa
kuin vaikkapa kuusi. Ehdin pitda haastattelujerlégiukoja, koska niiden
tekeminen ja itsensa tarkkaavaisena pitaminenytieibimia. Vasyneena
haastatteluja olisi ollut vaikeata toteuttaa samliarha kerta toisensa jalkeen.
Haastatteluiden toteuttaminen ei kuitenkaan jakauitliian pitkalle aikavalille.

Jotta verbaalista aineistoa voidaan pitaa ulkdisefitlina, tulee olla varma siita, etta
se mitd puhutaan kuvaa sitd, mita ajatuksissaielessa tapahtuu (Ginsburg ym.
1983, 22). Kerasin aineiston samanaikaisesti oppitorittaessa ongelmatehtavaa.

Koska tehtavan suorittaminen ja nauhoitus tapaatisamanaikaisesti, voidaan
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olettaa, etta oppilaan tuottama puhe vastasi cupigatuksia kyseisella hetkella.
Boltonin 1972) mukaan puheen ja ajattelun vélihépaljon yhteista, silla puhe ja
ajattelu tapahuvat usein yhta aikaa. Koska mesetaibiminnot ovat tietoisia ja
puheella ja ajattelulla on yhteys toisiinsa, on dallista tuottaa puhetta, joka kuvaa
yksilon ajatuksia. (Bolton 1972, 206.) Menetelmaifinnalla tahtasin siihen, etta
saisin oppilaan ajatukset esiin tutkimustilanteeksaka sovelsin kolmea eri aaneen
ajattelun-menetelmaa, uskoin oppilaiden ajatusied@sgitysten tulevan paremmin

havaittaviksi kuin yhta menetelmaa hyédyntamalla.

Lapi haastattelujen yritin, sisaisen validiteekn.(Syrjala & Numminen 1988, 136)
varmistamiseksi, pitda omat ajatukseni ja ratkdesaini taustalla, jotta oppilaiden
ajattelu ei sekoittuisi minun tapaani ajatella.iPyantamaan tilaa oppilaiden ajattelun
etenemiselle. Aineisto taltioitiin videolle, jotsen pohjalta pystyi havaitsemaan

tutkijan vaikutuksen tilanteen etenemiseen ja hwommaan sen tulkinnassa.

Yleistettavyyteen liittyy ajatus siita, etta tutkustuloksen tulisi pated muuhunkin
kuin tulkittuun tapaukseen. Joissain tutkimukseststaan selityksia yksittaisille
tapahtumille. Tallaisissa tutkimuksissa ei tarvgeéitia, ovatko tulokset
yleistettavissa. (Alasuutari 1993/1999, 235.) Tamékimuksen tarkoitus oli
selvittdd yhden luokan matemaattista ajattelugimutkseni tulokset voi rajata
koskemaan vaan tutkimuksen kohdejoukkoa. Koskantutksen kohteena oli
oppilaiden ajattelu ja kasitykset, ei tuloksia @siénaan voi yleistaa suuremmalle
joukolle niiden henkilokohtaisuuden vuoksi. En pggk saavuttamaan
tutkimuksellani tilastollisia yleistyksia. Tahartkimukseen osallistui 18 oppilasta,
jotka itse ilmaisisivat halukkuutensa osallistutkitmukseeni (Liite 1: Kirje
vanhemmille). Koska tutkimukseni oli yhta luokkaaskeva tapaustutkimus, ol

luontevaa, ettd aineiston kooksi maaraytyi luokapilaiden lukumaara.
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6 TULOKSET

Kuutio 1-tehtavan (Liite 2) avulla tutkin, kuinkgpilaat osasivat kayttaa tehtavassa
annettuja tai omia tietojaan hyvakseen. Nelio-tefm&Liite 2) avulla tutkin
oppilaiden tapoja ymmartad sama tehtava. Kuutiddnne ja Heikki- Kuutio 2- ja
Kolmio-tehtavien (Liite 2) avulla tutkin, I6ytyikoppilaiden ratkaisuista

yhtenevyytta erilaisten tehtéavien valilla.

6.1 Annettujen tietojen kaytto ja soveltaminen

Kuutio 1-tehtavan (Liite 2) tavoite oli selvitta@jten oppilaat pystyivat kayttdmaan
tehtavassa annettuja tietoja ratkaisun apuna. siisdik kiinnostunut siita,
pystyivatkd he tuomaan ratkaisuun mukanaan ontiejai¢a kasityksia sellaisia
ongelmia ratkoessaan, jotka vaativat soveltaméstdgnnaisten asioiden

tunnistamista.

Oppilaille annettiin tehtavassa tietoa sekéa kuvettiatekstind. Heilla oli
mahdollisuus kayttaa naita kahta tiedon lahdetkaisun tukena. Tehtavassa oli
kohtia, joissa oppilaan oli ratkaisun onnistumiseksellettava tehtdvassa annettuja

tietoja seka kaytettava omaa ajattelua.

Sisallonanalyysin pohjalta, aineistosta nousivah eguraavat luokat:

1. Havaittu tai tunnistettu tietdOppilas kaytti tehtdvassa annetuista tiedoista
joko kuvan tai tekstin tietoja ratkaisun perusteluibuokka jakautui kolmeen
pienempaan luokkaan riippuen siita, mité tietoailagkaytti ratkaisussa
hyvakseenteksti, kuva jaai teksti ja kuva

2. Oma ajattelu Oppilas kaytti tietoja, joita ei ole annettu @dssa. Taman
luokka ei sisaltanyt alaluokkia.

3. Tietojen yhdistelyOppilas sovelsi annettuja tietoja ja loi niidesrysteella
saannon tai johtopaatoksen. Tama luokka ei sisdledaluokkia.

4. UskomuksetOppilas kaytti tietoja epamaaraisesti. Han saationerkiksi
arvata, voiko tehtavan ratkaista. Tahan luokkaanuiuat myos oppilaan itse

johtamat kasitteet, jotka eivat loogisuudestaarlimadta olleet matematiikan
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maarittelemia oikeita kasitteitd. Tama luokka siskblme alaluokkaa, jotka
perustuivat oppilaiden kayttdmien uskomusten enolbulot, "tiedemies”ja
ei perusteita.

5. Muut: Oppilaan kayttamat tavat eivat sisaltyneet edabénittuihin luokkiin

tai oppilas ei ratkaissut tehtavaa. Tama luoklssgiltanyt alaluokkia.

Alla olevan taulukko 1 on rakennettu néiden luokkperusteella. Jokaisella
paaluokalla on taulukossa oma sarakkeensa. Jasoéal sisalsi alaluokkia,
jakaantui paaluokan sarake pienten luokkien mukgissioihin. Taulukossa olevat
luvut kertovat, kuinka monta kertaa oppilas kakgteista luokkaa Kuutio 1-

tehtavassa (Liite 2).

TAULUKKO 1. Oppilaiden tiedonkayttd Kuutio 1-tehtasds

Havaittu tai tunnistettu
tieto Uskomukset
Teksti
ja Oma Tietojen Ei
Oppilas | Teksti Kuva kuva ajattelu yhdistely Luulot "Tiedemies" perusteita | Muut
Pekka 2 2 0 1 0 0 0 2 0
Tero 0 4 1 1 0 1 0 0 0
Jarno 3 0 0 0 2 2 0 0 0
Tiina 3 0 1 0 0 1 0 1 1
Mervi 0 4 1 1 0 1 0 0 0
Veikko 1 3 0 0 1 1 1 0 0
Marja 0 2 0 0 3 0 0 2 0
Taina 3 1 0 0 1 1 0 1 0
Kalle 3 1 1 0 1 1 0 0 0
Pinja 1 1 3 1 0 1 0 0 0
Petri 2 0 0 3 2 0 1 0 0
Anna 3 0 0 2 1 0 0 0 1
Sari 0 0 1 1 0 0 0 0 5
Emma 1 3 0 1 0 0 0 0 2
Semi 2 4 0 1 0 0 0 0 0
Joona 2 1 1 1 0 1 0 0 1
Terhi 2 2 0 2 0 1 0 0 0
Juho 0 2 0 1 0 0 0 0 5
Yht. 28 30 9 16 11 11 2 6 16

Kuten taulukosta nakyy, oppilaat kayttivat eniteumuio 1-tehtavaa (Liite 2)
ratkaistessaan hyvakseleavaitun ja tunnistetun tiedo#uokkaa.Tekstiakaytettiin
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28 kertaa 13:en oppilaan toimedtayaa30 kertaa myos 13:en oppilaan toimesta.
Seitseman oppilasta yhdisti perusteluissaan kekén etta tekstitietoja toisiinsa
yhteensa yhdeksan kertaa.

Kuusi oppilasta kaytti ratkaisunsa tukena vain ygdonlahdetta kolmesta, joko
kuvaa, tekstia tdiuvaa ja tekstid. Tiedonlahteella tarkoitan tagsa sttd oppilas on
kayttanythavaitun tai tunnistetun tiedelmokan alaluokista joktekstia, kuvadai
tekstin ja kuvaryhdistelmaa. Yhdekséan oppilasta kaytti kahta kehae
tiedonlahteesta: kuvaa, tekstia tai kuvaa ja takktolme oppilasta kaytti kaikkia

havaitun ja tunnistetutiedon alaluokkia.

Oman ajatteluduokkaan sijoitin12 oppilaan vastaukset. Nama lagpionnistuivat
soveltamaan aikaisemmin opittuja tietoja, pohtimaetemaattista ongelmaa tai
ajattelemaan ratkaisun mahdollisuutta. Aineist@ampudesta johtuen tdméan pohjalta
ei voi tehda yleispéatevia johtopaatoksia, muttaddapaustutkimuksessa neljannen
luokan oppilaat pystyivét irrottautumaan tehtavassdetuista tiedoista ja tuomaan
ratkaisun tueksi omia tietojaan. Erityisesti Kuutibehtavan e-kohta (Liite 2) toi

esiin oppilaiden omaa pohdintaa.

Uskomustetuokkaan sijoitin 13 oppilaan vastaukset. Enitppitaat tukeutuivat
omiin uskomuksiinsa pohtiessaan halkaisijan kaait€tuutio 1-tehtavan f-kohdassa
(Liite 2). Oudon tilanteen tai kasitteen tullessataan moni oppilas johti kasitteen
omien uskomustensa perusteella. Nayttaa siltapptidaat pyrkivat ratkaisemaan
ongelman, vaikka he eivat olisikaan aivan varmoja,amité tehtavan kaikki
kasitteet tarkoittavat. Uskomuksissa oppilaidennitiééeméat omat kasitteet olivat
loogisia kyseisessa tilanteessa. Uskomusten kéyitétutti paljon oman ajattelun
kayttéa. Suurin ero naiden kahden luokan valill&ge) etta oppilaiden soveltamat
uskomukset eivat vastanneet matemaattisesti oikagiteita. Sen sijaan ne

sisélsivat ideoita, jotka itsenaisind ajatuksinaatlpaikkansapitavia paatelmia.
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6.1.1 Havaitun tai tunnistetun tiedon kaytto

Havaitun tai tunnistetun tieddnokkaan kuuluivat tekstin, kuvan ja tekstin javan
kaytto tiedonlahteena. Nama tiedot oli kerrottustedsa tai nahtavissa Kuutio 1-

tehtavan (Liite 2) yhteydessa olevasta kuvasta.

Tekstin kayttod

Tekstinkaytdksi tiedon lahteena luokittelin oppilaan eastsen silloin, jos han
perusteli selkeasti toimintansa viittaamalla teté&annon tekstiin. Jos oppilas ei
kertonut, mista tieto oli peraisin, luokittelin lemvastauksensa taéhan luokkaan.
Ajattelin, ettd oppilaan on kaytettava jotain teetatkaisunsa tukena ja oletin sen
olevan tekstista perdisin. Mikali oppilas ymmaedidtin sisallon vaarin, luokitin
hanen vastauksensa tahan luokkaan. Kuutio 1-teKitditéi 2) koostui seitsemasta

eri kohdasta, jotka alkoivat a-kirjaimesta ja py@it g-kirjaimeen. Tehtdvanannossa
kerrottiin tietoja kuutiosta, esimerkiksi kuutioakentumisesta kuudesta neliosta.
Tehtavan yhteydessa oli kuva kuutiosta, johoniitditty tiedot kuution sivujen

pituuksista.

A-kohta. Kuutio 1-tehtdvan a-kohdassa (Liite 2) kysyttamk& on nelion sivujen
pituuksien summa. Viisi oppilasta (Pekka, Jarndkk Pinja ja Petri) kaytti tekstin
tietoja hyvakseen. Jarno, Pekka ja Veikko perustekohdan ratkaisemista

yksiselitteisesti tekstissa annetuilla tiedoilla:

Jarno: Koska taalla mainitaan, etta nelion sivun pituuswvisi
senttia.
Pekka: No ainakin tuo voi tehda, koska tassa kerrotaamkaiiso
yksittainen nelio on.
Veikko: No kun tassa kerrottiin, ettéd yhden sivun pituuviigi
senttimetrid, niin siina voi niinkun kaikkien pikgien
summan laskea kun viis.

Veikko yleisti perustelussaan tiedon yhden siviaoygiesta patemaan myos muille
nelion sivuille. Tehtavanannossa kerrottiin eriksaelién yhden sivun pituus ja etta
kaikki neliot olivat samankokoisia. Jotta kohdatkasseminen onnistuisi, tuli
oppilaan kyeta yhdistamaan nama tiedot toisiinsgaka Pekka ymmarsivat

tehtavan vaarin.
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Haastattelija: Miksi ympyroit?

Pinja: Koska tdssa sanottiin ettd tdssa on kuus niitéitéli Ja
niiden nelididen sivun pituus kerrottiin ja se dis wiin kuus
kertaa viis on kolkyt.

Haastattelija: Mista numero kuusi tulee?

Pinja: No tossa sanottiin ettd kuutiossa A on kuus nejatitten toi
nelién pituus on viisi senttid tai nelion sivunyais on viisi
senttia.

Pekka: No ainakin tuo (a-kohta) voi tehda, koska tassé@diaan
kuinka iso yksittainen nelio on.
Haastattelija: Miten laskisit sen?
Pekka: No 6x5 eli kolkyt, eli kolkyt senttid pitéis olla.
Haastattelija: Kuusi kertaa viisi, mista kutonen tulee?
Pekka: Tosta kuudesta nelidsta.
Pinja ja Pekka ajattelivat taman tehtavan yhteyilsasmalla tavalla. Molemmat
ratkaisivat tehtavan kertolaskulla kertomalla nekivun pituuden kuudella.
Tehtavassa kysyttiin kuitenkin yhden nelion sivitogita. Vaikuttaisi silta, etta
molemmat Pinja ja Pekka sekoittivat nelion kuutiok®ska kuutio muodostuu
kuudesta neliosta, he kertoivat nelion sivun pigruluudella. Kumpikaan ei
huomannut laskevansa kuuden perakkéin asetetuimmaliodostaman
suorakulmion pidemman sivun pituuden. Molemmatitsatat tehtéavan ratkaisuun
vaadittavat menetelmat (kertolasku). On mahdollisti# tehtadvananto oli
monimutkainen. Toisaalta voi olla niinkin, ettd dppt olettivat I6ytavansa ratkaisun

tehtavassa annettuja tietoja yhdistelemalla. Jasasi selvittaa tehtavan oikein:

Haastattelija: Miten ratkaiset sen?
Jarno: Eli se on yhden nelidn.. eli yhdessa on viisi Biina on nelja sivua. Ja
nelja kertaa viisi sen pitéis ratketa siitd. Sekaksikymmenta.

Toisin kuin Pinja ja Pekka, Jarno huomasi, ettéekgsé oli yksi nelid. Taman
oivalluksen turvin han ratkaisi tehtavan oikeintrPiémoitti selvasti, ettd kohdan

ratkaisemiseen oli annettu tarpeeksi tietoja.

Petri: Ainakin a:n kylla voi ratkaista siitd mé oon varrkaska tota siind on
niin tasan tietoja ainakin tarpeeksi etta viisi #@metria on siit voi
laskee. tasta.

Haastattelija Miten sen voi laskea?

Petri: No oikeestaan taman tassa, taman tassa, taman téssin tdssa ja noin
poispain.(Naytti nelion sivuja kynalla, ja osoittiyds taustalla olevia
sivuja).
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Petri ei ymmartanyt kunnolla, mita tehtavassa kygsytHan osoitti kadellaan seka
niitd kuution sivuja, jotka kuuluivat tehtavan raitkuun etta niita kuution sivuja,
jotka eivat kuuluneet tehtavan ratkaisuun. Pingkkia ja Petri epdonnistuivat nelio-
kasitteen (kasitetieto) ja laskumenetelman (prosedimen tieto) yhdistamisessa

toisiinsa.

B-kohta. B-kohdassa (Liite 2) kysyttiin: mik& on kuutios&dle asetetun
pikkukuution sivun pituus. Tassa tehtavassa tekstydti kuusi oppilasta (Jarno,
Tiina, Taina, Petri, Anna ja Emma). Oppilaat totasidhes poikkeuksetta, etta
tehtavassa ei kerrottu mitdan pikkukuutiosta. Gygtiperustelivat tekstiin viitaten

my0s silloin, jos tekstissa ei kerrottu tarvittazessaa.

Emma: Koska en méa tieda missa on mika on pikkuneliék(hilutio).
Anna: No tan kuution sivujen pituus on viis, niin mistagnvoisin tietaé etta
mik& on sen pikkukuution. Kun sité ei sanota tassa.
Petri: Ainakaan no kun taalla ei oo annettu yhtaan tietdataén pikkukuutiosta.
Jarno: Sita ei voida ratkaista, koska siind ei mainitadéit pikkukuutiosta,
nimenomaan ei mitdan. Ja vaikka oliskin niin sétdiedeta kuinka suuri
se on.
Tiina: Koska siita ei kerrottu mitdan etta siella on jakme pikkukuutio siella
sisalla.

Jarnon mielesta tehtavaa ei voinut ratkaista, \eapkikkukuutio olisi mainittu

kokoinen pikkukuutio oli tarkalleen.

Taina: TAata ei pysty.
Haastattelija: Miksi sita ei pysty?

Taina: Kun ei tiedeta sitd yhden sivun pituutta.
Taina perusteli, ettei tehtavaa pysty laskemaask&sivun pituutta ei tiedetty.
Kuvassa ei nakynyt pikkukuutiota, joka voisi okamn kuution sisélla. Aikaisemmin
Emma, Anna Petri ja Jarno olivat sitd mieltd, ditglle ole annettu mitdan tietoja
pikkukuutiosta. Taina kiinnitti huomiota siihent&than ei tiennyt kysyttya
pikkukuution sivun pituutta. Sen sijaan han oliginut pohtia, minka kokoinen

kuutio isomman kuution sisélle voisi mahtua.
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C-ja d-kohdat. C- ja d-kohdissa (Liite 2) kysyttiin, mika on kiart A korkeus ja
leveys. Seitseman oppilasta (Tiina, Anna, Semindpderhi, Kalle ja Taina) kaytti
molemmissa kohdissa tekstia tiedonlahteena.

Tiina: Kuinka korkea kuutio A on? Pystyy sen selvittanidska se on tietenkin
se viisi senttimetrié koska se nelitn sivun pitomse. Kuinka levea
kuutio A on? Voi, koska jos ne kaikki sivut on sapitaisia, niin sitten ne
on samanpituisia kanssa.

Joona: Taa voi laskea, itse asiassa se on niinku viisitgersilloin tankin voi
laskea taakin on viis.

Anna: Ton ainakin voi koska sehan on niinkun viisi semdtria korkea koska se
sivu on viisi senttimetria. Tonkin saa (leveys).

Semi: Ton voi tietda koska tossa lukee viisi senttimeffidnkin voi tieta&, koska
siina lukee etta viisi senttimetria.

Terhi: Kuinka korkea kuutio A on? Sen voi tietda, se @i senttimetria. Kuinka
levea kuutio A on? Senkin voi tietda se on viisttgaetria.

Kalle: Viisi senttimetria, tdssa on. Viisi senttimetria.

Taina: Tan pystyy, viisi senttimetrid. Viisi senttimetigied. sen pystyy.
Kaikki seitseman perusteli molemmat kohdat sant@léaa. Perustelut olivat
suoraviivaisia ja tarkkoja. Nama kohdat suunnittékelpoiksi, jotta eritasoisille

oppilaille 16ytyisi ratkaistavissa olevat tehtavat.

E-kohta. Etukateen ajattelin e-kohdan (Liite 2) olevan haimkkohta. Tehtavassa
kysyttiin, kuinka suuren pallon voi laittaa kuutisisélle. Ainoastaan kaksi
tutkittavista (Jarno ja Kalle) perusteli ratkaisanshtavanannon tiedoilla. Kalle

totesi akkia, ettei tehtavaa voi ratkaista:

Kalle: Ei voi tietaa.
Jarno puolestaan pohtii tilannetta hieman enemman:

Jarno: No sita ei pysty ratkaisemaan, koska ei siina niaigiitdkaan mitaan etta
voisko sinne laittaa sitd kuvaa tai siina ei puhotadén sellaisista
asioista. Eli ei.

Jarnon ajattelu oli hyvin kiinteassa vuorovaikuegsa tekstissa annettujen tietojen
kanssa. Koska tehtava edellytti tilanteen ajatt@uaallintamista mielessa, sita ei
ollut mahdollista ratkaista pelkkia tekstin tietgveltamalla. Kumpikaan pojista ei
harkinnut, onko kuution sisalle mahdollista laitfdloa. He eivat osanneet

mallintaa eivatkd hahmottaa olennaisia asioita.
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F-kohta. Haastattelun f-kohdassa (Liite 2) pohdittiin neli@alkaisijan kokoa.
Kukaan koehenkilbista ei kayttanyt tassa tehtaveedsiin tietoja hyvakseen.

G-kohta. Haastattelun g-kohdassa (Liite 2) tarkasteltisinka monta nelion sivua

kuutiossa on. Pekka oli ainoa, joka tassa kohdasgautui tekstin tietoihin.

Pekka: Kuinka monta nelidn sivu.. no kuutiossa se kermotaessa, kuusi
neliota.
Haastattelija: Kuusi mita?
Pekka: Nelidn sivua niinku..

Pekka tulkitsi tehtéavassa annettuja tietoja vaatam ei tiennyt, mika on nelién sivu.
Tekstissa kerrottiin, ettd kuutiossa on kuusi nali®ekka ymmarsi, etta kuutiossa on
kuusi nelion sivua. Han ei ymmartanyt kasitteideuugion ja nelion) eroa. TAman
seurauksena tehtavien ratkaisu ei onnistunut. Gemrmeatematiikan osa-alueena
sisaltda paljon kasitteitd. Jos naita kasitteitdabimota, sinansa yksinkertaistenkin

tehtavien ratkaiseminen on mahdotonta.

Kuvan kaytto

Luokittelin oppilaiden ratkaisut kuvan kayttoons joe viittasivat kuvaan puheessaan
tai osoittivat alkujaan kynallaan kuvaa ratkaist@ssongelmaa. Tekstin kaytossa
oppilas saattoi osoittaa kynallaan kuvaa, muttatekwitenkin ensisijaisesti

ratkaisemaan tehtavaa tekstin tietojen avulla Retri s.44).

A-kohta. A-kohdassa (Liite 2) Semi, Emma, Tero, Terhi jaaliéayttivat kuvaa
tiedonlahteena ja perustelunaan. Semi osoitti kiayaallaan, kun han oli

ympyroinyt a-kirjaimen:

Haastattelija: Senkd pystyy ratkaisemaan?
Semi: Sen takia koska tossa on noin (osoittaa kuvaa}isssttit.

Tero pohti tehtavassa seuraavasti:

Tero: No kun.. no kun lasketaan niin se tulee.. ...(laskie¢essaéan ja katsoo
kuvaa ja osoittaa sitéa kynalla..) 25 senttimetria.
Haastattelija: Miten sait sen?
Tero: Silleen ettd maa laskin ekaks tallein etta 1,2(Bayttaa kuvasta) ja siitad
saa sen.. (jatkaa laskemista mielesséan)... mitemytaneni... se on 20
tulee siita.
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Tero naytti kuvasta tarkoittavansa neliota. Alkiném antoi vaaran vastauksen,
jonka vuoksi halusin tarkistaa, ymmarsiké han tedwéoikein. Han kertoi
laskevansa ensin, kuinka monta nelion sivua neélioss Taman jalkeen han kertoi
vastauksen. Koska han laski ensin, kuinka montzasneliossa on, viittasi se hanen
haluavan selvittdd, montako kertaa hanen tuligokesivun pituus. Muuten olisi

ollut jarkevampéaa laskea suoraan yhteen viisi si wiviisi + viisi, kuten Emma teki.

Emma: No laskee ei kun siis viis plus viis plus.. lask@&a viitoset yhteen (osoittaa
kuvaa).

Terhi ymmarsi tehtavan alkuun vaarin.

Terhi: No naa sivut viis viis viis viis senttimetrid, téasviis viis viis
senttimetria ja tédsson.. sillein jokaisessa o tatkskyta senttimetria
ja...

Haastattelija: Onko tuossa monesta nelidsta kyse?
Terhi: Mika on nelion sivun pituuksi.. yhdesta elikka se&kaksikymmenta.

Terhin tapaus osoitti, ettéa han ei lukenut tehtduigellisesti. Kun kysyin hanelta,
kuinka monesta neliosta oli kyse, han osasi vasi&tan luettuaan kysymyksen
uudelleen. Pelkan vastauksen arviointi ei olisaaat oikeata kuvaa Terhin
osaamisesta. Mietinkin, kuinka usein nain tapaktulun arjessa matematiikan
tunneilla ja matematiikan kokeissa? Terhi osa&iaiata tehtavan, mutta hanen
vastauksensa olisi ollut vaarin yksin suoritetussieeessa. Vaikka puutuin Terhin
ongelmanratkaisuun, se ei vaikuttanut sindnsa medtkaisuun. Huomasin hénen

aikovan laskea seuraavaksi kuusi kertaa 20 tai @62@+20+20+20.

Seuraavassa kysyin Juholta, miksi a-kohtaa ei hémelestaan voi ratkaista.

Juho: No kun muuten naa kaikki pitais yhteen laskee. Slieen, tai en maa
oikein tii& kunnolla.
Haastattelija: Mitka kaikki sinun pitaisi laskee yhteen?
Juho: No kaikki nda sivut tallein.
Haastattelija: Onko se vaikeata?
Juho: No olis, no ei se kylla hirveen vaikeeta.. 25, &@uniita on.. yhteensa. No
voi sitd oikeestaan ollakin.
Haastattelija: Mitka kaikki sivut laskit yhteen?
Juho: Taman, taman, taman, tuolta takaa ja tuolta altayalta (nayttaa
kuvasta).
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Juholla laski nelididen lukumaéaran ja kertoi sendella. Han paatyi samaan
vastaukseen kuin Pinja ja Pekka aikaisemmin (s44B3-Syy tehtavan
ratkaisemattomuudelle oli se, ettd "muuten joutiekemaan jotain”. Vaikka Juho
ymmarsi tehtavan vaarin ja sekoitti kasitteet kaglée, huomio hanen

vastauksissaan kiinnittyi hanen haluttomuuteensdigpasioita.

B-kohta. B-kohdassa (Liite 2) seitsemén oppilasta (Marjaikko, Mervi, Pinja,

Kalle, Semi ja Joona) selvitti ongelman kuvaa hyilgkyttaen.

Matrja:

Haastattelija:

Marja:

Haastattelija:

Marja:

(katsoo kohtaa aika pitkdan ja kumittaa sen pots)el ookaan.
Miksi ei ole?

Kun ei siella ole mitaén kuutiota sisalla?

Miten ymmarsit tuon ensiksi?

No niinku taalla jotenkin silleen (osoittaa kadeléution sisalle).

Veikko: ei voi tota, kun eihan tuolla ole pikkukuutioita.

Sitten ... tatd ei voi ratkaista koska tasséa ei nia Ruutioita minka
kokoisia ne on) tdssa kuutiossa.

Mervi:

Pinja:
Haastattelija:
Pinja:

Onko tassa jotain pikku kuutioita?
Onko siind? Miten siina sinun mielestasi on?
No ei.

Kalle: Miks tassa on niinku pikku kuutio? Sita ei varmagaty kun ei tossa 0o

mitaan pikkukuutiota.

Semi: Tota ei voi tietad koska sita ei nde tassa.

Joona: Ma en usko etta tota voi, m&a en oikeen tajuukasn Ma en tajuu etta

mika toi pikkukuutio mita se sisalla.. ja mika eihdssa nay mitdan. Eli

sitd on mahoton.
Oppilaiden perustelut olivat konkreettisia ja laxgi Koska kuutiota ei nakynyt
kuvassa, he eivat voineet tietdad, minka kokoineslisd@ ekstin avulla perusteluun
verrattuna kuvan kayttaminen jatti vihemman aukkejaisteluun. Oppilaat
pystyivat osoittamaan, ettei kuutiota ollut olenzaskekstin kayttgjat totesivat
puolestaan, ettei tehtdvaa pysty ratkaisemaanakp&kukuutiosta ei mainittu
mitdén. Heidan perustelunsa ei sulkenut pois kaulemassaolon mahdollisuutta.
Kuvan kayttajat onnistuivat tassa kohdassa teksiyttajia paremmin. Kun kyseessa
oli geometriaa laheisesti liittyva tehtava, kuvanl oli helpompi muodostaa
pateva kasitys ongelmasta ja sen ratkaisusta &ksiih tietojen kayttamisella.
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C-ja d-kohdat. C- ja d kohdissa (Liite 2) kuvaa kayttivat PekKkaro, Mervi ja

Emma.

Pekka:

Tero:

Mervi:

Haastattelija
Mervi:

Emma:
Haastattelija:
Emma:

Ja sitten kuinka korkea kuutio on, kylld sen vakdeosen nakee taalta etta
se on viisi senttid. No kylla tuonkin, se on \gisttia.

Mutta sitten tdméa on se etta tuota taa on viisitbeetria korkea, se on
merkitty. Ja kuinka levea se on, tdssa on sekin.

Sitten toi kuinka korkea kuutio A on .. sen voi rMuilesta ratkaista koska
tasson néitten sivujen pituudet sitten sen voiokagtta...paljon..
Mika se korkeus on?

Viisi senttid. Sitten tda kuinka levea kuutio A wim senkin voi kattoo.

Onks toi niinku viis toi korkeus, ja sit se on kewéEs?
Misté l6ysit ne?
Tosta noin, korkeus on viis ja leveys on viis (t@#ykuvasta).

D-kohdassa Veikko katsoi kuution leveyden kuvasta.

Veikko:

Ja ton, koska tosta nakee silleen..vaikka se dokaalhaalla, niin sen
nakee sit tdaltakin kohtaa saman.

Veikko perusteli c-kohdan eri tavalla siitd huolitaa ettd kohta oli helposti

perusteltavissa yhdella kerralla. Veikon ajatugiunut c-kohdasta d-kohtaan

Mervin, Teron ja Pekan tavoin. Kuution kuvassa yaveli osoitettu nuolella, joka

sijaitsi kuution alareunan kohdalla (Liite 2) hamgaalisessa suunnassa. Veikon

ajattelun taustalla oli ndkemys, etta leveys tldesoa kuutio ylareunasta, silla han

halusi yleistdd alareunan mitan koskemaan mydsduytiareunaa. Kyseessa oli

kuitenkin taysin sama asia. Koska kuution kaikkusiolivat samanpituisia, Veikon

kayttama yleistys oli matemaattisesti ajatelleremk

E-kohta ja f-kohdat. E-kohdassa kukaan ei kayttanyt kuvaa tiedonlakteen

F-kohdassa (Liite 2) Semi totesi seuraavasti:

Semi: Tuota ei voi tietaa, koska siina ei ole (kuvass&) lsalkaisijaa.

Semi ei uskonut ratkaisuun, koska han ei ndhnyansjaa kuvassa.

G-kohta. Seitseman oppilasta kaytti g-kohdassa (Liite 2)dauratkaisun tukena

(Marja, Mervi, Semi, Tero, Terhi, Taina ja Veikko).
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Marja: Tan pystyy (ympyroi), koska siina on niinku.. oatgis(katsoo kuvaa ja
kynalla kay lapi kuution sivuja) Tan pystyy laské&ssta.
Haastattelija: Joo, miten lasket sen?
Marja: Kaikki naa: 1,2,3,4,5,6...(osoittaa sivuja, mydsqgsda olevia kuution
sivuja, pystyy siis hahmottamaan asioita, joitkwiassa nay).

Marja laski kaikki sivut aloittaen numerosta ykdegen kohti kahtatoista. Han laski

luettelemalla osoittaen jokaisen numeron kohddaik# yelion sivua. Mervilla ja

Semilla menivat kasitteet keskenaan sekaisin.

Mervi: Ja kuinka monta nelidn sivua kuutiossa on yhteaiia&enkin voi
laskee.

Haastattelija: Miten sen voi laskea?

Mervi:  Silla lailla etté aattelee vaikka ettéa tassois setio (laittaa katensa
nyrkkiin kuutiomaiseksi), niin sitten tastékin gy kuvaan) nékee etta
taallon niinku tasson yks sivu, taalla alla on gkau (ei nékyva, takana
oleva), tasson yksi, tdsson yks sivu, tuolla takamgks sivu ja tosson yks
sivu.

Semi: Tuon voi tietda koska sen voi laskee.. nama yks, kalme, nel, viis.

Mervi ja Semi sekoittivat tdssa tehtavassa nelidumnsja kuution tahkon toisiinsa,
samalla tavalla, kuin Pinja, Pekka ja Juho aikarsenKuutio 1-tehtdvan a-kohdassa
(s.43-44, 48-49). Terolla tapahtui g-kohdassa seasdi:

Tero: No ma en tota oikein alynnyt.Se oli aika.. Siingseretta... ai niin
kuution sivua..Siina ois tota (laskee mielessaakius niita.
Haastattelija: Miten laskit sen?
Tero: Silleen niinku etta tasta ois 1,2, 3, tolla takammayks, nel.. eiku viis.:
Tasson yks sivu, toinen, kolmas, sitten tuollaneigis sivu, ja tossois
viides sivu ja sitten tuota kuudes sivu tuolla allkea

Tero ymmarsi tehtdvan samaan tapaan vaarin kuiniNgesemi. Han totesi aaneen
etsivansa kuution sivuja, tassa tapauksessa @efigit Pinja, Pekka ja Juho s. 43—
44, 48-49). Aivan kuten Terhi (s. 48), Terokin asatkaista tehtavan, kun hanelle
esitti lisakysymyksia.

Tero: ... n&& on ndita sivuja, naita lasketaan tallein (itd§ kuvasta
kynéalld)..ois paljon helpompaa jos tén pystyis hatetta td&han niinku
tallein, etté se kuutio ois lapinékyva, (piirta&éssivut kuutioon). Ei tosta
oikein muuta oikein pysty piirtdan. Sit siita tulis(laskee mielessaan) 12.

Tero mielsi tehtavan helpommaksi, kun kuution plépinakyvéksi (Liite 6). Han

kykeni ajattelemaan kolmiulotteisesti. Useampikipitas sekoitti nelién sivun itse
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neliodn eli kuution tahkoon. Ratkaisun oikeellisalishyvin pienesta kiinni. Myo6s

Terhi ajatteli lapinakyvaa kuutiota.

Terhi: Kuinka monta nelién sivua kuutiossa on yhteens&®oita kakstoista
eiku 1,2,3,4,5,6,7,8,..12. Joo. M&a piirran siiheéin se on helpompi
laskea (piirtdd kuution lapinakyvaksi). No.. no konhnékyy tuolla. Ja sen
pystyy laskeen.

Terhi laski ensin luettelemalla, mutta tarkistatiteen piirtAmalla kuutioon sivut,
joita ei nakynyt. Tero laski vastauksen paassaan.

Taina: Ja tan pystyy
Haastattelija: Miten lasket sen?
Taina: Lasketaan ne sivut yhteen.
Haastattelija: Mitka kaikki sivut lasket yhteen?
Taina: No kaikki nda nelion sivut (nayttdd samalla kynafidgelion sivuja).
Taina osoitti yhta neliota kuvasta kun kysyin h#ahitka kaikki sivut han laskisi
yhteen. Koska Taina puhui yhdesta neliosté ja idmivasta ainoastaan yhta neli6ta,

oletin hdnen myads tarkoittavan yhta nelitta.

Veikko: kuinka monta.. voi senkin, kun tastahan voi laskéa kuinka monta sivua.
Ja kun miettii mita siella takana on. Ja jos setéissa vaikka semmonen (
kuutio kddessa), niin siita olisi viel& helpompi.
Haastattelija: Olisiko se helpompi kuin tuosta kuvasta?
Veikko: On, koska siita joutuu niin kuin miettimaan mitéllsi on.

Mervin tavoin (s. 51) Veikko toivoi apuvalinettélpettamaan ongelman ratkaisua.
Erona Terhiin ja Teroon, Veikko toivoi saavans&aeun helpottamaksi
konkreettisen kuution mallin. Sen avulla olisi hdmeukaansa ollut helpompi laskea,
kuinka monta nelién sivua kuutiossa on. Jos Veidk& huomannut "piirtdaa kuution
lapin&kyvaksi”, kuten Terhi ja Tero tekivat (s. 5P-), hénen ei olisi tarvinnut

miettid, mita "siella takana on”.

Kuva ja teksti
Kuvan ja tekstin luokkaan jarjestin vastauksetgaioppilas vahvisti omaa

paattelyddn molempien tiedonlahteiden kaytolla.

A-kohta. Kaksi oppilasta (Mervi ja Joona) yhdisti kuvangistin kayton a-
kohdassa (Liite 2).
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Mervi: mmm .. no..... tan ainakin vois ainakin ratkaistdétéiedolla kun t6sso
on yhden nelién sivun pituus on viisi senttimesggnakyy tassakin
(kuvassakin seka tehtavanannossa) Niin tan etta omnknelion sivun
pituuksien summa.
Mervi todisti kuvan avulla hanen paattelynsa olegékein. Nain hanen vastauksensa

tuntui vahvemmalta verrattuna siihen, ettei hasi ®litannut kuvaan.

Joona: No taa on aika helppo silleen etta kaikki kulmat kaikki on viisi
senttimetria ja sitten vaan laskee. Tai no.. Niiussiita niin. Jokainen
on viis senttid ja laskee ne vaan yhteen.
Haastattelija: Montakohan niita olisi?
Joona: Yhdeksan.
Haastattelija Mitka sivut laskit mukaan?
Joona: No namaé ndin ( nayttaa kaikkia nakyvilla oleviaugas joita on yhdeksan
kappaletta) Yhdeksan kertaa viis, kolkyt viis.
Joona kaytti tekstin tietoa sivujen pituudestandopuhui aluksi kulmista, vaikka
han tarkoitti sivuja. Kuutiossa kulma on kohdagsssa nelididen sivut ovat toisiaan
vasten suorassa kulmassa. Siin& mielessé hangerssasekaannus oli
ymmarrettava. Kuvan avulla Joona hahmotti, kuinkenem sivun pituus tulisi laskea
yhteen. Han ei huomannut, etta tehtavassa oliitaskeelvittaa yhden nelion sivujen
pituuksien summa. Joona kaytti kuvasta vaan nakietda. Han ei osannut ajatella
nelion sivuja, jotka eivat ndkyneet kuvassa. H&kilgain nakyvat sivut. Han ei
kyennyt ajattelemaan kuutiota lapinakyvana, kumerkiksi Tero ja Terhi osasivat

aikaisemmin tehda (s. 51-52).

B-kohta. B-kohdassa (Liite 2) ainoastaan Tero kaytti sekékietta tekstia.

Tero: No tossa koska se pikkukuutio, ei voida tietaa é&nimkotoinen se on. Tai
kuutio se on mutta minka pituinen se.
Haastattelija: Miksi sita ei voi tietdd?

Tero: Kun ei sitd naa tasta eika sitd oo merkattu.
Tero esitti kaksi perustelua sille, miksi pikkukuaut pituutta ei voinut tietdd. Toinen
perustelu oli se, ettei pikkukuutiota n&e kuvastaginen, ettei sitd ole merkattu
tietoihin. Naiden kahden tiedon perusteella haryp@iavaan ratkaisuun.
Aikaisemmin Jarno ja Petri (s. 45) perustelivatdar ratkaisemattomuuden pelkalla
tekstilla. Heidan perusteluihinsa verrattuna Tespa sulki paremmin pois

pikkukuution olemassaolon mahdollisuuden.
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C- ja d-kohdat. Pinja kayttaa kuution korkeuden ja leveyden méaiethiseen c-ja
d-kohdissa (Liite 2) kahta tiedonlahdetta.

Haastattelija: Mista tiedat tuon?
Pinja: No kun tdssé sanottiin etta tad on korkein viisitsa, tdad kokonaan
kuution koska sen néat tasta. Taa leveyskin n&efissa.

Pinja perusteli tehtavan aluksi tekstin pohjaltaman jalkeen han taydensi

perusteluaan kuvalla, johon oli merkitty sivun kewk.

E- ja f-kohdat. E- ja f-kohdissa (Liite 2) kukaan ei kayttanyt kaja tekstin

yhdistelmaa.

G-kohta. G-kohdassa (Liite 2) Kalle, Tiina, Pinja ja Sardygtivat kuvan ja tekstin
tiedot samassa tehtavassa. Aikaisemmissa esimsikeseamman tiedonldhteen

kayton seurauksena vastaukset olivat ehyempideKaibhdalla kavi toisin.

Kalle: Tassa sanotaan tuollakin. 1,2,3,tuolla takana oljgné,6.

Kalle aloitti tehtdvan laskemalla, kuinka montaidi kuutiossa on. Tama tieto oli
annettu tehtavanannossa (Liite 2). Kalle vastdsétéian kayttamalla tekstia ja
kuvaa apunaan. Videolla Kalle osoitti kuvasta koitiahkoja eli neligita laskiessaan
vastausta. Han epéonnistui tehtavan ratkaisusseakymmarsi sen vaarin. Nelion
sivu kasitteena sekoittui nelion kasitteeseenRkga, Pekka, Juho, Mervi, Semi,
Tero, (s. 44, 48-49, 50-51). Jos tilannetta tagkasthanen tulkintansa kautta,
jolloin nelién sivulla tarkoitetaan neli6td, hanekaisunsa on oikein. Tietojen
yhdistaminen ei johtanut parempaan vastauksendagkoska ratkaisija ei hallinnut
tehtavéassa tarvittavia kasitteita. Tiina tulkisinsan tehtavan eri tavalla.

Tiina: Kuinka monta nelidn sivua kuutiossa on yhteens&y\siina on kuusi
neliota, niin sitten voi tasté laskea. Kaks kertamkokonaan nelja sivua.
Ja tuolla takana, mité ei nyt n&&, on nelja sivadagsson nelja sivua
(edessa). Sitten lasketaan naa sivut, mitka eikkoalhin, (laskee 1,2,3,4).
4+4+4 = 12. Pystyy.

Aluksi Tiina kaytti tekstin tietoa kuudesta neli@sjonka jalkeen han, kayttaen kuvaa

apunaan, paatyi vastaukseen. Tiina jatti laskenkattainkertaiset sivut. Seuraavassa
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esimerkissa Pinja laski yksitellen kaikki sivut.idpikaan (Tiina tai Pinja) ei
pohtinut, miten tehtéavassa tulisi toimia toisiaasten olevien nelididen sivujen
kohdalla.

Pinja: Ja tonkin voi ratkaista koska siina on tota kue#igta niinkun 1,2,3,4,...
14 no kuinka monta siind onkaan.

Pinja laski jokaisen sivun erikseen osoittaen iytéalla. Ensin han pohti, etta
kuutiossa on kuusi neliota. Han ei ajatellut astenpain, vaan jatkoi laskien
sivujen mé&aran yksitellen. Pinja ensimmaisen aggolkpohjalta olisi ollut
mahdollista edeta tehtavan ratkaisussa. Jos héirhabbmannut yhdessa neliossa
olevan nelja sivua, han olisi voinut tata tietoédhyntamalla paatya 4 x 6
kertolaskulla nopeasti oikeaan vastaukseen. Tatlisn jatetty huomiotta se, etta
kuution sarma muodostuu kahdesta vastakkain okevesin sivusta.

Haastattelija: Miten lasket sen?
Sari: No silleen etté tdsson nelja, tasson yks plus kalasson yks kaksi,
taallon niinkun takana yks ja kaks ja taallon sittésson sitten.

Sari luetteli erikseen, kuinka monta sivua on kesga. Samalla han osoitti kuutiosta
laskemiaan sivuja. Han ei jatkanut luettelemistaisita kolme eteenpain, vaan aloitti
uudelleen luvusta yksi uuden tahkon kohdalla. Téjalkeen hanen piti palata jo
kertomiinsa asioihin uudelleen ja laskea ne yhssvittaakseen vastauksen.

Seitsemén oppilasta kaytti toisiaan tukevia tietmjgelmanratkaisussa yhdeksan
kertaa. Kahden tietolahteen yhdistaminen toisiomsaistui seitseman kertaa. Kuvan
ja tekstin yhdistelmaa kaytettiin vahan, vaikkdedekin vastauksesta
monipuolisemman. Nayttaisi silta, etta oppilaattié&@yat mieluummin yhta tietoa
ongelman ratkaisussa kuin etté taydentaisivat iukgperustellummaksi
useammalla samaan tehtavaan kiinteasti liittyuéidolla. Taman seurauksena
huomioimatta jaivat tiedot, jotka olisivat voindwelpottaa ratkaisun oikeaksi
toteamista (tarkistus). Esimerkiksi Pekka (s. 44tai tekstin tietoon kuudesta
neliosta. Paadyttyaan yhteen vastaukseen han enpblnaa ratkaisun
oikeellisuutta. Jos han olisi verrannut tehtavasykyysta ja omaa ratkaisuaan
toisiinsa, han olisi voinut ymmartaa, ettei se aasut kysymykseen.
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6.1.2 Oma ajattelu

Oman ajatteluduokkaan luokittelin aineiston kohdat, joissa dapikaytti

ratkaisussaan hyvaksi tietoja, joita ei annetttédgnannossa.

A-kohta. A-kohdassa (Liite 2) kukaan ei soveltanut omagtelua.

B-kohta. Pekka ja Terhi kayttivat oman ajattelun-luokkakobdassa (Liite 2).

Pekka: Tuota (b kohta) ei mun mielesta voi, koska seNaivahdsen pienempi
kuin...taytyykin olla sen. Kun jos laitetaan pikkutio sivulle...siis sisélle.

Pekka pohti pikkukuution kokoa suhteessa isompaatidon. Koska tama kohta oli
ennen pallo-tehtavaa (Kuutio 1, e-kohta, Liited)yllattavaa, ettei han pystynyt
siirtAmaan samantyylista ajattelua myos pallon kooimdintaan (s. 64—65). Terhi

ajatteli samoin Pekan kanssa.

Terhi: Mika on kuution sisdan asetetun pikkukuution sivygiguus? Ei sité voi
tietaa.
Haastattelija: Miksi ei voi?
Terhi: Koska se voi olla paljon pienempi tai sit se véd@luunnilleen ihan
semmosen millin pieni silleen ei sita voi tietd&kéi kokoinen se on.

C- ja d-kohdat. Oppilaat eivat kayttaneet c-ja d-kohdissa (Lilye@ghan ajattelun-
luokkaa.

E-kohta. 11 oppilasta (Mervi, Pinja, Tero, Anna, Sari, JUBmma, Terhi, Joona,
Petri ja Semi) kaytti oman ajattelun-luokkaa Kuutitehtéavan e-kohdassa (Liite 2).
Mervin ja Pinja kasitteita pallosta ja kuutiostane®e verrata toisiinsa, silla
molemmat maarittelivat kappaleille tietyt ehdotdgn kautta he paatyivat omiin

ratkaisuihinsa.

Mervi: Sitten toi kuinka ison pallon voi laittaa kuutiois&An.. niin sita... ei mun
mielesta voi ratkaista koska se pallo on niin ko@tlon muotoinen eikéa
kuution muotoinen niin sité ei voi tietaa.

Haastattelija: Mita ei voi tietda?
Mervi: Sité kuinka iso se saa olla etta se mahtuu torsési..

Pinja: ..ja sitten kuinka ison pallon voi laittaa kuutieisaan niin ei sita
kuitenkaan siina sillein tai kylla sen periaattees®is laittaa koska se on
kakskyt senttia halkaisijaltaan, mutta se on niipkrea et sen taytyis
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olla silleen..(kasilladn muotoilee kuutiota), ndl&sen periaatteessa
oikeestaan vois laittaa.
Haastattelija: Tarkoitatko, ettd halkaisija on tama, tama, tamagea (edella kuvattu
halkaisija)?
Pinja: Joo jos sen laittaa sen pallon sinne vaikka ylh&@gakin sisdan niin sen
taytyis olla niinku kakskytsenttia leveydeltdansileen ympaéri.
Molemmat Mervi ja Pinja osasivat tarttua pallossa gydredan muotoon, joka
vaikutti siihen, kuinka iso pallo kuution sisalleahtui. Mervin mielesta pyoérean
muodon vuoksi ei voinut tietdd, kuinka iso pallakan sisalle sopi. Pinja kaytti
kuution tietoja hyvakseen ja johti pallon ympéanykseli pallon kehélle sen kokoa
rajoittavan tekijan. Han hahmotti pallosta sen nlésen ominaisuuden eli kehan ja

kaytti tietoa siitéd hyddykseen. Tero valitsi tet#tém konkreettisen nakdkulman.

Tero: Ja sitten télla on tota kun ei sita voi tietda etibda siis minka kun
pallothan vaihtelee. Jos saa laittaisit tonne jonkannispallon niin eihan
tonne vois ehka pakolla ees mahtuu..

Haastattelija: Enté joku pienempi pallo?
Tero: No kyl se mahtuu, mutta eihan me voida tietaassigasitten.

Teron kasitykseen pallosta liittyi konkreettineti@aesimerkiksi juuri hdnen
mainitsemansa tennispallo. Han ei ajatellut midtdarsta, mink& tahansa kokoista
palloa, koska hanen mielessaan oli oikea (pelppalBnen pitkékestoisesta
muistiinsa lienee tallentunut kasitys palloistdasséen muotoon, ettéa han ei pystynyt

ajattelemaan palloa minka tahansa kokoisena. MyiigA ajattelusta [6ytyi

konkretiaa.

Anna: Voihan sen laittaa sillein, etta jos toi nelid @iss ihan niinku mutta kun se
on tossa paperilla niin sita ei voi kokeilla sitieiminkd kokoinen sinne
menis.

Haastattelija: Jos sinun pitéisi arvata, mink& kokoinen sinne misif?

Anna: Noo suunnilleen samankokoinen kuin tuo..(kuutio).

Anna halusi ratkaista kokeilemalla, minka kokoimpatio kuution sisalle mahtuu.

H&an osasi arvioida, mink& kokoinen pallon tulisusailleen olla. Myds Sari esitti
ratkaisumalliksi kokeilua.

Sari: Ma mietin sitd, ettd kuinka iso niinkun etté seniinku vihjeena jos pistés
jonkun ison niin jos pistais niinku pistas isonlpa ja pistas niinku sen
paalle semmosen vahan pienemman.

Haastattelija: Minka paalle, sen isomman?

Sari:  Niin.
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Sari ajatteli, ettd erikokoisia palloja vertailetaaloisi paattaa ja ratkaista, minka
kokoinen pallo kuution sisalle mahtuu. Juhon esgetman ratkaisuun ol

esineellinen.

Juho: Toi se ei voi ainakaan olla.
Haastattelija: Miksi ei?
Juho: No koska miten sen tunget sinne sen pallon..

Sen sijaan, ettd Juho olisi pohtinut pallon makstallkokoa, han mietti sité, miten
pallon saa laitettua kuution sisélle. Kuution vjaitalla olevan suljettu laatikko, joten
silloin ongelmana on juuri se, miten Juho sen nintegen pallon saa laitettua

kuution sisélle. Emma kertoi, ettei han tieda papauuksia.

Emma: Ma en tieda mitaan pallon sisuspituuksia niin enaiiéin tieda miten ton

vois ratkaista ton e:n.
Haastattelija: Mutta jos sinun pitdisi laittaa tuonne pallo, niinink& kokoinen se voisi

olla?

Emma: Aika pieni, pienempi kuin viisi senttimetria.. tai
ehka..tan kokoisen pallon sinne ainakin saa (ndykidvaa, kuutiota)..
emmaa tiid. No jos sen laittaa sinne niinku...emminéé ei varmaan..
Noitten pallon pituuksia emmaa tiia niinku... ne @girsivut, niita ei
pysty oikein viivottimella mittaamaan.

Emma puhui pallon sisuspituuksista, joilla han ¢éttkympyran halkaisijaa ja kehaa.
Han ymmarsi pallon sisuspituuden vaikuttavan siilmeimk& kokoinen pallon tulee
olla. Lis&ksi h&n pohti ympyran kehaa eli "pyorestéuja”. Emma hahmotti pallosta
ominaiset piirteet (halkaisija ja kehd). Han ei&iesannut selvittaa niitad. Pallon
halkaisijan osalta han osasi soveltaa tehtavamjdibtyvakseen. Terhi ja Joona

ajattelivat Kuutio 1-tehtavan (Liite 2) e-kohdassauraavasti:

Joona: No.. toi on ehké nelja, mutta en méé oo varma...keskgpitaa olla
pienempi. TAma vai.. sehén se itse asiassa va@sathankokoinen
nimittain se on pyorea niin se mahtuu silloin disél se on mahollista
laskea.

Terhi: Kuinka ison pallon voit laittaa kuution sisdén? .e. & voi olla viisi
senttimetria halkaisijaltaan.. . voi sen varmaagt4i, koska jos toi on viisi
senttimetria (nayttaa kynalla kuvaa) niin eiks gédis olla nelja
senttimetria silleen, paitsi ettd me ei tiedet¢esih.. tai no voi sen, jos toi
on viisi senttimetria se ei voi olla viisi senttitmi& halkaisijaltaan sen
pitdé olla vahan pienempi. : Ehka sentin pienengijénsenttia, joten se on
nelja senttia halkaisijaltaan.

Haastattelija: Voiko olla isompi kuin nelja senttia?
Terhi: Ei, koska toi on sitten samankokoinen sen kanssa.
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Haastattelija: Eiko, miksei?

Terhi: Koska toi on viis senttia se ois samankokoinen s&ahdu sinne.
Haastattelija: Niin mutta jos se on vaikka 4,9.

Terhi: No voi se olla 4,9.

Terhi oli oikeilla jaljilla, mutta han ei osannuiytad desimaalilukuja, vaan pitaytyi
kokonaisluvuissa. Molemmat Terhi ja Joona mé&anteipallon koon
kokonaisluvuin. Molemmat huomasivat, ettéa palldedwlla vahan pienempi kuin
kuution. Joona paatyi lopulta siihen, etta pallarsamankokoinen kuution kanssa.
Terhi oivalsi, ettd pallo ei voi olla aivan kuutitnkoinen, silla silloin se ei mahtuisi
kuution sisélle. Han kertoi tarkoittavansa pall@tkiaisijan pituutta maaritellessaan

pallon kokoa. Petri osasi ilmaista tarkasti ehdalhop koolle.

Petri: No ettd se, en ma muista ettd kumpi oli piiri jarkai oli halkaisija mutta
kuitenkin niin ettd se on niinku pallon toisestdgi@ toiseen paahan niin
olis niin vastakkaiseen paahan niin olis viisi s$enétrid. Tai no ainakin
tai no ei nyt ihan olis koska toihan on viisi sendtria toi sisalla on
niinkun kuitenkin ton pitda olla jonkun paksunenkiautio se.

Siita huolimatta, tiesikd oppilas jonkin kasitte@meda, hanen oli mahdollista
ratkaista tehtavassa. Petri osoitti hahmottavaallarpsisaisen halkaisijan kasitteen
eli ympyran halkaisijan. Lisaksi han maaritteltéeipallon toisesta paéasta toiseen

paahan” tuli olla hieman pienempi kuin viisi semgbitria.

Kaikki eivat osanneet hahmottaa pallon ominaisiaikai pysahtyéa ajattelemaan

ongelmaa pidemmalle. Semi oli sita mielta, ettddedi& ei voi ratkaista.

Semi. Tota ei voi tietdd. Sen takia koska sita on niifkk@a hahmottaa kun siina
on.., pitéa ottaa niista kulmista pois niin paljddo tama pallo siis jos
téhan tulis pallo néin sitéd on niin paljon tostaipmiista kulmista niin sitéa
ei voi tietad, eika sitd néae sita palloakaan.

Semi ajatteli ettéa kulmista tyhjaksi jaavan tilaroksi pallon kokoa ei voinut tietaa.

Semin huomio kiinnittyi epaolennaiseen tietoon.

F-kohta. F-kohdassa (Liite 2) luokitin ainoastaan Petristaaksen oman ajattelun-

luokkaan.

Petri ..sitten ton ainakin voin, mikd on kuvassa olevelitn halkaisija pituus
kun mé& en vaan nyt.. eikun ei sita voi koska skelisi]a pitéis olla sama
joka suuntaan etta se oli sees halkaisija.
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Petri piirsi kuvaan ajatuksiaan halkaisijasta @ ). Halkaisija |ahti h&nen
piirroksensa perusteella kuution sisélta keskipstie Kuvassa halkaisija kulki
kuution keskipisteesta takakulmaan tai suoraanc@amkTaman seurauksena
halkaisija olisi ollut eripituinen. Petrin mukaaalkaisija tuli olla sama joka
suuntaan. Taman takia han ei voinut maaritellgateté mahdolliseksi.

G-kohta. Annan lisdksi Petrin vastaus kuului g-kohdassa€l2) oman ajattelun-

luokkaan.

Petri: Eli siis tallaista nain No kyll& sen voi laskegaitsi ettd mééa en oikeen
tieda ettd kummalla tavalla se niinku laskettars $&@ kerran jos puhuttaisi
niinku pelkasta kuution sivusta vai nelion sivystgtaa ois nelidista
rakennettu, niin tassa ois vahan niinku kaks sivastakkain. Niin jos
puhuttais kuution sivuista, niin sitten siin& o&an yks.

Petri: Niin koska tda on niinku laitettu siihen, mutta f@s kuution niin sitten
siiné ois tietenkin yks.

Petri huomasi, etté tehtavan voi ymmartaa kaheeileavalla: joko siten, ettd kaikki
nelion sivut lasketaan yhteen tai siten, etta w&stiaista sivuista vain toinen
lasketaan mukaan. Muut oppilaat eivat osanneetlgaohtaa kahdesta eri

nakokulmasta (vrt. s. 54-55 Tiina ja Pinja). Samdshtavassa Anna pohti

aikaisempia kokemuksiaan.

Haastattelija: Miten paattelit sen?
Anna: No se nyt.. maa nyt paattelisin siita tai maa agkisin tasta ndain sitten
ettd maa tiedan kuitenkin mitd ne muut siella oikeane ei nay tasta.
Tuolla on kuitenkin sillein etté sita ei nay tossaniinku tuolla on niinku
yks sité ei nay kun téé ei oo lapinékyva taa nsiiten tassakin on yks.
Maa nyt laskisin ne sitten.
Haastattelija: Niin etta kuvittelisit ne sinne.
Anna: Niin maa oon nahnyt monta kertaa semmosia jotkkpimakyvid missa
nakyy kaikki semmoisia neli6ita tai siis kuutioita.

Anna sovelsi omaa tietoaan, jonka han oli oppiikdisemmin vastaavasta

kuutiosta. Teron ja Terhin tavoin han puhui lapynaista kuutiosta (s. 51).

Muuta. Mervin vastaus Kuutio 1-tehtavan c- ja d-kohdidsag 2) kuului luokkaan

kuva. Tehtavan ratkaisun yhteydessa Mervi ajdttaltion ominaisuuksia yleisesti:

Mervi: Sitten taa kuinka levea kuutio A on, niin senkinkattoo koska naa sivut
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on samanmittaisia kun taallakin koska muuten sBsskuutio. Vaikkei
tassa sanottaiskaan etta kaikki noi sivut on samtaisia No senhan
kylla pitais etta noi kaikki sivut on... No siinalRypitais ettd noi kaikki
sivut on samanpituisia niin sen voi ratkaista stBekin on viis
senttimetria.

Mervi maéritteli ehdot kuution sivuille. Niiden tWldnen mukaansa olla
samanmittaisia, muuten kuutio ei olisi kuutio. Hiintallentanut muistiinsa kasitteen
merkityksen, joka antoi vahvan pohjan hanen padigeh tassa tehtavassa. Hanen
kuutio-kasitteeseen liittyi kasitys sivujen samattamsuudesta, josta voi paatella

kuutioiden tahkojen olevan nelidita.

6.1.3 Tietojen yhdistely

Tietojen yhdisteNuokkaan jarjestin aineiston osat, joissa opfdidasehtavassa

annettujen tietojen perusteella esimerkiksi uudgaon, sd&dnnon tai paatelman.

A-kohta. Anna, Taina, Marja ja Kalle yhdistelivat tietoje&kahdassa (Liite 2).

Anna kaytti tekstin tietoa hyvakseen seka liitithen tiedon siita, ettd kuutioiden
sivut ovat samanpituisia. Tehtavanannossa kematélididen olevan
samankokoisia. Annan on taytynyt taman tiedon pzhgatella, etta kuution kaikki

sivut ovat yhta pitkia.

Anna: Ton pystyy koska kuutiossahan noin kaikki sivutsamanpituisia, ja
jos yks on viisi senttimetria, ja kun ne kaikkikag yhteen niin siita
saa sitten niinkun tietaa etta paljon..

Taina aloitti kohdan ratkaisun seuraavasti:

Taina: Tan pystyy ainakin (ympyroi kynélla ensimmaisehteghdon).
Haastattelija: Miten laskisit sen?
Taina: No kun jos naa on viisi senttimetrid niin sitteskae naéa vaan yhteen.

Tainan oli ajateltava ennen ratkaisua seuraavastka tehtavassa on kerrottu
kuution tahkon pituus (5 cm), on myo6s kaikkien namdahkojen pituus oltava viisi
senttimetria. Taina kaytti siten yleista paattefygéda A:n ja B:n implikaatiosta, A
=> B, A:sta seuraa B (Haapasalo 1997a, 193). Seakashan jatkoi laskemalla
yhteen 5+5+5+5= 20. Taman olisi voinut laskea nikg@rsolaskulla. Koska
tehtavassa puhuttiin summasta, se saattoi aihgtittaanlaskutoimituksen kayton.

Marja ajatteli samalla tavalla kuin Taina.
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Haastattelija: Miten pystyt ratkaisemaan ton?
Marja: No silleen niinku laskee yhteen..
Haastattelija: Mitka?
Marja: Naa kaikki viisi senttid, jos kaikkien reunojernupis on viisi senttia.
Marja tiedosti, mita nelion sivuilla tarkoitetaaé@n ei huomannut tehtavassa

kysyttavan ainoastaan yhden nelién sivujen summaa.

Haastattelija: Mitka kaikki sivut lasket siihen?
Marja: Kaikki naa tallaset, kaikki (osoittaa paperilla,ikkia nelion sivuja).
Nain ajatellen Marjan tulisi laskea 5+5+5+5+5+5+55%5+5+5= 60. Kalle paattel,

ettd kaikkien reunojen pituuden on oltava viisitén

Kalle: No se on niinku viis senttimetria .. ai niin.. remkan pystyy koska sehén
on viis senttimetrid, ja silloin ne kaikki on.

B-kohta. B-kohdassa (Liite 2) kukaan oppilaista ei kayttamgdon yhdistelyn-

luokkaa.

C-ja d-kohdat. C-ja d-kohdissa (Liite 2) Petri, Marja ja Jarno gtelivat tietoja.

Petri: Viisi senttimetrid niinkun joka suuntaan, leveetkae ja pitka.

Marja: Ja sitten tdssa on naa viisi senttimetria kun jakkkien.. (viisi senttimetria
pitkid), niin tdssdkin suunnassa viisi senttia ¢¢vja korkeus).

Petri, ja Marja perustelivat samalla seka c- jaotdat. Marjan perustelu muistuttaa
Tainan perustelua a-kohdassa (s. 61). Petri hahkoattion kolmiulotteisena
kappaleena. Han sovelsi omaa tietoaan eri ulotksiata. Jarno perusteli molemmat

perakkaiset kohdat toisiinsa liittyen.

Jarno: No sen voi ratkaista, koska jokainen on viisi serdtria ja myos taa
pystysuoraan meneva sivu on viis senttid, niinnseiie senttid. Siina niin
kuin asken mainittiin etta kaikki sivut ovat viengtia, niin myds taa
vaakasuora on viis senttia.

Koska Jarno viittaasi aikaisempaan perusteluuapahtui hdnen ajatuksissaan
"lahitransfer” tilanteesta toiseen. Veikolla nairtagpahtunut. Hanen vastauksensa

kuului tietojen yhdistelyn-luokkaan ainoastaan tdtassa.

Veikko: Kun kaikki sivut on viisi senttimetria pitkia, se viisi senttimetrid korkea.
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Veikon perustelut c- ja d-kohdissa (Liite 2) er@gitoisistaan. Han yhdisti toisiinsa
tekstin tiedon sivun pituudesta seka oman kasityks®rkeudesta. D-kohdassa

luokittelin Veikon toiminnarhavaitun ja tunnistetun tiedaaaluokkaarkuva(s. 50).

E-, f- ja g-kohdat. E-, f- ja g-kohdissa (Liite 2) kukaan ei yhdisyeliietoja.

6.1.4 Uskomukset

Uskomusten luokkaan erittelin ratkaisut, jotka epieet hyvin perusteltuja tai tosia.
Jos tutkittava maaritteli omalla tavallaan jonkaskteen, luokittelin vastauksen
uskomusten luokkaan. Oppilaat kayttivat eniten oskksia e-kohdassa (Liite 2),
jossa pohdittiin, kuinka ison pallon kuution sisélbi laittaa, seka f-kohdassa

(Liite 2), jossa tehtavana oli selvittaa nelionkaadijan pituus.

A-, b-, c- ja d-kohdat. Ensimmaisessa neljassa kohdassa (Liite 2) eiudotiu

uskomuksiin kertaakaan.

E-kohta. Veikko, Petri, Pekka, Tiina, Marja ja Taina kay#iwskomuksia e-

kohdassa (Liite 2). Ratkaisut jakautuiti@demiesja ei perusteitaalaluokkiin.

TiedemiesVeikko arvaili pallon kokoa seuraavasti:

Haastattelija: Osaatko arvioida minka kokoisen (pallon) sinne Maittaa?
Veikko: Varmaan kaksi senttia.
Haastattelija: Voiko laittaa muun kokoista?
Veikko: Varmaan voisi, sitten kun mennaan niihin viela piapiin lukuihin.
Joihinkin ihan atomeihin asti.
Haastattelija: Meinaat, ettéa pienempia voi laittaa?
Veikko: Niin, ja kylla varmaan joitain isompiakin. Niin usik kylla.

Veikon sanat paljastivat hanen pitavan atomejali@@enina asioina, mik& sinansa
on totta. Veikon ajattelussa erikoista oli se, b&ié mietti mahdollisimman pienia

palloja, eiké isoja, joita tassa tehtavassa dkiditims pohtia. Kysyin Veikolta, kuinka

ison pallon kuution sisélle voisi laittaa.

Veikko: En tieda yhtaan. Voi silleinkin kun tollon noitattoja (osoittaa viiden
senttimetrin mittoja paperissa).



64

Pohtiessaan isomman pallon kokoa, Veikko ei onnigtmaarittelemaéan
mahdollisia ehtoja pallon koolle. Han mietti, v&isikayttad tehtavassa annettuja
mittoja. Han ei osannut méaaritella, kuinka anngadot liittyisivat kyseiseen
tehtavaan. Veikko hahmotti, miten pallo ja kuutsetiuisivat suhteessa toisiinsa.
Han ei kyennyt yhdistamaan naiden yhteista infotrotaatoisiinsa. Han ei Ioytanyt
tietoa, joka olisi asettanut ehdot tilanteen raide. Aikaisemmin mm. Emma

(s. 58) totesi, ettéa kuution sisélle voisi laittaaition kokoisen pallon, joka oli lahes
oikea vastaus. Tata vastausta Veikko ei huomahiéut.ei oivaltanut pallon
ominaisuuksia, kuten sen ymparysta tai halkaisj@ts esimerkiksi Pinja ja Petri
pohtivat aikaisemmin (s. 56-57, 59—-60). Veikko pésiihen, etta tehtavan voi

ratkaista.

Veikko: Ja toi ku, tai varmaan voi. Naista voi sillein pé&ld, kun joku tiedemies
voi silleen paatellda kun naa on viisi senttimeigpaljon niinkun jaa
niinku aina tédnne reunaille.

Veikko puhui tiedemiehesta. Omasta mielestaan hdielé hallinnut taitoja
tehtavan ratkaisemiseksi. Han ymmarsi, ettd jositnsisélle laitetaan pallo,
kuution kulmiin jaa jaljelle tilaa, jota pallo éiytéa. Talla tiedolla ei ollut tehtavan
ratkaisun kannalta merkitysta. Veikon lisaksi Peliraluksi sita mielta, ettei han

viela osannut ratkaista tehtavaa.

Petri: Ton e:n voi laskea, mutta maa en oikein tieda noikaestaan. Joskus
sitten joskus ylaasteella varmaankin tiedetaan mitdlanen voi laskee
etta niinku tollein. Siita maa oon varma, etta samakin voi laskee.

Petrin "tiedemiestd” vastasi ylaasteen oppilas. dréijalkeen Petri alkoi pohtia
tilannetta tarkemmin ja h&n osasi ratkaista telmaR@tri maaritteli halkaisijalle
tarkan pituuden. Luokittelin Petrin vastauksen oragttelu kaytt6on, ja se on
kuvattu aikaisemmin tassa tutkimuksessa (s. 59)Iluikassa 1 (s.41) olen sailyttanyt

Petrin luokittelun mydsiedemiesalaluokassa.

Ei perusteitaTiinan, Pekan, Tainan ja Marjan ratkaisuissa eitglerusteita.
Tiinan ja Pekan ratkaisut olivat nopeita Kuuticehtfivan e-kohdassa (Liite 2). He

eivat perustelleet omia ajatuksiaan.

Tiina: Kuinka ison pallon voit laittaa kuution sisaan? Biovoi.
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Pekka: Ja ehka taman kuinka ison no ei sita voi.

Tehtavassa kysyttiin, kuinka ison pallon voi lattauution sisdan. Kysyttaessa

perusteita omalle ratkaisulleen Taina ja Marja edganneet niita kertoa.

Taina: Tota ei pysty.
Haastattelija: Miksi ei?
Taina: Ei sita oikein (hetken hiljaisuus).

Marja: Taa olis sit se kuutio. Eli nyt tdssa sanotaanemison pallon voi laittaa
kuution sisdlle... tasta ei voi olla ihan varma.

Marja ei ollut varma pystyisiké hén ratkaisemaagemaa. Hanella ei tuntunut
olevan olemassa valmista mallia ongelman ratkaseen. Han ei osannut eritell&,
mit& tietoa tulisi kayttdd ongelmatilanteessa. Hi&odennut, ettei ongelmaa voisi

ratkaista. Ratkaisu jai Marjan osalta kesken.

F- kohta. 12 oppilasta kaytti uskomusten luokkaa Kuutio ltdghn f-kohdassa
(Liite 2). Vastaukset jakautuivaiulot- ja ei perusteitaalaluokkiin.

Luulot. Luulot alaluokkaan kuuluivat Teron, Jarnon, Tiinktervin, Veikon, Tainan,
Kallen, Pinjan, Joonan ja Terhin vastaukset. Tainaita mielta, etta halkaisija-
tehtavan voi ratkaista.

Taina: Ja sitten tan pystyy.
Haastattelija: Miten ratkaisisit sen?

Taina: Eiks se niinku halkaisija sillein..
Haastattelija: Piirré vaan se siihen.

Taina haki varmistusta haastattelijalta omalletigselleen. Pyysin h&nta piirtama&an

oman kasityksensa paperille, silla minun oli vatkeanmartad, mita han tarkoitti.

Taina: Onks se niinku tasta vai sitten (nayttaa kynallikkasijaa kuution tahkon
reunasta reunaan tai ylhaalta alas menevaksi).
Haastattelija: ymm.. miten ratkaisisit sen sitten?
Taina: No tasta niin olisi viisi senttimetria.
Haastattelija: Mita muuta se halkaisija voisi olla?
Taina: Onks se niinku.. no se on vahan vaikea

Halkaisijan kasite oli epaselva Tainalle. lImeiseg# ei viela ollut kasitelty koulun
oppitunneilla. Taina mielsi halkaisija nelion putajaksi, joka I&hti nelion sivun
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keskipisteesta, paatyi vastaavaan pisteeseen nelgiakkaiselle sivulle ja halkaisi

kuution kahtia (Liite 6). Mervi ja Terhi olivat Ta&n kanssa samaa mielta.

Mervi:  Sitten tad mika on kuvassa olevan nelion halkaiggauus.. niin se on...
mun mielest sen voi ratkaista ja se on viisi sérktiska ndé kaikki sivut
on viisi senttia.

Haastattelija: Mik& siin& mielestasi on se halkaisija?

Mervi: Se on viisi senttimetria.

Haastattelija: Niin mutta jos sinun pitaisi tuohon kuvaan laittse

Mervi: No sit se on tosta ton pituinen (Osoittaa halkalsdj pituutta kuution
edessa olevassa sivussa)..

Terhi: Se nakyy kylla tastakin.. sen voi laskeakin (cs@iklynalla kuution
keskelle).

Terhi: ' Ymm..joo se on viisi senttimetria. Kylla joku ndish vaarin, ei kaikki voi
olla oikein.

Terhi uskoi halkaisijan olemassaoloon, vaikka sitiéerrottu tehtavassa. Han piirsi
paperille viivan, joka ulottui kuution etureunaktaution kattoon (Liite 6). Se oli
hanen mielestaan nelion halkaisija. Terhi luonrpgii®an suurin piirtein nelion
keskikohdalle, joten hanen mielestaan halkaiskaijaelion kahteen yhta suureen

osaan. Joona epaili aluksi, etta tehtavaa olisidoimta ratkaista.

Joona: Tuo on mahdoton toi f, sita ei voi laskea.
Haastattelija: Minka takia?

Joona: Emma oikein tiia, mun mielesta tuntuu etta sitédceilaskee.
Haastattelija: Tiedatk®d, mika on nelion halkaisija?

Joona: Joo etta se ettd tasta nain etta, vaikka en maémikunnolla tiia, mutta
tasta nain, se ettd puolikas tastad. Voihan se st#&n viisi senttia
luultavasti sittenkin, tosta tohon noin. Joo seserpn nimittain tosson
kaikki viis. Siind on yhdeksan joo.

Epailyjen jalkeen Joona kasitteli ongelmaa eteanjaékeksi, mika halkaisija voisi

olla. Hanen mielikuvansa vastasi Tainan, Merviiigahin kasitysta (s. 65—66).

Pinjan, Kallen, Jarnon ja Veikon kasitys halkastigaoli erilainen.

Pinja: No kun tossa naytettiin etté se on viis senttietolniin halkaisijaltaan tai
siis ei sitd oikeestaan naa mutta kun tossa oréimed]ioo sillein se on
ympari, niin nelja kertaa viis on kaksikymmenta.

Haastattelija: Niin mika se halkaisija on?

Pinja: Kaksikymmenta senttia.

Kalle: Onko se halkaisija niinkun se leveys tai niinkuiii se on se
ymparysmitta se.
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Halkaisija kiersi kuution ympari suurin piirteinakohdalta. Jarno lisasi

maarittelyynsé suorakulman kasitteen.

Jarno: Sekin voidaan tai hetkinen.. onks halkaisija $&jmenee sillein tdssa

suunnassa (nayttad vaakasuorassa kasilla)?
Haastattelija: Onkos sinulle kerrottu mika se on?

Jarno: Se on niinku se sen jos toi nyt on vaikka sermiifg®iu etta kuinka iso jos
nyt vaikka halkaistas tasta, et kuinka suuri seSehan on, kylla se
voidaan laskea, koska siind mainitaan, ettd seofimigelta sivulta viisi
senttia ja jos tasakulmissa se tama neli6 eli silltan suoraan naa
(naytta kasilla, tarkoittaa ettd kulmat suoria) miilloin se on sama kuin
taa viis senttia.

Jarnon idean mukaan kulmien tuli olla suoria, sitlduten halkaisijan pituus
muuttuisi. Han ajatteli matemaattisesti, koska yrx@marsi, kuinka kulman suuruus
vaikuttaisi halkaisijan pituuteen. Jarnon halkaisfisitys taydensi Pinjan ja Kallen
kasityksia tasakulma-ajatuksella. Jos Jarnon ntél@mba ehto ei patisi, halkaisija
olisi eri suuri kuin 20 senttimetrid. Veikon mieig$alkaisija tarkoitti kuution

ymparysta. Han ei osannut ratkaista ymparyksemu#u

Veikko: ..se halkaisija. Ei kun ei voikkaan, eiks se otetessulta niin kuin, tédn
ymparys on halkaisija. Niin sit&, ei voi sita.

Teron kasitys halkaisijasta liittyi Iaheisesti @irdalaan.

Tero: ja sitten tota... no se on niinku helppoo, kun nd@ tilee kymmenen ja
kymmenen kun halkaistaan kahtia tota saa ton viis.
Haastattelija: Minka halkaiset kahtia?
Tero: Kato kun tdma on yhteensa kymmenen (kaksi sivii@dis toisiinsa) tast
tulee siis... Se ois kaksitoista puol, jos tama ibéskertaa viis. Kakskyt
viis.

Terolla yhdisti pinta-ala kasitteen ja halkaisijarsiinsa. Hanen kasitykseensa

halkaisijasta liittyi kahtia jakaminen, koska haroptti saamansa kertolaskun
vastauksen. Tiinan kasitys halkaisijasta oli oikea.

Tiina:  Mik& on kuvassa olevan nelién halkaisijan pitui¥® oon ihan
sekaisin...pystyy sen kai jotenkin, mutta ma eimao varma miten.
Haastattelija: Mitenhan sen voisi selvittaa?
Tiina: En tiia.
Haastattelija: Mik& on mielestasi halkaisija?
Tiina: Halkaisija on mun mielesta taa nain (piirtdd nelibalkaisijan paperille
oikein).

Tiina tiesi, mik& halkaisija oli. Han ei osannutkasta sen pituutta.
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Ei perusteitaPekan ja Marjan vastaukset luokignperusteitaalaluokkaan. Jos
oppilaan vastaus ei pohjautunut tietoon tai josdigyystynyt kunnolla vastaamaan,
vastaus kuului tahan alaluokkaan. Pekka merkitgétgin mahdolliseksi hatarin

perustein.

Pekka: Ehk& sen kumminkin..
Haastattelija: Miten ratkaiset sen?
Pekka: No maa en oikein muista oliko se halkaisija ndinnaden se oli. No kylla
sen voi kuitenkin ratkaista.

Pekka ei tiennyt, mika oli halkaisija. Sen sadttimen mielestaan ratkaista. Pekka
erosi muista siten, ettd han ei maaritellyt halleasollenkaan. Pekan mielesta oli
mahdollista ratkaista tehtava, jota han ei ymmattaviarjan ajatukset olivat

epavarmoja.

Haastattelija: Tiedatkod, mika on halkaisija?
Marja: En ole varma onko se se pituus vai... (nayttaa lkdsiveytta)
Haastattelija: Mista voisit sen paatella, onko se halkaisija @nijohdatella miettimaan
sanan halkaisija merkitysta)?
Marja: En ma tieda.
G-kohta. Jarnon paattely g-kohdassa (Liite 2) kuului ainoasl@mustetuokkaan.

Héan tulkitsi tietoa omalla tavallaan.

Jarno: Sekin (g-kohta) voidaan laskea, koska sen nimikikumtio. Ja se nimi
tulee siita, etta siind on kuus sivua ja kuus ki siind on kuusi just
naita.

Kuutio nimesta voi paatella jotain, mutta ei Jarnminitsemia asioita. Jos Jarno
olisi tarkastellut kuvaa tarkemmin, han olisi vdilmuomata ajatustensa paikkaansa
pitamattdmyyden, silla kuutiossa on enemman kuuskkulmaa. Jarnon ajattelemat
sivut vastasivat nelidita (ks. Pinja, Pekka, JWMervi, Semi, Tero ja Kalle, s. 44,

48-49, 50-51, 54).

6.1.5 Muut

Luokkaan muut jaottelin vastaukset, jotka eivatisegt mihinkaan aikaisempaan
luokkaan. Jos oppilas ei puhunut tehtdvaa suosgtsn mitaan, hanen "ratkaisunsa”
kuului tdhéan luokkaan.
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A-kohta. A-kohdassa Tiina ja Sari kuuluivat luokka@aniut Sarille kohdan (Liite 2)

ymmartaminen oli hankalaa.

Sari: Mité toi a tarkoittaa?
Haastattelija: Mita et ymmarra?
Sari: Mité se tarkoittaa se pituuksien summa?
Haastattelija: Tiedatkd, mika on nelié?
Sari:  Joo.
Haastattelija: Missa tdssa kuvassa on nelit?
Sari: Tassa.
Haastattelija: Hyva, miké siina on nelién sivu?
Sari: Tama
Haastattelija: Ymmarratké mitd summa tarkoittaa?
Sari:  Onks se niinku etta nait sais laskee (nayttaa Kémilion
neljaa sivua)?
Saria tuntui sekoittavan kysymyksen muotoilu. Kyadtautta selvisi, etta han
ymmarsi, mitd yksittaiset kasitteet tehtavan sisttkoittivat. Késitteiden
yhdistdminen toisiinsa yhdessa lauseessa tuotéilledongelmia. Edella olevaa
esimerkkia kaytettaessa rakensin tikapuita Sajdtéa han pystyisi ymmartamaan,
mité tehtavassa tarkoitetaan. Muille oppilaillej@ntunut samaan tapaan antamaan

tukea tassa tehtavassa. Tiina ei tuottanut tadsdaksa puhetta.

B-kohta. Sarin ja Juhon ratkaisut kuuluiviaituut luokkaan b-kohdassa (Liite 2).

Kumpikaan ei tuottanut kohdassa puhetta.

C- ja d-kohdat. Sari ja Juho eivat puhuneet c- ja d-kohdissa€2it

E-kohta. Kenenkaan vastaus ei kuulunut luokkaamute-kohdassa (Liite 2).

F-kohta. Juho, Sari ja Emma eivét ajatelleet &&neen f-kedaléLiite 2). Anna pohti

mielessaan, mutta hanta oli vaikeata liittaa tasisdénkadn luokkaan.

Anna: ..tota oisko kai sen.. tai..hmm..No en, mé enigtia mika se on.

G-kohta. Emma ei kertonut ajatuksistaan g-kohdassa (Liit&2ajnoin voi sanoa

Juhosta.

Juho: Kuinka monta nelién sivua kuutiossa on yhteensa”mga tiia.
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Juhon mielestéa tehtavan pystyi ratkaisemaan, kiodkaympyréi kohdan. Kun
kysyin, miten han tehtavan ratkaisisi, ei han osakertoa sita. Joona tuotti g-
kohtaan (Liite 2) vastauksen. Epaselvaksi jai, mitén paatyi kyseiseen

vastaukseen.

Joona: Siind on yhdeksén joo.

Luokkaanmuutkuuluvat ratkaisut johtuivat siita, etteivat oait tuottaneet puhetta
kohdassa. Taméan seurauksena en pystynyt luokitalerneidan ajatteluaan. Sarin ja
Juhon ratkaisut kuuluivat tdhan luokkaan viisi &arseitsemasta mahdollisesta.
Erityisesti heidan oli vaikeata kertoa ajatuksiaaneen. Tiinan, Annan ja Emman
sijoittuminen tahan luokkaan oli enemman sattumemse, Juholla ja Sarilla
toistuvia. 18 oppilaasta ainoastaan kahden oppilaatauksia oli vaikea luokitella

Kuutio 1-tehtavassa. Tasta voikin paatella oppdaidsanneen kertoa ajattelustaan.

6.2 Tietojen tuottaminen ja soveltaminen

Neli6-tehtavan (Liite 2) tavoite oli tutkia oppitken tapoja ymmartaa avoin
dialektinen ongelma. Kysymyksen asettelussa eiteinpeiri muita tietoja kuin itse
kysymys. Sisallonanalyysin jalkeen aineisto jakaktlmeen paaluokkaan.

1. Tiedot
2. Mielikuvat ja piirrokset
3. Ratkaisut ja ratkaisumenetelmaét

Tiedot ryhmaan luokittelin aineiston kohdat, joissemstateltavat kertoivat, mita
tietoja he kertoivat tarvitsevansa tehtavan radiseksi. Mielikuvien ja piirrosten
ryhma&an luokitin oppilaiden tavat ymmartaa, piirg&uvailla tehtavan
ymmartamista. Ratkaisut ja ratkaisumenetelmat Kaak jarjestin oppilaiden

ratkaisun kulkua kuvaavat osiot.

6.2.1 Tiedot

Aineistosta nousi esiin yhteensa viisi erilaisédda, joita oppilaat kertoivat
tarvitsevansa. Tama ei tarkoittanut sita, ettaijoda oppilas olisi ilmoittanut kaikki
nama tiedot. Koska oppilaat lahestyivat tehtavaaakokulmista ja ymmarsivat sen
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eri tavoin, tarvitsivat he erilaisia tietoja tehé@vratkaisemiseen. Kuvioon 4 olen
koonnut tiedot, joita oppilaiden mielesta tehtavatkaisemiseen tarvittiin. Sulkeissa
olevat luvut tarkoittavat, kuinka monta oppilasetki tarvitsevansa kyseisia tietoja.
Yhteenlaskumerkin jalkeinen luku (esim. 13+2) tattl@ sitd, etta luvun osoittama
maara oppilaita on luokiteltu kahteen ryhmaan. Keta on nahtavissa, etta lahes
kaikki oppilaat halusivat tietdd, minka kokoisi&lpinelio ja iso nelid ovat. Muut
luokat kenties vaikuttavat yksittaistapauksitan nelion kokoluokkaan verrattuna,
koska ne ilmenivét vain kerran. Halusin esittadeiduokat yksittaisina tapauksina,
koska ne osoittivat oppilaiden ajattelevan eri tavduho ei tuottanut puhetta

tarvitsemistaan tiedoista, joten en pystynyt luekiimaan hanen kayttamiaan tietoja.

Tiedot ja
tarvittavat asi:

L N

Ison ja Ison Kokeilu Mika on monta
pikkunelion nelion nelié nelio? nellpta

koko koko (1) 1) tarvitaan?

(13+3 kpl) (1+2) (1)
o Kuinka
kM'Ek? suuria
ol_glneg nelididen
NElo on tulee olla?
—_

KUVIO 4. Tiedot, joita oppilaat tarvitsivat tehtavéatkaisemiseen.

Ison ja pikkunelion koko. Paaasiallisesti oppilaat kertoivat, etté tehtavan
ratkaisemiseksi tulisi tietaa, minka kokoisia seddi etta pienet neliét ovat. Nain
kertoivat mm. Taina, Tiina, Marja, Mervi, Kalle, Aa, Sari, Terhi, Pinja ja Tero.
Semi ja Pekka kertoivat saman asian kirjoittamsdlia paperilla. Kalle ja Anna

totesivat tehtavan kohdalla seuraavasti:

Kalle: ainakin se, kuinka iso se iso neli6é on ja minkéodksi ne pikkuneliét on.
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Anna: No ma tarvisin sen, kuinka suuri se on se neligitten tota etta
hmm...kuinka suuria niitten pienien nelididen pitika. ja.. en maa kylla
keksi muuta.

Iso neli6.Emma ja Joona olivat Kallen ja Annan tavoin sit&ltai, ettd seka pienen
ettd ison nelion koko pitaisi tietdd. Molemmat diivat enemmaén ison nelion koon
merkitysta. Erityisesti Joonan mielesta tehtavasomiut laskea, jos ison nelidn
kokoa ei tiedetty. Koska Emma ymmarsi tehtavan klackri tavalla (toisen tavan
esittelen myohemmin), hanen kohdallaan oli ymmeavé, etta tieto isosta nelibsta

oli merkittdvdmmassa asemassa kuin tieto pieneamkbosta.

Emma: No minka kokoinen se nelid vaikka on.. sittenelmkd mink& kokoiset ne
pikkuset on.. sitten en ma tiia muuta.

Joona: No se ihan vaan riippuu etta kuinka iso se isotefi. Se pitaa aluks
tietdd, ei sitd muuten voi laskee.
Haastattelija: Tarvitsetko muuta?
Joona: No sitten pitdis saada tietdd, kuinka iso on isbtn@ pieni nelié.

Petrin mielesta tieto ison nelién koosta oli ritia Petrin tarvitsemalla tiedolle

l6ytyy selitys myéhemmin, kun kasittelen piirrokgamielikuvia (s. 77).

Petri: Ja mité tietoja tarvitset ongelman ratkaisemisaense on tietenkin etta
miten iso se nelid on, jonka sisd&n ne mahtuu.

Kokeiluneli6. Pinja halusi tietdd, mink& kokoisia pikkunelidganelio olivat.
Liséksi Pinjan mielesta tarvittiin myods kokeilurielPienelld neli6lla olisi voinut

kokeilla, kuinka monta niitd mahtuu ison nelioradis.

Pinja: no minka kokoisia ne pikkunelitt ja kuinka iso sktnon johon ne
laitetaan. Ja sitten tota etta...niin sitten mevittas varmaan se nelio,
niinku silleen et sen vois kokeilla. Niitahan wehd vaikka kuinka pienia
semmoisia ihan pikkuisia tai sitten voi tehd& ssidaisoja, niin ei sita
tieda mink& kokoisia ne nelitt taytyis olla.

Kuinka monta neli6téa tarvitaan. Jarno ei pohtinut, minka kokoisia nelididen tulisi
olla. Hanen mukaansa tehtava oli mahdollista ratiailloin kun tiedetetaan, kuinka
monta neliota tarvitaan. Jarnon ajattelun [ahtokalit etté pikkuneliot eivat olleet

keskenaan samankokoisia (tilkkutékki, s. 77-78).

Jarno: Mutta se niinku etta se voitais, niin siihen tatais yksinkertaisesti se
tieto, etté kuinka monta niité neli6ita talla kestéarvitaan.
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Haastattelija: Tarvitaanko muuta?
Jarno: Niin joo, no sitten vois olla se, kuinka suuriattein pitais olla.

Mika on nelio? Veikko lahti liikkeelle perustavanlaatuisesta afasesta. Jos emme

tiedd, mika on nelidé, emme myoskaan pysty tehtéatk@isemaan.

Veikko: No ainakin mik&a on nelio, mink& kokoinen se nefié o

6.2.2 Piirrokset ja mielikuvat

Oppilaiden tehtavapaperille piirtamansa kuvat sekdan kertomansa mielikuvat
kertoivat, kuinka he ymmarsivat tehtavan. Aineistdéytyi kuusi erilaista tapaa
piirtdd ja kuvailla tehtavaa. Kuusi erilaista tagaamartad sama tehtava yhdistettyna
tutkimuksen aineiston kokoon (téssa tehtavassédi)i siita, kuinka eri tavoin
yhden luokan oppilaat voivat ajatella. Kuvio 5 kawxilaisten tapojen jakautumista
aineistossa. Sulkeissa olevat luvut kertovat, kaiimionta oppilasta kuhunkin
ryhmaan sijoittui. Yhteenlaskumerkin jalkeinen |ukankoittaa sita, etta kyseinen
maéra oppilaita on luokiteltu kahteen eri luokkaasimerkiksi Emma osasi nimeta
kaksi erilaista ajattelumallia tehtavaan, minkakaidan kuului seka ryhmaan
nelibruudukkeettasisékkaiset neliétKoska tutkimukseni oli laadullinen
tapaustutkimus joka pyrki ymmartamaan erilaisiafa@jatella, siséllytin kerran tai

useammin esiintyneet ajattelumallit kuvioon 5 set@idvan analyysiin.

Piirrokset

ja
mielikuvat

; / \

Nelidruudukko . _ . Kuutionelio
(11+1) kpl Sisékkaiset [ Tilkkutakki 1kpl ] 1 kpl
neliot
1+1) kpl
(1rDke Suorakulmio
Nelio ja 1 kpl

pikkunelié

(1+1) kp

KUVIO 5. Oppilaiden piirrokset ja mielikuvat Neli@htavasta.
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Nelibruudukko. Suurin osa oppilaista ymmarsi tehtavan siten,istid nelion
sisélle piirretaan pikkuneli6ita, joista muodostuudukko (Liite 7). Heidan
kohdallaan méaarittelin tehtavan analyysi-syntegibleemaksi. Oppilaat piirsivat
erikokoisia ruudukoita: 2 x 2, 4 x 4, 6 x 6, 7xa7l0x 10. Piirtdessaan ruudukoita
osa oppilaista puhui lisaa tehtavasta ja siita hmtéekivat. Mm. Anna kysyi, saako
han kayttaa viivoitinta.

Anna: Tasté ei nyt saa silleen tarkkaa. Vai voinks matidy(viivoitinta)? No
okei. Noin niin sitten...pitais tietda nii se sittkuinka suuria niiden pitda
olla niiden nelididen. Sita ei voi tassa niinkurs e sité ei voi oikein teha
jos ei niita tieda kuinka paljon niit pitaa.. eilkwinka suuria niitten pitais
olla.

Haastattelija: Miltd se nayttaa, jos sinun pitdisi piirtdé tuo la/

Joona: No eka sillein etté siihen tulis iso nelid tAh&rim&iihen pitdis se tdhén
voijaan varmaan vai tarvita ne pikkuneliot ettama verrata etté kuinka
paljon niihin mahtuu.

Joona: Vaikka tallein nain neljaan osaan.

Kalle yritti ensin selittad, minkalainen tilannespl mutta han ei osannut pukea sita

sanoiksi:

Haastattelija: Milta tuo nayttaisi, jos sinun pitaisi piirtda?
Kalle: Siina ois niinku semmonen... ah. (alkaa piirtaa).

Tiina piirsi heti 6 x 6 ruudukon, eika pyrkinyt gglmaan toimintaansa.

Haastattelija: Milt tuo sinun mielesté nayttaisi?
Tiina: (Piirtaa ruudukon)

Mervi kertoi todella tarkasti omasta toiminnastaan.

Haastattelija: Jos sinun pitaisi piirtaa tuo, niin miltd se nays&

Mervi:  No.. ma voin kayttaa viivoitinta.. koska sen pilith @s0, niin se ois se isoin
mahollinen eli viistoist senttia per sivu.
.. siinois se iso neli ja sitten ma voisin tehinsi vaikka pikkunelion viela
senttia.. tossa.. ja sitten ma piirtaisin siité spiin kaksi senttia ja sitten
tostakin.. sitten ma piirtaisin tan viivan niinkuran kokonaan tahan..
ekaan nelidriviin...ja sitten ma piirtaisin tahame merkit etta missa on ne
kaks senttia sitten toi kaks senttia ei mee tagasetja sitten ma kattoisin
paljon toi on tossa, tosta pisteesta tohon. Niirssk&dan ei mennyt sentin
kohalle tasan. Se on niinku kaks millid yli yhdents. Niin sitten maa
voisin miettia vaikka ettd niinku paljonko tdhamnaan kertyy niita
neliitd yhteensa.
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Haastattelija: Minkalaisia nelioita?
Mervi:  Tan kokoisia etta jokainen sivun pituus yksi serdtii.
Haastattelija: Tiedatkd, mista se johtuu, ettd ne eivat mahdoesin
Mervi: No?
Haastattelija: Paljonkos sinulla oli se leveys?
Mervi: No 15 senttimetrid, se ei mee tasan. (piirtdd meliddelleen) Sitten maa
laittaisin tahan naa kaikki kahden sentin kohallavat pitkat viivat
kerralla ei tarvitse sitten mennd jokaista nelitastaa erikseen
.. jJa sitten maa mittaisin taas taaltéa naa kakstsan
Mervi kertoi sen, mitd muut eivat pystyneet kertamaHan mittasi kahden sentin
matkoja viivoittimella ja laittoi paperille merki@ina kahden sentin valein. Han teki
saman "molempiin” suuntiin. Han perusteli oman toitansa syyt. Tehtavan alussa
ihmettelin, miksi han ajatteli, ettd nelion tuldasuurin mahdollinen. TA&méan
vuoksi han piirsi 15 cm x 15 cm kokoista nelidtikg oli isoin paperille mahtuva.
Koska han valitsi pikkunelion sivun pituudeksi kisksnttimetrid, han huomasi pian,
ettd jako ei mennyt tasan. Nain tapahtuessa haohéinut sita, miksi jako ei mennyt
tasan. Sen sijaan han mietti, kuinka monta 1 cntm kokoisia nelidita mahtuisi
reunaan, joka ei mennyt tasan. Kun kysyin asiaalt@rhan oivalsi heti, miksi jako
ei mennyt tasan. Anna, Joona, Kalle, Tiina ja Meydstivat ongelmaa tietoja
yhdistamalla paatyen lopulta vastaukseen. Seursakatkelmassa Juho alkoi
valittémasti piirtdd 10 x 10 ruudukkoa. Juho eianitut ruutujen kokoa. Niista tuli

keskenaan erikokoisia (Liite 7).

Juho: Tassa on liikaa naita. Koska niita pitaa olla kymmae ja nama laskee
1,2,3,.. 10. Noi niinku pitéé ottaa pois (suttaa).
Haastattelija: Miksi niité pitda olla kymmenen?
Juho: Etta siita tulee sitten kymmenen ja sata tai ihama 1,2,3,4,5,6,...
Haastattelija: Miksi siita pitdd saada sata?
Juho: Yleisin niinku. Ja sitten tonne tulee niinku ligéita 1,2,3,4,5,6,7,8,9.

Juhon mielesta 10 x 10 ruudukko oli yleisin. TAnadaksi han piirsi sen kokoisen
ruudukon (Liite 7). Juhon tapa toimia erosi esintesikMervi tavasta. Han piirsi
ruudukkoa ja saatuaan sen valmiiksi, han lasknkaimonta ruutua yhdessa rivissa
oli. Han oli paattanyt etukateen, etta ruutujesiwdila sata. Han tydsti ongelmaa

taaksepain aloittaen vastauksesta.

Marja ei tuottanut puhetta piirtdessaan. Hanengkgensa jai kesken. Tama ei
haitannut, koska ymmarsin hanen kuvansa perustegtien han oli tehtavan

ajatellut (Liite 7). Han piirsi vapaalla kadellaisnelion, jonka sisalle han piirsi
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vaakaan ja pystyy viisi toisensa leikkaavaa viildain nelion vasempaan ylareunaa
muodostui ruudukon alku. Hanen kohdallaan en pystyraaritteleméaan, miten han
tydsti ongelmaa.

Veikko ajatteli pikkunelididen muodostavan ruudukon

Veikko: Ja sitten varmaan jotain pikkusen pitd& miettidy&s on vaikka yhden
sentin. Niin kuin viivoittimen tassa onkin.. : Nmitaa) Ja sitten tietenkin
enhan ma voi nyt ihan tarkalleen piirtdé ku, sekaitenkin sillein etta...
siindh&n ei ollut annettu tietoja sen mitoista §deen... sekin pitéis.. Mut
sitd ei nyt niin tarttis tietaa.

Haastattelija: Mita?

Veikko: No sité kuinka pitkat ne kaikki sivut on.. koskaraeihan laskeekin.. ei nyt
tartte ihan jokaiseen valmiita.

Veikon mielesta riitti, kun tiesi, mika oli yhderlion sivun pituus. Koska nelion
sivut ovat samanmittaisia, tama tieto oli kattdan Veikko alkoi piirtda neliota,

totesi han seuraavasti:

Veikko: Ma en osaa oikein neliulotteisesti piirtaa.

Veikko mielsi nelion piirtamisen neliulotteiseksirgimiseksi. Koska nelidssa on
nelja sivua, Veikon ymmarsi sen neliulotteisekppaeeksi. Han jatkoi puhumista
piirtdessaan.

Veikko: Eli jos se ois tallainen, ja jos vaikka mietitaé&téeyksi on sentin tallainen

jokaiseen suuntaan.. ois yksi. Ja sitten on tagtényt on vahan isompi.
Suunnilleen kuitenkin téllein. Niin kuin téllein t#ssa.

Veikko piirsi jokaisen pikkunelion erikseen (Lii®§. Tama kesti kauemmin kuin
esimerkiksi Mervin tapa piirtaa pystyyn ja vaakaatylle valille toisistaan suoria
viivoja. Piirtdessaan Veikko pyoritti paperia.

Neli6 ja pikkuneli6. Videolta naki hyvin, miten Sari toimi piirtdessaan.

Haastattelija: Piirrd vaikka milté se nayttaa.
Sari: Tassois nyt vaikka se isompi nelié ne pienet tisrstan kokoisia sit ne
niinku mahtuis siihen suurin piirtein tallein. Joe on vaikka ton kokoisia.
tonne jais viela tilaa.

Sari piirsi ensin ison nelion ja sen viereen piem&m nelion vapaalla kadella (Liite

7). Taman jalkeen han hahmotteli ison nelion sesédiksi pienta nelita. Isoon
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neliodn jai vield tilaa kayttamatta, jolle Saritehnyt mitdan. Ennen kuin han aloitti
tehtavan ratkaisemisen, han totesi ison nelidisisgahtuvan kaksi pikkuneliota.
Han ei yrittanyt saada nelion sisélle mahtumaandoiikimman montaa
pikkuneliota. Edella esitetyissa esimerkeissa mwppilailla oli pyrkimys saada
ison nelion sisélle mahtumaan mahdollisimman maeteta. Sarin tavoin Pinja

luonnosteli erikseen pikkunelion ja ison nelion.

Haastattelija: Jos sinun pitéisi piirtdé ratkaisusi, miltd se nysi?

Pinja: ma piirtaisin tahan jonkun kokoisen nelidn eka takaikka yhden sivun
pituus ois vaikka viis senttid... noin ja sitten y@ysuunnitella se
pikkunelio ja sitten jakaa se silla pikkuneliolld&kuinka monta silla sais
niita.

Sisakkaiset neliét.Petrin ja Emman mielesta tehtavassa ei muodostundtikkoa.

Ha ajattelivat nelididen olevan toistensa sisdlldg 7).

Petri: No. maa kaytan taté viivotinta, koska eihan siitdquten tulis mitdan. No se
vois olla vaikka...No joo, kuitenkin se vois olaimonen viistoista
senttimetria niinkun taa on tassa
No sit vois vaikka laittaa niinku seuraavan neli@is laittaa néin
lahelle, niin se olis tosi vaikeeta ratkaista..8iwpis olla niin monta
mahollista.

Emma: Ma piirran ettd 66 kuinka monta niinkun sentin paik on..
Haastattelija: Miten sina ajattelet nAma?

Emma: No silleen niinku se menee jos laittaa yhden kauieélle niinku sita
yhden sentin pienemman niin sinne mahtuu taasmsj@skasti.. emma
tiid.

Haastattelija: Hyva, voisiko tuota miten muuten ajatella?

Emma: Jos vaikka yks senttista ja nelja senttista

niinku ndin toi on niinku yks senttista, voinko pi@aa ilman viivotinta.
Haastattelija: Eli on tuommoinen iso ja kuinka monta sinne maltdammoista.
Emma: Sit sinne mahtuu kaks senttisia ja kolme senttisia

Tahan asti esitellyissa tavoissa ymmartaa tehtwékohtana on ollut ajatus
samankokoisista nelidista. Emman ja Petrin mielksiigki isoa neliéta pienemmat
neliot olivat pikkuneliditd, vaikka ne olivat kesk#in erikokoisiaSisakkaisten

nelididenlisaksi Emma on luokiteltu myé&eelibruudukkeluokkaan.

Tilkkutakki. Jarnon ratkaisussa nelididen ei tullut olla saménisia.

Haastattelija: Miksi niitd mahtuu loputtomasti?
Jarno: No jaa no jos tdssa on nyt nelid, meh&n voidaangade neljalla neljaan
nelioon. Ja sitten se nelid, yks neljdsosa nelijaan jakaa taas kerran
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neljaan nelioon. Ja sitten siita se yks voidaarstgkaa neljaan nelioon.
Eli sen takia se jatkuu loputtomasti.

Jarnon kasitys muistutti tilkkutéakkia. Koska jokamneli6 jakautui aina neljaan
neliodn, niitd mahtui loputtomasti sisakkain. Juéiman ajatuksen takia Jarnon
mielesta tehtavassa riitti tietdd, kuinka montaotgltarvittiin ja mink& kokoisia
niiden tuli olla (s. 72-73).

Suorakulmio. Taina puhui neliésta, johon mahtui sata pientéotéeliTasta
huolimatta han piirsi tehtavapaperille suorakulmigdénen puheensa ja piirroksensa
olivat ristiriidassa kesken&én (Liite 7).

"Kuutioneli¢”. Tero puhui tehtavaa ratkaistessaan kerroksista.

Tero: Mun ehka pitais piirtdd se tdhan. Noi nyt ei oorih@lion nakaoisia..
..mutta voidaan niinku kuvitella ett ois
Tammaonen, tassois iso, nda ois pikkunelidita.
Tero ilmaisi valittomasti halunsa piirtdé. Piirog&tsoessa hanen ajatteluaan oli
vaikea ymmartaa. Han piirsi neliotd muistuttavami@an, jossa oli kaksikymmenta
pikkuneliotd. Seuraavaksi han yritti piirtda tanmehion paalle kerroksia. Lopulta
han merkitsi kuvaan 5x ja nuolen, joka osoitti ykegrosta (Liite 7). Han sekoitti

nelion ja kuution toisiinsa.

Haastattelija: Ajatteletko nyt kuutiota?
Tero: No eikds se nelid ookin sellainen vai pitdaks sgisiaiheessa tulla
semmonen ihan littana?

Teron mielesta nelid koostui kerroksista. Hanenaest@an nelio oli "littana” eli

matala.

Muut. Pekan ja Semin mielikuvat eivat ilmenneet. Pekka@itanut puhetta. Semi

ei tiennyt, miten han piirtaisi tehtavan.

Haastattelija: Miltd tuo sinun mielesta nayttaisi, jos sinun sigiirtaa se?
Semi: En méaa tiia.
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6.2.3 Ratkaisumenetelmét

Ratkaisutapoihin muodostui analyysin jalkeen \liskkaa:
1. Kertolasku: Oppilas kaytti kertolaskua ratkaisunemmasana.
2. Yhteenlasku: Oppilas laski tehtavan yhteenlaskulla.
3. Kokeilemalla ratkaisuun: Oppilaan ratkaisu peruktkeiluun.
4. Eiratkaisua: Oppilaan mielesta tehtdvaan ei olleinassa vastausta tai sita
ei voinut ratkaista.
5. Mikroskooppi ja arviointi: Oppilas ehdotti mikrostgpia apuvalineeksi tai

pyrki ratkaisemaan arvioimalla.

En pystynyt maarittelemaan Marjan, Pekan ja Seapaa ratkaista tehtavaa. He
eivat puhuneet ratkaisumenetelmistaan aaneen. Tgxndosta ratkaisumenetelmien
luokittelu muodostui viidentoista oppilaan haastatt perusteella. Erot
ratkaisutavoissa johtuivat osittain tavasta ymnékizko tehtava. Esimerkiksi Jarnon
aikaisemmin esitelty tilkkutékiksi nimetty mielikawehtavasta suuntasi hanen
tapaansa ratkoa tehtava. Vaikka oppilaat ymmarsahivan samalla tavalla, heidan

tavoissaan ratkaista se oli silti eroja.

Kertolasku. Taina kertoi omasta ratkaisustaan seuraavasti:

Taina: Sitten kun tiedetaan taa nelion koko niin sittearvéiasketaan kuinka
monta pikkuneliotd mahtuu sinne. Jos taa nelidvaikka kymmenen
senttia ja tda ois kymmenen senttia. Niin sill@moss sata. Se yksi ruutu
olisi yhden senttimetrin. Siihen mahtuis niita skta tdssa kymmenen
(nayttaa kynalla, ettd yhden nelion sivuun mahtymienen
pikkuneliota).

Taina maaritteli aluksi, minka kokoinen hanen nadié oli. Taman jalkeen han kertoi
vastauksen seka perusteli, miksi se oli hdnen tsamiansa sata. Ennen vastauksen
aadneen sanomista Tainan oli tytynyt laskea nopa@gssaan 10 x 10. Han ilmoitti
tuloksen niin nopeasti, ettéd han ei olisi samagsssa ehtinyt laskea tehtavaa
paassaan yhteenlaskulla. Ennen kertolaskua Taipaattanyt yhden pikkunelion

olevan 1 cm x 1 cm kokoinen ja etta niitd mahtumiyenen yhteen riviin.

Mervi kertoi tarkasti, kuinka han ratkaisisi tehdav
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Mervi:  Méa lasken sitten esimerkiksi kannattaa laskea fliléa laskee ensin
paljon tassa yhdessa rivissa on nelidita ja sifpatjon tdssa on ja sitten
kertoo (eli kuinka monta pysty ja vaakarivissa efiditd). Siihen tulee
seitseman. Eli yhteensa tahan tulis 49 neliota.

Tata ennen Mervi oli maaritellyt Tainan tavoin Belikoon. Hanen nelionsa koko oli
14 cm x 14 cm. Mervin ja Tainan ratkaisutavat disamanlaiset. Heidan valillaan
oli eroa siina, ettd Mervi kertoi 4dneen asiakgolaina laski nopeasti paassaan.
Tama ei tarkoita sita, ettéa jompikumpi osaisi regteaongelman toista paremmin.
Mervi ilmaisi omia ajatuksiaan paremmin. Tiina {#d laskivat kertolaskulla,

kuinka monta neliétad isoon neliodn mahtuu.

Haastattelija: Miten ratkaisisit sen?
Tiina: Ma laskisin etta 1,2,3,4,5,6 ja 1,2,3,4,5,6. SitieB on 36.

Haastattelija: Miten lasket tasta?
Juho: Talleen ensin ma lasken 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 sitt2/8,4,5,6,7,8,9,10 joo
nyt siina on sata.
Tiinan ja Juhon tavat poikkesivat Mervin ja Tairtamoista siten, etta he laskivat
luettelemalla, montako pikkuneli6ta pysty- sekakeaavissa on. Taina ja Mervi
laskivat nd&mé nopeasti paassaan kayttaen luultgakstaskua paatellen heidéan

nopeista ratkaisuistaan. Kalle piirsi 4 cm x 4 apkdisen nelion.

Kalle: Jos ne pikku neli6t ois niinku senttimetrin kolkaisiiin se menis sitten
niinku...(jatkaa piirtamistd) kahdeksan.. eikun 16.
Haastattelija: Miten saa sen laskit?
Kalle: Jokaisen erikseen tai sitten vois laskea ettéa 4x4.

Kallen mielestéa tehtavan pystyi laskemaan joko riskulla tai kertolaskulla.
Koska Kallen piirtama nelio oli pienempi kuin TimaTainan ja Mervin,
yhteenlaskutapa oli kohtuullisen nopea tapa ratkaehtava. Isompien nelididen

kohdalla se olisi ollut hidas menetelma. Tero kddttotaulua kaksi kertaa, koska

luuli kyseessa olevan nelion sijaan kuutio.

Haastattelija: Miten laskisit tastd, montako niitd on?
Tero: Noo esimerkiksi.. koska tdssa on monta kerrostaligtlerroksella, niin
silloin siit tulis 60.
Haastattelija: 60?
Tero: Tassa on 20, sitten 3 kertaa se.. 20, tulee 60.
Haastattelija: Miksi kerrot sen kolmella?
Tero: Sen takia koska siind on monta kerrosta niité (téykynalla ylospain
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tasosta).

Yhteenlasku.Emma kertoi vastauksen heti. Koska h&nen ruudulekohgpieni,
oletin hanen laskevan tehtavan Kallen tavoin yHeskulla.

Haastattelija: Jos saa ratkaiset sen tallein, mik& on vois oltdates?
Emma: Nelja.

.....

Haastattelija: Miten laskisit tuosta, kuinka monta nelitta siiné?o
Terhi: Nelja, kahdeksan, kaksitoista kuusitoista (Terbk&e rivi kerrallaan
yhteen).
Haastattelija: Laskisit tavallaan jokaisen erikseen.
Terhi: Mmm, tai voinhan maé laskea silleen nelja kertalfgne

Terhi kaytti ensin yhteenlaskua. Taman jalkeentbtasi, ettd tehtavan voisi laskea
myds kertotaululla. Kalle ehdotti samat kaksi laskaa aikaisemmin (s.80).

Veikko laski pikkunelididen lukuméaaran soveltamatdmen kertotaulua.

Haastattelija: Miten se ratkeaa lopullisesti?

Veikko: No sitten kun jos tekee ihan hirveen tarkkaa tydigla lopuks mittaa etta
onko kaikki samassa (mittasuhteessa?). Sen jaeeatkee, sitten vaan
laskee monta niita on.

Haastattelija: Miten lasket ne (neli6t)?

Veikko: No jos joka rivissa on vaikka kymmenen niin kyligitten aina kerralla
yhden mutta jos ei 00 niin sitten ma varmaan $itéimen kertotaululla, se
on aika nopee.

Haastattelija: Kolmen kertotaululla, eli miten?

Veikko: Siis niinku kolme kuus yhdeksan, eli ma en niinipeis tallein yksitellen
laskeen koska niitd mahtuu ihan hirveesti. Jos aaadiiela tietoon se
kuinka iso, sehan voi olla viela isompi kuin taason nelién koko).

Haastattelija: Lasket niin kuin joka rivin erikseen?

Veikko: Joo.

Veikon ratkaisutapa riippui siita, kuinka montaidtl oli yhdessa rivissa. Jos niita
olisi ollut kymmenen, han olisi kayttanyt yhteedaa ratkaisumenetelméné. Jos
niita olisi ollut joku muu lukumaara, han olisi kégnyt kolmen kertotaulun tuloksia

apunaan. Jalkimmaisessa tapauksessa han oikeksthignluettelemalla

pikkunelididen maaran.

Kokeilemalla ratkaisuun. Pinja ja Joona halusivat selvittaa pikkunelididegéran

kokeilemalla ja vertaamalla.
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Pinja: Ja sitten tota etta..niin sitten me tarvittas vaanae neli6, niinku silleen
et sen vois kokeilla.

Joona: No eka sillein etté siihen tulis iso nelié taharnm&iihen pitais se tdhan
voi'aan varmaan vai tarvita ne pikkunelitt ettd@gia verrata ettd kuinka
paljon niihin mahtuu.

Aikaisemmin Pinja piirsi tilanteesta pienen nelgeka ison nelion erikseen.
Konkreettisesti kokeilemalla ja isoon neliodn vartalla oli mahdollista selvittaa,
kuinka monta pientéa nelidtd isompaan mahtuu. Tageutti hitaalta. Pinja jatkoikin

pohdintaansa.

Pinja: Silleen vaikka etté.. jos se pikku neli6 ois vaildeatin niin tan vois
jakaa silleen sentin silleen leveesti ja jakaa@siil sentin ruudukkoon
et yks ruutu ois sentin.. et nakyis kuinka magmmosta neliota
sinne mahtuu. ja kuinka monta senttia siihen rukdak menee.

Pinja oivalsi, etta pienista nelidistd muodostuisidukko, josta olisi helpompi
laskea vastaus kuin selvittda se kokeilemalla. id&@min esimerkiksi Tiina ja
Mervi muodistivat ruudukon valittémasti mieless§én74—75). Pinja paatyi samaan

ymmarrykseen mutkan kautta.

Tehtavaan ei ole ratkaisuaJarno ei loytanyt tehtavélle ratkaisutapaa.

Jarno: No mun mielesta toi on sellainen jota ei voi oikeitkaista, koska
loppujen lopuksi niitd pikkuneliditd mahtuu siihleputtomasti. Etta silla
lailla se on vahan mahdoton.

Jarnon ajattelua selitti hanen tapansa ymmartdav@tikkutakkina(s. 77-78).

Anna jatti tehtavan ratkaisun avoimeksi.

Anna: Tollasia siihen mahtuis nelja.. sitten jos niidetéf olla pienempi&, niin
sitten niita voi mahtua vaikka kuinka monta.
Haastattelija: Kuinka monta niita voisi mahtua?
Anna: No niitd voi mahtua niinku loputtomiin, mutta eitéiniinku ihminen voi
kaikkia nahda.

Annan piirtamasta esimerkista tehtavan pystyi iatkmaan. Jos neliot voivat olla
kuinka pieni& tahansa, voi niitd Annan sanoja miegamahtua loputtomasti ison

nelion sisélle. Samoin pohtivat Joona ja Pinja.
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Haastattelija: Montako niita voisi mahtua?

Joona: Ehké kaksikymment, tai ehké jopa tuhat nimitt&maliot voi olla nain
pienia tai ndin pienia (piirtdd paperille pienia h@ta) Silleen ettéd ne voi
olla vaikka tollasia (nayttaa piirtaméaansa todefiienta nelittd).

Haastattelija: Jos ne ovat tuollaisia, niin pystyyko sita laskentaa

Joona: Ei, se tulee ihan tayteen sen vois vaan varittdlaithmustaksi. Se ois

siin& mutta se ois mahoton laskea.

Mikroskooppi ja arviointi. Petrin mielesta pikkuneliot olisivat niin |ahelldigiaan,

etta ratkaisuun tarvittaisiin mikroskooppi.

Petri: Ja sitten on se kylla kuitenkin aika vaikeeta tebel§os pitais niin kun
miten monta mahdollista koska niitéa on niin alytéimpaljon jos sanois
jos puhutaan vaikka jos ois vaikka ois millin taakktai sentti tai niin
poispéin valissa olis. Se olis kylla ihan alyttéméaikeeta jos olis puol
millin tarkkaa pitéis tai pitais puol millin tarkda tehda.

Haastattelija: No voiks tota sun mielesta ratkaista?

Petri: Kylla oikeestaan ton voi, mutta siihen tarvitta@maan aika tosi hyva

mikroskooppi.

Petrin mukaan tehtava ei ollut mahdoton. Haneneasiébn neliot olivat sisakkain
tietylla etaisyydella toisistaan. Jos neli6ita thidr sisakkain useamman ja lahestyy
keskustaa, neliot eivat enda mahdu sisakkain padeedisyyden paahan toisistaan.

Nain ajateltuna tehtava olisi mahdollista ratkaiganeliot voisi laskea kuvasta,
kuten Petri olisi tehnyt.

Petri: Laskisin niinkun taalta yks, kaks kol sitten ta@ waikka neljas ja tossois
viides maa voisin laittaa jonkun merkin vaikka jonkéllasen tuohon noin
ja sitten tasta eteenpéin taas viis ja niin poispaielpompaa laskee.

Haastattelija: Oisko tossa ollut mitdéan muuta tapaa, jolla tonsvajatella, ton tehtavan?

Petri: No kylla sen silleen paassa voi laskee, kunhaneatasigpeeksi tietoja.
Miten pitka se on ja sitten ettd miten monta siileén siind kestais kylla
aika kauan kuitenkin.

Sarin mielesta tehtavan vastaus oli kaksi.

Haastattelija: Miten paattelit tuon?
Sari: MAa mietin etta jos ne on niinku sellaisia, jos meminku sellaisia vahan
litteempid, niin sitten mahtuis kaks jos ne oisaréhienempia..

Sari arvioi, etta pienempia neliditd mahtuisi kaksimman nelion sisélle. Hanella ei
ollut selvaa ratkaisumenetelméa tehtavaan. Jorddram han perusteli ratkaisuaan
pienen nelion koolla. Hanen piirtdmassaan kuvasge {7) neliot eivat olleet nelion

muotoisia. Jos neliot piirretaan littedmmiksi (@l pienennetaan nelion korkeutta
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mutta ei muuteta leveyttd), ne eivat enaa ole @li@an pienia suorakulmioita.

Nayttaisi silta, ettd Sarin neliokasitys olisi pisetlinen.

6.3 Ratkaisutavat erilaisissa tehtavissa

Viimeiseen analyysivaiheeseen arvoin kymmenen apfal(Pekka, Tero, Jarno,
Tiina, Mervi, Veikko, Marja, Taina, Kalle ja Pinjgpiden haastattelut litteroin
kokonaan auki. Luin jokaisen arpomani oppilaan tateun uudelleen lapi. Pyrin
selvittdmaan, 16ytyyko yksittaisen oppilaan ratk#asoista toistuvaa
ratkaisumenetelmaa tai ajattelumallina. Tassa gBenlgiheessa tarkastelin Kuutio 1-
Janne ja Heikki-, Kuutio 2- ja Kolmio-tehtavia (1gi2) .Tietojen yhdistelynsekaei
perusteita-luokat periytyivat Kuutio 1-tehtavasta (Liite @han luokitteluun

mukaan. Analyysin tulokset jakautuivat kahteen palgkaan.

1. Tietojen kayttotavafTietojen kayttotavan luokkaan kuuluivat erilaisetion
sovellustavat sek& myds tiedon soveltamatta jatt@miLuokka sisélsi nelja
alaluokkaatietojen yhdistely, ei perusteita, yksi ratkaispdelennaisuudet

2. Mallintaminen Mallintamiseen sisallytin kaikki erilaiset tavatjlla oppilaat
pyrkivat selventdmaan omaa ratkaisuaan. Paéluakkabksi kolme

alaluokkaamielessé mallintaminen, perusymmarrys, apuvaline.

TAULUKKO 2. Mallintaminen ja tiedonkaytté ongelmatévissé

Mallintaminen Tietojen kayttotavat
Mielessa perus Apu Tietojen Ei perus Yksi Epéolen
Oppilas [ mallintaminen| ymmérrys valine yhdistely teita ratkaisu | naisuudet
Pekka 2 0 0 0 8 0 3
Tero 2 0 1 0 0 0 0
Jarno 4 0 0 2 0 0 2
Tiina 0 0 0 0 0 3 0
Mervi 4 0 2 1 0 0 0
Veikko 3 0 3 1 0 1 3
Marja 4 0 0 3 2 0 0
Taina 0 0 0 2 2 2 0
Kalle 0 4 1 1 0 0 0
Pinja 5 0 0 0 0 0 0
Yht 28 4 4 3 12 3 9
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Taulukossa olevat luvut kertovat, kuinka monta&iwppilas kaytto kyseista
luokkaa. Selvasti eniten oppilaiden vastauksissauiomallintaminen. Ainoastaan
Taina ja Tiina eivat mallintaneet yhtdan kerta@tdjen perusteeton kaytto esiintyi
kahdeksan kertaa. Taman luokan kohdalla on todeRakan vastausten kuuluneen
siihen kuusi kertaa. Kaikki Pinjan vastaukset $ysdit mielessa mallintaminen
alaluokkaan. Samaa luokka kayttivat eniten JarrervMa Marja. Veikko ja Pekka
kiinnittivat huomiota epaolennaisiin tietoihin kodnkertaa. Taulukkoon merkitsin

ainoataan ne luokat, jotka esiintyivat vahintaaksk&ertaa.

6.3.1 Tietojen kayttotavat

Ei perusteita. Pekan, Tiinan, Marjan ja Tainan haastatteluisgsylGei perusteita
luokka. Erityisesti Pekan vastauksista kyseinekkadodytyi useamman kerran.
Oppilaat eivat osanneet selittdd, miksi tehtavédarsu ei ollut mahdollinen. Kuutio
2- tehtdvassa Taina loi s&&4nnon, jonka mukaandtiaisi tehtdvan eri kohdat. Kun
hanen saantonsa petti, tapahtui seuraavaa:

Taina: Eika tastakaan tuu.
Haastattelija: Miksi ei tule?
Taina: No ei siitd vaan.. emma osaa sita selittaa.

Taina paatteli aikaisemmin, etté kuviossa piti &llasi ruutua. Tilanteessa jossa
saanto ei patenyt, han huomasi ettd kuviosta edostanut kuutiota. Han ei osannut
taydentaé eika perustella saantvaan. Kuutio 1stéhté-kohdassa (Liite 2) Taina
jatti aikaisemmin perustelun samaan tapaan kegkgen myos Tiina ja Pekka

(s. 64-65). Kuutio 1-tehtavan f-kohdassa (LiitdP2kka oli sitd mielta etta tehtavan
voi ratkaista. Han ei osannut tehda sita, joterelt@mi ollut perusteita tehtavan
ratkaisulle (s. 68) Jos oppilas ei tieda, mitddean kasitteilla tarkoitetaan, han ei
sitd todennakdoisesti osaa ratkaista. Aikaisemnigsto, ettéd halkaisijan kasite ei
ollut tuttu kuin Tiinalle (s. 67). Marjalla ei osaumt perustella omia vastauksiaan
Kuutio 1-tehtavan e- ja f-kohdissa (s. 65, 68).

Epé&olennaiset.Perusteettomien ratkaisujen lisdksi Pekka kiinegolennaisiin
asioihin huomiota tai sovelsi tietoja perusteettsindanne ja Heikki-tehtavassa
(Liite 2) oppilaan tuli alleviivata tehtavanannosatkaisun kannalta tarkeat tiedot.

Pekka ja Veikko perustelivat omia ndkemyksidan amasti:
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Haastattelija: Minka takia alleviivasit nuo?
Pekka: Koska niissa kerrotaan ne matkat.

Veikko: Vesa asuu kilometrin paassa. Se olis tossa koulHitadin sen voisi niin
kuin kuvata. Nuo ei 00 niin tarkeita etté ovattameet toisensa kolme
vuotta kun kysymyksena on kuinka kaukana JanneijkHasuvat

Tehtdvanannossa oli mukana ylimaaraisia valimatkojéareita, jotka eivat
liittyneet ongelman ratkaisuun. Molemmat pojat Rittivat huomionsa matkaa
ilmaiseviin tietoihin. Pekan ja Veikon lisaksi Jaralleviivasi samat asiat. Janne ja
Heikki -tehtavassa ratkaisuvaihtoehtoja olivat aatteessa kaikki vastaukset
suljetulla valilla 5-9. Pekka ja Jarno esittivdtkaisuvaihtoehdoksi samaa lukua

muuttaen sen yksikkoa.

Haastattelija: Sait tulokseksi viisi kilometrid. Voisiko vastaulis gokin muu?
Pekka: No voishan siina olla tietysti 5000 senttia.eikiia S000 metria ja 500 000
senttia.

Jarno: Se asuu 1,2,3,4, viiden kilometrin padssa toisistaa
Haastattelija: Voisiko tuossa olla jotain muuta ratkaisua?

Jarno: Voishan se olla sillein ettd 5000 metrin paassaistaan. tai 500 000 mm

paassa toisistaan.

Taman liséksi Pekka sovelsi annettuja tietoja végdkstin kayttoon liittyen Kuutio
1-tehtavan (Liite 2) a-kohdassa (s. 43—44). Kulittehtavan e-kohdassa (Liite 2)
Veikko kiinnitti huomiota tilaan joka jaa kuutioréikkiin laitettaessa pallon sen
sisélle. Samassa kohdassa han ajatteli mahdollampienid palloja, vaikka
tehtavdnannossa pyydettiin laittamaan kuution lsiséahdollisimman suuri pallo.

(s. 63.)

Yksi ratkaisu. Taina ja Tiina eivat hahmottaneet tehtavan malsimlérilaisia

ratkaisuja ja vastauksia. Kehotin molempia pohéimasiaa.

Taina: Se on niinku yhdeksan kilometrin paassa toisistados tossa ois se koulu
ja sitten se asuu se Janne tossa toin ja taa vélkianan seitseméan kilomeria
ja jos se Heikki sitten asuu vaikka tassa nairggvalimatka on kaksi
kilometria niin sitten siitd tulee niinku yhdekdédlometria.

Haastattelija: Keksitkd muuta ratkaisua?

Taina: O06..en (vastaa akkia).

Haastattelija: Keksitkd muuta ratkaisua?
Tiina: Noo en.
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Kuutio 1-tehtavan f-kohta (Liite 2) heréatti paljenlaisia ajatuksia oppilaissa. Taina
ei yhden vastauksen jalkeen kyennyt pohtimaanjkeightavaan loytya muuta
vastausta (s. 65). Ennen kuin Tiina totesi, ethei keksi Janne ja Heikki-tehtavaan

(Liite 2) toista vastausta, ajatteli han seuraavast

Tiina: Jos seittemasta miinustetaan kaksi kilometriggisilse ois niin, etté ne
asuis suoralla viivalla. Tdsson Jannen talo ja tisse Heikin talo ja tAsson
se koulu. Heikki ei voi asua taalla,, koska musi¢é ei vois oikeestaan
laskea koska se ois tdd matka (kolmion hypotenweika)ytaa matka. Taa
matka pitais saada tietoon ja se on viisi kiloméetri

Tiina huomasi, ettéd Heikki voisi asua muuallakinit€nkin han jatti vaihtoehdon
huomiotta. N&in ollen han jatti havaitsemiaan jeetcdyttamatta. Kuutio 2-

tehtavassa (Liite 2) Tiina méaaritteli sAdnnon, ppplerusteella hén ratkoi tehtavaa.

Tiina: Tosta voi, koska siina on kuus. Tasta voi, voi(Viha ympyroi kaikki,
jossa on kuusi neliota.).

Tiina ei mallintanut tehtéavaansa mielessaan est@mbaut saant6dan. Taman vuoksi
han ei huomannut saannon puutteellisuutta. Sanapaan kuin Janne ja Heikki-
tehtavassa (Liite 2) Tiinalta ja& olennaisia aaiblilomaamatta myos Kuutio 1-
tehtavan e-kohdassa (s. 64). Kuutio 1-tehtavarhfikesa (Liite 2) Veikko maaritteli
oman kasityksensa halkaisijalle. Han ei soveltamidritelmaansa millaan tavalla
(s. 67).

Tietojen yhdistely. Taina ja Mervi pystyivat yhdistamaan tietoja twisa ja
muodostamaan niista kasitteitd. Kolmio-tehtavakste (2) molemmilla oli selva

mielikuva siita, mitd suorakulmion piiri tarkoittaa

Taina: Sen piiri on 26 senttimetria. Ja tota niin taalléskella on nelié suorakulmio
ja sen pinta-ala on 12 senttimetria.
Haastattelija: Miten paattelit tuon?
Taina: Jos taa on niin kuin kolme ja t&a nelja niin netgrtaa kolme on 12
senttimetria ja sitten sen piiri ois niinkun 14 genetria.

Mervi: Tasta kuviosta voi ainakin paatella tan piirin piglen. Ja sitten tasta.. voi
paatella piirin t&n nelion mika on taalla sisalla.

Tytot eivat olisi kyenneet edella kuvatulla tavata/eltamaan kolmiossa annettuja

tietoja, jos he eivat olisi sisdistaneet kasittpité ja pinta-ala. Lahes kaikki muut
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oppilaat luettelivat vastaavassa kohdassa ykséttetoja siita, kuinka pitkia
kolmion sivut olivat. Taina ja Kalle yhdistivat t&ivassa annettuja tietoja Kuutio
tehtavan (Liite 2) a-kohdassa (s. 61-62). Jahulsyi tietoja saman tehtavan c- ja
d-kohdissa (s. 62).

6.3.2 Mallintaminen

Mallintamiseen liitin tdssa tutkimuksessa tilan&idnittasuhteiden ja muotojen
havaitsemisen. Myds apuvalineen tai muun vastameretelman kaytté kuului
mallintamiseen. Naiden keinojen avulla oppilas ttgh tilanteen parempaa

hahmottamista mielessa.

Apuvéline. Tero, Veikko ja Kalle puhuivat keinoista, jotka pettaisivat heidan
tehtavansa ratkaisua. Teron kohdalla kysymyksegtitait apuvéalineenéd Kolmio-

tehtavassa (Liite 2):

Tero: No sen alasivun pituus on kymmenen ja ylasivunlosehttimetrid pituus ja
se on korkee tuota viisi senttimetria ja tuota...e@mauta tieda.
Haastattelija: Keksikd, kuinka paljon on tuosta pisteesta tuonne?
Tero: Se ois kuus senttimetria.
Haastattelija: Miten paattelit?
Tero: Koska tdssd menee nelja ja tdd nyt on kymmeneameljiin plussataan
kuus tulee kymmenen.

Ennen tata Tero oli todennut, ettéd han ei kekséenéduta. Kysymysten avulla hén
osasi kertoa lisdd. Vastaavassa kohdassa Kallgankkset eivat auttaneet. Han

kehitti itselleen toisenlaisen apuvalineen.

Haastattelija: Keksitkd muuta?
Kalle: Noo...Tasta tdhan ja tasta tahan.. Ne vois ratkarsteittimella.

Kalle ei osannut soveltaa tehtdvassa annettugdi@eron tavoin. Han otti kayttdon
omalle tasolleen sopivan menetelmén. Veikko ilma&ta kysymysten avulla han

pystyisi kertomaan enemman kolmiosta.

Veikko: No kun ei oo mitdan kysymyksia niin ei voi niinkeeen paatella mitaan.
Jos ois jotain kysymyksi& niin silloin vois pagigttain..

Kysymysten avulla Veikko osasi suunnata huomioiettyyn asiaan. Kallen tavoin

Veikko valitsi ratkaisutavaksi viivoittimella mitanisen.
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Haastattelija: Entés télle (osoitan patkaa joka kaksi cm, "ylakmissa”)

Veikko: No en ma sillekdan oikeen osaa sanoa muuta kuois®Na kaksi
senttimetria (katsoo viivoittimella "ohimennen”) Ul tossa on toi
yhteinen mitta viisi. T&& ois niin kuin kolme..

Haastattelija: Mista tiedat ettd se on kolme?

Veikko: En ma tiedd mut ma paattelisin etta se on. Nuolaamw taaskaan

samasta kohdasta (puolesta valistd) katkastu.

Veikko paattelyketju alkoi sen jalkeen, kun hanesisin mittaamalla selvittanyt
valin pituuden. Veikko ja Mervi toivoivat kuutio tehtavan g-kohdassa (Liite 2), etta
saisivat ratkaista tehtavan tarkastelemalla tatalkuutiota (s.51-52). Seuraavassa

katkelmassa esitédn Mervin ajatuksia Kuutio 2-tetis&a (Liite 2).

Mervi: Tata ei voi taittaa milladn kun tassa naita kuvaoiélllein vierekkain, niin
sitten se ei voi olla tasta ei voi saada kuutiatéd Mutta jos ne ois
tallein erikseen niin sitten niista vois saada kot

Mervi ajatteli, ettd jos yhdesta vaihtoehdostdehdi kuution, silloin muista ei enaa
pystyisi taittelemaan kuutiota. Mervin ajattelunkaan kaikista kuutiomalleista ei
pystynyt yhta aikaa muodostamaan kuutioita. Hatiedjaluksi, etta kuutiomallit
ovat paperilla, eik& niitd saisi "irrottaa” toisasin. Jos yhdesta olisi taitellut kuution,
ei muita olisi ollut mahdollista taitella. My6henmMervi paatteli mallintamalla,

kuinka kuutiot muodostuivat (s. 90-91).

Mielessa mallintaminen.Nelja oppilasta (Marja, Mervi, Tero ja Veikko) Hiiitti
Janne ja Heikki-tehtavassa (Liite 2) huomiota rkdtavaan. Heille oli tarkeata, etta
heidan piirtAmassaan kuvassa asiat sijaitsivabsse suhteessa toisiinsa. He
maarittivat etaisyydet suurin piirtein, tai hyvinkiarkasti viivoittimen mittoja
hyvaksi kayttden. Tama kertoi oppilaiden yrittavemmottaa asioiden valisia

suhteita.

Haastattelija Miksi pyyhit toisen talon pois?
Marja: Koska taalla oli niin kuin seitseman kilometriatgilla kaksi. Se ol
melkein samanpituinen.

Mervi: Ja sitten kuviteltas nyt vaikka ettéd yks senttiinmgdis yks kilomeri.

Tero: Taalla on seitseman, tassa on kaks... ja tota... (ifeitanatkaa kadella,
sormien valilla) suurinpiirtein

Veikko: Tassa ois niin kuin Jannen koti vaikka tallanensaslannen koti. Sitten
otetaan vaikka seitseméan senttimetria niinse niinda niinkun seitsemaa
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kilometria vastaa nyt tdssa mittakaavassa.

Kuutio 2-tehtavassa (Liite 2) Tero, Veikko, MarMervi, Pinja, Jarno ja Veikko
mallinsivat kuution rakentumista mielessaan. Hetik&t kuvaa tai omia k&siaan
apuna tilanteen hahmottamiseen. Kysyin Teroltagkdlta tehtavan ratkaisun

yhteydessa heidan kasityksiaan kuutiosta.

Tero: Taa siirretddn tahan ja taa siirretaan tahan...
Haastattelija: Muistatko, mika se kuutio oli?
Tero: Kuutio on niinku semmonen nelidn tapanen. Se oérvaiinku semmonen
mika siina ekassa tehtavassa oli semmonen, Taatdahan tulee kaks
kerrosta paallekkain... ei tulekaan.

Neli6-tehtavassa (Liite 2) Tero kertoi aikaisemifgn78) kasityksensa kerroksista
rakentuvast&uutioneliostd Myos Kuutio 2-tehtavassa (Liite 2) Tero laati dutsta
kuutioneliota, joka muodostui kahdesta neljan ruudwodostamasta nelidsta.
Tehtéavassa oli mahdollista taitella kuutio leikataimalleista. Teron tapa ymmartaa
tehtava selvisi, kun han naytti, miten siirtaiskégusta mallista kuution neliGiden
palasia. Koska missdan tehtavan vaihtoehdoisthueitarvittavaa kahdeksaa neliota,

tehtavan ratkaisu ei onnistunut. Veikon ajatush@man erilainen kuin Teron.

Veikko: Kuutio on niin kuin kolmiulotteinen neli6.. tuledisutio tdssa niinku ei olla
kolmiulotteisesti niin ettd tAma tayttyis, tAmetdma ja tama tayttyis
jollain siirrolla. Sitdko se tassa tarkoittaa kosk@han se muuta voi silleen
tarkoittaa kun.. ... toi menis vaikka tohon.. tAhdmnne.. ei tastakaan tuu
ihan ei tuu aika lahellekdan ihan kun kaks jadtesi tasta, ei tuu
tastakaan.. ei tuu mistaan sitten.. ei tuu.

Veikon kuutio koostui yhdeksasta ruudusta, jotkadustavat nelion (Liite 8). Naita
ruutujen muodostamia neli6ita olisi pitanyt olleeemman. Taman ajatuksen takia
Veikko ei pystynyt ratkaisemaan tehtavaa. MarjarwWjé’inja, Pekka ja Jarno

ajattelivat kuution nousevan tasosta. He puhuvitista, seinista ja sivupaloista.

Marja: No jos tuon laittaa tuohon ylos (osoittaa kahtai@td) ja sitten tdd menee
siihen paalle niin siihen tulee kuutio (nayttaa iKas.

Mervi: Esimerkiksi tasta kakkosesta ei voi saada, koskal@osa tassa jaa tassa
tyhjaks. Tasté ykkosesta taas vois saaada koska @i se alaosa.. Sitten ..
tasté kolmosestakaan ei mun mielesta voi saad&aksima on liikkaa naita
nelidita ja niinkun ihan vaarissa paikoissa. Jattieelosesta ei voi mun
mielesta sen takia saada koska tassé on naitaitéehin paljon perakkain,
etta siitd ei voi saada. Sitten tasta vitosestasaaida koska tassa on taas
taa, thma kuvio, mika on tassé kakkosessa ja t@élde pohja. .. ja sitten



Pinja:
Haastattelija:
Pinja:

Jarno:

Pekka:
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tasta kutosestakaan ei voi saada koska siina alaniammosessa
neliomuodossa.

Tan voi mun mielesta rakentaa.

Miksi?

Jos tan taittaa sivulle, tan taittaa, ja tda onhjapala ja tasta tulee katto.
Tata ei voi ainakaan rakentaa tata nelosta.. notsdaa koska eu tuu tdnne

Taa ykkonen on oikein. Jos tassa nyt on se yks aié taitetaan tohon,
tohon, tohon ja taalla on kaks sellaista jotka gtha ne ja tuonne (nayttaa
kasillaan kuinka taittuu, toinen kasi pohjana) t&ittaa kolmonen... onkin
vahéan vaikeempi. Ei se 0o niinku mahollinen. Sertiein tosta. Se on
niinku kulmasta kiinni. Se on sen takia vdhanniseku .. ootas se tulis
nain.. mites se kaantyy.. se kdantyis noin../ndygtimalla kasillaan).

No jos tdméan kdantaa tahan siita tulee yks se#é@an tahan, yks seina,
taman siihen paalle siita tulee katto ja tasta gkma ja tama jaa yli. Ja ei
00 yhtéa seinda. Siitd tulee lattiaton tai katoton.

Mervi ja Pinja (s. 51, 55-57) mallinsivat tehtasi&aisemmin Kuutio 1-tehtavassa

kohdissa e ja g (Liite 2). Marjan mallinsi (s.5@hklassa Kuutiol-tehtavan g-

kohdassa (Liite 2). Tasosta nousemisen lisaksia&g¢kka ja Jarno huomasivat,

ettd Kuutio 2-tehtavassa (Liite 2) kaksi avattuatlamallia olivat keskenaan

samanlaiset.

Jarno:
Pekka:

Haastattelija:
Matrja:

He kaansivat kuviot mielessééan ja hswvat niiden yhtenevyyden.

Vitonen on taysin sama kuvio kuin ykkonen eli on.
Ei tastakaan, tAma on taas sama ( kuin ykkénen)

Minka takia se kay?
Se on niinku sama kuin toi ykkdnen mutta toisinp&in

Janne ja Heikki-tehtavassa (Liite 2) vastausvaltitga oli useita. Mervi ja Pinja

huomasivat ne. He osasivat kertoa, mista kyse@htoehdot seurasivat.

Haastattelija:
Mervi:

Haastattelija.
Mervi:

Haastattelija:
Mervi:

Sait vastaukseksi viisi kilometrid. Voisiko ollahdallista saada mitééan
muuta vastausta?

No vois jos Janne asuis tolta koululta seitseménmetrin padssa esimerkiks
tassa suunnassa 7 kilometrin paassa. Eli jossanad&ohti. Sitten téaa ois
ehka eri pituinen kuin se viisi kilomeria.

Mikéhan se valimatka olisi suurimmillaan?

No sitd on vahan vaikea sanoa, kun se voi asuamiinessa suunnassa.,
Mutta ehka se enintdan ois joku kymmenen kilometria

Miten paattelit sen?

Sen vois aatella sillain etté jos se asuis tasskkeatalla (nayttdd kuvasta
Jannen kotia). Niin sitten se asuisikin ehka sullegm jos tassa nyt ois se se
seitteman kilometrid niin se asuis mahollisimmaualema ehka. Niin sitten



Haastattelija:
Pinja:

Haastattelija:
Pinja:
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taéa ois yhekséan kilometria koska tas ois se kdkmkitria ja sitten tas ois se
seitteman, kun ne lisatédan tulee yhdeksan. Metrsdiita viela on vahan kun
se asuu tassa ylaviistossa ja tdsson taa koula gigen.

Miten paattelit?

Silleen jos ne lasketaan yhteen ... mutta oli s&kuniperiaatteessa oikein
koska.. niin joo.. ei on se yhdeksan kilometrid,ge Heikki asuu taalla
koulun toisella puolella mut jos se asuu taalladan puolella niin siina ois
viis.. sita ei tiid kummalla puolella se asuu. Taissiiinkun nelja kilometria..
jos ne asuis samalla puolella, silloin niitten vééitka ois viis kilometria.
Siind on periaatteessa kaksi tapaa. Se on vaharimubkainen, kun ei tieda
asuuko Heikki Jannen puolella sieltd koulusta Katw vai sielld siella
toisella puolella. Sillon se on enemman jos se &$ellé toisella puolella.
Onko muita vaihtoehtoja?

Jos se menis tonne tai tonne sen vois periaattdaskaa ndin, mutta en ma
sitten kylla osais laskea (osoittaa ettd Heikkisvaisua koulusta misséa
suunnassa tahansa, ja etta valimatka olisi sili@timatka, joka ei mene
koulun kautta).. ei sitéa oikeen pysty, kun senipitéenna silleen koulun
kautta oudosti.

Kolmio-tehtavassa (Liite 2) Veikko ja Pinja kertabomia mielikuviaan kolmioista.

Veikko:

Haastattelija:
Pinja:

Se ei 00 niinkun normaalisti kolmiot on etta niinkinne menis viistoon yks
vaan se on tonne se. mun mielestéa normaali kolmigpiirtaa tasasivuisen
kolmion) téllanen. Ja sitten m&é ajattelen vahéitageks epdnormaaliks
kolmioks vaikka sekin nyt on kolmio niin tallast&e(piirtaa
suorakulmaisenkolmion) tda on vahan niin kuin éimdn taiteltu silleen
keskeltd kasaan.

Keksitkd muuta?
No siin on kolme kulmaa. Ja ei se nyt oikeestaaedas kolmio eiku on se
kolmio, mutta se ei ole sillein ndin(piirsi tasasisen kolmion).

Molemmat tuumivat, ettei suorakulmainen kolmio mtgmaali kolmio. Kun Pinja

luetteli kolmiosta tietoja, han arvotti niitéa subssa toisiinsa.

Pinja:

Haastattelija:
Pinja:

No téa& on ainakin taa kolmio on ainakin viis saritirkee. Ja se on tollein
leveydessa niin sanotusti kymmenne senttii. Sihs®in niinku puolet on
nelja senttii, no se ei nyt niinku ole kovin tarkie¢o. Sit se on suurin piirtein
keskeltd kolme senttii korkee. Sit se menee tollawittain ylospain, se on
ykstoista senttii korkee. Se on niinkun yhden sdwatikeempi tai pitempi
tuollein vinosti kuin tallein suorasta (Vertaa hypouusaa ja kantaa
toisiinsa) Ja no naa nyt ei oo niinkaan tarkeittadja.

Miksi?

No kun ei sitd tarvi mitaan taalta etta kuinka gitke on. Kyllahan sen tietaa
tasta, etta kylla se voi olla nelja senttia josdalpiirtais etta
yks,kaks,kol,nel. Ei se oo tarkeeta etta missankedion nelja senttid, misséa
viis, missa kuus. Mutta se kokonaismitta ettd lapikké se on silleen
kokonaan, se on tarkee. Ja sitten etta kuinka leoskeeon keskelta, ei too ees
keskeltd ettd.. ainakaan nakéjaan. Voi toi ollaskinyt ole tarkeeté kun se ei
ees 00 keskelta, ettd kuinka korkee se on siita.
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Janne ja Heikki-tehtavassa (Liite 2) Pinja hahmtetitavan ratkaisun kannalta
olennaiset asiat, koska han havaitsi useita ratikaistoehtoja (s. 92). Kuutio 1-
tehtavan e-kohdassa (Liite 2) Pinja ymmarsi paftarodon vaikuttavan ratkaisuun
(s. 56-57). Kolmio-tehtavassa (Liite 2) Pinja kiitirhuomiota kokonaismittoihin
jattéen turhat tiedot pienemmalle huomiolle. Samasktavassa Jarno huomasi

seuraavat asiat:

Jarno: Ja sitten tdssé on vissiin jotenkin vissiin lagksita ettd kuinka monta
nelitta saatais tai nelikulmiota saatais silla lailetta yritettais tayttaa se
mahdollisimman isoks. Ja ykshan siitd on saatjanartaa kolme kokonen
nakojaén. Tostahan sitten kun me osataan niinrsitte laskee naitten
kulmat tasta, niitten asteet. Mutta ma en nyt ag@akvield osaa niita
laskea.

Jarno ajatteli, ettd kolmion sisélle oli piirrethahdollisimman suuri suorakulmio.
H&an puhui myds kulmien suuruuden laskemisesta.lidéae nahnyt jonkun joskus

tehneen niin. Jarno hahmotteli oman maarittelembabé&isijan ja kuution sarmien

valisen kulmien kokoa (s. 67).

Perushahmotus Kallella toistui nelja kertaa samanlainen tapa taidanne ja
Heikki-, Kuutio 2- ja Kuutio 1-tehtavissa (Liite . 2)an ajatteli &aneen ja esitti
kysymyksid, joihin han itse vastasi. Han oli ajaiskaan oikeilla jaljilla, mutta ei
viela kyennyt jatkamaan paattelyketjujaan. Hanere&a kertomansa asiat osoittivat

hanen osaavaan hahmottaa asioita oikein.

Kalle: No oisko ne niinku viiden kilometrin paassa toest. Niin no jos ne asuu
niinku samalla suunnalla..
Haastattelija: Miten laskit tuon viisi kilometria?
Kalle: No..hetkinen..niin no emma tiia nyt pystyykd sitéiniinku tosta tietamaan,
voihan se asua vaikka taalla se Heikki silti se&kahden kilometrin paassa
koulusta etta..

Kalle: Tostakin vois (3) mutta noi niinku.. tai noi mepéillekkain, mutta
kyllahan siita silti tulis kuutio.
Haastattelija: Miksi ajattelit aluksi, etta tuosta tulee?
Kalle: No mé&& en ndhnyt tota etta toi ja& auki. Koska mnliian se menee kiinni.
Paitsi niin no niin.. vaikka jos ajatellaan ettadiran paperia niin silloin
menis niinku paallekkain osia joitain sivuja. Mutisshan se siltikin
kuutio.

Kalle: Niinku taa kuutio tai nelié pituus on 4 cm.
Haastattelija: Siis tdméan yhden sivun pituus?
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Kalle: Niin, ja myds tan oikeestaan (tarkoittaa vastakieagvua suorakulmiossa)

Kalle: Onko se halkaisija niinkun se leveys tai niinkuifi se on se
ymparysmitta se...
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7 POHDINTA

Tutkimukseni tarkoitus oli selvittdaa neljannen laokoppilaiden matemaattista
ajattelua geometristen ongelmien avulla. Kahtalapfa lukuun ottamatta, oppilaat
osasivat kertoa omasta ajattelustaan. He omasetatkagnitiivisia taitoja. Samaan
tulokseen on paatynyt myos Pugalee (2001, 242)lovageatkaisun kirjoittamista
koskevassa tutkimuksessaan. Vastakkaiseen tuloksepa@atynyt puolestaan
Merenluoto (2003, 38) lukukasitteeseen liittyvéasgkimuksessaan, jonka mukaan
lukiolaisilla ei valttamatta ole kovin paljon lukun liittyvaa metakognitiivista
ajattelua. Tahan tutkimukseen osallistuneet opipggstyivat kertomaan omista
kasitteistadn, ratkaisutavoistaan, ratkaisua higlpista tekijoistaan ja tiedon
kayttotavoistaan. Kertomukset tdydentyivat oppdaidehtavapaperiin tekemilla
merkinnoilla. Nayttaisi mahdolliselta, etta opedtapi olettaa neljannen luokan
oppilaan pystyvan kertomaan omasta ajattelustaanMgrenluodon (2003)
tutkimuksen tulokseen saattaa olla seurausta galastani matematiikan alueesta tai
tutkimusmenetelmasta. Merenluoto tutki matemaattgttelua lukukasitteen
nakokulmasta. Tassa tutkimuksessa ajattelua latiestgeometrian nakdkulmasta.
Merenluoto (2003) paatyi paatelmaansa metakogisiivajattelun puutteesta, koska
hanen tutkimukseensa osallistuneiden oppilaidetausisissa ilmeni, etta lukuihin
littyva kasitteellinen ja muodollinen tietdmys @krsin heikosti hallittua

(Merenluoto 2003, 35). Tassa tutkimuksessa katsprilaan omaavan
metakognitiivisia taitoja, jos han osasi kertoa staajattelustaan (ks. Pugalee 2001,
237) huolimatta h&nen tietAmyksen tasostaan. Maodoh (2003) tutkimuksessa

metakognitioihin liittyi oppilaan kayttdmien kasgitlen ja tietdmyksen hallinta.

7.1 Tiedon kayttaminen ja soveltaminen

Tutkimuksella selvitettiin, mita tietoja oppilasgityy havaitsemaan ja kayttamaan
ongelmanratkaisutilanteessa seké mita tietojeroké§tseuraa. Tehtavassa
annettujen tietojen, kuvan ja tekstin, kayttdmieeaiheuttanut ongelmia: ne
huomattiin ja niihin viitattiin, mutta niiden sowaminen ei onnistunut kaikissa
tilanteissa. Tekstin kayttdminen tehtavanratkaesessavannut tehtavan sisaltoja
kunnolla. Kolme oppilasta tulkitsi tekstin tieddtes, ettd ne vastasivat kysyttya

ongelmaa, jonka jalkeen he suorittivat valitsemdaskutoimituksen. Yhden
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oppilaan kohdalla ajattelun kiintea yhteys teksttojen kanssa johti siihen, ettei
han huomannut tehtavan muita ndkdkulmia ja vaititogia tapoja ajatella.
Kinnusen ja Vauraan (1997) mukaan oppilaille orptiigta etteivéat he valitse
laskutoimituksia tehtavan sisaltaman matemaattsgelman pohjalta, vaan
joidenkin muiden tilanteeseen tai tehtavaan liigywpiirteiden pohjalta (Kinnunen
& Vauras 1997, 276-277). Merenluoto (2003, 37) aatpnyt tutkimuksessaan
johtopaatdkseen, ettd oppija nékee sita, mita tmistautunut ndkemaan ja pitaé
ehka tiukasti kiinni aikaisemmista olettamuksistagal6in aikaisemman ajattelun
uskomukset siirtyvat virheellisesti uudelle alueedn mahdollista, etta
mainitsemani oppilaat tulkitsivat tietoja tehtavdigtyvien piirteiden pohjalta tai
ettd he nékivat tehtavassa sita, mita odottivaewdksa. Chinnappanin (1998, 213)
mukaan epaonnistuminen ongelmanratkaisussa vaigahy6s siitd, etteivat
oppilaat rakenna ongelmasta linkkeja sisaltavaiakttista mallia. Tulkitessaan
tehtavia kuvan tietojen avulla, ratkaisut muutttiparustellummiksi. Erityisesti, jos
oppilas onnistui tulkitsemaan sek& kuvan etta teksttojen yhdistelmaa, oli
ratkaisu ehyempi. Tahan tulokseen liittyy Gardgeemontaguen (2003, 251)
havainto visuaalis-spatiaalisen kuvauksen merkiktiy myonteisesta korrelaatiosta
matemaattiseen ongelmanratkaisuun. Tassa tutkires&g® tullut esille kuvan
kayton kielteista vaikutusta ongelmanratkaisuuth (degarty & Kozhevnikov 1999,
688).

Yhden oppilaan kohdalla usean tiedonlahteen kaytsdanut aikaan onnistunutta
ongelmanratkaisua. Oppilas ei tiennyt, mita tehg&&édnainitut kasitteet tarkoittivat.
Héanelle ei ollut muodostunut skeemaa, joka olisligtéinyt tiedot ja kéasitteet
toisiinsa. Hanen tietonsa eivat olleet verkostaeirtoisiinsa. Tama havainto on
melko yhteneva Chinnappanin (1998, 214) geomettiseion laatuun liittyvan
tutkimuksen tulosten kanssa. Kolmen oppilaan kdhdaisitteiden ja
laskumenetelmien hallinta erikseen ei johtanut @gkeratkaisuun. Proseduraalinen
tieto (laskumenetelmd) hallittiin, mutta siiherosattu yhdistaa kasitetietoa. Yhtena
syyna tahan voisi olla se, etta proseduraalinga tiayttaisi kehittyvan
konseptuaalista tietoa nopeammin. Lapsi valitsegusikean tavan tehda tietamatta
miksi. (Haapasalo 2004, 57.) Tekstin ja kuvan jetg/hdistaminen toisiinsa oli

vahaista. Niita yhdistettiin toisiinsa yhdeksant&ar joka on huomattavasti
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vahemman, kuin yhden tiedonlahteen (esim. kuvae3ta) kayttokerrat. Tehtavaan
ei voinut maaritella, kuinka monta kertaa enimnégifiotain tietoa olisi mahdollista
kayttaa. Tiedon kayttokertojen maaraa ei ollutitajtu. Kuvaa kaytettiin eniten
edelld mainitsemani 30 kertaa. Tassa tehtavadaaga tutkimuksessa tata lukua voi
kayttaa vertailulukuna siihen, kaytettiinko jotéilmkkaa vahan vai paljon. On
mahdollista, ettd oppilaat kayttavat mieluummindytietoa ongelmien ratkaisuissa,
kuin taydentavat ratkaisunsa perustellummaksi usesla tiedolla.

Sharpin ja Adamsin (2002, 346) tutkimuksessa jakaioppilas kavi kasiksi
ongelmiin oman tietovarastonsa pohjalta, muttaéétastkimuksessa osa oppilaista
(12 oppilasta 18:sta) kaytti omia tietoja eli onagattelua ongelmanratkaisussa, jos
tehtdvanannossa ei ollut riittavasti tietoa sadtaviutkimukseni perusteella ei voi
yleispéatevasti todeta kaikkien oppilaiden pystykagttdmaan omia tietojaan
ongelmanratkaisussa. Ero tdméan tutkimuksen ja 8hgrg\damsin tutkimuksen
valilla voi johtua erilaisesta tutkimuksen totewgakta ja luokittelujarjestelmasta. Se
voi my0s kertoa siita, etteivat haastattelutehtaséaneet kaikkien oppilaiden
ajattelua esille. Kuutio 1-tehtavan e-kohdassadld) kaksi oppilasta havaitsi ja
ymmarsi tehtavanannon oikein. Tasta huolimattadreltbomionsa kiinnittyi
ratkaisun kannalta ep&dolennaiseen asiaan, jokeaflsisun syntymisen. Voi olla,
etta tehtava sisalsi liikaa monimutkaisia asigdgta he eivat pystyneet erottamaan
olennaista. Tahan tulokseen ovat paatyneet CoBlejger (2005, 266) tutkiessaan
kriittisten tietojen I6ytamista ja lasten silmaigéviukemista kertomusongelmien

ratkaisussa.

Tehtdvassa annetuista tiedoista seitseman oppyladisti annetuista tiedoista uusia
tietoja paattelyn tueksi 11 kertaa. Tietojen peyelh oppilaat tekivat johtopaatoksen
tai muotoilivat saéannon. He perustelivat jommankwnravulla ratkaisunsa.
Oppilaista 13 kaytti uskomuksia 19 kertaa. Sek®omskksia ettd omia kasitteita
maariteltiin pallosta, pallon, nelién ja kuutionlkesijasta seka kuutiosta.
Uskomukset ohjasivat oppilaan ratkaisua: niité &tiyh tiedon korvikkeena. Koska
oppilaat kehittivat uskomuksensa itse, niiden edeta perustuvan heidan
kokemuksiinsa. Taman tutkimuksen oppilaista ylilpu&aytti uskomuksia

ongelmanratkaisussaan. Nain ollen uskomuksillaoltaimerkittéava rooli oppilaiden
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ajattelussa ja ongelmanratkaisussa. Havaintoaeetikerenluodon (2003, 37)
tutkimus, jonka mukaan kokemuksiin liittyvat mieldkat nayttavat vahvasti

ohjaavan oppilaiden paattelya.

Nelja oppilasta ei osannut perustella omia ratha@gsu Yhden mielesté tehtava ol
mahdollista ratkaista, vaikka h&n ei osannut maéisiihen liittyvia kasitteita.
Kolme muuta oppilasta eivat olleet varmoja omistatauksistaan. He ajattelivat,
ettei tehtavaa ollut mahdollista ratkaista. Oppitaatuivat lopettavan ajattelemisen,
kun he eivat ymmartaneet tehtavaa. Leinosen (2002, mielesta
ymmartamattomyys saattaa olla seurausta siitayettéin vastaanottajalle, tasséa
tapauksessa oppilaalle, lause saattaa olla kokan#ammerkkien joukko. On
mahdollista, etta oppilaat eivat ymmartaneet, tebdavassa kysyttiin, jolloin
tehtavananto ei kiinnittynyt heidan kohdallaan miéi&n toiseen tietoon tai
kasitteeseen. Toisaalta ymmartamattomyys kertoppa@an tietorakenteen
sirpaleisuudesta. Sirpaletiedolla voidaan tarkaittsaltoa vailla olevaa merkkien
joukkoa (Leinonen 2002, 477).

7.2 Kasitteet ja uskomukset

Toisena tutkimusongelmana oli selvittdd, minkaéageometrisiin kappaleisiin
littyvia kasityksia ja uskomuksia oppilailla o, kuinka naiden kasitteiden kaytto
vaikuttaa ongelmien ratkaisuun. Kuutio 1-tehtavdtste 2) kasiteltiin seuraavia
kasitteita: nelid, nelion sivut, pallo, halkaisjgakuutio. Kahdeksalla oppilaalla oli
ongelmia kuution ja nelion erottamisessa toisistd@ma voisi johtua niiden
yhteisista piirteista ja ominaisuuksista. Ehkapsitkéiden erot eivat olleet oppilaille
selvid. Naiden kahden kasitteiden oppiminen va@ bknkalaa ainakin osalle
oppilaista. Tasséa tutkimuksessa ei kiinnitetty hiodansiihen, olivatko kasitteet
toisiinsa sekoittaneet oppilaat heikompia matekedsa kuin toiset oppilaat. On
kuitenkin todettava, etta tiedollisen hahmotukserstalla olevat kasitteet ovat
ajattelun valineita. Niiden avulla asioita ymmaagt. (Leinonen 2002, 482.)
Kasitteiden siséltdjen epaselvyys voinee hidastaaden ymmartamista. Kieren
(1988) on kuvannut lapsien ennen koulun opetusttysi kasityksia murtoluvuista
etnomatemaattiseksi (Kieren 1988, 169). Tassanuiksessa loytyi viitteita

oppilaiden geometrista etnomatemaattisista kasgiksesimerkiksi pallon
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ominaisuuksista ja halkaisijakasityksista. Kastttemnee todeta etnomatemaattiksi,
koska oppilaat eivat tienneet niiden oikeita ninp&éka perusteella paattelin, etteivat
ne olleet heille entuudestaan tuttuja.

Oppilaat kayttivat erilasia palloon liittyvia terjae Kuusi oppilasta nimesi omin
sanoin pallon ominaisuuksia Kuutio 1-tehtdvan edeadsa (Liite 2). Pallon muotoa
kuvailtiin sanoilla "pallon muotoinen eik& kuutiomuotoinen”, "pydred”, "pyotreéat
sivut” ja ympyran keh&a sanoilla "silleen ympaiksi oppilas ajatteli pallon olevan
konkreettinen pelivaline, esimerkiksi tennispajtmka kokoa on vaikea maaritella.
Pallon halkaisijaan viitattiin sanoilla "sisuspitlet” ja "pallon toisesta paasta toiseen
padhan”. Koska oppilaat kayttivat eri sanoja satadiasitteesta, olivat heidan
kasityksensd samanlaiset riippumatta kaytetystéiséii. Tama havainto eroaa
Sharpin ja Adamsin (2002) tutkimuksen tuloksistaiddn mukaansa
etnomatemaattiset kasitykset yksildiden valillatesdaisia, koska jokainen heista
on lahtdisin uniikista ymparistosta (Sharp & Adaa@®2, 334). Oppilaiden
kasitykset nelion halkaisijasta poikkesivat toest. Kuutio 1-tehtavan f-kohdassa
(Liite 2) kymmenen oppilasta tuotti nelion halkg#e viisi erilaista maaritelmaa.
Yksi maaritelmista oli oikein. Yksi oppilas méaaeiithalkaisijan seuraavasti: ” Se
halkaisija pitais olla sama joka suuntaan ettdliseemles halkaisija.”. Taman lisaksi
halkaisija maariteltiin kuution puolittajaksi, jokakaa kuution kahteen yhta suureen
osaan ja kulkee kuution ympari seka nelion pugdikisi, joka kulkee nelién
vastakkaiselta sivulta toiselle ja jakaa neliontkah yhta suureen suorakulmioon.
Yksi oppilas liitti halkaisija-kasitteen nelién pazalaan. Sharpin ja Adamsin (2002,
334) tutkimus tukee havaintoani halkaisijakésitgstalaisuudesta.

Kun oppilas rakensi kasitteen itse, se osoitti haseaavan hahmottaa ja mallintaa
kappaletta mielessadan. Talloin kappaleen kasitsahlinkittyivat toisiinsa, ja
oppilas pystyi naiden tietojen perusteella ratkamsan tehtavan. Chinnappanin
(1998, 213) skeemoja ja mentaalisia malleja koskswautkimuksessa hyvin
suoriutuvat oppilaat pystyivat muodostamaan ongsfanmielikuvan, jonka myoéta
he ymmarsivat annettujen tietojen ja tavoitteemseal suhteen. Ottamatta kantaa
oppilaiden suoriutumisen tasoon, téassa tutkimulesesa oppilaista pystyi

muodostamaan annettujen tietojen perusteella neitamalleja



100

ongelmatilanteesta. Grayn ym.( 1999, 129) nakemyksukaan oppilaat kayttavat
kasitteiden maaritelmia eri tavoin. Osa konstruannyarryksenséa uudelleen suhteessa
kasitteeseen, osa rakentaa erillisen ymmarryksduldie/isesti maaritelmaan
pohjautuen, jolloin tiedot eivat liity toisiinsa konaisuuksina. Tama nayttaisi

patevan tutkimukseni oppilaiden kayttaytymiseerskieoosa rakensi edella kuvatulla
tavalla kasitejarjestelmia suhteuttaen niita togi oma ajattelu ja uskomukgeisa
taas kaytti perusteettomasti tiedon osasia ratkasstukena, mika viittasi erilliseen

ymmarrykseendi perusteity

7.3 Erot tehtavan ymmarryksessa ja ratkaisutavoissa

Tutkimuksen kolmantena ongelmana oli selvittéaemippilaat ymmartavat ja
ratkaisevat saman tehtavan, ja mista seuraavatotiiglet ratkaisutapojen erot.
Tahan tutkimuskysymykseen etsin vastauksia Nehiatgista (Liite 2). Tehtavassa
kysyttiin, kuinka monta pikkuneliotd mahtuu isoagliadn. Oppilaat ymmarsivat
tehtavan neljalla eri tavalla, jotka nimesin seueast: nelioruudukko, sisakkaiset
neliot, tilkkutakkija kuutionelid Nelidruudukossga kuutioneliossdahtokohta oli,

ettd kaikki pikkuneliot ovat keskendan samankokoiikkutékkija sisakkaiset
neliot lahtivat liikkeelle ajatuksesta, etta neliot vdieia kesken&éan erikokoisia.
Olen kuvannut nama ajattelumallit aikaisemmin digau5—-80. Suurin osa oppilaista
(12) ymmarsi tehtavanelibruudukkonaKolme muuta ajattelutapaa kertoivat

vaihtelusta, jota voi ilmeta yhden luokan oppilaiggattelussa.

Jos Nelio-tehtavaa ajattelee kasitteena, |0ysijd meilaista kasitettda yhdesta
tehtavasta. Leinonen (2003, 64) onkin osoittansittgiden saavan erilaisia
merkityksia nédkdkulman mukaan. Tassa tehtavassistosta nousi esiin kaksi
nakdkulmaa. Toisen nakokulman mukaan kaikki pikkighelivat samankokoisia,
toisen mukaan ne voivat olla erikokoisia. Koskadghssa ei kerrottu, kuinka
tehtava tulisi ymmartaa, se osoitti oppilaiden kiydn aikaisemmin siséistamiaan
ajattelumalleja. Avoin dialektinen tehtava nayfttaaljastavan oppilaan erilaisia
tapoja ajatella. Tutkimuksessani ei selvitetty, y@nsiko joku tehtdvan
kehittyneemmin kuin toinen. Pehkonen (2000, 378)aa avoimien tehtévien olevan
tutkimattomia siina suhteessa, missa maarin nikdgttaminen edistaa

matemaattisen ymmartamisen kehittymista. On maisthlletté avoimet tehtavéat
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tuovat esille erilaisia tapoja ajatella. Niiden Bai ainakaan viela ole pystytty

tutkimaan matemaattisen ajattelun kehittymista.

Oppilaiden piirroksia tarkastelemalla selvisi, kiarhe ymmarsivat tehtavan. Tata
tulosta tukee Nunokawan (2004, 182) havainto pksem yhtenevyydesta tehtavan
ymmartamisen kanssa. Oppilaan ajattelutavan hawaiten puolestaan
myo6tavaikutti heidan kayttdmien laskumenetelmiemmartamiseen. Piirrosten
kayttaminen ei ole todettu johtavan parempaan ongedatkaisuun (Hegarty &
Kozhevnikov 1999, 688; Garderen & Montague 2003,)2Bain ei varmasti ole, jos
tehtavalla pyritaan saamaan tietty vastaus aikeika,erilaisia tapoja ajatella
hyvaksytad. Nunokawan (2004, 182) tutkimusten mulaeagelman todellinen sisaltd
ei valttamatta vastaa tehtavan ymmarrysta. Ehkapagien avulla kuitenkin

pystytddn paremmin huomiomaan yksiléiden véliset ratematiikan opetuksessa.

Aineistosta nousi esiin viisi erilaista ratkaiswdapkertolasku, yhteenlasku, kokeilu,
mikroskoopilla selvittdminen ja arviointi. Ratkameanetelmien valinta riippui siita,
miten tehtava ymmarrettiin. Oppilaat ratkaisivattévan kertolaskulla tai
yhteenlaskulla, jos he ymmarsivét tehtavan nelidukiona. Jos ymmarrys poikkesi
ruudukosta, kayttivat he muita ratkaisutapoja, Rueviointia, luettelemalla
laskemista tai mikroskooppia. Yhden oppilaan migéléshtavaan ei ollut ratkaisua
(tilkkutakki). Voi olla, etté erilaiset tavat ymméé tehtava tuottivat
monipuolisempia ratkaisumenetelmia kuin yksi ratkéapa olisi tuottanut. Kenties
oppilaille ei ollut muodostunut Nelio-tehtavaanagempien kokemusten perusteella
vaihtoehtoista ratkaisutapaa. He joutuivat puntaaain, kuinka selvittaisivat
tehtavan. Cain (2000, 332) tutkimuksessa havattiidennakoiseksi se, etta
opettajan tapa opettaa ja antaa ohjeita vaikupipdasden ratkaisumenetelmien
kayttoon. Ennen nakemattoman tehtavan avulla gpgdtestyisi edistamaéan
oppilaiden luovaa ongelmanratkaisua. Kaytannon &sé oppilaat tulevat
kohtaamaan tilanteita, joihin ei ole olemassa viédnnatkaisumalleja. Tarjoamalla
erilaisia ja uusia tilanteita oppilaiden ratkaiskay, voidaan mahdollisesti vaikuttaa
heidan selviytymiskykyyn tulevaisuudessa. Tatausfat tukee Haapasalon (1997c,
81) toteamus koulukokemusten heijastumisesta tyiiia.
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7.4 Ratkaisujen jatkuvuus

Tutkimuksen neljantend ongelmana oli selvittadttmiko tietty ratkaisutapa tai
ajattelumalli erilaisten tehtavien valilla samadiapilaalla? Kahdeksalla oppilaalla
kymmenesta |0ytyi vahintaan yksi tapa toimia, jdk@eni vahintdan kahdessa
erilaisessa matemaattisessa tehtavassa. Toistlungktaa olivat:ei perusteita, yksi
ratkaisu, epdolennaiset, perushahmottaminen, ntaliinenja apuvéaline(Liite 5).
Toistuneista luokista huomio kiinnittyi siihen,&tteljalla oppilaalla toistui yksi
useampia luokistperusteettoman tiedon kayttod, yhden ratkaisuun kspuainen
sekdepéaolennaisten tietojen kayttidoska osa oppilaista ei osannut erottaa tehtavan
olennaisia piirteita, eivat he pystyneet kehittamsiiiategiaa ongelman ratkaisuun.
Taman myota ratkaisumenetelma ei yleistynyt, egkdictvan olennaisia
ominaisuuksia koodattu. Tassa tutkimuksessa lattiutkuinka pysyvia oppilaan
ratkaisutyylit ovat. Monissa tutkimuksissa (mm. pyan. 1999, 111; Chinnappan
1998, 207, 213) on todettu seka hyvilla ja heikodhgelmanratkaisijoilla olevan
toistuvia piirteita tai ajattelumalleja tehtavieshsttdmisessa. Jos nain on, tulisi
kouluissa yha enemman pyrkia tuomaan esille seatimraan perustellumpaa

ajattelua matematiikan tunneilla.

Kuutio 2-tehtavassa (Liite2) ilmeni tehtavan ralessta johtuvia erilaisia (ei
virheellisid) tapoja ymmartadd. Enemmistd ymmans§ eelioita tai kuviota
mielessaan taittelemalla siitd muodostuu kuuticsidppilas ymmarsi, ettad kuvion
nelidita siirtelemalla tulee muodostaa yhdeksammmumuodostama nelié. Naita
neliota ei kuitenkaan pystynyt rakentamaan riitsivkoska yhdessakaan kohdassa
ei ollut tarvittavaa yhdeksaa ruutua. Yksi oppdgtteli, ettd kuutio muodostuu
kerroksista. TAman vuoksi han ymmarsi tehtavam sgeé ruuduista tulee
muodostaa kaksi neljan ruudun neliota, joista syktyutio, jos niita laittaa

oppilas oli aluksi sitéa mielta, etta jos han taééeyhden kuvion kuutioksi, muista ei

endaa ole mahdollista rakentaa kuutiota, tai ensimamdkuutio aukeaa.
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7.5 Tutkimustani rajoittavat tekijat

Tutkimuksen aineisto kerattiin laadullisilla meret#a. Aineiston keruu tapahtui
aaneen ajattelun -metodia soveltaen. Tutustuinnwtgmenetelmaan pohtiessani
tapaa, jolla pystyisin saamaan oppilaiden ajattakikyvaksi ja havaittavaksi.
Videoitujen haastattelujen lisaksi kerasin ain@idtiojallisesti tehtavapapereiden
avulla, joita oppilaat tayttivat haastatteluidekaaia. Tutkimusjoukkoni koostui 18
oppilaasta. Koska kyseessa oli tapaustutkimusisagrekokoon vaikutti enemman
luokan oppilaiden lukumaara kuin minun tekemaninradt tai aineiston saatavuus.
Tutkimuksellani ei tavoiteltu yleistettavyytta selle joukolle. Joitain tutkimuksen
tuloksia, esimerkiksi kasitteiden sisaltja, ogattai pyrkia havainnoimaan omassa
luokassaan ja pohtia niiden kayttokelpoisuutta otgénséa kannalta. Voi olla, ettei
samanlaisia kasityksia ilmene missaan toisessafisak Tieto siitd, etta oppilaiden
ymmarrys voi poiketa aiotusta, edesauttaa opetlajaaittamaan huomiota
oppilaiden ajatteluun.

Ennen varsinaista aineiston keruuta ja metodiikéguttamista olisin voinut
suorittaa koehaastattelun testatakseni kayttaromgelmatehtavien toimivuutta.
Nain olisin pystynyt parantamaan tutkimukseni [t@ateuutta ja valttaa virheita
tutkimusaineiston keruuvaiheessa. Oppilaille arag&itelu saattoi olla uusi ja outo
asia. Otin taman huomioon siten, etta aloitimmeakistilanteen helpohkolla
tehtavalla, jonka aikana he saivat tuntuman aaaggteluun. Tehtavan avulla sain
palautetta siitd, kuinka helposti oppilas alkoittaa puhetta. Ta&mén perusteella
suuntasin mahdollisten kysymysten asetteluani kuogpilaan kohdalla. Aivan
kaikki oppilaat eivat onnistuneet puhumaan ajatdsiaaneen, ja jouduin
esittdmaan heille useammin tarkentavia kysymyk3dramahdollista, etta
kysymykseni suuntasivat oppilaan ratkaisua. Tatingietoisesti valttamaan.
Lasné&oloni tutkittavan rinnalla saattoi aiheuttan, ®ttd oppilas alkoi tuottaa puhetta
keskustellakseen kanssani sen sijaan, ettd hantuaisut ilmi omia ajatuksiaan.
Pyrin siihen, ettei haastattelu muuttuisi varsiekss "haastatteluksi”, vaan etta
oppilaan ajatukset virtaisivat vapaasti.

Sovelsin tutkimuksessani erityylisia aaneen ajattehetodeja, samalla hetkella

tapahtuvaa, valittémasti suorituksen jalkeen tapadd ja kliinista metodia.



104

Erityisesti klininen metodi antoi mahdollisuudeysla tutkittavalta tarkentavia
kysymyksia hanen ajattelustaan. llman naita kysysidyklisi haastattelujeni sisaltd
jaényt huomattavasti koyhemmaksi, mika taas obgidntanyt tutkimuksen tuloksia.
Kuten edella totesin, kysymysten esittdminen sastionnata oppilaan ajattelua
tiettyyn suuntaan. Tassa tutkimusraportissa oldtégyt tuoda lukijalle oman
ajatteluni ja luokittelun perusteet mahdollisimnsatke&sti esille. Lukija voi
paatelld, missd maarin luokitteluni ja analyysiastaa tutkittavien nakemyksia.
Luokittelun luotettavuutta olisi pystynyt parantaandkayttamalla toista luokittelijaa

tai tutkijaa.

Aineistoa olisi voinut keraté jollakin muulla taleakuin &&neen ajattelun-metodilla.
Erityisesti jalkikateen ajattelu osoittautui haastesi aineistonkeruumenetelmaksi.
Tehtavan tulisi olla todella lyhyt suorittaa, jokgseistéa metodia pystyttaisiin
soveltamaan patevasti. Eniten sovelsin samanagtatapahtuvaa aaneen ajattelua
seka kliinistd menetelmaa. Haastattelun ongelmanehtulisi kehittda siten, etta
niiden avulla metodien soveltaminen rinnakkain b#lgsi. Voi olla, ettd kayttamani
tehtavat olivat liilan pitkia kestoltaan siihen getlisin voinut olettaa oppilaan
tuottaman muistijaljen ajattelusta toistuvat jusaimanlaisena kuin
tehtavansuoritushetkella. Kayttdmieni tehtavienllavsain kuitenkin selville
oppilaiden kasitteiden siséltdja sekéa niiden soksia. Voinkin todeta saaneeni
tutkimuksella vastauksen asettamiini tutkimusongjetni. Mité tietoja oppilas
pystyy havaitsemaan ja kayttdmaan ongelmanratkaistggessa? 2. Minkalaisia
geometrisiin kappaleisiin liittyvia kasityksia taskomuksia oppilailla on? Miten
kasitykset ja uskomukset vaikuttavat oppilaideretekn ratkaisuihin
ongelmanratkaisutilanteessa? 3 Miten oppilaat yrtéwaat ja ratkaisevat saman
tehtavan, ja mista seuraavat mahdolliset ratkgisjga erot. 4. Toistuuko
ongelmanratkaisussa sama ratkaisutapa tai ajatélluehtavasta rippumatta?
Aineiston analyysin pohjalta pystyin muodostamaasitigksen siité, kuinka oppilaat

ajattelivat asettamieni ongelmieni yhteydessa.

Osa kayttamistani haastattelun tehtavista oli védmaikaisemmin kokeiltuja.
Naiden liséksi kayttamani haastatteluongelmat skt tehtavia, joita olin itse

kehitellyt. Tassa suhteessa otin tietoisen riskia, ®tta tehtavien ratkaisut eivat
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lisaisi tietoa oppilaiden ajattelusta. En voindaalarma siitd, puhuvatko oppilaat
rittavasti ja saako valitsemani tehtavat aikaamega ajattelua. Kayttamiani tehtavia
ei ollut kaytetty aiemmin soveltamallani tavallan Bytanyt valmista mittaria, jolla
vastaavaa tutkimusta olisi aikaisemmin toteut&ttisaalta valmiin mittarin
soveltaminen olisi mahdollisesti rajoittanut oppilamahdollisuuksia ajatella omalla
tavallaan. Talla tavoin toteutettuna kaikki vailttdet olivat ikdan kuin avoimina.
Tehtavien valinnassa kiinnitin huomiota siihenaeté sisalsivat tarpeeksi haastavia
kohtia. Haastattelurungossani esimerkiksi Kuutielitavan e-kohta (Liite 2)
osoittautui erinomaiseksi ajattelun herattelijaksihtava oli ehka hieman liian
vaikea oppilaille ratkaista, mutta se sai heidéttipeaan ja soveltamaan omia
tietojaan ja kasityksiaan. Kaiken kaikkiaan salmégillani aikaan daneen ajattelua.
Siina mielessani onnistuin tutkimusmenetelman sawgkessa. Jatkossa olisi
kuitenkin syyta kehittéda tehtavia enemman, jot@vepmuus tutkimuksen
onnistumisesta katoaisi. Tutkimusmenetelman kehitéssa tulisi huomioida
tehtavien vapaus siind mielessa, etta ne heratifiigppilaissa ajattelua. Tassa
tutkimuksessa Kuutio 1-tehtdvan c- ja d-kohdattgwdri tuoneet oppilaan ajattelua
esille. Niiden kaltaisten, kenties lilan helppofehtavien kayttda tulisi valttaa.
Niiden avulla ei pystytty saamaan selville oppilagattelua. Niilla pystyttiin
selvittAma&an, mita tietoa oppilaat ensisijaisedyitkvat.

Tutkimukseni tulososio muodostui laajaksi selostumksSen valmistuttua pohdin,
voisiko jotain osiota jattaa pois. Kokonaisuudesdt&uitenkin vaikea irrottaa
palasta, ilman ettéd koko rakennelma romahtaisi.aréolisin pystynyt ehkaisemaan
etukateen, jattamalla jotain osioita kokonaan aswiygatta. Ennen analyysia oli
kuitenkin lahes mahdotonta tietdd, mihin suuntaséil&énanalyysi tulisi viemaan
tutkimukseni tulkintaa. Oppilaiden kayttamiin késisiin ja tapoihin ymmartaa ja
ajatella olisi voinut keskittyd enemman. Neli6-#rédn piirrokset osuutta olisi voinut
supistaa, lisddmalla se vaikkapa ratkaisumenetelgtigeyteen.
Ratkaisumenetelmien jatkuvuuteen olisi voinut kiité#& enemman huomiota. Nyt
jatkuvuuden osuus jai melko vaatimattomaksi. Tieki@yton osuudessa olisi voinut
leikata joitain merkityksettomampia osuuksia p#&ishittamiskohteista huolimatta
pyrin luomaan tulososiosta kokonaisuuden, jossdagpajattelu, tutkijan ajattelu ja

tutkimuksen toteuttaminen tulisivat lukijalle makidkdmman selkeasti esille.
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Aikaisemmin mainitsin, etta tutkimukseni tulokseté ole yleistettavissa suurelle
joukolle. Uskon niiden heréattavan ajatuksia sidA kaikkea lapsen paassa voi
tapahtua matematiikan tunnilla. Jokaisen opettgjappimisen ohjaajan tulee
paattdd missa maarin tutkimuksen tulokset ovaapailissa todellisuuteen.
Tutkimukseni rajoittui hyvin pienelle joukolle kagk vain yhta matematiikan osa-
aluetta, raapaisten siitdkin vain pintaa. Se kweaaa yhden luokan ajattelua
aineiston keruun hetkella. Jos aineistoa olisitkgtaadullisen haastattelun liséksi
esimerkiksi maarallisella kyselylomakkeella, olipystynyt ottamaan esimerkiksi
toisen luokan mukaan tutkimukseeni ja peilaamatkiniwksen tuloksia
yleisemmalla tasolla. Ehka tdman tutkimuksen avuliédematiikkaa opettavat
opettajat saavat ohjenuoria oppimisen ohjaamiseghkgildiden erilaisuuden

huomioimiseen.

7.6 Kaytannon sovellukset

Tutkimukseni kaytannon sovelluksia olen kirjoittatwtkimusraporttiini.
Tutkimukseni tuloksia voi, aikaisemmin mainitsemikséksi, soveltaa esimerkiksi
kasitteiden opettamisen yhteydessa. Oppilaat csdsiyttad kasitteita tietAmatta
niiden nimia. Kasitteiden nimityksen opettaminesikéen yhteydessa voi aiheuttaa
sekaannuksia siihen, mita kasite (esim. neli®)dittida. Huolellinen kasitteen kanssa
tydskentely ennen nimeamista voisi auttaa oppilasbanottamaan kappaleen
ominaisuuksia. Olennaista ei kuitenkaan ole osat@td kappaleita, vaan tyostaa
niita erilaisten ongelmien yhteydessa. Tahan agselk on paatynyt myods Amerikan
kansallinen matematiikan opettajien neuvosta (NTONBuvoston uudet periaatteet
(2000) painottavat kasitteiden ymmarrysta ja ja@taaantdjen ohjaaman laskemisen
ja menetelmatietouden hallitsemisen osuudet vahdiemaomiolle. Jotta

kasitteiden ymmarrys kehittyisi, neuvosto ehdokiaoiksi mm. todellisten
esineiden kayttoa opetuksessa, keskusteluja sbkdgsa etta yhteisesti ja
opettajien kouluttamista. (Maccini & Gagnon 200263 Merenluodon ja Lehtisen
(2004) mukaan kéasitteellinen muutos on pitk&aikai@aehidas prosessi. Muutoksen
aikaansaaminen edellyttad opettajalta pitkajatggssuunnitelmallista opetustyo6ta.
(Merenluoto & Lehtinen 2004, 316.) Opettajien kdtdmisen kannalla on
useampikin tutkija (Aunio ym. 2005, 142; Gray yr899, 129). Gray ym. (1999)
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huomauttavat, ettd opettajien opetustapaa on pgabdihuolellisesti, jotta ei
opetettaisi joustavaa menetelmien kayttoa ajattedinttamisen sijaan. Jos nain kay,
heikommat oppilaat joutuvat kohtaamaan useampigetabnid. Taméan seurauksena
kognitiiviset rakenteet monimutkaistuvat joustavemnga tehokkuuden
kustannuksella. (Gray ym. 1999, 129.) GinsburgiSgan (1999) mielesta
matematiikan opetuksessa tulisi huomioida sekatkaktssistinen etta
matemaattinen nakdkulma. Talla he tarkoittavat siti& matematiikan sisallot eivat
saisi unohtua konstruktivistisen oppimisen ja okgtn alle. Sisaltdjen

matemaattisesta ymmartamisesta taytyisi huolef@imsburg & Seo 1999, 114.)

Tasséa tutkimuksessa oppilaat osasivat "puhua maikkaa”. Johdonmukaisella
aaneen puhumisen ohjaamisella opettaja oppinee yi@m&#&n paremmin oppilaan
suorittamien toimintojen syita ja seurauksia. Adnagttelulla oppilas saattaa kyeta
kiinnittmaan huomiota enemman omaan toimintaamsavjioimaan sité kriittisesti.
Puhumalla 4adneen omaa ajatteluaan matematiikanl&jmppilaat saavat mallin
opettajan toiminnasta oman ajattelun tutkiskeldlinnunen ja Vauras (1997)
toteavatkin, etta perinteisesti toteutetulla matékean opetuksella oppilaat oppivat
suuren joukon merkitsemistapoja, algoritmeja jagstis@antoja. Naiden asioiden
perimmainen tarkoitus jaa puutteelliseksi. (KinnugeVauras 1997, 273.) Adneen
ajattelu oppitunneilla voisi olla yksi keino, jonkaulla ymmartava ja syvallinen
oppiminen mahdollistuisi. Ginsburg ja Seo (1999kaan kasvattajien on
mahdollista tehda nékyvaksi oppilaiden matemaatiieat seka pohtia niiden
oikeellisuutta oppilaiden kanssa. Pohdinnan ja kyssten avulla oppilaille avautuu
mahdollisuus havaita oman ajattelunsa virheitdyallmksia, mita ei kenties muuten
tapahtuisi. (Ginsburg & Seo 1999, 115.)

Oppilaiden itse tuottamiin kasitteisiin ja uskomiukdittyi jarkevia piirteita, kuten
esimerkiksi halkaisijaan, jonka moni oppilas mdgkiution puolittajaksi. Oppilaille
olisi hyva osoittaa, ettd heidan maarittelemansait@esimerkiksi halkaisija) ei ole
vaara, mutta se eroaa siita, mita matematiikkaedgat kyseisesta termista. Jos
oppilas ratkaisi ongelmatehtavan soveltaen omaa&én, hanen ratkaisunsa saattoi
olla oikein suhteessa omaan ajatteluun. Jos opgitealaan ymmartamaan, ettei

heidan ajattelussaan sinallaan ole mitdan vaaais etta heidan soveltamansa kasite
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aiheuttaa vaaran ratkaisun, voidaan kenties sggulaimlen asenteet matematiikkaa
kohtaan paranemaan. Kuuti 2-tehtavan erilaiseéitgin rakenteesta johtuvat
ajattelumallit osoittivat, etta oppilaat voivat yrarntda hyvin selkeata vaikuttavan
tehtavan moninaisin tavoin. Lienee ilmiselvaa, &psi turhautuu matematiikkaan,
jos tehtavien ratkaisut menevat jatkuvasti vaaraikka paattely on omasta mielesta
onnistunutta. Haapasalo (1997b) toteaakin opetuksieuksien syntyvan siita, etta
oppilaiden naiiveja ideoita ei osata yhdistaa é#igin tietoihin (Haapasalo 1997b,
56).

Jotta opettaja osaisi oikealla tavalla tarttua ligben vaariin kasityksiin, hanen tulisi
ymmartaa syvallisesti matematiikan sisaltoja. San@insburgin (1987)
tutkimuksen mukaan opettajan tiedoilla oli vaikuéusppilaiden suorituksiin (Song
& Ginsburg 1987, 1295) Opettajan tulisi miettidtdmnlennaisia matemaattisia
vaarinkasityksia oppilaiden muodostamat ideat igét (Ginsburg 1999, 125).
Opettajan tulisi tavoitella oppilaan ajattelun ymngé&ta: mita oppilas hahmottaa
vaarin ja miten oppilaan tieto on jarjestynyt. Qaan maailman ymmartamisen
kehittamisen tulisi olla osa opettajan pedagoda@taintaa. Naita ajatuksia tukevat
Ginsburg ym. (1999, 125, 127).

Joissain tilanteissa oppilas alkoi ratkaista teddiévaaralla tavalla. Taman jalkeen
kehotus lukea tehtava uudelleen auttoi lasta huoraaa virheet omassa
ajattelussaan. Uudelleen lukemisen pyynnon seueaaksain tietoa siita, etta
oppilas ei alkujaan ollut huolellinen lukiessaasyyysta. Havaittuani taman
pohdin, mitd koulussa toteutetuilla matematiikakéitba saavutetaan. Matematiikan
kokeita korjatessani olen huomannut, etta oppifaté&emat virheet ovat usein
huolimattomuusvirheita. Naiden virheiden vuoksiodg voinut antaa oppilaalle
kaikkia mahdollisia pisteitad kokeesta, vaikka haragtellut ja ymmartanyt tehtavat
oikein. Kokeiden tekeminen tuntuisi ndin ollen @tvan oppilaan huolellisuutta
matemaattisen osaamisen sijaan. Cain (2000) mukaesuoritusten vertailu ei juuri
tarjoa apua matematiikan oppimisen ja sen ymmastmiehittymiseen (Cai 2000,
310). Oikean ja vaaran vastauksen tuottaminen piggénan selityksia ei kerro
mitaan siitd, mita henkild on ajatellut ratkaistess ongelmaa. Talloin ei ole

mahdollista ymmartdd mahdollisia vaaria tai oikejtusmalleja, joita oppilas
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ratkaisussaan voi hyvinkin soveltaa. Cai (200Qgakin toteamalla
yksityiskohtaisen tiedon oppilaiden ajattelustaennratkaisussa auttavan
ymmartamaan, kuinka opettajat opettavat matemaigikl kuinka oppilaat oppivat
sitd eri maissa. Tallainen tieto on tarpeen tustiesessa tehokkaita oppimistapoja.
(Cai 2000, 310.)

Koska oppilaat lahestyivat Nelio-tehtavaa (Liitee?) ndkdkulmista ja ymmarsivat
sen eri tavoin, tarvitsivat he erilaisia tietojattivan ratkaisemiseen. Tarvittavat
tiedot kietoutuivat yhteen tehtavien ymmarrys-gtkaisutavan kanssa. Koska nama
kolme asiaa olivat kiinteasti yhteydessa toisiimsapppimisen seuraajan,
useimmiten opettajan, kiinnitettava huomiota omilauorituksessa myds muihin
asioihin kuin vastaukseen. Oppilaiden piirtdmiemi&no avulla onnistuin
ymmartamaan heidan ajattelunsa perusteita. Tyoskamdlen huomannut, etteivat
oppilaat useinkaan piirrd omia ratkaisujaan vaakdeaat tehtavia mekaanisesti
eteenpain. Oppilaita olisi helpompi auttaa vadasketun tehtavan kohdalla, jos he
piirtaisivat tai selittaisivat tehtavan yhteyteenaa ajatteluaan ratkaisun eri
vaiheissa. Nain opettaja pystyisi osoittamaan apfig, missa vaiheessa oppilaan

eteneminen on ajautunut vaaraan suuntaan.

Tieto erilaisista ratkaisutavoista on merkitykst#isilloin, kun niitd kaydaan
oppilaiden kanssa lapi. Monella eri tavalla voidaéaésta oikeaan vastaukseen.
Opettajan olisikin syyta korostaa, etta taululletty tapa on vain yksi tapa ratkaista
tehtava, ja etta kaikki muut ovat yhta oikeita fap&illoin talléin olen havainnut
oppilaiden tuskailevan tehtavapaperilla annetukaratitiian kanssa: joskus se on
aivan liian pieni ja joskus tilaa on liikaa. Minalon usein kysytty, pitddko kaikki
tehtavassa annetut ruudut kayttaa. Oppilaat ottaineet siihen, ettd numerot ovat
omilla paikoillaan ruutuvihkoissa. Tallainen mesgeinistapa johtaa siihen, etta
oppilaat pyrkivat tayttamaan kaiken tilan ja tudlivat koetilanteessa tehtavalle
annetun tilan vihjeeksi ratkaisun pituudesta jeea#ta ratkaisutavasta. Malatylla
(1997) onkin asiaan samansuuntainen nakemys. Hareestaan matematiikan
vihkoissa (erityisesti geometriassa) tulisi ollgjtdt sivuja ilman ruutuja (Malaty
1997, 122-123).
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Koska oppilailta 16ytyi eri tehtavien yhteydessistiovia ajattelu- tai ratkaisumalleja,
opettaja pystyy kayttamaan tatékin tietoa hyvakseeassa tydssaan. Tieto siita,
kuinka yksittdinen oppilas tapaa l&ahestya tehtara¢kaisemista auttaa oppimisen
ohjaajaa suuntamaan oppijan huomioon olennaisioihas. Aikaisemmin huomasin,
ettd pienella kehotuksella oppilas huomasi ymmasdasa tehtavanannon vaarin.
Kenties tallaisissakin tapauksissa pieni neuvaagitbppilasta kiinnittamaan

huomiota omaan toimintaansa.

7.7 Jatkotutkimusmahdollisuudet

Tassa tutkimuksessa keskityttiin neljannen luokapilaiden ajattelun tutkimiseen.
Vastaavanlaisia tutkimuksia voisi toteuttaa erkkep-asteille, jotta saataisiin selville
ajattelun jatkumo eri ikéluokkien valille, mahds#isti samankaltaisten tehtéavien
kohdalla. Tama tutkimus kohdistui ainoastaan yhteatematiikan osa-alueeseen,
my06s muita matematiikan osa-alueita ja ajattelumssa konteksteissa voisi tutkia.
Eri osa-alueita tutkimalla olisi mahdollista muoth@skokonaiskuvat siitd, miten
oppilaiden ajattelu eroaa tai sailyy samanlaiseit@sissa matemaattisissa
tehtavissa. Jos tutkimus toteutettaisiin pitkititiimuksena samalle otokselle, olisi

mahdollista analysoida ajattelun muutosta.

Koska koulussa opettajat ja oppilaat tyoskentelEriisesti, olisi mielenkiintoista
tutkia, kuinka yhden luokan opettajan ja oppilaidgattelu eroavat toisistaan.
Opettajan tulisi kuitenkin pystya ymmartamaan cgdinsa ajattelua. Tallaisen
tutkimuksen avulla opettajakunta saisi tietoa sitiéen oman luokan oppilaat
ymmartavét asioita ja he voisivat muokata opetusyd oppilaslahtdisemmaksi.
Naiden liséksi tutkimusta voisi tehda opettajanttd&pan tydtavan vaikutuksesta
oppilaan tapaan ajatella matematiikkaa sekéa matkarapppikirjojen tehtavien ja
niiden ymmartamista suhteessa kirjantekijan ymnhéegn.

Tamanhetkinen yhteiskuntamme tuntuu olevan jatkssvasuutoksessa. Ihmisen
pitaisi pystyd reagoimaan muutoksiin ja nakeméaahdobisuuksia mahdollisimman
avarasti. Yksi tutkimuksen kohde voisi olla se,eanikoulun matematiikan opetus
pystyy vastaamaan yhteiskunnan asettamiin haasteigkeekd se oppilaan

mekaanisena suorittajana vai luovana ongelmiermjaatik?



111

LAHTEET

Alasuutari, P. 1993/1999. Laadullinen tutkimus. pane: Vastapaino

Atkinson, R. L., Atkinson, R. C., Smith, E. E., Beh J. & Nolen-Hoeksema, S.
2000. Hilgard's introduction to psychology. 13.mas. Fort Wort (Tex.):
Harcourt College Publishers.

Aunio, P., Hautamaki, J. & Van Luit, J. 2005. Matiatical thinking intervention
programmes for preschool children with normal aswe humber sense.
European journal of spesific needs education 201&)—-146.

Bolton, N. 1972. The psychology of thinking. Lontddethuen & Co Itd.

Cai, J. 2000. Mathematical thinking involved in UaBd Chinese student’s solving
of process-constrained and process-open problerhdvhatical thinking and
learning 2(4), 309-340.

Chinnappan, M. 1998. Schemas and mental modeliggometry problem solving.
Educational studies in mathematics 36, 201-217.

Clements, D. H., Wilson, D. C. & Sarama, J. 200duiyg children’s composition of
geometric figures: a learning trajectory. Mathewaltthinking and learning
6(2), 163-184.

Cook, J. L. & Rieser, J. J. 2005. Finding the caitifacts: children’s visual scan
patterns when solving story problems that contagtevant information.
Journal of educational psychology 97(2), 224-234.

Dorfler, W. 2002. Formation of mathematical objearssdesicion making.
Mathematical thinking and learning 4(4), 337-350.

Ericsson, K. A. & Simon, H.A. 1996. Protocol Anak/sVerbal Reports as data.
Uudistettu painos. Cambridge (MA): MIT press.

Entwistle, N., McCune, V. & Walker, P. 2001. Conseps, styles, and approaches
within higher education: analytic abstractions amdryday experience.
Teoksessa R. J. Sternberg & L-F. Zhang. (toim.p&sives on thinking,
learning, and cognitive styles. Lontoo: Lawrenck&nm, 103—136.

Eskola, J. & Suoranta, J. 1998. Johdatus laadetisetkimukseen. Jyvaskyla:
Gummerrus Kirjapaino Oy.

Fisher, R. 1990. Teaching children to think. Chdiem(UK): Stanley Thornes.



112

Garderen, D. & Montague, M. 2003. Visual-spatigiresentation, mathematical
problem solving, and students of varying abilitiesarning disabilities
research & practice, 18(4), 246-254.

Ginsburg, H. P., Kossan, N. E., Schwartz, R. & Ssean D. 1983. Protocol methods
in researh of mathematical thinking. Teoksessa.KBiRsburg (toim.) The
development of mathematical thinking. Developmepssichology series.
Orlando: Academic press, 8—47.

Ginsburg, H. P. & Seo, K-H. 1999. Mathematics ifidrien thinking. Mathematical
thinking and learning 1(2), 113-129.

Gray, E., Pinto, M., Pitta, D. & Tall, D. 1999. Kmtedge construction and diverging
thinking in elementary & advanced thinking. Educaél studies in
mathematics 38, 111-133.

Haapasalo, L. 1985. Ongelmakeskeisen matematiildnkgen metodiikka.
Opetusmonisteita 10. Jyvaskylan yliopisto: Opettiagailutuslaitos

Haapasalo, L. 1997a. Oppiminen, tieto & ongelmdmaiatl. 2. tarkastettu painos.
Vaajakoski: MEDUSA-software.

Haapasalo, L. 1997b. Konstruktiivisen pedagogiigersblematiikasta. Teoksessa P.
Rasanen, T. Ahonen & P. Malinen (toim.) Matematikknakdkulmia
opettamiseen ja oppimiseen. Jyvaskyla: Yliopistopab2—79.

Haapasalo, L. 1997c. Ongelmanratkaisun oppimiséstaksessa P. Rasanen, T.
Ahonen & P. Malinen (toim.) Matematiikka — nakdkugnopettamiseen ja
oppimiseen. Jyvaskyla: Yliopistopaino, 80—98.

Haapasalo, L 2004. Pitddkd ymmartad voidakseerdtehidpitadko tehda
voidakseen ymmartaa? Teoksessa P. Rasanen, PiKupanonen & P.
Malinen (toim.) Matematiikka — ndkdkulmia opettages ja oppimiseen. 2.
uudistettu painos. Jyvaskyla: Kirjapaino-Oma, 50-83

Hegarty, M. & Kozhevnikov, M.1999. Types of visugatial representations and
mathematical problem solving. Journal of educatipsgchology 91(4), 684—
689.

Hirsjarvi, S. 1995. Kasvatus ja tieto. Teoksessdijarvi & J. Huttunen. Johdatus
kasvatustieteeseen. 4.-5. painos. Porvoo: WSOY34/6—

Hirsjarvi, S., Remes, P. & Sajavaara, P. 1997. iTatkirjoita. 6.—9. painos.

Helsinki: Tammi.



113

Holton, D., Anderson, J., Thomas, B. & Fletcher,1B99. Mathematical problem
solving in support of the curriculum. Internatiof@lirnal of mathematical
education in science and technology, 351-371.

Hughes, J. & Parkes, S. 2003. Trends in the userbil protocol analysis on
software engineering research. Behaviour & inforamatechnology 22 (2),
127-140.

Huhtala, S. & Laine, A. 2004. “Matikka ei ole murtty” — matematiikkavaikeuksien
syntyminen ja niihin vaikuttaminen. Teoksessa BdRan, P. Kupari, T.
Ahonen & P. Malinen (toim.) Matematiikka — nakdkugnopettamiseen ja
oppimiseen. 2. uudistettu painos. Jyvaskyla: Kajap-Oma, 320—346.

liImavirta, R. 1995. Teoksessa Opetuksen yksil@ntlameenlinnan normaalikoulun
julkaisuja nro 4. Tampereen yliopisto, 33—49.

Kieren, T. E. 1988. Personal knowledge of rationahbers. Its intuitive and formal
development. Teoksessa J. Hiebert & M. J. Behm(HoiNumber concepts and
operations in the middle grades. Hillsdale: NJ &ulin, 162—-181.

Kinnunen, R. & Vauras, M. 1997. Matemaattisten dmgen ratkaisutaito ala-
asteella. Teoksessa Rasanen, P., Ahonen, T & Mealihgtoim.)
Matematiikka — nakdkulmia opettamiseen ja oppimmsdgvaskyla:
Yliopistopaino, 269-282.

Kuusinen, J. & Korkiakangas, M. 1991. Teoksessaudisinen (toim.)
Kasvatuspsykologia. 4.-5. painos. Porvoo: WSOY 624—

Leinonen, J. 2002. Ymmartaminen — jasentynytté@nnesta. Kasvatus 33(5), 475—
483.

Leinonen, J. 2003. Kasite ja ymmartaminen. Kasvatf$), 56—65.

Lesh. R. & Harel, G. 2003. Problem solving, modglamd local conseptual
development, Mathematical thinking and learning8&R. 157—-189.

Maccini, P. & Gagnon, J. 2002. Perception and appbn of NTCM standards by
special and general education teachers. Exceptibildren 68 (3), 325-344.

Malaty, G. 1997. Matemaattinen ajattelu ja mateikeati opetus. Teoksessa M-L.
Julkunen (toim.). Opetus, oppiminen, vuorovaikuiervoo: WSOY, 109—
133.

Merenluoto, K. 2003. Kasitteellisen ymmartamiseteigs. Matemaattisen ajattelun

puute ja arkimielikuvat. Dimensio 67(3), 35—-38.



114

Merenluoto, K. & Lehtinen, E. 2004. Ké&sitteellisemutoksen nakdkulma
matematiikan oppimiseen ja opettamiseen. Teokg$esRasanen, P. Kupari, T.
Ahonen & P. Malinen (toim.) Matematiikka — nakokugnopettamiseen ja
oppimiseen. 2. uudistettu painos. Jyvaskyla: Kajap-Oma, 301-319.

Metsamuuronen, J. 2003. Tutkimuksen tekemisen fErubhmistieteissa. Jyvaskyla:
Gummerrus.

National Council of Teachers of Mathematics. (20@0)nciples and standards for
school mathematics. Saatavilla www-muodossa: <URL:
http://standards.nctm.org/document/chapter2/indexzh 30.12.2005.

Niiniluoto, I. 1989. Informaatio, tieto ja yhteiskia. Filosofinen kéasiteanalyysi.
Valtionhallinnon kehittamiskeskus. Helsinki: Vahipainatuskeskus.

Nunokawa, K. 2004. Solvers’ making of drawings iathematical problem solving
and their understanding of the problem situatitmgrnational journal of
mathematical education in science and technologi23873—-183.

Patton, M. Q. 2002. Qualitative research & evatratnethods. 3. painos. Thousand
Oaks: Sage.

Pehkonen, E. 2000. Ymmartaminen matematiikan ogetga. Kasvatus 31(4), 375—
381.

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet 2@@dushallitus. Saatavilla www-
muodossa: >URL: http://www.oph.fi/info/ops/pops_wedf >. 10.01.2006.

Presmeg,N. C. & Balderas-Cafias P. E. 2001. Visat&dz and affect in nonrutine
problem solving. Mathematical thinking and learn8{g). 289-313.

Pugalee, D. Writings, mathematics, and metagognitaoking for connections
through students’ work in mathematical problem s@vSchool science and
mathematics, 101(5), 236—245.

Rantala, A. 2002. Peruskoulun 6. luokkalaisten bngeratkaisutaidot ja
ongelmanratkaisuprosessissa ilmenevat ratkaistizdneat tekijat.
Kasvatustieteen pro gradu —tutkielma.

Robinson, K. M. 2001. The validity of verbal repon children’s subtraction.
Journal of educational psychology 93 (1), 211-222.

Rubinstein, M., F. 1986. Tools for thinking and Iplem solving. New Jersey:
Prentice Hall.

Schoenfeld, A. H. 1985. Mathematical problem sajvinontoo: Academic Press.



115

Sharp, J & Adams, B. 2002. Children’s constructtbknowledge for fraction
division after solving realistic problems. The joal of educational research 95
(6), 333-347.

Siegler, R. S. 1991. Children’s thinking. 2. paindsw Jersey: Prentice-Hall.

Song, M. & Ginsburg, H. 1987. The development é&brimal and formal
mathematical thinking in Korean and U.S. childr€hild development 58,
1286-1296.

Swanson, H. L. & Beebe-Frankenberger, M. 2004. retetionship between working
memory abd mathematical problem solving in childaernsk and not at risk
for serious math difficulties. Journal of educatibpsychology 96(3), 471-491.

Syrjala, L. & Numminen, M. 1988. Tapaustutkimus\atsistieteessa. Oulun
yliopiston kasvatustieteiden tiedekunnan tutkimalk&sl. Oulu: Oulun
yliopisto.

Tuomi, J. & Sarajarvi, A. 2004. Laadullinen tutkisja sisallonanalyysi. Jyvaskyla:
Gummerrus Kirjapaino Oy.

Yang, S, C. 2003. Reconceptualizing think-aloudhodology: refining the
encoding and categorizing techniques via conteie@lperpectives.
Computers in human behavior 19, 95-115.

Yrjonsuuri, R. 2004. Matemaattisen ajattelun opeitti@n ja oppiminen. Teoksessa
P. Rasénen, P. Kupari, T. Ahonen & P. Malinen (tpivhatematiikka —
nakokulmia opettamiseen ja oppimiseen. 2. uudisfeinos. Jyvaskyla:
Kirjapaino-Oma, 111-122.



116

Liite 1: Kirje vanhemmille

15.4.2003
Hyvat Lapsen vanhemmat,

Olen Jyvaskylan yliopiston opettajankoulutuslaiksopiskelija. Kuluvan kevaan
aikana opintoni ovat edenneet pro gradu -tutkielraareiston keruu vaiheeseen.
Tutkimukseni aineisto on tarkoitus kerata toukokaikena (luokan opettajan nimi)
luokassa.

Tutkimukseni tavoite on selvittdd  neljannen luokanoppilaiden

ongelmanratkaisuprosessia ja siihen liittyvaa ejadét Tutkimus toteutetaan siten,
ettd haastattelen ja kuvaan oppilaita ratkomassgloma. Tutkimusjakson aikana
keraan tietoa ongelmanratkaisuprosessista kinpéti tutkimuspaivékirjaa.

Kuvauskertoja jokaiselle lapselle tulee yhteendé&ikannen ja jalkeen opetusjakson.
Opetusjakso alkaa toukokuussa, joten ensimmainemauskerta suoritetaan
huhtikuun viimeisilla viikoilla. Toinen kuvauskertaajoittuu viikolle 21.

Opetusjakson aikana on tarkoitus pureutua mateaatii sisaltdihin

ongelmakeskeisen opetuksen nakékulmasta.

Kuvauksessa saatua materiaalia on mahdollisuuselkatsvain minulla ja
luokanopettajalla. Luonnollisesti kaikki materiaalkésitelladn luottamuksellisesti.
Jos materiaali jossain tilanteessa halutaan esjtilidsesti, lupaa esittdmiseen
kysytdan asianomaisilta henkil6ilta.

Tutkimuksen toteuttamiseksi tarvitsen suostumuksetapsenne osallistumisesta
tutkimukseeni. Toivonkin teidan palauttavan allaevain lomakkeen lapsenne
mukana kouluun mahdollisimman nopeasti.

Tutkimusterveisin,

Tanja Lavikonmaki ja (luokan opettajan nimi)

Oppilas

saa osallistua tutkielmaan liittyvaan ast@n keruuseen kevaan 2003 aikana.

haluaa osallistua tutkielman aineistorukeeen kevaan 2003 aikana

Vanhempien/vanhemman allekirjoitukset/allekirjoitus
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Liite 2: Haastattelun ongelmatehtavat

1 Hanoin tornit

Hanoin Tornit -tehtavassa oppilaan tulee siirtéénkoerikokoista palikkaa yksi
kerrallaan keskelle olevaan tyhjaéan paikkaan seté,ne muodostavat samanlaisen
tornin kuin [&ht6tilanteessa. Yhta palikkaa sadé&sii kerrallaan. Isompaa palikkaa ei

saa laittaa pienemman paalle.

Hanoin Tornit
Alkutilanne

Tavoite

2 |

Hanoin Tornit -tehtava (Fisher 1990, 103)

2 Kuutio 1
Kuutio muodostuu kahdeksasta neliosta. Jokainad nelsamankokoinen. Nelién
sivun pituus on 5 cm. Ympyroi seuraavista vaihtaa$td ne, jotka mielestasi pystyy

ratkaisemaan annetuilla tiedoilla.

a) Mika on nelion sivujen pituuksien summa?

b) Mik& on kuution sisélle asetetun pikkukuutionugen pituus?

c) Kuinka korkea kuutio on? 5cm

d) Kuinka levea kuutio on?

5cmr
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e) Kuinka ison pallon voit laittaa kuution sisdan?
f) Mika on nelién halkaisijan pituus?

g) Kuinka monta nelién sivua kuutiossa on yhteensa?

3 Nelio
Kuinka monta pikkuneliéta mahtuu isoon neli6on?

Mita tietoja tarvitset ongelman ratkaisemiseen?

4 Janne ja Heikki

Janne asuu 7 kilometrin paassa koulusta. Jannas pstava on Heikki. Heikki asuu
2 kilometrin paassé koulusta. Janne ja Heikki twateneet toisensa kolme vuotta.
Ensi vuonna he menevat seitsemannelle luokalleelaja Heikin yhteinen ystava

Vesa asuu kilometrin paassa koulusta.

Kuinka kaukana Janne ja Heikki asuvat toisistaaltév/#vaa tekstista ratkaisun
kannalta olennaiset tiedot.

Piirra ratkaisusi mahdollisimman tarkasti
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5 Kuutio 2

Ympyroi alla olevista esimerkeisté ne, joista \akentaa kuution.
Kerro, miten paadyt vastaukseesi.

Miten voit tarkistaa vastauksen?
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6 Kolmio

Mita tietoja voit paatella alla olevasta kolmidata

Cem




Liite 3: Oppilaiden tiedonkayttdé Kuutio 1-tehtavass
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Oppilas

Havaittu tai tunnistettu
tieto

Teksti
ja
Teksti Kuva  kuva

Oma
ajattelu

Tietojen
yhdistely

Luulot

Uskomukset

"Tiedemies"

Ei
perusteita

Muut

Pekka
Tero
Jarno
Tiina
Mervi
Veikko
Marja
Taina
Kalle
Pinja
Petri
Anna
Sari
Emma
Semi
Joona
Terhi
Juho
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NELIO

[ TIEDOT ]

PIIRROS/
MIELIKUVA****

[ RATKAISU ]

Omalla
sivullaan

Nelisiden IsI(?_rl Kokeilu Mik& on Kuinka Nelio- Nelio Tilkku- i!?.ak; Suora- Kuutio-
koot neton -nelid nelio monta ruuduk- Ja takki ase kulmio nelio
koko nelioté Yo pikku- neliot
tarvitaan nelié
Jarno
: : ] Petri ja
Taina, Marja, Emma** ja Petri Pinja* Kuinka Pinja Emma**
Tiina, Mervi, Joona* :
Pinja*, Kalle suuria i i
jar, ' niiden Lius- Yksi
Pekka, Tero, tulee koit- kerral
Anna, Sari, olla? tain laan
Terhi ja Semi N
. Veikko ja
[ Veikko ] [ Jarno ] Kesken Emma’!*
*Oppilas kahdessa
luokassa
**QOppilas useammassa A K
kuin kahdessa luokassa 7 6x6 2x2 kes— 10x10
**Juhoa ei luokiteltu ruu- ruu- ruu- en ruu-
tiedoissa dukko dukko dukko jé‘cinyt dukko
*+% Semid ja Pekkaa ei moni-
luokiteltu piirroksissa ja nv-
mielikuvissa nen
[ Mervi ] [ Tiina ] ( Anna
\ / ja Juho
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act



RATKAISUT

Maérittely
Vastaus

Perustelu

Pysty ja
vaakarivien
laskeminen

Vastaus

X
Taina ][ Tero
J

S~

Ne—

) ()

Muodos-

tuu
ruuduk-
ko

Tarkistus Rivi
kerral-
laan

e

Laskemi
nen

J

|
[ Veikko ]

Kalle
S

Kerto- A

Erikseen
laske-
minen

Kalle ja
Juho

Rivi
kerrallaan

Kolmen
kertotaululla

Viiden
Paassa valein Mikros Muita
-lasku laske- kooppi
minen
Petri
( Voi N\ ( Ei voi
mahtua ratkaista
loputto-
v 9 miin )
Merkkaus
Anna
-  J

(nnxjrel)
€zt



Liite 5: Toistuneet luokat ja ratkaisumenetelmat
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Oppilas

Tietojen
yhdistely
Kuutio 1

Tietojen Ei
yhdistely
Muut

perusteita
Kuutio 1

Ei
perusteita
Muut

Epéolennaiset Epdéolennaiset

Kuutio 1

Muut

Yksi
ratkaisu
Kuutio 1

Yksi
ratkaisu
Muut

Pekka
Tero
Jarno
Tiina
Mervi
Veikko
Marja
Taina
Kalle
Pinja

o

o
N
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Oppilas

Apuvéline
Kuutiol

Apuvéline
Muut

Mallintaminen
Kuutio 1

Mallintaminen
Muut

Perushahmotus
Kuutio 1

Perushahmotug
Muut

Pekka
Tero
Jarno
Tiina
Mervi
Veikko
Marja
Taina
Kalle
Pinja
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Liite 6: Kuutio 1-tehtavan piirrokset

WV

__'

Teron lapinakyva kuutio

A

W1V

- >
Tainan kasitys halkaisijasta
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v

Petrin kasitys halkaisigast

¥

Terhin halkaisija
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Liite 7: Nelid tehtavan piirrokset
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1
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Tiinan nelidruudukko Juhon neliéruudukko

[ TT T 1]

4 "rbj:
gt

]‘_; u{"lflha —a

Marjan aloittama piirustus Nelio- Veikon nelid

tehtdvassa
No woon melloos. ot
2 pesta Moty

e

f
|
- -

!
Sarin neli6 ja pikkunelié

Emman sisakkaiset neliot



Tainan suorakulmio
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=
Teron kuutioneli6



128

Liite 8: Kuutio 2-tehtavan piirrokset

) | 1
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Veikon yhdeksan ruudun kuutio




