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ESIPUHE

Téssd artikkelikokoelmassa julkaistavat tutkimusraportit syntyividt osana johtamaani
”Tutkiva matematiikka opetusharjoittelussa” -projektia. Projektin tavoitteena on
tarkastella tekijoitd, joista tutkiva matematiikan oppiminen muodostuu seké kehittda
ohjeistusta tutkivan matematiikan kdytdnnon toteutukseen.

Opetin  matematiikan aineenopettajiksi opiskeleville kahdeksan 45 minuutin
oppituntia tutkivan matematiitkan periaatteita kurssilla "OPEA411 Syventidva
ainepedagogiikka”. Lisdksi kurssin "OPEA611 Aineenopettaja tyonsa tutkijana” 10
oppitunnin aikana perehdyimme tutkivaa matematiikkaa kasitteleviin tutkimuksiin,
opetusta kehittimédin pyrkiviin tutkimusmenetelmiin ja videoanalyysiin. Niistd 18
tunnista opetusharjoittelijat kayttiviat GeoGebra-ohjelmaa kuudella tunnilla.

Tamidn jilkeen jokainen opetusharjoittelija toteutti yhden tutkivan matematiikan
tunnin. Tunnit suunniteltiin 2—4 hengen ryhmisséd. Tuntien suunnitteluun sai ohjausta
minulta ja normaalikoulun ohjaavilta opettajilta. Yhteensd tutkivan matematiikan
tunteja toteutettiin 26, joista GeoGebra-tunteja oli 14. Kaikki tuntisuunnitelmat
tehtdvimonisteineen on julkaistu sivulla http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat2011.
Tuntisuunnitelmat sisdltavit myos linkit kéytettyihin GeoGebra-sovelluksiin. Tunnit
videoitiin kahdella kameralla. Seurasin toisella kédsivaralla olevalla kameralla
opettajaa, jolla oli langaton mikrofoni. Toista jalustalla olevaa kameraa kaytti
opetusharjoittelija. Tama kamera kuvasi yhtd oppilasryhmii, jolla oli langaton
mikrofoni. Osalla tunneista kaytettiin myos ruudunkaappaus-ohjelmaa, joka tallentaa
kaikki tietokoneen ruudun tapahtumat. My0s oppilaiden kirjalliset tuotokset keréttiin.

Opetusharjoittelijat ~ kehittivat samoissa 24  hengen ryhmissd  sopivan
videoanalyysimenetelmén ja analysoivat tunnit. Osa kehitti oman luokittelun, jonka
mukaan he koodasivat tunnit. Osa sen sijaan kéytti aiemmissa tutkimuksissa
kaytettyd luokittelua tehden siihen tarvittavat muutokset. Jotkut ryhmit myds
analysoivat  opiskelijoiden paittelyprosesseja ilman luokittelua. Kaikkien
analyysimenetelmien tavoitteena oli muodostaa laadullista tietoa opettajan tai
oppilaiden toiminnasta tutkivan matematiikan tunneilla. Néin pyrittiin ymmaértiméain
tutkivan matematiikan prosesseja.

Opiskelijat kirjoittivat ryhmissé téssa teoksessa julkaistavat tutkimusraportit ja pitivit
seminaariesityksen. Raportit havainnollistavat hyvin sitd, mitd tutkiva matematiikka
kaytinndssd on. Toivottavasti muutkin opettajat saavat niistd ideoita opetuksen
kehittimiseen tutkivan matematiikan suuntaan. My0s seminaareissa herdsi paljon
keskustelua siitd, miten matematiikkaa opitaan ja miten sitd pitdisi opettaa.

Jyviaskyldssd kesélld 2011 Markus Hahkioniemi



JOHDATUS GEOGEBRA-AVUSTEISEEN TUTKIVAAN
MATEMATIIKKAAN

Markus Héhkioniemi
markus.hahkioniemi@jyu.fi
Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

JOHDANTO

Matematiikan oppimisen ja opetuksen tutkijayhteisossd on jo pitkddn pidetty
tehokkaina oppilasldhtdisid, vuorovaikutusta korostavia opetusmenetelmid, joissa
oppilaat itse tutkivat jotain matematiikan ilmiotd tehtivissd, joihin heilld ei ole
valmiita ratkaisumenetelmid. Téamén tyylisistd opetusmenetelmistd kdytetdén useita
erilaisia nimityksid kuten tutkiva matematiikka (Cobb, Wood, Yackel & McNeal,
1992), tutkiva oppiminen (Goos, 2004; Borasi, Fonzi, Smith & Rose, 1999; Staples,
2007), avoin lahestymistapa (Nohda, 2000; Pehkonen, 1997), ongelmakeskeinen
oppiminen (Wood & Sellers, 1997), reformi henkinen opetus (Lloyd, 2002),
kognitiivisesti ohjattu oppiminen (Fennema ym., 1996) ja elamyksellinen
matematiikan opetus (Portaankorva-Koivisto, 2010). Téssd yhteydessd tillaisista
opetusmenetelmistd kdytetddn yleisnimitysta tutkiva matematiikka.

Tutkivan matematiikan ideana on, ettd oppilaat tutkivat jotain matematiikan ilmiGta
ratkaistessaan ei-standardeja tehtdvid. Tehtdvit on suunniteltu siten, ettd oppilaiden
ratkaisuissa tulevat todennikdisesti esille tirkeimmaédt oppimistavoitteen mukaiset
ideat. Tehtdviin on yleensd monia erilaisia ratkaisumenetelmid, jotka saattavat
sisdltdd erilaisia matemaattisia ideoita. Siten tutkiva matematiikka hyddyntédé avointa
ongelmanratkaisua, jossa oppilaita rohkaistaan kehittdmééin useita erilaisia ratkaisuja
(Nohda 2000; Pehkonen 1997, 2003). Tutkivassa matematiikassa oppilaat tutkivat
matematitkkaa omista ldhtokohdistaan kiasin. Oppilaat voivat kdyttdd esimerkiksi
omia epastandardeja merkint6jd, ja heiddn kehittiméansd ideat voivat olla
puutteellisia. Opettaja yrittdd ymmartdd oppilaiden merkint6ja ja ideoita ja rohkaisee
heitd kehittdmddn niitd ilman liiallista tdsmaéllisyyden vaatimista. Vasta tunnin
lopussa opettaja yhdistdd oppilaiden merkinnit standardeihin merkintéihin ja
huolehtii, ettd heiddn ideansa viimeistelldan. Talld pyritdan sithen, ettd matematiikka,
jota luokassa rakennetaan, on oppilaiden matematiikkaa eli ettd oppilaille kehittyy
matematiikan omistajuus (ks. esim. Francisco & Maher, 2005). Koska oppilaat saavat
tyoskennelld omalla tasollaan kéyttden omia merkint6jdan, on mahdollista, ettd kaikki
oppilaat tutkivat matematiikkaa, harrastavat matemaattista ajattelua, kehittavét
matemaattisia ideoita ja keskustelevat matematiikasta.

Alemmat tutkimukset osoittavat selvisti, ettd tutkiva matematiitkka tehostaa
oppimista. Tutkivan matematiikan on todettu kehittivin oppilaiden ymmartadmista ja
matemaattisen ajattelun taitoja (Fennema ym., 1996; Hihkioniemi, 2006a, 2006b;
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Wood & Sellers, 1997) sekd luovuutta ja ongelmanratkaisutaitoja (Kwon, Park &
Park, 2006; Silver, 1997). Tutkivan matematiikan kautta opitut tiedot ovat pysyvii ja
sovellettavissa uusiin tilanteisiin (Powell, 2003; Francisco & Maher, 2005). Tutkiva
matematiikka kehittid myos oppilaiden asenteita ja uskomuksia oppimisen kannalta
hedelmailliseen suuntaan (Francisco, 2005; Wood & Sellers, 1997). Sullivanin,
Mousleyn ja Zevenbergerin (2006) mukaan tutkiva matematiikka, erityisesti avoin
lahestymistapa, mahdollistaa kaikkien oppilaiden huomioimisen heterogeenisessa
ryhméssa.

TUTKIVAN MATEMATIIKAN TUNNIN RAKENNE

Suomessa tyypillisen matematiikan tunnin rakenne on seuraava: yleensd opettaja
ensin opettaa uuden asian ja ndyttdd esimerkkejd, minkd jdlkeen oppilaat
harjoittelevat kéyttdmdén opetettua asiaa ratkaistessaan tehtdvid kirjasta (Savola,
2008). Tutkivassa matematiikassa sen sijaan tunti muodostuu alustus-, tutkimus- ja
koontivaiheesta (Stein, Engle, Smith & Hughes, 2008). Hahkioniemi (hyvéksytty) on
esittdnyt konkreettisen kuvauksen erdéstd timén rakenteen mukaisesta japanilaisesta
tunnista.

Alustusvaihe

Alustusvaiheessa opettaja esittelee tehtivdt mutta ei kuitenkaan esitd valmiita
ratkaisumenetelmid tai anna esimerkkejd. Alustusvaiheessa opettaja huolehtii, ettd
oppilaat ymmaértdviat tehtivdt. Opettaja voi my0s korostaa tehtivien
merkityksellisyyttd ja motivoida oppilaita. Tarvittaessa voidaan my0s kerrata joitakin
alemmin opittuja asioita niin, ettd tehtivdt eivdt kuitenkaan muutu mekaaniseksi
laskemiseksi.  Varsinkin, jos tutkiva matematiikka on oppilaille uusi
tyoskentelymuoto, voi opettaja myos keskustella tyotavoista. Oppilaita voi
esimerkiksi rohkaista keksimddn luovasti erilaisia ratkaisumenetelmid ja
keskustelemaan keskenddn.

Tutkimusvaihe

Tutkimusvaiheessa opiskelijat ratkaisevat ryhmissd (2-3 hld) tehtdvid opettajan
kierrellessd ohjaamassa heiddn tyoskentelyddn. Tutkimusvaiheessa tarkeintd on, etti
opettaja kuuntelee oppilaita ja on aidosti kiinnostunut heidin ajattelustaan. Opettaja
voi painottaa ajattelun merkitystd oikean vastauksen sijasta kysymdilld oppilailta
perusteluja tai miten he paittelivit ratkaisunsa. Erityisesti kun oppilaat kysyvét onko
heiddn vastauksensa oikein, on tarkoituksen mukaista olla vastaamatta ja kysyéa
oppilailta esimerkiksi miten he sen paittelivit. Opettaja voi sitten kehua oppilaiden
paittelyd tai kiinnittdd heiddn huomionsa johonkin tarkennusta kaipaavaan kohtaan.
Vilttimélla ottamasta kantaa oppilaiden vastausten oikeellisuuteen opettaja rakentaa
matemaattista kulttuuria, jossa oikean vastauksen sijasta tdrkeintd ovat perustelut.
Opettajan tehtdvdnd tutkimusvaiheessa on siis ohjata oppilaita “oikeanlaiseen”
matemaattiseen tydskentelyyn. Liséksi on tdrkedd motivoida, kannustaa, aktivoida ja
kehua oppilaita. Oppilaiden kehumisessa tulee kiinnittdd huomiota siihen, etti ei kehu
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oppilasta itseddn esimerkiksi fiksuudesta vaan kehuu hinen tyoskentelyddn. Talla
pyritddn vahvistamaan oppilaan uskomusta oman tyon merkityksestd matematiikan
oppimisessa. Tutkivassa matematiikassa syntyy helposti tilanteita, joissa aiemmin
heikosti matematiikassa menestynyt oppilas keksii itse jonkin ratkaisumenetelmaén.
Talloin opettajan kannattaa kayttda tima tilanne oppilaan itsetunnon vahvistamiseen
ja oppilaan innostamiseen. Nidin opettaja voi muuttaa niiden oppilaiden asenteita,
jotka luulevat, ettd he eivit osaa matematiikkaa.

Kun opettaja ohjaa oppilaita tutkimusvaiheessa, hénen tulisi vilttdd paljastamasta
ratkaisumenetelméd, mutta kuitenkin ohjata oppilasta. Héhkioniemi ja Leppdaho
(2010, 2011) ovat havainnollistaneet asiaa erottamalla kolme ohjaamisen muotoa:

a) Aktivoiva ohjaus, jossa opettaja kiinnittdd huomiota oppilaan ratkaisussa
olennaiseen asiaan ja johdattelee oppilasta tarkastelemaan sitd. Téllaisia
olennaisia asioita ovat esimerkiksi perusteleminen, teknologian rajoitteiden
ymmadrtdminen, siirtyminen kokeilemisesta pdattelemiseen, ratkaisun
syventdminen,  yhteyksien rakentaminen ja  ylldttden  avautuvien
tutkimusmahdollisuuksien hyodyntdminen.

b) Passivoiva ohjaus, jossa opettaja kiinnittdd huomiota olennaiseen asiaan
oppilaan ratkaisussa, mutta hin my0s esittdd itse suoraan ratkaisumenetelman
tai pyytdd oppijalta muita ratkaisutapoja ilman motivointia. T&lld tavoin
opettaja “’passivoi” opiskelijan ratkaisutilanteessa ja vie opiskelijalta
mahdollisuuden ongelmanratkaisuun.

c) Pinnallinen ohjaus, jossa opettaja ei kiinnitdi huomiota olennaiseen asiaan
oppilaan ratkaisussa tai esittdd oppilaan ratkaisuun liittyméttdmia kommentteja
omista ldhtokohdistaan késin.

Esimerkiksi jos opettaja huomaa oppilaan saaneen johonkin tehtdvddn vastauksen,
voi opettaja kiyttdd aktivoivaa ohjausta pyytdmailla oppilasta selittiméén, mistd hin
tietdd vastauksen olevan oikein. Samassa tilanteessa opettaja kdyttdd passivoivaa
ohjausta, jos hédn itse selittdd miksi vastaus on oikein. Pinnallisessa ohjauksessa
opettaja ei taas ollenkaan kiinnitd huomiota vastauksen perustelemiseen vaan
esimerkiksi toteaa vastauksen olevan oikein.

Tutkivassa matematiikassa opettaja toimii erddnlaisena orkesterin johtajana, joka
organisoi tyoskentelyd ja huolehtii, ettd tutkimustehtdvien parissa kehitetyt ideat
suppenevat kohti standardia matematiikkaa (vrt. Ball 1993). Siksi opettajan onkin
tarkedd ohjata oppilaita vaikka he eivét kysyisikddn neuvoa.

Koontivaihe

Koontivaiheessa opettaja pyytdd opiskelijoita esittimédn ratkaisumenetelmidin ja
johtaa koko luokan yhteistd keskustelua. Koontia voi tehostaa, jos opettaja jo
tutkimusvaiheessa laatii suunnitelman siitd mitd ryhmid ja missd jirjestyksessd hin
pyytdd esittimddn ratkaisujaan (Stein ym., 2008). Valinnan perusteena voi olla
esimerkiksi erilaiset ajattelutavat tai merkinnit, potentiaalisten virhekasitysten esille
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tuleminen, menetelmien tehokkuus tai perustelujen syvillisyys. Tédssd vaiheessa on
tairkedd saada oppilaat selittimdidn ratkaisujaan ja ottamaan kantaa muiden
ratkaisuideoihin. Opettaja nostaa ratkaisuista olennaiset ideat esille ja korostaa, mita
niistd opitaan. Koontivaiheessa opettaja my0s tiivistdd tunnin opetuksen ja ottaa
kayttoon standardit merkinnédt niin, ettdi ne pohjautuvat oppilaiden ratkaisuihin.
Opettaja voi esimerkiksi kirjoituttaa oppilaiden vihkoihin teoreeman tai méaritelmaén.
Néin opettaja “virallistaa” opitun asian. Tavoitteena on, ettd oppilaille jai selvd kuva
siitd, mikd tunnin opetus oli ja mikd on lopullinen muotoilu esimerkiksi jollekin
teoreemalle. Jos koontivaihetta ei ole, on vaarana ettd oppilaiden tutkimukset jaavét
irrallisiksi tai he jadvit epétietoisiksi siitd miké opittava asia oli.

GEOGEBRAN KAYTTO TUTKIVASSA MATEMATIIKASSA

Teknologia tarjoaa wuusia apuvilineitd tutkivan matematiikan toteuttamiseen.
Dynaamisen geometrian tietokoneohjelmien (esim. GeoGebra, Cabri, Geometer’s
Sketchpad) on esitetty edistdvén tutkivaa matematiikkaa, koska niiden avulla oppilas
voi esimerkiksi raahata jonkin kuvion pisteitd ja tutkia, miten se vaikuttaa kuvion
ominaisuuksiin (Arzarello, Olivero, Paola & Robutti, 2002; Christou, Mousoulides,
Pittalis, & Pitta-Pantazi, 2004; Jones, 2000; Lew & So, 2008; Marrades & Gutiérrez,
2001). Tassd tutkimuksessa kdytettiin GeoGebra-ohjelmaa (www.geogebra.org), joka
sisdltdd dynaamisen geometrian lisdksi joitakin symbolisen laskennan ohjelmien
ominaisuuksia (esim. polynomifunktion derivointi). GeoGebran valintaan vaikutti
ohjelman ilmaisuus, monipuolisuus ja helppokiyttoisyys.

Opettajan on helppo havainnollistaa GeoGebralla matematiikan késitteitd. Kuitenkin
oppiminen on tehokkaampaa, jos oppilaat itse saavat tutkia matematiikkaa
GeoGebralla. Tutkimusten tavoitteena on oppia matematiikkaa, ei ohjelman kayttoa.
Samoin tutkimusten tulee olla oikeita tutkimuksia, joissa oppilaat joutuvat
ajattelemaan, sen sijaan, ettd tehtdisiin vain ohjeiden mukaan. Tutkimukset tiytyy
my0&s muotoilla niin, ettd oppilailla on selked matemaattinen ongelma. Tehtivéksi ei
kdy “raahaa liukua ja katso mitd tapahtuu”. Lisdksi tehtidvien ratkaisemiseen tdytyisi
sisdltyd myos deduktiivista paattelyd empiirisen havainnoinnin liséksi. Esimerkkeja
ndmd ehdot tiyttdvistd tehtivistd 10ytyy Kuvioista 1 ja 2 sekd tdmédn teoksen
tutkimusraporteista. Toteutetuilla GeoGebra-tunneilla oppilaat tydskentelivit yleensa
pareittain niin, ettd jokaisella parilla oli oma tietokone.

Oppilaat voivat tutkia GeoGebralla esimerkiksi, miten funktion parametrien
muuttaminen vaikuttaa funktion kuvaajaan. Siten GeoGebran avulla voidaan
vahvistaa kuvaajien ja lausekkeiden vélisid yhteyksid, mikd on yksi matematiikan
oppimisen  pddtavoite (ks. H&hkioniemi, 2006a, 2006b). Esimerkiksi
derivointisddntdjen muodostamisessa GeoGebralla voidaan auttaa opiskelijoita
ymmaértdmadn derivaattafunktio funktiona, jonka arvo kohdassa X on funktiolle
kohtaan X piirretyn tangentin kulmakerroin (ks. Kuvio 1). GeoGebralla oppilaat
voivat my0Os nopeasti kokeilla erilaisia ratkaisumahdollisuuksia sekd muodostaa ja
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testata konjektuureja. Opettajan ei tarvitse kertoa mitd esimerkiksi peilaus pisteen
suhteen tarkoittaa vaan oppilaat voivat itse tutkia asiaa (ks. Kuvio 2).

a4

Kuvio 1. Opiskelijoita pyydetaan raahaamalla pistettd A, muodostamaan saanto, jolla
saadaan funktion f(x)=x* derivaatta missd tahansa kohdassa x (ks. Liuha,
Luhtavaara & Tirronen, timé teos).

Kuvio 2. Oppilaat voivat GeoGebralla selvittdd miten kuvion peilaus pisteen suhteen
tapahtuu (ks. Anttila & Heimonen, tim4 teos).

Dynaamisia matematiikkaohjelmia kuten GeoGebraa kéytettidessd on tyypillistd, ettd
oppilaat havaitsevat ohjelmaa kéyttden, ettd jokin ominaisuus pidtee tietyille
objekteille. Ohjelman avulla oppilaat vakuuttuvat helposti siitd, ettd konjektuuri on
tosi. Siten ei olekaan mielekéstd todistaa konjektuuria, jotta tiedettdisiin onko se tosi.
Sen sijaan todistaminen téllaisessa tilanteessa tarkoittaa syyn muodostamista sille,
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mistd havaittu i1lmio johtuu (Arzarello ym., 2002; Christou ym., 2004; Jones, 2000).
Tatd mahdollisuutta opettajan kannattaa kdyttdd. Kun oppilaat ovat itse huomanneet
jonkin ominaisuuden pitevin aina, on heille mielekkddmpéda alkaa pohtia, mistd tima
ominaisuus johtuu.

GeoGebraa kiytettdessd opettaja voi alustaa tiedostoja siten, ettd oppilaiden ei
tarvitse osata kayttdd kuin muutamaa toimintoa. Siksi ei tarvitse ensin opettaa
ohjelman kayttéd ja vasta sitten opiskella matematiikkaa sen avulla. Sen sijaan
oppilaat voivat oppia ohjelman kayton vidhitellen. Esimerkiksi tissd teoksessa
esiteltdvid tunteja varten ei jarjestetty oppilaille erillistd opetusta GeoGebran
kiytostd. Opettaja vain ndytti alustusvaiheessa tarvittavat toiminnot. Siten tdmin
teoksen tutkimusraportit valaisevat, miten GeoGebraa voi alkaa kdyttdmdin ryhmén
kanssa, joka ei ennestéén ole opiskellut ohjelman kiytt6d. On myods huomattava, ettd
GeoGebran kéyttdminen ei ole vilttimétontd tutkivassa matematiikassa, mutta
athepiiristd riippuen se helpottaa toteutusta. Téssdkin teoksessa on esimerkkeja
onnistuneista tutkivan matematiikan tunneista, joilla ei kiytetd GeoGebraa tai muita
tietokoneohjelmia.

KULTTUURIN LUOMINEN

Opetus on my0s kulttuurin luomista. Ryhmén tydskentelystd voidaan erottaa ddneen
lausumattomia kéyttdytymisodotuksia eli normeja (esim. Cobb ym., 1992).
Esimerkiksi joissakin matematiikan opetusryhmissd oppilaat ja opettaja odottavat,
ettd oppilaiden tulee ratkaista tehtidvét annettujen ohjeiden mukaan ja ettd opettaja
kertoo ovatko oppilaat ratkaisseet tehtdvit oikein. Tutkivassa matematiikassa
pyritddn luomaan erilaisia odotuksia. Tutkivassa matematiikassa toivottavia normeja
ovat esimerkiksi, ettd opettaja ei anna esimerkkejd vaan oppilaat itse rakentavat oman
ratkaisumenetelménsd ja ettd oppilaiden tulee itse varmistua siitd onko heidin
ratkaisunsa  jarkevd. Cobb ym. (1992) ovatkin erottaneet perinteisen
koulumatematiikan kulttuurin tutkivan matematiikan kulttuurista.

On luonnollista, ettd jos oppilaat ovat tottuneet koulumatematiikan kulttuuriin ja
opettaja yrittdd luoda tutkivan matematiikan kulttuuria, niin tapahtuu kulttuurien
yhteentorméyksid (McNeal & Simon, 2000). Oppilaat voivat esimerkiksi odottaa, etta
opettaja ndyttdd esimerkin, jonka mukaan tehtdvd ratkaistaan ja kun opettaja ei
annakaan esimerkkid, niin oppilaat vastustavat titd. Oppilaat voivat viittia, ettd he
eivit osaa ratkaista tehtdvad ilman esimerkkii tai ettd opettajan kuuluu tehda tyonsa
eli opettaa, miten tehtivéa ratkaistaan. Opettajan ei kannata téllaisissa tilanteissa antaa
periksi vaan muistaa, ettd kulttuurin luominen vie aikaa. Opettaja voi neuvotella
oppilaiden kanssa suoraan tai epdsuorasti uusista normeista (McNeal & Simon,
2000). Suoraan tdmid tapahtuu, kun opettaja ja oppilaat keskustelevat siitd, mité
matematiikan ymmaértdminen tarkoittaa ja miten matematiikkaa opitaan. Opettaja voi
neuvotella normeista epédsuorasti esimerkiksi luomalla tilanteita, joissa oppilaat
pystyvit ratkaisemaan tehtivid ilman esimerkkeja.
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Goos (2004) on tutkinut, miten opettaja luo tutkivan matematiikan kulttuurin. Goos
erotteli analyysissaan useita konkreettisia tapoja, miten erds opettaja toimi tietyissi
tilanteissa, luodakseen ja ylldpitddkseen tutkivan matematiikan kulttuuria.
Esimerkiksi opettaja viltti arvioimasta oppilaiden ideoita ja pyysi oppilaita ottamaan
kantaa toistensa ideoihin. My0s muissa tutkimuksissa on loydetty samankaltaisia
tutkivan matematiikan kulttuuriin vaikuttavia tekijoitd (Francisco & Maher, 2005).
Franciscon (2005) tutkimuksen mukaan oppilaat myos alkavat ajan myd6td arvostaa
tutkivan matematiikan kulttuuria.
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OSA 1: TUTKIVAA MATEMATITKKAA PERUSKOULUSSA



OPPILAIDEN ESITTAMAT KYSYMYKSET GEOMETRIAN
TUNNEILLA

Helind Anttila ja Minna Heimonen
helina.m.anttila@)jyu.fi, minna.heimonen@jyu.fi

Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

Tutkimuksessa tarkasteltiin kahta tutkivan matematiikan tuntia, joiden aiheina olivat
suunnikkaan pinta-ala ja peilaaminen pisteen suhteen. Jalkimmaisella tunnilla
oppilaat kayttivat apunaan GeoGebraa. Tutkimuksessa analysoitiin oppilaiden
esittamid kysymyksia tuntien aikana katsomalla videolta tuntien tallenteet ja poimien
nailta kaikki oppilaiden esittamat kysymykset. Kysymykset luokiteltiin aihepiireittain.
Tulosten mukaan oppilaat esittavat paljon kaytdnnon toimintaan liittyvia kysymyksia
ja vahemman tehtdvien suorittamiseen tai tunnin aiheeseen liittyvia kysymyksia.
Lisaksi kysymysten perusteella havaittiin, etta kirjallisten vastausten muotoilu tuotti
oppilaille hankaluuksia.

JOHDANTO

Tutkimuksen tavoitteena on saada selville, minkd tyyppisid kysymyksid oppilaat
esittdvit tutkivan matematiikan tunneilla ja miten suuri osa ndistd kysymyksistd on
varsinaisesti matematiikkaan liittyvid kysymyksid. Tutkimuksessa pyrittiin myds
selvittimddn kuinka paljon oppilaat ylipddnsid esittivdt kysymyksid tutkivan
matematiikan tunneilla ja mitkd seikat mahdollisesti vaikuttavat esiintyvien
kysymysten méédrdan. Tutkimusta olisi mielenkiintoista laajentaa tarkastelemalla
perusteellisesti oppilaiden kysymysten taustalla olevia seikkoja sekd sitd, kuinka
opettaja voisi omalla toiminnallaan vaikuttaa oppilaiden kysymysten méadrdén.
Niiden asioiden tutkiminen voisi auttaa opettajaa muuttamaan omaa toimintaansa
niin, ettd oppilaiden ei tarvitsisi kysyé niin paljoa esimerkiksi kdytdnnon toimintaan
liittyvid kysymyksia.

Tutkivan matematiikan tunnin luonne saattaa osaltaan lisdtd oppilaiden esittimien
kysymysten madrdd, silli tutkivan matematiikan tunneilla opettajan ei tule antaa
valmiita esimerkkeja eikd muutenkaan paljastaa oppilaille, miten tehtdvit ratkaistaan.
(Hahkioniemi, 2010.) Tutkivan matematiikan tunnit noudattavat Steinin ym. (2008)
mukaan yleensi seuraavanlaista rakennetta: ensin on alustusvaihe, jonka jilkeen tulee
tutkimusvaihe ja tunnin lopussa on koontivaihe. Hihkioniemen (2010) mukaan
alustusvaiheen aikana usein kerrataan tunnin aikana tarvittavat, aiemmin opitut asiat
sekd kiydddn ldpi tunnin aihe ja tunnilla kaytettdvit tyotavat. Tutkimusvaiheen
tarkoituksena on, ettd oppilaat tutkivat jotakin matemaattista ongelmaa sekd
kehitteleviat ja perustelevat omia ratkaisuideoitaan. (H&hkioniemi, 2010.) Talld
tavalla tutkien ja kehitellen oppilaat itse rakentavat omaa tietimystddn, mikd on
esimerkiksi Pehkosen (2003) mukaan edellytys sille, ettd oppilaat kykenevit
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kayttdmadn oppimaansa tietoa hyvikseen erilaisissa tilanteissa vield pitkdn ajan
kuluttuakin. Tunnin lopussa olevassa koontivaiheessa kiyddaan Hihkioniemen (2010)
mukaan yleensi ldpi joitakin oppilaiden kehittdmid ratkaisuideoita ja lopuksi opettaja
titvistdd tunnilla opitun asian.

MENETELMAT
Suunnikkaan pinta-ala ja peilaus pisteen suhteen

Tutkimuksessamme analysoimme kahta seitseménnen luokan tutkivan matematiikan
tuntia.  Seuraavassa kuvailemme lyhyesti tuntien tavoitteet sekd esittelemme
oppilaille tunneilla annetut tehtdvit, tarkemmat tuntisuunnitelmat 16ytyvét Liitteistd 1
ja2.

Ensimmadiselld tunnilla tavoitteena oli saada oppilaat keksimédén jokin keino
suunnikkaan pinta-alan laskemiseksi ja kannustaa heitd pohtimaan, miksi
suunnikkaan pinta-ala voitaisiin laskea heiddn keksimillddn tavalla. Edelleen,
korkeampana tavoitteena oli, ettd oppilaat tietdisivdt kuinka suunnikaan pinta-ala
oikeasti voidaan laskea ja ettd he myos ymmartdisivat, miksi ndin on. Oppilailla oli
kdytossaan tavallisten muistiinpanovilineiden lisdksi pahvisia suunnikkaita sekd
saksia, joiden avulla oppilaat pystyivit leikkaamaan suunnikkaita pienempiin osiin ja
siten havainnoimaan niiden pinta-alaa. Tavoitteiden saavuttamiseksi oppilaille
annettiin seuraavat tehtivit:

1. Pohdi, kuinka suunnikkaan pinta-ala saadaan laskettua.

2. Yritd keksid jokin toinen keino suunnikkaan pinta-alan laskemiseksi.
3. Kuinka mittaisit suunnikkaan korkeuden?
4

. Tutki, kuinka suunnikkaan pinta-ala muuttuu, kun sen kaikkien sivujen pituus
kaksinkertaistuu.

5. Voiko suunnikkaan pinta-ala muuttua, jos sen sivujen pituudet eivit muutu?

Toisella tunnilla tavoitteena oli, ettd oppilaat ymmartdisivét, kuinka jokin kuvio
voidaan peilata pisteen suhteen ja mitd ylipddtinsd tarkoittaa pisteen suhteen
peilaaminen. Talld tunnilla oppilaat saivat kayttdd tyOskentelyssd apunaan
GeoGebraa, joka on geometrian ja algebran havainnollistamiseen soveltuva
tietokoneohjelma. Oppilaille annetut tehtavit 16ytyvit kokonaisuudessaan Liitteestd
2, mutta tehtivissd oli olennaisena tarkoituksena pohtia seuraavia asioita:

1. Kuinka monella tavalla voit jakaa nelion yhteneviin osiin kdyttdmalld janaa tai
suoraa?
2. a) Etsi sellainen piste, joka on yhtd kaukana molemmista pisteistd A = (1, 2)
ja B =(3, 4). Kirjoita ylos, miten 10ysit pisteen?
b) Voiko tillaisia pisteitd olla enemmaénkin? Jos, niin mika niistd pisteistd on
lahimpéni pistettd A?
3. Monikulmio ABCDEF on peilattu pisteen suhteen monikulmioksi POMJQLNK.
Selvitd, miten peilaus tapahtuu.
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4. Etsi piste, jonka suhteen annettu kuvio on peilattu. Kirjoita miten etsitte ja milld
tavoin l0ysitte pisteen.

5. Etsi tarkka piste (symmetriakeskus), jonka suhteen annettu kuvio peilautuu itsekseen.
Kirjoita miten etsitte ja milld tavoin l9ysitte pisteen.

Aineiston keruu

Kerdasimme aineistoa tutkimukseemme videoimalla oppitunnit sekd kerddmaélla
oppilailta kirjalliset vastaukset kaikkiin tunnilla tehtyihin tehtdviin. Videointi tapahtui
kahdella kameralla, joihin oli liitetty mikrofonit d4nen tallentamiseksi. Alustus- ja
koontivaiheen aikana molemmat kamerat kuvasivat yleisesti tyoskentelyd luokassa.
Tutkimusvaiheen aikana toinen kameroista kuvasi opettajaa seki niitd oppilaita, joita
opettaja kdvi neuvomassa. Toinen kamera puolestaan keskittyi tutkimusvaiheen
aikana kuvaamaan vain yhden, ennalta valitun, oppilasparin tydskentelya.

Aineiston analyysi

Videoita katsoessamme kiinnitimme huomiota sithen, millaisia kysymyksid oppilaat
esittdviat tutkivan matematiikan tunneilla. Aluksi poimimme videoilta kaikki
oppilaiden esittimét kysymykset (Liite 3) ja tdmin jidlkeen jaottelimme ne erilaisiin
athealueisiin, silli havaitsimme, ettd oppilaiden kysymykset poikkesivat laadultaan
hyvinkin paljon toisistaan. Luokittelimme kysymykset yhdeksddn eri kategoriaan,
jotka olivat: kdytdnnon toiminta, tehtdvien ymmartdminen, tehtdvien tekeminen,
vastauksien formalisoiminen, suunnikkaan korkeuden mittaaminen, suunnikkaan
madritelma, tietokoneen kayttd, GeoGebran kayttd sekd videointi. Niihin
kategorioihin pdddyimme, silld oppilaiden kysymykset ndyttivit selkeésti jakautuvan
talld tavalla. Tehtdviin liittyvien kysymysten jakaminen tehtdvien ymmartdmiseen ja
tekemiseen, seka vastausten formalisointiin ei ehkd ollut aivan itsestdan selvd, mutta
pienen pohdinnan jdlkeen sekin tuntui luonnolliselta jaottelulta. Tehtdvien
ymmirtdmiseen liittyviksi kysymykseksi luokittelimme kysymykset, jotka selkeésti
koskivat tehtdvdnantoa ja sen ymmirtdmistd. Kategoriaan tehtdvien tekeminen
laitoimme kysymykset joista kdvi ilmi, ettd oppilas oli ymmartdnyt tehtdvinannon,
mutta ei silti osannut tehdd tehtdvdd. Vastauksen formalisointiin puolestaan
luokittelimme kysymykset, joista oli pdateltdvissd, ettd oppilas oli ymméirtinyt
tehtdvinannon ja osannut tehdid tehtivdn, mutta ei osannut muotoilla vastaustaan
kirjallisesti.

TULOKSET

Analysoituamme tutkimusaineistoamme havaitsimme, ettd oppilaat esittivdt tutkivan
matematiikan tunneilla melko paljon kysymyksid. Koska tutkivan matematiikan
tunnin sisdllostd ja toteutustavasta riippuen oppilaiden kysymysten tyyppi ja
jakautuminen vaihtelivat jonkin verran, niin esitimme tulokset tuntikohtaisesti.
Taulukossa 1 on esitetty oppilaiden esittdmien kysymysten jakautuminen eri
aihealueisiin tutkivan matematiikan tunnilla, jonka aiheena oli suunnikkaan pinta-ala.
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Peilausta pisteen suhteen kisitelleeltd tunnilta oppilaiden esittimien kysymysten
luokiteltu jakauma 16ytyy puolestaan Taulukosta 2.

Taulukko 1. Oppilaiden esittamét kysymykset aihepiireittdin tutkivan matematiikan
tunnilla, jonka aiheena oli suunnikkaan pinta-ala.

Kysymyksen aihe Frekvenssi  Suhteellinen
frekvenssi

Kéytannon toiminta 7 35
Tehtdvien tekeminen 1 5
Vastauksien formalisoiminen 5 25
Suunnikkaan korkeuden mittaaminen 3 15
Suunnikkaan maaritelma 1 5
Videointi 3 15
Kysymykset yhteensi 20 100

Taulukko 2. Oppilaiden esittdmét kysymykset aihepiireittdin tutkivan matematiikan
tunnilla, jonka aiheena oli peilaus pisteen suhteen.

Kysymyksen aihe Frekvenssi  Suhteellinen
frekvenssi
Kéytannon toiminta 16 51,6
Tietokoneen kaytto 2 6,5
GeoGebran kaytto 3 9,7
Tehtidvien ymmartiminen 5 16,1
Tehtidvien tekeminen 1 3,2
Vastauksien formalisoiminen 3 9,7
Videointi 1 3,2
Kysymykset yhteensa 31 100

Taulukoista kdy ilmi, ettd molemmilla tunneilla esitettyjen kysymysten suhteellinen
frekvenssi oli suurin kdytdnnon toimintaan liittyvissd asioissa. GeoGebra tunnilla
tdmd osuus oli jopa yli puolet, mikd on huomattava méddrd. Tehtdviin suoraan
liittyvien kysymysten (vastauksen formalisoiminen, kysymysten ymmdirtdminen,
suunnikkaan korkeus ja maéritelmd) osuus oli vajaa kolmannes GeoGebraa
kayttavalla tunnilla, kun taas suunnikasta késittelevélld tunnilla ndiden kysymysten
suhteellinen osuus oli ldhes puolet kaikista kysymyksista.
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Vastausten formalisointiin liittyvit kysymykset olivat tutkivan matematiikan kannalta
mielenkiintoisia ja ne saivat my0s aikaan hyvdi keskustelua oppilaan ja opettajan
vililld, joista esitimme muutaman otteen. Suunnikkaan pinta-alaa kisitelleelld
tunnilla oppilaille oli annettu ohjeeksi kirjoittaa jokaiseen tehtdvain pohdintoineen ja
perusteluineen vastaukseksi vahintddn kaksi lausetta. Taméan oli tarkoituksena ohjata
oppilaita todella perustelemaan ratkaisunsa, mutta oppilaiden mielestd kahden
lauseen muodostaminen oli hankalaa, kuten seuraavasta esimerkistd ilmenee:

Oppilas A:  Pitdédks ihan jokaiseen tulla kaks lausetta?
Opettaja: Joo.

Oppilas A:  Miten si voit laittaa tohon vitoseen kaks lausetta? Ei ja ei. Jos mé laitan
tuplasti ei tdhdn. (Ehdottaa siis vastaukseksi kahta lausetta: Ei. Ei.)

Opettaja: Séi voit laittaa sinne et mité siind tapahtuu? Ja miks niin tapahtuu? Misti
sdd huomasit, ettd niin tapahtuu?

Tassd tilanteessa opettaja yrittdd omilla kysymyksillidn saada oppilasta pohtimaan
tehtdvda. Tosin opettajan kysymyksistd péétellen hidn on ilmeisesti ajatellut oppilaan
pohtivan tehtdvad nelja ja siksi ndmi johdattelevat kysymykset eivit todennidkoisesti
auttaneet oppilasta eteenpéin tehtavissa viisi.

Tunnilla, jonka aiheena oli peilaus pisteen suhteen, oppilaiden kysymykset vastausten
formalisoinnista olivat esimerkiksi seuraavanlaisia:

Oppilas A:  Me niinku tajuttiin toi kolmonen, mut ei me tajuttu et miten me voidaan
niinku selittdd se silleen kirjallisesti.

Opettaja: Omin sanoin vaan mitd ootte tehny.

Oppilas A:  Niin mut ei me niinku. Ei sitd vaan pysty selittimdin ku se vaan. Ei vaan
pysty. Sen vaan voi silleen tehd tossa miten se menee.

Opettaja: Mitd te ootte tehny? (samalla opettaja ja oppilas menevit tietokoneen
ddrelle katsomaan, mitd oppilaat ovat tehneet.)

Oppilas A:  No me niinku mietittiin se silleen ettd jos on vaikka tdd G ja siitd nyt
otetaan (mumisee jotain). T44 nyt on jana, mut jos se niinku ois suora ja
niinku et tda ois siis ton [:n kautta niin eiks se sitten tonne toiseen paddhian
periaatteessa tuu se silleen. Vdhédn niinkun se oikee piste. Niinkun noi
vahin niinkun tossa on tehty. Niin sithdn periaatteessa tdnne just tulee se.
(Osoittaa samalla janaa ja pisteitd tietokoneella olevasta kuvasta, ks.
Kuvio 1.)

Opettaja: Mm, no nythén si juuri selitit sen.
Oppilas A:  No mut en mi tiid miten mi voin selittdd sen tdhdn niinkun jarkevasti.

Opettaja: Selitdt vaan tai kirjotat sen mitd ootte tehny ja mitd ootte silleen
huomannu. Ei sen tarvii olla silleen, ei se oo mikdidn didinkielen aine.
Koska kylldhdn tosta mitd si sanoit niin ymmartad sen, mitd te haitte
takaa.

18



Anttila & Heimonen

Kuvio 1. Oppilas selittdéd peilautumisen.

Tassd tilanteessa oppilas on parinsa kanssa saanut tehtivin tehtyd ja osaa myds
selittdd ratkaisunsa sanallisesti, mutta hin ei osaa muodostaa ratkaisusta kirjallista
vastausta. Opettaja pyrkii rohkaisemaan oppilasta kirjoittamaan paperille saman, mita
hin kertoi suullisesti. Tdma oli luultavasti hyvi asia, silld juuri opettajan rohkaisua
oppilas tuntui tarvitsevan.

POHDINTA

Tarkasteltaessa kysymysten aihepiirejd voidaan havaita, ettd kdytdntod koskevien
kysymysten osuus kasvoi lukumaédrillisesti paljon, kun kéytossd ol
tietokoneohjelma. Sitd, onko varsinainen syy tietokoneohjelmassa, on mahdoton
tulkita timén aineiston perusteella, silld aineistoa on todella vihén ja kysymyksetkin
olivat hyvin erilaisia. Lisdksi osa ndistd kdytdnnon toimintaan liittyvistd
kysymyksistd oli oppimisen ja tunnin aiheen kannalta epdrelevantteja ja johtuivat
esimerkiksi siitd, ettd oppilaat eivét olleet keskittyneet kuuntelemaan ohjeita tai
ohjeita ei ollut vield edes annettu.

Tehtdvistd ja aiheesta riippumatta oppilaat tarvitsivat opettajan apua havaintojensa
muotoilussa. Vastausten formalisointiin liittyvien kysymysten miard oli molemmilla
tunneilla lukumaarillisesti ldhes sama. Oppilaat vaikuttavat tarvitsevan ohjausta
erityisesti 10ydettyjen vastausten muotoilemiseen kirjalliseksi tuotokseksi. Toisaalta
ndiden kysymysten joukossa oli myods sellaisia kysymyksid, joista ilmeni, ettd
oppilaat tarvitsivat opettajan apua my0s havaintojensa perustelemisessa sekd omien
ideoidensa oikeellisuuden pohtimisessa.

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Tutkivan matematiikan tunnin toteuttaminen vaatii hieman normaalia tuntia
enemmén alkuvalmisteluja. Etenkin GeoGebraa kiaytettdessd tehtdviin mahdollisesti
tarvittavien pohjien luominen ja tekovaiheessa niiden hakeminen internetista
atheuttaa teknisid hankaluuksia, jotka vievdt huomiota pois itse aiheesta. GeoGebra
antaa kuitenkin etulyontiaseman kuvioiden tutkimisessa muokattavuutensa ansiosta
kynéén ja paperiin verrattuna.
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Tutkivan matematiikan toimivuuden kannalta olisi iso edistysaskel, mikédli olisi
olemassa jokin valmis tehtdvapaketti opettajia varten. Sopivan tehtdvdnannon
muotoiluun kuluva aika on useasti kynnyskysymys tunnin pitoa ajatellen. Erityisesti
vihiiselld opetuskokemuksella sopivien tehtdvien keksiminen ja muotoilu on
hankalaa. Kokemuksen vihdisyyden vuoksi tehtidvien soveltuvuus oppilaille on
hankala, ellei mahdoton, arvioida.

Oppilaat olisivat luultavasti oppineet tutkivan matematiikan tunneilla enemmaén, jos
tillainen tyoskentelytapa olisi ollut heille entuudestaan tuttu. Tutkivan matematiikan
toimivuuden kannalta olisikin jarkevad totuttaa oppilaita véhitellen omaa tutkimista
edellyttdviin tehtdvinantoihin. Voisi olla hyvd aloittaa esimerkiksi niin, ettéd
jokaisella tunnilla oppilaat saisivat pohtia yhtd tutkimuskysymysti ja siitd vihitellen
edeti tillaisiin tunteihin, jotka ovat kokonaisuudessaan tutkivaa matematiikkaa.

Lahteet
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Pehkonen, E. (2003). Tutkiva matematiikan oppiminen peruskoulussa. Tieteessa tapahtuu,
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA (SUUNNIKKAAN PINTA-ALA)

Minna Heimonen
Tunnin athe: Suunnikkaan pinta-ala

Alustusvaihe: 5-10 min
e Kertausta: Mikd on suunnikas?
0 Joku oppilaista tulee piirtdmddn taululle suunnikkaan ja yhdessi
pohditaan, misti tiedetddn, ettd piirretty kuvio on suunnikas
0 Nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset
O Muita ominaisuuksia: vastakkaiset sivut ovat yhta pitkit ja vastakkaiset
kulmat ovat yhtd suuret.
e Ohjeistus tutkimusvaiheeseen

Tutkimusvaihe: n. 25 min

e Tutkimusvaiheen tehtdvit 10ytyvdt tdmén tuntisuunnitelman jilkeen olevilta
sivuilta. Oppilaille annetaan aluksi tehtdvit 1-5

o Kaikki tekevit tehtdvén 1.

e Jos joku jd4 jumiin kakkostehtivddn, niin noin kello 12:40 kehottelen
siirtyméaédn kolmanteen tehtavéin.

e Kello 12:50: Jokainen voi vield viimeistelld sen tehtdvin, mitd on tekeméssa ja
sen jilkeen ruvetaan katsomaan tehtdvid yhdessd. Ts. siirrytddn
koontivaiheeseen.

e HUOM: Tehtdvid 5 ja 8 voi havainnollistaa GeoGebralla, jos oppilailla on
vaikeuksia ymmartda tehtdvinantoja.

Koontivaihe: 10 min
e Tehtdvit 1, 2 ja 3:
0 Oppilaat esittelevét joitakin omia ideoitaan
0 Suunnikkaasta suorakulmioksi = pinta-ala on kanta - korkeus
0 Suunnikkaan korkeusjana on kantojen viliin piirretty kantoja vastaan
kohtisuorassa oleva jana. Korkeusjana voidaan aina piirtdd kahdella
tavalla.
e Tehtavi 4:
o0 Riittda ehké todeta, ettd sen pinta-ala nelinkertaistuu
e Tehtavi 5:
o Taté voi havainnollistaa Geogebralla
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Tehtavamoniste:

Suunnikkaan pinta-ala
Oma nimi:

Parin nimi:

Kirjoita jokaisesta tehtdvdstd havaintosi, pohdintasi ja mahdolliset perustelusi
tehtdvan alapuolelle varattuun tilaan. Kirjoita jokaisesta tehtdvastd vahintdan kaksi
lausetta. Havaintojen tekemisessd ja ideoinnissa voit kdyttdd apuna pahvista
leikattuja suunnikkaita, saksia sekd tyhjdd paperia. Laittakaa myds pahvisiin
suunnikkaisiin ja tyhjiin papereihin molempien nimet. Kaikki materiaalit palautetaan
tunnin jdlkeen opettajalle.

Tehtavat:

1. Pohdi, kuinka suunnikkaan pinta-ala saadaan laskettua.

2. Yritd keksid jokin toinen keino suunnikkaan pinta-alan laskemiseksi.
3. Kuinka mittaisit suunnikkaan korkeuden?
4

. Tutki, kuinka suunnikkaan pinta-ala muuttuu, kun sen kaikkien sivujen pituus
kaksinkertaistuu.

5. Voiko suunnikkaan pinta-ala muuttua, jos sen sivujen pituudet eivdt muutu?

Lisatehtavat:
6. Mitd tapahtuu suunnikkaan sivujen pituuksille, jos sen pinta-ala puolitetaan?

7. Piirrd suunnikkaalle ldvistdjat. Kuinka ldvistdjdt suhtautuvat toisiinsa?
Millaisia kuvioita syntyy?

8. Haluat rajata narulla kaksi suunnikasta, joilla on sama pinta-ala. Toisen
suunnikkaan rajaamiseen haluat kidyttda mahdollisimman véhén narua ja toisen
suunnikkaan rajaamiseen mahdollisimman paljon narua. Miti teet? Voit piirtda
kuvat suunnikkaista.
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LIITE 2: TUNTISUUNNITELMA (PEILAUS PISTEEN SUHTEEN)
Helind Anttila

Tunnin kulku: Tunnin alkuun on péivénavaus.

Aluksi toinen pareista kdy laittamassa koneen avautumaan ( jos ei jo ole — ja mikaéli
oppilaat ovat vélitunnin aikana jo tulleet koneille, niin pitdd muistuttaa etteivit loggaa
itsedén pihalle.

Tdmén jilkeen lyhyt ohjeistus tunnin kulkuun ja GeoGebran kiyttoon. Aiheeseen
johdatus tapahtuu tehtidvien kautta samalla kun tutustutaan toimintoihin. Ohjeistuksen
yhteydessd voisi kerrata kuitenkin miten koordinaatistoon laitetaan piste
(mahdollisesti joku oppilas tulee tdppddmaiin smartille tietyt koordinaatit tms.)

GG lapikaytavid: piste, jana, suora, monikulmio-tyokalu

Yleinen ohjeistus, mitd tunnilla on tarkoitus tehda — kaikki laput palautetaan nimella
varustettuna, molempien nimet lappuun. Perustelu parilla lauseella, my6s ranskalaiset
vitvat kdyvit. Tarkoitus kirjoittaa ajatusprosessia ja syitd paperille.

Tadmaén jdlkeen oppilaat siirtyvét koneille
~5-10 min

Tehtivien tekoa
~20 min

Koonti
~15 min

Koonnissa tehtdvien ldpikdyminen. Kiydadan lapi oppilaiden keksimid ratkaisuja —
pari voi tulla ndyttimdin smartilta tai ajasta riippuen itse kdyda lapi koneelta ja
ndyttdd, millaisia keinoja tuli esiin. Ensisijaisesti kuitenkin oppilaat itse pédisisivit
esittelemdén tuotoksiaan. Koonnissa esiin tuotavia asioita:

1. Nelion keskipisteeseen suora, jota voi sitten pydritelld ja huomata, ettd yhteneviin
osiin jakavia suoria on ddrettdbmin monta.

2. Erilaisia tapoja, suoraan keskipiste —toiminnolla, laskemalla? Keskinormaalin
tuominen mukaan

3. Peilauksen idean selittdminen; jokainen vastinpiste samalla suoralla, joka kulkee
peulauspisteen kautta ja yhtd kaukana peilauspisteestd. Havainnollistaminen esim.
yhdistdmaélla karkipisteitd, liikuttelemalla ldhelle/kauas peilauspisteesta tms

4. Paino kiintopisteiden hakemisessa

5. Miké on symmetriakeskus, miten sen voi 16ytda. Mita tehtiin 1. tehtidvassa, tms.
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Tehtavamoniste:

Tee tehtdavat parin kanssa. Kirjoittakaa vastaukset erilliselle vastauspaperille.
Vaihtakaa jokaisessa tehtidviassa tietokoneella olevaa henkil6a.

Mene osoitteeseen http://users.jyu.fi/~mahahkio/tyhja. Klikkaamalla kahdesti
ohjelma aukeaa erilliseen ikkunaan.

1. Merkitse pisteet A=(1,1), B=(1,5), C=(5,5) ja D=(5,1). Yhdistd sitten pisteet
nelioksi kayttdmailld kahden pisteen vilinen jana — toimintoa.

a) Jaa syntynyt nelié kahteen yhtenevédédn osaan janalla tai suoralla.

b) Jaa nelid kahteen yhteneviin osaan toisella tavalla, kuin a)-kohdassa.

C) Yrité jakaa nelio vield kolmannellakin tavalla yhteneviin osiin.

d) Kuinka monella tavalla voit jakaa nelion yhteneviin osiin kéyttimalld janaa tai
suoraa? KIRJOITA vastaus ja lyhyt perustelu

2. Merkitse pisteet A=(1;1,5) ja B=(6,3).

a) Etsi sellainen piste, joka on yhtd kaukana molemmista pisteistd A ja B. Kirjoita
ylos, miten 16ysit pisteen? KIRJOITA ja selité keinosi

b) Voiko tillaisia pisteitd olla enemménkin? Jos, niin mikd ndistd pisteisti on
lahimpéna pistettd A? KIRJOITA vastaus ja perustelut

Osoitteessa  http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat2011/peilaus on tehtdviin 3-5
liittyvdt GeoGebra-tiedostot. Jokaista tehtdvdd vastaa samalla numerolla oleva
tiedosto.

3. Monikulmio ABCDEF on peilattu pisteen suhteen monikulmioksi POMJQLNK.
Selvitd, miten peilaus tapahtuu. KIRJOITA mita peilauksessa pisteen suhteen
tapahtuu

Tehtavan 3 ldhtotilanne:
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4. Etsi piste, jonka suhteen kuvio on peilattu. KIRJOITA miten etsitte ja milla
tavoin loysitte pisteen.

Tehtavan 4 ldhtotilanne:

5. Etsi tarkka piste (symmetriakeskus), jonka suhteen kuvio peilautuu itsekseen.
KIRJOITA miten etsitte ja milla tavoin loysitte pisteen.

Tehtavan 5 ldhtotilanne:

Lisédtehtdva: Millaisilla nelikulmioilla/monikulmioilla on symmetriakeskus?
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LIITE 3: OPPILAIDEN ESITTAMAT KYSYMYKSET

Oppilaiden esittamia kysymyksid GeoGebra tunnilla

KT Kaiytdnnon toiminta

tieK Tietokoneen kayttod
tehtY Tehtdvin ymmaértdminen
tehtT Tehtdvin tekeminen
GGk GeoGebran kaytto

F Vastausten formalisointi
\Y Videointi

KT -Mille koneelle pitdd menni?

KT -Yks kone yhelle?

KT  -Tuunks mai sinne koneelle vai minne?

KT -Kuka ton on keksiny?

KT -Kukas mun pari olikaan? Naytetty dokumenttikameralta
KT  -Ai niinku joku vihko tai jotai (muistiinpanovalineistd)
KT -Riittddks jos yks kirjottaa?

KT -Molempien?

KT -Pitddks molempien merkata?

tiecK - Mistd ihmeesté tén saa tdn kiekuran tdnne?

KT -Mitd mi sit teen?

tieK -Tai valittaa (tietokone valittaa vadristd osoitteesta)

KT -Onks molemmille omat (kysymyslapuista)

tehtY -Piitddks tad jakaa kahteen tii nelio?

GGk -Miten pystyy peruuttamaan toiminnon?

tehtT -Haittaaks jos ton poistaa?

GGk -Miten sen saa niinku pois ku me tehtiin niinku vidha niinku véérin?
GGk - Se ei suostu ottamaan tota A pistetta

F -Mité pitdé vastata?
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- Onks td4 muuten 2b, niin eithidn se oo niinku mahollista, koska jos se on yhtd
kaukana molemmista niin eihén se voi olla lahempini A:ta.

-Mita tissé tehtdvissa pitdd tehdi?
-Kuinka pitkalle pitda tehda

-Mai en tajuu tosta yhtda mitda. (5 tehtava)
-Kelpaaks tdid tohon 3 vastaukseks?

-Miti sitte ku on tehny jo?

-Me niinku tajuttiin toi kolmonen, mut ei me niinku tajuttu et miten me
voidaan selittdd se niinku kirjallisesti.

-Miti sitte ku on tehyn?

-Miti néille vastauspapereille nyt tehdan?

Ryhméaa kuvatessa

KT
v
tehtY

-Mika se sivu oli? (ennen tehtdvanannon saamista)
-Miks meita kuvataan?

-Mika toi yks (kakkostehtavas tehtavanannos) piste pilkku on?

Oppilaiden esittamia kysymyksia suunnikas-tunnilla

suunM Suunnikkaan maaritelma

KT

Kéytonnan toiminta

F Vastauksen formalisointi

suunkK Suunnikkaan korkeuden mittaaminen

tehtT Tehtivien tekeminen

\Y Videointi

suunM -Oliks suunnikas se, ettd toistenki sivujen piti olla yhdensuuntasia?
KT -Onks OppilasX niinku mun pari?

KT -Pitadks mein alottaan nyt?

KT -Onko kolmioviivaimia?

F -Haittaako jos tdhén ei tuu ihan niinku kahta lausetta?

KT -Hei saatasko me muuten tota 666 kaks lisda (pahvisia suorakulmioita)
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suunkK -Eiks tdn voi laskee niin et mittaa nad pituudet?
F -Pitadks ithan jokaiseen tulla kaks lausetta?
F -Miten si voit laittaa tohon vitoseen kaks lausetta? Ei ja ei. Jos méd laitan
tuplasti ei tdhdn. (Ehdottaa siis vastaukseksi kahta lausetta: Ei. Ei.)
KT -Onks tidd ihan pakko tehd yhessa vai voiko tehid erikseen?
KT -Miks tdd muuten on tilldsta (heiluttelee paperia) ja ndd muut on kunnon
kartonkia?
F -Miten téhdn voi saada kaks lausetta?
tehtT -Onks tii niinku vaari?
F -Miten tdhdn kolmoseen voi kaks lausetta laittaa?
suunkK -Jos téstd ndin laskee sitd pinta-alaa, niin ... pitddks se leveys niinku
ottaa tdstd ndin vai tdnne asti? Otetaanko se tdstd kohdin vai niinku
taaltd? (nayttad samalla suunikastaaan)
suunkK -Me kiistellddn siitd, ku OppilasX vaitti, ettd normaalilla viivottimella ei
voi mitata tarkasti. (korkeutta)
KT -Miten tia liittyy nyt yhtdidn mihinkd4a?

Ryhmé&a kuvatessa

\Y%
\Y%
\Y%
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MUUTTUJAN KASITTEESEEN JOHDATTAVIEN TEHTAVIEN
RATKAISEMINEN PARITYOSKENTELYNA

Matti Koivuluoma ja Saku Koskinen
matti.a.koivuluoma@jyu.fi, saku.m.j.koskinen@jyu.fi

Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

Tassa tutkimuksessa havainnoitiin erasta ylakoulun seitsematta luokkaa, kun heille
pidettiin tutkivan matematiikan tunti aiheesta muuttuja. Oppilailla oli tunnilla
kaytossdan tietokoneet ja GeoGebra-ohjelma. Tunti videoitiin ja videotallenteesta
valittiin  tutkimuskohteeksi yhden oppilasparin  tydskentely tunnin aikana.
Videotallenteesta analysoitiin oppilaiden keskindista parityoskentelya tehtavien
ratkaisemisessa. Tehdyt havainnot kirjattiin ylos ja niista olennaisimmat esitetdan
litteroituna tassa tutkimuksessa. Tutkimuksen perusteella paritydskentely on toimiva
tydskentelytapa tutkivan matematiikan tunnilla, joskin se ei poista oppilaiden tarvetta
tukeutua opettajaan.

JOHDANTO

Pientutkimuksen tavoitteena oli selvittdd, kuinka oppilaat ratkaisivat tehtdvid
parityoskentelyn avulla tutkivan matematiikan tunnilla. Osassa tehtdvistd oppilaat
saivat kéyttdd apunaan GeoGebraa. Hihkioniemen (2010) mukaan tutkivan
matematiikan tavoitteita ovat mm. ymmartimisen ja matemaattisen ajattelun seka
luovuuden ja ongelmanratkaisutaitojen kehittyminen. Lisdksi Hihkioniemi korostaa
oppilaiden oppimista, kun he kaésittelevdit muiden oppilaiden kehittdmid
matemaattisia ideoita.

Tutkivan matematiikan tunti koostuu kolmesta vaiheesta: alustus, tutkimus ja koonti
(Stein ym, 2008). Alustusvaiheessa opettaja ainoastaan ohjeistaa oppilaita tehtdvien
pariin, minkd jidlkeen tutkimusvaiheessa oppilaat pyrkivit itse rakentamaan
matematitkkaa i1lman opettajan suoria vastauksia. Koontivaiheessa kootaan
oppilaiden ajatuksia yhteen ja kdydddn tdsmaéllinen aiheeseen liittyvd matematiikan
teoria lapi.

Tietokoneohjelmat ovat alkaneet ottaa oman roolinsa matematiikan opetuksessa
tietotekniikan kehittyessd. GeoGebran lisdksi on muitakin ohjelmia, joita voidaan
hyvin soveltaa matematiikan opetukseen esimerkiksi yldkoulussa. Esimerkiksi Cabri-
ohjelmaa ja sen kéyttdd on aikaisemmin tutkittu todistusten ja geometrian opiskelun
yhteydessd. Tulokset osoittavat, ettd oppilaat ymmartiviat paremmin tdsmaéllisten
perustelujen tarpeen kéyttdessddn tietokoneohjelmistoa, kuten Cabria (Marrades &
Gutiérrez, 2001).
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MENETELMAT
Tutkivan matematiikan tunti muuttujasta

Tutkivan matematiikan tunti (45 min) pidettiin yldkoulun 7. luokalle. Tunnin
tavoitteena oli muuttujan ymmartiminen kisitteend tutkivan matematiikan avulla.
Tuntia varten laadittiin tehtdvdmoniste (Liite 1), jonka avulla pyrittiin ohjaamaan
oppilaita tutkivaan ajatteluun. Lisdksi pyrittiin  hyddyntimiin GeoGebraa.
Oppilaiden tarkoituksena oli pddstd késiksi muuttujan kédsitteeseen muodostamalla
lopulta sdént6 kdytdnnon tilanteeseen liittyen ja soveltaa keksimainsi sdantoa.

Aineiston keruu

Tunti videoitiin kahdella kameralla. Toinen kamera seurasi opettajaa ja toinen yhté
oppilasparia. Aini nauhoitettiin kahden mikrofonin avulla, joista toinen sijoitettiin
opettajalle ja toinen kuvattavalle oppilasparille. Tunnin lopuksi kaikki oppilaiden
tehtdvépaperit ratkaisuineen keridttiin pois ja videokameralla kuvattiin oppilaiden
1stumajérjestys.

Aineiston analyysi

Tuntien analysoinnissa tarkasteltiin oppilasparia kuvanneen kameran tallennetta.
Tutkimme, kuinka oppilaat ratkaisevat parityoskentelynd annettuja tehtivii.
Tallenteesta poimittiin tilanteet, jotka antavat informaatiota juuri parityoskentelyyn
liittyen. Analysointi toteutettiin kirjoittamalla ja kuvailemalla avoimesti oppilaiden
toimintaa parityoskentelyna.

TULOKSET

Oppilaat alkoivat pian jo alustusvaiheen aikana jutella keskendidn, ja nidin ollen
automaattinen ja luonnollinen vuorovaikutussuhde oli luotu:

Oppilas B:  Nii, kaivat sdi kynén, vai kaivanko maa?
Oppilas A: Maéa voin ottaa.

Oppilas B:  Kiitos. En ollu ees vaivautumassa. (naurua)
Oppilas A:  Se oli niinku retorinen kysymys ettéd kaiva kyna.

I[tsendisen tutkimusvaiheen aikana oppilaat aloittivat tehtdvdmonisteen (Liite 1)
tehtdvien miettimisen. Monisteen ensimmdiinen tehtdva aiheutti oppilasparille selvida
paddnvaivaa, silli he kayttivit sithen merkittdvasti aikaa. Oppilaat pohtivat yhdessi
pitkddn tehtdvanannossa kuvailtua tilannetta ja yrittivit selvittdd, mitd tehtdvissa
oikein haetaan:

Oppilas A:  Siis se on se jdsenmaksu ensin se kaks euroa ja se on viis euroa aina se
tunti.

Oppilas B:  Siis pitddks sen olla jdsen, ettd se padsee pelaamaan?
Oppilas A:  Joo.
Oppilas B:  Joo okei.
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Oppilas B:  (mutinaa)

Oppilas B:  Paitsi ettd se riippuu siitd kauanko se sielld on.
Oppilas A:  Nii hoh.

Oppilas B:  Nii me ei tiietd kauanko se sielld on!

Oppilaat kokivat epdvarmuutta ensimmaisen tehtidvan ratkaisemisessa. He pahkailivit
sitd itse ja yrittivat 10ytdd ratkaisua eri tavoilla, kuten taulukoimalla ja lausekkeen
kirjoittamisella, mutta lopulta he pééttivit turvautua opettajan apuun:

Oppilas A: Kauanks se sit pelaa, kun tissi ei kerrota siti?

Opettaja: Ei siind kerrotakaan. Teidn tiytyy miettid sité, ettd miten.

Oppilas A:  Mut ei me tiietd sitd, paljonks se maksaa.

Oppilas B:  No hei! Pditetddn et se pelaa 3,5 tuntia.

Oppilas B:  Meidén pitdd varmaan vaan ldhtee kokeilee. En ma usko, ettd ku ei tdssd

irtoo mitddn. Meidn pitdad vaan ldhtee kokeilee.

Pienen sdatimisen ja kokeilun jilkeen oppilaat saivat tehtdvddn ratkaisun. Téamén
jalkeen he alkoivat olla tyytyvéisid saamaansa ratkaisuun, vaikka he vield miettivit
taulukon tekemistd ratkaisun tueksi:

Oppilas B:  Luulis, ettd ne sen vanhemmat ei oo niin dorkia, etti ne ei osais tosta
(tarkoittaa saatua ratkaisua) laskee, kun meilld on lausekekin valmiina,
kun sithen vaan laittaa oikeet.

Oppilas A:  Niin, jos ne on viisaita ne vanhemmat.

Oppilas B:  Kylld kuuluis perustaitoihin, ettd osaa viiden kertoo niin monella ku.

Oppilas A:  E-e-ei ne osaa. Tehdn semmonen taulukko tidha.

Oppilas B:  Niin just.

Oppilas A:  Niinku me dsken meinattiin.

Oppilas B:  Enté, jos tehén toiselle puolelle semmonen hieno taulukko...

Oppilaiden mielenkiinto siirtyi tietokoneeseen, joten tidmi tehtdvd jdi tdhdn eli
lauseke jii sanalliseen muotoon (ks. liite 2):

Oppilas B:  Lal-lal-lal-laa...

Oppilas A:  Téahédn meién véliin eiki sulle. (tarkoittaa tietokonetta)
Oppilas A:  No joo.

Oppilas A:  Senkin itsekdis ihminen. Al rupee itkeen.

Tehtdvamonisteen toisessa tehtdvissd kaytettiin GeoGebraa. Tyypillistd oppilaiden
parityOskentelylle tissd tehtdvissi oli, ettd he vatvoivat asioita edestakaisin, varsinkin
jasenmaksun suhteen. Lisdksi oppilaiden keskindisessd keskustelussa tuli esille
hetkittéisia, selkeitd viittelytilanteita:
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Oppilas A:  Niin mut eihdn siit sit tuu tasanen. (tarkoittaa GeoGebralla piirrettyd
kuvaajaa)

Oppilas B:  Ei sen piddkéén olla tasanen.
Oppilas A:  Eiki se sit, miten niin?
Oppilas B:  Eihdn kukaan sano, et sen pitdd olla tasanen.

Oppilas A:  Ei mut siis ku, mites se sit jatkossa, ku tdd taulukko ei sit endd jatkossa
pidd paikkaansa sen ekan jisenmaksun jilkeen.

Oppilas B:  Niin, niin mut, ku jos laittaa sen ekan et siihen tulee se seittemén euroo ja
sen jdlkeen laittaa pelkét viis euroo.

Oppilas A:  Taulukon kuuluis laittaa silleen aina tunnin, kahen tunnin ja niin ajan,
mut sitte ku sd seuraavan kerran katot, etti si oot maksanukki sen
jasenmaksun, niin se ei endd pidd paikkaansa, ku se on se seittemén euroo,
eikd viis euroo.

Oppilas B:  Kuuntelitsd mitd mé sanoin dsken?
Oppilas B: M4 sanoin, etti. ..

Lopuissa tehtdvissd oppilaat etenivdt nopeasti, ja edelleen jisenmaksu kummitteli
heiddn mielessddn aiheuttaen heille péddnvaivaa. Oppilaat yrittivit soveltaa
GeoGebralla piirrettyja kuvaajia myohemmissi tehtdvissd, mutta lopulta he péatyivit
hyodyntdmiin laatimaansa sanallista sddntod. Jéljelld olevien tehtidvien kohdalla
parityoskentelyssd tyonjako oli seuraavanlainen: Oppilaat pohtivat asioita yhdessa,
mutta oppilas A toivoi oppilaan B kirjoittavan, koska A ajatteli B:n olevan parempi ja
nopeampi kirjoittaja.

Tutkivan matematiikan tunnin koontivaiheen aluksi oppilaat vield keskustelevat ja
viimeistelevét tehtdvid neljd ja viisi (viidennen tehtdvin ratkaisu jad puheen tasolle).
Lopun ajan koonnista oppilaat istuvat hiljaa.

POHDINTA

Alustuksen aikana oppilaiden vilille automaattisesti muodostunut vuorovaikutus
antoi evéitd parity0skentelyn onnistumiselle tutkivan matematiikan tunnin aikana.
Tahdn oli varmasti syynd, ettd timi oppilaspari oli aiemminkin tydskennellyt
yhdessid. Tehtdvien teon alussa oudon tyyppiset tehtdvit hidastivat parin etenemista
tehtidvien varsinaisessa ratkaisemisessa, mikd on varmasti yksi oppimisen haasteista
tutkivassa matematiikassa. Parity0skentelyd ndmaé tehtivit eivét kuitenkaan milldin
tavalla haitanneet, koska oppilaat saivat vertaistukea toisistaan, mikd auttoi heitéd
eteneméén tehtdvissa.

Kuten tuloksista kévi ilmi, kaikki tehtdvien ratkaisemisessa esille tulleet ongelmat
eivit ratkenneet pelkdlld parityoskentelylld, vaan oppilaat joutuivat kysymédidn apua
myds opettajalta. Ensimmaisesséd tehtdvissd opettajalta apua kysyessédén oppilaiden
parityOskentely hetkellisesti pysédhtyi, koska vuorovaikutus keskittyi oppilaan ja
opettajan vélille. Tamén jédlkeen oppilaspari jatkoi kuitenkin yhteistd tyoskentelydin,
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ja lopulta he paatyivdt ratkaisuun, johon kummatkin olivat tyytyviisii.
Parityoskentelystd huolimatta oppilaille jdi kuitenkin lievdad epdvarmuutta ratkaisun
oikeellisuudesta.

Yksi asia, jossa oppilaspari oli tdysin samaa mieltd, oli tietokoneen kéyttoon
ottaminen tehtdvissi kaksi. Tietokoneen viehdtysvoima sai oppilasparin lumoihinsa.
Kontrastin oppilaiden keskindiseen yhteisymmairrykseen toivat parin vilille syntyneet
selkedt ja varikkddt vdittelytilanteet. Namd eivdt millddn tavalla jarruttaneet
oppilaiden tyoskentelyd vaan padinvastoin veivit sitd eteenpdain.

Lopuissa tehtdvissd oppilaat yrittivit soveltaa GeoGebraa, mutta he péaityivit
yhteisymmarryksessd siithen, ettd ne hoidetaan ilman tietokonetta. Ndin ollen
GeoGebrasta ei ollut endd nédiden tehtdvien kohdalla hyotyd oppilaille, mikd saattoi
johtua osaltaan siitd, etti GeoGebra oli itse tutkimustehtivin osalta hiukan
irrallisessa roolissa. Mielenkiintoista oli huomata, ettd loppujen tehtdvien tekemisen
osalta oppilasparin keskindinen tyonjako hoidettiin hiukan samantyyliselld sanailulla
kuin, mitd heidéan valilldan esiintyi jo alustusvaiheen aikana.

Loppukoonnin aikana voitiin huomata samaa piirrettd kuin silloin, kun oppilaat
kysyivit aiemmin opettajalta neuvoa. Kun oppilaat alkoivat kuunnella loppukoontia,
niin parin keskindinen vuorovaikutus loppui.

Yleisesti parityoskentelystd voidaan tulkita, etti ensinndkin se toimii tutkivassa
matematiikassa. Parityoskentelyn aikana oppilaspari saa omatoimisesti miettid
annettua tehtivad, jolloin parin keskindisestd vuorovaikutuksesta tulee luonnollinen
osa tehtdvien ratkaisemista. Lisdksi ndhdédédn, ettd vaikka oppilaat saavat yhdessa
miettid annettuja tehtdvid, niin heilld on tiettyd epdvarmuutta tehtdvien
ratkaisemisessa, koska he eivit saa opettajalta suoraa varmistusta tai varmuutta omiin
ratkaisuihinsa.

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Tutkivan matematiikan kokeilu opetuksessa oli mielenkiintoista ja haastavaa. Yksi
merkittavd haaste oli se, ettd opettajan tuli varoa valmiiden vastausten antamista
oppilaille. Opettajalle tdstd koitui tietyssd mielessd epaluonnollinen tilanne, jossa hin
joutui miettimdén ja valitsemaan sanansa tarkasti. GeoGebran soveltamista tdhdn
tutkimustehtdvdaidn on syytd miettid jatkossa tarkemmin, jotta sitd saataisiin
hyodynnettyd paremmin oppilaiden oppimisprosessin vélineena.

Yleisesti tutkivaa matematiikkaa voisi kehittda toteuttamalla koontivaiheen seuraavan
oppitunnin alussa, jolloin oppilaat todennékoisesti keskittyisivét vieldkin paremmin
asian kokoamiseen.
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA
Tunnin aihe: Tutkivaa matematiikkaa GeoGebralla, aiheena muuttuja.

Tunnin tavoitteet

» Tiedolliset ja taidolliset tavoitteet:
O Aiheen kasittely onnistuu tutkivan matematiikan keinoin.

= Asenteelliset tavoitteet:
O Tunti voisi toimia innostuksen ja lisimotivaation luojana oppilaille.

» Lisdtavoite:
0 Tavoitteena on, ettd vuorovaikutus opettajan ja oppilaiden vililla toimii

monipuolisesti.

Kaytettavat tyotavat: Tutkiva matematiikka, paritydskentely.

Kaytettavat tyovalineet
Tietokone (GeoGebra), tehtdvamoniste, (kamerat ja oheislaitteisto tunnin kuvaamisen

mahdollistamista varten).

Tuntien kulku
e Alku n. 8min (klo 8:55-9:03)
Oppilaat siirtyvét luokkaan. Tervehditdédn seisaaltaan.
Alustusvaihe:
0 Kerron oppilaille tunnin ohjelman.
= Tutkimustehtava
* GeoGebra mukana osassa ratkaisussa
» Tehtdvamonisteessa 1. tehtdvé tehdddn ilman GeoGebraa
» Koneisiin saa koskea vasta 1. tehtdvin tekemisen jdlkeen
0 Oppilaiden motivointi!
= Tehtdvit saattavat olla erilaisia ja vaikeita
= Kannustaminen
0 Pikainen katsaus GeoGebran toimintoihin
0 Tehtdvipapereihin nimi (pareittain tdytettdessd kummankin nimet)
O Tunnin lopussa paperit jatetddn omalle paikalle
e Keskivaihe n. 22min (klo 9:03-9:25)
Tutkimusvaihe:
0 Oppilaat tyoskentelevit pareittain tutkimusongelman parissa
tietokoneilla
0 Kierrdn luokassa ohjaajana
» En anna valmiita vastauksia
= Painan mieleeni, millaisia ratkaisuja, merkintdja jne. pareilla on
» Koontivaihetta ajatellen ratkaisujen esitysjarjestys
» Esitdn motivoivia lisdkysymyksia
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Nimi:

TUTKIMUSTEHTAVA

Jyviskylddn ollaan perustamassa uutta vapaa-ajanviettopaikkaa nimeltdin PSOX. Se
on erityisesti nuorille tarkoitettu peliluola, jonka pelivalikoimasta 16ytyy mm.
PlayStation- ja Xbox- pelikonsoleita. PSOXissa on jisenmaksu 2,00€, jonka jilkeen
pelaamisesta milld tahansa laitteella veloitetaan 5,00€/tunti. Peliajasta maksetaan aina
pelatun ajan mukaan (eli jos pelataan esimerkiksi 2,5 tuntia, niin ei makseta kolmesta
taydestd pelitunnista, vaan veloitus lasketaan tdsméilleen 2,5 tunnin mukaisesti). 14-
vuotias Veeti haluaisi mennd PSOXiin, mutta hdnen vanhempansa ovat vield
epavarmoja siitd, kuinka paljon pelaaminen tulisi maksamaan. He epéilevit, etti se
olisi liian kallista.

1. Havainnollista paperille, kuinka paljon PSOX-kdynti maksaisi Veetille, jos hin
sisdanpdidsyn jilkeen alkaa my0s pelata peleja.

2. Kayta seuraavaksi GeoGebran koordinaatistoa ja niytd, kuinka paljon Veetin
kuluttama rahaméard muuttuu pelatun ajan mukaan.

3. Tutki edellisessa tehtiviassd muodostamaasi koordinaatistoa. Keksi sdanto,
jolla voidaan laskea Veetin kuluttama rahamiird, kun tiedetdén hinen
peliaikansa. Kirjoita sdanto.

4. Mieti seuraavaksi, kuinka paljon Veetille koituu kaiken kaikkiaan
kustannuksia, jos hin on PSOX-kdynneilld4n pelannut yhteensi
a) 40 h
b) 42,5h

5. Kuinka kauan Veetin on tdytynyt PSOXiin tultuaan pelata, jos hdnen tiytyy
lahtiessdén maksaa yhteensd 50,00€?
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Tehtavikohtaiset lisakysymykset:

1. Mité timé havainnollistaminen voisi tarkoittaa?
Mistd Veetille kertyy kustannuksia?
Millaisia eri tilanteita talldin syntyy?
Kirjoita niita ajatuksia ja eri vaihtoehtoja paperille.

2. Keksitkd, miten voit kédyttda koordinaatistoa téssé tilanteessa?
Miten koordinaattiakselit yleensi nimetddn?
Mita piste tarkoittaa tavallisessa koordinaatistossa?
Voisitko nimeté tdssd koordinaattiakselit jotenkin toisin?
Mika voisi olla pisteen merkitys tdssé tilanteessa?

3. Miten voisit ilmaista Veetin kuluttaman rahaméaardn muutoksen, kun
peliaika muuttuu?
Huomaatko jotain sddnnonmukaisuutta rahamddrdn muutoksessa, kun
peliaika muuttuu?
Kirjoita sanallisesti havaintojasi.
Voitko ilmoittaa sdintéd jotenkin muuten (kuin sanallisesti)?

4. Miti olet aiemmissa tehtdvissd tehnyt? Voisiko niisté olla tdssd apua?
Miten tehtdviin voi vastata kuvaajan / sddnnon avulla?

5. Missd tilanteessa Veetin maksama rahasumma ylittda 50,00€?
Riippuuko Veetin kuluttama rahamééra jostakin?

e Loppun. 15min (klo 9:25-9:40)
Koontivaihe:
0 Kiydéin yhdessé oppilaiden ratkaisuja lapi
» Ensin késitellddn jokin lauseena kirjoitettu saantod
= Toiseksi otetaan jotenkin lyhennetty sdanto
» Kolmanneksi tarkastellaan symboleja hyodyntdvisd sdantod
0 Pyydén oppilaita itse selittiméén, miten heiddn sddntdnsa toimivat
(jolloin he varmaan selittdvét juuri muuttujan ideaa)
0 Mietitddn, milld perusteella oppilaat ovat pdédtyneet ratkaisuihinsa
0 Pohditaan ratkaisukeinojen “oikeellisuutta”, hyvid puolia ja
parannusehdotuksia
0 Kerron, miten muuttuja nékyi tutkimusongelmassa
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LIITE 2: TEHTAVAN 1 RATKAISU

1. Havainnollista paperille, kuinka paljon PSOX~i<éiynti maksaisi Veetille, jos hén
istznpadsyn jalkeen alkaa myds pelata peloja.
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Tassa tutkimuksessa selvitimme opettajan toiminnan muotoja tutkivan matematiikan
tunnin tutkimusvaiheessa. Seitsemannen luokan oppilailla oli tunnilla kaytéssaan
tietokoneet ja GeoGebra-ohjelma, jota he hybdynsivat ratkaistessaan
tehtdvamonistetta. Suoritimme analyysin kayttdmalla tunnin aikana kuvattua
videomateriaalia. Tutkimuksessa havaittiin, ettd opettaja kayttdd tutkivan
matematiikan tunnilla enimmékseen aktivoivaa ohjausta, joka motivoi oppilaita
tehtévien itsendiseen ratkaisemiseen. Lisdksi havaittiin, ettd opettajan rooli
tutkivassa oppimisessa rohkaisijana ja avustajana on merkittava.

JOHDANTO

Tutkimuksemme tavoitteena oli selvittid opettajan toiminnan eri muotoja seki
opettajan roolia tutkivan matematiikan tunnin tutkimusvaiheessa. Télld tutkimuksella
pyrimme erityisesti havainnoimaan opettajan ohjauksen laatua ja sen merkitysti
oppilaiden motivaatioon. Tutkimustuloksemme viittaavat sithen, ettd aktivoiva ohjaus
motivoi oppilaita tehtdvan ratkaisemiseen itsendisesti.

Tutkivan matematiikan tunnilla oppilaat oppivat ratkaisemalla matemaattisia
ongelmia, kehittdmilld ja perustelemalla ratkaisuideoitaan, sekd kisitellessdin
oppilastovereiden kehittdmid matemaattisia ideoita. Opettajan roolina on auttaa
oppilaita kehittimdin omia ideoitaan kohti tunnettuja matematiikan késitteitd ja
menetelmid  kuitenkaan paljastamatta valmiita ratkaisuja tai menetelmia
(Hahkioniemi, 2010). Steinin ym. (2008) mukaan tutkivan matematiikan tunti
jakautuu useimmiten seuraaviin osiin: alustusvaihe, tutkimusvaihe ja koontivaihe.

Tutkimuksessamme hyodynsimme Héhkioniemen ja Leppdahon (2010) luokittelua
opettajan ohjauksen tasoista. Pinnallisessa ohjauksessa opettaja ei kiinnitd huomiota
olennaiseen asiaan oppilaan ratkaisussa tai esittdd opiskelijan ratkaisuun
liittymattomid kommentteja omista ldhtokohdistaan kdsin. Passivoivaksi ohjaukseksi
luokitellaan sen sijaan ohjaus, jossa opettaja kiinnittdd huomiota olennaiseen asiaan
oppilaan ratkaisussa, mutta hin my0s esittdd itse oppijalle suoraan
ratkaisumenetelmdn tai pyytdd oppijalta muita ratkaisutapoja ilman motivointia.
Aktivoivaksi ohjaukseksi katsotaan ohjaus, jossa opettaja kiinnittdd huomiota
olennaiseen asiaan oppilaan ratkaisussa ja johdattelee oppijaa tarkastelemaan sita.
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Aikaisemmat tutkimukset, kuten Lew ja So (2008), osoittavat, ettd opettajan rooli
tutkivan matematiikan tunnilla on merkittavi. Opettajan tulee huolellisesti tarkkailla
oppilaiden etenemistd ja rohkaista heitd itsendiseen tydskentelyyn.

MENETELMAT
Muuttujakasitteen laajentaminen ja yhdistdminen kuvaajaan

Tutkivan matematiikan tunti pidettiin 7. luokan oppilaille. Tunnin tavoitteena oli
muuttujakisitteen laajentaminen, yhtdlonkirjoittamisen harjoitteleminen, sekéa
kuvaajan ja sitd vastaavan yhtdlon yhdistiminen toisiinsa. Oppilaat jaettiin ennalta
valittuihin pareihin sekd yhteen kolmen hengen ryhméén. TydGparit oli valittu siten,
ettd aiemmin heikommin matematiikan opinnoissa menestyneet oppilaat saivat
parikseen hyvin menestyneen oppilaan. Oppilasparia/ryhmii kohden oli varattu yksi
tietokone.

Alustusvaiheessa kiytiin 1dpi koordinaatiston lukemiseen liittyva kotitehtava. Lisdksi
kaytiin 14p1 esimerkki, jolla havainnollistettiin tehtivdnantoa sekd GeoGebran
kayttod. Tutkimusvaiheessa oppilaiden tavoitteena oli keksid annettuja lukupareja
yhdistdva sdidnto (funktio) ja tarkastaa sdannon paikkansapitivyys GeoGebran avulla.
Lisdksi tavoitteena oli, etti oppilaat onnistuisivat hyodyntimédian kuvaajaa
l6ytddkseen annetulle luvulle parin keksityn sddnnon mukaisesti.

Aineiston keruu

Tutkimusaineistona toimi tunnin aikana kuvatut videomateriaalit: toinen kamera
kuvasi koko tunnin ajan opettajaa, jolla oli myds mikrofoni, kun taas toinen kamera
oli keskittynyt kuvaamaan kolmen hengen oppilasryhméé, jonka keskustelut
danitettiin mikrofonilla. Lisdksi kdytossdmme oli tietokoneiden ruudunkaappaus
sekd oppilaiden tdyttdmait tehtdvimonisteet.

Aineiston analyysi

Analysoimme kiytettidvissd olevasta materiaalista vain videotallenteita kéytettdvissa
olevan ajan niukkuuden vuoksi. Pyrimme analysoimaan opettajan toiminnan
merkitystd erityisesti tutkimusvaiheessa tutkivan matematiikan tunnin aikana.
Luokittelimme opettajan toiminnan seuraaviin kategorioihin:

1. Opettajan antama ohjaus liittyen muuhun kuin tehtdvan ratkaisuun
. Opettajan passivoiva tai pinnallinen ohjaus

. Opettajan aktivoiva ohjaus

. Oppilaiden rohkaisu

. Oppilaiden motivointi kehumalla

. Oppilaiden keskittymisen kontrollointi

<N N L B~ W

. GeoGebran kéyton opastus
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Useampi opettajan ja oppilaiden vilinen vuorovaikutustilanne saattoi kuulua useisiin
eri edelld mainittuihin kategorioithin. Selvennykseksi: kategoriaan 1 kuuluvat mm.
tilanteet, joissa opettajaa auttaa oppilasta oikeiden merkintdtapojen kayttoon, opastaa
mekaanisessa laskemisessa, selventdd tehtdvénantoa tai kehottaa yhteistyohon
tyOparin kanssa.

TULOKSET

Tutkimuksen mukaan opettajan toiminta tunnin aikan keskittyi erityisesti oppilaiden
aktivoivaan ohjaukseen apukysymyksien avulla, GeoGebran kiyton opastukseen seki
oppilaiden toiminnan rohkaisemiseen. Opettajan oli esitettdvd apukysymyksid useaan
otteeseen, jotta oppilaat pédsisivit etenemiidn tehtdvissd. Alustusvaiheessa osa
oppilaista ei kuunnellut GeoGebran kiyttoon liittyvdd ohjeistusta riittdvén tarkasti,
mikéd johti ongelmatilanteisiin. Liséksi useat oppilaat tarvitsivat rohkaisua, silld
heidén luottamuksensa suorittaa tehtivé itsendisesti oli heikko.

Kuvio 1 esittdd opettajan erilaisen toiminnan esiintymisen lukumaéaérdt tunnin
tutkimusvaiheen aikana. Huomattavaa jakaumassa on, ettda opettajan suorien neuvojen
tarve oli vdhdinen. Opettajan aktivoiva ohjaus riitti siis useimmissa tilanteissa
auttamaan etenemisessd kohti ratkaisua. Lisdksi oppilaita ei tarvinnut kehottaa
keskittyméén tehtdvaan kovinkaan usein.

9 3 3 1. Opettajan antama ohjaus liittyen muuhun kuin
&1 ~ ] tehtidvin ratkaisuun.

a ] 2. Opettajan passivoiva tai pinnallinen ohjaus.

z s s 3. Opettajan aktivoiva ohjaus.

2] 4 4. Oppilaiden rohkaisu.

5 ] 3 5. Oppilaiden motivointi kehumalla.

5 6. Oppilaiden keskittymisen kontrollointi.

11 7. GeoGebran kidyton opastus.

0

Kuvio 1. Opettajan toimintamuotojen jakautuminen tunnin tutkimusvaiheessa.

Seuraavassa kisittelemme muutamaa vuorovaikutustilannetta, jotka selventdvit
opettajan erilaisia toiminnan muotoja. Erdéssé tilanteessa opettaja kiyttdd aktivoivaa
ohjausta auttaessaan oppilasta vihjekysymyksilld voittamaan epdvarmuuden tunteen
seuraavasti:

Opettaja: Teilld on jo lukuja, mitd luvulle x pitda tehdi, ettd saadaan luku y?
Oppilas 1:  Eiko sithen pida lisdtd 3?

Opettaja: Pitédko sithen?

Oppilas 1:  No en tieda!
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Opettaja: Jos yhteen lisdit kolme, niin tuleeko siitd kolme?

Oppilas 1:  Ei kun siitéd tulee sitten kaksi. (Muminaa)

Opettaja: Mitd me voidaan tehda luvulle x, muuta kuin lisdta siihen jotakin?
Oppilas 1:  En tiedd!

Oppilas 2:  Kertoa/jakaa.

Opettaja: Niin, mehédn voimme kertoakin. Miettikddpa sita.

Tassd tilanteessa oppilas ei uskonut osaavansa ratkaista tehtdvdd, eikd ollut
motivoitunut ratkaisun 16ytdmiseen. Kuitenkin parin vihjekysymyksen avulla opettaja
pystyi motivoimaan oppilaan uudelleen tehtévin ratkaisemisen pariin.

Seuraavassa tilanteessa opettaja motivoi oppilasta kehumalla sekd

passivoivaa ohjausta antamalla suoria toimintaohjeita:

kayttaa

Oppilas 3:  En miné osaa tehtdvaa kaksi. Ei mitdan jarked!

Opettaja: Tehén olette jo aika hyvin... Pistdpé tuohon nyt y tuon merkin tilalle.

Oppilas 3:  Haluatko sind tietdd miten mind sain timan?

Opettaja: No.

Oppilas 3:  Mind kopioin nuilta.

Opettaja: (Naurahtaa) No puuttuuko tasté jotakin?

Oppilas 3:  No varmaan tuohon kertomerkki.

Opettaja: Pyyhippéds tuo ykkonen tuosta pois. (Odottaa) No niin, eli kirjoita sithen
se y nyt.

Opettaja: Nyt katso tuosta, sinulla oli jo siind se 2x, niin pistd se siithen kanssa.

Opettaja: No niin, onko tdmaé nyt tdydellinen? Riittddko se, ettd jos kerrot timin nyt
kahdella, niin saat y:n?

Oppilas 3:  Ei.

Opettaja: Mita sithen pitdd sen lisdksi tehdd?

Oppilas 3:  Plussata yksi.

Opettaja: Joo, sitten vain merkkaat sen sithen perddn. Nyt voit kirjoittaa sen sitten

tuonne syottokenttidn ja katsoa, ettd menevéatko pisteet sithen.

Kyseisessi tilanteessa oppilas oli selvésti turhautuneena kopioinut vastauksen toiselta
parilta. Aluksi opettaja yrittdd motivoida oppilasta kehumalla timén tdhénastista
edistymistd. Opettaja katsoo kuitenkin tarpeelliseksi antaa suoria neuvoja
oikeanlaisen ratkaisun l10ytdmiseksi. Oppilas sai tilanteen seurauksena uutta intoa
seuraavien tehtivien ratkaisemiseen.

Viimeisen esimerkin tilanteessa opettaja pyrkii ehkdisemdidn oppilaiden
lannistumista, sekd aktivoivalla ohjauksella auttaa oppilaita tehtdvéin etenemisessa.

Oppilas 4:  En mind keksi!
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Opettaja: Joo, se on vihin vaikea. Mité sille x:1le voi tehda?
Oppilas 5:  Ei kun x:44n lisdtddn yksi ja tuosta miinustetaan 0,5.
Opettaja: Jos mietitdén sitd x:44 niin miti sille itse x:lle voi tehd4?
Oppilas 6:  Plussata yhden.

Opettaja: Joo, sitd voi plussata, mutta mitd te olette tddllda aikasemmin tehneet,
muistatteko?

Oppilas 4:  Kerrottu, kertoa.

Opettaja: Joo, sitd voi kertoa.

Oppilas 4:  No niin!!

Oppilas 6:  x kertaa 0,5 ja sitten x.
Oppilas 5:  Mitd?

Opettaja: Sitten, voiko se kerroin olla...
Oppilas 4:  Miinusta.

Opettaja: Niin miinusta, voiko se olla miinusta, niin Oppilas 4 sanoi. Sitd kannattaa
miettid kanssa.

Tilanteen aluksi opettaja kertoo oppilaille tehtivdn vaikeustasosta pyrkien néin
ehkdiseméddn oppilaiden lannistumista ja motivoimaan ratkaisun lOytdmisessa.
Opettajan rooli aktivoivana ohjaajana on merkittdva oppilaiden etenemisen kannalta.
Selkedsti Oppilas 4 motivoituu uudestaan tehtdvén ratkaisemiseen.

POHDINTA

Saamamme tulokset ndyttdvit tukevan véitettd, ettd oppilaat tarvitsevat opettajan
tukea kehitellessddn uusia menetelmid ja ideoita. TAm& saattaa johtua siitd, ettd
tutkivan matematiikan tunti poikkeaa paljon tavallisesta oppitunnista. Oppilaat
ovatkin ehkd tottuneet siihen, ettd he kysyvit neuvoa heti etenemisen keskeytyessd,
vaikka heilld olisikin keinot ja mahdollisuudet ratkaista tehtdava itsendisesti. Lisédksi
tatd tulosta tukee myods Lewin ja Son (2008) tutkimustulos siitd, ettd opettajaa
tarvitaan rohkaisemaan sekd auttamaan oppilasta havaitsemaan yhtildisyyksia
tutkittavan asian ja aikaisemmin opitun tiedon vililla.

Tuloksista havaitaan lisdksi, ettd opettaja kéyttdd tutkivan matematiikan tunnilla
tutkimusvaiheessa enemmain johdattelevia apukysymyksid kuin suoria neuvoja.
Ohjaus oli Héhkioniemen ja Leppdahon (2010) ohjaustasoluokittelun mukaan
enemmén aktivoivaa kuin passivoivaa tai pinnallista. Oman kokemuksemme mukaan
tavallisella matematiikan oppitunnilla esiintyy usein enemmén passivoivaa ja jopa
pinnallista ohjausta. Aktivoivan ohjauksen suuri maird voi johtua mm. siité, ettd sen
luonnetta ja tdrkeyttéd tutkivassa oppimisessa on painotettu paljon mm. Hihkioniemen
(2010) luennoilla. Lisédksi passivoivan tai pinnallisen ohjauksen kdyttdminen ei olisi
edistdnyt tunnin tavoitteen saavuttamista yhtd tehokkaasti. Kuten tutkimustuloksista
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ndhddin, aktivoivan ohjauksen avulla oppilaat péddsivdt useimmissa tilanteissa
uudella innolla etenemiin tehtdvassa ja keksivit uusia ratkaisutapoja.

Tutkimuksemme ja toisten harjoittelutuntiemme perusteella oppilaiden motivaatio
tutkivan matematiikan tunnilla vaikuttaisi olevan korkeampi kuin tavallisella
oppitunnilla. Erityisesti timi ilmenee tuloksesta, jonka mukaan oppilaita ei usein
tarvinnut erikseen kehottaa keskittymddn tehtdvien ratkaisemiseen. Lisdksi
videotallenteiden perusteella oppilaat saivat selvdsti uutta intoa opettajan aktivoivan
ohjauksen ansiosta. Havaitsimme myo6s selvid onnistumisen elimyksid, joita toisilla
pitdmillimme harjoittelutunneilla ei ole yhta selkedsti ilmennyt. Nayttaa siis siltd, ettd
tutkiva oppiminen motivoi oppilaita tavallista opettajajohtoista opetusta enemmén.

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Tutkivan matematiikan tunnin suunnittelu asetti sopivan haasteen tavallisiin tunteihin
verrattuna. Tuntien suunnitteluun kului selvésti tavallista enemmén aikaa.
Haasteellista oli pohtia, minkd tasoisia tehtdvid oppilaat pystyvét ratkaisemaan.
Tahidn haasteeseen vastaamiseen saimme kuitenkin riittdvasti eviitd saamassamme
ohjauksessa.

Parannettavaa tehtdviin sekd tehtdvinantoihin kuitenkin jdi. Tehtdvd 4 osoittautui
oppilaiden ldhtotasoon ndhden turhan haastavaksi, silli vain yksi oppilas pystyi
ratkaisemaan tdmén useiden vihjeiden ja apukysymysten avulla. Ndin ollen kukaan
oppilaista ei pédssyt tekemddn tehtdvdd 5. Lisdksi tehtdvien 2(d) ja 3(c)
tehtdvinannot, sekd tehtivissd esiintyvit lukuarvot johtivat sithen, ettd oppilaat
laskivat tulokset pédédssd tai paperilla hydodyntdmittd GeoGebralla saatuja kuvaajia.
Kuvaajan hyodyntdminen tehtidvien ratkaisemisessa oli yksi tunnin keskeisimpid
tavoitteita, johon ei siis kuitenkaan paidsty. Lisdksi, koska oppilaille tarjoutui
mahdollisuus tietokoneen kdyton aloittamiseen jo tunnin alustusvaiheessa, niin osa
GeoGebra-ohjeistuksesta jidi kuulematta. Tdmé tilanne olisi véltettdvissd, jos
tietokoneet eivit olisi heti oppilaiden ulottuvilla.

Koimme, ettd tutkivassa oppimisessa oppilaat kokevat herkemmin onnistumisen
elamyksid, joita haluammekin tarjota mahdollisimman monelle tulevilla opettajan
urillamme. Tulevaisuudessa pyrimme hyO0dyntdméaidn kokemuksiamme tutkivasta
matematiikan oppimisesta.

Tutkivan matematiikan tunteja tulisi jirjestid useammin, jotta oppilaat tottuisivat
tutkimalla oppimiseen ja omatoimiseen ajatteluun. Néiin tutkimisesta tulisi heille
tavanomainen oppimistapa ja he olisivat rohkeampia etsiméén itse uusia ratkaisuja
pelkddmaétta virheita.
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA

1. Oppilaat otetaan luokkaan pareittain, ohjaa parit koneilleen.
a. Parit valmiina
2. Ohjeistus:
a. Jokainen tiyttdd oman lapun, mutta tiytetdan pareittain.
b. Ensin kotitehtdva, kidydadn pikaisesti yhteisesti ldpi:
1. Miten 10ysit?
i1. Katsoit siis pystyakselilta suurimman arvon ja etsit sitd vastaavan
kuukauden numeron vaaka-akselilta.
c. Jatketaan kdymalla esimerkki lapi
1. Kirjaa ensin muutama lukupari (Sddnnon y=2x mukaisesti)
i1. Kysy oppilaita arvaamaan seuraava luku.
111, Kirjaa pisteitd sitd mukaa GeoGebraan, selitd samalla miten
GeoGebran kanssa toimitaan.
iv. “Joko arvaatte sidnnon”
1. Vasemmanpuoleinen luku kerrotaan kahdella, jolloin
saadaan oikeanpuoleinen luku.
Merkkaa ylos x ja'y
Siis kun x kerrotaan kahdella saadaan y
- Saanto
Kirjaa sddntd GeoGebraan, pisteet suoralla, eli sdidntd
oikein.

Nk

3. Itsendinen tydskentely: Osoite: http://users.jyu.fi/~hemisapo/Pohja.html
a. Kéy ohjaamassa tarvittaessa
b. Apukysymyksid
1. Mité luvulle x voi tehda?
ii. Voiko sitd kertoa? Voiko siihen lisdté jotakin?
iii. Kenties jopa kertoa ja lisata?
iv. Voiko lukua x kertoa itsellddn?
4. Koontivaihe: (10 min)
a. Kéydaan tehtavit 2 ja 3 yhteisesti lipi
b. Jos jdd aikaa, niin myds mahdollisesti tehtidvéa 4
c. Kysymyksii:
i. Miten keksitte sddnndén?
1ii. Sopivatko pisteet sddnnon antamalle kuvaajalle?
ii1. Onko mahdollisesti muita sdintd;ja jotka yhdistédisivit luvut?
iv. Miten taulukko tdytettiin?
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LIITE 2: TEHTAVAMONISTE

Tutkiva oppiminen Oppilaiden nimet:
Tehtdvamoniste

1. EsimerkKi: Sdannon 16ytdminen annettujen lukujen vilille.

a) Sijoita lukuparit koordinaatiston pisteiksi siten, ettd
luku x on arvo vaaka-akselilla ja luku y on arvo
pystyakselilla.

b) Saanto, joka yhdistdd luvut toisiinsa:

¢) Havainnollista sddantda koordinaatistossa. Tarkasta
onko sdint6 oikein.

GeoGebra ohjeistus

I. Pisteen lisdys: Paina kerran m Vie nuoli haluttuun kohtaan ruudulla ja paina.
II. Sd4nnodn lisdys: Kirjoita alhaalla olevaan ”Syottokenttd”-kohtaan

esimerkiksi: y=3*x +4.

Huomaa: kertomerkki * (l0ytyy &:n vieresti)

Desimaalipilkun asemasta kédytetddn pistettd, siis esimerkiksi ei 2,5
vaan 2.5

2. Tehtéva: Jatka taulukkoa véahintdén kolmella luvulla ja etsi sddntd annettujen
lukujen vilille.

X y a) Miti luvulle x pitdd tehdi, ettd saadaan luku y?
! 3 b) Sadanto, joka yhdistdd luvut toisiinsa:
2 5 _
3 7 . . veve eene . .
¢) Havainnollista sddntoa koordinaatistossa. Tarkasta,
4 onko saatu sdint6 oikein.

d) Mikéd on y:n arvo, kun x=7?
Entd, kunx =-1,5? Milloiny = 8,5 ?
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3. Tehtava: Jatka taulukkoa muutamalla luvulla ja etsi sddnto x:n ja y:n vilille.

X y a) Saanto, joka yhdistdd luvut toisiinsa:
1 1 =
2 4 b) Havainnollista sdant6d koordinaatistossa. Tarkasta,
; 0 onko saatu sdint6 oikein.
c) Taydenni oikealla oleva taulukko. X y
-1
-3
12,25

4. Tehtava: Jatka taulukkoa tarpeen mukaan ja etsi sddntd annettujen lukujen

vilille.
X y a) Sainto, joka yhdistia luvut toisiinsa:
1 1,5 =
2 1 b) Havainnollista sdant6d koordinaatistossa. Tarkasta,
onko saatu sdinto oikein.
3 0,5
c) Tédydenna oikealla oleva taulukko. X y
10
3
-7

5. Lisatehtava: Keksi kaverille sdinto. Kirjaa taulukkoon arvoja sen verran, etta
saanndn voi arvata, mutta dla kuitenkaan paljasta liikaa.

X y
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OPPILAIDEN KOHTAAMAT ONGELMAT JOHDATUS
TRIGONOMETRIAAN -TUNNILLA

Tarja Suomalainen ja Marika Vuorela
tarja.e.suomalainen@jyu.fi, marika.vuorela@jyu.fi

Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

Toteuttamamme tutkivan matematiikan tunnin aiheena oli johdatus trigonometriaan
ja se toteutettiin GeoGebra-ohjelman avulla. Oppilaille jaettiin tehtavamonisteet,
joiden ohjaamana he tekivat GeoGebra-tehtavia. Tehtdvien avulla oppilaiden oli
tarkoitus oivaltaa, ettd suorakulmaisten yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivujen
suhde on vakio. Tassa tutkimuksessa analysoimme oppitunnin videotallennetta:
millaisia ongelmia oppilaat kohtasivat tehtdvia tehdessaan ja millaista tukea he
tarvitsivat ongelmatilanteissa. Ongelmatilanteet luokiteltiin ongelmatyyppeihin ja
havaitsimme, ettd yleisin ongelmatyyppi oli oppilaiden itseluottamuksen vahaisyys.
Oppilaat tarvitsivat opettajaa tueksi tehtdvdnannon ymmartamisessd, antamaan
vahvistusta ja rohkaisua, seka ohjaamaan oppilaiden ajattelua erilaisten kysymysten
avulla.

JOHDANTO

Tutkimuksen tavoite on selvittdd millaisia ongelmatilanteita oppilaat kohtasivat
tutkivan matematiikan tunnilla, jossa tehtdvit perustuivat GeoGebra-ohjelman
kdyttoon ja sen avulla oivaltamiseen. Lisdksi tutkimme oliko jokin ongelmatyyppi
vallitseva tutkivan matematiikan tunnilla. Tavoitteena on myds selvittdd millaista
opettajan tukea oppilaat tarvitsivat ongelmatilanteissa tehtdvissd edetidkseen ja
saavuttaakseen havainnoinnin kautta tehtdviin liittyvédt perustelut. Tutkimuksella
saadaan selvyyttd millaiseen ohjaamiseen opettajan tulee tutkivan matematiikan
tunnilla valmistautua ja millaisia asioita oppilaat kokevat hankalaksi tutkivan
matematiikan tunnilla.

Héhkioniemen (2010) mukaan tutkivan matematiikan tunneilla opettaja ei anna
suoria ohjeita tehtdvien teossa vaan oppilaiden on ajateltava itse: opettaja ohjaa
opiskelijoita tutkimaan asiaa. Opettajan ei tulisi mydskéddn ottaa kantaa ratkaisujen
oikeellisuuteen, vaan hdnen tulisi saada oppilaat pohtimaan itse ratkaisujen
oikeellisuutta ja ohjata perustelemaan tehtyji havaintoja.

Steinin ym. (2008) mukaan tutkivan matematiikan tunti muodostuu yleensi
alustusvaiheesta, tutkimusvaiheesta ja koontivaiheesta. Hé&hkioniemen (2010)
mukaan alustusvaiheessa opettaja esittelee ja alustaa tutkittavan ongelmasarjan.
Tutkimusvaiheessa oppilaat ratkaisevat ongelmaa tai ongelmasarjaa ja opettaja
kiertdd luokassa seuraamassa ja ohjaamassa tydskentelyd. Tarkein opettajan tehtdava
tutkivan matematiikan tunneilla on opiskelijoiden aktivoiminen, motivoiminen,
kannustaminen ja kehuminen sekd hyvien havaintojen esille nostaminen. Koontivaihe
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koostuu oppilaiden ideoiden kokoamisesta ja nithin liittyvastd keskustelusta. Lisédksi
opettaja viimeistelee kehitetyt ideat, jotta oppilaille jdisi tutkimuksesta selkea kuva.

Lewin ja Son (2008) mukaan opettajalla on tirked rooli avustajana oppilaiden
padttelyprosessissa. Tamd rooli ilmenee oppilaiden yrittdessd tehdd padtelmid
teknologian avulla tekemiensi havaintojen ja aiempien tietojensa pohjalta. Lewin ja
Son mukaan opettaja toimii ajattelun heréttelijind matemaattisessa paittelyssa,
oppilaiden siirtyessd empiirisestd havainnoinnista syvéllisempdin perusteluun.
Teknologiaa hyodyntévissd opetuksessa opettajan tdytyy observoida oppilaiden
toimintaa ja tehtdvissd etenemistd, sekd jatkuvasti rohkaista oppilaita selittdmiin
havaintojaan matemaattisesti ja tekeméédn padtelmid siitd, mitd he ovat empiirisesti
teknologian avulla havainneet.

Sahin ja Kulm (2008) jakavat opettajan esittimit kysymykset seuraaviin muotoihin:
asiakysymykset, ohjaavat kysymykset ja syventidvit kysymykset. Asiakysymykset
ovat kysymyksid joiden tarkoituksena on saada tietoa oppilaiden tiedoista ja
osaamisesta. Ohjaavien kysymysten tarkoituksena on ohjata opiskelijoita tietyn
ongelman ratkaisemisessa. Syventdvilld kysymyksilld opettaja pyrkii syventimiin
oppilaiden ajattelua.

MENETELMAT
Johdatus trigonometriaan

Tdmad tutkivan matematiikan tunti jérjestettiin 8. luokan oppilaille. Tunnin
alustusvaiheessa kerrattiin muutama suorakulmaisen kolmion kateettien nimedmiseen
liittyvidt kédsite: kulman vastainen kateetti ja kulman viereinen kateetti. Oppilaille
annettiin suulliset ohjeet GeoGebralla tyoskentelyyn ja jokaiselle oppilaalle jaettiin
tehtdvdmoniste, mutta he tyoskentelivét tietokoneilla pareittain. Tutkimusvaiheessa
oppilaat  muokkasivat  GeoGebralla  annettua  suorakulmaista  kolmiota
tehtdvimonisteen ohjeiden mukaan. Muokattaessa suorakulmaista kolmiota,
oppilaiden tuli tehdd havaintoja ja vastata havaintojensa  perusteella
tehtavamonisteessa esitettyihin  kysymyksiin. Tunnin tavoite oli erilaisten
yhdenmuotoisten kolmioiden muokkaamisen ja tutkailun avulla oivaltaa, ettd
suorakulmaisten yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivujen suhde on vakio ja ettd
myo6s yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat yhtd suuret. Tdman oppitunnin
oli tarkoitus toimia johdatuksena trigonometriaan, jota késiteltiin seuraavalla
oppitunnilla. Tunnin koontivaiheessa kaytiin opettajajohtoisesti ldpi muutaman
tehtivin ratkaisut ja kirjattiin yhdessd johtopddtokset. Tuntisuunnitelma ja
tehtdvimoniste ovat liitteind 1 ja 2.

Aineiston keruu

Tutkimusaineiston keruuseen kéytettiin videointia mikrofoneineen: mikrofonilla
varustettua opettajaa kuvattiin koko tunnin ajan. Liséksi eréstd oppilasparia kuvattiin
toisella kameralla ja my6s heidén puheensa dénitettiin mikrofonilla. Osalla oppilaiden
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kayttamistd tietokoneista oli kiytdssd myos ruudunkaappaus ja oppilaiden tiyttimét
tehtavamonisteet keréttiin talteen.

Aineiston analyysi

Vaikka tunnilta kerittiin monenlaista materiaalia, tdssd tutkimuksessa analysoimme
vain videotallennetta, jossa kuvataan opettajaa ja hinen kohtaamisiaan oppilasparien
kanssa tunnin aikana. Tastd videotallenteesta analysoimme oppilaiden ongelmia, joita
he kokivat tutkivan matematiikan tehtdvid tehdessdin. Analyysiin on otettu mukaan
kaikenlaiset ongelmat, johtuivatpa ne sitten oppilaan personasta tai tehtdvien
luonteesta. Tutkimuksessa ei kuitenkaan ole huomioitu mahdollisia ongelmia, joita
oppilaat saattaisivat kohdata analysoitujen ongelmien lisdksi.

Esiintyneet ongelmat luokittelimme kymmeneen eri luokkaan:

p—

Tehtdvinannon ymmartdminen

Turhautuminen

Kasitteet

Mekaaninen laskeminen

Itseluottamus

Ratkaisun soveltaminen

GeoGebran kaytto

Oppilas tarvitsee tukea lahikehityksen vyohykkeella
. Vaaira ratkaisumenetelma

10. Muut

Yksittdinen videolla esiintynyt tilanne saatettiin koodata useampaan luokkaan sen
mukaan, mikéd oli oppilaiden ongelmien taustalla. Lukuisissa tilanteissa ongelman
takana oli useampi taustatekijd. Oppilas saattoi esimerkiksi tarvita sekd opettajan
kannustusta, ettd tukea ldhikehityksen vyohykkeelld. Seuraavat ongelmaluokat eivét
olleet tiysin yksikdsitteisid ja nithin koodattuja asioita lienee syyté tarkentaa.

00N Uk W

Luokkaan Kasitteet, laskimme mukaan ongelmat, jotka johtuivat joko esitietojen
puutteesta tai tehtdvdssd vastaan tulleiden késitteiden hallinnasta. Luokkaan
Itseluottamus on laskettu mukaan tilanteet, joissa oppilas joko tarvitsi vain
kannustusta keksidkseen itse ratkaisun tai oppilas kaipasi opettajan vahvistusta
omalle ratkaisulleen. Kohdan Oppilas tarvitsee tukea ldhikehityksen vyohykkeella,
perustimme Lev Vygotskyn teoriaan oppimisesta sosiaalisena toimintana. Vygotskyn
(1978) mukaan ldhikehityksen vyohyke on tiedollisen toiminnan taso, jolla oppilas
voi toimia ohjaajan tuen avulla, mutta ei1 itsendisesti. Luokan Muut koimme
tarpeelliseksi, silld tunnilla esiintyi hyvin vaikeasti analysoitavia tilanteita, eikd naita
voinut luokitella mihink&4n jo olemassa olevaan luokkaan. Muut luokkaan laskimme
mukaan myo0s oppilaiden yhteisty6hon liittyvét ongelmat tehtdvia tehdessa.

Joidenkin ongelmatilanteiden tulkitseminen ja analysoiminen tiettyyn ryhmiin
kuuluviksi oli vaikeaa, silld niissd saattoi olla elementtejd useista ongelmaryhmista.
Joissain tilanteissa oppilaat eivdt itse kokeneet tehtivin teossa mitddn ongelmaa,
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mutta opettaja toi esille, ettd heiddn ratkaisumenetelméssdin ei ollut kaikki
kohdallaan. Joissain tilanteissa opettaja vain keskustelun avulla varmisti, ettd oppilaat
olivat ymmartineet tehtdvin tai tehneet tehtdvin oikein.

TULOKSET

Tunnilla esiintyneet ongelmat liittyivdt tehtdvdnannon ymmértdmiseen, oppilaan
turhautumiseen, kéisitteiden hallintaan, mekaaniseen laskemiseen, oppilaiden
itseluottamukseen, ratkaisun soveltamiseen, GeoGebran kéyttoon, oppilaiden tuen
tarpeeseen ldhikehityksen vyohykkeelld, vddrdén ratkaisumenetelmiidn tai muuhun
ongelmaan.

Vallitsevia ongelmatyyppejd tutkivan matematiikan tunnilla olivat oppilaiden
itseluottamuksen véhdisyys, ongelmat tehtdvdnannon ymmaértdmisessd ja késitteiden
heikko hallinta. Oppilaiden itseluottamuksen véhdisyys ilmeni epdvarmuutena
kokeilla rohkeasti omia ideoitaan GeoGebralla, sekd vaikeutena aloittaa tehtdvien
tekoa. Lisdksi monet oppilaat halusivat opettajalta varmistusta oman ratkaisunsa
oikeellisuuteen, vaikka olivat onnistuneet suorittamaan tehtdvin hyvin. Suurin osa
tehtdvdanannon ymmartdmiseen liittyvistd ongelmista koski ensimmaéistd tehtdvaa,
jossa moni oppilas ei ymmairtdnyt miten kolmion pinta-alan saisi nelinkertaistettua.
Niami oppilaat olivat ldhteneet ratkaisemaan tehtdvdd nelinkertaistamalla kateettien
pituudet. Siitd johtuiko tdmi ongelma tehtdvdn huolimattomasti lukemisesta vai
esitietojen puutteellisesta hallinnasta, meilld ei ole tietoa. MyOhemmin tunnilla
esiintyneet tehtdvinannon ymmartidmiseen liittyvdt ongelmat johtuivat selvésti
huolimattomuudesta: tehtivdd ei oltu luettu tarkasti. Kuviossa 1 on esitetty eri
ongelmatyyppien mairait tunnilla.
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Kuvio 1. Ongelmatyyppien méaéarat
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Oppilaat tarvitsivat opettajan tukea erityisesti tehtdvdnannon ymmairtdmisessa,
tehtdvdssd etenemisessd ja osoittamaan oppilaille kohtia, jotka he olivat jattineet
huomioimatta. Useat tyOparit tarvitsivat opettajan antamaa vahvistusta, rohkaisua tai
kannustusta. My0s opettajan esittimit kysymykset auttoivat ja ohjasivat oppilaiden
ajattelua tehtivissd, sekd helpottivat lopputulokseen padtymistd ja oikean ratkaisun
oivaltamista.

Esimerkiksi seuraavassa tilanteessa ongelmana oli itseluottamuksen puute ja
turhautuminen:

oppilas 1:  Opettaja! Ndd ruudut ei riitd ja sit se ei suurenna endd isommaksi ne
loppuu kesken.

opettaja: Joo, nyt pitdd lukee vield tarkemmin. Eli se oli se pinta-ala..
yheksinkertanen.

oppilas 1:  HA!?

opettaja: Hmmm..

oppilas 1:  Noku sori mutten osaa, en oo mikdd kauhee matikkanero. Tad jai sitte
tahén.

opettaja: E1 hitaa, saa miettii ithan rauhassa, ei kannata... Miti saitte a-kohtaan?

oppilas: No tdmaén.

opettaja: Joo.

oppilas 2:  Taaki on viirin ihan.

oppilas 1:  No ei voi mitéén, ei sitte teha.

opettaja: Se on vaan kovin iso (tarkoittaa oppilaiden muokkaamaa kolmiota).
oppilas 1:  Ei voi mitdén, se on nelinkertasesti iso.

opettaja: Eli te kasvatitte nelinkertaseksi ne kateetit?

oppilas 1:  No nii-in.

opettaja: Joo...mut lahetdin miettiin sen alkuperdsen kolmion pinta-alaa tosta..

Tdssd kohtaamisessa ongelmatyyppejd oli useita, taustalla oli tehtdvdnannon
ymmirtiminen ja ongelmia késitteiden hallinnassa, mikd johti oppilaiden
turhautumiseen tehtdvéi tehdessd. My0Os oppilaiden itsetunto oli heikko, mika lisdsi
turhautumista. Keskustelun avulla opettaja sai oppilaat keskittymidin tehtdvdan ja
miettimiddn uudestaan tehtdvianantoa. Oppilaat tarvitsivat opettajan tukea edetikseen
tehtavissa.

Seuraavassa tilanteessa puolestaan oppilaat tarvitsivat opettajan vahvistusta tai tukea
lahikehityksen vyohykkeella:

opettaja: Missi tehtidvassid meette?
oppilas 1:  Tailld kolmosessa.
opettaja: Kolmosessa, joo. Mites se kakkonen meni?
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oppilas 2:
oppilas 1:

opettaja:

oppilas 1:
opettaja:

oppilas 2:

opettaja:
oppilas 1:

opettaja:

oppilas 1:

opettaja:

oppilas 1:

opettaja:

oppilas 1:
opettaja:
oppilas 1:

opettaja:

oppilas 1:

opettaja:

oppilas 1:
oppilas 2:

opettaja:

oppilas 2:

opettaja:

Than hyvin paitsi tuo...
Me ei oikein pystyti tekeen titd mitenk3a. ..

Joo, no siind kannattaa nyt miettid ndaitd... Piirsittekd niitd silld
GeoGebralla niitd aikasempia?

Jooo...
Jooo...

Siis ku me mietittiinki, ettd tohon vois laittaa ton kakskyt neljd piste
kuuskyt kaks, mutta ku se ei ndytd niinku...se ei.. ei saa edes sitd niinku.

Niin, joo.. kylla
Et silleenkéén ei voi.

No palataan tonne ykkoskohtaan. Mitd te huomasitte sieltd, tossa ¢ ja d
kohassa?

A1l ilman GeoGebraa?

Mmm... vaikka toi, voidaan miettid tota b-kohtaa.... ettd jos se ois minka
tahansa kokonen se suorakulmanen kolmio sielld, mut se ois
yhdenmuotonen néitten a ja b kohdan niitten kolmioiden kanssa.

Joo.

Te tietdsitte sen toisen kateetin pituuden vaan, niin miten te voitte
selvittdad sen toisen?

No en méii, mi en muista miten se tehtiinkaa.
Jooo. No haluutko piirtda vaikka nyt ton?
No ihan miten vaan.

Tai sitte voidaan kattoo siitd alkuperdsestd kolmiosta, kun se oli se
yhdenmuotonen, eli nyt jos sd huomaatko jonkun yhteyden noitten
kateettien pituudessa?

06 no, tis on niinku kolmasosa tasti.

Njooo. Eli sitte jos se olis minkd tahansa kokonen mut samanmuotonen
kun to1?

Niin muuten!
Eli se olis niinku kolmasosa se (piirtdd ilmassa kateettia).

Joo se, se... Eli si tarkotitko lyhyempda (tarkoittaa kateettia)? Joo.. mitd
sitten jos s tietdsit sen lyhyemmaén niin?

Niin sit se olis kolminkertanen.

Joo, just niin ... Eli nyt kannattaa sitten siltd pohjalta lahtee miettiin tota

kakkostehtavidd, ettd 10ytyyks sieltd jotain yhteyttd noitten kateettien
pituuksiin ja voitteko te kayttdd sitd tietoo sitte tddlld hankalammissa
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kohdissa vdhd apuna. Eli mitd te, te olitte ton c:n saanu kuitenkin
selvitettya.

oppilas 1:  Niin joo. Ai niin joo tastéki sen nékee, etti se on kolmasosa...

Téssd tilanteessa oppilaat olivat edenneet jo tehtdvdén kolme, vaikka he eivit olleet
tdysin ymmaértdneet aikaisempia tehtdvid. He eivit olleet huomanneet, etti he
tarvitsevat edellisen tehtivin tietoja edetdkseen seuraavaan. Kyseessd oli myds
tehtdvdnannon viidrinymmartdminen, joka johtui oppilaiden huolimattomuudesta.
Tehtdavdd ei oltu luettu loppuun, eikd siten myOskddn suoritettu halutulla tavalla.
Opettaja ohjaa oppilaita tarkastelemaan edellisen tehtdvdn loppua GeoGebralla
tehdyn kolmion avulla. Opettajan kysymysten avulla oppilaat huomasivat virheensi
ja pystyivit jatkamaan tehtdvad kolme. Opettajan tuen avulla oppilaat siis oivaltavat
idean, jota tehtivélld on haettu.

POHDINTA

Luultavasti oppilaiden itseluottamukseen liittyvien ongelmien yleisyys tunnilla johtui
osaltaan siitd, ettd tutkiva matematiikka oli oppilaille uutta ja poikkeaa pitkilti
tavallisesta matematiikan tunnista. Tavallisella matematiikan tunnilla oppilas tietda
mitd tehdd, koska tunneilla yleensd annetaan esimerkkitehtdvid, joita soveltamalla
oppilaiden on mahdollista tehdi tehtédvia itse. Oppilaita saattoi myds hieman jannittda
oppitunnin asetelma: videokuvaaminen ja ruudunkaappaus. Tama saattoi heijastua
muun muassa oppilaiden GeoGebran kayttoon, eivitkd he ehkd kokeilleet erilaisia
ratkaisuja yhté rohkeasti, kuin mitd he muuten olisivat tehneet.

Muutamat ongelmat olivat tdysin odotettavissa olevia, kuten esimerkiksi
turhautuminen ja luokaan Muut koodattu oppilaiden yhteistyohon liittyva
ongelmatilanne.

Myods Lewin ja Son (2008) ajatus, opettajan tirkedstd roolista avustajana oppilaiden
paittelyprosessissa sai tukea tdlld tunnilla. Tdméa rooli ilmeni oppilaiden yrittdessa
tehdd pdatelmid: opettaja toimi ajattelun herdttelijind matemaattisessa pééttelyssa ja
héntd tarvittiin rohkaisijana, kun oppilaat pyrkivit tekeméén péadtelmia siitd, mitd he
GeoGebran avulla olivat havainneet.

Ohjaustilanteissa opettajan kysymykset olivat osaksi Sahinin ja Kulmin (2008)
jaottelun mukaisia: asiakysymykset, ohjaavat kysymykset ja syventdvit kysymykset.
Asiakysymysten tarkoituksena oli saada tietoa oppilaiden tiedoista ja osaamisesta.
Ohjaavien kysymysten tarkoituksena oli ohjata opiskelijjoita tietyn ongelman
ratkaisemisessa. Syventavillad kysymyksilld pyrittiin syventiméiin oppilaiden ajattelua
tai saada perustelua sille, miten oppilaat olivat tehtivin piitelleet. Joissain
ongelmatilanteissa opettajan oli pakko ohjata oppilaita suoraan, jotta oppilaat
padsisivit tehtdvissi eteenpdin ja turhautumisen tunne saataisiin tukahdutettua.

Kuten Héhkioniemen (2010) luennoilla tuli ilmi, opettajan térkein tehtdvd tutkivan
matematiikan tunneilla oli pitkdlti opiskelijoiden aktivoiminen, motivoiminen,
kannustaminen ja kehuminen, sekd hyvien havaintojen esille nostaminen.
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KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Tuntien suunnittelu oli hankalaa, koska lopullinen tavoite ei ollut kunnolla selvilla.
Lisdksi hankaluutta tuottivat sopivien aiheiden 16ytdminen kurssisuunnitelmasta. Oli
himmentdvii, kun tiytyi suunnitella oppilaille tutkivia tehtidvid ja samalla mielessi
kummitteli ajatus, ettd tunnista tulisi itsekin tehdd jonkinlaista tutkimusta ja
analysoida jotain, mutta ei ollut késitysta ettd mita.

Itse tuntien toteuttaminen sujui onnistuneesti ja oppilaat tydskentelivit hyvin ja
suhtautuivat tydskentelyyn mukavasti.
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA: JOHDATUS TRIGONOMETRIAAN

Tunti jarjestetddn tietokoneluokassa. Tunnin alussa on aamunavaus. Olisi hyvi jos
tietokoneet olisivat jo toimintavalmiudessa ennen tuntia. Tunnille olisi hyvé varata
laskimia oppilaiden kayttoon.

Alustusvaihe (noin 10 min)

Tunti alkaa alustusvaiheella, jossa kédydddn yhdessd luokan kanssa lapi
suorakulmaisen kolmion kateettien nimedminen (kulman vastainen Kkateetti ja
viereinen kateetti).

Tamaén jilkeen Oppilaille annetaan suulliset ohjeet GeoGebra tydskentelyyn ja heille
jaetaan tehtdvimonisteet, joiden mukaan he suorittavat GeoGebra-tutkimustaan heille
valmiiksi annettua GeoGebra-pohjaa muokaten. Ohjeiden annon jilkeen oppilaat
siirtyvat tietokoneille, misséd he tyoskentelevit pareittain.

GeoGebra-pohja 10ytyy osoitteesta http://users.jyu.fi/~mahahkio/kolmio

Tutkimusvaihe (noin 20 min)

Oppilaat ovat pareittain tietokoneilla, jokaiselle on jaettu ohje/tehtividmoniste jonka
saattamana he tutkimustaan suorittavat. Pdétarkoitus olisi tdmén tutkailun avulla
oivaltaa, ettd suorakulmaisista yhdenmuotoisista kolmioista saadaan yhtd suuret
vastinsivujen suhteet ja etti myds yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat
yhtd suuret. Kiertelen tunnin aikana luokassa ja autan oppilaita, jos heilldi on
kysymyksia.

Koontivaihe (noin 10 min)

Koontivaiheessa kidydddn yhdessé ldpi tutkimuksella toivottavasti saavutetut huomiot
sivujen suhteista. Kdydédin yhdessa ldpi ainakin parin tehtdvin olennaisimmat kohdat
(ainakin tehtdvdn 1 d-kohta ja tehtdvdn 2 kohta e) siten, ettd kyselen oppilailta
minkilaisia pédéttelyitd he ovat tehtdvistd tehneet.

Lopussa kootaan vield yhdessé tehtdvipaperiin johtopaatoksiin ylos huomiot etté:
Yhdenmuotoisten kolmioiden vastinsivujen suhde on vakio.
Myo6s yhdenmuotoisten kolmioiden vastinkulmat ovat yhta suuret.

Koonnin lopussa oppilaille jaetaan kotitehtivimoniste, joka kdydaén lépi seuraavalla
tunnilla.

Kotitehtava

Tutkimustuntiin liittyy vield kotitehtdvd, jossa konkreettisesti lasketaan kolmen
yhdenmuotoisen erikokoisen suorakulmaisen kolmion vastinsivujen suhteet. Téssd
taulukoidaan lasketut arvot ja huomataan ettd vastinsivujen suhde todella on vakio
erikokoisilla yhdenmuotoisilla kolmioilla. (Tédta kotitehtavamonistetta on haluttaessa
mahdollista kayttdd hyodyksi myoOs seuraavalla tunnilla jossa késitellddan
trigonometrisia funktioita.)
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LIITE 2: TUNNILLA KAYTETTY TEHTAVAMONISTE

JOHDANTO: SUORAKULMAISEN KOLMION KATEETTIEN

NIMEAMINEN
C
¢ hypotenuusa

kateetti a

A B

kateetti b

Kulman o vastainen kateetti = kateetti a Kulman B vastainen kateetti = kateetti b
Kulman a viereinen kateetti = kateetti b Kulman B viereinen kateetti = kateetti a

Tee parisi kanssa seuraavat tehtavat Geogebraa apuna kayttaen
Geogebra tyoalusta 10ytyy osoitteesta: http://users.jyu.fi/~mahahkio/kolmio

Tehtava 1

a) Raahaa Geogebralla suorakulmaisen kolmion &458 € kulmapisteitd B ja C niin,
ettd syntyy yhdenmuotoinen annetun suorakulmaisen kolmion pinta-alaltaan
nelinkertainen suurennos.

e Merkitse ylos kateettien pituudet ja kulmien a ja B suuruudet

b) Raahaa pisteitd uudelleen siten, ettd syntyy yhdenmuotoinen alkuperiisen
suorakulmaisen kolmion pinta-alaltaan yhdekséankertainen suurennos.
e Merkitse ylos kateettien pituudet ja kulmien a ja B suuruudet
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¢) Mieti ja ratkaise ensin laskemalla ilman GeoGebraa, ettd miten pitké olisi
alkuperiisen kolmion kanssa yhdenmuotoisen kolmion toinen kateetti, jos

kulman a viereisen kateetin pituus on 9. Voit tarkastaa ratkaisusi vield
GeoGebralla.

d) Jos suorakulmainen kolmio on minki tahansa kokoinen, yhdenmuotoinen
edellisten kolmioiden kanssa ja tiedetddn sen toisen kateetin pituus niin miten
voit selvittdd toisen kateetin pituuden?

Tehtava 2

a) Selvitd Geogebralla miten suuret ovat kulmat a ja B, jos kateetit ovat
pituuksiltaan 10 ja 5?

Kokeile vaihtaa kateettien pituudet keskendén. Miten vaihto vaikuttaa kulmien a

ja B suuruuksiin?

b) Miten suuret ovat kulmat a ja B jos kateetit ovat pituuksiltaan 4 ja 27

c) Enti jos kateetit ovat pituuksiltaan 6000 ja 3000?

d) Mita jos kateetit ovatkin pituuksiltaan 2462 ja 1231?

e) Ratkaise nyt edellisten kanssa yhdenmuotoiselle suorakulmaiselle kolmiolle
laskemalla kulman o viereisen kateetin pituus, kun kulman a vastainen kateetti
on pituudeltaan 26789,5 ja kulma 04=26,6°

Tehtava 3

a) Ratkaise suorakulmaisen kolmion muiden sivujen pituudet, kun tiedetdén etté
kulma 0=36,9< ja kulman a viereinen kateetti on pituudeltaan 400?

b) Jos kolmio sdilyy yhden muotoisena ja kulman a viereinen kateetti olisi
pituudeltaan 4444, niin mitka olisivat muiden sivujen pituudet?

Lisatehtava

Kuinka suuri on kulma o, jos oa:n vastainen kateetti on pituudeltaan 2121 ja
hypotenuusa on pituudeltaan 84847

Johtopéaatokset:
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SUORAKULMAISTEN KOLMIOIDEN YHDENMUOTOISUUS
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Juho Nuutinen ja Antti Paappanen
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Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

Tassa tapaustutkimuksessa tarkastellaan voisiko tutkivasta matematiikasta ja
GeoGebra-ohjelmasta olla apua yhdenmuotoisiin kolmioihin liittyvien suhteiden
opettamisessa  kahdeksannella luokalla.  Tutkimus toteutettiin  Jyvaskylan
normaalikoulun matematiikan oppitunnilla videoimalla kahden
kahdeksasluokkalaisen oppilaan tytskentelyd. Tutkimuksen perusteella tutkivan
oppimisen tunnilla GeoGebra voi olla tarkea tyokalu matemaattisen ongelman
hahmottamisessa ja ratkaisemisessa.

JOHDANTO

Tutkimuksen tavoitteena on selvittdd, voisiko tutkivasta matematiikasta ja GeoGebra-
ohjelmasta olla oppilaille apua yhdenmuotoisten suorakulmaisten kolmioiden
yhteydessd. Marshallin ja Hortonin (2011) tutkimuksen mukaan oppilaiden
tiedollinen ymmaérrys kehittyy huomattavasti paremmin, kun oppilaille annetaan
aikaa tutkia uusia késitteitd ja opettaja ohjeistaa heitd tutkivan oppimisen hengessa.
Lisdksi Sullivanin (2006) tutkimuksen perusteella tutkivan matematiikan tunnilla
kaikki oppilaat on mahdollista saada osallistumaan matemaattiseen ajatteluun.
Erityisesti olemme kiinnostuneita yhdenmuotoisiin suorakulmaisiin kolmioihin
liittyvien suhteiden oppimisesta. Perinteisesti oppikirjat ja opettajat ovat ldhestyneet
asiaa mittakaavan ja karttatehtdvien kautta, jolloin oppilaille yleenséd kerrotaan, etté
kuvioiden ollessa yhdenmuotoiset niiden sivujen pituudet suhtautuvat toisiinsa
mittakaavan mukaisesti. Siten my0s yhdenmuotoisten suorakulmaisten kolmioiden
viliset vastinsivujen suhteet ovat samat. Usein vdhemmalle huomiolle kuitenkin
saattaa jaada tieto siitd, ettd yhdenmuotoisissa suorakulmaisissa kolmioissa jokaisen
sivuparin suhde on vakio saman kolmion sisélld. Tdma on merkityksellistd sikéli, ettd
trigonometriset funktiot tuottavat osalle oppilaista huomattavia vaikeuksia
yldkoulussa.

MENETELMAT
Suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoisuus

Toteutimme tutkivan matematiikan oppitunnin kahdeksasluokkalaisten geometrian
oppitunnilla. Oppilaat tekivdat tunnilla pareittain harjoitustehtivii GeoGebran
avustuksella. Tunti késitteli suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoisuutta.
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Oppilaiden kanssa oli késitelty aiemmin kolmioiden yhdenmuotoisuutta vastinsivujen
suhteiden avulla vertaamalla vastinsivujen pituuksia kolmioiden vélilla mittakaavan
tapaan. Myos yhdenmuotoisten kolmioiden kulmien yhtdsuuruus oli oppilaille
opetettu. Lisdksi oli késitelty mittakaavaa kartalla sekd mittakaavan ja pinta-alan
vilistd suhdetta. Siitd, ettd katsottaisiin sivujen pituuksien suhteita saman kolmion
sisdlld ei oltu puhuttu mitddn. Seuratun oppilasparin tydskentelystd ja koko
oppilasryhmén tuloksista voidaan tehdd havainto, ettd myds mittakaavan
soveltaminen yhdenmuotoisiin kolmioihin ja pinta-ala tarkastelut tuntuivat uusille
asioille.

Tavoitteena tunnilla oli saada oppilaat oivaltamaan ettd sivujen pituuksien suhde
yhdessd kolmiossa ja kyseisten sivujen vastinsivujen pituuksien suhde toisessa
kolmiossa ovat samat yhdenmuotoisten kolmioiden tapauksessa.

Tehtdvit annettiin oppilaille internet-sivuna, jolla oli tehtdvien yhteydessd linkit
selaimessa toimiviin dynaamisiin GeoGebralla luotuihin harjoitustehtaviin. Lisdksi
oppilaille jaettiin vastaavat tehtdvit paperiversiona ja tima paperiversio toimi myds
oppilaiden vastauspaperina.

Tehtdvdt rakennettiin monivaiheisiksi. Tehtdvdssd 1 oppilaille annettiin kaksi
yhdenmuotoista erikokoista suorakulmaista kolmiota, joista pienempidd pystyi
liikuttelemaan GeoGebralla. Kolmioiden kateettien pituudet oli annettu mutta
kulmien suuruuksia ei ollut suoraa kulmaa lukuun ottamatta nakyvissid. Tehtdvéssa
kysyttiin oppilailta ettd ovatko kolmiot yhdenmuotoiset. Tehtdvén tarkoituksena oli
selvittda vertailevatko oppilaat pienempéé kolmiota litkuttamalla kolmioiden kulmien
suuruutta vai katsovatko he kateettien pituuksien vélisid suhteita. Sivujen pituuksista
yhdenmuotoisuuden pystyi toteamaan varmasti, kun taas kulmien yhtdsuuruus oli
vain  ndkohavainnon varassa. Nidin tehtivdstd sai  tietoa  oppilaiden
ennakkokasityksestd siitd, millaisiksi oppilaat ovat omaksuneet yhdenmuotoiset
suorakulmaiset kolmiot aiemman opetuksen perusteella.

Tehtdvissd 2 oppilaille oli annettu malliksi suorakulmainen kolmio, jonka kateettien
pituudet olivat 3 ja 6. Tehtavdn a-kohdassa oppilaita pyydettiin tekemddn mika
tahansa mallikolmion kanssa yhdenmuotoinen kolmio. Tdmin tehtdvin tarkoituksena
oli selvittdd, ajattelevatko oppilaat yhdenmuotoisuutta vastinsivujen pituuksien kautta
vertaamalla kolmiosta kolmioon vai vertaavatko he kolmion sivujen pituuksien
suhteita kolmion sisdlld. Tehtdvin b-kohdassa tehtivinid oli tehdd yhdenmuotoinen
suorakulmainen kolmio, jonka pidemmaén kateetin pituus on 5. Téll4 sivun pituuden
valinnalla  pyrittiin  ohjaamaan  oppilaita ajattelemaan  yhdenmuotoisuutta
tarkastelemalla sivujen pituuksien suhdetta kolmion sisélld. Sivujen pituudet valittiin
niin, ettd sivujen pituuksien vertaaminen kolmion sisdlld oli helpompaa kuin
vertaamalla vastinsivujen pituutta kolmiosta kolmioon. Néin tehtdvén rakenne pyrki
ohjaamaan oppilaita oikeaan havaintoon tunnin tavoitetta ajatellen. Tehtidvédn c-
kohdassa kysyttiin vield sanallisesti varmennusta sithen miten saadaan tehtya
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mallikolmion kanssa yhdenmuotoinen kolmio tiedettiessd yhden kateetin pituus
kolmiosta. Télla pyrittiin kartoittamaan oppilaiden oppimista ja ymmarrysti asiasta.

Tehtdvassa 3 oppilaita pyydettiin a-kohdassa perustelemaan millaisia ovat kolmiot,
joilla kahden vastinsivun pituuksien suhde on vakio. Téssé haettiin vield vahvistusta
sille, olivatko oppilaat omaksuneet kyseisen ominaisuuden pétevin yhdenmuotoisille
kolmioille. Tehtdvin b-kohdassa oppilaita kehotettiin huomioimaan saman
ominaisuuden pétevidn my6s muiden sivuparien pituuksien suhteelle. Lopuksi
tehtivin c-kohdassa oli tehtdvid joilla pyrittiin havainnollistamaan jo aiemmin
opiskeltua asiaa, nimittdin pinta-alojen ja mittakaavan vélistd suhdetta.

Nopeimmille oppilaille varattiin tehtivdin 4 soveltavampia tehtdvid liittyen kolmion
sivun pituuden tai kulman ratkaisemiseen. Kolmion sivun pituudet valittiin tehtdvéssa
siten, ettd tehtdvissd annettuja sivun pituuksia ei pystynyt suoraan kéyttdiméin
GeoGebrassa. Sivujen pituuksia piti soveltaa tehtévidssi joillekin pienemmille sivun
pituuksille, joiden suhde on kuitenkin sama kuin annetussa tehtdvissid. Ndin timékin
tehtavd oli rakennettu tukemaan tunnin péitavoitetta, jossa yhdenmuotoisuutta
tarkasteltiin kolmion sivujen pituuksien suhteen kautta kolmion sisdlld. Lopuksi oli
vield tarjolla tehtdvd 5, jossa oppilaat saisivat harjoitella kolmioiden piirtdmista
GeoGebran avulla.

Aineiston keruu

Aineisto keréttiin videoimalla tunti kahdella kameralla sekd kerddmalla oppilaiden
kirjalliset vastaukset kysymyksiin. Yhdelld kameralla kuvattiin opettajaa, jolla oli
kameraan liitetty langaton mikrofoni. Toinen kamera keskittyi pddasiassa kuvaamaan
yhden oppilasparin tydskentelyd ja oppilasparin pulpetille oli sijoitettu kameraan
langattomasti liitetty mikrofoni. Ruudunkaappausta tietokoneissa ei kéytetty.

Aineiston analyysi

Aineistoa analysoitiin ldhinnd katsomalla tarkkaan videolta valitun oppilasparin
tyoskentelyd. Huomiota analysoinnissa kiinnitettiin  oppilaiden keskindiseen
keskusteluun ja erityisesti opettajan kanssa kédytyihin keskusteluihin. Tarkastelimme,
miten opettaja ohjasi oppilaita kohti oikeaa ratkaisua sekd mitkéd asiat mahdollisesti
tuottivat oppilaille vaikeuksia ja auttoiko GeoGebra niiden yli pddsemiseen. Toisaalta
analysoitiin oppilaiden papereille kirjoittamia ratkaisuja ja sitd, ndyttiko ratkaisujen
perusteella siltd, ettd tavoiteltu asia tuli ymmaérretyksi.

Videoiden tarkastelussa kaytettiin tapaa, jossa oppilasparin tunnin siséltéon liittyvien
keskustelujen kuvaukset kirjoitettiin ylos taulukkoon kyseessd olevan kellonajan
kohdalle. Lisédksi huomioitiin oppilasparin GeoGebralla tekemit toiminnot niin hyvin
kuin ne videosta saatiin ndkyviin. Kuvauksen yhteyteen liitettiin kommentti ja se,
mitd tehtdvii oppilaspari oli ratkaisemassa.
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TULOKSET

Ensimmadisen tehtdvin oppilaspari ratkaisi omatoimisesti jonkin aikaa mietittyddn
tiedossa olevaan mairitelmdin perustuen: Kolmiot ovat yhdenmuotoiset, koska
niiden kulmat ovat yhtd suuret. Vasta toisessa tehtdvdssd he kiinnittivdt huomiota
sivujen pituuksien suhteisiin. Oppilailla oli jonkin verran vaikeuksia tehtdvéin kanssa
ja lopulta opettaja ohjasi oppilaita melko voimakkaasti haluttuun ratkaisutapaan
tehtivassa 2.a):

Opettaja: No, mitd osaat sanoa kutosesta ja kolmosesta?
Oppilas A:  No, ne on puolet tai siis niinku...
Opettaja: Mmm.

Oppilas A:  No pitddks ndittenkin sit olla yks kahdesosa? (osoittaa toisen kolmion
vastaavia sivuja)

Opettaja: Siitd, kun ldhdet rakentamaan sita.

Opettaja ohjasi oppilaat katsomaan suhdetta juuri saman kolmion sisdlld, eikid
mittakaavan avulla. GeoGebran avulla saadut empiiriset havainnot olivat kuitenkin
oppilailla apuna luomassa pohjaa ratkaisulle. Lisdksi havainnot jidlkeenpéin
vahvistivat oppilaiden kisitystd teorian oikeellisuudesta. Seuraavat kaksi tehtdvaa
(2.b) ja 2.c)) oppilaspari sai ratkaistua omatoimisesti ja todella nopeasti. Erityisesti
tehtavissé 2.c) pyrittiin testaamaan sitd, oliko oppilaille kehittynyt ymmarrysta.

Vaikka oppitunnin ja tutkimuksen varsinainen tavoite liittyikin tehtdvddn 2, saatiin
mielenkiintoisia tuloksia myds 3. tehtivdn kohdalla. Jostain syystd pinta-alan
yhteydessd oppilaspari innostui kokeilemaan GeoGebralla vield enemmén kuin
aikaisemmissa tehtdvissd. Tehtavan ratkaiseminen oli hidasta ja vililla
turhautumistakin ilmeni. GeoGebran avulla saatiin havaintoja, jotka olivat lidhelld
ohjata oppilaat oikeaan ratkaisuun. Opettajaa kuitenkin tarvittiin taas havaintojen
lisdksi:

Opettaja: Ettd saat nelinkertaiseksi tuon pinta-alan, niin miten pitdd muuttaa noita

sivun pituuksia?

Oppilas A:  En méi tiid. Me kerrottiin ne neljilld, mutta siitd tuli ihan liian 1so vaan.

Opettaja: Tai siis kerroitte neljalla nuo alkuperdiset varmaan, tarkotat.

Oppilas A:  Sillon se pinta-ala oli joku seitkytseittemén.

Opettaja: Tulee kuustoistakertainen.

Oppilas A:  Kerrotaanks ne sit kahella?

Opettaja: No, ldhe siitd kokeilemaan.

Oppilaat olivat jo tdssd vaiheessa selvisti ymmartdneet, ettd kolmion kaikkia sivuja
on kerrottava samalla luvulla, jotta kolmio on yhdenmuotoinen alkuperidisen kanssa.
Nelinkertaiseksi pinta-alaa yritettiin muuttaa kertomalla jokaista sivua neljlla.
Havainto oli kuitenkin se, ettd saatu kolmio on ihan liian iso. Ratkaisevana vihjeené
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opettaja antoi sen, ettd tuolloin pinta-ala on kuusitoistakertainen alkuperdisen
kolmion pinta-alaan ndhden. Tastd oppilas A nopeasti keksi, ettd sivujen pituudet on
kerrottava kahdella.

POHDINTA

Tulosten perusteella ndyttdd siltd, ettd tutkiva oppiminen yhdistettynd GeoGebran
kayttoon voi tuoda hyvid tuloksia yhdenmuotoisten kolmioiden yhteydessd. Myds
Lewin ja Son (2008) tutkimuksessa on osoittautunut, ettd graafisen teknologian
avulla saadut empiiriset havainnot voivat olla téirkeitd tyokaluja matemaattisen
ongelman ratkaisemisessa. Pitdmdllimme tunnilla oppilaille kehittyi mielestimme
ymmadrrys siitd, ettd erikokoisissa yhdenmuotoisissa suorakulmaisissa kolmioissa
sivujen pituuksien suhteet kolmioiden sisélld ovat samat. Vaikka opettaja ohjasi
oppilaat tarkastelemaan suhdetta saman kolmion sisélld, oli GeoGebra apuna, kun
tarkasteltiin ndyttavitkd kolmiot samoilta. Kolmannen tehtdvin perusteella voidaan
sanoa, etti GeoGebra auttoi merkittavasti oppilaita hylkddméain véérin ratkaisun ja
teorian pois. Oppilaat pystyivit tekemddn johtopadtoksen, ettd kerrottaessa sivujen
pituuksia jollain luvulla pinta-ala ei kertaannu samalla luvulla. Toisaalta opettajaa
tarvittiin taas havaintojen avuksi. Tastd tehtdvistd ei pystytty tekeméén tutkimuksen
padpainoa, koska karttatehtivien yhteydessd oli ollut puhetta pinta-aloista ja
mittakaavan neliostid. Kuitenkin tutkimuksemme perusteella uskallamme viittda, ettad
tassd olisi erinomainen paikka GeoGebran ja tutkivan matematiikan kaytolle
opetuksessa. Edellistunnilla voitaisiin késitelld mittakaava ja oppilaat saisivat itse
keksid yhteyden pinta-aloihin. Pinta-alojen arvioiminen empiirisesti GeoGebralla
tuntui tulevan oppilailta ldhes itsestddn ja ndin kehittyisi parempi ymmaérrys, miksi
pinta-alojen suhde on juuri mittakaavan nelid.

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Tutkimuksen ja tunnin pditavoitteeseen liittyen olisi tehtdvddn 2 voinut ehkd lisatd
piirrettivdksi useampia mallikolmion kanssa yhdenmuotoisia kolmioita, jolloin
oppilaille olisi varmemmin muodostunut kdsitys siitd, ettd sivujen pituuksien suhde
on vakio kolmiossa kaikkien yhdenmuotoisten kolmioiden tapauksessa.

Ylipdataan kokemukset tutkivan matematiikan tunneista ovat olleet positiivisia siind
mielessd, ettd tuntien kulku poikkeaa normaalista kaavasta ja oppilaat olivat melko
hyvin mukana tunneilla. Jilkeenpdin palaute oli tosin sellaista, ettd tunti tuntui
turhalta, eikd opittu mitdén. Varmaankin tutkivassa matematiikassa on oppilailla (ja
opettajalla) paljon totuttelemista ja nyt tunnit ndyttadytyivét oppilaille jossain miéirin
irrallisina  opetuskokeiluina, eivdtkd normaaleina oppitunteina, joilla opitaan
tehokkaasti asioita. Tutkivan matematiikan kehityksen kannalta olisikin tirkedd, ettd
sitd kéytettdisiin sddnnollisesti. Jonkinlainen kirja opettajalle, jossa olisi eri
siséltéihin ja aiheisiin liittyvid mahdollisia tuntisuunnitelmia/ideoita sekd esimerkki
tapoja pitdd tutkiva tunti olisi tosi hyoddyllinen. Tuntien suunnittelu on kuitenkin
todella paljon tyolddmpad kuin tutulla kaavalla menevian oppitunnin. Pitdmillimme
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tunneilla havaitsimme paritydskentelyyn liittyvian selkedn ongelman. Jos sattuu pari,
jossa toinen on huomattavasti "taitavampi", niin yhteistyo etenee hinen ehdoillaan ja
tahdillaan. Toinen parista passivoituu ja on tyytyviinen sithen, ettd saa "ilmaiseksi"
oikeat vastaukset omaan paperiinsa.

Mielenkiintoinen havainto tistd tunnista on yhdenmuotoisuuden ja yhtenevyyden
kisitteisiin liittyva. Olisiko jo aika keksid paremmat suomennokset néille kisitteille
ja lopettaa kokonaan ndiden kdyttdminen? Nyt ne menivét tosi monella sekaisin ja
omien kouluaikojenkin perusteella ne sekoittuivat helposti. Késitteet yhtenevit ja
yhdenmuotoiset kuulostavat muinaiselta suomelta, eikd niistd todellakaan tule
suoraan esille se, mistd on kyse. Englanninkielinen similar triangles voitaisiin ihan
hyvin suomentaa vaikka samanmuotoiset kolmiot. Yhtenevyyden tilalle voisi ottaa
suomennokseksi  esimerkiksi samanlaiset kolmiot tai samanmuotoiset ja
samankokoiset kolmiot.
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LIITE 1: TEHTAVANANTO OPPILAILLE
Suorakulmaisten kolmioiden yhdenmuotoisuus

Lue ohjeet:

Seuraaviin tehtdviin 10ytyy Internetistd valmiit GeoGebra-pohjat. Tehtdvien
yhteydessé on osoitteet, joista pohjat 10ytyvét. Linkki aukeaa painamalla Ctrl-ndppidin
pohjaan ja samalla klikkaamalla hiirelld linkkia.

Tehtava 1

http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat201 1/yvhdenmuotoisuus1.html

Tehtava 2

Ovatko tehtdvin kolmiot yhdenmuotoiset? Perustele vastauksesi eli
kerro lyhyesti miten tutkit kolmioiden yhdenmuotoisuutta tehtavissa.
http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat201 1/yhdenmuotoisuus2.html

Tehtava 3

a) Tee mallikolmion DEF kanssa yhdenmuotoinen kolmio, joka on
kuitenkin erikokoinen kuin mallikolmio. Perustele lyhyesti miksi
tekemadsi kolmio on yhdenmuotoinen mallikolmion kanssa. Mitk&
ovat tekemési kolmion kateettien pituudet?

b) Tee toinen kolmion DEF kanssa yhdenmuotoinen kolmio, jonka
pidemman kateetin pituus on 5. Miksi kolmiot ovat yhdenmuotoiset?

Mika on toisen kateetin pituus?

c) Miten saadaan kolmion DEF kanssa yhdenmuotoisen kolmion toisen
kateetin pituus selville kun toinen tiedetdén?

http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat201 1/yvhdenmuotoisuus3.html
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a) Tutki Geogebran avulla ja perustele lyhyesti.

Milloin 229 9
b e

b) Miti havaitset tdlloin muiden sivujen suhteista verrattuna
mallikolmioon?

c) Tee mallikolmion DEF kanssa yhdenmuotoinen kolmio, jonka pinta-
ala on nelinkertainen mallikolmioon ndhden. Mitki ovat tekemasi
kolmion sivujen pituudet?

Tee vastaavalla tavalla uusi yhdenmuotoinen kolmio, jonka pinta-ala
on yhdeksénkertainen mallikolmioon nidhden. Mitkd ovat tekemaési
kolmion sivujen pituudet?
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http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat201 1/yvhdenmuotoisuus4.html

Tehtédva 5

a) Selvitd GeoGebran avulla mikéd on kolmion toisen kateetin pituus, jos
kolmion yksi kulma on 14,04° ja sen vastainen kateetti on 5000.

b) Selvitd miké on kolmion toisen kateetin pituus, jos kolmion yksi
kulma on 14,04° ja sen vastainen kateetti on 22 111,

c) Selvitd GeoGebran avulla kolmion kulman suuruus, jos sen vastainen
kateetti on 1500 ja viereinen kateetti 500.

d) Selvitd kolmion kulman suuruus, jos sen vastainen kateetti on 36933
ja viereinen kateetti 12311.

http://www.geogebra.org

Avaa linkistd GeoGebra valitsemalla ensimméisend aukeavalta sivulta
Download ja seuraavaksi aukeavalta sivulta Webstart. Harjoittele
yhdenmuotoisten kolmioiden piirtdmistd GeoGebran avulla.
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LIITE 2: KUVAT TEHTAVIIN LIITTYVISTA GEOGEBRA-SIVUISTA

Tehtdva 1: Voit siirrelld pienempéé kolmiota.
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Tehtdva 2: Voit liikutella pisteitd A ja B.
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VUOROVAIKUTUKSESTA PROSENTTIARVON LASKEMISEN
TUNNILLA

Tiia Tallila ja Lauri Tuominen
tiia.tallila@jyu.fi, laurituominen1 @me.com

Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

Kahdeksannen luokka-asteen 20 oppilaan kokoiselle luokalle toteutettiin 45 minuutin
tutkivan matematiikan tunti. Tunnin aiheena oli, kuinka saadaan laskettua p
prosenttia luvusta a. Tunti videoitiin kahdella videokameralla, joista toinen seurasi
opettajaa ja toinen yhta oppilasparia ja heidan tydskentelyadn. Taméan tutkimuksen
tavoitteena oli tutkia opettajan ja oppilaan valisen vuorovaikutuksen laadun
vaikutusta oppilaan oivaltamiseen ja lopullisen kirjallisen ratkaisun oikeellisuuteen.
Tutkimme videoaineiston perusteella erikseen tapauksia, joissa oppilas kysyi
opettajalta neuvoa, ja tilanteita, joissa opettaja teki itse aloitteen. Tutkimustuloksista
selvisi, etta opettajan johdatteleva tyyli vuorovaikutustilanteessa on tehokas oppilaan
oppimisen kannalta. Sill4, kumpi osapuoli teki aloitteen vuorovaikutuksen
alkamiseksi, ei ollut tulosten perusteella merkitysta.

JOHDANTO

Opettajan ohjatessa oppilasta hinen on tarkeda tietdd, milld ohjaustyylilld saavutetaan
paras oppimistulos. Hénen on hyvd tunnistaa oman ldsndolonsa vaikutus
oppimisprosessiin. Tdmén tutkimuksen tavoitteena on tutkia opettajan ja oppilaan
vélisen vuorovaikutuksen laadun vaikutusta oppilaan oivaltamiseen ja lopulliseen
kirjalliseen tuotokseen matematiikan tunnilla. Toisena tavoitteena on selvittdd, miten
oppimistulokseen vaikuttaa se, kumpi osapuoli tekee aloitteen vuorovaikutuksen
aloittamiseksi.

Opettajan ohjauksen tasot voidaan Hihkioniemen ja Leppdahon (2010) mukaan jakaa
pinnalliseen, passivoivaan, ja aktivoivaan ohjaukseen. Ensimmaisessd ohjaustyylissi
opettaja ei keskity olennaiseen asiaan tai antaa asiaan liittyméttomid kommentteja
omasta ldhtokohdastaan. Toisessa tyylissd opettaja keskittyy olennaiseen asiaan ja
kertoo oppilaalle suoraan oikean ratkaisutavan tai pyytdd oppilaalta muita
ratkaisutapoja. Jalkimmaisessd tapauksessa opettaja keskittyy olennaiseen asiaan ja
johdattelee oppilasta tarkastelemaan vastaustaan. Téssé tutkimuksessa tarkasteltavalla
tunnilla opettajan oli tarkoitus soveltaa pddasiassa aktivoivaa ohjausta.

On mahdollista, ettd vuorovaikutustilanteessa opettajalle syntyy oppilaan puheesta
virheellinen kuva tdmdn taidoista. Opettajan tai tutkijan ldsndolo voi Cobbin ja
Bauersweldin (1995) mukaan vaikuttaa oppilaan ratkaisumetodeihin ja tapaan, jolla
hin pyrkii selittiméén tehtdvad ja sen ratkaisua. Oppilas voi esimerkiksi tillaisessa
tilanteessa vain tyytyéd kertomaan opettajalle, ettd hinelld on tehtavaian oikea ratkaisu
sen sijaan, ettd hidn kysyisi opettajalta apua tehtivin ymméirtdmiseen liittyvain

69



Tallila & Tuominen

ongelmaan. Néiiden tulosten valossa oppilaiden lopullisten kirjallisten tuotosten
tutkiminen on hyddyllista tdssd tutkimuksessa.

MENETELMAT
Tutkivan matematiikan tunti: p prosenttia luvusta a

Tutkivan matematiikan tunti pidettiin kahdeksasluokkalaisille prosenttijakson toisella
oppitunnilla.  Ensimmadiselld tunnilla oli késitelty prosentin  maééaritelma.
Tutkimustunnin tavoite oli, ettd oppilaat oivaltaisivat tehtdvien avulla, miten he
saavat laskettua p prosenttia jostakin luvusta (eli prosenttiarvon). Oppilaille jaettiin
viisi sanallista tehtdvdd, joista kolme ensimmdistd késittelivdt prosenttiarvon
laskemista. Kaksi viimeistd tehtdvdd kisittelivdt ongelmia, joissa kulutustuotteen
hinta nousi tai laski p prosenttia (ks. Liite 1).

Aineiston keruu

Tunti videoitiin kdyttdmalld kahta videokameraa ja kahta mikrofonia. Toinen kamera
seurasi opettajaa ja toinen luokan perilld tydskentelevdd oppilasparia. Opettajalla oli
oma mikrofoni kauluksessaan ja toinen mikrofoni oli sijoitettu ldhelle kuvattavaa
oppilasparia. Jokaiselta oppilaalta kerdttiin tunnin lopuksi heiddn kirjalliset
ratkaisunsa.

Aineiston analyysi

Keskityimme analysoimaan opettajan ja oppilaan vilistd vuorovaikutusta sekd sen
vaikutusta oppilaan oivaltamiseen ja kirjalliseen tuotokseen. Tutkimme erikseen
tilanteita, joissa oppilas itse teki aloitteen avun pyytdmiseksi, ja keskusteluja, jotka
opettaja itse aloitti. Vuorovaikutustilanteet luokiteltiin molemmissa tapauksissa
opettajan toimintatavan mukaan. Naiti olivat suora vastauksen kertominen, johdattelu
ja tilanne, jossa opettajan ei tarvinnut auttaa vaan hin toimi kuuntelijan roolissa.
Tadmaén jdlkeen tarkastelimme tilannekohtaisesti oppilaiden lopullista asian hallintaa
analysoimalla heiddn kirjallisia ratkaisujaan. Kiinnitimme siis huomiota siihen,
johtiko opettajan apu lopulta oikeanlaiseen oivaltamiseen. Kirjalliset ratkaisut jaettiin
taysin oikeisiin, melkein oikeisiin, vdériin ja tyhjiin ratkaisuihin.

TULOKSET

Taulukkoon 1 on kirjattu jakauma vuorovaikutustilanteista, joissa opettaja teki itse
aloitteen avun antamiseksi.

Taulukko 1. Tilanteet, joissa opettaja tekee itse aloitteen avun antamiseksi.

Vastaus Melkein

Opettajan toiminta Vaarin Tyhja Yhteensa

oikein oikein
Kertoo vastauksen 0
Johdattelee 4 1 1 6
Kuuntelee 1 1
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Taulukkoon 2 on vastaavasti kirjattu jakauma vuorovaikutustilanteista, joissa oppilas
tekee aloitteen avun pyytdmiseksi.

Taulukko 2. Tilanteet, joissa oppilas tekee aloitteen avun pyytdmiseksi.

Opettajan toiminta Vastaus Melkein ~ Vaarin Tyhja Yhteensa
oikein oikein

Kertoo vastauksen 1 1

Johdattelee 4 2 6

Kuuntelee 0

Tilanne, jossa opettaja tekee itse aloitteen avun antamiseksi

Opettaja: Mités te saitte siitd ykkostehtivéstd ratkaisuksi?
Oppilas A: 1700 ja 68
Opettaja: Ok. 1700 kuulostaa oikealta, miti te sitten ootte tehny?
Oppilas B: 1700 jaetaan 50:1la ja kerrotaan kahdella.
Opettaja: Miks te jaatte 50:114?
Oppilas B:  Ku se on 50 prosenttia siitd koko osasta.
Opettaja: Mutta mités te jo tissa laskitte?
Oppilas A:  No tdssé laskettiin jo se puolet.
Opettaja: Tarviiks teiddn ottaa sitten toista kertaa puolet?
Oppilas B:  Niin se on matkakustannuksista, 1700:sta se kaks prosenttia, mutta miten
sen voi laskea, ei meille oo sitd opetettu
Opettaja: Sitd téssd just harjoitellaan. Mites me viime tunnilla saatiin yksi prosentti?
Oppilas A: Jaetaan sadalla. Sitten yks prosentti kertaa kaks vai?
Oppilas B:  joo, néin se tulee
Téssd tilanteessa opettaja pyrkii aktivoimaan oppilaat perustelemiseen ja

perustelemisen kautta huomaamaan laskuvirheen. Tami ei tapahdu aivan helposti,
koska oppilailla on vahva usko siihen, ettd heididn ratkaisunsa on oikein, vaikka
heiddn perustelunsa eivét sitd tdysin osoita. Opettajan apukysymyksien avulla
oppilaat huomaavat, ettd ei ole tarpeen ottaa 50 prosenttia kahteen kertaan. Mutta
sitten oppilaille tulee uusi ongelma: Miten saa laskettua kaksi prosenttia jostakin
luvusta? Ensimmadinen reaktio on, etti kun asiaa ei ole vield opetettu, niin ei sitd
silloin voi osatakaan. Opettaja kehottaa oppilaita hyodyntdmédidn heidan
pohjatietojaan prosentista. Néin oppilaat keksivit, miten kaksi prosenttia saadaan.
Tassd ensimmadisessd tehtdvdssd oli tarkoitus aktivoida oppilaita opetettavaan
atheeseen, joten opettaja ei vield tdssd vaiheessa vaadi oppilaita ratkaisemaan
tehtdvaa vain yhdelld laskutoimituksella.
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Tilanne, jossa oppilas tekee aloitteen avun pyytamiseksi (Tehtavaan 2.b liittyen)
Oppilas A:  Ei tdhan (laskin) saa edes prosenttimerkkid.
Opettaja: Mutta mitenkés sd voit merkitd sen prosentin ilman prosenttimerkkii?
Oppilas A:  No niin, mutta kun td4 on pakko tehdd yhdelld laskutoimituksella.

Opettaja: Te pystytte tekeméddn sen yhdelld laskutoimituksella laskimella ilman, etti
tarvitsisi kayttdd laskimesta mitddn prosenttimerkkid. Viime tunnilla me
késiteltiin sitd prosentin maédritelméd. Mikd sen prosentin yhteys oli

desimaalilukuihin?
Oppilas A:  Niin se olis 2,39.
Opettaja: Niin se on se yksi prosentti.

Oppilas A:  Hmm.. nolla pilkku..en méé tiedd..luuletko sdé, ettd ma tiedédn?
Opettaja: Joo sé oot ihan oikeilla jéljilla..nolla pilkku..?
Oppilas A: 239

Opettaja: Niin se on nyt se alkuperdinen arvo. Ja siitd siis pitdd ottaa se 37
prosenttia.

Oppilas B:  Voitasko me sanoo se 37 prosenttia desimaalilukuna ja kertoa?

Opettaja: Joo eli voisitteko te nyt sanoo sen 37 prosenttia desimaalilukuja ja kertoa
sitten tuolla luvulla (239)? Miti te saatte siitd?

Oppilas B:  Se sama. (Siis sama vastaus kuin a-kohdassa)

Tassd tehtdvassd oppilas on aluksi turhautunut sithen, ettd laskimesta ei saa suoraan
prosenttimerkkid. Tamédn ongelman kautta pdastddn kisiksi siithen, ettd miten
laskimeen voidaan merkitd jokin prosenttiluku desimaaliluvun avulla. Oppilas B ei
kommentoi tilanteen alussa yhtddn mitdidn. Oppilaan A esittdessd kysymyksii ja jo
hieman turhautuessa, oppilas B péésee jyville ja ehdottaa ratkaisumenetelmaa.

POHDINTA

Tutkimuksemme tavoitteena oli selvittdd, miten opettajan toiminta vaikuttaa
oppilaiden oivaltamiseen. Lisdksi tutkimme, ettd onko silld eroa oivaltamiseen,
kysyykd oppilas itse neuvoa vai meneekd opettaja auttamaan oppilasta oma-
aloitteisesti. Koska tutkimukseemme siséltyi vain yksi 45 minuutin oppitunti 20
oppilaan ryhmadlle, tuloksista on vaikea tehdd varmoja johtopadtoksid. Joka
tapauksessa tdma tutkimus osoittaa, ettd opettajan keinoista johdatteleminen toimii
usein tehokkaasti. Se johtaa ldhes aina oikeanlaiseen ratkaisuun.

Jaoimme opettajan toiminnan siis kolmeen osaan: kertoo vastauksen, johdattelee ja
kuuntelee. Kuunteleminen tarkoittaa sitd, etti opettaja on oppilasparin luona ja
kuuntelee. Hidnen ei tarvitse sanoa mitdén, koska oppilas oivaltaa tehtdvin jo
selostaessaan sitd &ddneen opettajalle ja toiselle oppilaalle. Ndméd tilanteet ovat
oppimisen kannalta merkittdvid. Tutkimustunnilla oli yksi tdllainen tilanne, jossa
opettaja meni oma aloitteisesti oppilaiden luokse ja oppilas selitti ratkaisua
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opettajalle. Tutkimustuloksiimme ei ole poimittu videolta tilanteita, joissa oppilaat
selittdvit ratkaisuideoita toisilleen ja oivaltavat ratkaisun. Mutta riippumatta siitd
onko vuorovaikutus opettajan ja oppilaiden vilistdi vai vain oppilaiden vélista,
tulimme siithen tulokseen, ettd matematiitkan opettajan tulisi kannustaa oppilaita
entistd enemmin pukemaan sanoiksi sitd ajatuksen juoksua, mitd he péddssdin
toteuttavat.

Yllattdvintd tutkimuksessa oli se, ettd tilanteita, joissa oppilas tekee aloitteen avun
pyytdmiseksi, oli yhtd paljon kuin tilanteita, joissa opettaja tekee itse aloitteen avun
antamiseksi. Molemmissa tapauksissa opettaja kaytti selkedsti eniten johdattelun
keinoa. Tutkimustunnilla tuli esille tilanne, jossa oppilaspari kysyi neuvoa tehtdvin
2.b (Liite 1) ratkaisemiseksi, koska he olivat ratkaisseet jo a-kohdan suoraan yhdella
laskutoimituksella. Téssé tilanteessa opettaja olisi voinut edelleen kéyttdéd johdattelun
keinoa ja ohjata oppilaat itse huomaamaan, ettd hehidn ovat jo ratkaisseet tehtdvén.
Nyt opettaja mainitsi oppilaille asiasta suoraan eli luokittelimme tdmén taulukossa 2
tilanteeksi “kertoo vastauksen”.

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Prosenttilasku  tuntui aluksi todella haastavalta aiheelta tutkimustehtiavina
toteutettavaksi. Padtimme valita opetustunnin heti kurssin toiselle tunnille, jolloin
oppilailla olisi pohjatietona vain ensimmadiselld tunnilla maéritelty prosentti. Juuri
ennen tunnin alkua paljastui kuitenkin, ettd kyseinen luokka oli késitellyt
opetussuunnitelmasta poiketen prosenttilaskuja jo seitseménnelld luokalla. Asia ei
siis ollutkaan oppilaille aivan uutta. Tdmén vuoksi oppilaat laskivat tehtivit todella
nopeasti.

Kehittdisimme tdtd tuntia lisddmadlld tehtdviin vield haastavampia tehtivia.
Esimerkiksi muutama korkolasku voisi toimia tdssd yhteydessd syventdvina
lisdharjoituksena, koska oppilaat kysyivit, ettd miksi on hyodyllistd laskea vain
yhdella laskutoimituksella. Mutta vaikka asiat olivat oppilaille tutumpia kuin me alun
perin oletimme, tdma tutkimus osoittaa, ettd tutkimustehtavaidea toimi siis my0s télle
ryhmaille ja tdssd ldhtotilanteessa. Ainoa ongelma oli siis se, ettd tehtdvad ei ollut
tarpeeksi jokaiselle parille.

Tutkimuksemme késitteli vain yhtd 45 minuutin oppituntia yhdelle oppilasryhmiéille.
Tutkimuksessa tulisi olla huomattavasti laajempi otos, ettd pystyisi tekemiin
varmempia johtopditoksid opettajan toiminnan merkityksestd. Toimivin tapa voisi
olla toteuttaa tutkimus ensin pienemmadlld oppilasméirélld ja testata, ettd onko
tehtaviat laadittu tutkimuksen aihetta silmélld pitden oikean tasoiseksi. Vasta
testikierroksen jdlkeen olisi vuorossa varsinainen tutkimus laajemmalla otoksella,
josta pystyttdisiin tekemddn tutkijayhteis6d laajemmin hyodyttavid johtopadtoksia.
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA
Tutkimustehtdva/8.1k/prosenttilaskenta

Tavoite:

Edelliselld tunnilla oppilaat ovat tutustuneet prosentin késitteeseen. Tutkivan
matematiikan tunnilla oppilaiden tulisi oivaltaa tehtdvien avulla, miten he saavat
laskettua p % jostakin luvusta.

Toteutus:

Oppilaat laskevat tehtdvit erillisille papereille, jotka kerdtdan ennen loppukoontia
pois (tdimd sen vuoksi, ettd oppilaat eivdt endd tee muutoksia ratkaisuihinsa).
Loppukoonnin ajaksi oppilaat ottavat omat vihot esille ja tekevit merkinnit sinne.
Niin oppilaille jad my06s padpointti tunnin aiheesta vihkoon.

Kotitehtdvani tunnilta s. 13 teht. 9 ja 15.

Tehtavamoniste:

TUTKIMUSTEHTAVA
NIMET:

Tehtava 1:

Jyviskyldn Normaalikoulun erds luokka suunnittelee leirikoulumatkaa. Luokalla on
jo kerdttynd 3400 €. Jo kerdtyistd varoista 50 % menee matkakustannuksiin.
Matkustus tapahtuu linja-autolla. Linja-auton kuljettajana toimii erddn oppilaan isa.
Linja-auton kuljettajan palkkio on 2 % matkakustannuksista.

Ratkaise edelld annettujen tietojen perusteella, kuinka paljon matkakustannukset
ovat ja kuinka paljon luokka maksaa palkkiota linja-auton kuljettajalle.

Tehtava 2:

Kauppias lupasi tukea luokan leirikoulumatkan varainkeruuta antamalla 37 %
alennusta myyjiisten leivonta-aineista.

a.) Kuinka paljon kauppias antoi alennusta (€)?

b.) Kehittdkaa sellainen menetelma, ettd ratkaisu saadaan yhdelld laskutoimituksella
(niin, ettd laskimeen tarvitsee sijoittaa vain yksi laskutoimitus)
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Tehtava 3:

Laskekaa tehtavassa 2.b kehittelemillanne menetelmalla:

Kuinka paljon kauppias antaa lasketteluvélineistd alennusta (€), jos lasketteluvilineet
maksavat normaalihintaisena 1342 € ja tiedetddn, ettd kauppias lupaa laskettelijalle
18% alennuksen?

Tehtava 4:

Kauppias joutuu nostamaan makeisten hintoja. Lakupakettien hinta nousee 11 %.
Hinta ennen korotusta oli 100kpl:een lakupaketista 23€.

a.) Miké on uusi hinta?
b.) Kehittdkai sellainen menetelma, ettd ratkaisu saadaan yhdella laskutoimituksella.

Tehtava 5:

Kauppias lupasi 1200 euron hintaisesta tietokoneesta alennusta 150€ ja jiljelle
jaavistd hinnasta vield 2,0 % kéteisalennuksen pyoristien loppusumman alaspéin
tdysiin kymmeniin euroihin. Miké oli lopullinen hinta?
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Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

Tassa artikkelissa kerromme tutkimuksesta, jossa opetimme peruskoulun
8.luokkalaisille kaksi matematiikan tuntia tutkivan matematiikan keinoin. Tuntien
aiheina olivat perusarvon laskeminen ja korko. Tarkastelimme tutkimuksessa
oppilaiden erilaisia tehtdvien ratkaisuja sekd péaattelytapoja. Havaitsimme
johdonmukaisuutta tehtdvasta toiseen siirryttaessa. Mikali oppilas oli kayttanyt
haluttua ratkaisutapaa helpommissa tehtéavissa, yleensd han onnistui  myos
soveltamaan  sitd  vaikeammissa  tehtdvissd.  Vaikka oppilas omalla
ratkaisumenetelmalld sai oikean vastauksen helpoissa tehtavissa, niin ongelmia tuli
haastavimmissa tehtavissa jossa oikeasti olisi tarvittu haluttua ratkaisutapaa.

JOHDANTO

Pidimme kaksi tutkivan matematiikan tuntia erdille kahdeksannelle luokalle, jonka
tunteja olimme kéyneet pitdmissid aiemmin muutaman kerran. Ryhma oli siis osittain
tuttu, mutta aivan henkildkohtaisesti emme kuitenkaan oppilaita tunteneet.

Héhkioniemen (2010) mukaan tutkivan matematiikan tunnin ideana on, etti oppilaat
johdatellaan uuteen aiheeseen, johon he alkavat itse muodostaa teoriaa
apukysymysten avulla. Tamén olisi tarkoitus lisdtd oppilaan omaa ajattelua ja siten
syventdd oppimista. Pehkosen (2003) mukaan opetuksen paddmaidiridnd tulisikin olla
syvempi ymmaértdminen, eikd pelkdn laskutaidon oppiminen. Pehkonen korostaa
kuitenkin, ettd pelkkd ymméirtiminen ei riitd vaan myos laskutaitoa tarvitaan.
Sullivanin ym. (2006) mukaan tutkivassa matematiikassa on mahdollista saada kaikki
oppilaat osallistumaan matemaattiseen ajatteluun.

Tunneillamme tutkivaa matematiikkaa toteutettiin siten, ettd jaoimme oppilaille
monisteen jossa oli tarkkaan mietityt tehtdvét siten, etti ne johdattelivat hyvin
atheeseen. Néiden tehtdvien avulla oppilaiden oli tarkoitus itse tutkimalla keksié
yleinen periaate sen tyyppisten tehtdvien laskemiseen. Ensimmaiset tehtdvit tehtiin
opettajan johdolla esimerkinomaisesti, jonka jilkeen oppilaat alkoivat pareittain
ratkaista muita tehtévia.

MENETELMAT
Tunti aiheesta perusarvon laskeminen

Tunnin alussa oppilaille jaettiin moniste (ks. Liite 1), jossa oli viisi tehtdvdd. Alussa
oli kaksi lammittelytehtdavaa, jotka kaytiin lyhyen miettimisen jélkeen yhdessa ldpi
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opettajan johdolla. Niissd tehtdvissd piti laskea kdnnykan hintaa, kun alkuperdinen
hinta ja alennusprosentti olivat annettu. Loput kolme tehtdvad jiivdat oppilaiden
ratkaistaviksi. Tehtdvit oli aseteltu siten, ettd viimeisen tehtdvén ratkaisu oli tunnin
tavoite ja kaksi edellisti tehtivdid pyrkivdt johdattelemaan viimeisen tehtdvin
ratkaisuun mahdollisimman hyvin. Tehtdvissd 3 ja 4 oppilaiden piti ratkaista
ympyrdn pinta-ala, kun osa pinta-alasta oli annettu. Viimeisessd eli tunnin
tavoitetehtdvéssd piti ratkaista syntyvin mehun méérd, kun tiivisteen ja veden
sekoitussuhde tiedetdén.

Tunti aiheesta korko

Tarkempi tunnin aihe oli korkoa korolle. Paipiirteittdisend tunnin tavoitteena oli, ettd
oppilaat keksisivit kaavan miten lasketaan tilin rahamééard n. vuoden kuluttua, kun
alkupddoma ja vuosittainen korko ovat tiedossa. Oppilaat saivat etukiteen laaditun
tehtdvimonisteen (ks. Liite 1), jossa oli useita tehtdvid. Tunnin tavoitetehtdva oli 2-
tehtdvd jossa oli useampi alakohta. 1-tehtavd oli johdantotehtdvd, jonka oppilaat
ratkaisivat ensiksi ja se kdytiin yhdessé lipi ennen kuin oppilaat siirtyivit tehtavissa
eteenpdin. Ensimmaisessd tehtdvéssd tehtdvdnd oli laskea vuoden aikana kertynyt
koron maird, kun alkupddoma ja korkoprosentti tunnettiin. Tehtdvdn alakohdissa
korkoprosentin maéaérd vaihteli. 2-tehtdvdssd pyydettiin laskemaan tililld olevaa
rahamiird, kun alkupddoma ja korkoprosentti tunnettiin. Ensimmaéiset alakohdat (a-c)
olivat yhden, kahden ja kolmen vuoden jilkeen, joissa tavoitteena oli ettd oppilaat
keksisivdt idean mitd vuosien vililld itse asiassa tapahtuu ja ettd heilld olisi
edellytykset ratkaista seuraavat alakohdat(d-g) eli rahaméaéra 10, 30, n ja 17 vuoden
kuluttua. Monisteen loput tehtdvit olivat lisdtehtavityyppisia.

Aineiston keruu

Molemmat tunnit kuvattiin kahdella kameralla ja langattomilla mikrofoneilla siten
ettd toinen kamera seurasi opettajaa ja toinen etukiteen valittua paria. Tamén lisdksi
kerdsimme monisteet, joihin oppilaat tekivét ratkaisunsa.

Aineiston analyysi

Analysoimme tissd tutkimuksessa ldhinnd oppilaiden tekemid ratkaisuja.
Analysoinnin kohteena olivat piddasiassa monisteet, joista 16ytyi oppilaiden ratkaisut,
mutta my6s vidoista oli hyotyd kun mietimme kuinka oppilaat olivat johonkin
ratkaisuun péétyneet.

TULOKSET
Perusarvon laskeminen

Tunnilla, jossa aiheena oli perusarvon laskeminen, oppilaiden ratkaisut voitiin jakaa
joko kahteen tai kolmeen luokkaan tehtévista riippuen. Oppilaiden kayttdmaét erilaiset
ratkaisut 10ytyvét Liitteestd 2, jossa ratkaisut on luokiteltu siten, ettd tapa 1 on
opettajan kéyttdma ja paras ratkaisutapa, jossa tilanteesta muodostetaan yhtilo ja
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ratkaistaan se. Esimerkiksi tehtdvéssd 3 yhtdlo on seuraava %x =6. Tavat 2 ja 3 ovat

oppilaiden muita ratkaisutapoja. Virheelliset tavat olivat joitakin aivan muita tapoja,
etvitkd ne sisdlly oikeisiin tapoihin 1-3.

Tehtdvissd 3 ja 4 oppilaat olivat kidyttineet tapaa, jossa oli ensin laskettu ympyrasta
yhden sektorin pinta-ala ja timén avulla laskettu koko ympyrin pinta-ala. Tdma tapa
sai koodin tapa 2.

Tehtdvéssa 5 kdytetty tapa 2 oli laskea ensin paljonko on 10 % mehusta ja sen avulla
100 % eli mehun méadrd. Tapa 3 taas oli monimutkaisempi ja sitd esiintyikin
ainoastaan kahdessa lapussa. Siind laskettiin ensin, montako prosenttia veden mééra
on tiivisteen mdadrdstd. Tdmédn avulla saatiin veden madrédlle absoluuttinen arvo.
Lopuksi liséttiin yhteen veden mééré ja tiivisteen maaré.

Taulukko 1: Ratkaisutapojen esiintyminen

Tapal Tapa2 Tapald Vaaria

Tehtava 3 3 15 1
Tehtava 4 5 13 1
Tehtava 5 9 4 2 7

Tapa 2 oli selvisti yleisin tehtdvien 3 ja 4 osalta, joka saattoi johtua siité, ettd ne
tehtivét olivat ehkd hieman liian helppoja. Néin ollen oppilaat pystyivét pdédtteleméddn
tehtavit, eikd haluttua yhtilod tarvinnut muodostaa. Kuitenkin ne oppilaat, jotka
olivat kdyttineet tapaa 1, osasivat myos helposti ratkaista tehtavidn 5 kdyttden siindkin
tapaa 1. Muilla oppilailla oli selvisti enemmén vaikeuksia viimeisen tehtdvan
ratkaisemisessa, ja siten siiné erilaiset ratkaisutavat jakautuivat tasaisemmin ja myos
vadrid ratkaisuja oli selvisti enemman.

Korko

Tunnilla jossa aitheena oli niin sanottu korkoa korolle, opettajan kdyttdma&d parasta
ratkaisutapaa kéytti reilu kolmannes oppilaista (7 kpl), toisenlaista ratkaisutapaa
kolmannes (6 kpl) ja véédran vastauksen oli saanut vajaa kolmannes oppilaista (5 kpl).
Vidrissd vastauksissa ongelmana oli ldhinnd se, ettei oltu havaittu, ettd myds
aiemmin maksettu korko kasvaa korkoa seuraavina vuosina. Ne oppilaat, jotka olivat
kiyttineet ensimmadisissd kohdissa (a-c) parasta ratkaisutapaa, olivat, paitsi
ylipddtddn pddsset laskemaan, myds saaneet oikean vastauksen jélkimmaisissé
kohdissa (d-g).

Toinen kéytetty ratkaisutapa oli laskea koron méiédrd (yhden prosentin kautta tai
ilman) ja lisdtd se pddomaan. 6 ratkaisusta vain yhdessd oli paddytty oikeaan
ratkaisutapaan jalkimmaisissd kohdissa. 2 oppilasta oli pddtynyt vadradn ratkaisuun ja
3 oppilasta ei ollut pidssyt eteenpdin. Ongelmia oli tullut kun ei endd tiedettykdin
tarkasti edellisen vuoden jélkeen tililld ollutta pddoman méaraa.
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Seuraavanlainen keskustelu kiytiin opettajan ja oppilaan vélilld kun oppilas pohti
miten korko lasketaan 10 vuoden kuluttua:

Oppilas: Miten td4 10 vuoden kohdalla tulee?

Opettaja: Nyt sé oot tdssd (a-kohta) kertonu 1,03:1la, eik6?
Oppilas: Joo

Opettaja: Mités sé oot tdssd (b-kohta) tehny?

Oppilas: Tai on kerrottu 1,03:1la

Opettaja: Joo, entis tddléd (c-kohta)?

Oppilas: Taa on kerrottu 1,03:11a

Opettaja: Joo, eli mita s oot tehny tavallaan yhteensi?

Oppilas: No, 3 kertaa tdé kertaa... (jd4 miettimaan)

Opettaja: Eli sd oot kolmesti kertonu 1,03:1la tddla (c-kohdassa). Eli miten noin
matemaattisesti?

Oppilas: Taa (1,03) kertaa kolme kertaa ti4 (alkupddoma)

Opettaja: Lihes, ei kertaa vaan...

Oppilas: Potenssiin.

Opettaja: Jep.

Tassd keskustelussa opettaja yritti johdatella ymmartdméaan mitd oppilas on laskenut.
Oppilaan tuli ymmaértii yleinen periaate laskujen takana, jotta seuraavaan vaiheeseen
olisi ollut mahdollista paisté. Pelkélld laskemisella se olisi ollut turhan tyolasta.

POHDINTA

Prosenttilasku on aiheena sellainen, ettd tehtivissd on yleensd monia erilaisia
ratkaisuvaihtoehtoja. Téassd tutkimuksessa havaittiin, ettd vaikka meilld oli
suhteellisen pieni ryhmi jota tutkittiin, niin silti erilaisia ratkaisumalleja 10ytyi
monissa tehtidvissa.

Prosenttilaskut ovat vaativimmissa laskuissa myos varsin hankalia, mikéli ainoa
kaytossd oleva ratkaisutapa on laskea yhden prosentin kautta. Prosenttilaskujen
opetuksessa voisi jatkon kannalta olla hyoddyllisintd mikéli oppilaat opetettaisiin
kayttdmadn kertolaskumuotoa.

Tutkivan matematiikan tunneilla aiheeseen johdattelevat tehtidvét ovat selvistikin
tarkedssd roolissa oppimisen kannalta. Téssd tutkimuksessa havaittiin, ettd oppilaat
osasivat kdyttdd helpompien tehtdvien ratkaisumallia my6s vaikeampien tehtdvien
tekemiseen. Tehtdvien muotoilu siten, ettd oppilaat kayttavét haluttua ratkaisumallia
helpoissa tehtidvissd on kuitenkin haasteellista. Perusarvon laskemista késittelevélla
tunnilla tdssd onnistuttiin osittain, mutta olisi ollut parempi, jos vield useampi oppilas
olisi ottanut halutun ratkaisumallin kaytt6on.
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KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Tutkiva matematiikan toteuttaminen vie melko paljon aikaa, koska yhteen aiheeseen
tarvitaan tutkiva tunti seka laskuharjoitustunti. Myos 45 minuutin oppitunti on turhan
lyhyt tutkivan matematiikan tunniksi. Huomasimme molemmat ettd koontivaihe jii
todella lyhyeksi. Tutkivan matematiikan tunnin toteuttaminen kertaalleen on melko
tyOldstd, mutta jos samaa tuntia toteuttaa useammin, niin opettaja pddsee tunnin
valmistelussa melko vidhélld. Annettuja tehtdvid pystyy my0s muuttamaan
jélkikiteen, mikili opettaja havaitsee niissa puutteita.
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LIITE 1: TEHTAVAMONISTEET

PERUSARVON LASKEMINEN

1. Kannykan hinta on 355€. Saat siita alennusta 30%. Mika on kannykan hinta
alennuksen jalkeen?

2. Kannykan hinta on x. Saat siita alennusta 20%. Miten lasketaan kannykan
alennettu hinta?

3. Varitetyn kuvion pinta-ala on 6. Mika on koko ympyran pinta-ala?

4. Varitetyn kuvion pinta-ala on 7. Mika on koko ympyran pinta-ala?

5. Mehuun tarvitaan 30% tiivistetta. Kuinka paljon mehua saadaan, jos
tiivistetta on 1,5 litraa? Piirra kuva, muodosta yhtalo ja ratkaise.
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KORKOLASKUJA

1. Henrilla on tililldén rahaa 6000€. Kuinka paljon se kasvaa korkoa vuoden aikana
kun korko on

2) 2,0 % b) 2,5 %

2. Mikko vie vuoden alussa pankkitililleen 3500€. Tilin korko on 3,0 % ja se
maksetaan vuosittain vuoden lopussa. Tililtd ei nosteta rahaa missdin vaiheessa.
Kuinka paljon tililld on rahaa

a) 1 vuoden b) 2 vuoden ¢) 3 vuoden
d) 10 vuoden ¢) 30 vuoden f) n vuoden
g) 17 vuoden kuluttua?

h) kuinka monta prosenttia pddoma on kasvanut 5 vuodessa?

1) Kuinka monen vuoden kuluttua korko on tuottanut yli 1200€?

3. Minnalla on vuoden alussa tililld4n rahaa 2000€. Tilin korkoprosentti on 2,0 %.
Kuinka paljon rahamiira on tuottanut

a) 6 kuukauden b) 7 kuukauden  c¢) 18 kuukauden kuluttua?

4. Kuinka suuri pddoma kasvaa 4 vuodessa 4545 euroksi jos tilin korkoprosentti on
3,0 % ?

5. Erdén alueen bakteerikanta kasvaa 4 prosenttia vuodessa. Jos bakteerikanta on
aluksi 10 000, niin kuinka suuri kanta on

a) 5 vuoden b) 6,5 vuoden ¢) 8,8 vuoden kuluttua?

83



Koivulahti & Leskinen

LIITE 2: RATKAISUTAVAT PERUSARVOTUNNILLA
PERUSARVON LASKEMINEN

1. Kénnykén hinta on 355€. Saat siité alennusta 30%. Mik& on kénnykén hinta
alennuksen jélkeen?

O, %0 355 £ = L\ 50 £

2. Kinnykin hinta on x. Saat siitd alennusta 20%. Miten lasketaan kidnnykéin
alennettu hinta?

O0.%0" *

3. Viritetyn kuvion pinta-ala on 6. Miké on koko ympyrin pinta-ala?

b Tapal: Toge 2
LY e ta

':SK*"r)—L\ W =

_ = yL=8

4. Viritetyn kuvion pinta-ala on 7. Miké on koko ympyrin pinta-ala?
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5. Mehuun tarvitaan 30% tiivistettd. Kuinka paljon mehua saadaan, jos tiivistettd on
1,5 litraa? Piirrd kuva, muodosta yhtil6 ja ratkaise.

Toget: Tagal:  30% =154
O30-x = 151 =S A0 = 05 L
. A5k = g ) 1
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TEHTAVANANNON YHTEYS OPPILAIDEN MOTIVAATIOON
JAOLLISUUDEN JA LUKUJONOJEN TUNNEILLA

Ida Arhosalo ja Esko Hayrynen
ida.arhosalo@jyu.fi, esko.hayrynen@jyu.fi
Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskylin yliopisto

Tassa artikkelissa kerromme tutkimuksesta, jossa toteutimme kaksi tutkivan
matematiikan tavoitteiden mukaan suunniteltua tuntia peruskoulun viimeiselle
luokalle. Tunneilla oli erilaiset tehtavanannot, ja tarkastelemme téassa artikkelissa
erilaisten tehtdvanantojen vaikutusta oppilaiden motivaatioon. Tutkimuksemme
perusteella vaikutti silta, etta talla ryhmalla suora perustelujen pyytaminen ei ollut
niin tehokas motivoinnin véaline kuin perustelujen hakeminen epasuoremmin
johdattelevien kysymysten kautta.

JOHDANTO

Pidimme kaksi matematiikan tuntia eréélle jyvaskylildiselle yhdeksinnelle luokalle.
Molemmilla oli ollut kontaktiopetusta jo useampia kertoja Iuokan kanssa
aikaisemmin, joten molempien tuntien opettajat olivat oppilaille tuttuja. Tunneilla
pyrittiin noudattamaan tutkivan matematiikan opetustyylid, jolloin oppilaat pyrkivét
itse perustelemaan teorioita eivdtkd ainoastaan laskeneet annettujen sddntdjen
pohjalta tehtdvid. Toisella tunneista kaytettiin lisdksi apuvilineend GeoGebraa.

Pehkonen (2003) kuvaa viimeisen parinkymmenen vuoden aikana kehitettya
konstruktivistisen oppimiskidsityksen mukaista opetustapaa, jota toteutetaan usein
niin sanottujen avoimien tehtdvien avulla. Avoimia tehtdvid luonnehtii se, ettd
ratkaisuja ja ldhestymistapoja saattaa olla useita. Avoimet tehtidvat ovat tyypillisid
tutkivassa matematiikassa. Héhkioniemen (2010) mukaan tutkivan matematiikan
opetusmenetelmissd pyritddn vilttdiméidn “mallista oppimisen” metodia. Myds
avoimien tehtiavityyppien kaytto tukee téta.

MENETELMAT
Tuntien aiheina jaollisuus ja lukujonot

Tunnin C aiheena oli jaollisuus. Oppilaille jaettiin tehtdvdmoniste, jossa oli
kahdeksan véitelausetta, joista osa oli tosia, osa ei. Vairit lauseet piti korjata ja sitten
perustella niin todet kuin korjatutkin véitteet. Esimerkiksi tehtédvéssd 1 oli viite Jos
luku on kahdella jaollinen, se pdéttyy numeroon O tai 27, joka piti korjata muotoon
”Jos luku on kahdella jaollinen, se paittyy numeroon O tai 2, 4, 6 tai 8.” Lisdksi
tarkoituksena oli siis myos todistaa viite.

Tunnin D aiheena oli geometrinen ja aritmeettinen lukujono. Oppilaille jaettiin
tehtdvamoniste, jossa oli esitetty kaksi eri viikkorahan maksutapaa. Toisessa
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vitkkorahan méaarastd muodostui aritmeettinen jono, toisessa geometrinen. Tehtavana
oli vertailla ndiden kahden vaihtoehdon edullisuutta eri ajankohtina. Lisdksi
monisteessa oli ohje ”Havainnollista GeoGebralla, jos mahdollista!™.

Aineiston keruu

Molemmat tunnit kuvattiin kahdella kameralla. Toinen kameroista seurasi opettajaa,
jolla oli mikrofoni, toinen kamera seurasi ennakkoon valittua paria. Seurattavat parit
eivit olleet tunneilla samoja. Tunnilla D videoitu pari on oppilas O1 ja oppilas O2.
Keskusteluotteissa tunnin C opettajaan viitataan kirjaimella C, tunnin D opettajaan
kirjaimella D ja oppilaisiin nimikkeilld O1 ja O2. Vaikka tunnilla C oppilaiden O1 ja
02 tyOskentelyd ei jatkuvasti tallennettu, syntyi oppilaan O2 tydskentelystd melko
paljon aineistoa, silld opettaja C ja oppilas O2 kivivit useaan otteeseen keskustelua.

Aineiston analyysi

Kiinnitimme analyysissimme huomiota oppilaiden motivaatioon. Keskityimme
opettajien ja oppilaiden véliseen keskusteluun tai sen puuttumiseen. Erityisesti
kiinnitimme huomiota sithen kuinka paljon opettaja joutui patistelemaan oppilaita
tehtdvien teossa ja kuinka innostuneita oppilaat kommenttien perusteella tuntuivat
tehtdvistd olevan.

TULOKSET

Tunnilla C oppilaat keskittyivéit selvittimééin viitteiden oikeellisuutta ja korjaamaan
viitteitd, mutta perusteleminen ei endd tuntunut kiinnostavan. Opettajan oli
painostettava ja perusteltava perustelun tarvetta. Seuraavassa keskustelukatkelmassa
oppilas O2, on korjannut tehtidvin 1 véitteen ja opettaja C yrittdd kannustaa oppilasta
myds perustelemaan.

C: No, tota mist se johtuu.. osaisit si..

02: No koska ne on jaollisia kahella.

C: Niin ne 2,4,6 ja 8.

02: Niin, ne on kaikki jaollisia kahella. Ei siiné tarvita mitdén perusteluja.

Oppilas O2 onnistuu lopulta perustelemaan tehtdvin 1 véitteen. Opettajan painostus
on kuitenkin merkittavaa:

C: No entds, mist se johtuu ettd joku isompi luku, vaikka 14, on jaollinen
kahella?

02: No koska se viimenen on jaollinen kahella.

C: No minka takia se riittdd kattoa sitd viimestd numeroa?

02: No jos se viimenen ois pariton, niin silloin se luku ei mitenkddn voi olla
jaollinen kahella..et se menis tasan.

C: Mist sé tiiét?

02: No koska parittomat numerot ei oo jaollisia kahella
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No entis kun si katot sitd koko lukua?

Se on ihan sama mité sielld edessd on kun sen voi aina jakaa kahella. Jos
se viimenen numero on parillinen.

Al niin, et ne aikasemmat numerot, ne voi aina jakaa kahella?
Ne voi aina jakaa kahella jos viimenen on parillinen.

Mitké kaikki voi jakaa kahella? Mitka edelliset? Mitd sd oikeen tarkotat,
ma en ihan...

No jos sul on vaikka, sanotaan nyt 5, 3, 2, 4 (5324). Niin jos se viimenen
on parillinen niin silloin s voit jakaa ne kaikki kahella. Tai silleen niinku
sen koko luvun kahella, et sd niitd kaikkia erikseen voi tietenkdin jakaa
kahella

No mist se johtuu et tdn koko luvun voi jakaa kahella? .. Ton nékee, et ton
nelosen voi...

Ne on niitd pyoreitd tuhansia, pyoreitd satoja, pyoreitd kymmenid, joihin
on vain lisdtty toi yks numero tuolla lopussa. Et se on se yks numero joka
ratkasee, eikd se koko numero siis.

Ja mikd ominaisuus niissi pyoreissd kymmenissa..

No ne on parillisia eli ne on jaollisia kahella! Sa sekotat mun paata tassa!
Me pois!

S4, joo..kyl. Sé oot ihan sielld mitd méa hain.

Ne kaikki kokonaisia tuhansia, satoja ja kymmenid jotka on kaikki

jaollisia kahella joten se koko luku on jaollinen kahella jos vaan se
viimenen ei o pariton.

Joo, just. Toi olis oikeen tdydellinen perustelu, jos viel haluut kirjottaa...
No, se oli hyvé! Ja samal tyylil sd voit miettii miten ne muutkin tehtdvit,
niis on than sama, niinku et jos pitiis perustella - -

Tunnin C tehtdvidnantoa oppilaat eivét kyenneet itsendisesti suorittamaan loppuun.
Heitd hdmasi se, ettd perusteltavana oli sdéntdjd, jotka heille oli jo aiemmin opetettu.
Seuraavassa katkelmassa nidkyy melko negatiivinenkin asenne, jonka tehtdvédnannon
loppuun viemiseen patistaminen aiheutti:

02:

C:

Ol:

C:

02:

Mistd thmeestd mind tieddn, mistd se johtuu etti - -
Sa voit sen selvittda.

2+2=4, se nyt vaan sattuu menemaén niin.

Téssd teilld on kylld ihan tdydet mahdollisuudet...

Sa haluut jonku miljoonavoiton silli et me keksitddn joku sddntd. Ei
todellakaan..!
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Oppilaat kaipasivat paljon ohjeistusta perustelemiseen, erityisesti sithen millainen
todistusvoima erilaisilla perusteluilla on. Perusteluksi ehdotettiin riittdvin useaa

kokeilua:
C:

Ol:
C:
Ol:
C:

No nytte te ootte itse vakuuttuneita ettd td4 on uskottavan kuulonen viite.
Kun te kokeilette laskimella niin siltd se ndyttdd ettd se menee noin.

No meneeko se niin?
No siltéd se ndyttdaad laskimella kokeillessa.
Sa varmaan tiedat sithen vastauksen.

No yrittdkddpa te miettid et onks se oikeesti niin.

Tunnilla D oppilaat puolestaan aloittavat tyonteon erittdin ripedsti opettajan D jaettua
tehtavimonisteen. Oppilaspari lukee tehtdvinannon lapi ja kéyvit lyhyen

sananvaihdon:

Ol:
02:
Ol:
02:
Ol:

02:

Ei ainakaan B:td kannata ottaa.
Testataan.

Varmaan pitdi tehd joku yhtalo.
Millon me saadaan nopeimmin rahaa.

Todennékoisesti se on nopein ...(ei saa selvdd).. Minkilainen yhtidlo me
tadhin tehdan?

06. Ootas mietitdan..

Oppilaat alkavat siis heti hommiin, vaikka D ei ole vield ehtinyt ohjeistaa tehtivaa
yleisesti luokalle. Pohdittuaan hetken oppilaat O1 ja O2 valitsevat vaihtoehdon B
paremmaksi. He onnistuvat tekemiin analyysin siitd, ettd A:lla saa lyhyessd ajassa
enemmain rahaa, mutta B kasvaa pitkélla aikavililld nopeammin:

Ol:
02:
02:
Ol:

Ol:
02:
Ol:

02:

Jos saa pitkéén, nii se on B. Jos lyhyemman aikaa, niin A.
Nyokkéa.
-- Miten se lasketaan?

Nii en ma tiid. Tdssd se on vaa eka kymppi sit 30, 50, 70.. Nii en mé tiid
kai siitd joku suora pitéis tehi.

A:sta tulee suora ja tastd joku hyperbeli tai joku semmonen.
Eihén tuu.

Tuleehan ku se alkaa nousta nopeemmin koko ajan. Sit, ku se tuplaantuu
sadasta kahteen sataan, se muutos on niin suuri.

Aaa (myontdd). Nii eli toi on aina.. Jos kulmakerroin on kaks, nii se aina
tuplaantuu.

Oppilaat alkavat heti hahmotella ratkaisua GeoGebralla asettamalla x-akselille viikot
ja y-akselille viitkkorahaméérdn. O2 kayttaa tietokonetta ja O1 ideoi. A-vaihtoehdosta
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he saavat tehtyd nopeasti suoran. Parin tyOskentely on melko tasapainoista ja he
etenevit tehtaviassd samaa vauhtia.

Ol:

02:
Ol:

02:

Ol ja O2:
Ol:
02:
Ol:

A menee. Eiks se mee, ku laittaa kymmenen kohalle pisteen ja sitte pistda
kolmenkympin kohalle pisteen ja siirtdd A:n suhteen. Nii eiks se tuu
sillain ne kaikki seuraavatki?

Eli ne tulee niinku

Laita sithen nollan viikon kohalle. Jos tdssd on niinku nolla viikkoo
(ndyttdd y-akselia), nii laittaa kymmenen euroo ja sitten laittaa yhteen
kolmeen kymmeneen.

Ma voin teha tdiltd sen (kirjoittaa syottokenttddn). Yks pilkku kolkyt. Sit
tulee kaks...

Kaks ja viiskyt.
Noin. Ja sit sithen piirtdd vaan suoran.
Tehéén vield kolme ja seitkyt ja neljd pilkku 90.

Eikohin noihin saa jotenki suoran piirrettya

He osaavat lukea kuvaajaa ja tutkivat milloin viikkoraha ylittdd 1000 €. Jatkaen
samalla idealla oppilaat alkavat syottdd B-vaihtoehdon madrddmid pisteitd oikein
koordinaatistoon. Vasta tidssd vélissi D tulee ensimmaiistd kertaa parin luokse
katsomaan tyon edistymistd, joten he ovat piddsseet itsendisesti todella pitkélle.
Tydskentely jatkuu edelleen aktiivisena, ja laitettuaan riittdvéasti pisteitd he osaavat
lukea sitékin oikein, vaikka kuvaaja ei olekaan vield kdyra:

02:

Ol:
02:
Ol:

Tdd kasvaa pikkuhiljaa!! (Néyttdd miten geometrinen jono rdjahtda
isoksi.) Ei oo menny edes 20:td viikkoa ja siitd tulee jo enemmaén rahaa.
Ku tdllda menee 20 viikkoa, et saa 400, nii tdlld menee 13 viikkoa.

Ja sit se ero vaan kasvaa, ku seuraavalla saa jo 800.
Tehads vield se yks, mé haluan niha sen. Kato! Tosi kivan ndkonen.

Mihin se menis se seuraava?

D tulee paikalle ja ohjeista oppilaita miettiméén viikkorahaa n:nelld viikolla. Lopulta
suora kehotus suoran yhtdalon miettimiseen ohjaa oppilaat oikeille jéljille ja heidén
onnistuukin piirtdd oikea suora my0ds suoran yhtélon avulla:

D:
02:

Ol:
02:
Ol:

Miettikdd miké ton suoran yhtilo on.

Nii siithen tulee aina se yks lisdi sillain kertaa yks, kertaa kaks, kertaa
kolme, kertaa neljd tai joku sellanen, et se on se viikkojen méadrd tulee
sithen. Jos on nolla viikkoo, nii se on, ei yhtdin kerrointa.

Jos meilld on x maara viikkoja.
Ei mut, jos laittaa sen 20 tohon, ku me tiedetdin, et se on kakskymmenta.

Eiku se on tuo 10 mika me tiedetdan.
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02: 10+20 ja sit sithen tulee se viikkokerroin. y on nyt se vastaus kumminkin.
Ol: Se on muuten x-20+10. Kato ku x on..

02: ...viikkkojen maira...

Ol: ...Ja kymmenen on se 1dht6 summa.

02: Niin on. Kokeillaan. Kokeillanpas tehé silld suoraan.

Oppilaat tarvitsivat melko selkedn ohjeen opettajalta, jotta he pédsivit tehtdvin
loppuun, mutta heti tdmin jdlkeen he saivat keksimistddn A-kohtaa kuvaavasta
yhtdlostd mallin, miten 1dhted muodostamaan huomattavasti vaikeampaa B:n kédyrin
yhtéloa:

02: Kato se piirs sen tismalleen tohon péadlle! Mut toi toinen yhtdlo onki
vahin eri juttu.

Ol: Jos tissd on 0.1, jos y on taas rahasumma. 0.1 kertaa x méaara viikkoja.
Eiks se tuu sillain. Tasté tulee joku potenssi

02: Nii tulee potenssiin. Mut mikd kertaa itelladn. Ku ei tota voi kertoo
itellddn, 0,1:s1d ku niistd tulee ihan erid. Eiku se on potenssiin.. Ei
potenssiin kaks vaan. Eiks se oo se kolmas potenssi. Kolmannen asteen
yhtdlo. Oliks se et toisen asteen yhtéldstd tulee paraabeli, niin kolmannen
asteen yhtélosta tulee hyperbeli. 0.1 oli viikolla nolla (alkaa tehda listaa).
0.2 oli viikolla yks, se riittdd. No niin. Sitten. Viikoja on x ja rahaa on y.
Miké saanto siind on?

O1: Periaatteessahan sillain, et tulee niinku 0.1 potenssiin x, ku me ei tiedeti
sitd paljonko se potenssiin, moneenko potenssiin se on.

02: Eiku se on kertaa tulee siihenki.

Ol: Eiku pitdd varaman liséitd se 0.1, miké on se 14hto.

02: Eiku nimen omaan sitd 0.1:std kerrotaan aina lisda lisdd lisda... Oisko se
niinku sillein x potenssiin jotain. 0.1 kertaa x potenssiin jotain. Eiku siis 2
potenssiin jotakin..

Lopulta oppilaiden onnistui muodostaa yhtildé muotoon y =0.1-2" joka oli juuri se
mitd haettiin. Kuvaaja ei kuitenkaan asettunut tdysin pisteiden péélle. Tdma saattoi
johtua siitd, ettd oppilaat olivat laskeneet jonkin pisteen vdirin, mutta titd ei voitu
jélkikéteen tarkistaa, koska ruudunkaappaustoimintoa ei tunnilla kéytetty.

POHDINTA

Tehtdvinannon ollessa motivoiva ja oppilasparin toimiessa hyvin yhteen on tutkiva
lahestymistapa erinomainen tapa opettaa. Tunnilla D parin jisenet tukivat toistensa
tekemistd, saivat positiivisia onnistumisen tunteita liittyen matematiikkaan, loivat
tunnin alussa hypoteesin tehtdvédn ratkaisuksi ja lopulta 16ysivdt monipuolisesti
matematiikkaa hyvéksi kdyttden ratkaisun, joka tuki heiddn aiemmin luomaansa
hypoteesia.
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Puolestaan tunnilla C kokemukset olivat hieman erilaiset. Sama oppilaspari teki
toisenlaisen tehtdvdnannon tehtdvid. Tarkoituksena oli perustella jo aikaisemmin
opittuja sddntdjd. Oppilaille voisi olla motivoivampaa perustella sdéntdja, jotka ovat
ennestddn tuntemattomia, kuin jo aikaisemmin opittuja sddntdja. Lisdksi oppilaat
eiviat ehkd olleet tottuneet tekemiin todistustehtivid ja tehtdvityyppi ei ollut tille
ryhmélle motivoiva. Toisaalta tunnilla D oppilaat motivoituivat todistamaan
asettamansa hypoteesin automaattisesti. Tunnin C tehtdvitkin olisivat saattaneet
toisenlaisella muotoilulla toimia paremmin. Jos oppilaat eivdt ole tottuneet ja
motivoituneet todistustehtdvien tekoon, heitd voi ehkd onnistua “huijaamaan”
kiytdnnossd samankaltaiseen matemaattiseen pohdintaan ja perusteluun miettimilla
huolella tehtdvinantoja.

Aineistot eri tunneilta eivdt kuitenkaan ole toisiinsa verrattavissa. Tunnilla D
oppilasparin O1 ja O2 pohdinta tallentui kokonaisuudessaan videolle ja analysoitavaa
keskustelua téltd parilta syntyi paljon. Tunnilla C parista, jota kuvattiin koko ajan, ei
syntynyt niin paljon analysoitavaa, mutta opettajaa kuvaava kamera tallensi paljon
oppilaan O2 ja opettajan vilistd keskustelua. Emme kuitenkaan tiedd millaista
keskustelua pari O1 ja O2 kivi keskendédn. Lisédksi tunneilla oli eri opettajat, joten
henkilokemioillakin on epéilemittd vaikutusta keskustelujen luonteeseen. Nama asiat
on otettava my0s huomioon tulosten tulkinnassa.

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Tunnit olivat antoisia meille opetusharjoittelijoina. On hyvé, etti tillaista opetustapaa
tuli kokeiltua harjoittelun aikana, niin kynnys saman uusimiseen ty0ssd ei ole niin
suuri. Tehtdvinantoa ei voi litkaa hioa ja todennidkdisesti tutkivan otteen tunnit
kehittyvétkin kerta kerran jilkeen lisdd. Virheistd oppii aina lisdd ja ongelmakohtia
voi vilttdd ennakoimalla.

Molemmissa tunneissa oli varmasti paljon parannettavaa, mutta molemmat ideat ovat
toteuttamiskelpoisia tulevaisuudessakin. Kun tehtdvid onnistuu muokkaamaan vield
sujuvammiksi, on oppimistuloskin varmasti parempi. Toivottavasti tulevaisuudessa
tallaiseen opettamiseen soveltuva opetusmateriaali yleistyy esimerkiksi oppikirjojen
yhteydessd, jolloin kynnys opettajalle opetuksensa kehittimiseen laskisi.

Lahteet

Pehkonen, E. (2003). Tutkiva matematiikan oppiminen peruskoulussa. Tieteessa tapahtuu,
6/2003, 35-38.

Héhkioniemi, M. (2010). Kurssien OPEA411 ja OPEA611 luennot lukuvuonna 2010-2011.
Julkaisematon.
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA TUNNILTAC

Tunnin aihe: jaollisuussddnnot

Alustus:
403 :4 =100 ;44 3
403=4-100+3

Jako ykkosiin, kymmeniin, satoihin jne.
532=5-100+3-10+2

Oppilaat jakaantuvat pieniin ryhmiin ja heille annetaan ao. tehtdvananto. Kursiiveissa
opettajan mahdolliset lisékysymykset ja vihjeet ohjauksen aikana.

Tutki, pitaviatko seuraavat viitteet paikkansa. Perustele. Jos viite ei pidad paikkaansa,
korjaa se.

1. Jos luku on kahdella jaollinen, se paattyy numeroon 0 tai 2. Tutki jotain isoa
lukua ja mieti, miksei muut kuin viimeinen numero vaikuta parillisuuteen.

2. Jos luku paattyy numeroon 0 tai 5, se on viidella jaollinen. Tutki jotain isoa
lukua ja mieti, miksei muut kuin viimeinen numero vaikuta viidelld
jaollisuuteen.

3. Luku on jaollinen neljalla, jos sen kahden viimeisen numeron muodostama
luku on jaollinen neljalla. Rittdisiké viimeisen numeron tarkastelu?

4. Kun luvut 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800 ja 900 jaetaan luvulla 9,
saadaan jakojaanndksiksi 1, 2,3,4,5,6,7, 8 ja0.

3. Luku on jaollinen yhdeksalla, jos luvun numeroiden summa on jaollinen
vhdeksalla. Kirjoita jokin esimerkkiluku niin, ettd hajotat sen ykkosiin,
kymmeniin, satoihin... +Mieti edellisté tehtdvdd.

6. On olemassa pariton luku, joka on jaollinen luvulla 15.
7. On olemassa parillinen luku, joka on jaollinen luvulla 5.

8. On olemassa pariton luku, joka on jaollinen luvulla 10.
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LIITE 3: TUNTISUUNNITELMA TUNNILTAD
Nimi:

Tehtava:

Aitisi voittaa lotossa ja pdittii jakaa esiperintdd sinulle korottamalla viikkorahaasi.
Hén ei1 halua kuitenkaan, ettd viitkkoansiosi kohoaa dkillisesti litkaa, vaan hidn on
keksinyt kaksi vaihtoehtoista systeemié sen kehittymiselle. Saat valita niiden vililla
kumman haluat:

a) Alkuun viikkorahasi on 10 € ja sitd seuraavilla viikoilla saat aina 20 € enemmén
kuin edellisella.

b) Perusviikkorahasi on 10 senttié (0.1 €) ja sitd seuraavilla viikoilla saat aina kaksi
kertaa enemmain rahaa kuin edelliselld viikolla.

Kumpi kannattaisi valita? Tutki ja havainnollista vastauksesi mahdollisimman
helppolukuiseksi. HAVAINNOLLISTA GEOGEBRALLA, JOS
MAHDOLLISTA!

Kysymyksia:

— Paljon a) -vaihtoehdolla tienaisit toisella viikolla? Entd kolmannella? Enté
kymmenennelld viikolla?

— Paljonko b) -vaihtoehdolla tienaisit toisella viikolla? Entd kolmannella? Enti
kymmenennella?

— Monennella viikolla viikkorahasi méara ylittdd 100 € eri vaihtoehdoilla?

— Keksi sdéanto, jolla saat viikkorahan maarin kullakin vaihtoehdolla x:nnelld
viikolla.
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Ohjaavia apukysymyksia:

- Paljonko vaihtoehto a) kasvaa viikoittain? Enté vaihtoehto b)? Saavuttaako
vaihtoehto b) vaihtoehtoa a)?

-Taulukoi vastauksia siten, ettd taulukon toinen sarake osoittaa viikon lukumaééarén ja
toinen vitkkorahan méérin esim.

a)

Viikko Viikkoraha (€)
0 10

1 10+20=30

2 10+20+20=50
3 10+3-20=70
b)

Viikko Viikkoraha (€)
0 0.1

1 2-0.1

2 2-:2:0.1

3 2-:2-2:0.1

4 274-0.1

Miti ndmaé esitykset muistuttavat? Mité tehdessé olette tehneet vastaavanlaisia
taulukoita? Keksi téltid pohjalta sddnto.

-Voisiko vastauksista muodostaa lukujonoja? Miten jonon seuraava termi aina
riippuu edellisestd? Keksitkd sddnnon?

Miten tatd sdantda voisi kuvata havainnollisesti?

Loppukoonti:
-Ota huomioon oppilaiden tuotokset.

-Kéy lapi niiden pohjalta, kuitenkin ndyttden viimeiseksi GeoGebran kuvaajat ja
niista sitten oppilaiden havaintoja.
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OPISKELIJOIDEN PERUSTELUIDEN LAATU
TANGENTTIKULMA-TUNNILLA

Teppo Lahti ja Janne Kukkonen
teppo.lahti@jyu.fi, sekukkonen@gmail.com
Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

Tutkimuksessa pidettiin tutkivan matematiikan tunti lukion lyhyen matematiikan
ensimmaisen vuoden opiskelijoille. Oppitunnin tarkoituksena oli oppia ympyran
tangentin ja tangenttikulman kasitteet ja niiden ominaisuuksia. Oppitunnilla
opiskelijat saivat ratkaista GeoGebran avulla tehtdvia, jotka liittyivat ympyran
tangenttiin. Oppitunti videoitiin ja sen perusteella analysoitiin opiskelijoiden
perusteluiden laatua. Tutkimuksessa havaittiin, ettd empiiriset perustelut olivat
paljon deduktiivisia perusteluja yleisempid. Kuitenkin empiirinen perustelu johdatti
opiskelijat paljon useammin harhaan ja oli paljon useammin virheellinen kuin
deduktiivinen perustelu.

JOHDANTO

Tamian tutkimuksen tavoitteena on tutkia matematiikan opiskelijoiden perustelujen
muotoja erindisissd geometrisissd ongelmissa. On tdrkedd ymmértdd opiskelijoiden
ajatusprosesseja, kun he yrittdvdt perustella matemaattisia vditteitd. Millaiset
perustelut vakuuttavat heidit siité, ettd vdite on tosi? N&itd prosesseja ymmartdmalla
opettajan on paremmin mahdollista ohjata heidén perustelujaan tismaillisempddn ja
matemaattisempaan suuntaan. Tarkoituksena ei tilloin tietenkdin saa olla liiallinen
opiskelijan oman ajattelun tukahduttaminen ja sen sovittaminen tiettyyn muottiin.
Pikemminkin tulisi tarjota hénelle uusia tydkaluja tisméllisemmén matemaattisen
kielen ja matemaattisten perustelujen kadyttdmiseen.

Tutkimuksemme suoritettiin tutkivan matematiikan oppitunnilla lukiossa. Tutkiva
matematitkka on Goosin (2004) mukaan perinteistd, opettajajohtoista opetusta
avoimempi, uudistuksiin orientoitunut ldhestymistapa matematiikan oppimiseen.
Oppimiskdytdnteind siind ovat keskustelu ja yhteistyd toisten opiskelijoiden kanssa.
Opettaja ei endd ole kyseenalaistamaton auktoriteetti, vaan oppilaat itse ehdottavat ja
puolustavat matemaattisia ideoitaan ja vditteitddn sekd kykenevét vastaamaan
opiskelijatovereidensa matemaattisiin argumentteihin. Hahkioniemen (2010) mukaan
tutkivassa matematiikassa oppilaille ei tule antaa esimerkkejd tai muuten paljastaa
miten tehtdvét ratkaistaan.

Goosin (2004) mukaan tutkivassa matematiikassa opiskelijat oppivat puhumaan ja
toimimaan matemaattisesti osallistumalla matemaattisiin  keskusteluihin  ja
ratkaisemalla uusia, epiatavallisia ongelmia. Myos Sullivanin ym. (2006) tutkimuksen
mukaan tutkivaa matematiikkaa soveltamalla on mahdollista saada kaikki oppilaat
osallistumaan matemaattiseen ajatteluun. Steinin ym. (2008) mukaan tutkivan
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matematitkan tunti muodostuu yleensd alustusvaiheesta, tutkimusvaiheesta ja
koontivaiheesta. Tutkiva matematiikka muodostaa tutkimuksemme teoreettisen
viitekehyksen.

MENETELMAT
Tutkivan matematiikan tunti: Tangentti ja tangenttikulma

Tunnin tavoitteena oli oppia ympyrdn tangentti ja ymmairtdd muutamia sen
perusominaisuuksia, kuten tangenttikulman ja keskuskulman vélinen yhteys. Tunti
pidettiin lukion lyhyen matematiikan ensimméisen vuoden opiskelijoille geometrian
kurssilla. Opiskelijat kéyttivdat tunnilla GeoGebraa, joka on vuorovaikutteinen
matematiikkaohjelmisto  opetuskédyttod  varten. Ohjelmalla  voi  opiskella
perusmatematiikkaa luomalla ja tutkimalla itse tai tutkimalla GeoGebralla luotuja
vuorovaikutteisia nettisivuja. Opettaja ndytti alustusvaiheessa lyhyesti, miten
GeoGebra aukaistaan ja miten silld piirretdén suoria, janoja, ympyrditd ja annetun
kokoisia kulmia sekd miten etsitddn kahden objektin leikkauspiste. Tamén jdlkeen
siirryttiin -~ tutkimusvaiheeseen, ja opiskelijat ryhtyivdt itsendiseen tyohon.
GeoGebralla ratkaistiin seuraavat tehtivit:

1. Merkitse piste A = (1,2). Piirrd sitten jokin ympyrd siten, ettd piste A on sen
ulkopuolella. Piirrd pisteen A kautta kulkeva suora, joka sivuaa ympyrad tdsmailleen
yhdessé kohdassa. Kuinka monta tillaista suoraa on?

Tehtdvian 1 jilkeen opiskelijat siirtyivdt tekeméddn tehtavit 2-5 sellaiselle ennalta
laaditulle GeoGebra-sivulle, jossa ympyrille oli piirretty tangentit ja jossa
keskuskulman- ja tangenttikulman suuruutta pystyi helposti muuttamaan pistettd B
raahaamalla, ks. Kuvio 1.

2. Kuinka suuri on kulma, joka muodostuu suoran ja janan CA vilille? Kuinka suuri on
kulma, joka muodostuu toisen suoran ja janan DA vilille

3. Jos pisteen B sijaintia muuttaa, kuinka suuri voi keskuskulma o olla?
4. Milloin kulmat a ja 3 ovat yhté suuret?

5. Onko kulmilla a ja B jokin yhteys?

Kuvio 1. GeoGebra-kuvio, jonka pisteitd A ja B voi raahata.
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Tunnin lopuksi oli vield koontivaihe, jossa tehtdvien ratkaisut kéaytiin lapi.
Tuntisuunnitelma ja tehtdvamoniste ovat Liitteessa 1.

Aineiston keruu

Kerdasimme aineiston videoimalla oppitunnin. Kaytossd oli kaksi videokameraa.
Toinen niistd kuvasi koko ajan opettajaa, toinen yhtd oppilasryhméaa. Opettajalla oli
oma mikrofoni, samoin kuvatulla opiskelijaryhmaélld. Opiskelijat tekivit kirjalliset
ratkaisut ylld esitettyihin viiteen tehtdvadan monisteille, jotka keréttiin tunnin lopuksi
pois.

Aineiston analyysi

Analysoimme tutkimuksessamme matematiikan opiskelijoiden perustelujen muotoja.
Kuvailimme heiddn tydskentelyddn erindisten geometristen véitteiden todistusten
parissa. Suoritimme analysoinnin katselemalla videota pitdméistimme tutkivan
matematiikan oppitunnista, ja kiinnitimme huomioita erityisesti siis opiskelijoiden
kayttdmiin perusteluihin.

Luokittelemme opiskelijoiden perusteluyjen muodot seuraavan Marradesin ja
Gutiérrezin (2001) kehittimin luokittelun mukaan:

Empiiriset perustelut pohjautuvat esimerkkien kéyttoon ainoana todistusaineistona.
Opiskelijat toteavat vditteen todellisuuden havaittuaan sddannéllisyyttd yhdessad tai
useammassa esimerkissd; he kiyttaviat naitd esimerkkejd tai niiden vililld havaitsemiaan
suhteita perustelun rakennusaineina. Empiiriset perustelut voidaan jakaa vield neljdin
alaluokkaan: naiviin empiiriseen perusteluun, oleelliseen kokeeseen, geneeriseen
esimerkkiin sekd vadrddn empiiriseen perusteluun.

Naivissa empiirisessa perustelussa viite todistetaan ndyttamalla, ettd se patee yhdessa tai
useammassa tilanteessa, joita ei useimmiten ole valittu minkdin spesifin kriteerin
mukaan. Tarkastus saattaa siséltdd visuaalista tai muuten aistienvaraista havainnointia
(aistityyppi) tai eri esimerkeisti koottuja matemaattisia elementtejd tai suhteita
(induktiivinen tyyppi).

Oleellisessa kokeessa viitteen todistus perustuu siihen, ettd se on totta jossain tietyssa,
huolellisesti valitussa esimerkissd. Opiskelijat ovat tietoisia yleistyksen tarpeesta, ja he
valitsevatkin niin tavallisen esimerkin kuin mahdollista, vaikka sitd ei voidakaan pitdd
minkdin muun esimerkin edustajana. Opiskelijat otaksuvat, ettd viite on aina totta, jos se
on totta tdssd esimerkissa.

Geneerisessa esimerkissa perustelu pohjautuu tiettyyn esimerkkiin, jota pidetddn
luonteenpiirteensd perusteella koko luokkansa edustajana. Viitteen todistaminen
perustuu tdsmadllisiin ja abstrakteihin jdrkeilyihin, jotka on saatu tdhdn esimerkkiin
suoritettujen operaatioiden tai muodonmuutosten perusteella. Perustelu viittaa koko
perheen abstrakteihin ominaisuuksiin ja elementteihin, mutta se pohjautuu selvisti tdhén
esimerkkiin.

Vaarassa empiirisessa perustelussa opiskelijat kiyttavat empiirisié strategioita ongelman
ratkaisemiseksi, mutta he eivdt onnistu késitteleméddn yksityiskohtaisemmin oikeaa

98



Lahti & Kukkonen

vaitettd tai he kylld lausuvat oikean viitteen mutta eiviat kykene tarjoamaan mitddn
perusteluja.

Deduktiiviset perustelut pohjautuvat ongelmien yleisiin nékdkulmiin, mentaalisiin
operaatioihin ja loogisiin deduktioihin, joiden kaikkien tarkoituksena on validoida véite
yleiselld tavalla. Silloin kun esimerkkejd kéytetddn perustelujen organisoinnin
helpottamiseksi, niiden erityisid luonteenpiirteiti ei oteta huomioon. Marrades ja
Gutiérrez jakavat deduktiiviset perustelut kolmeen alaluokkaan: ajatuskokeeseen,
formaaliin deduktioon seké vddraan deduktiiviseen perusteluun.

Ajatuskokeessa tiettyd esimerkkid kéytetddn padttelyn organisoinnin tukena.
Ajatuskokeesta voidaan 16ytdd kaksi alaluokkaa riippuen perustelun tyylista:
Muodonmuutosperustelut pohjautuvat mentaalisiin operaatioihin, joissa alkuperdisesté
ongelmasta tehdddn muodonmuutos toiseen vastaavanlaiseen ongelmaan. Esimerkkien
roolina on auttaa nikemé&édn, mitkd muodonmuutokset ovat sopivia. Muodonmuutokset
perustuvat avaruudellisiin mielikuviin, symbolisiin késittelyihin tai erilaisten objektien
konstruointiin. Rakenteelliset perustelut ovat seurausta loogisista deduktioista, jotka on
saatu ongelman tiedoista ja aksioomista, madritelmistd tai hyviksytyistd teoreemoista.
Esimerkkien roolina on auttaa organisoimaan deduktion eri askeleet.

Formaalissa deduktiossa perustelu pohjautuu mentaalisiin  operaatioihin ilman
esimerkkien apua. Siind kisitellddn ainoastaan ongelman yleisid ndkokulmia. Tamén
vuoksi se on matematiikan tutkijoiden maailmanlaajuisesti kdyttdma formaali todistus.

Vaarassa deduktiivisessa perustelussa opiskelijat kayttavat deduktiivisia strategioita
ongelman ratkaisemiseksi, mutta he eivit onnistu késittelemadn yksityiskohtaisemmin
oikeaa viitettd tai he kylld lausuvat oikean véitteen mutta eivit kykene tarjoamaan mitéén
perusteluja.

TULOKSET

Taulukossa 1 on esitetty empiiristen perustelujen esiintyminen oppitunnin aikana.
Kuten huomataan, tehtdvissd 1 ja 2 kaikki perustelut ovat empiirisid, tehtdvassa 3
kaikki ovat yhtd lukuun ottamatta empiirisid, ja tehtivissid 4 ja 5 ei puolestaan ole
lainkaan empiirisid perusteluja. Tehtdvénlaatu ja kysymyksen asettelu siis ndyttavét
vaikuttavan enemmaén perustelun laatuun kuin yksiloiden viliset erot.

Taulukko 1: Erilaisten empiiristen perustelujen frekvenssit tehtdvéakohtaisesti seka
kaikki deduktiiviset perustelut yhteensa. Perusteluja oli tunnilla yhteensa 22.

Vaarit Naiivit Ratkaisevat Geneeriset Empiirisia ~ Deduk-

empiiriset  empiiriset  kokeilut esimerkit  perusteluja tiiviset

perustelut  perustelut yhteensa perustelut
Teht. 1 2 0 1 0 3 0
Teht. 2 1 3 2 0 6 0
Teht. 3 2 0 1 3 6 1
Teht. 4 1 1 0 1 3 0
Teht. 5 0 0 0 0 0 3
Yht. 6 4 4 4 18 4
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Tehtavissd 1, jossa tdytyi miettid, kuinka monta tangenttia ympyrdlli on, ei
opiskelijoilla ollut keinoja perustella ratkaisuaan muuten kuin empiirisesti.
Opiskelijat saivat tehtivin ratkaistua nopeasti ja vaivattomasti, eikd opettaja endi
palannut sithen, mistd johtuen perusteluja saatiin tdhdn tehtdvdidn vain kolme.
Ainoastaan ne, joilla oli ongelmia tehtdvissd, joutuivat perustelemaan sitd, minka
vuoksi néistd kolmesta perustelusta periti kaksi oli vaaraa.

Tehtivéssa 2 tiytyi puolestaan miettid, kuinka suuri on tangentin ja sen ja ympyrin
leikkauspisteeseen piirretyn sidteen vélinen kulma. Tehtdvai osoittautui ryhmaléisille
ylitsepddseméttomin vaikeaksi, minkd wvuoksi deduktiiviseen paittelyyn asti ei
padsty. Tehtdvin vaikeudesta johtuen puolet perusteluista oli naiiveja empiirisié
perusteluja, eli ne nojasivat vain yhteen GeoGebralla kokeiltuun esimerkkiin.
Suoraan havaintoon perustuva naiivi empirismi oli yleisin tapa perustella ratkaisu.
Opiskelijat kdyttivit myos sellaista perustelua, jossa kulmat mitattiin GeoGebran
toimintojen avulla ja sitten olettamalla molemmat tangentin ja kehan véliset kulmat
yhtd suuriksi laskettiin, ettd kulmien taytyy olla 90 astetta.

Kolmannessa tehtdvissd tiaytyi padtelld, kuinka suuri syntynyt kehikulma voi olla.
GeoGebra ohjasi opiskelijat perustelemaan vastauksensa jélleen kerran empiirisesti.
Talld kertaa tehtdva oli kuitenkin edellistd helpompi, joten tehtivdn 2 perusteluja
patevampid empiirisid perusteluja nédhtiin useita. Seuraavassa tapauksessa opiskelijat
vaittivat ensiksi, ettd keskuskulma ei muutu.

Opettaja: Mika noista on keskuskulma?

Opiskelija C: Taa [ndyttdd kursorilla ja siirtelee samalla pistettd A].
Opettaja: Niin. Eikse nyt muutu?

Opiskelija C: Muuttuuhan se.

Opettaja: Muuttuu. Miki se voi olla suurimmillaan?

Opiskelija C: 180.

Opettaja: Voiko olla 180?

Opiskelija D: Ei se voi.

Opiskelija C: 160 [kaikki nauravat hyvéntahtoisesti erikoiselle vastaukselle, opiskelija
C ei osaa zoomata GeoGebralla kuvaa kauemmaksi. Opettaja kertoo,
kuinka se tehddan...] --

Opettaja: Miksei se voi olla 1807

Opiskelija D: Ei se voi mennd sillee tillee... [viittoo kisilld esittden yhdensuuntaisia
suoria]

Opettaja: Niin!
Opiskelija C: Koska sitten tulee nelio!

Opiskelija D: Koska niisti tulee tillee yhdensuuntaiset.
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Tassd tehtdvissd kolmen opiskelijan ryhma oli aluksi antanut vdardn vastauksen.
Opettajan tultua esittdmaidn tarkentavia kysymyksid, he huomasivat heti kuitenkin
perustelunsa virheelliseksi. Varsin nopeasti myos opiskelija D huomasi, etti suorista
tulisi tilloin yhdensuuntaiset. Tdssd on kyseessd empiirinen perustelu, tarkemmin
geneerinen esimerkki, jossa yhden esimerkin ominaisuudet johdetaan koskemaan
kaikkia  tilanteita  kdyttden  matemaattisia  perusteluja  (tdssd  suorien
yhdensuuntaisuuden kisite).

Tama perustelu, kuten muutamat muutkaan tehtdvian 3 empiiriset perustelut, eivét ole
kovinkaan kaukana deduktiivisesta perustelusta. Ratkaiseva askel deduktiiviseen
paittelyyn jdi kuitenkin yhtd kertaa lukuun ottamatta tekemétti. Edes opettajan
johdattelevat kysymykset eivdt onnistuneet viemddn perusteluja deduktiiviselle
tasolle

On kuitenkin merkillepantavaa, ettd ainoa deduktiivinen perustelu tehtivissd 3,
esitettiin, kun erds opiskelija esitti ensiksi vadrdn empiirisen havainnon, jota opettaja
pyysi perustelemaan. Myos edellisessd esimerkissd, kun opettaja keskusteli
oppilaiden C ja D kanssa, ryhméd ylsi melko pitevddn geneeriseen esimerkkiin,
vaikka he olivat aluksi aivan véarilld jaljilli. Sen sijaan monet, jotka esittivit
tehtdviin 1-3 oikean vastauksen, eivit pystyneet endd parantamaan perustelunsa
laatua, vaikka se olisi ollut vain naiivi empiirinen perustelu. Opiskelijat itse tuntuivat
olleen tyytyvdisid my0s naiiviin empiiriseen perusteluun.

Tehtdvd 4 oli mielenkiintoinen, silld sen perusteluista puolet oli empiirisid ja puolet
deduktiivisia. Tehtdvdssa tdytyi miettid, milloin tangenttikulma ja keskuskulma ovat
yhtd suuret. Kolmesta empiirisestd perustelusta perdti kaksi oli vddrid, kun taas
deduktiiviset pééttelyt olivat kaikki oikein.

Tehtdvédn 5, jossa tdytyi miettid, mikd on keskuskulman ja tangenttikulman vilinen
yhteys, opiskelijat esittivdt kaikki samantyylisen perustelun, deduktiivisen
ajatuskokeen, jota seuraava keskustelu kuvaa hyvin:

Opettaja: Se tarkoittaa sitd, etti miten ne riippuu toisistaan. [Opettajan tarkennus
tehtavinantoon]

Opiskelija C: No eiks ne mee silleen samassa suhteessa?

Opettaja: Joo-o. Eli jos si tiidt vaikka ton alfan, niin miten pystyy laskemaan
beetan?

Opiskelija E: Joo-oo0 [oivaltavasti]

Opiskelija E: No esimerkiks tdssd ku tdd on nelio, niin ne on molemmat yhta suuret.
[E ndyttdd tehtdvin 4 ratkaisua].

Opettaja: Niin, jos se on nelid, niin sen pystyy laskee, eikd niin? No enti jos se ei
oo nelid, voiko sen siltikin jotenkin laskea?

Opiskelija C: Voi.
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Opettaja: Miten? [Opiskelijat nauravat, seuraa reilun kymmenen sekunnin
miettimistauko]

Opiskelija C: Kylldhén sen... Joo, nyt mid sen keksin! [opiskelijat C, D jaE  nauravat
oivallukselle]. Koska ndd on 90 [C niyttdd tangentin ja sdteen véilistid
kulmaa] ja tdd on 360 yhteensi [C ndyttdd koko nelikulmiota], niin laskee
vaan néi [C tarkoittaa 90 asteen kulmia ja kulmaa alfa] ja sen saa siita.

Opettaja: Niin. Aivan.
Opiskelija C: Jes!

Tassd esimerkissd opiskelija C ei oikeastaan kerro, miten tangenttikulman saa
laskettua, mutta koska tehtdva ei ole kovin vaikea, voidaan hinen olettaa oivaltaneen,
miten puuttuvan neljinnen kulman suuruuden saa selville, jos kolmen muun suuruus
tiedetddn. MyOskddn ei ole tdyttd varmuutta siitd, ymmarsivitko opiskelijat, ettd
heidédn tuloksensa pétee jokaisessa tapauksessa, mutta opiskelijat vaihtelivat kulmien
suuruuksia jatkuvasti, joten on todennékdoistd, ettd he ymmérsivit sen. Jos tima oletus
pitee, on kyseessd tyypillinen esimerkki deduktiivisesta ajatuskokeesta, jossa
esimerkin pohjalta ratkaisu péételldéin matemaattisesti ja deduktiivisesti.

Kaikki nelja esiintynyttd deduktiivista perustelua olivat ajatuskokeita. Yhtddn
formaalia deduktiivista perustelua ei oppitunnin aikana esiintynyt. Tdma saattaa
selittyd silld, ettd tdmad perustelutapa on ensimmaiisen vuoden lukion Iyhyen
matematiikan opiskelijoille melko vieras, erityisesti geometrian alueella. Merkittavaa
oli my0s se, ettei yhtddn viardd deduktiivista pééttelyd esiintynyt, kun taas vaari
empiirisid perusteluja (Taulukko 1) esiintyi perdti 6 kappaletta eli 33% kaikista
empiirisistd perusteluista.

Deduktiivinen perustelu oli kuitenkin paljon empiiristi perustelua harvinaisempi tilla
tunnilla. Kaikista perusteluista 78% oli empiirisid ja 22% deduktiivisia. Empiirisista
perusteluista (yhteensd 18) 33% oli véérid, 22% naiiveja, 22% ratkaisevia kokeiluja
ja 22% geneerisid esimerkkeja.

POHDINTA

Tulokset osoittavat, ettd empiirinen perustelu oli tunnilla paljon yleisempdd kuin
deduktiivinen perustelu. Syynd tdhdn voi olla se, ettd GeoGebran kiyttd ohjaa
opiskelijoita empiiriseen perusteluun. MyoOs geometria yleisesti ottaen on sellaista,
ettd empiiriselld perustelulla on suuri rooli, kun useimmat asiat voi piirtda.
Deduktiiviseen perusteluun asti opiskelijan on mahdollista pddstd opettajan
avustuksella.

Tulosten perusteella ndyttdisi myos siltd, ettd opiskelijoiden virheelliset perustelut
antavat opettajalle hedelmillisimmén ldhtokohdan opiskelijan perustelujen
kehittimiseen. Opiskelijat tuntuvat usein olevan tyytyvéisid naiiviinkin empiiriseen
perusteluun, jos vain vastaus on oikein. Heilld ei tdlldin ole todellista halua muuttaa
perusteluaan eiké se siksi onnistu.
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Empiiriset perustelut olivat paitsi opiskelijoille luontaisempia, johtivat myds
useammin harhaan. Kun opiskelijat padsivdat deduktiiviseen perusteluun asti, ei
virheitd sattunut.

Voidaan myos sanoa, ettd tdlld tunnilla tehtdvityyppi ohjasi perustelun laatua
enemmain kuin tehtivén tekijd. Vaikeat tehtdvit (tehtdvd 2) ratkaistiin empiirisesti,
usein naiivilla perustelulla, silld opiskelijoilla ei ollut riittdvéasti tietoa deduktiiviseen
perusteluun. Opiskelijat kykenivit myos deduktiiviseen perusteluun silloin, kun heilla
oli riittdvasti tietoa perustella asiat (tehtdvit 4 ja 5).
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA: TANGENTTI JA TANGENTTIKULMA
Tunnin tavoite:

Opiskelija tietdd, mikd on ympyrdn tangentti ja ymmartdd muutamia sen
perusominaisuuksia. Opiskelija tuntee tangenttikulman ja keskuskulman yhteyden.

Tunnin kulku:
Alustusvaihe 5 min.

Opettaja ndyttdd, miten GeoGebra aukaistaan ja miten silld piirretdén suoria, janoja ja
ympyrditd sekd miten objekteja raahataan. Opettaja jakaa tehtdvdnannon
opiskelijoille.

Tutkimusvaihe 40 min

Jos joku opiskelijoista saa muita ennen tehtidvét ratkaistua, hian voi tehda tehtdvad 171
GeoGebraa apuna kayttien.

Koontivaihe 10 min

Kéydaan lapi annettuja kysymyksid. Opiskelijat saavat itse esittdd omia teorioitaan
ratkaisuiksi.

Koonnissa kdydddn 1api aluksi termit “tangentti” ja ’tangenttikulma”.

Tamain jidlkeen opiskelijat siirtyvét itsendisesti tekemadn tehtdviad kirjasta: 169, 171,
172, 176. He voivat kdyttdd GeoGebraa apuna kuvien hahmottamiseen, jos haluavat.

Viimeinen kymmenen minuuttia kdytetdadn kotitehtdvien tarkastukseen.

Tehtavat:

1. Merkitse piste A = (1,2). Piirrd sitten jokin ympyré siten, ettd piste A on sen
ulkopuolella. Piirrd pisteen A kautta kulkeva suora, joka sivuaa ympyridi
tasmilleen yhdessd kohdassa. Kuinka monta téllaista suoraa on?

Avaa sitten linkki http://users.jyu.fi/~mahahkio/kulmat

2. Kuinka suuri on kulma, joka muodostuu suoran ja janan CA vilille? Kuinka
suuri on kulma, joka muodostuu toisen suoran ja janan DA vilille?

3. Jos pisteen B sijaintia muuttaa, kuinka suuri voi keskuskulma o olla?
4. Milloin kulmat a ja B ovat yhtd suuret?

5. Onko kulmilla a ja B jokin yhteys?
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Aik . i
2 | Kuvaus Kommentit / Koodi
/teht.
T.1
11:10 Oppilas A esittdd, ettd toinen haettu suora on Véara empiirinen
) yhdensuuntainen toisen kanssa havainto
12:00 Oppilas A esittdd, ettd 10ytyy vield yksi suora, mutta Viira empiirinen
' huomaa pian, ettd havainto oli vaari havainto
T.2
Oppilaat C ja D perustelevat haetun kulman olevan 90 Naitvi empiirinen
14:20 RO perustelu, suoraan
astetta, koska se nayttia siltd .
havaintoon perustuva
Oppilaat E ja F perustelevat haettujen kulmien olevan 90 | Naiivi empiirinen
15:20 | astetta mittaamalla kahden muun kulman suuruuden ja perustelu,
olettamalla, ettd haetut kulmat ovat yhti suuret induktiivinen
Oppilasryhmi G esittdd saman perustelun kuin edella. Empiirinen perustelu
16:30 | Lisaksi he toteavat, ettd kaikki muutkin tilanteet pir pe ]
o olennainen esimerkki
ndyttivit samalta.
19:00 Oppilasryhmé H on mitannut kulmien suuruuksia ja Viira empiirinen
' saanut yli 90 astetta havainto
19:50 Oppilas A selittdé, saman perustelun kuin ryhmé G. Empiirinen perustelu,
) Yritysté laajentaa havaintoa, mutta epdonnistuu olennainen esimerkki
T.3
Oppilas I esittdd ratkaisunsa. Han on kirjannut
2320 vastaukseksi 179 astetta, mutta se voi hinesté olla niin Yleinen empiirinen
’ lahelld 180 astetta kuin mahdollista. Jos kulma on 189 perustelu
astetta, suorat eivit leikkaa lainkaan.
T.4
&5
. : : o . I 4 empiirinen havainto.
25:00 | Oppilaat C, D ja I ovat 16yténeet ratkaisun tehtiviin. 5 Ajatuskoe
T.3
Ryhma G viittaa ensiksi, ettd keskuskulma on . ..
.. : . e . .| Yleinen empiirinen
suurimmillaan 180. Sitten oppilas J keksii, etté se ei voi erustelu
29:10 | olla 180. Oppilas K perustelee tdtd siten, ettd “’sitten tulee p
nelid”. J tarkentaa, ettd tdlldin suorat olisivat
yhdensuuntaiset.
T.4
Oppilas L esittdd, ettd alfa ja beta eivit voi olla koskaan I .
e e s . Vaara empiirinen
30:00 | yhtd suuret, koska niité ei ohjelman avulla saa tdsmaélleen .
S havainto
samoiksi.
K viittdd, ettd voivat ne olla yhté suuret, silld syntyy Naiivi empiirinen
nelio. havainto.
T.5
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31:50 | Oppilas L keksii, miké on alfan ja betan vilinen yhteys. | Ajatuskoe.

T.6

33:20 | Opiskelija D ratkaisee tehtdvin trigonometrialla. Ajatuskoe.

T.3
Opiskelija M viittaa, ettd keskuskulma voi olla 360

3520 astetta. Opiskelija saa huomata, ettd han oli ymmartanyt | Vaird empiirinen

' kehdkulman késitteen véddrin. Tdmin jalkeen hén esittdd | perustelu.

kulman olevan 180 astetta.

36:40 Opis.kelij a huoma.a,. ettd jos kulma ol‘isi 180 astetta, Olennainen esimerkki.
kyseiset suorat olisivat yhdensuuntaiset.

37-00 Opiskelija N viittdd, ettd kulma voi olla korkeintaan Véara empiirinen

’ 179,64, koska GeoGebralla ei pddse lahemmaksi. perustelu.

Tamin jidlkeen N tarkentaa, ettd 180 se ei voi olla, silld

37:30 | silloin suorat olisivat yhdensuuntaiset, mutta nehdn Ajatuskoe.
leikkaavat!

T.5
N kertoo, ettd koska kaksi muuta kulmaa ovat 90 astetta

1:00 | molemmat ja kyseessd on nelikulmio, alfan ja betan Ajatuskoe.
summa on 180 astetta.

T.2

1:30 N esittdd intuitiivisen perustelun. ”Koska ne on”. ”Niitten | Naiivi empiirinen

on pakko, koska se ympyré on sellanen tasanen”.

perustelu
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Opettajankoulutuslaitos, Jyviskylidn yliopisto

Tutkimme GeoGebran ja sosiaalisen vuorovaikutuksen merkitystd oppilaiden
paattelyprosesseissa. Tutkittava ryhma koostui lukion toisen vuosikurssin oppilaista.
Tutkimus toteutettiin  kahdella kaksoistunnilla, jotka molemmat pidettiin
tietokoneluokassa. Tunneilla oppilaat tydskentelivat pareittain  ja tekivat
tehtavdmonisteen tehtavia GeoGebraa apuna kayttden. Oppitunnit myds videoitiin.
Huomasimme, ettd GeoGebralla oli positiivinen vaikutus sekd oppilaiden empiiristen
ettd deduktiivisten havaintojen tekemiseen. Liséksi sek& oppilaiden keskindisesta etta
oppilaan ja opettajan valisestd vuorovaikutuksesta oli apua varsinkin oppilaiden
motivaatioon ja rohkeuteen ratkaista tutkivia tehtavia.

JOHDANTO

GeoGebran avulla voidaan tehdd sellaisia havaintoja, mitd ei tavallisesti kynédn ja
paperin avulla saada aikaan. Parin kanssa keskustelu edistdd usein oppimista, mutta
se voi olla myds haitaksi. Téssd tutkimuksessa tavoitteenamme oli selvittda
GeoGebran ja sosiaalisen vuorovaikutuksen merkitystd oppilaan péittelyprosessiin.
Tassa sosiaaliseksi vuorovaikutukseksi katsotaan sekd kahden oppilaan ettd opettajan
ja oppilaan vélinen keskustelu.

Tutkivassa matematiikassa oppilaalle ei anneta valmiita ratkaisumenetelmid vaan hin
joutuu itse keksimiddn ne aikaisempien tietojensa perusteella. Steinin ym. (2008)
mukaan tutkivan matematiitkan tuntiin kuuluu kolme vaihetta, mutta tédssa
tutkimuksessa keskityimme pelkistddn tutkimusvaiheeseen. Kiinnitimme erityisesti
huomiota sithen, millaisia neuvoja oppilaille annoimme, silld esimerkiksi
Héhkioniemen (2010) mukaan oppilaalle ei saa paljastaa suoraan, miten tehtdva
ratkaistaan. Sullivanin ym. (2006) tutkimuksen mukaan oppilaat saavat positiivisia
kokemuksia tutkivasta oppimisesta, ja monet oppilaista tuntevat itsensd jopa
menestyksekkaiksi.

Empiirinen havainto perustuu pelkdstddn aistihavaintoihin kun taas deduktiivisessa
padttelyssa tosista perusteluista seuraa tosi johtopditds. Deduktiivisella paattelylla ei
usein pystytd muodostamaan empiiristd havaintoa. Graafinen teknologia mahdollistaa
empiirisen ratkaisun, ja tissd tutkimuksessa seurasimme mm. oppilaan siirtymista
empiirisestd havainnosta deduktiiviseen paittelyyn. Lewin ja Son (2008)
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tutkimuksessa osoitettiin, etti graafisista tyokaluista on paljon hyotyd matematiikassa
ja ettd opettajan ohjauksella on merkittdvd vaikutus oppilaan siirtymisessd
empiirisestd havainnosta deduktiiviseen paattelyyn.

MENETELMAT
Ympyran yhtalo ja paraabelin huippu

Toteutimme kaksi tutkivan matematiikan kaksoistuntia lukion pitkdn matematiikan
neljannessd kurssissa (analyyttinen geometria). Ensimmadisen kaksoistunnin aiheena
oli ympyrian yhtdlo ja toisen kaksoistunnin aiheina olivat paraabelin huippu seka
paraabelin yhtidlon ja kuvaajan vélinen yhteys. Ensimmaéisen tutkivan matematiikan
kaksoistunnin tavoitteina oli GeoGebra-ohjelmaa apuna kéyttden selvittdd parin
kanssa ympyrdan yhtdlon kaava sekd ymmértdd kaavan ja kahden pisteen vélisen
etdisyyden yhteys. Toisen tutkivan matematiikan kaksoistunnin tavoitteina oli
selvittdd GeoGebran avulla kahden erilaisen paraabelin huippu seki yrittdéd selvittda
kaava, jonka avulla paraabelin huippu saadaan madritettyd suoraan. Lisdksi
oppilaiden tuli selvittdd miten paraabelin yhtdlon parametrit vaikuttavat huipun
sijaintiin. Molemmilla tutkivan matematiikan kerroilla oppilaat istuivat tietokoneilla
pareittain, ja heille oli jaettu tehtdvamonisteet. Oppilaiden tyoskennellessd opettaja
kiersi luokassa ja antoi vinkkeja tehtdviin sekd neuvoi GeoGebra-ohjelman kaytossa.
Molempien kaksoistuntien alussa opettaja piti yhteisen ohjeistuksen ja tuntien
lopussa tehtdvit kéytiin yhdessd ldpi. Tuntisuunnitelmat ja tehtivdmonisteet ovat
Liitteissd 1 ja 2.

Aineiston keruu

Molemmat tutkivan matematiikan kaksoistunnit kuvattiin kahdella videokameralla
siten, ettd toinen kamera seurasi luokassa kiertivdd opettajaa ja toinen yhtd
oppilasparia. Kuvatut oppilasparit valikoituivat sattumanvaraisesti vapaachtoisen
istumajarjestyksen ja vapaavalintaisen tyOparin valinnan takia. Kuitenkin yksi
kuvatuista oppilaista oli sama molemmilla kaksoistunneilla (0O2). Liséksi
ensimmadiselli  tutkivan  matematiikan  kaksoistunnilla  yritettiin =~ kayttda
ruudunkaappausta, joka jostakin syystd epdonnistui kaikilla oppilaiden kayttdmilla
tietokoneilla. Epdonnistumisen vuoksi ruudunkaappaus jitettiin, suunnitelmasta
poiketen, myos toisella kaksoistunnilla tekemdttd. Téalloin kuitenkin toinen
kameroista kuvasi koko ajan edelld mainittujen kahden oppilaan tictokoneen nayttoa,
joten GeoGebran kidytostd saatiin sitd kautta tietoa. Oppilaille tunneilla jaetut
tehtdivimonisteet, joihin oppilaat olivat myos kirjoittaneet ratkaisunsa, keréttiin
tuntien lopussa pois. Tehtdvimonisteiden analysoinnissa keskityttiin ldhinna
videoitujen parien ratkaisuihin. Lisdksi ensimmdiisen tutkivan matematiikan
kaksoistunnin loppupuolella oppilaille teetettiin kysely (Liite 3), joka kerdttiin my0s
tunnin paitteeksi.
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Aineiston analyysi

Keskityimme sekd tehtdvédpapereiden, kyselylomakkeiden ettdi videoiden
analysoinnissa ldhinnd videoituun pariin. Tehtdvdamonisteita analysoitaessa olimme
ratkaisujen laadun liséksi erityisen kiinnostuneita oppilaiden selityksistd. Videoiden
analysoinnissa keskityimme erityisesti oppilaiden keskindiseen vuorovaikutukseen,
paittelyprosessin etenemiseen seki siithen, kuinka oppilaat hyodynsivit GeoGebraa.
Varsinkin ensimmaiselld tunnilla oppilaiden selitykset monisteessa olivat jokseenkin
puutteellisia tai puuttuivat kokonaan, joten videoiden katsominen auttoi meitd
ymmaértdmadn paremmin oppilaiden ratkaisuja. Lisdksi yritimme selvittdd, olivatko
kyselylomakkeiden  tietyn  tyyppiset  vastaukset  yhteydessd  tehtdvien
oikeellisuuden/virheellisyyden kanssa. Téssd analysoimme myds muiden kuin
videoitujen parien monisteita.

TULOKSET
GeoGebran merkitys paattelyprosesseissa

Kyselylomakkeiden mukaan molemmat ensimmaiiselld tunnilla videoiduista
oppilaista (O1 ja O2) pitiviat tehtdvid melko haasteellisina (O1: “suhteellisen
haastavia”; O2: aika hankalia selittdd vaikka ratkaisut sai”). Kumpikaan heistd ei
ollut kayttinyt GeoGebraa aiemmin, mikd ndkyi ensimmdiselld tunnilla selvisti
GeoGebran vajaana hyddyntdmisend. He eivit esimerkiksi tehtavdssa 5 heti tajunneet
piirtdd haluttuja pisteitd. Myos joitakin teknisid ongelmia ilmeni. Kaikesta huolimatta
molemmat pitivit GeoGebraa hyddyllisend (O1: “Pystyi hahmottamaan, oli helppo
piirtdd”; O2: “Auttoi paljon. Hahmotti ympyrét ja kertoi tarkat arvot.”) Kuten
oppilaiden kyselylomakkeen vastauksistakin ilmenee, GeoGebra auttoi ldhinni
piirtdmisessd, kuvan hahmottamisessa ja tehtivien tarkastamisessa. Esimerkiksi
tehtavissd 2 O1 laski laskimella ympyran keskipisteen, paitteli sdteen ja sijoitti arvot
yhtdloon. Vasta ympyrédn piirrettyddn he piirsivit nelikulmion kérkipisteiden kautta
suorat (ei siis nelikulmiota) ja tarkistivat ndin tehtdvan. Sitd, ettd kyseessd oli
nimenomaan suurin mahdollinen ympyri, he eivit kommentoineet mitenkaén.

Kun tunti eteni, oppilaat oppivat yhid paremmin kiyttimadn GeoGebraa. Edettydan
tehtavdan 6, O1 ja O2 osasivat jo kdyttdd monia sovelluksia, ja GeoGebralla olikin
merkittdvd rooli tehtivin ratkaisemisessa. Ensin he piirsiviat ohjelmalla ympyrit
syottamalld syottokenttddn ympyrdiden yhtdlot normaalimuodossa. GeoGebra muutti
algebraikkunassa yhtédlot keskipistemuotoon. O1 huomasi heti, ettd painettuaan
Enterid yhtdlé muuttui. Innokkaasti he syottivét toisenkin yhtdlon, joka sekin muuttui
keskipistemuotoon. Hetken pohdittuaan O1 tajusi, ettd kyseessd on sama yhtéald. Nyt
viimeistddn he ymmarsiviat, mitd vakiot ympyrdn yhtdlossd kertovat, joten he
pystyiviat poimimaan algebraikkunasta ympyroiden siteet ja keskipisteet. Tamin
jélkeen he piirsivit molempien keskipisteet, ja sen jilkeen "Keskipiste ja kehdnpiste"-
tyokalulla ympyréan, jonka keskipiste oli sama kuin toisen ympyrian keskipiste ja
kehénpiste toisen ympyréan keskipiste. Sitten he lukivat algebraikkunasta uuden ison
ympyrdan sdteen. Lopuksi he véhensiviat ison ympyrdn sidteestd pienempien
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ympyroiden sdteet. Tdmid ei taatusti ollut helpoin tai jarkevin mahdollinen
ratkaisutapa, ja ratkaisun syntymiseen kuluikin aikaa. Kuitenkin se osoittaa, ettid he
ymmadrsivat ympyrdan yhtdlon ja osasivat soveltaa sitd. Téssd paattelyprosessissa
GeoGebralla oli selkedsti merkitystd, etenkin kun ohjelma muutti yhtalot
keskipistemuotoon. Téllaista péattelyprosessia he tuskin olisivat pystyneet tekemiin
ilman GeoGebraa.

Myos toisella tunnilla GeoGebralla oli merkitystd oppilaiden paittelyssd, kuten
seuraava keskustelu osoittaa. Oppilaat yrittdvét puolittaa paraabelin ja tutkivat nyt
GeoGebran tyokaluja:

02: Keskinormaali (osoittaa keskinormaalitydkalua GeoGebrassa)
03: Mika on keskinormaali?
02: Se leikkaa sen keskeltd, jonkun viivan. Kokeillaan sita.

Oppilaat kokeilevat tydkalua, mutta eivit ihan heti onnistu piirtdmain keskinormaalia
oikeaan paikkaan. Hetken kuluttua he kuitenkin onnistuvat puolittamaan paraabelin.

Sosiaalinen vuorovaikutus

Toisen tunnin videotarkastelussa esiintyi muutamia vuorovaikutustilanteita, joilla oli
suurikin vaikutus oppilaiden pééittelyprosessissa. Ensimmadisessa tilanteessa oppilas
O3 haluaisi etsid toisen tunnin tehtdvan 1 (Liite 2) ratkaisulle tarkempia perusteluja,
mutta O2 tyrméa tdmén vaihtoehdon:

03: Tahin vois kirjottaa miten on laskenu.
02: Siind ei kysytty sitd. Se vain piti madrittdd. Me mairitettiin se GeoGebran
avulla.

Tassd oppilaat olivat siis madrittdneet paraabelin huipun GeoGebrasta saadun
empiirisen havainnon avulla. Oppilaat eivit siis ldhteneet itse etsimididn mitdin
deduktiivista perustelua ratkaisulleen vaan tyytyivit havaintoonsa.

Hetken kuluttua kéytiin opettajan ja oppilaiden vélilld seuraava keskustelu:
Opettaja: Keksitteko jotain perusteluja sithen?
02: Ei, voidaan miettid niitd sit myohemmin
Opettaja: Millé tavalla te saitte sen?

02: Tan avulla (ndyttdd GeoGebraa)! En méi tiid sit mitd ma télla tein, niin
neuvo mua.

Tamén jalkeen opettaja selittdd, ettd kuvaajasta katsomalla ei saada tarkkaa arvoa
paraabelin huipulle. O2 jatkaa, etti he voivat myohemmin katsoa perusteluja ja
pyytdd opettajaa hdipymdan. Kuitenkin videosta huomataan, ettd O2 ja O3 alkavat
varsin pian opettajan ldhdettyd miettid tehtivdn ratkaisua uudelleen tarkemmin
perustellen.

Oppilaiden ratkaistessa tehtavia kaytiin seuraava keskustelu:
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03: Pystyyk®o télld jotenkin silleen semmosen, ettd se puolittaa ton paraabelin?
02: Saat kans kokeilla (kdyttdd GeoGebraa), joku pitéis varmaan puolittaa.

Seuraavaksi oppilaat pohtivat paraabelin nollakohtien paikkaa ja niiden puolivilin
etsimistd sekd kéyrien leikkauspisteiden etsimisti:

03: Pystyyko tdilta laittaan ne pisteet -1 ja O jos kirjottaa tohon -1 ja 0
(tarkoittaa GeoGebran komentorivid)
02: Jos tdssd on se, se on kolme, niinku tii. (Osoittaa nollakohtien etiisyyttd).

Siis silld tavalla kolme, yksi kaksi kolme (osoittaa pisteitd 0, 1 ja 2) niin
sehén (paraabelin huippu) on tissd puolivilissa.

03: Miten télld pystyy piirtdmaan niitd pisteita?

02: Taalta uusi piste.

03: Laita tohon kakkoskohtaa. Ja siihen... Sit laita tohon (0,-1) sitte ota se
puolittajajutska, mika se nyt oli, keskinormaali. Nyt valitse ne pisteet.

02: Nyt se ndyttdd tollaselta.

03: Pystyykd tuota nyt sitte sen kahden... yhteispisteet. Sielli on jossain
semmoinen.

02: Yhteispiste? Hei nyt mi valitsen ton niin toihan on se keskipiste. Eiko
ookki?

03: Niin, se on noitten leikkauspiste. Pystyyko sen jotenkin tuolta kattoon?

02: Niin, mika leikkauspiste.

03: Noitten suorien tai mité lie nyt onkaan. Missé se on?

02: Musta se on jossain tddlld (osoittaa vasenta yldnurkkaa). Ei ota tia...
kahden... Nyt elikké C... leikkauskohta on C.

03: Se on (0,5; 4,5)

02: No nii!

03: Mehén onnistuttiin!

Tassd pitkdhkossa keskustelussa on monta mielenkiintoista kohtaa. Suurimpana esille
nousee tuki, jonka oppilaat saavat toisistaan. O3 tarvitsee selvisti apua GeoGebran
kaytossa, koska on kiyttinyt sitd vihemman kuin O2, kun taas O2 kysyy usein tukea
omille matemaattisille ajatuksilleen, joista on varsin epdvarma. Tadmdn keskustelun
tarkempi tulkinta jdtetdén seuraavaan kappaleeseen.

POHDINTA

Tutkimuksemme mukaan GeoGebralla oli merkitystd oppilaiden paittelyprosesseissa,
mutta ei niin suurta kuin ohjelma todellisuudessa mahdollistaisi. GeoGebran suurin
anti tuntui olevan kuvien piirtdmisessd ja hahmottamisessa sekd tehtdvien
tarkistamisessa, kuten oppilaat itsekin kommentoivat. GeoGebran hyddyntdminen oli
kuitenkin suurimmaksi osaksi sellaista, ettd saman olisi voinut tehdd myos kynélld ja
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paperilla — ohjelma vain helpotti ja nopeutti tehtivien tekemistd. Kuitenkin
huomasimme, ettd jo ensimmdiisen tunnin aikana ohjelman tultua oppilaille
tutummaksi (ks. Tulokset: GeoGebran merkitys pééttelyprosesseissa (tehtivin 6
ratkaiseminen), ja erityisesti toisella tunnilla, oppilaat osasivat jo hyddyntidd ohjelmaa
selvasti paremmin. Oppilaat muistivat jo paremmin, mitd tyokaluja geometrisessa
deduktiossa on kaytettdvissd. GeoGebra auttoi oppilaita varsinkin niissé tilanteissa,
joissa heilld oli vain hatara aavistus jostain asiasta, jolloin he pystyivit selaamaan
GeoGebran valikoita ja etsimddn tarvitsemansa tyOkalun. Ilman GeoGebraa
oppilaiden olisi pitdnyt luottaa tdysin omaan muistiinsa asiassa. Tama ilmenee myds
Tulokset-luvun GeoGebra osioon liitetyssd keskustelussa. GeoGebran merkitys
oppilaiden geometrisissa pééttelyprosesseissa nayttiisi siis korreloivan hyvin selvisti
kayttokokemuksen lisddntymisen kanssa.

Sosiaalinen vuorovaikutus nousi my0s esille muutamassa tirkedssd roolissa.
Ensinndkin, edellisessd kappaleessa esitetyt keskustelut osoittavat, ettd oppilaat O2 ja
O3 eivit itsendisesti ruvenneet pohtimaan tehtaville muita kuin empiirisid ratkaisuja,
mutta opettajan vaadittua tarkempia perusteluja, oppilaat saivat lopulta rakennettua
tehtdvélle varsin hyvidn geometrisesti perustellun ratkaisun.

Tulokset GeoGebran seki opettajan ja oppilaan vilisestd vuorovaikutuksesta tukevat
Lewin ja Son (2008) véitettd siitd, ettd opettajan rooli oli empiirisessd paattelyssi
vidhdinen, mutta tirked siirryttdessd empiirisesti havainnosta deduktiiviseen
padttelyyn. Lisdksi Lewin ja Son tulos siitd, ettd GeoGebran kaltaisesta graafi-
ohjelmasta oli hyotyd oppilaiden sekd empiirisessd ettd deduktiivisessa
paittelyprosessissa on samassa linjassa meiddn saamien tulosten kanssa.
Tuloksemme poikkeaa tdstd kuitenkin siltd osin, ettd ohjelmalla ei ndyttinyt olevan
suurta merkitystd tehtdvén laskennalliseen ratkaisuun.

Oppilaiden keskindisestd vuorovaikutuksesta voidaan lisédksi tehdd seuraavia
huomioita: Monessakin kohtaa oppilaiden yhteisty6lld oli rohkaiseva vaikutus
oppilaiden toimintaan. Parina tydskennellessdin he saivat esittdd epédvarmat
ajatuksensa tehtdvastd parille, joka sitten rohkaisi kysymyksen esittdjdd ja esitti
jatkoehdotuksia tehtdvén ratkaisemiseksi. Tehtdvda yksin ratkaistaessa téllaista tukea
el olisi ollut saatavilla ja monet epdvarmat ajatukset olisivat saattaneet hautautua tuen
puutteeseen.

Toinen esille noussut asia oppilaiden vélisessd vuorovaikutuksessa oli se, etté
oppilaat tidydensivit toistensa heikompia osaamisalueita omalla tiedollaan.
Yhteistyolld oppilaat siis padsivit pidemmélle, kuin mihin kumpikaan oppilaista olisi
yksin pédssyt. Oppilaat myos saivat kokea yhdessd onnistumisen eldmyksen, joka
tehtdvén ratkaiseminen tuotti. He olivat paljon tyytyvéisempid keksittydén tehtdvain
deduktiivisen perustelun verrattuna empiirisen havainnon onnistumiseen.
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KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Huomasimme, etti toisella GeoGebra tunnilla tehtividmonisteen toinen tehtdva
osoittautui oppilaille litan hankalaksi ratkaistavaksi. Tehtdvdnanto oli liian laaja,
johtuen wuseista kirjainvakioista. Tehtdvdd olisi pitdnyt my0s yksinkertaistaa
huomattavasti. Yllattavda oli, ettd vaikka oppilaat eivdt ennen olleet kéyttineet
GeoGebraa, niin jo lyhyen ajan kuluttua kdyttd sujui luontevasti. Oppilaat olivat
innokkaita ratkaisemaan tutkivia tehtdvid. Ensimmaiselld tunnilla tuntui, etti oppilaat
olivat ymmartineet asian ja opettajille jdi positiivinen mielikuva tutkivan tunnin
toteuttamisesta. Toisesta tunnista opettajille jdi vahin ristiriitaiset tunteet. Opettajan
nidkokulmasta katsottuna haastavaa tunneilla oli neuvoa oppilaita niin, ettd ei paljasta
lilan paljon tehtdvdn ratkaisua. Piti aina hyvin tarkkaan miettid, miten oppilasta
neuvoo, ettd tehtdvén tutkiva luonne ei muutu. Ennen tuntia olisi hyvd valmistautua
oppilaiden esittdmiin kysymyksiin ja pohtia millaisia kysymyksid olisi hyvi esittia.
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA JA TEHTAVA MONISTE (1. TUNTI)

Tuntisuunnitelma

Hanna Ménnisto, Taru Nikkanen
e Oppilaat koneille ryhmissd/pareittain
e (tyhjd pohja: http://users.jyu.fi/~mahahkio/tyhja)

Tunnin kulku:

e Ohjeistus: (n. 5 min)
0 Kerrotaan lyhyesti tutkimuksesta, ei koe!
0 Lyhyt opastus

= Ratkaisut (kerro miten ratkaisit) paperille, nimet papereihin,
palautus

= ] tehtdava linkki, muut Webstartilla
= vakioiden liu’utus ja muuttaminen, ruudukko
» POHDISKELUN ja KOKEILEMISEN korostus, EI koe

e Tehtavid (60 min)
o tehtdva 1: http://users.jyu.fi/~mahahkio/ympyra

O muut tehtdvit Geogebra Webstart

O erillinen moniste
e Kyselylomakkeiden taytté (10 min)
e Koontivaihe (15 min)

O Ympyrén yhtalo

0 Tehtivien ratkaisut muutamilta ryhmilta

0 Sanallisesti tehtdva 3. Entd mahdollisimman suuri!?
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Tehtavamoniste

Nimet:
1. Tehtdva tehddin osoitteessa http://users.jyu.fi/~mahahkio/ympyra
a. Mitd vakiot a, b ja ¢ kertovat ympyrasta?
b. Muuta nyt ympyrdd siten, ettd sen keskipiste on (2, 3) ja ettd se
kulkee pisteen P=(1, -’2) kautta. (selitd, miten ratkaisit)
c. Muodosta yleisen ympyrédn yhtélo, ts. ympyrin, jonka keskipiste on
(X(), Y()) ja siader.

2. Kéynnistd Geogebra Webstart.

a. Piirrd nelikulmio, jonka kirjet ovat A=(3'%, 3'2), B=(3'%, -1), C=(-1,
3'2) ja D=(-1, -1).

b. Mikd on nelikulmion sisélle piirretyn, mahdollisimman suuren
ympyrin yhtdlo? (selitd myos, miten ratkaisit)

3. Piirrd mahdollisimman pieni ympyrd, joka kulkee pisteiden A=(2, 2) ja
B=(5, 6) kautta. Mikd on ympyrdn yhtidl6? (muista myos selittda
ratkaisutapa)

4. Selitd, MIKSI ympyrian yhtdld on sellainen, kuin sen tehtdvissd 1 paattelit
olevan!

5. Ympyrin Y keskipiste on (2, 3) ja side /26, ja ympyrin W keskipiste on (-
3,-2)jasdde 4. Y ja W leikkaavat kahdessa pisteessid. Namé leikkauspisteet
sekd ympyroiden keskipisteet muodostavat nelikulmion. Mikd on tdmén
nelikulmion pinta-ala? (selitd myo6s kuinka ratkaisit)

6. Madritd ympyrdiden X’ +y° +6x +2y +6=0jax" +y - 2x + 12y +28 =0
kehien lyhin etdisyys.

Vastaukset:
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LIITE 2: TUNTISUUNNITELMA JA TEHTAVAMONISTE (2. TUNTI)
Tuntisuunnitelma

Alustus 5 min, tutkimusvaihe (tehtdvimonisteet) 65 min, koontivaihe 20 min

Tehtavamoniste

Tutkivan oppimisen tunti — Paraabeli

1. M@aarita seuraavien paraabelien huippupisteiden koordinaatit (Xo, Yo):
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a. f(x) =-2x*+2x + 4
b. gx) =3x° +x + 3

Kirjoita funktiot GeoGebran syodttokenttdin muodossa f(x) = -2*x"2 + 2*x + 4
(paina lopuksi enter-ndppdintd) jne. Eri toiminnot I6ytyvit yldreunan
kuvakkeista. Huomaa pudotusvalikot kuvakkeiden oikeasta alanurkasta! Saat
funktiot nékyviin/pois nikyvistd klikkaamalla funktion lausekkeen vasemmalla
puolella olevaa pallukkaa.

Ma&arita sitten yleisen paraabelin h(x) = ax* + bx + c¢ huippupisteen
koordinaatit (Xo, Yo) vakioiden a, b ja c avulla ilmoitettuna

a) Tutki miten c vaikuttaa paraabelin huipun sijaintiin
b) Tutki miten b vaikuttaa paraabelin huipun sijaintiin

Kirjoita syotekenttién aluksi parametrit a,b ja c:

a =1 (enter)
b=1
c=1

Tamén jalkeen voit kirjoittaa funktion h(x) lausekkeen parametrimuodossa
seuraavaan tapaan:

h(x) =a*x"2 +b*x +c¢

Klikkaamalla parametrien vasemmalla puolella olevia pallukoita, saat nikyviin
liukusddtimet, joiden avulla on helppo tutkia parametrien vaikutusta funktioon.

Kirjoita ratkaisuehdotuksesi paperille niin ettd kaikki laskut ja hahmotelmat
voivat jddda esiin. Voit ehdottaa useampia ratkaisuja! Kaikki ratkaisut kerdtdian
tunnin lopuksi pois.
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LIITE 3: KYSELYLOMAKE

Nimi:

Parin nimi:

1. Miten hyvin mielestdsi osaat kiyttid Geogebraa? Oletko kéyttinyt Geogebraa

alemmin?

2. Olivatko tutkimustehtédvit liian helppoja/vaikeita?

3. Kuinka vakuuttunut olet ratkaisujesi oikeellisuudesta?

4. Milla tavalla Geogebra auttoi ratkaisuprosessissa? Vai auttoiko?

5. Milla tavalla parin kanssa keskustelu / opettajan vihjeet auttoivat?

6. Muita kommentteja tunnista / Geogebrasta:
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Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskylin yliopisto

Tassa tutkimuksessa selvitettiin, miten lukion toisen vuosikurssin opiskelijat
tukeutuivat tutkivan matematiikan tunnilla GeoGebraan konstruoidessaan
derivoimissdantéja ja millaisia ratkaisuja he saivat. Tutkimme myds
tietokoneavusteisen opetuksen vaikutusta opiskelijoiden motivaatioon matematiikan
tunnilla. Olimme tehneet tuntia varten monisteen, jossa oli johdattelevia tehtavia.
Tehtavien teon apuna oppilailla oli tietokone ja GeoGebra-ohjelmalla tehdyt valmiit
pohjat. Tutkimuksessa havaitsimme opiskelijoiden tukeutuvan paljon GeoGebraan.
Erityisesti siitd naytti olevan opiskelijoille hyotya tulosten tarkastamisessa.
Tietokoneavusteinen opetus myos lisasi opiskelijoiden motivaatiota tehda tehtavia.

JOHDANTO

Tutkimuksen tavoitteena oli selvittdd tietokoneen ja varsinkin GeoGebra-ohjelman
merkitystd tutkivan matematitkan opetuksessa. Tutkivassa matematiikassa
opiskelijjoille ei anneta suoraan kaavoja vaan pyritddn siihen, ettd opiskelijat
oivaltaisivat itse asioita sopivilla tehtdvilld ja vihjeilld. Tutkiva matematiikan tunti
koostuu usein alustusvaiheesta, tutkimusvaiheesta ja koontivaiheesta (Stein ym.,
2008). Tutkivan matematiikan menetelmailld voidaan Sullivanin ym. (2006) mukaan
saada kaikki oppilaat osallistumaan matemaattiseen ajatteluun. Hahkioniemen (2010)
mukaan tutkivan matematiikan menetelman kéyttiminen opetuksessa saisi oppilaat
oppimaan paremmin.

Tietoyhteiskunnassa tietokoneet ovat saaneet yhd merkittdvimmin roolin
paivittdisessd eldmissd. Tutkimuksemme tulokset antoivat viitteitd, ettd myos
matematiikan opetuksessa olisi hyodyllistd kayttdd tietokonetta, silld sen kayttd
kohotti opiskelijoiden motivaatiota tehdd tehtdvid. Myos Reisin (2010) mukaan
tietokoneen kdyttd matematiikan opetuksessa helpottaa opettajan tyotd lisdamalla
oppijoiden tydskentelymotivaatiota.

MENETELMAT

Tutkivan matematiikan tunti derivaatan laskusaannoista

Tutkivan matematiikan tuntimme oli lukion pitkdn matematiikan kaksoistunti
derivaattakurssilla. Kurssi kdydaan lukion toisella luokalla. Tunnin tavoitteena oli,
ettd opiskelijat ymmartéisivat mistd derivoimissdannot tulevat ja mikd on esimerkiksi
funktion f(x) = 2x derivaatta. Teimme opiskelijoille derivoimissdintdjd késittelevin
monisteen, joka on liitteend 1, jota opiskelijat tekivit GeoGebran avulla. Olimme
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valmiiksi tehneet kaksi erilaista GeoGebra-pohjaa, joiden avulla opiskelijoiden piti
muodostaa sddntdjd, joiden avulla funktioille saataisiin laskettua derivaatta.

Aineiston keruu

Tuntimme videoitiin ja opiskelijoiden vastauspaperit keréttiin heiltd tunnin jilkeen.
Yksi videokamera kuvasi opettajaa ja toinen kamera kuvasi opiskelijaryhméi ja
heiddn toimintaansa tietokoneella. Lisdksi kdytossimme oli sekd opettajalla ettd
opiskelijoilla mikrofoni d4nen tallentamista varten.

Aineiston analyysi

Keskityimme videoiden analysoinnissa kahteen asiaan. Olimme kiinnostuneita siiti,
kuinka paljon opiskelijat tukeutuivat GeoGebraan pééttelyssddn ja kuinka hyvin he
onnistuivat padttelyssddn ts. saavuttivatko he oikeita tuloksia. Liséksi tutkimme
opiskelijoiden tydskentelymotivaatiota opiskeltaessa tietokoneavusteisesti.

Tutkimusotteemme oli laadullinen. Keskityimme havainnoimaan mahdollisimman
tarkasti kahden opiskelijan, Teemun ja Villen (nimet vaihdettu), toimintaa tutkivan
matematiikan tunnin aikana. Poimimme videosta tutkimuksemme kannalta oleellisia
kohtia, joiden avulla pyrimme vastaamaan tutkimuskysymyksiimme.

TULOKSET
GeoGebraan tukeutuminen paattelyssa

Opiskelijat tukeutuivat vahvasti GeoGebraan. Ensimmaisessd tehtdvdssd Teemu ja
Ville katsoivat kuvasta suoraan derivaatan arvoja ja taulukoivat ne vihkoon. Yleisté
sddntod etsiessddn he pdittelivdat sddnnon ilman GeoGebraa. Téamidn jidlkeen he
varmistivat paidtelmansa vield GeoGebralla. Teemu selitti Viuhdille ndyttden samalla
GeoGebralla:

”Siis katoppa nytten aina kun menndidn yks x eteenpdin, se kulmakerroin nousee
kahella.”

Lopuissa tehtdvissd Teemu ja Ville pdittelivit derivoimissddnnot tarkastelemalla
kulmakertoimia GeoGebra-ikkunassa. Teemu ja Ville paattelivit derivoimissddnnot
oikein, mutta heilld oli ongelmia matemaattisen esitystavan 10ytdmisesséd. Tehtdvissa,
jossa piti méadrittdd vakiofunktion derivaatta, syntyi mielenkiintoista keskustelua siiti,
onko derivaatta nolla vai eiko sitd ole olemassa.

Teemu: Se on suora, silld ei ole derivaattaa... Hei onks timmosessd derivaattaa
ollenkaan? Eiks se 0o nolla tdssa?

Opettaja 1:  Se teiddn pitdd selvittdd. Miten derivaatta katsotaan geometrisesti?
Teemu: Se on ihan samanlainen tollanen poikkiviiva. Haluuk si jeesaa?

Opettaja 2: Mika on derivaatta?

Teemu: Eik se oo se joku tangentin kulmakerroin? Miké tissi on nyt se tangentti?

Opettaja 2:  Se itse asiassa sekottuu nyt vihén tilla hetkella.
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Teemu: Eik se oo nolla?

Ville: Onko se miinus yks?

Teemu: Ei ku se x on miinus yks ja se derivaatta on nolla. Eli se on nolla se
derivaatta?

Opettaja 2:  Joo, eli vaaleansinisella teilld on ...
Teemu: Eli se on nolla se derivaatta.
Ville: Eiki oo!

Opettajat yrittavit johdatella Teemua ja Villed ajattelemaan asiaa sitd kautta, mika
derivaatta on geometrisesti. He keskustelevat ja yrittdvét perustella asiaa toisilleen
kayttden apuna GeoGebraa.

Ty0Oskentelymotivaatio

Opiskelijat olivat selvdsti innoissaan tietokonetydskentelystd. Ensimmaiisen
GeoGebra-sovelluksen ilmestyessd ruudulle Teemu kommentoi innostuneesti:

”No niin... GeoGebra... Ou-vaudevau! Ta4 onkin tosi cool.”
Myodhemmin, ratkaistuaan useita tehtivid, Teemu totesi:

”Siis tda on sillei hyva et me tehda niita... mut tds on se hauska et ei opi mitdén sillee.”
Kuitenkin Teemu ja Ville olivat keksineet useaan tehtivaian oikean ratkaisun ja
heiddn padtelménsa olivat patevia.

Yleisestt Teemu ja Ville vaikuttivat motivoituneilta tyodskentelemdin. Vaikka
keskittyminen herpaantuikin useaan otteeseen ja he saattoivat keskustella aiheen
vierestd tai vierailla aiheeseen liittyméttomilld Internet-sivuilla, he kuitenkin aina
palasivat tehtdvien pariin.

POHDINTA

Tietokoneen kayttd matematiikan opetuksessa on kokemuksiemme mukaan vield
véahaistd. Siksi tietokoneavusteisten oppimisympdristojen kidytté matematiikassa voi
tuoda kaivattua vaihtelua. Toisaalta, koska opiskelijat ovat wusein tottuneita
tietokoneenkdéyttdjid, tietotekniikan hyddyntdmismahdollisuus my0s matematiikan
opiskelussa saattaa olla motivoivaa.

Tulostemme mukaan opiskelijat olivat innostuneita tydskentelemidin GeoGebralla.
GeoGebran kayttd voikin auttaa herdttdmadn opiskelijoiden mielenkiinnon aihetta
kohtaan ja siten helpottaa opettajan tyotd. Tahdn on padtynyt myds Reis (2010).

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Héhkioniemen (2010) mukaan opettajan tulee tutkivalla tunnilla vilttid antamasta
litkkaa neuvoja. Raja sopivan ja liiallisen neuvomisen vililldi on kuitenkin vaikea
hahmottaa. Olisi hyvd, jos pelkkien sanallisten ohjeiden lisdksi niytettdisiin
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esimerkki jo toteutetusta tutkivasta tunnista (video), silld idean konstruoiminen
pelkkien sanallisten ohjeiden avulla voi olla hankalaa.

Kuten Héhkioniemikin (2010) on todennut, opiskelijat saattavat vastustaa
matematiikan opiskelua tutkivalla tavalla. Erdilla tutkivalla tunnilla muuan opiskelija
totesi: “Kaikki hauska viedddn, ku ei saa kirjaakaan kayttdd.” T4ma on tietysti
ymmarrettdvdd, jos oppilaiden koko peruskouluhistorian ajan on tieto tarjottu
valmiina. Tutkivien tuntien toteuttamiseen kaivattaisiin siis myods neuvoja siihen,
miten oppilaita saisi motivoitua uuteen opiskelutapaan.

Lahteet

Héhkioniemi, M. (2010). Kurssien OPEA411 ja OPEA611 luennot lukuvuonna 2010-2011.
Julkaisematon.
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LIITEL: OPISKELIJOIDEN TEHTAVAMONISTE

Derivaatan laskusdannot

1. Mene sivulle http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat2011/derivaattal .html. Kuvassa
nikyvi funktio on f(x) = x*. Vaaleansiniselld on piirretty funktion f tangentti kohdassa
A. Halutessasi voit vaihtaa funktiota kirjoittamalla uuden funktion syottokenttdan (esim.
f(x)=x"3, mik4 tarkoittaa funktiota f(x) = x%)

Kéayta seuraavissa tehtavissa apuna tehtavan 1 nettisivua.

2. Miki on funktion fix) = x* derivaatta kohdassa

a) x=0
b) x=1
c) ¥x=2
d) »=-7

3. Muodosta siintd, jolla saadaan funktion f{x) = x* derivaatta missd tahansa kohdassa X.

4. Muodosta sdinto, jolla saadaan funktion f{x) = x derivaatta missd tahansa kohdassa X.
Perustele vastauksesi!

5. Muodosta sdénto, jolla saadaan funktion f derivaatta missa tahansa kohdassa X, kun
a) fix)=3
b) fix)=-1
c) f(x) =a (a on vakio)
Perustele vastauksesi!

6. Muodosta sddnto, jolla saadaan funktion f derivaatta misséd tahansa kohdassa x, kun
a) f(x)=2x
b) f(x)=-4x
c¢) f(x)=ax (aon vakio)
Perustele vastauksesi!

7. Mene sivulle http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat201 1/derivaatta2.html. Miké yhteys
pisteen T uralla ja derivaatalla ndyttdisi olevan? Voit kokeilla kirjoittamalla
syottokenttddn sddnnon, jolla derivaatta saadaan kohdassa X. Kirjoita sddntd muodossa
g(x) = saanto (esim. g(x) = 5x"2).

Kéayta seuraavissa tehtavissa apuna tehtavan 7 nettisivua.

8. Muodosta sdédnto, jolla saadaan funktion f derivaatta missa tahansa kohdassa X, kun
a) flx)=x®
b) Flx) =x*
c) flx) =x™ (n on positiivinen kokonaisluku)

9. *Muodosta sdantd, jolla saadaan funktion f derivaatta missd tahansa kohdassa X, kun
a) flx) = 5
b) flx) = =3x*
) flx)=2x*

d) #(x] = ax™ (aon vakiojan on positiivinen kokonaisluku)
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Opettajankoulutuslaitos, Jyvéskyldn yliopisto

Tassa tutkimuksessa seurattiin lukion pitkdn matematiikan kaksoistuntia, jossa
toteutettiin tutkivan matematiikan opetusta ensimmaiselld tunnilla ja toisella tunnilla
tarkasteltiin esimerkkeja sekéa tehtiin aiheeseen liittyvia tehtavida. Tunnit toteutettiin
luokassa, missd oli kaytossd tietokoneet ja GeoGebra-ohjelma, jota kaytettiin
tutkimusvaiheessa. Kaksoistunti videoitiin ja siitd analysoitiin opettajan puheen
muotoja. Tutkimus naytti suuntaa sille, ettd tutkivassa matematiikassa on enemman
dialogista keskustelua kuin perinteisemmassa opetuksessa.

JOHDANTO

Tutkimuksen tavoitteena oli tutkivan matematiikan opetuksen kehittdminen.
Tarkoituksena oli tutkia opettajan puheen muotoja tutkivan matematiikan opetuksen
eri vaiheissa. Tutkimus on merkityksellinen, koska siind tarkastellaan kahta erilaista
opetustapaa. Opettajan puheen huomattiin niissi eroavan toisistaan.

Héhkioniemen (2010) mukaan tutkivassa matematiikassa oppilaat oppivat tutkiessaan
jotain matemaattista ongelmaa, kehittdessdén ja perustellessaan ratkaisuideoita seka
kehitellessddan muiden oppilaiden esittdmid matemaattisia ideoita. Opettajan
tehtdvdnd on auttaa oppilaita kehittimédn ideoitaan kohti tunnettuja kisitteitd ja
menetelmid, mutta hin ei anna valmiita ratkaisuja tai esimerkkejé. Steinin ym. (2008)
mukaan tutkivan matematiikan tunti muodostuu yleensd alustusvaiheesta,
tutkimusvaiheesta ja koontivaiheesta. Tatd pohjaa kaytettiin  myoOs tdssd
tutkimuksessa analysoimallamme tutkivan matematiikan tunnilla.

Viiri ja Saari (2006) ovat jakaneet opettajan puheen muodot oppitunnilla neljdén
luokkaan, jotka ovat opettajan esitys (TP), opettajan ohjaama keskustelu,
oppilaskeskustelu (PD) ja muu keskustelu (O). Opettajan ohjaama keskustelu voidaan
lisdksi jakaa autoritaariseen (AD) ja dialogiseen (DD).

Opettajan esitys tarkoittaa luentotyylistd esitystd, jossa opettaja ei esitd oppilaille
kysymyksid. Opettajan ohjaama keskustelu on opettajan ja oppilaan vilistad
keskustelua. Se on autoritddristé, jos opettaja esittdd kysymyksié, joithin on vain yksi
oikea vastaus, ja opettaja jatkaa keskustelua annetusta vastauksesta. Dialogisessa
keskustelussa opettajan antama palaute ohjaa uusien asioiden pohdintaan tai aiheen
laajennukseen. Oppilaskeskustelu on opettajan ohjaamaa oppilaiden keskindisté
keskustelua.
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MENETELMAT
Tutkivan matematiikan tunti aiheesta eksponenttifunktion derivaatta

Tunti pidettiin lukion pitkdn matematiikan 8. kurssin ryhmaélle. Sen tavoitteena oli,
ettd oppilaat oppivat eksponenttifunktion derivaatan.

Kaksoistunti oli jaoteltu kahteen 45 minuutin osioon: tutkivan matematiikan osioon ja
tyoskentelyosioon. Tutkivan matematiikan osio  koostui alustusvaiheesta,
tutkimusvaiheesta ja koontivaiheesta. Alustusvaiheessa kerrottiin derivaattafunktion
madritelmd. Tutkimusvaiheessa oppilaat tekivit GeoGebra-ohjelmalla tehtavid (ks.
Liite 1) pienissd ryhmissd. Tehtdvien tarkoituksena oli, ettd oppilaat hahmottavat
yleisen eksponenttifunktion derivaatan ja keksivat eksponenttifunktion €* derivaatan.
Koontivaiheessa késiteltiin oikeat ratkaisut tehtiviin.

Tydskentelyosiossa kisiteltiin - eksponenttifunktion derivaatan yleinen muoto,
késiteltiin muutama esimerkki ja tehtiin niihin liittyvié tehtavia.

Aineiston keruu

Aineistoa keréttiin tehtdvanratkaisulomakkeen muodossa, jotka kerittiin oppilailta
tutkivan osion lopussa pois. Liséksi tunti videoitiin kahdella kameralla. Toinen
kamera seurasi opettajaa ja tallensi opettajan puheen langattoman mikrofonin
vilitykselld. Toinen kamera kuvasi yhta oppilasryhmaa.

Aineiston analyysi

Aineistosta analysoimme opettajan toimintaa seurannutta kameraa ja luokittelimme
sen avulla opettajan puheen muotoja kayttamalla Viirin ja Saaren (2006) luokittelua.

TULOKSET

Kuviossa 1 on esitetty puheen muotojen luokittelun tulokset. Liitteessd 2 on
taulukoitu Kuvion 1 data ja sithen on sisdllytetty tunnin rakenne. Erona Viirin ja
Saaren (2006) tutkimukseen tulkitsimme jaottelun niin, ettd samalla, kun on
oppilaiden vélistd keskustelua, niin opettajan kdymét keskustelut oppilaiden kanssa
olivat dialogisia tai autoritaarisia.

Alustusvaiheessa oppitunnin puhe oli pelkistddn opettajan esitystd. Tamén jédlkeisestd
tutkimusvaiheesta meni jonkin verran aikaa tietokoneiden sditelyyn ja
tehtdvamonisteiden jakoon, ennen kuin oppilaat varsinaisesti pddsiviat tekemiidn
tehtavia.

Tutkimusvaiheessa opettajan puhe oli sekd autoritaarista, ettd dialogista.
Tutkimusvaiheen keskelld oli hetken opettajan esitystd kun hén selitti tarkemmin
derivaattafunktion madaritelman ideaa, koska tehtdvit vaikuttivat liian vaikeilta.
Tamain jdlkeen opettajan puhe painottui autoritaariseksi tutkimusvaiheen loppuajaksi.
Tama johtui osittain siitd syystd, ettd tutkimusvaiheen alussa oppilaita kannustettiin
keksimdidn omia ratkaisujaan, mutta koska tuntui siltd, ettd oppilaat eivit saaneet
tehtavid ratkaistua, niin opettaja joutui antamaan suorempia neuvoja.
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Tyoskentelyosiossa opettajan puhe oli vain autoritaarista tai opettajan esitysta.
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Kuvio 1. Puheen muodot kaksoistunnilla.

Opettajan esitykseksi luokiteltiin esimerkiksi seuraava ote alustusvaiheesta:

”Siihen liittyen kerrataan derivaattafunktion maéritelmad. Elikka tassd, kun kayttdd sitd
h-muotoa, niin se on tommonen, ku raja-arvo h menee nollaan f(x+h) — f(x) jaettuna h:lla.
Ja tota... ja sitten ku tatdkin mééritelmad kédyttdd, niin pitdd kattoa... pitdd muistaa, etti
se on se mddritelty... mdidritelty esimerkiksi tdssdkin, niinku esimerkiksi toi
eksponenttifunktio on maddritelty kaikilla reaaliluvuilla, ja sen takia tdda soveltuu sen
kayttoon hyvin.”

Tutkimusvaiheessa kéytiin seuraava keskustelu kun oppilaat vertasivat funktiota e*
sen derivaattaan:

Opettaja: Kun sitéd vertaa tuohon a:han, niin, miti voidaan huomata?
Oppilas 1:  kulmakerroin on y:n piste
Oppilas 2:  Onks toi se sama

Opettaja: Niin siis... Siis niinku toi on se sama. Se on se, mikéd siitd piti huomata.
Eli miten sen voi yleistda?

Oppilas 3:  Hei meneeks toi ndin? Tuo on sama ku tuo.

Opettaja: Se on se. Se on siis juurikin se.

Tama tulkittiin autoritaariseksi keskusteluksi, koska opettajan kyseleminen on
arvioivaa ja kysymyksiin on yksi oikea vastaus.

Kun tutkittiin funktion 2* derivaattaa, niin opettaja ja oppilas kdvivét suraavan
keskustelun:

Oppilas 1:  Hei pitddks meidin vaan piirtdd td mika tassa.
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Opettaja: Sitd ei saa suoraan sitd piirtdimélld. Eli teiddn pitdisi sen a:n kautta
kulkevan tangentin kautta hahmottaa sitd derivaattafunktiota.

Tdméin katsottiin olevan dialogista, silld opettajan palaute johtaa aiheen
laajennukseen samanlaisen kuvion piirtdmisestd derivaattafunktion kuvaajan
hahmottamiseen.

Oppilaiden  véliseksi  keskusteluksi  luokiteltiin ~ esimerkiksi seuraava ote
tutkimusvaiheesta:

Oppilas 1:  Derivaattafunktio?
Oppilas 2:  Mika se derivaatta on téssi sit on?
Oppilas 1:  Siis niinku tdmén funktion derivaattafunktio pitéisi piirtda.

Opettaja kierteli tunnilla ja tdmd keskustelu sattui kuulumaan hénelld olevasta
mikrofonista, kun opettaja ohjasi keskustelua luokassa kiertelemalld. Tehtdvin
ratkaisemiseksi oppilailta odotettiin derivaattafunktion mééritelmén osaamista ja
tassd tapauksessa kyseisilld oppilailla oli kdytdnnossd olemattomat mahdollisuudet
saada tehtdva ratkaistua.

POHDINTA

Tamdn tutkimuksen perusteella ei voida sanoa, edistddkod tutkiva matematiikka
oppilaiden oppimista, vaikka keskustelun siind huomattiin olevan dialogisempaa. Jos
tutkivan matematiikan tunteja pidettdisiin useita perdkkdin samalle ryhmille,
ndhtdisiin paremmin, millaisia tuloksia silld saadaan. Oppilaat eivdt yhtd lukuun
ottamatta oppineet vield tutkimusvaiheessa juuri mitddn, vaan oppiminen tapahtui
vasta koontivaiheessa. Néin ollen tutkivan matematiikan tavoite ei télld tunnilla
toteutunut. Tama johtui kuitenkin todenndkdisesti siitd, ettd tutkimustehtdvét olivat
ylimitoitettuja ryhmén osaamisen suhteen. Tutkivassa matematiikassa on siis tirkeédd,
ettd annetut ongelmat ovat sopivan tasoisia oppilaille, tai muuten koko tunnin
tarkoitus voi mennd hukkaan. Tdméi taas olisi mahdollistanut tunnin keskustelun
dialogisemmaksi.

Ainakin timén tunnin perusteella ndyttaa siltd, ettd tutkivan matematiikan tunnissa on
enemmain dialogista keskustelua kuin perinteisessd tunnissa. Tdmi ndkyy siitd, etti
tunnin tyoskentelyosio oli toteutettu perinteisemmin eikd siind esiintynyt dialogista
keskustelua opettajan ja oppilaiden valilla.

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Kokemuksena tutkivan matematiitkan tunnin tydstiminen oli ty6lddmpédd kuin
perinteistd kaavaa noudattavan matematiikan tunnin suunnittelu. Tehtdvien tason
arviointia helpottaisi, jos tuntisi ryhmén paremmin.

Kokemuksena tutkiva matematiikka on ihan hyvéd juttu, ja mikédli sen saisi
onnistumaan, niin oppiminen olisi oppilaille melko varmasti mielekkddmpédd kuin
perinteinen oppiminen.
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Tutkivaa matematiikkaa pitéisi ehdottomasti kehittdd jopa niin paljon, ettd silld voisi
toteuttaa kokonaisia matematiikan kursseja.
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA, MAAS EKSPONENTTIFUNKTION
DERIVAATTA

1. Avaa GeoGebra-pohja sivulta http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat2011/e1
Kuvaaja on muodossa f(x)=a*, missd a:ta pystyt muuttamaan hiirelld ja
nidppaimiston nuolindppaimilla. Lisdksi kuvaajaan on lisitty litkuteltava piste A ja sen
kautta kulkeva tangentti funktiolle f.

a) Hahmottele funktion f(x)=2" derivaattafunktion f  kuvaaja

4
3]

2]

b) Hahmottele funktion f(x)= Gj derivaattafunktion f  kuvaaja

2. http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat2011/e2 f(x)=e*:n kuvaajalla on piste A
jolle on piirretty tangentti. Liikuta nyt A:ta. Pddttele sen avulla e*:n derivaatta.

3. Maédritd e*:n derivaatta kynd-paperi menetelmélld méaritelméaa kiyttden kun
h

=1

tiedetdzn, ettd lim €

4. Tutki GeoGebralla raja-arvoa lim(1 + lj . Miten se liittyy neperin lukuun e?

X—>0 X
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OPETTAJAN VAIKUTUS OPPILAIDEN TAPAAN TUTKIA
TRIGONOMETRISIA FUNKTIOITAYKSIKKOYMPYRAN
AVULLA

Ilkka Siiki ja Juha Vaitiinen
ilkka.siiki@)jyu.fi, juha.vaatainen@jyu.fi
Opettajankoulutuslaitos, Jyviskylidn yliopisto

Tutkimme opettajan vaikutusta oppilaiden tapaan tutkia ongelmia. Tutkimus
toteutettiin lukion pitkdn matematiikan 9-kurssin (Trigonometria ja lukujonot)
yhdella tunnilla. Tutkimuksessa oppilaat ratkaisivat trigonometrisiin funktioihin
liittyvia tehtéavia GeoGebra-ohjelman avulla. Tunnilla kuvattiin  opettajan
tyoskentelyd. Videoita analysoimalla jaottelimme erilaisia tapoja, joilla opettaja
ohjasi oppilaita tunnin aikana ja naiden tapojen vaikutusta oppilaiden toimintaan.
P&adasiallisesti opettajan toiminta tuki oppilaiden omaa tekemistd ja ajattelua.
Joissakin tapauksissa opettaja ohjeisti oppilaat vaihtamaan l&hestymistapaansa
hieman.

JOHDANTO

Tutkimuksemme tavoitteena on tutkia opettajan tapoja ohjata oppilaiden itsendisti
tutkimista ja tidmédn ohjauksen vaikutusta oppilaiden tapaan ldhestyd ongelmaa.
Tutkimuksella on suuri merkitys jatkotutkimuksen pohjana, jos halutaan kehittda
tehokkaampia tapoja tukea oppilaiden omaa oppimista.

Tutkiva matematiikka voidaan méaritelldi monin tavoin. Yleisesti tavoitteena on
ongelmaldhtdisesti tukea oppilaiden omaa aktiivisuutta. Stein ym. (2008) mukaan
tutkivan matematiikan tunti koostuu (1) alustusvaiheesta, jossa opettaja kertoo
pohjatiedot ja antaa tehtdvét, (2) tutkimusvaiheesta, jossa oppilaat itsendisesti,
yleensd pareittain tai pienissd ryhmissd, tutkivat ongelmia ja tutustuvat asiaan, seka
(3) koontivaiheesta, jossa jdlleen opettajajohtoisesti kasataan yhteen tunnin anti ja
opitut asiat.

Hahkioniemen ja Leppdahon (2010) maidritelméssd tutkivalle matematiikalle,
korostuu oppilaiden luovuus ja uusien menetelmien kéyttd. Opettajan roolissa he
korostavat opiskelijoiden aktivointia ja huomion kiinnittdmistd oleellisiin asiothin.
Myods perustelemisen taitojen sekd matemaattisen ajattelun kehittiminen ja
tukeminen on heididn mielestdén tirkeda.

Héhkioniemen (2010) mukaan oppilaille ei tule antaa valmiita vastauksia, mutta
opettajan tulee olla valmistautunut ohjeistamaan oppilaita oikean suunnan
16ytdmisessd. Tdma on juuri tutkimuksemme tavoite: tutkia onnistuuko opettaja tissa
suunnan ndyttimisen ja suoran vastauksen antamisen erottamisessa.
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MENETELMAT
Tutkivan matematiikan tunti: Sini ja kosini yksikkdympyrassa

Annoimme lukion toisen vuoden opiskeljjoille tehtdvéksi tarkastella sinin ja kosinin
madritelmid ja niiden kayttod yksikkdympyrdn avulla Trigonometria ja lukujonot -
kurssilla. Tavoitteena oli saada sinin ja kosinin madritelmit ja yksikkdympyrin
kaytto opittua perusteellisesti. Oppilaille annettiin suunnittelemamme moniste, jossa
oli aluksi méiéritelmit ja erilaisia tehtdvid. Tehtdvid tehtiin pareittain. Tehtdvit
koostuivat enimmaékseen sinin ja kosinin arvojen pdittelemisestd ja trigonometristen
yhtdldiden virheellisyyden tai oikeellisuuden toteamisesta. Jokaisella oppilasparilla
oli kiytossd tietokone, GeoGebra-ohjelma ja sithen valmiiksi luodut kaksi eri
tiedostoa sekd suttupaperi. Laskimen kaytté oli sallittua. Oppilaille annettu
tehtdvépaperi on liitteessd 1 ja linkit GeoGebra-tiedostoihin liitteiné 2 ja 3.

Aineiston keruu

Oppilaat tekivdt ratkaisunsa tehtdvdpaperiin tai annettuun suttupaperiin, jotka
kerdttiin tunnin jilkeen tarkasteltavaksi. Opettajalle oli annettu mikrofoni ja yksi
videokamera seurasi opettajaa koko tunnin ajan. Tutkimme myds oppilaiden
tietokoneista otettua ruudunkaappausta ja mikrofonilla tallennettua danta.

Aineiston analyysi

Katsoimme opettajaa seuraavaa videokameraa ja tulkitsimme kuinka opettaja saa
tuettua oppilaan ldhestymistapaa ja miten opettaja toimii oppilaan kanssa.

Aineiston analysointia ja lajittelua varten loimme oman luokittelun. Jaoimme
opettajan ldhestymistavat neljdin luokkaan. Luokat eivit olleet toisensa poissulkevia,
ja sama tilanne saattoi sopia useampaankin luokkaan.

TULOKSET

Yleisin opettajan ohjaustapa oli kehottaa oppilaita laajentamaan tai yleistimiin
yksittdistapauksia (7 kertaa). Seuraavaksi yleisin oli oppilaiden ldhestymistavan
muutokseen tdhtddva ohjeistus (3 kertaa). Niissa tilanteissa opettaja kehotti ja ohjeisti
oppilaita kokeilemaan jotain muuta ldhestymistapaa, esimerkiksi siirtymain
laskimella kokeilemisesta GeoGebralla kokeilemiseen. Yhtd yleistd edellisen kanssa
oli oppilaiden tukeminen kehumalla heidédn ratkaisuaan ja toteamalla sen oikeellisuus.
Yhdessi tapauksessa opettaja antoi suoraan oikean vastauksen. Tilannetta tosin edelsi
viiden minuutin keskustelu, jossa opettaja yritti muitakin tapoja.

Kaikissa tapauksissa opettajan toiminta tuki oppilaiden tyoskentelyd, kahdeksassa
tapauksessa opettaja tuki oppilaiden ldhestymistapaa ja neljdssd tapauksessa hin
ohjeisti oppilaita vaihtamaan tapaa. My0s oppilaat, joita opettaja neuvoi vaihtamaan
lahestymistapaansa, hyOtyivét tésta.

Yleisin opettajan kiyttimé tapa oli siis ohjata oppilaita yleistimiin jokin keksiménsa
erikoistapaus tai sddntod laajemmaksi. Seuraavana nédyte keskustelusta, jossa ratkaisuja
10ydetddn enemmain (tehtdva 2b):
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Oppilasl:  x on nolla tai 180, eiku... Niin, koska se kulma on 180
Opettaja: Onkos siind muita ratkaisuja sitten?
Oppilasl:  Niin, jos se on vield nitku monta kierrosta, jos se on vaikka 360 tai 540

Tdssd opettaja sai yksinkertaisella kysymykselld oppilaat keksiméddn useita
lisdratkaisuja ongelmaan.

Opettajan aktiivinen tunnin seuraaminen ja oppilaiden ohjaaminen helpotti oppilaiden
tyoskentelyd ja ohjasi sitd oikeaan suuntaan. Seuraavassa ndyte, jossa opettajan
ohjeistus sain aikaan muutoksen oppilaiden tydskentelytavassa, kun oppilaat ovat
muodostaneet puutteellisen vastauksen tehtdvassa 2c:

Opettaja: Mitenkés tuo?
Oppilas2:  No ohan se.
Opettaja: Hetkinen, ootteko te kidyttiny tuota (osoittaa GeoGebra-ikkunaa)?

Oppilas2: 45 ja tulee tommonen ja cos (—45) tulee ithan sama (laskee cos 45 ja
cos (—45) laskimella). Kylla.

Opettaja: No entés sitten, pystyykos se olla jollaki muulla kulmalla, vaikka 60:1147?

Oppilas2:  Voi ehkd olla, mutta ei me jaksettu kaikkia tarkistaa (aloittaa laskimen
ndppdilyn)...

Opettaja: Eikos se oo hankala kattoo tosta laskimesta kun tuolla vois kattomaan
suoraan? Kato vaan se koordinaatti piste..?

Oppilas2:  Kuudella kympilldkin.

Opettaja: Entés 61:1147 Tossa pystys kattomaan yhtd nuolindppdintd kayttimalla. ..

Oppilas2: Al pystyy vai...

Tamén jilkeen Oppilas2 alkoi parinsa kanssa tarkastella GeoGebra-tiedostoa, jossa
oli kaksi asetettavaa kulmaa. He asettivat mielivaltaisen kulman ja vastaavan
negatiivisen kulman. Opettajan avustuksella oppilaat osasivat lukea molempien
kulmien kosinien arvot. Muuttamalla kulmia, oppilaat huomasivat, ettd cosx = cos(—x)

kaikilla X:n arvoilla, jota he eivét olisi voineet huomata yhté helposti laskimella.

POHDINTA

Saamiemme tulosten pohjalta voimme todeta, ettd opettajan aktiivinen rooli tunnilla
auttoi ja tuki oppilaita laajentamaan havaintojaan ja keksimidin uusia asioita ja
lahestymistapoja ongelmaan. Toisaalta lilan innokas auttaminen saattaa katkaista
oppilaiden oman ajattelun ja siirtdd heidét ajattelemaan opettajan tavalla, mikd myds
vihentdd oppilaiden motivaatiota. Sopivalla neuvomisella ylldpidetddn ja kehitetddn
oppilaan motivaatiota ja omaa oppimista. Sopivan ja liian innokkaan neuvomisen raja
riippuu monesta tekijistd, esimerkiksi opetustilanteesta ja oppilaista.

Vaikka oppilaat olivat hieman ennakkoluuloisia GeoGebraa kohtaan, niin silti se oli
helpottava tekija kokeilemiseen, niin kuin edellisestd opetustapahtumasta voi
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huomata. Yleisesti oppilaiden rohkaiseminen ja kannustaminen kokeilemaan eri
asioita on tdrked osa opetusta, jonka tutkimuksemmekin osoitti.

KOKEMUKSIA JA KEHITYSIDEOITA

Laskimen kayton sallimista tai kieltimistd olisi hyvd pohtia ennen tuntia. Oppilaat
selkedsti luottivat enemmén laskimeen kuin GeoGebraan, mikd tuli meille
yllatyksena.
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LIITE 1: TUNTISUUNNITELMA

Nimet:

Madritelma:

r "y
{a,h) i 1

Ollkoon kulman x kehapiste (a,b). Tallgin
kulman x sini ja kosini ovat:

cosx=a sinx =h

Muista, ettad voit myos kdyttaa suttupaperia tai laskinta apuna seuraavissa tehtavissa.
JATA KAIKKI RATKAISUYRITYKSET ESILLE JA MERKITSE VASTAUS JOMPAANKUMPAAN PAPERIIN!
Lammittelytehtava:

a) sin 503° = b) cog== c)sin (—680°) =

=T

Seuraavissa tehtadvissa kdyta apuna tiedostoa GeoGebra tiedostoa: yksikulma.ggb

http://users.jyu.fi/~mahahkio/TutMat2011/yksikulma

1.
a) Milloin gln x saa positiivisia arvoja?

b) Milla x:n arvoilla coex on negatiivinen?

a) Milld kulmalla cos x = 0,5? Onko ehdon toteuttavia kulmia enemman?

b) Mika muuttujan x:n arvo on yhtalon sin x = 0 ratkaisu? Jos ratkaisuja [6ytyy enemman,
minkalaista sdadntoa ratkaisut noudattavat?

c) Milla kulmilla coex = coa(—x

d) Mille kulmille glizx = cogx?
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Seuraavissa tehtavissa kdyta apuna tiedostoa GeoGebra tiedostoa: kaksikulmaa.ggb

http://users.jyu.fi/*mahahkio/TutMat2011/kaksikulmaa

3. Onko seuraava kaava tosi? Perustele. Korjaa epatodet kaavat.

a) sin(m-x) = sinx

b) sin x = sin(-x)

c) (sinx)*+ (corx)* =7

d) slnx = —cos(=—x)

e) cos(m-x)=?

f) sinix= deinxcosx

4. Maarittele funktion f(x) = 2:(cos x) -1 arvo- ja maarittelyjoukko
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