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Johdanto

Tamén tyon tavoitteena on esitelld malli hyperboliselle geometrialle, joka on erés
epéaeuklidisen geometrian malleista. Tarkoituksena ei ole todistaa kaikkien aksioomien
voimassaoloa, vaan nimenomaan tarkastella miten suorat, pisteet ja kulmat méaéritel-
ladn. Malli tulee olemaan kolmiulotteinen, mutta my6s korkeampiulotteinen malli oli-
si mahdollinen. Nimenséd mukaisesti sen pohjana on hyperboloidi, joka mééritellaan
reaalisessa vektoriavaruudessa, ns. Minkowskin avaruudessa. Malli mééaritellaan kéyt-
tamaélla degeneroitumatonta symmetrista bilineaarimuotoa, joka on liséksi indefiniitti.
Bilineaarimuotoja késitelldadn ensimmaéisessé ja toisessa luvussa.

Kolmas luku kisittelee ns. hyperbolista geometriaa. Kuten euklidisessa geomet-
riassa, myos hyperbolisessa geometriassa kaksi pistettd maérdd aina suoran. Vilis-
sdolo toimii samoin kuin euklidisessa geometriassa: jos suoralta valitaan kolme eri
pistetté, sijaitsee jokin pisteistd kahden muun vélissd. Kahden pisteen vélinen etéi-
syys voidaan myos méadritelld ja tédstd saadaan metriikka hyperboliseen geometriaan.
Ero euklidisen ja hyperbolisen geometrian vililla on, ettd hyperbolisessa geometrias-
sa pa-ralleeliaksiooma ei ole voimassa, eli suoran ulkopuolisen pisteen kautta voidaan
piirtda ainakin kaksi yhdensuuntaista suoraa.

Neljas ja viimeinen luku on omistettu yhdelle ensimmaéisistd hyperbolisen geomet-
rian malleista, jota kutsutaan nimellad Kleinin malli tai Beltrami-Kleinin malli. Tassa
mallissa hyperbolinen avaruus projisoidaan yksikkokiekolle. Tdmé& malli on havain-
nollisempi kuin hyperbelimalli, koska hyperboliset suorat ovat yksikkokiekon jénteité
eiviatkd hyperbeleja.
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LUKU 1
Bilineaarimuodot ja nelimuodot

Tassa luvussa esiteltéavét bilineaarimuodot ovat bilineaarikuvausten erikoistapauk-

sia. Tarkastellaan n-ulotteista vektoriavaruutta £ ja reaaliarvoista bilineaarikuvausta
B:ExFE—R

MAARITELMA 1.1. Olkoot R™, R" ja R? lineaarisia vektoriavaruuksia ja B kuvaus,
joka kuvaa pisteparin (x,y) pisteeksi z, eli

B:R™ x R" — RP.
Kuvausta B kutsutaan bilineaariseksi, mikéli se on lineaarinen molempien argu-
menttien x,y suhteen. Merkitadn

z = Buxy.
Bilineaarikuvaus B : R™ x R" — RP on symmetrinen, jos
Bzy = Byx kaikillaz,y € R"

ja alternoiva, jos
Bzxx = 0 kaikilla z € R".

Alternoivalle bilineaarikuvaukselle pétee siis kaikilla z,y € R”
(1.1) B(z +vy)(x +y) = Bxx + Bxy + Byx + Byy = 0,
joten yhtélon (1.1) nojalla
Byxr = —Buzxy.
Jatkossa poikkeuksetta p = 1 ja n = m. Télloin reaaliarvoista bilineaarikuvausta
B :R" x R" — R kutsutaan bilineaarimuodoksi.

MAARITELMA 1.2. Olkoot B : R™ x R* — RP bilineaarikuvaus ja x,y € R".

Merkitasan
n n
T = E i, Y= E Yias,
i=1 j=1
missé aq, . .., a, on avaruuden R” kanta. T&lloin kuvauksen B bilineaarisuudesta seu-
raa, etta
n
Bxy = E x;y;Baa;
ij=1
on pisteiden z; ja y; bilineaarimuoto. Kun p = 1, niin kertoimet b;; = Ba;a;,
1,7 = 1,...,n, muodostavat bilineaarimuodon B matriisin kannan aq, ..., a, suhteen,
eli
n
i,j=1
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1. BILINEAARIMUODOT JA NELIOMUODOT 4

Bilineaarimuoto B maarai neliomuodon

n
Bz .= Bxx = Z bijziz;.
ij=1
Kééntéen, lauseke (1.2) méérad bilineaarimuodon B, kun kertoimet b;;,4,j =1,...,n
on annettu. Neliomuoto liittyy bilineaarikuvauksen méarittdmiseen polarisaatiokaa-
van avulla. Sijoitetaan kaavaan (1.2) vektoreiksi summa ja erotus = + y ja x — y,

(1.3) B(x +y) = Bx + By + Bxy + Byxr = Bx + By + 2Bxy
ja
(1.4) B(x —y) = Bx + By — Bry — Byxr = Bx + By — 2Bxy.

Kun B on symmetrinen, saadaan yksinkertainen polarisaatiokaava laskemalla kaavo-
jen (1.3) ja (1.4) erotus

Bry = {(B(z +y) ~ Bl —y).

MAARITELMA 1.3. Olkoot E n-ulotteinen vektoriavaruus ja B : E x F — R
neliomuoto. Neliomuoto B on positiividefiniitti, jos kaikilla x € F
Bxr>0 ja Br=0 - x=0
ja negatividefiniitti, jos kaikilla x € F
Bxr <0 ja Br=0 <& zx=0.
Neliomuoto B : E x E — R on indefiniitti, jos se voi saada sekd positiivisia ettd
negatiivisia arvoja.

HuomauTus 1.4. Olkoon E n-ulotteinen vektoriavaruus. Symmetriselle bilineaa-

% N

rimuodolle B : E x E — R kiytetddn usein lyhyyden vuoksi sisdtulon merkintad ”- 7,
x -y := Buxy.

Yhdessd symmetrisen bilineaarimuodon B kanssa E muodostaa sisdtuloavaruuden

(E, B).

MAARITELMA 1.5. Olkoot E vektoriavaruus ja B : E x F — R symmetrinen
bilineaarimuoto. Olkoot S C E vektoriavaruus ja =,y € E vektoreita. Vektorit = ja y
ovat ortogonaalisia, kun

xz-y=0.
Vektorin x ortogonaaliavaruus bilineaarimuodon B suhteen on
N,={ue FE:xz-u=0}
Joukon S C F ortogonaaliavaruus bilineaarimuodon B suhteen on
Ng=Ng(E)={x € E:2-2=0, kaikilla z € S}.

Aliavaruutta N C E sanotaan symmetrisen bilineaarimuodon B nolla-avaruudeksi.
Nolla-avaruus Npg on siis kaikkien vektorien x € E ortogonaaliavaruuksien N, leik-
kaus. Jos Ng = 0, niin sanotaan, ettd bilineaarimuoto B on degeneroitumaton.

Vektorin x pituus, eli normi on
|z = /| Baz].
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MAARITELMA 1.6. Olkoot (E, B) n-ulotteinen sisiatuloavaruus ja (ey,...,e,) sen
kanta. Sanotaan, ettd kanta (eq, ..., e,) on ortogonaalinen, jos sen kantavektorit ovat
keskenééin ortogonaalisia. Kanta (eq, ..., e,) on ortonormaali, jos on p,q,r > 0 siten,
etta

+1, kuni=1,...p
Beje; = €;0;;, missd ¢; = -1, kini=p+1,...,p+¢q
0, kini=p+q+1,...p+qg+r=n

Kerroin ¢; on talléin kantavektorin e; merkki.

1.1. Gram-Schmidtin ortogonalisointimenetelma

Olkoot E n-ulotteinen vektoriavaruus, jossa on annettu definiitti sisétulo ja
ai,...,a, sen mielivaltainen kanta. Muodostetaan tdméan kannan avulla uusi kanta,
jonka vektorit ovat keskenédén ortogonaalisia. Olkoon

b1 = ai.
Pyritdan korvaamaan kantavektori ay kantavektorilla
b? =as+ /\bla
joka on ortogonaalinen kantavektorin b; = a; kanssa. Vektoreiden b; ja by ortogonaa-
lisuuden takia on oltava
a2~bl+)\bl-b1:b1-b2:0.

Koska by = a1 # 0, niin definiittisyyden nojalla b, - by # 0, joten ratkaisemalla A
voidaan myo0s by ratkaista. Vektorit a; ja as ovat lineaarisesti riippumattomia, joten
by # 0. Vektoriksi b3 valitaan vastaavasti muotoa

b3 = a3+ ,ub1 + I/b2
oleva vektori. Maaraamalla p ja v siten, etté

bl-b3:0 ja bQ'ngO,

saadaan yhtalot

ag-b1+ubl~b1:0
ja

0,3'b2—|—l/b2'bQ:0.
My6s nyt by-by # 0jaby-by # 0, joten u ja v madraytyvit yksikésitteisesti. Vektoreiden
ay, as ja ag lineaarisen riippumattomuuden nojalla b3 - b3 # 0. Vastaavalla tavalla
saadaan kantavektorit b; # 0, i = 1,2,...,n siten, etté

bi'bj:O, kunz;éj

Vektorit b; # 0 ovat ortogonaalisia, ja siten lineaarisesti riippumattomia muodostaen
ndin n-ulotteisen avaruuden £ kannan. Ortonormaaleja niistd saadaan jakamalla ku-
kin vektori normillaan:

bi
€ = 77
|bi]
missé |b;| = /| Bb;|. Siis vektorit ey, ..., e, muodostavat ortonormaalin kannan vek-

toriavaruuteen FE.
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ESIMERKKI 1.7. Olkoot a; = (1,0,1),as = (2,1, -3) ja ag = (—1, 1,0) avaruuden
R? kanta. Konstruoidaan ortonormaali kanta kiyttien Gram-Schmidtin ortogona-
lisointimenetelmé&a. Valitaan aluksi

by = a;.
Seuraavaksi valitaan by siten, etté
(1.5) by = as + Aby,
josta ratkaistaan A

O:bg'blzag'b1+)\bl'b1

N )\:_CL2'b1 :_(2717_3)<17O’1) :1
by - by (1,0,1)-(1,0,1) 2

Kun sijoitetaan A ja ay yhtéloon (1.5) saadaan

1 5 5}
by = (2,1, — —(1,0,1)={(-=,1,—= ).
2 (7 ’ 3)+2(707 ) (27 ’ 2)

Samalla tavalla ratkaistaan bs.

bz = a3 + pby + vby,

missé siis
0 =as- by + pu(by - by)
. —-1,1 -(1,0,1 1
> u e = a2
ja
0=asz-by+v(by-bs)
N V:_ag-bz :_(—1,1,0)-(3,1,—3) 1
b (19 (313§
joten

1 1/5 5 2 10 2
—(—1,1,0)+ (1,0, 1) + = 2,1, -2 ) = (=2, 2 =),
b3 ( 770)+2<707 >+9(277 2) ( 97979>

Saadut vektorit ovat ortogonaalisia ja muodostavat kannan, silld det(by, bo, b3) # 0.
Normittamalla vektorit tulee kannasta ortonormaali.

by = VIZ+ 02+ 12 = V2,
o) () - F
() () 6) -
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Etsitty ortonormaali kanta on siis (eq, €2, €3), missi

by 1
e = L = —(1,0,1),
TRV
by 2 (5 5) 1
€2 =17 = o _717__ :_5727_57
TN 27\ 2" 2 3\/6( )
b 3 2 10 2 1
63:_3:£(__7_7_):_(_17571)'
bl 2\ 99°9) 7 3/3

LAUSE 1.8. (Sylvesterin hitauslause) Olkoot E n-ulotteinen vektoriavaruus,
x,y € E ja B: Ex E — R symmetrinen bilineaarimuoto, jolloin

(B +y) — B —y)) = Bay,

Tdlloin on olemassa avaruuden E ortonormaali kanta eq, . . ., e,,

+1, kunt=1,....p
Beje; = €;0;;, missi €; = —1, kuni=p+1,...p+q
0, kunt=p+q+1,.,p+q+r=n

7a ndiden kantavektoreiden virittdmdt lineaarisesti risppumattomat aliavaruudet UP,
Va4 ja W7, joille

E=UoVioW".
Talloin symmetriselle bilineaarimuodolle B aliavaruuksien UP, V2 ja W ulottuvuudet
p,q ja r ewdt rigpu ortonormaalin kannan ey, ..., e, valinnasta. Kerroin €; on tdl-
loin kantavektorin e; merkki. Posititvisen avaruuden U = UP dimensiota p kutsutaan
symmetrisen bilineaarimuodon B indeksiksi.

Tobistus. Kisitelldan aluksi tapaus, jossa B on definiitti avaruudessa E. Voi-
daan olettaa, ettd se on positiividefiniitti. Madrataan Gram-Schmidtin ortogonalisoin-
tiperiaatteen avulla kuvauksen B suhteen ortonormaali kanta lahtien liikkeelle mie-
livaltaisesta kannasta ag,...,a,. Koska a; # 0, niin Ba; > 0. Méaritellidn \; € R
siten, ettd

)\%1 = Bal.
Talloin yhtalosta
a; = A1e1

saadaan positiivinen yksikkévektori ey, koska A1y # 0.
Etsitddan seuraavaksi A9p siten, etté

B(CLQ - )\2161)61 =0.
Tama on totta, kun
)\21 = Bagel.

Koska a; ja as ovat lineaarisesti riippumattomia, niin myos e; ja ao ovat sitd. Tésté
seuraa, ettd as — Agre; # 0 ja B(as — Ag1eq) > 0. Nyt yhtélon

)\32 = B(CLQ — )\2161)
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juuret ovat nollasta eroavia ja vektoria e; vastaan kohtisuorassa oleva yksikkovektori
méaraytyy yhtalosta

az = Ag1€1 + Axzéa.
Seuraavaksi méadritetddn kertoimet A\3; ja A3z siten, etté
B(as — Az1e1 — Agze2)e; = 0
kun 7 = 1, 2. Kertoimiksi saadaan
A3 = Base;.

Vektorit ay,as ja az ovat kannan alkioina lineaarisesti riippumattomia, joten myos
e1, e ja as ovat sitd. Vektori

as — Azi€1 — Az2€2 7’é 0,

on vektoreiden e; ja ey virittdmén aliavaruuden normaali, joten
B(as — Ag1e1 — Agae2) > 0. Madrataan Agz # 0 kaavasta

)\33 = B((Ig — )\3161 — )\3262).
Vektoreita e; ja es vastaan kohtisuorassa oleva vektori e3 mééritelldaan yhtéalon
az = Azi1€1 + Ag2€2 + Aszes

avulla.
Jatkamalla saadaan yhtaloryhma, jonka avulla voidaan méarata ortonormaali kanta
€1,...,€En

ay = Aieq,
as = Ag1€1 + Agges,

(1.6) az = Agie1 + Asz€2 + Asges,

ap = >\n161 + >\n262 + -+ )\n3€n7

missd, kun j <1< n

(17) )\ij = Baiej
jai=1,....n
(1.8) A?i = B(a; — Ainey — - — Ai(ifl)ei—l)

Yhtaloista (1.6), (1.7) ja (1.8) saadaan etsitty ortonormaali kanta
€1 = Hudy,
€2 = 2101 + 2202,

€3 = M3101 + H3z202 + U33ag,

€n = Un1Q1 + Hn2a2 + -+ HnnQn.

Oletetaan sitten, ettd B on mielivaltainen symmetrinen bilineaarimuoto ava-
ruudessa E. Olkoon U maksimaalinen aliavaruus, jossa B on positiividefiniitti,

0<dimU =p<n.
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Avaruudelle U saadaan ortonormaali kanta ey, .. ., e, Gram-Schmidtin ortogonalisoin-
timenetelmélla. Projisoidaan jokainen vektori x € E aliavaruuteen U ja mééritelladn
vektorin x normaali aliavaruuden U suhteen. Tédmé tapahtuu jakamalla x kahteen
komponenttiin
r=u-+uv,
siten, ettd v 1L U. Vektorit
p p
u = Z(x ce)e; ja v=1x — Z(x - €;)é;.
i=1 =1
toteuttavat kohtisuoruusehdon, silld vektori v on ortogonaalinen kaikkia kannan al-
kioita e; € U vastaan
p
veeg=(x =) (z-e)e) ;= (v-e;) = (x-e;) =0,
i=1
kaikilla 7 =1, ..., p, jolloin my6s v - u = 0 jokaiselle u € U. Etsitty projektio on siis

P
u= Z(:c e;)e;
i=1

jav =x — u. Tamaé projektio ja sitd vastaava normaali eivét riipu kannasta e; € U,
vaan ne méaraytyvat yksikésitteisesti vektorista x ja avaruudesta U. Nimittéin, jos
r=u +

on toinen vektorin x ositus, niin
W —u=v-—1
on ortogonaalinen avaruutta U vastaan ja myos itsedédn vastaan, joten
B(u' —wu) =0.
Nyt, koska B oli positiividefiniitti avaruudessa U taytyy olla v’ = u ja v' = v.
Normaalien v joukko muodostaa avaruuden U ortogonaaliavaruuden
F= Ny(E)=N"?P={reFE:x-z=0kaikilla z € U}.

Siis F' muodostuu kaikista aliavaruutta U vastaan kohtisuorista vektoreista. Koska U
oli maksimaalinen aliavaruus, jossa B on positiividefiniitti, niin aliavaruus F' ei sisélla
positiivisia vektoreita. Jos olisi y - y > 0 jollakin y € F', niin kaikilla

r=u+ Ay € U+ Ry,

rox=u-u+Ny-y>0jaz-2=0 < wu=0ja A=0,

ja vastoin oletusta B olisi positiividefiniitti aidosti suuremmassa aliavaruudessa
U + Ry. Siis on oltava y - y < 0 kaikilla y € F. Olkoon V' = V7 C F' maksimaalinen
negatiividefiniitti aliavaruus ja

Cp+15- -+ Eptq
Gram-Schmidtin ortogonalisointimenetelméllé saatu kanta, eli Be;e; = 0, kun i # j ja
Be; = —1. Olkoon liséksi W = W™ = Ny (F) C V C F. Nyt, koskaw € F, w-w <0,
mutta myos w € W = Ny (F), joten w - w > 0. Siis w - w = 0 kaikilla w € W ja
polarisaatiokaavasta saadaan, etté

w - wo = 0 kaikilla w, wg € W.
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Koska x € E voidaan esittda yksikésitteisella tavalla © = v + v 4+ w, missd u € U,
veV,we W, niin wy - x = 0 kaikilla x € E, kun wg € W. Siis W = Ng(FE) C E, eli
jos w € E, niin

weW <& w-x=0kaikillaz € FE.
Siis W on sisdtuloavaruuden (E, B) nolla-avaruus ja sen ulottuvuus on r =n—p —g.
Saadaan siis

E=U'pVigeW",

ja kun lisdtdéan aliavaruuden W kanta,

€p+q+1s - -+ Cptgtr = CEn,

alemmin saatuihin, on saatu haluttu avaruuden E ortonormaali kanta.
Positiivinen avaruus U ja negatiivinen avaruus V eivit yleensé ole invariantteja,
mutta niiden ulottuvuudet p ja ¢ ovat. Tarkastellaan toista avaruuden E ositusta,

E = U{Jl +V1q1 +W1T1,

missi edelld todistetun nojalla Wi* = W ja siten r; = r. Olkoot avaruuksien Ul" ja
Vi ulottuvuudet p; ja g;. Osoitetaan, ettd p; = p ja ¢1 = ¢. Avaruuden E osituksen
nojalla u € U voidaan esittdaa yksikéasitteisesti muodossa

U =u; + v + wi.

Saadaan lineaarikuvaus A : UP — U' asettamalla Au = u;. Néytetiin, ettéd lineaa-
rikuvaus A on injektio osoittamalla, ettd aina Au = 0 = u = 0 kaikillau € U.
Koska u; = Au = 0, niin v = v; + wy, jolloin 0 < Bu = B(v; + w;) < 0. Mutta
B on positiividefiniitti avaruudessa U, joten u - u = 0 ja u = 0. Taytyy siis olla
p < pp ja symmetrisyyden takia myos p; < p, joten p; = p. Téstd seuraa, ettd
g =m—p—1r; = m—p—r = q. Nain on siis osoitettu ulottuvuuksien p ja ¢
invarianssi. U



LUKU 2
Sisdtuloavaruuden ortogonaalikuvaukset

Téssé luvussa kéasitelldan lineaarikuvausten ortogonaalisuutta. Tarkastellaan dege-
neroitumatonta sisituloavaruutta (£, B), jonka sisdtuloa merkitéén x -y := Buzy
kaikilla x,y € E. Degeneroitumattomuudesta seuraa, ettd x - y = 0 kaikilla y € E jos
ja vain jos x = 0.

MAARITELMA 2.1. Lineaarikuvaus A : E — E on ortogonaalinen, jos se sailyttia
sisdtulon, eli jos kaikilla z,y € E

Ax - Ay =z - y.

LAUSE 2.2. Ortogonaalikuvaus A : E — E on aina sisdtuloavaruuden sddnnolli-
nen lineaarikuvaus. Silld on siis kddnteiskuvaus A~' : E — E, joka on myés ortogo-
naalinen.

TobisTus. Kun Az = 0, pétee kaikilla y € £
0=0-Ay=Azx- Ay ==z,

joten x = 0, koska sisédtulo oli degeneroitumaton. Siis A on injektio ja siten my0s
lineaarinen bijektio, koska dim ' = n < oo. On siis olemassa kédnteiskuvaus
Al FE > E. O

LAUSE 2.3. Lineaarikuvaus A : E — E on ortogonaalinen jos ja vain jos lineaari-
kuvaus A sdilyttida sisdtuloa vastaavan neliomuodon,

B(Az) = Bz, kaikilla x € E.

TobisTus. Viitteen vilttdméattomyys seuraa ortogonaalisuuden médritelméasta.
Viitteen riittdvyys saadaan polarisaatiokaavan avulla:

Ar - Ay = SB(Ax + Ay) - B(Ax — Ay))

4
_ i[B(A(x +)) — B(A(z — y))]
= }L[B(Jﬁ +y) — Bz — y)]
=Bxy=uz-y.

U

LAUSE 2.4. Lineaarikuvaus A : E — E on ortogonaalinen, jos se kuvaa avaruuden
E jonkin ortonormaalikannan jdilleen ortonormaalikannakst niin, ettd kantavektorien
merkit sdilyvdt.

11
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Tobistus. Olkoon £ = UP+VIi4W" avaruuden F ositus. Koska bilineaarimuoto
B on degeneroitumaton, r = 0 ja p + ¢ = n. Siis £ = U? + V7. Olkoot ey,..., ¢,
positiiviset kantavektorit ja e,y1,. .., e, negatiiviset kantavektorit siten, etta
€ €j = gi(sij- Nyt kaikilla, x,Yy € F

n n
T = E Ti€; Y= E Yi€;.
i=1 i=1

Siis my6s f; = Aey, ..., f, = Ae, on ortonormaalikanta ja f;- f; = €;0;;, joten kaikilla
r,ye l
Ax - Ay = Z a:iyjAei . Aej
ij=1
= zyifi- £
ij=1

n
= E EiTiYi
i=1
n
= E :Eiyjei'ej

3,j=1

=x-y.



LUKU 3

Hyperbolinen geometria

Téasséd kappaleessa esitellaédn erés epaeuklidisen geometrian malli. Se eroaa eukli-
disesta geometriasta siiné, ettd paralleeliaksiooma ei ole voimassa. Sen sijaan on siis
voimassa niin sanottu hyperbolinen aksiooma, jonka mukaan suoran ulkopuolisen pis-
teen kautta kulkee aina ainakin kaksi yhdensuuntaista suoraa.

3.1. Minkowskin kolmiulotteinen avaruus

Minkowskin kolmiulotteisella avaruudella M tarkoitetaan reaalista vektoriavaruut-
ta, jossa on maédritelty degeneroitumaton symmetrinen bilineaarimuoto
B :R3xR?® =R,
T -y = Bry = 11y1 + T2ys — T3Y3.

3.2. Hyperbolinen malli

Hyperbolinen avaruus muodostuu Minkowskin avaruuden positiivisen hyperboloi-

din
H={z-z=—-123 >0}

pisteista. Téssd yhtélo x - x = —1 maérittelee kaksivaippaisen hyperboloidin josta eh-
to x3 > 0 valitsee ylemmén puoliskon. Tarkastellaan epédeuklidisen geometrian mallia,
joka koostuu hyperbolisen avaruuden H kaikista pisteistd. Méaritelladn seuraavassa
myo6s hyperbolisen avaruuden H suorat ja ndhdaén, ettd kuten euklidisessa geomet-
riassa, myos hyperbolisessa geometriassa kaksi pistettd médrittelee aina yksikésittei-
sen suoran. Myos pisteiden wvdlissdolo suoralla ja kahden toisiaan leikkaavan suoran
vélinen kulma maaritelldan.

3.3. Geodeettinen etiisyys

Etsitdan kahden pisteen viélistéd lyhintd matkaa positiivisen hyperboloidin H pin-
nalla. Tatd varten tarvitaan keino méérittda pituus. Kuten tunnettua (ks. esim.
Purmonen [8]) positiivisen hyperboloidin H = {z € R® : Bz = —1, z3 > 0}
tangenttiavaruus 7} pisteessd z € H koostuu neliomuodon

_ 2 2 2
Br=x-x=ux]+x;— 23

gradientin
VBz = (2x1, 229, —213)
nollavektoreista v € R3, eli vektoreista, joilla
VBz - u = 2(x1u; + zous — x3u3) = 0.

Tangenttiavaruus on siis
T,={ueR®: 2 -u=0}
13
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Koska bilineaarimuodon B indeksi on +2, 7 -2 = —1 ja R® = T, + Rz on suora
summa, niin Sylvesterin lauseen nojalla B on positiividefiniitti jokaisen pisteen

x € H tangenttiavaruudessa T,. Kun xz,y € H ja x # y, niin x ja y ovat lineaarisesti
riippumattomia ja niiden virittimissid 2-ulotteisessa tasossa (x,y) C R® on Gram-
Schmidtin ortogonalisointiperiaatteen nojalla siis kantavektori f_Lx siten, ettd

f - f =1 ja vektori y voidaan esittda yksikésitteisesti muodossa

(3.1) y=Av+pf,

missd A, u € R ovat molemmat positiivisia. Nyt
—l=y-y=Ne-o+p’f f=p>= N,

joten jos valitaan A > g > 0, niin A > 1. Télloin hyperbolisten funktioiden avulla
voidaan kirjoittaa

A = cosh(I"), p = sinh(I")
ja yhtélo (3.1) voidaan kirjoittaa muodossa

y = cosh(I")x + sinh(T") f,
jollakin 0 < T' € R, missé f - f = 41 ja f-2z = 0. Kun v : [a,b] — H on paloittain
jatkuvasti differentioituva kdyra, missé

v(a) =z ja ~(b) =y = cosh(I')x + sinh(I')f,

niin kaikilla a < ¢t < b vastaavasti
(3.2) Y(t) = cosh(n(t))x + sinh(n(t)) f(¢),

missé

['=n(), 0=mn(a),

f@)-ft)=+1 ja x-f(t) =0 kaikilla t.
Koska kdyra v on paloittain jatkuvasti differentioituva, niin myés n : [0,T] — R ja
f:[0,T] — R3 ovat paloittain jatkuvasti differentioituvia. Edelleen
7'(t) = [sinh(n(t))z + cosh(n(t)) f(£)]n'(t) + sinh(n(t)) f(t).
Koska v(t) € H, on v(t) - v(t) = —1. Derivoimalla téstd seuraa
D(y(t) - (1)) = 2v(t) -~/ (t) = 0,

eli

v (t) € (t)* kaikilla t
ja siis 7/(t) kuuluu kaikilla ¢ € [a, b] pisteen (t) € H tangenttiavaruuteen

T, = 7(t)*. Bilineaarimuoto B on positiividefiniitti tangenttiavaruudessa (¢)* ja
siten

Y ()4 (t) =0
kaikilla a <t < b, ja voidaan méiritella kdyran v pituus I(7) asettamalla

I(y) = / VA @ dt > 0.

Vastaavasti maaritelldén etiisyys d(z,y) = dg(z,y) asettamalla

dy(z,y) = inf{l(7) : hyperboloidin H kiyra v yhdistaa pisteet x ja y},
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jolloin selvéstikin aina

du(y, ) = du(z,y).
Nyt f(t) oli valittu siten, ettd f(t)- f(t) = +1 ja x L f(t) kaikilla ¢, joten myos zL f'(¢)
kaikilla t. Koska f(t) - f(t) = 1, niin derivoimalla saadaan
D(f(t)- f(t) =2f(t)- f'(t) =0. Koska = - x = —1 ja x L f'(t) taytyy siis Sylvesterin
hitauslauseen nojalla olla myos

fi@)- ()20
ja koska seka x L f'(t), ettd f(t)Lf'(t), niin
(

(VA ) -~ (t) =n
(3.3)

= |n'(t)|? kaikilla ¢.

Lausekkeen (3.3) yhtdsuuruus on voimassa vain, kun

nt) =0 tai f'(t)=0.

Mielivaltaisen pisteet z ja y yhdistavéan kayran ~ pituudelle saadaan siten alaraja

b
— [ o
> [ Vi@ a

b
- / o7 (1))
(3.4) a

b
> / ' (t) dt

= (o),
-T
— cosh ™! (cosh(T)).

t=a

Mutta nyt
x -y = —cosh(I),
joten on
I(7) > cosh™(—x - y) > 0.
Toisaalta, kun
I'=cosh™'(\) = cosh™!(—=z-y) >0
saadaan pisteiden x ja y differentioituva yhdistyskaari o : [0,T'] — H asettamalla
(3.5) Yo(t) = cosh(t)x + sinh(¢) f,
jolloin
70(0) ==z, %)=y
ja edellisen nojalla
() = cosh ™ (—z - y),
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joten pisteiden z ja y yhdistyskédyrén v pituuden alaraja coshfl(—x -y) todella saa-
vutetaan. Siten

dy(z,y) = 1(y) = cosh ™ (=z - y) > 0 kaikilla z,y € H,
jolloin edellisen nojalla myoskin
du(z,y) =0 & z=uy.
Jos nyt myo6s z € H ja 7, on pisteiden y, z € H yhdistyskaari siten, ettéa
[(71) = du(y, z) = cosh™* (=y - 2),

niin yhdistamalla kaaret vo ja 71, saadaan pisteet x ja z yhdistava paloittain jatkuvasti
differentioituva kayra -, jolle pitee kolmioepéayhtilo

dir(x,y) +du(y, 2) = () + () = 1(y) > dy(z, 2) = cosh™ (—z - 2).
Siten kaikilla z,y € H mééaritelty
dp(z,y) = cosh ™ (—z - )
on metriikka, positiivisen hyperboloidin H hyperbolinen metriikka.
HuoMAUTUS 3.1. Lausekkeen (3.5) kdyri o laajenee kaikille ¢ € R, jolloin selvisti
7y =v(R) = HN{(z, f) = HN (z,y) C R®.
Joukko 7y = v(R) on pisteiden z,y € H madraamé hyperbolinen suora ja f € Ty,
f - f=+1, sen suuntavektori pisteessd z. Nyt kaikilla ¢, d € R,
v(c) - y(d) = [cosh(c)z + sinh(c) f] - [cosh(d)x + sinh(d) f]
= —J[cosh(c) cosh(d) — sinh(c) sinh(d)]
= —cosh(d — ¢),
joten
du(7(c),7(d) = |d — ¢|
kaikilla ¢, d € R. Kéyra v on siis lyhin tie kaikkien pisteidensa vililla, eli hyperbolisen
avaruuden H geodeettinen viiva.
Toisaalta epéayhtalvistd (3.3) ja (3.4) seuraa, ettd toteuttaakseen yhtalon
() = cosh™ (= - y) = du(z,y),

tulee pisteitd = ja y yhdistdvén paloittain jatkuvasti differentioituvan kayréan esityk-
sesséd (3.2) olla f' = 0 kaikilla differentioituvuusvéleilld ja jatkuvan funktion
f:]0,T] — R3 tiytyy siis olla vakio koko vélilli [0, T], eli f(¢) = f kaikilla0 < ¢ <T.
Jos siis kolme pistetta x,y, 2z € H toteuttavat yhtédlon

dy(x,y) =dy(x,z) +dy(z,y),

my0s pisteen z taytyy sijaita tasossa (z, f) = (x,y), eli hyperbolisella suoralla

Ty = H N (z,y). Sanotaan, etté piste z on télloin pisteiden x ja y vdlissd. Kuvaus
~v: R — H mééraé siten jarjestyksen ja etdisyyden sdilyttavan isomorfismin lukusuo-
ran R ja hyperbolisen suoran 7y = v(R) valilla.
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Merkitaéan positiivisen hyperboloidin H pisteité téstéd eteenpéin isoilla kirjaimilla,
siis olkoot A, B,C' € H pisteitda ja A-A = B-B =(C-C = —1. Pisteiden A ja B
etdisyyttd merkitdan

|AB| = dy(A, B) = cosh ' (—=A - B) > 0.
Aiemmin osoitettiin, ettd d on metriikka, joten sille patee kolmioepayhtalo
|AB| — |BC|| < |AC| < |AB| + |BC].

LAUSE 3.2. Olkoot A, B,C € H pisteitd siten, ettd A # B # C.
(i) Piste B sijaitsee pisteiden A ja C' wdilissd niiden mdadrddmalld suoralla AC,
joka sits on hyperboloidin H geodeettinen vitva, jos ja vain jos
|AC| = |AB| + |BC|.
(ii) Piste A sijaitsee pisteiden B ja C wilissd suoralla BC jos ja vain jos
|AC| = |BC| — |AB|
ja piste C sijaitsee pisteiden A ja B wvilissi suoralla AB jos ja vain jos
|AC| = |AB| — |BC|.
Molemmissa tapauksissa siis pisteet A, B ja C ovat samalla suoralla, jos ja vain jos
|AC| = HAB\ + |BC|‘.

Sovitaan lisiksi, ettd myos suoran AC pisteet A ja C sijaitsevat pisteiden A ja C
valissa.

Kahden pisteen A ja C' véliin jédvit suoran AC pisteet B muodostavat janan
AC C AC. Sen piitepisteiden A ja C etdisyys |AC| on samalla myo6s janan AC
pituus. Edellisessa lauseessa néhtiin, ettd suora AC' koostuu kaikista pisteistd B € H,
joilla

(i) Piste B sijaitsee pisteiden A ja C' vilissi.
(i) Piste A sijaitsee pisteiden B ja C vilissd tai piste C sijaitsee pisteiden A ja
B vilissa.
Kaksi pistettd A,C' € H mééraa siten aina yksikésitteisen hyperbolisen suoran
AC C H.

3.4. Hyperboliset kolmiot

_MAARITELMA 3.3. Olkoot A, B,C € H pisteitd siten, ettd B,C # A, sekd AB
ja AC pisteen A kautta kulkevia suoria. Olkoot f € (A, B) suoran AB ja g € (A,C)
suoran AC suuntavektoreita pisteessi A, jolloin f,g € Ty C R3. Talloin Schwarzin

epayhtalon nojalla
\fral <V fVag=1

ja suunnattujen suorien AB ja AC vilinen kulma voidaan mésritelld
0 < /ZBAC = ZCAB := arccos(f - g) <.

Lisaksi
0 < £ZBAC <,
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aina kun pisteet A, B ja C' eivit ole samalla suoralla.

MAARITELMA 3.4. Olkoot A, B,C € H pisteité, jotka eivét sijaitse samalla suo-
ralla. Tall6in ne muodostavat kolmion ABC', jonka sivuja ovat janat BC, CA ja AB.
Merkitaéan kdrjen A vastaisen sivun BC' pituutta kirjaimella a, kdrjen B vastaisen
sivun C'A pituutta kirjaimella b ja kdrjen C vastaisen sivun AB pituutta kirjaimella
c. Nyt siis
cosh(a) = cosh(cosh ™' (=B -C)) = -B-C > 1
cosh(b) = -C-A>1
cosh(c) =—A-B > 1.

Karkikulmia merkitdédn vastaavasti

a=/CAB, p=/ZABC ja ~=/BCA.
LAUSE 3.5. (Hyperboliﬂgeometrian kosinilause) Olkoot A, B,C € H pisteiti ja

f suoran AB ja g suoran AC suuntavektoreita. Télloin
B = cosh(c)A + sinh(c) f
C = cosh(b)A + sinh(b)g,
ja koska A- A= —1, niin siis
cosh(a) = —B - C = cosh(b) cosh(c) — sinh(b) sinh(c)f - ¢
= cosh(b) cosh(c) — sinh(b) sinh(c) cos(a).

MAARITELMA 3.6. Kuvaus 7' : H — H on hyperbolisen avaruuden H isometria,
jos
dy(T(P), T(Q)) = dy(P,Q), kaikilla P,Q € H.
MAARITELMA 3.7. Olkoot A, A’ B, B, C,C" € H pisteitd. Kolmiot A = ABC' ja
AN = A'B'C" ovat yhteneuvdt, jos on hyperbolisen avaruuden H isometria, joka kuvaa
kolmion A kérjet kolmion A vastinkérjiksi, eli T(A) = A", T(B) = B' ja T(C) = C".

LAUSE 3.8. Jos kolmioiden vastinsivut ovat yhtdi pitkid, niin kolmiot ovat yh-
tenevat.

TobpIisTus. Seki karjet A, B,C € H, etta niiden vastinkéarjet A’, B',C" € H ovat

lineaarisesti riippumattomia muodostaen Minkowskin avaruuden M kannan. On siis
yksikésitteisesti maaritelty lineaarikuvaus 7' : M — M siten, ettd T'(A) = A/,
T'(B) =B jaT(C)=C"Mutta A-A=A"-A=-1,B-B=B-B =—-1ja
C-C =CC"-C = —1, ja koska oletuksen mukaan a = da/, b = V' ja ¢ = ¢, niin
kosinilauseen nojalla B-C =B -C', C-A=C"-A" ja A- B = A"- B, joten vaikka
kannat A, B,C ja A’, B',C’ eiviit olekaan ortonormaaleja, ndemme, kuten Lauseen
2.4 todistuksessa, etté

Tx-Ty=x-y kaikilla x,y € M.

Siten lineaarikuvaus T" mééria avaruuden M ortogonaalikuvauksena myos avaruuden
H isometrian itselleen. U
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LAUSE 3.9. Jos kolmioiden vastinsivuparit ovat yhtd pitkdt ja niiden viliset kulmat
yhtd suuret, niin kolmiot ovat yhtenevdt.

TobisTus. Olkoot ABC ja A’B'C’ kolmioita ja b = V', ¢ = . Jos nyt myos
a=ad,nin A-C=A-C"jaA-B=A"- B Kosinilauseen nojalla

—B - C = cosh(a) = cosh(a’) = —B"- C'

ja siten myos a = a'. O
3.5. Suorien yhdensuuntaisuus

Tutkitaan seuraavaksi tarkemmin hyperbolisten suorien yhdensuuntaisuutta ja
osoitetaan, ettd suoran ulkopuolisen pisteen kautta voidaan piirtda ainakin kaksi yh-
densuuntaista suoraa. Témé seikka erottaa euklidisen ja hyperbolisen geometrian toi-
sistaan.

Olkoon [ C H hyperbolinen suora ja

K={xeM:z-z=0}

kartio. Sanotaan, ettd suorat [ ja m ovat yhdensuuntaisia, merkitdan [ || m, kun
INm = (). Suoraa [ vastaa kaksiulotteinen aliavaruus L C M siten, ettd [ = L N H.
Jos A € [ on piste, niin siis

L =(A,z), kaikilla z € L\RA.

Jos piste C' € H ei ole suoralla | = AB, niin kaikilla P € [ suorat [ ja m = CP leik-
kaavat tdsmaélleen pisteessd P. Aliavaruus L leikkaa kartion K pitkin kahta euklidista
suoraa. On siis olemassa lineaarisesti riippumattomat vektorit x, 2’ € L N K, jolloin
sisz-z=2a-2'=0. Kun M = (C,z), niin siis LN M = Rz C K ja siten pisteen C'
kautta kulkeva hyperbolinen suora m = M N H ei leikkaa suoraa [, eli [Nm = (. Mut-
ta vastaavasti myoskddn aliavaruuden M’ = (C, 2’) madrdama suora m’ = M’ N H ei
leikkaa suoraa [ ja [ Nm' = (). Jokaisen suoran [ C M ulkopuolella sijaitsevan pisteen
C € M kautta kulkee siten ainakin kaksi suoran | kanssa yhdensuuntaista suoraa m
ja m’. Kun suoraa m méaérattiessi piste £ € L on valittu kartion K ulkopuolelta, eli
kun Z-Z > 0, niin luonnollisesti edelleenkin pétee [Nm = (), eli 7 || . Sanotaan, ettd
suora m on talloin wltrayhdensuuntainen suoran [ kanssa.

3.6. Epieuklidisen geometrian malli

Nyt on saatu eréis malli epdeuklidiselle geometrialle. Voidaan osoittaa, etté se to-
teuttaa euklidisen geometrian aksioomat lukuunottamatta paralleeliaksioomaa (ks.
Hilbert [4]). Sen sijaan, kuten edelld n#htiin, on voimassa hyperbolinen aksiooma,
jonka mukaan suoran ulkopuolisen pisteen kautta kulkee ainakin kaksi yhdensuuntais-
ta suoraa. Méariteltiin myos metriikka positiiviseen hyperboloidiin H, missd kahden
miclivaltaisen pisteen z,y € H etiisyys asetettiin dy(x,y) = cosh™'(—x - y).



LUKU 4
Kleinin malli

Hyperboloidimallissa suorat olivat hyperbelejéd, mikéd on kuitenkin melko epéha-
vainnollista. Téssé luvussa esitellddn hyperbolisen geometrian malli, jossa positiivinen
hyperboloidi H projisoidaan tason R? yksikkokiekoksi. Suorat ovat timén kiekon jén-
teitd ja niiden pituus madritellddn kaksoissuhteen avulla. Mallin kehitti Felix Klein
1800-luvun lopulla.

4.1. Jananpituus kaksoissuhteen avulla
Olkoon [ pisteen X € H ja suuntavektorin f € T'x mé&irddmé hyperbolinen suora
I =~(R), kun
v(s) = cosh(s)X + sinh(s) f
kaikilla s € R. Koska f € T, niin X Lf. Vektoripari f; = f ja f3 = X voidaan
taydentdd Minkowskin avaruuden M kannaksi f = {f1, f2, f3} valitsemalla fo | f, X

siten, ettd fo - fo = +1 (vrt. Sylvesterin hitauslause). Minkowskin avaruuden M
pisteelld u € M on koordinaatit ui,us,us € R kannan f suhteen, u = (uq, us, us),

kun
3
u = E g fi-
i=1

U={ueM:u-X=-1}CM
on siis tangenttiavaruuden Ty kanssa yhdensuuntainen pisteen X kautta kulkeva Min-

kowskin avaruuden taso, joka koostuu kaikista vektoreista v € M, joilla ug = 1. Tél-
16in hyperbolisen suoran [ piste

A = 7(s) = cosh(s)X + sinh(s)f = sinh(s) f; + cosh(s) f3
kuvautuu origokeskisessi keskusprojektiossa tason U pisteeksi
sinh(s cosh(s
(5) ., coshis)
cosh(s) cosh(s)

missé siis a) = tanh(s), ay = 0 ja af = 1. Vastaavasti koko suora [ kuvautuu t#lloin
tason U suoran I’ = {u € U : uy = 0, uz = 1} avoimeksi janaksi

Talloin

A" = (a},ay,ay) = fs = tanh(s) f1 + f3 = (tanh(s),0, 1),

J={uelU:|u|<luu=0u3=1}ycl’
koko hyperbolisen avaruuden H kuvautuessa tason U avoimeksi kiekoksi
D={uelU:ui+u;<lu3s=1}CU.
Projektion A’ ensimméisestd koordinaatista
5 _ -5 2s
R
20




4.2. POSITIIVISEN HYPERBOLOIDIN PROJISOINTI YKSIKKOKIEKKOON 21

voidaan ratkaista e?*
!
628 — 1 + al
!
1 —a)

11 1+ a)
=—1o :
*T% 1y,

Kun avoimen janan j" péétepisteitd merkitdan P’ = (1,0,1) ja Q" = (—1,0, 1), niin
huomataan (vrt. Liite B), ettd osaméaara (1 + a})/(1 — a}) on suunnattujen janojen
% . % . .

QA" ja AP pituuksien suhde

ja siten

—_—
1+ay QA
1—ay AP

ja siten
1 QA
s = —log =—
2 AP

Jos vastaavasti

B = ~(t) = cosh(t) X + sinh(¢t) f €1
on toinen saman hyperbolisen suoran [ piste, saamme pisteiden A ja B hyperboliseksi
etédisyydeksi

]' / / /
di(A, B) = |t — 5| = 5 |log[ A, B, P', Q|

missé

B/Q/ A/Q/ Q/B/ Q/A/
B/P/ A/P/ - B/P/ A/P/
on tason U suoran !’ pisteiden A’, B, P', Q' kaksoissuhde (vrt. Liite B).

[A,7 B’? Pl? Q,] =

4.2. Positiivisen hyperboloidin projisointi yksikkdkiekkoon

Origokeskisessé projektiossa hyperbolinen avaruus H kuvautuu tason U C M avoi-
meksi joukoksi D' C U, joka Minkowskin metriikan suhteen on tason U yksikkokiekko,
sen reunan muodostuessa tason U ja kartion K leikkauksesta. Koska taso U on pisteen
X € H tangenttitason suuntaisena "vinossa asennossa’ kaikilla X # (0,0,1) = es,
niin D’ on yleensi euklidisen tason R? ellipsi ollen sit# eksentrisempi eli soikeampi,
mitd kauempana X € H sijaitsee pisteestd es. Oikaistaan tilanne projisoimalla taso
U tasolle

R?>={x cR®: 23 =1},
joka unohtaen kolmannen koordinaatin samaistuu tason R? kanssa. Tilloin koko hy-
perbolinen avaruus H kuvautuu tason R? yksikkokiekoksi

A:{m€R3:x§+x§<1, xg =1}
Pisteiden A, B € H méiraami hyperbolinen suoral = AB kuvautuu vektoreiden Aja
B virittdmén avaruuden R3 aliavaruuden (A, B) ja tason R2 kiekon D leikkausjanaksi

] =(A,B)N D. Sen paatepisteet Pj ja Q sijaitsevat kiekon D kehilli vastaten kartion

K ja tason U suoran [” leikkauspisteita P’ ja @)'. Pisteet P, Q, P’ Q) sijaitsevat kaikki
kartion K pinnalla.
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Koska yksikkokiekon D pisteet ﬁ, B , ]3, @ ovat suoran | C R2 ja vektorien
A B' P ,Q €l C (A, B) miarddméin tason (A, B) C R? suorakimpun leikkauspis-
teet suoran [ = (A, B) N R? kanssa, niin pistenelikkojen kaksoissuhteet yhtyviit,

du(A, B) ——\1ogA’ B, P.Q1
= éllog[AaB7P>QH

Néin hyperbolinen avaruus H on saatu kuvattua koko kiekoksi 13, jasithen saadaan
siis metriikka asettamalla

du(A, B) = dy(A, B).
kun A, B € H ovat pisteitéd A BeD keskusprojektiossa vastaavat pisteet hyperbo-

loidilla H. Samaistamalla R? C R? tasoksi R ja asettamalla kiekossa D koordinaatti
uz = 0, saadaan yksikkokiekkoon

D={uelR:u}+u;<1,u3=0}

vastaava metriikka, jossa etéisyys madaritelldan lausekkeella

dy (A, B) ——\1ogAB P,Q]|,

missé P ja @ ovat pisteiden A, B € D mééraamin suoran AB ja yksikkokiekon D
kehan leikkauspisteet. Koska kiekossa D maééritelty etdisyyden dy lauseke on saatu
bijektion avulla hyperboloidin H metriikasta, niin dy méarad metriikan myos kiekos-
sa D. Tassa kuvaillussa Kleinin kiekkomallissa hyperboliset suorat ovat siis yksikko-
kiekon D avoimia janteitéd, joiden padtepisteet ovat yksikkokiekon D kehélld. Kaksi
yksikkokiekon D suoraa l,m C D ovat yhdensuuntaisia, jos [Nm = (). Yhdensuuntais-
ten suorien sanotaan olevan ultrayhdensuuntaisia, jos ne eivat leikkaa toisiaan edes
yksikkokiekon D kehélla. Liséksi on helppo ndhdé, ettd malli toteuttaa hyperbolisen
aksiooman: Jos piste R € D ei sijaitse hyperbolisella suoralla [ € D, niin suoran, eli
kiekon D jénteen [ padtepisteet P ja () madrddvat kaksi pisteen R kautta kulkevaa
suoran [ kanssa ultrayhdensuuntaista suoraa m = RP ja m’ = RQ.



LIITE A

Hyperboliset funktiot

Hyperboliset funktiot sinh(¢) ja cosh(t) mééritelldin

et —et et +et

sinh(t) := 5 cosh(t) := 5

ja hyperbolinen tangentti

sinh(t) e’ —e™

cosh(t) et +et

Hyperboliset funktiot sinh(¢) ja tanh(¢) ovat parittomia ja aidosti kasvavia bijektioita
sinh: R — R, tanh:R —]—1,1]

ja hyperbolinen kosini on parillinen funktio, joka méaérittelee bijektiot

tanh(t) :=

cosh : [0,00[ — [1,00[ (aidosti kasvava)
ja
cosh : ] —00,0] — [1,00[ (aidosti véheneva).
Hyperbolisilla funktioilla on my6s kéénteisfunktiot (hyperbolisella kosinilla kaksi kéén-
teisfunktion haaraa), ns. area-funktiot. Merkitaan x = cosh(t) ja y = sinh(¢). Télloin
kadnteisfunktiot ovat
t = cosh™!(x), t=sinh™*(y).

Koska sinh(t) on kasvava kaikilla ¢ € R kadnteisfunktio on olemassa kaikilla y € R.
Toisaalta t = Coshfl(a:) ei ole yksikésitteisesti maaratty, koska arvoa x vastaavat lu-
vut ¢ ja —t. Koska cosh(t) > 1 kaikilla ¢, niin cosh™!(x) on mééritelty vain, kun z > 1.
Hyperbolisen tangentin kaénteisfunktio on olemassa vain, kun —1 < ¢ < 1. Hyperbo-
listen funktioiden derivointikaavat saadaan helposti edella olevista lausekkeista:

1
cosh?(t)
Hyperbolisten funktioiden mééritelmistd saadaan myos yhteenlaskukaavat

cosh(t + s) = cosh(t) cosh(s) + sinh(¢) sinh(s)
sinh(t + s) = sinh(¢) cosh(s) + cosh(t) sinh(s),
kaikilla s,t € R, ja liséksi pétee
cosh?(t) — sinh?(¢) = 1.

D cosh(t) = sinh(t), Dsinh(¢) = cosh(t) ja Dtanh(t) =
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LIITE B

Kaksoissuhde

2.1. Suoran pisteiden kaksoissuhde

Seuraavassa tarkastellaan euklidisen lineaariavaruuden FE tavanomaisia suoria.
Suoran [ € F méaardamiseksi riittdd antaa suoran | piste P € | ja suoran | suuntavek-
tori 0 # f € FE, jolloin suoran [ kaikki pisteet A € [ voidaan lausua yksikésitteiselld
tavalla muodossa

A=sf+P, seR.
Pisteeksi P voidaan valita mikéd tahansa suoran [ piste, mutta suuntavektori f on
reaalikerrointa vaille yksikésitteisesti madratty.

Suuntavektorin f valinta méa#raé suoralle [ pituuden: Jos

B=tf+P, teR,
on suoran [ toinen piste, niin
—
AB=B—-A=(tf+P)—(sf+P)=(t—s)f,

—
jolloin reaalilukua ¢t — s € R voidaan pitda suunnatun janan eli vektorin AB suun-
n_)attuna pituutena. Suuntavektori f on talléin suoran [ pituusyksikkd, joten vektorin
AB suunnattu pituus siis riippuu vektorin f valinnasta. Sen sijaan suoran [ kahden

) _—
suunnatun janan Ai;As, A3Ay #£ 0,
AkZSkf—l—p, k:1,2,3,4
pituuksien suhde

AlA
S9— S
2 =2 "1 eR
A3A4 54— 83
on yksikésitteisesti madritty, silla jos P’ € [ ja f’ on toinen suoran [ suuntavektori
siten, ettd f/ = Af, 0 A X €R, ja

Ay =sif'+ P, k=1,234,

niin

si—8j = \(s) — 3;)
kaikilla 1 < 4,5 < 4 ja siten

Sy — 8] Sy— 81

s —sh 84— 83

Kun Ay, A, A3 ja A4 ovat suoran [ pisteitd siten, ettd As # Ay ja A; # Az, Ay, kun

i = 1,2, niin suoran | pisteiden Ay, Ay, A3, Ay € | kaksoissuhde [Ay, Ay, Az, Ay] € R
voidaan siis médaritelld yksikésitteisesti asettamalla

A2A4 ) A1A4 . A2A4 ) A1A3 _ <S4 — 82)(83 — 81>

A2A3 ' A1A3 a A2A3 A1A4 N (83 - S2)(34 - Sl)
24
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2.2. Suorakimpun kaksoissuhde

Kaksiulotteisessa euklidisessa avaruudessa eli tasossa E on vakiota vaille yksiké-
sitteisesti méadratty alternoiva bilineaarimuoto 0 # D : E x E — R, tason E deter-
minanttimuoto, t.s. jos D' : E x E — R on toinen tason F determinanttimuoto, niin
on olemassa vakio 0 # u € R siten, etté

D'(z,y) = uD(z,y)

kaikilla tason £ vektoreilla x,y € E. Edelleen tason E kaksi vektoria xz,y € E ovat
lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos D(z,y) # 0 (ks. esim. Nevanlinna [6], ss.
42-43).

Nelja saman pisteen P € E kautta kulkevaa tason E suoraa ly,ls,l3 ja I muo-
dostavat suorakimpun. Jos l3 # Iy ja l; # I3, 14, kun ¢ = 1,2, niin méaritellaan suo-
rakimpun 1y, la, 13, ly kaksoissuhde [ly, 13,13, 4] suorien [ suuntavektoreiden fi, avulla
asettamalla

(B.l) [ll,lz,lg,l4] _ D(fZaf4)D(f1af3)

D(f2, f3)D(f1, f1)

Kaksoissuhde on hyvin méiritelty, silld koska vektorit f; ja f; ovat lineaarisesti
riippumattomia kaikilla ¢ = 1,2 ja 7 = 3,4, niin mikd&n determinanteista ei havia.
Koska determinanttimuoto on vakiokerrointa vaille yksikésitteinen, kaksoissuhde ei
myoskadn riipu determinanttifunktion D valinnasta, ja koska jokainen vektoreista
f1, f2, f3 ja fy esiintyy yht& monta kertaa lausekkeen (B.1) osoittajassa ja nimitt#jéissé,
ei kaksoissuhde [ly, I3, I3, l4] € R riipu myoskéén suorien [y, I, I3 ja I, suuntavektoreiden
fi1, f2, f3 ja fy valinnasta. Suorakimpun [y, ls, (3,1l kaksoissuhde [ly, (s, 13,14] on siis
suorien [y, Iy, I3 ja 4 yksikésitteisesti maaraama.

Kun tason E suora m ei kulje suorakimpun [y, l5, 3, 4 yhteisen pisteen P kautta,
mutta leikkaa kunkin suoran [ pisteessd Ay # P, jolloin I Nm = {Ax}, k= 1,2, 3,4,

—
niin suorien /5, suuntavektoreiksi voidaan valita vektorit f, = PAg # 0,
k=1,2,3,4. Jos toisaalta g on suoran m suuntavektori ja ) € m seka

Ak:8k9+Q7 k:15273747

e R.

niin
—— —
Je = PAy = spg + PQ
ja siis
fi—fi=(s5—si)g
kaikilla 4,5 = 1,2,3,4. Jos nyt ¢ = 1,2 ja j = 3,4 ja koska f; = f; + (f; — fi), niin
determinanttimuodon D alternoivuuden nojalla siis
= (s — s:)D(fi,9) # 0,
sillda A; # A, kun @ = 1,2 ja j = 3,4, joten s; —s; # 0 ja koska [; ja m ovat
eri suoria, niin niiden suuntavektorit f; ja g ovat lineaarisesti riippumattomia. N&in
determinanttien D(f;, f3) ja D(fi, f1) suhteeksi saadaan

D(fi, f1) _ (sa—s)D(fi,9) _ sa— i

D(fi, f3) (s3 —si)D(fi,9) s3— s
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ja néin
D(f27f4) D(f17f4) (34—52)(53—31)

[lblz’lg’m B D(f2>f3) : D(f17f3> B (33 - 82)(54 - 31) - [AleQ’AB’AZl]

on siis saatu todennetuksi.

LAuse B.1. Jos suora m leikkaa jokaisen tason E suorakimpun ly,ls, 13,14 suoris-
ta, mutta ei kulje suorakimpun yhteisen pisteen kautta, niin suorakimpun leikkauspis-
teiden A;, 1 = 1,2,3,4 ja l; "N'm = {A;}, kaksoisuhde yhtyy suorakimpun kaksoisuh-
teeseen,

[A17 A27 A37 A4] == [lb l27 l37 l4]
Neljin leikkauspisteen kaksoissuhde on siis sama kaikilla suorakimppua leikkaavilla
suorilla.

HuomAuTUSs B.2. Helposti todetaan, ettéd kaksoissuhde on positiivinen,
[A1, Ag, A, A4] > 0 aina, kun molemmat pisteet A; ja Aj sijaitsevat pisteiden Az ja
Ay viliin jaavalla janalla, A;, Ay € AszA,. Télloin

(A, Ap, A3, Ay =1 & A= A,
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