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Tiivistelma

Tamén tutkielman aiheena on Pélyan lause. Se on stokastinen tulos, jonka
mukaan symmetrinen satunnaiskéavely yksi- ja kaksiulotteisessa hilassa on
palautuva, mutta kolme- ja ylempiulotteisessa hilassa poistuva. Tama tar-
koittaa, ettd kun yksi- tai kaksiulotteisessa hilassa lahdetdéan mista tahansa
pisteesté liikkeelle niin, etta jokaisen suunnan valitsemisen todennékoisyys on
sama, paadytadn melkein varmasti joskus takaisin alkupisteeseen, kun taas
kolme- ja ylempiulotteisessa hilassa ei valttamatta koskaan palata takaisin.

Tutkielman tavoitteena on todistaa Polyan lause. Se todistetaan tekemél-
14 hiloista sahkoverkkoja ja kayttamalla tuloksia, jotka satunnaiskavelylle to-
distetaan fysikaalista intuitiota kayttéden. Tutkielma aloitetaan verkkoteorial-
la, silla hilat ovat verkkoja. Maaritelladn verkko seka annetaan méaaritelmié
verkkojen ominaisuuksille. Yksi naistd ominaisuuksista on verkon kavely, jota
tarvitaan satunnaiskavelyn méarittelyyn.

Tamén jalkeen esitelladn Markovin ketjut, silld satunnaiskéavely on tietyt
ehdot tayttavd Markovin ketju. Annetaan méaritelmd Markovin ketjulle, ja
esitelladn Markovin ketjujen ominaisuuksia. Kerrotaan esimerkiksi, milloin
Markovin ketju on palautuva ja milloin poistuva, mikd on tarkead Polyan
lausetta varten. Taman jalkeen maéritelladn satunnaiskavely Markovin ket-
jujen ja verkkojen avulla.

Seuraavaksi késitellaan sdhkoverkkoja. Aluksi méaéritellaan sdhkoverkko,
minké jalkeen kasitelldan sdhkoverkkojen virtauksia ja potentiaaleja. Lisaksi
annetaan virtauksen energialle maaritelma seka esitellaén efektiivinen resis-
tanssi. Tamén jalkeen todistetaan Markovin ketjun palautuvuuteen ja pois-
tuvuuteen liittyvé tulos efektiivisen resistanssin seké virtauksien ja energian
avulla. Kyseinen tulos on yksi tutkielman tédrkeimmista, koska sita kaytetaan
Pélyan lauseen todistuksessa. Tutkielman lopuksi muotoillaan Polyan lause
ja todistetaan se.
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Johdanto

Tamaén tutkielman aiheena on Pélyan lause. Se on Georg Pélyan vuonna 1921
todistama stokastiikan tulos, joka sanoo, ettd symmetrinen satunnaiskavely
on yksi- ja kaksiulotteisessa hilassa palautuva ja kolme- ja ylempiulotteisessa
hilassa poistuva [11]. Tutkielman tavoitteena on todistaa Pélyan lause. Tama
tehdaan ajattelemalla hilat sihkoverkkoina ja kayttdmalla tuloksia, jotka sa-
tunnaiskavelylle todistetaan fysikaalista intuitiota kayttden. Pélyan lauseen
voi todistaa monella eri tavalla, mutta siéhkoverkkojen kéiytossa on etuna se,
ettd tutkielman lopussa nahtédva todistus on mahdollista toistaa muillekin
verkoille, kunhan ne ovat riittavan samankaltaisia kuin hila.

Tutkielma jakautuu viiteen lukuun, joista ensimmaéisen aiheena on verk-
koteoria. Aluksi annetaan méaaritelmé verkolle, minké jélkeen esitelldan verk-
kojen ominaisuuksia. Kerrotaan esimerkiksi, mité tarkoittavat yksinkertainen
ja yhtenainen verkko sekéa aliverkko. Lisédksi méaritellaan verkon kavely myo-
hemmin tarvittavaa satunnaiskavelyé varten. Lopuksi kasitelldan viela puita,
jotka tulevat olemaan keskeisessé osassa yhdessa tarkedsséd ja mielenkiintoi-
sessa tuloksessa.

Toisessa luvussa on kaksi eri alalukua, joista ensimmaisessa késitelladn
Markovin ketjuja. Luku alkaa Markovin ketjun méarittelemisella. Se on sa-
tunnaismuuttujien jono, jossa tulevaisuus ei riipu menneisyydestd vaan ai-
noastaan nykyhetkestéd. Sen jéilkeen késitellddn siirtyméamatriisia ja alkuja-
kaumaa, jotka sisaltavit tietoa Markovin ketjuista todennakoisyyksien muo-
dossa. Liséksi annetaan maaritelmia muille Markovin ketjujen ominaisuuksil-
le, kuten palautuvuudelle ja poistuvuudelle. Luvussa esitellaan myos tunnet-
tu esimerkki Markovin ketjuista, jota kutsutaan pelurin vararikoksi. Toisessa
alaluvussa aiheena on satunnaiskévely, joka on tietyt ehdot tayttava Marko-
vin ketju. Méaritelldaan se, minka jalkeen késitelladn viela hieman harmoni-
sia funktioita. Lisaksi osoitetaan, etta pelurin vararikko -esimerkissé esiintyvé
Markovin ketju ei ole satunnaiskavely.

Kolmannessa luvussa aiheena on sahkoverkot. Luvun johdannossa maa-
ritellaén sdhkoverkko, minka jalkeen luku jakautuu kahteen eri alalukuun.
Ensimmaisessa alaluvussa esitelladn sdhkoverkon virtaukset ja potentiaali.
Naiden yhteydessa muotoillaan Kirchhoffin lait ja Ohmin laki, jotka ovat
keskeisia sahkofysiikan tuloksia. Lopuksi todistetaan erds merkittava tulos
virtauksiin ja Kirchhoffin lakeihin liittyen ensimmaéisessa luvussa esiteltyjen
puiden avulla. Toisessa alaluvussa késitelldan virtauksien energiaa seka efek-
tiivista resistanssia. Luku aloitetaan virtauksen energian maéarittelemisella.
Taman jalkeen maaritelldan efektiivinen konduktanssi, jonka avulla saadaan
myo0s efektiivinen resistanssi. Lisdksi esitelldan sarjaankytkenta- ja rinnan-
kytkentalait, joiden avulla efektiivisia resistansseja voidaan laskea.



Neljannessa luvussa kasitellaan Markovin ketjujen palautuvuutta ja pois-
tuvuutta efektiivisen resistanssin avulla. Aluksi annetaan kaava todennakoi-
syydelle, jolla Markovin ketju palaa takaisin alkupisteeseensé. Sen jilkeen
todistetaan, ettd Markovin ketjun palautuvuuden tai poistuvuuden voi paa-
telld efektiivisen resistanssin avulla.

Viimeisessa luvussa muotoillaan Pélyan lause ja todistetaan se. Todis-
tuksessa kaytetadn neljannessa luvussa fysiikan avulla todistettuja tuloksia
Markovin ketjun palautuvuuteen ja poistuvuuteen liittyen. Lopuksi palataan
viela pelurin vararikko -esimerkkiin.

Tutkielman sisallon ymmartamiseksi lukijalta edellytetaén todennakoi-
syysteorian perustuntemusta. Taytyy ymmartaé esimerkiksi késitteet satun-
naismuuttuja, todennékoisyysmitta, odotusarvo ja ehdollinen todennékoi-
syys. Lisaksi pitda tuntea lause todennédkoisyysmitan alhaalta jatkuvuudesta
(engl. continuity from below). Jos ndmaé asiat eivét ole tuttuja tai kaipaavat
kertaamista, niistd voi lukea Christel Geissin ja Stefan Geissin luentomonis-
teesta [2].

Tutkielman pédasiallisena ldhteend on ollut Geoffrey Grimmettin teos
Probability on Graphs. Random Processes on Graphs and Lattices [5], silla
tassa tutkielmassa kaytettava versio Polyan lauseen todistuksesta pohjautuu
sielta 1oytyvadn todistukseen. Kyseista lahdettd on kéytetty lisdksi toisessa
luvussa satunnaiskavelyn maarittelyyn, ja myos kolmas seka neljas luku pe-
rustuvat pitkalti sithen. Ensimmaisen luvun verkkoteoriassa on kaytetty Vil-
le Tengvallin luentomonistetta [13] sekd Ian Andersonin kirjaa [1], ja toisen
luvun Markovin ketjuihin liittyvat asiat ovat enimmakseen Geoffrey Grim-
mettin ja Dominic Welshin teoksesta [6].

Tamén tutkielman kirjoittamisessa on kidytetty apuna OpenAl:n genera-
tiivista tekodlysovellusta ChatGPT:ta. Sovellusta on hyodynnetty sanavalin-
tojen parantamisessa, lauserakenteiden selkeyttamisessa, tekstin tiivistami-
sessa seké kirjoitusvirheiden tarkastamisessa.



1 Verkkoteoria

Ensimmaisessé luvussa kéasitelladn verkkoteorian perusteita. Aloitetaan méaéa-
rittelemélla verkko, minka jalkeen maaritellian muita verkkoon liittyvia tar-
keita késitteitd, kuten verkon yhtenaisyys seka puu ja virittajapuu. Tassa lu-
vussa myos alustetaan ymmarrysta satunnaiskévelysta kertomalla, mité ver-
kon kéavely ylipaataan on. Luvun sisdltdé pohjautuu padosin ldhteeseen [13,
5.10-40] ja sitd tdydennetédén lahteelld [1, s.43-50].

Maaritelma 1.1 (Verkko). Olkoot V' epétyhja joukko ja E multijoukko
joukon V' alkiopareja. Télloin paria G = (V, E) kutsutaan verkoksi. Joukon
V alkioita kutsutaan verkon G kdrjiksi ja joukon E alkioita verkon G sivuiksi.
Kahta karkea kutsutaan naapureiksi, jos niita yhdistaa sivu. Jos karjet u, v €
V' ovat naapureita, merkitadn u ~ v.

Huomautus 1.2. Koska E on joukon V alkioparien multijoukko, niin sama
alkiopari voi esiintyé siina useammin kuin kerran. Lisdksi itse alkioparit ovat
multijoukkoja, eli ne voivat koostua kahdesta samasta alkiosta.

Verkkoa G = (V, E) kutsutaan &érelliseksi, jos joukossa V' on aarellinen
maara karkia ja vastaavasti darettomaksi, jos V sisdltad aarettoman monta
karkea.

Esimerkki 1.3. Olkoon G = (V, E), missa V' = {a,b,¢,d, e} ja E = {{a, b},

{a,c},{a,e},{b,d},{b, e}, {c,d},{c, e}, {d, e}}. Talloin G on dérellinen verk-
ko, jota voidaan havainnollistaa esimerkiksi kuvalla 1.1.

Kuva 1.1: Esimerkin 1.3 verkko.



Verkot voidaan jakaa ominaisuuksiensa perusteella yksinkertaisiin verk-
koihin ja multigraafeihin.

Maaritelma 1.4 (Yksinkertainen verkko). Verkkoa kutsutaan yksinkertai-
seksi, jos sama sivu voi esiintyé siina vain kerran ja siina ei ole silmukoita,
eli muotoa {v,v} € E jollekin v € V| olevia sivuja. Jos verkko ei ole yksin-
kertainen, sitd kutsutaan multigraafiksi.

Esimerkissa 1.3 nahty verkko on yksinkertainen. Maaritellaan seuraavaksi,
mita tarkoittaa verkon kérkien aste.

Maaritelma 1.5 (Kérjen aste). Verkon kérjen v € V' aste d(v) on kaik-
kien niiden sivujen lukumaaré, joihin v kuuluu. Karjen v astetta laskettaessa
mahdollinen silmukka {v, v} lasketaan kahdesti.

Kuvasta 1.1 ndhdéén, etté esimerkin 1.3 verkon karkien asteet ovat d(a) =
d(b) = d(c) = d(d) = 3 ja d(e) = 4. Verkolle voidaan mééritelld aliverkko,
joka on jokin osa alkuperaisestéd verkosta.

Maééritelmé 1.6 (Aliverkko). Verkko G = (V,E) on verkon G = (V,E)
aliverkko, jos V. C V ja £ C E.

Seuraavaksi tutustutaan verkon kavelyyn. Annetaan sille méaritelmé, ja
kerrotaan, milloin kévelya voidaan kutsua poluksi tai kierrokseksi.

Maaritelma 1.7 (Kévely). Verkon kévely on jono sivuja ({vo, vy}, {vi, v},
ooy {Un_1,0n}), n > 1. Kavelya kutsutaan suljetuksi, jos sen 1dhto- ja paa-
tekérki ovat samoja, eli vg = v,. Kévelyn pituus on sen sisdltamien sivujen
lukumaara n.

Jos kavelya ({vo,v1}, {v1,v2},. .., {vn_1,v,}) merkitdén k, niin sen sisil-
tamille sivuille merkitdan {v;, v;41} € k kaikilla ¢ = 0,1,...,n — 1. Jatkossa
kavelysta kaytetadn lyhyempad merkintda vy, vy, ..., v,.

Maaritelma 1.8 (Polku ja kierros). Jos kdvelyn kaikki kérjet ovat eri karkia,
paitsi mahdollisesti lahto- ja péaatekérki, kavelya kutsutaan poluksi. Polkua
kutsutaan kierrokseksi, jos se on suljettu.

Maaritelméa 1.9 (Kérkien vélinen etaisyys). Verkon kéarkien u,v € V' vili-
nen etdisyys 6(u,v) on niiden vélisen lyhimméan polun pituus.

Jos kaikista verkon karjista padsee kulkemaan mihin tahansa toiseen kér-
keen jotain polkua pitkin, verkko on yhtenainen.

Maaritelma 1.10 (Yhtendisyys). Verkko on yhtenéinen, jos kaikilla u, v €
V' on olemassa polku kérjesta u kédrkeen v.

4



Esimerkin 1.3 verkko on yhtendinen. Yhtenaisyyden avulla voidaan méaa-
ritella verkon komponentti, jota kutsutaan myos yhtenéisyyskomponentiksi.

Maaritelma 1.11 (Komponentti). Verkon komponentti on sen yhtendinen
aliverkko, joka ei ole osa mitdan suurempaa yhtenéistéa aliverkkoa.

Komponentit ovat siis verkon yhtenaisia, mutta keskenédan erillisia osia.
Nain ollen verkko voidaan jakaa komponentteihin. Komponentin maéaritel-
mésta seuraa, ettd verkolla on korkeintaan yhtd monta komponenttia kuin
silla on karkia, ja jos verkko on itsessdén yhtendinen, se muodostaa ainoan
komponenttinsa.

Lopuksi viela késitelladn puita. Kerrotaan, mika on puu, sekd maaritel-
laan juurrutettu puu ja virittajapuu.

Maaritelma 1.12 (Puu). Yhteniisté yksinkertaista verkkoa kutsutaan puuk-
si, jos siina ei ole vahintaan kolme karkisia kierroksia.

Maaritelma 1.13 (Juurrutettu puu). Juurrutettu puu on puu, jonka kér-
jista yksi on valittu sen juureksi. Lisaksi:

1. Juurrutetun puun karjen taso on sen polun pituus, joka yhdistaa juuren
kyseiseen karkeen.

2. Juurutetun puun karjen matalampitasoisia naapureita kutsutaan sen
vanhemmiksi ja korkeampitasoisia naapureita sen lapsiksi.

3. Haaraksi kutsutaan karked, jolla on lapsia ja lehdeksi karkea, jolla ei
ole lapsia.

4. Jos juurrutetun puun jokaisella haaralla on korkeintaan k lasta, niin
sitd kutsutaan k-haaraiseksi.

Maaritelma 1.14 (Virittadjapuu). Yhtendisen verkon G virittédjapuu on puu,
joka sisdltda verkon G kaikki kérjet ja on verkon G aliverkko.

Kuvasta 4.1 16ytyy 2-haarainen juurrutettu puu. Kuvassa 1.2 taas on
joitakin esimerkin 1.3 verkon virittajapuita.



Kuva 1.2: Esimerkin 1.3 verkon virittdjapuita.

Osoitetaan seuraavaksi, etté darellisen yhtenaisen verkon virittdjapuu on
aina olemassa.

Lause 1.15. Jokaisella ddrelliselld yhtendiselld verkolla on vdihintidn yksi
VITtttajapu.

Todistus. Olkoon G &arellinen yhtenainen verkko. Oletetaan aluksi, ettd G
on yksinkertainen. Jos G ei sisalla kierroksia, se on itsensa virittajapuu. Jos
G siséltaa kierroksia, poistetaan jostain kierroksesta yksi sivu, jolloin se ei ole
enda kierros. Jos tamén jalkeen verkossa on edelleen kierroksia, poistetaan
taas jostain kierroksesta yksi sivu. Téta jatketaan, kunnes verkossa ei ole
enaa yhtédkaan kierrosta. Nain saadaan verkko, jossa ei ole kierroksia, ja joka
on edelleen yhtenédinen ja yksinkertainen. Tama verkko on yksinkertaisen
verkon G virittajapuu.

Oletetaan sitten, ettd G on multigraafi. Poistetaan kaikki silmukat, ja
jos kahden karjen vélilla on useampi kuin yksi sivu, poistetaan néisté si-
vuista kaikki muut paitsi yksi. Nain saadaan yksinkertainen verkko, joka on
edelleen yhtenéinen. Samoin kuin todistuksen alkuosassa, poistamalla kaikki
kierrokset saadaan verkko, joka on multigraafin G virittajapuu. O

Lisda puihin liittyvia tuloksia 16ytyy lahteesta [14, Chapter 4].



2 Markovin ketjut ja satunnaiskavely

Tasséd luvussa esitelladn Markovin ketjut ja satunnaiskavely. Ensimmaéises-
sa alaluvussa tutustutaan Markovin ketjun maéaritelmaan seka sen moniin
ominaisuuksiin, kuten siirtyméamatriisiin, alkujakaumaan seké invarianttiin
jakaumaan. Lisdksi tutustutaan tunnettuun esimerkkiin Markovin ketjuista,
joka tunnetaan nimelld pelurin vararikko. Toisessa alaluvussa kerrotaan, mi-
té tarkoittaa satunnaiskéavely, ja maaritellian se verkkojen ja Markovin ket-
jujen avulla. Lisaksi jatketaan pelurin vararikko -esimerkkia ja muokataan
sitd. Lopuksi vield tutustutaan harmonisen funktion maaritelméaén ja todis-
tetaan sille muutama tulos. Ensimmainen alaluku pohjautuu enimmaékseen
lahteeseen [6, s.205-241], ja toisessa alaluvussa seurataan padosin ldhdetta
[5, s.1-3, 5.19-20].

2.1 Markovin ketjut

Tama alaluku kasittelee Markovin ketjuja. Ne ovat satunnaismuuttujien jo-
noja, jotka toteuttavat ehdon nimeltd Markovin ehto. Ensimmaiseksi méari-
telladnkin Markovin ketju.

Maaritelma 2.1 (Markovin ketju). Olkoon S numeroituva joukko, jota kut-
sutaan tila-avaruudeksi, ja olkoon X = (X,,)5°, sellaisten satunnaismuuttu-
jien jono, joiden maalijoukko on S. Jonoa X kutsutaan Markovin ketjuksi,
jos se toteuttaa Markovin ehdon

]P)(XnJrl — in+1 ‘ XO - iOaXl — 2'1, e 7Xn - ’Ln) — P(XnJrl — in+1 ’ Xn - ’Ln)

kaikilla n > 0 ja kaikilla ig,41,...,2,41 € S. Markovin ketjua kutsutaan
homogeeniseksi, jos kaikilla i, j € S ehdollinen todennékoisyys P(X,,.1 = j |
X,, = i) ei riipu muuttujasta n.

Markovin ketju on siis satunnaismuuttujien jono, jossa tulevaisuus ei rii-
pu menneisyydesta, vaan ainoastaan mahdollisesti nykyhetkesta. Markovin
ketjuille on madritelty siirtymamatriisi ja alkujakauma.

Maaritelma 2.2 (Siirtyméamatriisi ja alkujakauma). Siirtyméamatriisi P =
(pi,j)i,jes maarltellaan pz’,j = P(Xl = ] ’ XO = Z), ja alkujakauma )\ = (Ai)iES
maéaritellaan \; = P(Xy = 7).

Huomautus 2.3. Jos Markovin ketju on homogeeninen, niin P(X,,.; = j |



Esitelldén seuraavaksi pelurin vararikko (engl. gambler’s ruin), joka on
hyvin tunnettu esimerkki Markovin ketjuista. Siind pelataan pelia, jossa jo-
kaisella kierroksella pelaaja joko voittaa tai hévida yhden euron. Peli paat-
tyy, kun pelaaja saa kasaan tietyn rahasumman tai kun han havida kaikki
rahansa.

Esimerkki 2.4 (Pelurin vararikko). Olkoon N > 2 se summa euroissa, jota
tavoitellaan. Olkoon 1 < ¢ < N—1, missa ¢ on pelaajalla pelin alussa oleva ra-
hamaéaara euroissa. Jokaisella kierroksella, edellisisté kierroksista riippumatta,
pelaaja voittaa yhden euron todenndkoéisyydelld p € (0,1) tai havida yhden
euron todennakoisyydella ¢ = 1 — p. Tata on havainnollistettu kuvassa 2.1.
Olkoon X, pelaajan rahaméaré euroissa kierroksen n jilkeen. Pelaaja voit-
taa, jos hdn onnistuu saamaan N euroa ennen kuin hanelta loppuvat rahat.
Peli paattyy, kun pelaaja joko voittaa tai hanen rahansa loppuvat.

Nyt X = (X,,)5, on homogeeninen Markovin ketju tila-avaruudella S =
{0,1,..., N} ja siirtymamatriisilla P, jossa

0, kunie {0,N}
Piji+1 = )
p, kunie{1,2,...,N —1},

~J0, kunie {0,N}
Pia-1= q, kunie{1,2,...,N —1},

0, kunie {1,2,...,N —1}.

0 p P P p p 1
. q q q q q 0
Kuva 2.1: Pelurin vararikon todennékoisyyksistd muodostettu siirtymédia-
grammi. Punaiset nuolet kuvaavat euron voittamisen todennékoisyyttéa p ja

siniset nuolet euron hévidmisen todennakoéisyytta ¢. Kuvan mallina on ollut
[7, Figure 1].

{1, kun ¢ € {0, N}
Dii =

Pelurin vararikosta voi lukea lisaa 1dhteesta [7, s.6-43]. Jatketaan sitten
siirtymématriisin ja alkujakauman kasittelya.



Lause 2.5. Alkujakauma X\ ja siirtymdamatriisi P tdyttdvdat seuraavat ehdot:
1. Vektori X on jakauma, eli A\; > 0 kaikilla i € S, ja > ,cq i = 1.
2. Matriisi P = (p; j)i jes on stokastinen matriisi, eli
o pij >0 kaikilla i,5 € S
© Yiesbij =1 kaikilla i € S, eli jokaisen rivin summa on yksi.
Todistus. Todistus seuraa todennakoisyysmitan ominaisuuksista:

1. Selvésti \; = P(Xy =4) > 0 kaikilla i € S, ja

SN=) PXo=1)=P(Xp€S)=1.

ieS i€S
2. Selvasti p; ; = P(X, = j | Xo =14) > 0 kaikilla ¢, 7 € S. Lisdksi

Spii=Y PXi=j|Xo=0)=P(X; €S| Xog=1i)=1
JES jes

kaikilla 7 € S. ]

Kolmogorovin laajennuslauseesta [3, Theorem 4.2] seuraa, ettd annetuille
jakaumalle A ja stokastiselle matriisille P on aina olemassa Markovin ketju
alkujakaumalla A ja siirtymématriisilla P [4, Theorem 3.1.1]. Seuraava lause
todistaa kyseisen Markovin ketjun pistetodennékoisyydet.

Lause 2.6. Olkoon A jakauma ja olkoon P stokastinen matriisi. Satunnais-
muuttujien jono X = (X,)2, on homogeeninen Markovin ketju alkujakau-
malla A ja siirtymamatriisilla P jos ja vain jos

]P(XO = iOaXl = Z'la Ce 7Xn = Zn) = )\iopimil . 'pin—l,in (21)
kaikilla n > 0 ja kaikilla i, 11, ...,1, € S.

Todistus. Maéaritellidn tapahtuma Ay = {X; = i} kaikilla £ = 1,... n,
jolloin yhtélo (2.1) saa muodon

P(Ag N A NN A) = NigPigsin * " Pin_1in- (2.2)

7 = 7 Oletetaan, ettd X on homogeeninen Markovin ketju alkujakau-
malla A ja siirtymématriisilla P. Osoitetaan yhtalé (2.2) tekemaélld induktio
muuttujan n suhteen. Olkoot ig, i1,...,4, € S. Kun n = 0, mééritelméan 2.2



nojalla P(Xy = ig) = A;,. Olkoon sitten n > 1 siten, ettd yhtdlo (2.2) patee.
Talloin Markovin ehdon, induktio-oletuksen ja homogeenisyyden nojalla

P(AgNn---NA,NA ) =P(AN---NA)P(Auir | AgN N Ay)
=P(AgN---NA)P(A,1 | Ay)

= NigPigir " * " Pin—1,inPinsins1

joten vaite seuraa induktiosta.

7 <« 7 Oletetaan, ettd yhtdlo (2.2) péatee kaikilla n > 0 ja kaikilla
i0,71,-..,1, € 5. Kun asetetaan n = 0, saadaan alkujakaumaksi P(X, =
ip) = Aiy- Olkoot m > 0 ja ig, iy, ..., i1 € S. Nyt ehdollisen todennakéisyy-
den kaavalla

P(A4gN---NA,NA,
P(Ansr | AgN---NA,) = (4o +)

P(Agn---NA,)
mista oletuksen nojalla saadaan
P(A 1 | Ao NAR) = Dininss- (2.3)
Liséksi
P(Aps1 | An) = W»

missd yhtéalén (2.3) nojalla
P(A, NA 1) = > P(AgN--NA, N Ap)

10,81 5+0yin—1€5

= Y PAu AN NA)P(A NN A)

10,01,.,in—1E€S

= pin,inﬂP(An)’
eli saadaan
P(Ans1 [ An) = Pissinss- (2.4)
Siispa P(A,01 | AoN---NA,) = P(A41 | 4,), eli X on Markovin ketju
siirtymamatriisilla P, ja yhtdlo (2.4) takaa sen homogeenisyyden. O

Maaritellaén seuraavaksi Markovin ketjun ominaisuudet kommunikointi
ja redusoimattomuus.

Maiaritelmé 2.7 (Kommunikointi). Olkoon X homogeeninen Markovin ket-
ju tila-avaruudella S ja siirtyméamatriisilla P. Alkioille ¢, j € S sanotaan, etta
alkio i johtaa alkioon j, ja merkitdan i — j, jos P(X,, = j | Xo =) > 0
jollekin m > 0. Jos ¢ — j ja 7 — i, niin merkitdan ¢ <+ j, ja sanotaan, etta ¢
ja j kommunikoivat.

10



Jos kaikki tila-avaruuden S alkiot kommunikoivat keskendan, ketju X on
redusoimaton.

Maaritelma 2.8 (Redusoimattomuus). Homogeenista Markovin ketjua X
kutsutaan redusoimattomaksi, jos ¢ ja 7 kommunikoivat kaikilla i, j € S.

Markovin ketjun palautuvuus ja poistuvuus ovat tdmén tutkielman kan-
nalta yksia tarkeimmistd méaritelmista, koska Pélyan lause tulee késittele-
maan niita.

Maaritelma 2.9 (Palautuvuus ja poistuvuus). Olkoon X = (X,)%°, homo-
geeninen Markovin ketju. Olkoon T; = inf{n > 1: X,, = i} ensimmdinen tai
toinen n, jolla ketju X saa arvon i € S. Alkiota i sanotaan palautuvaksi, jos
P(T; < oo | Xo = i) = 1 ja poistuvaksi, jos se ei ole palautuva. Ketjua X sa-
notaan palautuvaksi, jos sen ensimmaéinen arvo on palautuva ja poistuvaksi,
jos sen ensimmainen arvo ei ole palautuva.

Alkio i € S on siis palautuva jos ja vain jos Markovin ketju palaa alkioon
1 melkein varmasti ja poistuva jos ja vain jos on mahdollista, ettei Markovin
ketju palaa alkioon 1.

Lause 2.10. Alkio i € S on palautuva jos ja vain jos
Y P(X, =i|Xy=1i)=o0.
n=1

Todistus sivuutetaan ja se 10ytyy lédhteestéd [4, s.60-61]. Jos alkio on pa-
lautuva, niin myos kaikki sen kanssa kommunikoivat alkiot ovat palautuvia.

Lause 2.11. Olkoon X homogeeninen Markovin ketju. Jos alkiot i,7 € S
kommunikoivat ja i on palautuva, niin talloin myos j on palautuva.

Todistus. Merkitdan téssa todistuksessa p™(i,7) = P(X, = j | Xo = 1)
kaikilla n > 0 ja 7,5 € S. Koska 4,7 € S kommunikoivat, on olemassa
k,1 > 0 siten, ettd p® (i, 5) > 0 ja p)(j,i) > 0. Koska liséiksi i on palautuva,
niin lauseen 2.10 nojalla $°° , p{™(i,7) = co. Nyt Chapman-Kolmogorovin
yhtélostéa [4, Proposition 3.2.1] seuraa, etté

S pMG,5) 2 3 p G, ) > Z i, ))p™ (i, 5)
n=1 n=1 n=1
=p®(i, )" (5.9 3° p" (i 1) = oo,
n=1
Siispé lauseen 2.10 nojalla my6s j on palautuva. O
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Huomautus 2.12. Lauseesta 2.11 seuraa, etté jos alkiot i, j € S kommunikoi-
vat ja ¢ onkin poistuva, niin my6s j on poistuva.

Seuraavaksi tullaan maaritteleméaén, mita tarkoittaa kddnnetty ketju. Té-
ta varten kuitenkin tarvitaan viela maaritelméat positiiviselle palautuvuudelle
ja invariantille jakaumalle.

Maaritelma 2.13 (Positiivinen palautuvuus). Alkiota i sanotaan positiivi-
sesti palautuvaksi, jos se on palautuva, ja jos sen palautuvuusajan odotusar-

volle -

E(T;) = E_jlan:n | Xo =)

patee E(T;) < oo. Ketjua X sanotaan positiivisesti palautuvaksi, jos kaikki
tila-avaruuden S alkiot ovat positiivisesti palautuvia.

Maaritelma 2.14 (Invariantti jakauma). Olkoon X Markovin ketju siir-
tymamatriisilla P. Vektoria 7 = (m;);es kutsutaan ketjun X invariantiksi
jakaumaksi, jos

1. m; > 0 kaikillai € S, ja > ;cqm =1
2. mt=7P.

Huomautus 2.15. Maaritelméssa 2.14 esiintyvassa matriisitulossa m P vektori
7 pitaéd ajatella rivimatriisina. Téallainen matriisitulo on hyvin yleinen sto-
kastiikassa.

Seuraavasta lemmasta on myohemmin hyotya. Se kertoo, etté invariantti
jakauma on muuttumaton ajan kuluessa.

Lemma 2.16. Olkoon X = (X,,)_, homogeeninen Markovin ketju siirtymi-
matriisilla P ja invariantilla jakaumalla 7. Jos satunnaismuuttujalla Xy on
jakauma 7, niin silloin myds satunnaismuuttujalla X, on jakauma m kaikilla
n > 0.

Todistus. Olkoon satunnaismuuttujalla X jakauma 7. Osoitetaan induktiol-
la, ettd satunnaismuuttujalla X,, on jakauma 7 kaikilla n > 0. Suoraan ole-
tuksesta saadaan, ettd satunnaismuuttujalla X,, on jakauma 7, kun n = 0.
Oletetaan sitten, ettd n > 1 siten, ettd satunnaismuuttujalla X,, on jakauma
m, eli P(X,, = k) = m; kaikilla k£ € S. Osoitetaan, ettd satunnaismuuttujalla
Xp41 on jakauma 7, eli P(X,, 11 = k) = 7 kaikilla k € S.
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Olkoon k € S. Markovin ehdon, induktio-oletuksen, homogeenisyyden ja
ehdon m = 7P nojalla saadaan
P(X,1 =k) = Z P(X, =in)P(Xp1 =k | Xy, = 1)
in€S
= Z TinDink = (TP), = . O
in€S
Nyt padstaan maarittelemaan kadnnetty ketju.

Maéritelmi 2.17 (Kéinnetty ketju). Olkoon X = (X,,)"_, redusoimaton,
positiivisesti palautuva Markovin ketju siirtymématriisilla P ja invariantilla
jakaumalla 7. Oletetaan, ettd satunnaismuuttujalla Xy on jakauma m, eli
etti m on ketjun X alkujakauma. Ketjun X kéddnnetty ketju Y = (V,,)2,

madritelladn Y, = Xy_, kaikilla 0 <n < N.

Kéaannetyn ketjun nimi tulee siita, etta siind alkuperiisen ketjun satun-
naismuuttujat ovat painvastaisessa jarjestyksessa, eli indeksit n on kdannet-
ty. Kédannettya ketjua kutsutaan myos aikakaantyvaksi ketjuksi ja ideksia n
ajanhetkeksi. Myos kadnnetty ketju on Markovin ketju.

Lause 2.18. Maaritelman 2.17 jono 'Y on redusoimaton Markovin ketju siir-
tymdamatriisilla P = (P; j)ijes, joka on mddritelty

~ ¥
Dij = —Pj,i
J g

]

kaikilla i, 5 € S, sekd invariantilla jakaumalla 7.
Todistus. Osoitetaan aluksi, ettd P on stokastinen matriisi. Koska pij = 0
ja m; > 0 kaikilla ¢, 7 € S, niin selvasti my6s p; ; > 0 kaikilla 4, j € S. Liséksi,
koska m = 7 P, niin
R 1 1
D big=—D M= —m =1
jes Ti jes T

kaikilla ¢ € S. Néytetdan sitten, ettd m on invariantti matriisille 15, eli etta
7w =7P. Koska 3 ;cop;i; = 1 kaikilla i € S, saadaan

> Tibij =T Y Pii =T
= i€s
kaikilla 7 € S. Lauseen 2.6 nojalla
P(Yb — 1'0,1/1 - 7;1, [N ,Yn - Zn) - ]P)(XN_H - in;XN—n—l—l — in—la o ,Xn — ’Lo)

= TinPinyin—1 """ Pirsio
Tip_1 A Ty A
n " Pin_1in """ Pioia
in 11

= 7'['2-
o A A
- 7Ti0pi07i1 te .pin—hin
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kaikilla n > 0 ja kaikilla g, 1, ...,7, € S. Nyt edelleen lauseen 2.6 nojalla
jono Y on Markovin ketju siirtymamatriisilla P ja invariantilla jakaumalla
7. Koska X on redusoimaton, niin selvéisti myos Y on redusoimaton. O]

Satunnaiskavelyn méarittelyd varten tulee tietda, milloin Markovin ketju
on kéantyva.

Maaritelma 2.19 (Kaantyvyys). Olkoon X = (X,,)2° , Markovin ketju tila-
avaruudella S ja siirtymamatriisilla P. Ketju X on kdéntyva jonkin positii-
visen funktion 7 : S — (0, 00) suhteen, jos m;p; ; = m;p;,; kaikilla i,j € S.

Maaritelma 2.19 on hyvin yleinen, silld se méarittelee kidantyvyyden jon-
kin positiivisen funktion 7 suhteen. Jos halutaan, ettd tamé jokin positii-
vinen funktio on nimenomaan invariantti jakauma, taytyy Markovin ketjun
olla aarellinen.

Lause 2.20. Olkoon X = (X,,)Y_, redusoimaton Markovin ketju invarian-
tilla jakaumalla 7, ja oletetaan, ettd satunnaismuuttujalla Xy on jakauma
w. Ketju X on kddntyvd, jos silld ja sen kdadnnetylld ketjulla Y on samat
stirtymamatriisit, eli jos mp; j = m;ip;; katkilla i,7 € S.

Todistus. Seuraa suoraan maaritelmasta 2.19. OJ

2.2 Satunnaiskavely

Téssé alaluvussa aiheena on satunnaiskévely. Olkoon G = (V, E) ééarellinen
tai numeroituvasti dareton yksinkertainen yhtenainen verkko. Jos verkko G
on numeroituvasti dareton, talloin oletetaan, ettd jokaisen kédrjen v € V
asteelle patee d(v) < oo. Aluksi valitaan jokin kirki vy € V, josta satun-
naiskévely ldhtee liikkeelle. Seuraavaksi valitaan satunnaisesti jokin kérjen
vp naapureista, merkitdan tata karkea vy € V| ja siirrytaén siihen. Témaéan
jalkeen kérjen v, naapureista valitaan satunnaisesti seuraava karki vy € V' ja
siirrytdan sithen. Kun téata prosessia jatketaan, saadaan satunnainen karkien
jono vy, vy, vg, . .., jota kutsutaan satunnaiskavelyksi verkolla G. [5, 8]
Yleisesti seuraavaa karkea valitessa valinta ei ole tasaisesti satunnainen,
eli jokaisen naapurin valitsemistodennéakoisyys ei valttaméatta ole sama. Tél-
16in maaritelladn painofunktio w : E — (0, 00), joka liittda jokaiseen verkon
G sivuun e € FE positiivisen painon w,. Nyt siirtyma tapahtuu sivua e pitkin
todennékoisyydelld, joka on suoraan verrannollinen sivun painoon w,.. Jos
kuitenkin kaikissa askeleissa jokaisen naapurin valitsemistodennakoisyys on
sama, satunnaiskavelya kutsutaan symmetriseksi. Annetaan seuraavaksi tés-
mallinen maéritelmé verkon GG satunnaiskavelylle Markovin ketjujen avulla.
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Maiaritelmé 2.21 (Satunnaiskévely). Kééntyva Markovin ketju Z = (Z,,)2,
kéarkien joukossa V' on satunnaiskavely verkolla G = (V, E), mikéli sivujen
joukko F siséltaa tasan kaikki sellaiset sivut {u,v}, joille p,, > 0.

Madritelladn kaikille kérjille v, v € V' painofunktio

Wyw = TyPuwv-

Téalloin kédntyvyyden nojalla w, , = w,, kaikilla u,v € V. Jos kérkia u,v €
V' yhdistda sivu, on w,, silloin myos sivun {u,v} € E paino. Jos sivua
{u, v} merkitédén e, niin kyseisen sivun painoa w,, voidaan merkitd myos
w,. Painofunktion méaéritelmésté seuraa, etta jos u ¢ v, niin w,, = 0, silld
talléin p,, = 0. Toisaalta, jos u ~ v, niin w,, > 0, silla talléin 7, > 0
ja pu» > 0. Nyt verkkoa G kutsutaan painotetuksi verkoksi. Kééntyvyyden

nojalla
Wy, v

W (2.5)

Pup =

kaikilla u,v € V', missa
Wy = Z Wy,v

veV
kaikilla u € V. Koska verkko G on yhtenéinen, jokaisella kérjella u € V on
vahintaan yksi naapuri @ € V. Talloin

Wu = Z Wy, > Wy, > 0

veV

kaikilla u € V, jolloin erityisesti W, # 0 kaikilla v € V.

Vaikka satunnaiskavely on aina jokin Markovin ketju, ei sama péde toisin
péin, eli Markovin ketju ei ole aina jokin satunnaiskévely. Satunnaiskavely on
maéaritelty aina verkolla, jonka sivujen joukko sisédltdd tasan kaikki sellaiset
sivut {u,v}, joille p,, > 0, mutta Markovin ketju voidaan mééritella myos
verkolla, jonka sivujen joukko siséltda sellaisia sivuja {u,v}, joille p,, =
0. Eli satunnaiskévelyn taytyy olla mahdollista kulkea verkkonsa jokaista
sivua pitkin, mutta Markovin ketjun ei tarvitse. Kaikki Markovin ketjut eivat
ole myoskdan aina kaantyvia, ja esimerkiksi pelurin vararikko -esimerkissé
maaritelty ketju on Markovin ketju, muttei satunnaiskavely, silld se ei ole
kaantyva.

Esimerkki 2.22. Olkoon X = (X,,);°, madritelty kuten esimerkissa 2.4.
Osoitetaan, ettd Markovin ketju X ei ole kdantyvéi. Oletetaan vastoin véi-
tettd, ettd ketju X on kddntyva. Talloin on olemassa positiivinen funktio
m: S — (0,00), jolle m;p; j = m;p;,; kaikilla ¢, 5 € {0,1,..., N}.
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Taten erityisesti mopo1 = mip1o. Tiedetdan, ettd po; = 0, joten myos
mopo1 = 0. Téten on oltava myoskin mp; o = 0. Koska kuitenkin p; g = ¢ =
1 —p # 0, on oltava m; = 0. Tdma on ristiriita, silld funktion 7 piti olla
aidosti positiivinen. Koska ketju X ei ole kdantyva, ei se voi olla myoskaan
satunnaiskavely.

Muokataan pelurin vararikko -esimerkié niin, ettd saadaan Markovin ket-
ju, joka on satunnaiskéavely. Oletetaan, ettd peli ei lopukaan silloin kun pelaa-
ja saa N euroa tai havida kaikki rahansa, vaan peli jatkuu ikuisesti. Talloin
pelaajalla voi olla myos enemmaéan kuin N euroa tai hdnen rahaméaransa voi
olla negatiivinen.

Esimerkki 2.23. Olkoon ¢ € Z rahamaéra euroissa, joka pelaajalla on pelin
alussa. Pelaaja voittaa edelleen yhden euron todennékoisyydella p € (0, 1) tai
hévida yhden euron todennéakoisyydelld ¢ = 1 — p. Edelleen X,, on pelaajan
rahamaéaara euroissa kierroksen n jalkeen.

Talloin X = (X,)5, on homogeeninen Markovin ketju tila-avaruudella
Z ja siirtymamatriisilla P, jossa

D, kun j =1+1
pij=3¢=1—p, kuinj=i—-1.
0, kun j =1

Osoitetaan, ettda Markovin ketju X on kaéntyvd. Méaaritellian positiivinen
funktio 7 : Z — (0, 00),

missa my > 0. Nyt jos j = ¢, niin
TiPij = TjPji

jos j =t + 1, niin

i it+1
p p
TiPijg = \7———| Top=|7"_ mo(l —p) = D35
1—p 1—0p

jajos j =14 — 1, niin

i i—1
p P
iD= (| mo(l—p)=|—"—] 7op=TDjs.
1—0p 1—p

Siispa m;p; ; = m;p;, kaikilla 7, j € Z, eli ketju X on kaantyva. Téten X on
satunnaiskavely verkolla G = (Z, E), jossa sivujen joukko FE sisaltaa kaikki
sellaiset sivut {u, v}, joille p,, > 0.
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Huomautus 2.24. Jos esimerkissa 2.23 jokaisella kierroksella euron voittami-
sen todennakoisyys p ja euron haviamisen todennakoéisyys g ovat samat, eli

p= % = ¢, niin satunnaiskédvely on symmetrinen.

Kaésitelldan seuraavaksi harmonisia funktioita. Olkoon tata varten Z Mar-
kovin ketju joukossa V' siirtyméamatriisilla P, ja oletetaan, ettd Z on kaéntyva
funktion 7 : V' — (0, 00) suhteen.

Maaritelmé 2.25 (Harmoninen funktio). Olkoon U C V. Funktio f: V —
R on harmoninen joukossa U, jos

flu) =2 puuf(v)

veV

kaikilla v € U.

Harmonisuus voidaan maéritella myos ilman Markovin ketjua Z. Talloin
kdytetaan madritelmaa 2.25 niin, etta siirtymématriisin P alkiot p,, korva-
taan joillain muilla luvuilla. Eras yleinen esimerkki ketjun Z harmonisista
funktioista ovat niin kutsutut osumistodenndkoisyydet. Niiden méaérittelemi-
seen tarvitaan ensimmadaisia osumishetkia.

Maiéritelmé 2.26 (Ensimméinen osumishetki). Olkoon U C V. Télléin
Ty =inf{n > 0: Z, € U} on ensimmaéinen kerta, kun ketju Z osuu joukkoon
U. Lisaksi merkitaan T, = TY,) kaikilla u € V, jolloin T, on ensimmainen
kerta, kun ketju Z osuu karkeen wu.

Nyt voidaan méaritelld ketjun Z osumistodennakoisyydet. Olkoot U C V|
W =V \U jaseU. Olkoon g(u) todennékoisyys, ettd alkiosta u aloitettu
Markovin ketju Z osuu alkioon s ennen kuin se osuu joukkoon W, kaikilla
ue V. El
g(u) =P(Z, = s jollekin n < Ty | Zy = u)
kaikilla v € V', missa Ty, on ensimmaéinen kerta, kun ketju Z osuu joukkoon

W. Seuraavaksi osoitetaan, ettd osumistodennikoisyys g on harmoninen jou-
kossa U \ {s}.

Lause 2.27. Funktio g on harmoninen joukossa U \ {s}.
Todistus. Olkoon u € U \ {s}. Talloin Markovin ehdon nojalla saadaan
g(u) =P(Z, = s jollekin n < Ty | Zy = u)

- Z ]P)(Zl =v | ZO - U)P(Zn =S JOllekln n < TW | ZO =u, Zl — U)
veV
=" puuP(Z, = s jollekin n < Ty | Z = v)

veV

= Z pu,vg<v)' []

veV
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Huomautus 2.28. Funktiolle g pétee selvisti g(s) = 1 ja g(v) = 0 kaikilla
v € W. Naita arvoja kutsutaan funktion g reunaehdoiksi, silla ne kertovat,
mita arvoja funktio g saa harmonisuuden ulkopuolella.

Jatketaan harmonisten funktioiden kasittelya yleisella tasolla. Seuraavak-

si osoitetaan, ettd harmoninen funktio on yksikésitteinen annetuilla reunaeh-
doilla.

Lause 2.29. Olkoon G = (V, E) ddrellinen tai numeroituvasti ddareton yh-
tendinen verkko, ja olkoon U joukon V ddrellinen aito osajoukko. Olkoot

f,9:V — R harmonisia funktioita joukossa U, joilla on samat reunaehdot,
eli joille f(z) = g(x) kaikilla x € V\ U. Tdlloin f = g.

Lauseen 2.29 todistamiseksi tarvitaan seuraavaa tulosta, jonka todistus
pohjautuu ldhteeseen [9, s.20].

Lause 2.30 (Maksimiperiaate). Olkoon G = (V. E) ddrellinen tai numeroi-
tuvasti adreton verkko. Olkoon G = (U, E) verkon G yhtendinen aliverkko,
ja mddritelldan

AU ={v eV \U:v~u jollekin u € U}.

Olkoon f :V — R harmoninen funktio joukossa U, joka saavuttaa supremu-
minsa ainakin jossain pisteessd xy € U. Tdlloin f on vakio joukossa U U AU,
missd se saa arvon sup,cy f(v).

Todistus. Olkoon S = {x € V : f(z) = sup,ey f(v)}. Olkoon z € U N S,
jolloin funktion f harmonisuuden ja tiedon >, cy p.y = 1 nojalla saadaan

D payf W) = f(@) = f(2) D payy = D Day f(2),

yeVv yeVv yev

eli

> Paylf(@) = fy)] = 0. (2.6)

yeVv
Koska f(x) = sup,cy f(v), niin f(x)— f(y) > 0 kaikilla y € V' ja téten myos
Paylf(x) — f(y)] > 0 kaikilla y € V. Siispa yhtélén (2.6) nojalla taytyy olla
Paylf(x) — f(y)] = 0 kaikilla y € V. Nyt jos y € V siten, ettd y ~ x, niin
Pzy > 0 ja on oltava f(z) — f(y) = 0, eli f(y) = f(z) = sup,ey f(v). Nyt
siis vaite patee kaikille karjen xy naapureille, ja edelleen se saadaan péte-
maan kaikille karjen xy joukossa U olevien naapureiden naapureille. Koska

aliverkko G on yhtendinen, saadaan edelleen vaite patemaén koko joukossa
UUAU. O
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Nyt voidaan todistaa lause 2.29. Todistuksessa on kéytetty apuna lahdet-
ta [9, s.20].

Lauseen 2.29 todistus. Olkoon h(z) = f(x)—g(x) kaikilla z € V. Koska f ja
g ovat harmonisia joukossa U, niin selvéisti my6s h on harmoninen joukossa
U. Osoitetaan, ettd h(z) < 0 kaikilla € V. Koska U on joukon V aito
osajoukko, niin V' \ U # (). Tiedetdéan, ettd h(x) = 0 kaikilla z € V \ U.
Koska lisdksi U on darellinen, niin tiedetaén, etta h saavuttaa supremuminsa
jossain pisteessi xg € V. Jos g € V' \ U, niin

h(x) < sup h(z) = hzo) = 0
zeV
kaikilla z € V.

Olkoon sitten zy € U. Olkoon G = (U, E) verkon G aliverkko. Jaetaan
aliverkko G komponentteihin, joita on vain darellinen maaré, silla U on aa-
rellinen. Merkitéén niité komponentteja Gy, Ga, . . ., Gy, missé Gy = (U, E;)
kaikilla = = 1,2,...,n. Olkoon nyt zy € U; mille tahansa i = 1,2,...,n.
Koska h on harmoninen joukossa U, se on harmoninen myos joukossa U;.
Komponentti G, on verkon G yhtendinen aliverkko, ja koska G on verkon
G aliverkko, G; on myés verkon G yhtendinen aliverkko. Koska aliverkon G
komponentit ovat keskenaén erillisia, mutta verkko G on yhtendinen, niin
joukossa V'\ U on oltava kérkid, jotka yhdistavat nditd komponentteja. Siis-
pa on olemassa my6s yo € V' \ U siten, ettd yo ~ w jollekin u € U;. Nyt
lauseen 2.30 nojalla

h(z) < sup h(z) = h(zo) = h(yo) =0

zeV

kaikilla x € V.
Taten h(x) < 0 kaikilla x € V, eli f(z) < g(z) kaikilla x € V. Kun teh-

déén téysin sama paattely uudestaan funktiolle h(z) = g(z) — f(x), saadaan
my6s g(z) < f(x) kaikilla x € V. Taten f(z) = g(x) kaikilla x € V. O
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3 Sahkoverkot

Tamén luvun aiheena ovat siahkdverkot ja niihin liittyen erityisesti virtauk-
set ja potentiaali seké energia ja efektiivinen resistanssi. Aluksi méaéritelladn
sihkoverkko verkkojen ja painofunktioiden avulla. Sen jalkeen ensimmaéisessé
alaluvussa maéaritellaan sahkoverkon virtaukset sekéd potentiaali. Lisaksi esi-
telladn Kirchhoffin lait ja Ohmin laki. Lopuksi todistetaan viela eras térkeé
ja mielenkiintoinen tulos virtauksiin ja Kirchhoffin lakeihin liittyen ensim-
méisessa luvussa esiteltyjen virittajapuiden avulla. Toinen alaluku aloitetaan
virtauksen energian méaritelmalla. Lisdksi maéritelldan efektiivinen konduk-
tanssi ja efektiivinen resistanssi seké esitellaén sarjaankytkenté- ja rinnankyt-
kentalait, joiden avulla voidaan laskea efektiivisia resistansseja. Koko luvun
sisalté pohjautuu pitkalti lahteeseen [5, s.3-10].

Aloitetaan siis maarittelemalld sahkoverkko. Matemaattisesti sahkoverk-
ko on vain painotettu verkko, jossa sivujen painoja kutsutaankin konduk-
tansseiksi ja niiden kéédnteisarvoja resistansseiksi [9]. Olkoon G = (V, E)
yksinkertainen ja yhteniinen &éarellinen verkko, ja olkoon w : E — (0, 00)
sivujen painofunktio, jolle sivun e € E arvoa merkitdan w,. Nyt sahkoverkko
maéaritellddn olemaan verkko G, jossa sivulla e € E on konduktanssi w, tai
yhtépitavasti resistanssi w; . Konduktanssi on suure, joka ilmaisee johtimen,
téssé tapauksessa verkon G sivun, kyvyn johtaa sihkoévirtaa ja resistanssi on
konduktanssin kédanteissuure, joka ilmaisee johtimen kyvyn vastustaa sahko-
virtaa.

3.1 Virtaukset ja potentiaali

Tassa alaluvussa kasitelladn sahkoverkon virtauksia ja potentiaalia aloittaen
virtauksista. Olkoot s,t € V erillisia kéarkid, ja kutsutaan joukkoa {s,t}
lihdejoukoksi. Jokaisella sivulla {u,v} € E on wvirta kirjestd u kérkeen v,
jota merkitaan j,,. Verkon wvirtaus karjesta s karkeen ¢ on ndiden virtojen
muodostama vektori.

Maaritelma 3.1 (s/t-virtaus). Olkoot s,t € V, s # t. Talléin s/t-virtaus
on vektori j = (Juv)uvev,uze, jolle

L. ju,v = _jv,u
2. Juw = 0 silloin, kun u % v

3. pétee Kirchhoffin virtalaki 3.2.
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3.2. Kirchhoffin virtalaki. Kokonaisvirta, joka virtaa mista tahansa muus-
ta kérjesta kuin lahdejoukosta, on nolla, eli kaikilla uw € V' \ {s,t}

> Juw = 0.

veV

Karkia s ja t kutsutaan s/t-virtauksen ldhteeksi ja nieluksi, ja usein s/t-
virtauksen sijaan puhutaan vain virtauksesta. Maaritelméan 3.1 ensimmaéinen
ehto tarkoittaa sita, ettd virta kérjesta v karkeen w yhta suuri kuin virta
karjesta u karkeen v, mutta vastakkaismerkkinen. Toinen ehto vaatii, ettei
sellaisten karkien valilla ole ollenkaan virtaa, jotka eivéit ole naapureita, eli
joita ei yhdista sivu. Kolmas ehto takaa sen, ettd mihin tahansa muuhun
karkeen kuin ldhdejoukkoon tuleva virta myos ldhtee sieltd. Kuvassa 3.1 on
havainnollistettu erdsta s/t-virtausta.

20

18

[ ]

Kuva 3.1: Esimerkki s/t-virtauksesta.

Maaritelladn jokaiselle virtaukselle 5 karjen u kokonaisvirta

Ju = Z ju,v

veV

kaikilla v € V. Kirchhoffin virtalain nojalla J, = 0 kaikilla u & {s, ¢}, minka
nojalla saadaan

, 1 1 . .
Jo+ Jp = ZJ Z ]u,v:§ Z juv+]vu 25 Z(]u,v_ju,v)zoa
ueV u,veV veV u,veV
eli J, = —J,. Tama tarkoittaa, ettd lahteestd s lahtenyt kokonaisvirta on

yhta suuri kuin kokonaisvirta, joka saapuu nieluun ¢. Esimerkiksi kuvan 3.1
virtaukselle patee J; = 18 + 7 = 25 ja J; = —21 — 4 = —25, kuten piti-
kin. Maaritellaan, ettd virtauksen j koko on |Jg|. Jos |Js| = 1, virtausta j

21



kutsutaan yksikkovirtaukseksi. Kuvan 3.1 virtauksen koko esimerkiksi on 25.
Yleensa oletetaan, etta J, > 0, mika takaa sen, ettd virtaus kulkee nimeno-
maan ldhteestd s nieluun .

Seuraavaksi késitellidan potentiaalia. Maaritelladn aluksi potentiaaliero,
minké jalkeen todistetaan, ettd potentiaalierolla on olemassa potentiaalifunk-
tio, joka madarittaa sen arvot.

Maaritelmé 3.3 (Potentiaaliero). Funktio ¢,, on sivun {u,v} € E po-
tentiaaliero kirjestd u kéirkeen v, jos se toteuttaa Kirchhoffin potentiaalilain
3.4.

3.4. Kirchhoffin potentiaalilaki. Kumulatiivinen potentiaaliero minké ta-
hansa verkon G kierroksen yli on nolla, eli mille tahansa verkon G kierrokselle
V1,02, - . ., Un, Unt1 = U1 patee

n
Z ¢vk,vk+1 - O
k=1

Kirchhoffin potentiaalilaista seuraa, ettd ¢,, = —¢,, kaikilla {u,v} €
E, silla jos otetaan kaksikédrkinen kierros vy, vy, v3 = wv1, niin Kirchhoffin
potentiaalilain nojalla ¢y, v, + Gvyey = 0, €li Gy 0y = —@Pu,0, . Kirchhoffin

potentiaalilain avulla voidaan myos todistaa seuraava tulos.

Lause 3.5. Funktio ¢,, on potentiaaliero jos ja vain jos on olemassa funktio
¢ :V = R siten, ettd ¢u, = d(v) — ¢(u) kaikilla {u,v} € E.

Todistus. Todistetaan lauseen molemmat suunnat erikseen.
7 < 7  Olkoon ¢ : V. — R siten, ettd ¢,, = ¢(v) — ¢(u) kaikilla
{u,v} € E. Olkoon vy, vy, ..., Uy, Upy1 = v1 verkon G kierros. Nyt

n

kzn:%k,vkﬂ = Z[¢(Uk+1) — O(vk)] = A(Vny1) — d(v1) = P(v1) — P(v1) =0,

k=1

joten ¢, , on potentiaaliero.

7= " Olkoon ¢,, potentiaaliero. Olkoon ¢ : V' — R siten, ettd ¢(s) =
0 ja ¢(v) = 35—} Guy s, kaikilla v € V'\ {s}, missd s = v1, v, ..., 0, Vg1 =
v on polku kérjesta s kdrkeen v.

Olkoon {u,v} € E. Olkoot s = uy,ug, ..., Uy, Unsr1 = u polku kirjes-
td s kdrkeen u ja s = vy, vg,...,Un, U1 = v polku karjestda s karkeen wv.
Oletetaan aluksi, ettd néiden polkujen ainoa yhteinen kéarki on s. Télloin
V1, U2y -« oy Upt1s Ut 1, U, - - -, U1 ON Kierros, joka alkaa kérjesta s, kulkee kéar-
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jen v kautta kiarkeen u ja palaa takaisin kérkeen s. Nyt Kirchhoffin potenti-
aalilain nojalla

qb(”) - qb(“) - Z qbvk,’UkH - Z ¢uk,uk+1 = Z vak,vkﬂ + Z ¢uk+17uk
k=1 k=1 k=1 k=1

n m
- Z ¢Uk7vk+1 + ¢Un+17um+1 + Z ¢uk+1,uk - ¢vn+1aum+1
k=1 k=1

=0- ¢Un+1,um+1 = ¢um+17vn+l = ¢u,v-

Oletetaan sitten, ettd poluilla kérjestd s kirkeen u ja karjestd s kiarkeen
v on muitakin yhteisia karkid kuin vain s. Lahdetadn laskemaan erotusta
¢(v) — ¢(u) summien avulla samalla tavalla kuin edelld. Jos polut siséltavit
samoja sivuja, erotusta laskettaessa naiden sivujen potentiaalierot kumoavat
toisensa. Lisaksi polut voivat yhdessa muodostaa pienempia kierroksia, joille
erotuksessa ¢(v) — ¢(u) potentiaalierojen summa on Kirchhoffin potentiaali-
lain nojalla nolla.

Téaten erotuksesta ¢(v) — ¢(u) jaa jaljelle joko suoraan sivun {u,v} po-
tentiaaliero ¢,, tai sitten sellaisten sivujen potentiaalierojen summa, jotka
muodostaisivat kierroksen, jos lisattaisiin sivu {u, v}. Jalkimmaéisessé tapauk-
sessa toimitaan kuten aiemmassa tilanteessa, jossa karki s oli polkujen ainoa
yhteinen kérki, eli lisdtédén erotukseen ¢(v) — ¢(u) sivun {u,v} potentiaa-
liero ¢, , ja samalla vihennetddn se. Talloin erotuksessa ¢(v) — ¢(u) tdméan
uuden kierroksen potentiaalierojen summa on Kirchhoffin potentiaalilain no-
jalla nolla, ja jaljelle ja& vain ¢, ,. O

Funktiota ¢ : V' — R kutsutaan potentiaalifunktioksi, ja se maarittad po-
tentiaalin kussakin verkon karjessé. Vaikka potentiaaliero ¢, , on alun perin
maéaritelty vain verkon sivuille, sen kasitetta voidaan laajentaa siten, etté po-
tentiaalifunktion ¢ arvot kérjissd s ja t méaarittdavat kokonaispotentiaalieron
mille tahansa virtaukselle i. Téassa tapauksessa virtauksen ¢ potentiaaliero on
o(t) — o(s).

Seuraavaksi esitellddn yhtélo, joka patee mille tahansa funktiolle ¢ : V' —
R, mutta jota kdytetdén myohemmin nimenomaan potentiaalifunktiolle.

Propositio 3.6. Olkoon ¢ : V — R, ja olkoon j s/t-virtaus. Talloin

()~ B = 5 3 [0) ()

u,veV

23



Todistus. Virtauksen ominaisuuksien nojalla

Y. W) = vWuw = Y Y(©0)juw — D V(U)jue

u,veV u,veV u,veV
=2 () 3 Juw = D (1) 3 ue
veV ueV ueV veV
= Z P (v) Z(_jv,U) - Z Y(u) Z Juyw
veV ueV ueV veV
= -2 ¥(v)J,
= =2[p(s)Js + (1) S

= 2[=(s)Js + ¥(t) J;]
= 2[¢p(t) — (s)]Js,

mista vaite seuraa. 0

Nyt virtaus j toteuttaa Kirchhoffin lait, jos se toteuttaa Ohmin lain 3.7
jollekin potentiaalifunktiolle ¢.

3.7. Ohmin laki. Mille tahansa sivulle {u,v} € E pétee

Juw = Wup ¢u,’u .

Potentiaalifunktio on harmoninen joukossa V' \ {s,t}, jos se toteuttaa
Ohmin lain.

Lause 3.8. Ohmin lain toteuttava potentiaalifunktio on harmoninen joukos-

sa V\ {s,t}.

Todistus. Olkoon u € V' \ {s,t}. Ohmin lain ja Kirchhoffin virtalain nojalla

Z wu,v[¢(v) - ¢(U)] = Z wu,v¢u,v = Z ju,v = 07

veV veV veV

mista saadaan

Blu) = 2 Lerlv) _ S TG (w).

EUGV wu,v veV Wu

Siispé ¢ on harmoninen joukossa V' \ {s,t}. O
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Seuraavaksi esitellidn yhteys satunnaiskédvelyn ja sahkoverkkojen valilla
osoittamalla, etta potentiaalifunktiot voidaan lausua satunnaiskavelyn osu-
mistodennékoisyyksien avulla. Tarkoituksena on néyttaa, etta jos ¢ on Oh-
min lain toteuttava potentiaalifunktio, jolle ¢(s) = 0 ja ¢(t) = 1, niin tallin
minké tahansa kirjen v € V' potentiaali ¢(u) on yhté suuri kuin todenné-
koisyys, etta kérjesta u alkava satunnaiskavely osuu kdrkeen ¢ ennen kuin se
osuu kérkeen s. [9, s.6]

Lause 3.9. Olkoot (Z,)%, satunnaiskdvely ja ¢ : V- — R Ohmin lain to-

n=0

teuttava potentiaalifunktio, jolle ¢(s) =0 ja ¢(t) = 1. Talloin
o(u) =P(Z, =t jollekin n <Ts | Zy = u)
kaikilla v € V.

Todistus. Olkoon g(u) = P(Z, =t jollekin n < T | Zy = u) kaikilla v € V.
Taytyy siis osoittaa, ettd ¢(u) = g(u) kaikilla u € V. Lauseesta 2.27 seuraa,
ettd funktio g on harmoninen joukossa V' '\ {s,¢} reunachdoilla g(s) = 0 ja
g(t) = 1. My6s Ohmin lain toteuttava potentiaalifunktio ¢ on harmoninen
joukossa V' \ {s,t} lauseen 3.8 nojalla. Koska liséksi ¢(s) = 0 ja ¢(t) = 1,
niin nyt lauseen 2.29 nojalla ¢(u) = g(u) kaikilla u € V. O

Ohmin lain nojalla virralla j,, on sama etumerkki kuin potentiaalierolla
®u,0, mika tarkoittaa, etta "virta kulkee yldméakeen”. Liséksi Ohmin laki mah-
dollistaa sen, etta potentiaalierot voidaan lausua virtojen ja konduktanssien
avulla. Siispd Kirchhoffin potentiaalilaki voidaan lausua muodossa

n

S T (3.1)

k=1 ka yUk+1

mille tahansa verkon G kierrokselle vy, vg, ..., vy, U1 = v1. Nyt kun Kirch-
hoffin potentiaalilaki on kirjoitettu virtojen avulla, molemmat Kirchhoffin
lait ovat lineaarisia virtojen suhteen. Tésté seuraa, ettd Kirchhoffin lakien
ratkaisujen summa on myos niiden ratkaisu.

Lause 3.10 (Superpositioperiaate). Jos iy ja i ovat ratkaisuja Kirchhoffin
laeille samoilla lahteelld ja nielulla, niin silloin myds summa t1+1io on niiden
ratkaisu.

Todistus. Seuraa suoraan lineaarisuudesta. O]
Kirchhoffin lait toteuttava virtaus on yksikésitteinen annetulla koolla.

Lause 3.11. Jos iy ja iy ovat ratkaisuja Kirchhoffin laeille samoilla lahteelld,
nielulla ja koolla, niin tdlloin i1 = is.
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Todistus. Koska iy on Kirchhoffin lakien ratkaisu, niin selvisti myos —is on
niiden ratkaisu. Kun merkitdan j = ¢; — 79, niin lauseen 3.10 nojalla 7 on
Kirchhoffin lakien ratkaisu. Koska i; ja io ovat ratkaisuja samalla koolla,
ldhtee molemmissa virtauksissa lahteesta s yhté paljon virtaa. Téaten myos
molempien virtausten nieluun ¢ tulee yhtd paljon virtaa. Siispd koska j =
11 — 19, ei virtaukseen j tule virtaa, eiké sitda myoskaan lahde sieltda. Taten
J, = 0 kaikilla v € V.

Osoitetaan siis, ettd j,, = 0 kaikilla u,v € V. Oletetaan vastoin vai-
tettd, ettd on olemassa sivu {uj,us} € E, jolle jy,, 4, > 0. Nyt Kirchhoffin
virtalain nojalla tiedetaan, ettd on olemassa us € V siten, ettd jy, ., > 0.
Koska joukon V' koko on aarellinen, |V| < oo, loytyy iteraation nojalla kier-
TOS Up, Upg1s - - - s Uy U1 = Ug, JOSSA Juy ., > 0 Kaikilla k= 1,1+ 1,...,m.
Ohmin lain nojalla potentiaalifunktiolle ¢ : V' — R patee

jukyuk—o-l = Wy, ug1q ¢uk7uk+1 = Wy, ug1q [¢(uk+1) - ¢(uk)]

kaikilla k = [,{+1,...,m. Siispé koska jy, .,,, > 0kaikilla k = [,1+1,...,m,
saadaan ¢(ux) < ¢(ugy1) kaikilla k =1,1+1,...,m. Siis

O(ur) < dlurr) < -+ < Plum) < G(Umir) = ¢ur),

mika on ristiriita. Taten j,, = 0 kaikilla w,v € V, eli on oltava ¢; = i5. [

Siispé lauseen 3.11 nojalla annetuilla ldhteella, nielulla ja koolla voi olla
korkeintaan yksi ratkaisu, joka toteuttaa molemmat Kirchhoffin lait. Seuraa-
vaksi tullaan osoittamaan, etté tallainen ratkaisu on myoskin aina olemassa.
Tehdédan tamé todistamalla, etta erds virittdjapuiden avulla méariteltdvisséa
oleva yksikkovirtaus toteuttaa Kirchhoffin lait. Tamaé riittdéd, koska jos an-
nettu koko onkin jokin muu kuin yksi, niin yksikkovirtaukselle voidaan antaa
kertoimeksi tama kyseinen koko, jolloin saadaan halutun kokoinen virtaus,
joka edelleen toteuttaa Kirchhoffin lait. Todistus tehdaan aluksi yksinkertai-
semmassa tilanteessa, jossa kaikki konduktanssit ovat ykkosia, eli w. = 1 kai-
killa e € E. Tama ldhestymistapa auttaa lukijaa hahmottamaan todistuksen
rakenteen ja sen eri osat. Sen jalkeen todistus tehdaan yleisten konduktans-
sien tilanteessa, jossa w, € (0,00) kaikilla e € F, kiyttden samankaltaisia
tekniikoita kuin tapauksessa w, = 1.

Olkoon siis aluksi w, = 1 kaikilla e € E. Jotta tdméa Kirchhoffin lait to-
teuttava yksikésitteinen ratkaisu voitaisiin maéritella virittdjapuiden avulla,
tarvitaan vield virittajapuihin ja niiden ominaisuuksiin liittyvid merkinto-
ja. Olkoot T kaikkien verkon G virittajapuiden joukko ja N = |T| niiden
lukumaéra. Lauseen 1.15 nojalla N > 1. Tiedetaédn, etta jokaisella verkon
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G virittajapuulla on polku kérjesta s kirkeen ¢. Kutsutaan tété polkua s/t-
poluksi. Jokaisen virittdjapuun s/t-polku on yksikésitteinen, silla koska puis-
sa ei ole kierroksia, niin kérjesta s karkeen ¢ padstaan vain yhta reittia. Ol-
koon Il(s,a,b,t) virittdjapuun ominaisuus, joka kertoo, ettd virittdjapuun
yksikésitteinen s/t-polku kulkee sivun {a,b} kautta suunnassa kérjestid a
karkeen b, kaikilla {a,b} € E. Olkoot N(s,a,b,t) niiden verkon G virittdja-
puiden joukko, joilla on ominaisuus II(s, a, b, t) ja N(s,a,b,t) = |N(s,a,b,t)]
kyseisten virittajapuiden lukumaara. Nyt voidaan méaritelld Kirchhoffin lait
toteuttava yksikéasitteinen yksikkovirtaus virittadjapuiden lukuméaéran avulla,
kun w, = 1 kaikilla e € E.

Lause 3.12. Jos w, = 1 kaikilla e € E, niin funktio
1
Gap = N[N(S’ a,b,t) — N(s,b,a,t)]

kaikilla {a,b} € E mddrittelee yksikkovirtauksen lihteestd s nieluun t, joka
toteuttaa Kirchhoffin lait.

Todistus. Olkoon w, = 1 kaikilla e € E. Aloitetaan osoittamalla, ettéd i,;, =

~[N(s,a,b,t)— N(s,b,a,t)] miarittelee virtauksen lihteestéd s nieluun ¢. En-

simmaisend ndytetéédn, ettd i,, = —ip,. Se on totta, silld
. 1 1 .
b = _N[N(Sv b7 a, t) - N(87 a, bv t)] = N[N<S7 a, b7 t) - N(S> ba a, t)] = la,b-

Seuraavaksi néytetéédn, ettd i, = 0, kun a o b. Olkoot a,b € V siten, ettd
a 4 b. Talloin

1 1
lap = —|N(s,a,b,t) — N(s,b,a,t)] = —(0—0) =0.
lap = ;[N (s,a,b,1) = N(s,b,a,1)] = (0~ 0)

Osoitetaan vield, ettd i, toteuttaa s/t-virtauksen mééritelmén kolman-
nen ehdon, joka on sama kuin Kirchhoffin virtalaki. Osoitetaan siis, ettéd
>vev tuy = 0 kaikilla w € V'\ {s,t}. Olkoon T" € T. Koska i,; voidaan
kirjoittaa muodossa

. 1
lah = Z N[]lj\/'(s,a,b,t) (T> - ]l/\/'(s,b,a,t) (T)]7
TeT

niin virittajapuun T osuus summasta 14, Ilippuu virittajapuun Ts /t-polusta.

Merkitéén tata s/t-polkua . Jos polku 7 kulkee sivua {a, b} pitkin kirjesta

a kirkeen b, on virittdjapuun 7' osuus %, jos m kulkee sivua {a,b} pitkin

karjesta b kdrkeen a, on osuus —%, ja jos 7 ei sisdlla ollenkaan sivua {a, b},
on osuus 0.
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Olkoon nyt u € V' \ {s,t}. Merkitédén I, = > ,cy u.v, jolloin riittdd osoit-
taa, etta [, = 0. Nyt [, voidaan kirjoittaa muodossa

Z Z ]l/\/'(s u,v,t) T) - ]l./\f(s,v,u,t) (T)] .

TeT vev

Siispa jos u € 7, niin virittajapuun T osuus summasta I, on —% + % = 0,
silla koska u # s,t, niin polku 7 tulee kdrkeen u jotain sivua {a,u} pitkin
ja lahtee sielta jotain sivua {u, b} pitkin. Jos taas u ¢ 7, niin virittdjapuun
T osuus summasta I, on 0. Kun summataan yli kaikkien virittajéapuiden,
saadaan I, = 0, kuten haluttiin. Siispd i,;, on s/t-virtaus.

Osoitetaan seuraavaksi, etta i, toteuttaa Kirchhoffin potentiaalilain. Teh-
daan tama osoittamalla, etta i,;, toteuttaa Kirchhoffin potentiaalilain muo-
dossa (3.1). Eli koska w, = 1 kaikilla e € F, niin riittad osoittaa, etta

n
Z buj i = 0 (3.2)
=1
kaikille verkon G kierroksille vy, va, ..., vy, vpr1 = v1. Olkoon vy, ve, ..., vy,

Unt1 = vp verkon G kierros, ja merkitdan sitd C. Kaytetaan tassa todistuk-
sessa virittdjapuiden sijaan pensaita. Olkoot T ja T; erillisid puita siten, etté
s € Ty, t € T} ja niiden yhdiste sisaltda kaikki verkon G kérjet. Talloin pa-
ria (Ts,T;) kutsutaan verkon G s/t-pensaaksi. Jatkossa s/t-pensaan sijaan
puhutaan vain pensaasta.

Olkoon B kaikkien verkon G pensaiden joukko, ja olkoon B(s, a, b, t) kaik-
kien niiden pensaiden joukko, joille a € T ja b € T;. Joukkojen B(s, a, b, t) ja
N (s, a, b, t) valilla on bijektiivinen kuvaus, silla jos pensaaseen B € B(s, a, b, t)
lisataan sivu {a, b}, saadaan joukon N (s, a,b,t) yksikasitteinen alkio, ja jos
virittajapuusta T € N (s, a,b,t) poistetaan kyseinen sivu, saadaan joukon
B(s,a,b,t) yksikasitteinen alkio.

Koska i, voidaan kirjoittaa muodossa

. 1
la b = Z N[]IB(s,a,b,t) (B) - ]lB(s,b,a,t) (B)],

niin summalle (3.2) pétee

Z boj 41 = Z Z (8,05,0541,t) (B) - 13(570j+17vj7t)(3)]
j=1

ji= IBEB

Z Z HB(SvUj7Uj+1vt)(B) - Z ]13(57vj+1,vj7t)(B>
i=1 j=1
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Olkoon B = (T, T;) € B. Nyt pensaan B osuus summasta (3.2) on
F_), missi

(F, -

L
N

Fy = ‘{{UJ'?UjJrl} €C:1<j<nu el v € Tt}

on niiden kierroksen C' parien lukumaééra, joille ensimmainen kérki kuuluu
puuhun 7}, ja toinen kérki puuhun 7}, ja

b= ‘{{%Ujﬂ} €C:1<j<nuuel,ve Tt}

on niiden kierroksen C' parien lukumaééra, joille ensimmainen kérki kuuluu
puuhun T, ja toinen karki puuhun T,. Koska C on kierros, eli polku joka
paattyy samaan kérkeen kuin mista se alkaa, on oltava Iy = [, silla jos
v; € T, niin aina kun kierros C siirtyy puusta T, puuhun 7}, taytyy olla
vastaava siirtyma puusta T, takaisin puuhun TS, jotta kierros voisi palata
alkupisteeseensa. Sama pétee myos, jos vy € T,. Eli pensaan B osuus sum-
masta (3.2) on +(F; — F_) = 0. Kun summataan yli kaikkien pensaiden,
tulee summasta (3.2) nolla kuten haluttiin.

Todistetaan vield lopuksi, etta i,;, maérittelee nimenomaan yksikkoévir-
tauksen, eli I, = 1. Tiedetaén, ettéd jokaisella verkon G virittajapuulla 7' on
olemassa yksikésitteinen karki b € V siten, etta virittdjapuun 7" s/t-polku
kulkee kérjesta s kirkeen b sivua {s, b} pitkin. Siispa

> N(s,s,b,t)=N ja N(s,b,s,t)=0 kaikilla be V.

beV

Nyt saadaan

1. _Zzsb_zifzv(s s.b.1) — N(s,b, 5,1)] = Z;[N(s,s,b,t)—o]

bev bev bev
1 1
:NZN(SaS,bJ):NN:L -

beV

Tama yksikasitteinen ratkaisu Kirchhoffin laeille voidaan tulkita viritté-
japuiden sijaan myos todennékoisyyksien avulla. Jos w, = 1 kaikilla e € E| ja
T on miké tahansa satunnaisesti valittu verkon G virittajapuu, niin lauseen
3.12 antama yksikasitteinen ratkaisu Kirchhoffin laeille lahteelld s, nielulla ¢
ja koolla yksi on todennékoisyyksien avulla ilmaistuna

iqp = P[T:114 on ominaisuus Il(s, a, b, t)] —P[T:114 on ominaisuus II(s, b, a,t)]

kaikilla {a,b} € E.
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Olkoon seuraavaksi w, € (0, 00) kaikilla e € E. Nyt tarvitaan lisda virit-
tajapuihin liittyvia merkintoja. Maéaritelladn virittdjapuun 7' painoksi

w(T) = H We,

ecT

missa merkintd e € T' tarkoittaa, ettd e on virittajapuuhun 7" kuuluva sivu.
Olkoot

N*=> w(T) ja N'(s,a,bt)= > w(T).

TeT TeN (s,a,b,t)

Koska lauseen 1.15 nojalla verkolla G' on vihintdan yksi virittdjapuu Te T,
niin saadaan
N* = Zw(T)Zw(T): I] we > 0.
TeT ecT
Seuraavaksi méaaritellaén Kirchhoffin lait toteuttava yksikésitteinen virtaus,
kun w, € (0, 00) kaikilla e € E.

Lause 3.13. Jos w, € (0,00) kaikilla e € E, niin funktio

1
Z.Zb = 7[N*(87a7b7 t) - N*(Sab7a7t)]
) N*
kaikilla {a,b} € E mddrittelee yksikkovirtauksen lihteestd s nieluun t, joka
toteuttaa Kirchhoffin lait.

Todistus. Olkoon w, € (0, 00) kaikilla e € E. Kaikki muu todistuksessa me-
nee samalla tavalla kuin lauseen 3.12 todistuksessa, mutta Kirchhoffin virta-
lain ja Kirchhoffin potentiaalilain osuuksia pitdé hieman muuttaa. Kirchhof-
fin virtalain osuudessa tdaytyy huomata kirjoittaa 7}, muodossa

iZ,b = Z

TeT

1
N*

[W(T) U nrsa.t)(T) = w(T) (s aey (T)],

jolloin todistus menee muuten samalla tavalla kuin lauseen 3.12 todistukses-
sa. Kirchhoffin potentiaalilain osuus taas on jonkin verran hankalampi, joten
todistetaan, ettd i, toteuttaa Kirchhoffin potentiaalilain.

Osoitetaan, ettd i} , toteuttaa Kirchhoffin potentiaalilain muodossa (3.1).
Olkoon vy, v, ..., Vs, Uyt = vy edelleen verkon G kierros, jota merkitadn C.
Taytyy siis osoittaa, etta

n ) *

> L g (3.3)

j=1 Woj v
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Tehdaén tdmakin kiyttden pensaita. Olkoot edelleen B kaikkien verkon G
pensaiden joukko ja B(s,a,b,t) kaikkien niiden pensaiden joukko, joille a €
T ja b € T,. Maaritelldén mille tahansa pensaalle B = (T, T}) paino

= I we T w..

e€Ts ecT;

Nyt iy, voidaan kirjoittaa muodossa

. 1
lop = Z N* [w(T)]lN(s,a,b,t) (T) - w(T)]lN(s,b,a,t) (T)]
TeT
1
=, e W(B)wapLs.apn(B) = w(B)waplsgspan(B)]
BeB
Wq,b
= N [w<B>]lB(S,a,b,t)(B> - w(B)]lB(S,b,a,t)(B)L
BeB

joten summalle (3.3) pétee

n )k

PR CRE by

j= 1“’% vi+1  j—1BeB
n

- Z N* Z 3 Uj:'UjJrlvt) (B) - Z ]lB(sfvj+1vvj7t) (B)
7j=1

BeB j=1

N* ]18 (8,v5,054+1 t)(B) - w(B)ﬂB(s,Uj+1,vj,t) (B)]

Olkoon B = (T}, 7}) € B. Nyt pensaan B osuus summasta (3.3) on “Z )(F+

F_), missa edelleen F; on niiden kierroksen C' parien {vj,vj41}, 1 < Jj <n,
lukumaéaara, JOllle v; € T, javj € T, seki F_ on niiden parlen lukumaara,
joille v 41 € T, ja v; € T;. Edelleen F, = F_| eli pensaan B osuus summasta

(3.3) on w(B) (Fy — F_) = 0. Kun summataan yli kaikkien pensaiden, tulee
summasta (3 3) nolla kuten haluttiin. O

3.2 Energia ja efektiivinen resistanssi

Taman alaluvun aiheina ovat virtauksen energia seka efektiivinen resistanssi.
Olkoot s,t € V erillisia kérkié, ja olkoon j s/t-virtaus. Méaéritelladn aluksi
tdman virtauksen j energia.

Maaritelma 3.14 (Energia). Virtauksen j (kuluttama) energia on
- Z ]’LL’U

u,veV Wav
U

2

E(j) = Y

{uv}eE

wuv
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Esitellaan seuraavaksi Thomsonin periaate, joka sanoo, ettéd Kirchhoffin
lait toteuttava yksikkovirtaus jakaantuu verkossa siten, ettéd se minimoi ku-
lutetun energian.

Lause 3.15 (Thomsonin periaate). Olkoot G = (V, E) yhtendinen verkko
ja we konduktanssi kaikilla e € E. Olkoot s,t € V,s # t. Kaikista verkon
G yksikkovirtauksista karjestd s karkeen t, Kirchhoffin lait toteuttava virtaus
on se yksikdsitteinen s/t-virtaus i, joka minimoi kulutetun energian, eli jolle

E(i) = inf{E(j) : j on yksikkévirtaus kirjestd s kdrkeen t}.

Todistus. Olkoon j mika tahansa yksikkovirtaus lahteestd s nieluun t, ja
olkoon 7 se yksikésitteinen yksikkovirtaus, joka toteuttaa Kirchhoffin lait.
Asetetaan k = j — 1, jolloin selvasti k on virtaus, jonka koko on nolla. Kun

merkitdén resistanssille r,, = w, !, saadaan
j2
. U -2 _ : 2
2E(]) = Z - Z ]u,vru,v - Z (ku,v +Zu,v> Tu,v
u,veV Wa,p u, eV u, eV
U~
2 . -2
= Z (ku,v + 2Ky piuw + Zu,v>ru,v
u,weV
2 -2 .
= Z ku,yru,v + Z LupTuw +2 Z Zu,vku,vru,v-
u,veV u,veV u,veV

Olkoon ¢ virtausta i vastaava potentiaalifunktio. Kdyttdmalla Ohmin lakia
seka propositiota 3.6 siten, ettd v = ¢ ja j = k, saadaan

Z iu,uku,uru,v = Z Z.uﬂ) ku,v - Z Qbu,vku,v = Z [gb(v) _qb(u)]kuﬂ)

u,veV u,veV Way,p u,weV u,veV

= 2[¢(t) - (ZS(S)]KS = 2[¢(t) - (b(s)](Js - [s> =0.

Siispé,
, 1 9 1 9 1 2 .
E<]) =35 Z ku,vru,v + 3 Z Zu,furuﬂ) = 5 z Zu,vruﬂf = E(Z)’
2 u,veV 2 u,veV 2 u,veV
missa yhtasuuruus péatee jos ja vain jos j = i. ]

Seuraavaksi tullaan méarittelemaan verkon efektiivinen konduktanssi ja
sen avulla verkon efektiivinen resistanssi. Olkoot ¢ Kirchhoffin lait toteutta-
va virtaus ja ¢ virtausta ¢ vastaava potentiaalifunktio. Talloin virtauksen %
energiaksi saadaan Ohmin lain ja proposition 3.6 nojalla

1 i2 1 Wy o Ou ol 1
E() == CTC——— _WwvruvTuy T v) — O(u) iy
D=3 % =3 2w " 2,2, W 0w -

= [6(t) — &(9)] L.
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Siispé Kirchhoffin lait toteuttavan virtauksen ¢ energia kérjesté s kiarkeen ¢ on
yhta suuri kuin energia, joka kuluisi, jos virta kulkisikin suoraan yksittaistéa
{s, t}-sivua pitkin, jolla on sama potentiaaliero ja kirjen s kokonaisvirta kuin
virtauksella 7. Kyseisenlaisen {s, t}-sivun konduktanssi, jota merkitaan Weg,
toteuttaisi Ohmin lain

[S = Weff[(b(t) - ¢(S)]7 (35)

ja efektiivinen konduktanssi We.g mééritelladankin yhtalolla (3.5). Efektiivi-
nen konduktanssi on koko verkon konduktanssi, joka kertoo, kuinka helpos-
ti virta kulkee verkon lapi. Efektiivinen resistanssi méaaritelladn efektiivisen
konduktanssin kadnteisarvona

1
Weff ‘

Reg = (3.6)
Efektiivinen resistanssi on koko verkon resistanssi ja se kertoo verkon koko-
naisvastuksen virran kululle. Esitelldan seuraavaksi tulos, jonka mukaan ver-
kon efektiivinen resistanssi on yhté suuri kuin Kirchhoffin lait toteuttavan
yksikkovirtauksen energia.

Lemma 3.16. Verkon efektiivinen resistanssi R.g kdirjestd s kdrkeen t on
yhtd suuri kuin energia, jonka Kirchhoffin lait toteuttava yksikkovirtaus ku-
luttaa virratessaan kdrjestd s kdrkeen t.

Todistus. Olkoot i Kirchhoffin lait toteuttava virtaus ja ¢ virtausta ¢ vastaava
potentiaalifunktio. Yhtéloiden (3.4) ja (3.5) nojalla
L o(t) —o(s) _ E()

Re = = - ’
e Weg I, I2

joten jos virtaus i on yksikkévirtaus, niin |I5] = 1 ja saadaan Reg = E(i). O

On hyodyllistd osata laskea verkon efektiivinen resistanssi. Tahén tar-
koitukseen on kehitetty sarjaankytkentéd- ja rinnankytkentalait. Sarjaan- ja
rinnankytkentda on havainnollistettu kuvassa 3.2.

&

Kuva 3.2: Vasemmalla sivut e ja f ovat sarjaankytkennassa ja oikealla rin-
nankytkennéssa.
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3.17. Sarjaankytkentalaki. Kaksi sarjaan kytkettya vastusta, joiden resis-
tanssit ovat ry ja re, voidaan korvata yhdelld vastuksella, jonka resistanssi
on ry 4+ ro.

Todistus. Olkoon Reg sellaisen verkon efektiivinen resistanssi, jossa on kaksi
sarjaan kytkettya sivua resistansseilla r ja ro. Olkoon ¢ tamén verkon Kirch-
hoffin lait toteuttava yksikkovirtaus. Téllaisia virtauksia on vain yksi. Talloin
lemman 3.16 nojalla
, 1 1
Reff:E@):j—i‘j:Tl—i‘Tg. ]
&} T2
3.18. Rinnankytkentilaki. Kaksi rinnan kytkettya vastusta, joiden resis-
tanssit ovat | ja re, voidaan korvata yhdelld vastuksella, jonka resistanssi
on R, missi R™' = r{t +ryh

Todistus. Olkoon Reg sellaisen verkon efektiivinen resistanssi, jossa on kaksi
rinnan kytkettyé sivua resistansseilla r; ja ry. Olkoon ¢ tdmén verkon Kirch-
hoffin lait toteuttava yksikkovirtaus siten, etté resistanssilla r; varustetun
sivun virta on a > 0 ja resistanssilla ro varustetun sivun virta on 1 — a. Oh-
min lain nojalla ¢s; = i&tw;tl, joten kahdelle rinnan kytketylle sivulle tulee
patea

a 1—a
—=—7 & na=nry(l—a) & (n+r)a=r
1 Ty
,
& ag=—2—.
7’1—|—T'2

Nyt lemman 3.16 nojalla

7“1_1 7’2_1 7“1_1 7“2_1
2 2
s riry  rira(ra ) Ty

_(7’1+7’2)2 (7‘1+7’2)2_ (T1—|—T2)2 —T1+’f’2.

Esimerkki 3.19. Lasketaan kahden verkon efektiiviset resistanssit sarjaan-
kytkenta- ja rinnankytkentédlakien avulla. Olkoon verkko aluksi kuten ku-
van 3.3 vasemmassa reunassa siten, ettd kuvan numerot vastaavat resistans-
seja. Huomataan, etta sivut joilla on resistanssit 2 ja 3 seké sivut, joilla
on resistanssit 1 ja 6, ovat rinnankytkennoissa. Siispd rinnankytkentélain
nojalla ylemmat sivut voidaan korvata sivulla, jonka resistanssille R patee
1 5

7= % + % =g eli R= g. Samoin alemmat sivut voidaan korvata sivulla,

jonka resistanssille patee % =1+ é = %, eli R = g. Uudet sivut resistans-

seilla g ja g ovat my0s rinnankytkennéassé, joten ne voidaan korvata sivulla,
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jolle £ =2+ % =2 ¢li R= 1. Siispa tdmén verkon efektiivinen resistanssi

on Reff =

N oy ot

| o

[=p]
e

Kuva 3.3: Esimerkki verkon efektiivisen resistanssin laskemisesta rinnankyt-
kentédlain avulla.

Olkoon seuraavaksi verkko kuten kuvan 3.4 vasemmassa reunassa. Nyt

edellisen laskun nojalla tiedetéan, ettd ensimmaiset sivut voidaan korvata si-
vulla, jonka resistanssi on R = % Rinnankytkentélain nojalla sivut, joiden
resistannsit ovat ykkosia, voidaan korvata sivulla, jonka resistanssille patee
£ =1+1=2eli R = . Nyt ndma kaksi uutta sivua resistansseilla § ovat

sarjaankytkennéssa, joten sarjaankytkentédlain nojalla ne voidaan korvata si-
vulla, jonka resistanssi on R = % + % = 1. Téten tdmén verkon efektiivinen
resistanssi on siis Reg = 1.

b | =
—

Kuva 3.4: Esimerkki verkon efektiivisen resistanssin laskemisesta
sarjaankytkenta- ja rinnankytkentalain avulla.

Edella esitellyn Thomsonin periaatteen avulla voidaan todistaa Rayleig-
hin periaate, jonka mukaan verkon efektiivinen resistanssi on yksittéisten
sivujen resistanssien, eli sivu-resistanssien, kasvava funktio.

Lause 3.20 (Rayleighin periaate). Verkon efektiivinen resistanssi R.g on
stvu-resistanssien (re)ecp kasvava funktio.
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Todistus. Olkoot (r.)ecr ja (7))ecr sivu-resistanssien vektoreita, joille pétee
re < 1. kaikilla e € E. Olkoot i ja i’ yksikkovirtauksia, jotka toteuttavat
Kirchhoffin lait. Oletetaan, ettd R.g on mééritelty resistanssien (7¢)ccr ja
virtauksen ¢ avulla ja Rz on mééritelty resistanssien (r)).cg ja virtauksen
i" avulla. Kun sivulle e = {u, v} merkitdén r. = r,, ja r, = r,,, saadaan
lemman 3.16, Thomsonin periaatteen ja tiedon r. < r/ kaikilla e € E nojalla

1 1

1 . . .
Reff - 5 Z Zi,vruﬂf S Y Z (Z;,v>2ru7v S 5 Z (Z{U,,U)Qr;,fl) = éff?
u,veV u,veV u,veV
U~ U~ U~V

kuten haluttiin.
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4 Palautuvuus ja efektiivinen resistanssi

Tassd luvussa kasitelldan Markovin ketjujen palautuvuutta efektiivisten re-
sistanssien avulla. Aluksi esitelldén kaava todennékoisyydelle, jolla Markovin
ketju palaa takaisin alkupisteeseensd. Tamén jélkeen todistetaan tarkea tu-
los, joka kertoo, kuinka Markovin ketjun palautuvuuden tai poistuvuuden
voi paatella efektiivisen resistanssin avulla. Efektiivinen resistanssi méari-
teltiin aiemmin vain &darellisille séhkoverkoille, joiden virtauksilla on lahde
ja nielu. Tamén luvun tuloksissa kuitenkin tarvitaan efektiivisté resistanssia
aarettomille sahkoverkoille, joiden virtauksilla on lahde, mutta ei nielua. Seu-
raavaksi tullaan méarittelemadn tdméa darettomén sdhkoéverkon efektiivinen
resistanssi Reg adrellisten sdhkoverkkojen efektiivisten resistanssien Reg(n)
raja-arvona. Luvussa seurataan lahdetta [5, s.11-13].

Olkoon G = (V, ') ddreton yhtendinen verkko, jonka kérkien asteet ovat
aarellisié, ja olkoot (we)ecr konduktansseja. Olkoon Z = (Z,)n>0 kddntyva
Markovin ketju tila-avaruudella V' ja siirtymamatriisilla P, jonka alkiot on
méaritelty yhtalolla (2.5). Valitaan verkosta G jokin kérki, jota merkitédén 0O
ja kutsutaan alkupisteeksi, ja asetetaan Zy = 0. Olkoot

A, ={ueV:0600,u) <n},

N, =N\ A1 ={u eV :6(0,u) =n}

kaikilla n > 1. Nyt siis A,, on niiden kéarkien joukko, joiden etéisyys alkupis-
teestd on enintdan n, ja OA,, on joukon A, reuna, eli niiden kérkien joukko,
joiden etaisyys alkupisteestéd on n.

Olkoon G, verkon G aliverkko, jonka karkijoukko on A,, ja joka sisaltéda
kaikki ne sivut, jotka yhdistavit joukon A, kérkid. Olkoon G, verkko, joka
saadaan verkosta G, samastamalla kaikki joukon OA, kérjet yhdeksi kér-
jeksi, jota merkitédn I,. Adrellisti verkkoa G,, voidaan pitdé siahkoverkkona
lihteelld 0 ja nielulla I,,. Olkoon Reg(n) tdméin verkon efektiivinen resistanssi.

Verkko G,, voidaan muodostaa verkosta G, samastamalla kaikki kérjet
joukossa OA,, U {I,41}. Tamé samastaminen voidaan ajatella myds niin, etta
muutetaan verkon G,; jokaisen kirjen joukosta OA, ja kérjen I,,; valilla
olevien sivujen resistanssit nolliksi. Talloin G,, on kuin G,,,;, mutta joiden-
kin sivujen resistanssit ovatkin nollia. Téten Rayleighin periaatteen nojalla
Reg(n) < Reg(n + 1) kaikilla n > 1, eli Reg(n) on kasvava muuttujan n
suhteen. Siispa raja-arvo

Reff - nh—>nolo Reﬂ(n)

on olemassa.

37



Ennen kuin johdetaan kaava Markovin ketjun todennéakoisyydelle palata
alkupisteeseensi, todistetaan vield, etta darellisessé verkossa mista tahansa
karjesta alkava kaantyva Markovin ketju osuu melkein varmasti mihin ta-
hansa karkeen.

Lause 4.1. Olkoon G = (V, E) dadrellinen yhtendinen verkko. Olkoon (Z,)n>0
kidantyva Markovin ketju tila-avaruudella V', jolle py, > 0 kaikilla {u,v} €
E. Tdlloin P(T, < 0o | Zg =v) = 1 kaikilla u,v € V.

Todistus. Olkoot u € V ja g(v) = P(T, < oo | Zy = v) kaikilla v € V.
Talloin funktiolle g patee

= va,f)P(Tu <0 | Zy=10) = va,ﬁg(@)

Vv Vv

kaikilla v € V' \ {u}, eli g on harmoninen joukossa V' \ {u} reunaehdolla
g(u) = 1. Olkoon lisdksi f(v) = 1 kaikilla v € V. Vakiofunktiona f on
selvasti harmoninen koko joukossa V', eli myo6s joukossa V'\ {u}, ja sille patee
f(u) = 1. Siispé lauseen 2.29 nojalla g = f, eli P(T, < o0 | Zyg = v) =1
kaikilla v € V. ]

Seuraavaksi muotoillaan kaava todennédkoisyydelle, jolla Markovin ketju
palaa takaisin alkupisteeseensa.

Lause 4.2. Todenndkoisyys, etta kadntyva Markovin ketju Z palaa takaisin
alkupisteeseen 0, on

1

P(Z, =0 jollekinn >1|Zy,=0)=1— Toli

Todistus. Aluksi tarkastellaan ketjua Z rajoitettuna aérelliseen yhtenaiseen
verkkoon G,,, missd n > 1, ja vasta todistuksen lopussa siirrytdén déretto-
médin verkkoon G. Olkoon P%» verkon G,, todenniikdisyysmitta, ja kiytetiin
ehdolliselle todennikéisyydelle merkintia PG (.) = P (. | Zy = v) kaikil-
la v € A, U{I,}. Olkoon lisiksi Ty = inf{i > 1 : Z; = 0}. Aloitetaan
muokkaamalla kaava todennikéisyydelle, ettd verkossa G,, pisteestd 0 lih-
tenyt ketju Z palaa takaisin alkupisteeseen ennen kuin se osuu kérkeen I,.

Lauseen 4.1 nojalla P§™(T; < oo) =1 ja

PG T0<OO ZPOU T0<OO Zpgﬂ):l

v~0 v~0

Tamé takaa sen, ettd pisteestd 0 alkava ketju Z verkossa G, melkein var-
masti joskus seka palaa takaisin alkupisteeseenséa etta osuu karkeen [,,. Taten
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tapahtumat {Z; = 0 jollekin 1 < i < Ty, | Zy = 0} ja {Z; = I,, jollekin 1 <
i < Ty | Zy = 0} ovat komplementaarisia verkossa G, ja saadaan

PS™(Z; = 0 jollekin 1 < i < T; ) =1 —P§"(Z = I, jollekin 1 < i < Tp).
Olkoon g,(v) = P9 (Z; = I, jollekin i < Tp) kaikilla v € A,_; U {I,}.

Talloin g,(0) = 0 ja g,(I,,) = 1, ja lauseen 3.9 nojalla g, méérittelee Ohmin
lain toteuttavan potentiaalifunktion verkossa G,. Olkoon i(n) potentiaali-
funktiota g, vastaava verkon G, virtaus lihteelld 0 ja nielulla I,, ja olkoon
I(n)o kérjen 0 kokonaisvirta. Nyt Ohmin lain seké yhtéléiden (3.5) ja (3.6)

nojalla

el 7oL . = Wo.v
IPOG"(Zz‘ = I, jollekin 1 < i < Tj) = Zpoﬂ,gn(v) = Z MO/’O [gn(v) — ,,(0)]
v~0 v~0
_ L5 ~I(n)o  gn(ln) — gn(0)
- Z Z(n)O,v - -
WO v~0 WO WOReff<n)
B 1
W()Reff(n)’
eli saadaan
e 1
PS(Z; =0jollekin 1<i<T:)=1—— .
o ( jollekin 1 < 4 ) WoRon()

Palataan nyt ddrettoméadn verkkoon G, jonka todennikoisyysmitta on
P, ja jossa ehdolliselle todenndkoisyydelle merkitdan P,(-) = P(- | Zy = v)
kaikilla v € V. Kun kéytetdan todennédkoisyysmitan alhaalta jatkuvuutta,
saadaan

nhﬁrrolo Po(Z; = 0 jollekin 1 < i < Tyy,) = Py (U {Z; =0 jollekin 1 <i < TaAn}>

n=1

= Py(Z, = 0 jollekin n > 1).
Lisaksi tiedetaén, etta
Po(Z; = 0 jollekin 1 < i < Tyy,) = P§"(Z = 0 jollekin 1 <4 < T} )

kaikilla n > 1, silla ketju Z kayttaytyy samalla tavalla darettomassa verkossa
G ennen reunaa OA,, ja aarellisessi verkossa G, ennen kérkeé I,,. Siispa

Py(Z, =0 jollekin n > 1) = nh_)r{.lo Po(Z; = 0 jollekin 1 <7 < Typ,)
— lim P§"(Z; = 0 jollekin 1 < i < T} )

n—00
1 1 !
= lim —
n—00 WOReH(n)
1
—1- O
WOReﬁ"



Lauseen 4.2 nojalla siis palaamistodennakoisyys kasvaa silloin kun Wy Reg
suurenee. Yksi tapa kasvattaa tata tuloa on poistaa sellainen sivu joukosta
E. joka ei sisélla alkupistetta 0. Talloin Wy pysyy muuttumattomana ja Ray-
leighin periaatteen nojalla R.g kasvaa, silla talloin virta ei pdase kulkemaan
poistettua sivua pitkin, eli voidaan ajatella, ettd kyseisen sivun resistanssi
on adreton. Jos taas poistetaan sellainen sivu, joka sisiltéda alkupisteen 0, voi
vaikutus olla péainvastainen, silld talloin Wy pienenee ja R.g kasvaa.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan kuvaa 4.1. Oletetaan, ettd jokaisen sivun re-
sistanssi on yksi. Téalloin myo6s jokaisen sivun konduktanssi on yksi ja saa-
daan W, = 2. Sarjaankytkentd- ja rinnankytkentédlakien nojalla saadaan
Regr = lim,, oo Rer(n) = % +1= % Siispa lauseen 4.2 nojalla todennakoisyys
palata alkupisteeseen on .

Oletetaan sitten, etta sivu e poistetaan. Talloin Wy = 1 ja sarjaankytkenté-
ja rinnankytkentdlakien nojalla Reg = lim, o Reg(n) = 1 + 1 = 2. Téten
lauseen 4.2 nojalla alkupisteeseen palaamisen todennakoisyys on % Palaa-
mistodennékoisyys siis pieneni, kun poistettiin alkupisteen siséltava sivu.

Kuva 4.1: Adreton 2-haarainen puu, jonka juuri on yhdistetty kahdella sivulla
alkupisteeseen 0. Kuvan mallina on ollut [5, Figure 1.2].

Seuraavaksi tullaan esitteleméan yksi tdméan tyon merkittavimmista tu-
loksista, joka on seuraus lauseesta 4.2. Tata tulosta varten maaritelladn 0/oo-
virtaus. Se on vektori j = (Ju.u)uvevuze, joka toteuttaa s/t-virtauksen mééri-
telméasta 3.1 ehdot (1) ja (2) sekd ehdon (3) kaikilla u # 0. Se on siis virtaus,
jolla on lahde 0, mutta ei ollenkaan nielua. Samoin kuin s/¢-virtaukselle, myos
0/oo-virtaukselle j mééritelladn karjen u kokonaisvirta J, = >, cy Ju,» kaikil-

la u € V. Lisdksi 0/oo-virtauksen j koko on |Jy| ja energia E(j) = > .cp fu—g@
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Seuraavaksi esiteltdva tulos on hyvin térked, silli Pélyan lause tullaan
todistamaan sen avulla.

Seuraus 4.4. Lauseesta 4.2 seuraa, ettd
1. ketju Z on palautuva jos ja vain jos R.g = 00.

2. ketju Z on poistuva jos ja vain jos on olemassa verkon G mnollasta
poikkeava 0/oo-virtaus j, jonka energialle patee E(j) < oc.

Huomautus 4.5. Seurauksen 4.4 ensimmaéisen kohdan nojalla tiedetaan myos,
ettd ketju Z on poistuva jos ja vain jos Reg < oo.

Seurauksen 4.4 todistuksessa tarvitaan seuraavaa klassista tulosta.

Lause 4.6 (Diagonaaliargumentti). Olkoon (i(n))S2, tasaisesti rajoitettu
funktiojono joukossa E, eli |i(n).| < M jollekin M > 0 kaikilla n > 1 ja
e € E. Tdlloin on olemassa kasvava osajono (ng)52, siten, ettd i(ng)e sup-
penee kaikilla e € E.

Todistus sivuutetaan ja se 10ytyy lahteesta [12, s.157]. Nyt voidaan todis-
taa seuraus 4.4.

Seurauksen 4.4 todistus. Seurauksen 4.4 ensimméinen kohta seuraa suoraan
lauseesta 4.2, joten todistetaan vain toinen kohta. Todistetaan se kahdessa
osassa. Aluksi todetaan, ettd lemman 3.16 nojalla on olemassa verkon G,
missa n > 1, Kirchhoffin lait toteuttava yksikkévirtaus i(n) ldhteelld 0, nie-
lulla I,, ja energialla E(z(n)) = Reg(n).

7 <7 Olkoon ¢ nollasta poikkeava 0/co-virtaus, jolle E(i) < co. Kun
virtaus ¢ jaetaan sen omalla koolla |Ip|, saadaan yksikks-0/co-virtaus 7, jolle
E ( ) < 0o. Kun virtaus i rajoitetaan verkon G,, sivujen joukkoon E;,, se muo-
dostaa yksikkovirtauksen, joka kulkee lahteesta 0 nieluun 7,,. Nyt Thomsonin

periaatteen nojalla
E(i(n)) < E(i),

mista saadaan
R = lim Rex(n) = lim B(i(n)) < E(i) < o0

Jos ketju Z olisi palautuva, olisi ensimméisen kohdan nojalla R.¢ = oo, mika
olisi nyt ristiriita. Siispa ketju Z on poistuva.

7= 7 Oletetaan, ettd ketju Z on poistuva, jolloin ensimmaéisen koh-
dan nojalla Reg < co. Vaikka virtaus i(n) onkin mééritelty verkolla G,,, on
se méaritelty myos verkolla G, silla E, C E ja sivujen E \ E, virrat voi-
daan asettaa nolliksi. Siispa lauseen 4.6 nojalla on olemassa kasvava osajono
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(ng)22 4, jolle i(ng) suppenee johonkin virtaukseen j, miké tarkoittaa, etta
limg 00 i(ng)e = Je kaikilla e € E. Osoitetaan, ettd tdmé virtaus j toteut-
taa vaaditut ehdot. Koska i(ny) on yksikkovirtaus lahteella 0 kaikilla k& > 1,
niin j on selvésti yksikko-0/oco-virtaus. Olkoot £ > 1 ja 1 < m < ng. Nyt
E, C E,,, joten

e€En, We c€E, We
jolloin my6s
N2 2
. : . g J
lim E(z(nk)) > lim Y (). =y ==
k=00 R0 o We e€Ey We

Koska m < ny ja luvun k lahestyessa daretontd myos ny lahestyy adretonta,
saadaan
B2
: . S h Je _ Je _ s
kh_)rgo E(z(nk)) > %l_rgo 2, w. (4),

minké nojalla
E() < kh_}rgo E(z(nk)> = ]}Lrglo Regi(ng) = Rer < 00. O

Esimerkki 4.7. Olkoon verkko G' = (V, E) kuvan 4.2 mukainen, mutta si-
ten, ettd se on dareton, eli jokaisesta karjesté lahtee aina kolme uutta sivua.
Selvitetaan seurauksen 4.4 ensimmaéisen kohdan avulla, onko karjesté 0 alka-
va symmetrinen satunnaiskéavely kyseiselld verkolla palautuva vai poistuva.

—o
} ®

*—4¢

*—4

L

0

Bk

—o

4
i

Kuva 4.2: Osa adrettomasta puusta, jonka juuri, eli origo, on yhdistetty nel-
jéan eri karkeen, joista jokaisesta ldhtee rekursiivisesti kolme eri sivua.

42



Olkoon n > 1. Olkoon G,, verkon G aliverkko, joka késittdéd karkijoukon
A, = {u €V :§0,u) < n} ja kaikki sen alkioiden véliset sivut. Olkoon
G, verkko, joka saadaan verkosta G, samastamalla kaikki joukon OA, =
{u € V : §(0,u) = n} kirjet, ja olkoon R%(n) tdmin verkon efektiivinen
resistanssi. Olkoon RS = lim,, o, R%(n) verkon G efektiivinen resistanssi.

Tehdién verkosta G uusi verkko G siten, ettéd jokaiselle £ = 1,2,... sa-
mastetaan kaikki joukon OA; alkiot, jolloin uusi verkko nédyttaa kuvan 4.3
mukaiselta. Olkoon RS (n) verkon G efektiivinen resistanssi kérjestd 0 kér-
keen n. Koska satunnaiskévely on symmetrinen, jokaisen sivun resistanssi on
yksi. Nyt rinnankytkentalain nojalla karkien ¢ — 1 ja ¢ vélinen resistanssi on
5 kaikilla ¢ > 1, ja téten kérkien 0 ja n vélinen resistanssi on sarjaankyt-
kentalain nojalla geometrinen summa

Kuva 4.3: Karki ¢ saadaan samastamalla kaikki ne karjet, joiden etaisyys
nollasta on i. Karkid ¢ — 1 ja ¢ yhistaa 4-3~! verkon G sivua. Kuvan mallina
on ollut [5, Figure 1.3].

Olkoon i(n) verkon G, yksikkévirtaus siten, ettd kun 6(0,u) = k ja
6(0,v) = k+ 1, missi 0 < k < n — 1, niin 4,,(n) = 5. Télldin Ray-
leighin ja Thomsonin periaatteiden nojalla

RG(n) < RG(n) < B(i(n)).
Koska lisdksi virtauksen i(n) energialle patee

E(z(n)) - nz_: (4 ,13k) 43" = nz_: 4 .13k - Rfﬁ(”)a

k=0 k=0

niin saadaan RS(n) = Re%(n). Siispé
Rer = lim Reg(n) = lim Rey(n) = lim — %= = o < oo,

eli seurauksen 4.4 nojalla symmetrinen satunnaiskavely on poistuva.
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5 Polyan lause

Tassé luvussa esitelladn Polyan lause ja todistetaan se. Polyan lause on sto-
kastinen tulos, jonka mukaan symmetrinen satunnaiskdvely on palautuva
yksi- ja kaksiulotteisessa hilassa ja poistuva kolme- ja ylempiulotteisessa hi-
lassa. Todistuksessa seurataan lahteesta [5, s.14-16] loytyvéié todistusta. En-
nen Pélyan lauseen muotoilua méaritelldan kuitenkin viela siind esiintyva

hila.

Masritelmi 5.1 (Hila). Joukko L¢ on d-ulotteinen kuutiohila, jonka kérkien
joukko on Z? ja jolla on sivut kaikkien niiden karkien vililli, jotka ovat
Euklidisen etaisyyden yksi padssa toisistaan.

Kuva 5.1: IL? -hila ja ddrellinen L3 -hila.

Seuraavaksi muotoillaan tdman tutkielman padtulos, eli Pélyan lause.

Lause 5.2 (Pélyan lause). Symmetrinen satunnaiskdvely hilassa L% on pa-
lautuva, jos d = 1,2 ja poistuva, jos d > 3.

Pélyan lauseen todistuksen helpottamiseksi tehdédan lemma, joka sanoo,
ettd jos symmetrinen satunnaiskévely on palautuva alkuperaiselld verkolla,
niin se on palautuva myos missa tahansa yhtenaisessa aliverkossa, joka sisél-
taa alkupisteen.

Lemma 5.3. Olkoon G numeroituvasti ddretén yhtendinen verkko, jonka
kdrkien asteet ovat ddrellisid, ja jonka alkupiste on jokin 0. Olkoon G verkon
G yhtendinen aliverkko, joka sisdltid kdarjen 0. Jos symmetrinen satunnais-
kdvely, joka alkaa kdrjestd 0, on palautuva verkolla G, niin se on palautuva
myos verkolla G.
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Todistus. Olkoon G = (V, E) numeroituvasti aaretéon yhtendinen verkko,
jonka kérkien asteet ovat aarellisid, ja jonka alkupiste on jokin 0. Olkoot
A, ={ueV:§0,u) <n}jadA,={uecV:60,u)=n} kaikilla n > 1.
Olkoon G, verkon G aliverkko, joka sisaltdé kaikki joukon A,, kérjet ja kaikki
niiden véliset sivut. Olkoon H,, verkko, joka saadaan verkosta (G, samasta-
malla kaikki joukon 0A,, kérjet, ja olkoon Reg(n) tdmén verkon efektiivinen
resistanssi. Olkoon Reg = lim,, o, Reg(n) verkon G efektiivinen resistanssi.
Olkoon G = (\7 E) verkon G yhtenéiinen aliverkko, joka sisaltda kérjen
0. Olkoot A,, = {u eV: (5(0 u) < n}jadA, = {ueV:50,u) =n} kaikilla
n > 1. Olkoon G,, verkon G aliverkko, jossa on kaikki kérjet joukosta A, ja
kaikki niiden véliset sivut. Olkoon H,, verkko, joka saadaan verkosta G, kun
samastetaan joukon 8A kérjet, ja olkoon Reg( ) tamén verkon efektiivinen
resistanssi. Olkoon R o = lim,, oo Reﬁ( ) verkon G efektiivinen resistanssi.
Oletetaan, etta kérjestd 0 alkava symmetrinen satunnaiskavely on palau-
tuva verkolla G. Téalloin seurauksen 4.4 nojalla R.g = co. Koska kyseessé on
symmetrinen satunnaiskévely, tiedetdan, ettd verkon G jokaisen sivun resis-
tanssi on yksi. Aliverkko G saadaan verkosta G , kun poistetaan siitda halutut
karjet ja sivut. Tamé voidaan ajatella myos niin, etta ei poisteta mitdan, vaan
muutetaan pois haluttujen sivujen resistanssit olemaan darettomia. Téalloin
aliverkko G on muuten samanlainen kuin verkko G , mutta siiné kaikki sivu-
resistanssit eivat olekaan ykkosia, vaan osa niista on aarettomia. Rayleighin
periaatteen nojalla siis Re(n) > Reg(n) kaikilla n > 1. Siispi myos

Reﬁ” = nh—{{olo éeﬁ(n) > nh—>r£lo Reﬁ(n) = Reg = o0,

eli seurauksen 4.4 nojalla kérjestd 0 alkava symmetrinen satunnaiskavely on
palautuva myos verkolla G. n

Lemma 5.3 siis kertoo, etta jos origosta alkava symmetrinen satunnaiské-
vely hilassa IL? on palautuva, niin se on palautuva myos hilassa !, ja toisaal-
ta, jos origosta alkava symmetrinen satunnaiskévely hilassa IL? on poistuva,
sen taytyy olla poistuva my6s hilassa L¢ kaikilla d > 4.

Tiedetddn, etta jos verkko GG on yhtendinen, niin symmetrinen satunnais-
kavely verkolla G' on redusoimaton. Téta tulosta ei todisteta tésmaéllisesti.
Todistus kuitenkin perustuu siihen, etté koska verkko GG on yhtendinen, niin
mille tahansa sen kahdelle karjelle 16ytyy niitd yhdistédva polku, ja koska
satunnaiskavely on symmetrinen, valikoituu kavelyn seuraava kérki aina ny-
kyisen karjen naapureista tasaisesti satunnaisesti, jolloin erityisesti jokaisen
suunnan valitsemisen todennékoéisyys on aidosti positiivinen. Siispd misté
tahansa karjesté paastadn mihin tahansa kérkeen jotain polkua pitkin aidos-
ti positiivisella todennakoisyydella. Nyt ollaan valmiita todistamaan Pélyan
lause.
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Lauseen 5.2 todistus. Koska hila L.? on yhtendinen kaikilla d > 1, niin sym-
metrinen satunnaiskavely on redusoimaton, ja taten origo kommunikoi kaik-
kien hilan karkien kanssa. Siispa jos origo on palautuva, niin lauseen 2.11
nojalla kaikki hilan karjet ovat palautuvia, ja téalloin symmetrinen satun-
naiskédvely on palautuva riippumatta siitd, mista kérjestd se alkaa. Samalla
tavalla jos origo on poistuva, niin lauseen 2.11 nojalla kaikki hilan karjet
ovat poistuvia, eli symmetrinen satunnaiskéavely on poistuva riippumatta sii-
td, mista karjesta se alkaa. Siispd lemman 5.3 nojalla riittaéd todistaa, et-
ta origosta alkava symmetrinen satunnaiskively on palautuva hilassa L2 ja
poistuva hilassa IL3. Lihteessé [5] esitetty todistus tapaukselle L3 pohjautuu
lahteeseen [10].

Olkoon aluksi d = 2, jolloin seurauksen 4.4 nojalla riittda osoittaa, etta
R.g = oo. Tehdédan tamé arvioimalla efektiivista resistanssia alaspéain siten,
ettd alarajasta tulee dareton. Alarajoja saadaan pienentamaélla verkon yksit-
taisia sivu-resistansseja, ja esimerkiksi verkon kahden kérjen samastaminen
tarkoittaakin sitd, ettd naiden kérkien vélisen sivun resistanssi muutetaan
nollaksi. Vaikka kyseisia karkia ei alunperin yhdistéisikdan sivu, voidaan nii-
den valilla silti ajatella olevan sivu, jonka resistanssi on dareton, jolloin kéar-
kid samastettaessa tama dareton resistanssi muutetaan nollaksi. Tallaisissa
tilanteissa verkon efektiivinen resistanssi voi siis Rayleighin periaatteen no-
jalla ainoastaan pienentya.

Samalla tavalla kuin esimerkissé 4.7, verkosta IL? saadaan uusi verkko, kun
jokaiselle k = 1,2, ... samastetaan kaikki joukon OA, = {v € Z? : §(0,v) =
k} alkiot. Talloin uusi verkko nayttééd kuvan 4.3 mukaiselta, mutta karkid i—1
ja i yhdistéékin 8i —4 verkon L2 sivua. Jokaisen sivun resistanssi on yksi, silld
satunnaiskavely on symmetrinen. Rinnankytkentalain nojalla karkien ¢ — 1
ja ¢ vélinen resistanssi on ﬁ kaikilla ¢ > 1, ja sarjaankytkentélain nojalla
kirkien 0 ja n — 1 vilinen resistanssi on 37! 81.%4 kaikilla n > 2. Siispa
Rayleighin periaatteen nojalla saadaan

n—1 1
Reff(n) Z Z
i=1

81 —4

kaikilla n > 2. Koska &%4 on positiivinen ja vahenevé kaikillai =1,...,n—1
ja n > 2, niin voidaan tehdéa arvio

n—1 1 n—1 ;11
2g-i- ;/ 8i

n=l .41 1
dr > / d
4 x—; i Sw—a"

- /1 — dr = g[ln(8n —4) —In(4)]
1

1

8x

8n — 4 1
—8ln< 1 )—81n(2n—1)
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kaikilla n > 2. Siispd myos Reg(n) > £In(2n — 1) kaikilla n > 2, mistd
saadaan 1
Reg = lim Reg(n) > lim — In(2n — 1) = cc.

Olkoon sitten d = 3, jolloin seurauksen 4.4 nojalla riittaa 16ytaa nollas-
ta poikkeava 0/oco-virtaus, jonka energia on &érellistd. Kyseisen virtauksen
konstruoimisessa kaytetadn geometrista lahestymistapaa, ja aluksi méaaritel-
lddnkin avaruuden R?® kappaleita. Olkoon S avaruuden R? origokeskisen yk-
sikkopallon pinta. Olkoon u € Z* \ {0}, ja olkoon C, avaruuden R? yksikko-
kuutio siten, etta sen keskipiste on u ja sen reunat ovat akseleiden suuntaiset.
Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 5.2. Nyt selvasti jokaiselle karjen u
naapurille v € Z? pétee, ettia verkon sivu {u,v} leikkaa kuution C,, yksiké-
sitteista tahkoa. Merkitdan tata tahkoa F,,,,.

. e “ -’
(PR
&“ -
. .

0 ,::«““' I(F,.)

Kuva 5.2: Sivua {u, v} pitkin kulkeva virta on itseisarvoltaan yhta suuri kuin
tahkon F,, origokeskisen yksikkopallon pinnalla olevan projektion II(F,,)
pinta-ala. Kuvan mallina on ollut [5, Figure 1.4].

Virtauksen maérittelyyn tarvitaan vield projektioita pinnalla S. Olkoon
[I(x) pinnan S ja puolisuoran, joka alkaa origosta ja kulkee pisteen z kautta,
vilinen leikkaus kaikilla z € R? \ {0}. Olkoon nyt |j,.,| sen pinnan II(F,,)
pinta-ala, joka muodostuu, kun jokainen piste z € F,,, projisoidaan funktion
II(x) avulla pinnalle S. Olkoon j,, positiivinen jos ja vain jos avaruuden
R3 vektoreiden %(u + v) ja v — u valinen pistetulo on positiivinen. Olkoon
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lisaksi j,4 = —Juo. Osoitetaan, ettd tdma j toteuttaa vaaditut ehdot. Aloi-
tetaan osoittamalla, ettd j on 0/oco-virtaus. Maaritelmén 3.1 kaksi ensim-
maistd kohtaa seuraavat suoraan siitd, kuinka j,, méériteltiin. Osoitetaan
siis ainoastaan, ettd J, = 0.

Tiedetéén, ettéd kuutiolla C,, on projektio I1(C,,) pinnalla S. Kuvasta 5.2
katsottuna kuution (', etummaisen, oikeanpuoleisen ja ylemmén tahkon pro-
jektiot muodostavat yhdessa projektion, joka on sama kuin II(C,). Lisédksi,
jos kuvasta 5.2 katsottuna valitaan karjen u naapureista etummainen, oi-
keanpuoleinen tai ylempi, on talloin vektoreiden %(u +v) ja v — u vélinen
pistetulo positiivinen, eli j,, on positiivinen. Siispa kyseisille naapureille pa-
tee Jup = |juw| ja summa naiden virtojen yli on projektion II(C,) pinta-ala
positiivisella merkilla varustettuna.

Toisaalta, myos kuution C, takimmaisen, vasemmanpuoleisen ja alem-
man tahkon projektiot muodostavat yhdessa projektion I1(C,). Jos valitaan
kéarjen u naapureista takimmainen, vasemmanpuoleinen tai alempi, on piste-
tulo talloin negatiivinen, eli j,, on negatiivinen. Siispa kyseisille naapureille
pétee Jup = —|juw| ja summa néiden virtojen yli on projektion II(C,) pinta-
ala negatiivisella merkilld varustettuna. Téaten

Jui= Y dun = A(T(CL)) — A(TI(CL)) = 0,
missé A(H(C’u)) on projektion II(C,) pinta-ala.

Tama perustelu patee silloin, kun u sijoittuu kuvan 5.2 osoittamaan paik-
kaan, mutta sama idea patee muillekin sijainneille. Taémé perustuu siihen, et-
ta kun otetaan projektiolta I1(C,) mika tahansa piste, ja otetaan puolisuora,
joka alkaa origosta ja kulkee kyseisen pisteen kautta, niin tdméa puolisuo-
ra leikkaa kuution C, kahta eri tahkoa. Toisen tahkon sisaltdmélle pisteen u
naapurille v pétee 3 (u+v)-(v—u) > 0 ja toisen tahkon siséltdmélle naapuril-
le (u+v)-(v—u) < 0. Siispd summaa J, laskettaessa projektioiden II(F, )
pinta-alat kumoavat toisensa, silla kaksi erimerkkisté pistetta projisoituvat
aina samaksi pisteeksi.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd j on nollasta poikkeava virtaus. Olkoon z €
Z? siten, ettd z ~ 0. Nyt 7,0 # 0, silld jos olisi j, = 0, niin tallin pinnan
II(F, ) pinta-ala olisi nolla, mikd ei pida paikkaansa. Liséksi vektoreiden
%(z +0) ja 0 — z véliselle pistetulolle pétee

1 1
5(7; +0)-(0—2)= —§||z||2 <0,

missa ||-|| on vektorinormi, eli kun merkitddn z = (z1, 29, 23), niin ||z]| =
\/ 21 + 25 + 23. Siispa j,o < 0, eli jo. = —j.0 > 0, ja tdten j on nollasta
poikkeava virtaus.
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Lopuksi osoitetaan viela, ettd virtauksen j energia on aarellista. Tiede-
tdan, etta on olemassa ¢y, co < 00 siten, etta

L |junl < a2 Kun w7 0
2. ’{u €Z?: |ul = n}‘ < ¢on?,

missa |u| = 0(0,u). Perustellaan ndméa epéyhtdlot aloittaen ensimmaisesta.
Tiedetdan, ettd I(p) = £ kaikilla p € R?\ {0}. Jos kuution C, tahko F,,

— el
on zy-tason suuntainen, saadaan

Jupl < max [|0,11(p)||[|0,11(p) |
PEF Y v

<p§+p§ —p1pa —p1p3>H H<_Z71PQ pi+p3 —p2p3>

— Imax y y ) )
vebun |\l TP IoIP Il el el
VP + 031} + 13 Ipll |l 1
= max 5 5— < T2 = 2
vebn 2 ol vefus [p|2 2~ refie [pl]

Téysin vastaava péattely voidaan tehda myos kun tahko F,,, on zz- tai yz-
tason suuntainen. Koska vektoreiden kolmioepéayhtélosta ||ul| < ||p||+|[p—ul|
saadaan [|ul| — ||[p — || < ||p||, niin selvésti on olemassa ¢ < oo, jolle patee

C
< max —— < ——.
peFuu [|pl* ™ Jlull?

| Juw

Tiedetdén, ettd kun merkitddn u = (uy, us, ug), niin

Bllull = lull + flell + llull = fua| + |uz| + Jus| = ful.
Siispé ||ull > %|u| ja edelleen [|lul|* > §|ul*. Nyt saadaan
| < ¢ . 9c
Jun] < <
Tl T ful?

Perustellaan sitten toinen epéayhtild. Joukon {u € Z3 : |u] = n} alkiot
muodostavat kuvan 5.3 kaltaisen monitahokkaan. Siina on kahdeksan tahkoa,
jotka kaikki ovat keskenaén samanlaisia tasasivuisia kolmioita, joiden sivun
pituus on v/2n. Jokaisen kolmion korkeus on \/gn, joten niiden pinta-ala on
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Kuva 5.3: Joukon {u € Z? : |u|] = 1} alkioiden muodostama monitahokas.

Kun n > 2, joukon {u € Z? : |u| = n} alkiot sijoittuvat monitahokkaan
tahkoille siten, etta ne jakavat jokaisen kahdeksasta kolmion muotoisesta tah-
kosta pienempiin kolmioihin, joiden sivun pituus on v/2. Tilanteen n = 3 yhté
tahkoa on havainnollistettu kuvassa 5.4. Jokaisen pienen kolmion korkeus on
\/g , joten niiden pinta-ala on § Pienié kolmioita on siis yhdessa tahkossa
n? kappaletta, eli koko monitahokkaassa niitd on 8n? kappaletta. Koska jo-
kainen pieni kolmio sisaltaa kolme kérkea, niin koko monitahokkaassa kéarkiéa
on enintéén 3 - 8n? = 24n? kappaletta, eli

‘{u €7’ |ul = n}‘ < 24n?.

Kuva 5.4: Yksi tilanteen n = 3 tahkoista ja sen siséltamét kolmiot.
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Nyt paastdan arvioimaan virtauksen j energiaa. Koska jokaisen sivun
konduktanssi on yksi, saadaan edella olevien epayhtaldiden nojalla

. J2, 1 J2. (cl )2
Ej = — = — > S _
D=5 2w a1 S5 2 P

u~v

:Z‘{vezg:ku}’<|21|2>2:ZG<|21|2>2

u#0 u#0
63 [fuez: =] (4) <63 em® (3)]
= u Cul =nb (= con” | —
n=1 n2 N n=1 ’ n2
>0 1
= Gcgcf Z — < 00,
n=1 n
silla sarja » >, n% suppenee. Téten j toteuttaa vaaditut ehdot. O

Huomautus 5.4. Polyan lauseen nojalla lemma 5.3 ei toimi toiseen suuntaan,
eli jos symmetrinen satunnaiskavely on palautuva aliverkolla G’, ei se vilt-
tamétta ole palautuva verkolla G. Téma nahdaén siitd, ettd symmetrinen
satunnaiskévely on poistuva verkolla L3, mutta palautuva sen aliverkolla 1.2.

Edella nahty todistus ei ole ainoa tapa todistaa Pélyan lause. Yksi vaih-
toehtoinen tapa 16ytyy lahteesta [6, s.218-219]. Siind Pélyan lause todistetaan
lauseen 2.10 avulla laskemalla ja arvioimalla todennékoisyyksid symmetrisel-
le satunnaiskévelylle (X,,),>0. Tilanteissa d = 1,2 lasketaan todennékoisyys
P(X,, =0 | Xo = 0), ja saadaan >0° | P(Xs, = 0| Xo = 0) = co. Tilantees-
sa d = 3 arvioidaan tatd samaa todennakoisyytté ylospéain, jolloin saadaan
> P(Xs, = 0] Xo = 0) < oo. Palataan vield lopuksi pelurin vararikko
-esimerkkiin.

Esimerkki 5.5. Oletetaan esimerkin 2.23 tilanne, ja olkoon p = % = q.
Talloin X = (X,,)5%, on symmetrinen satunnaiskavely verkolla G = (Z, F),
jossa F sisaltaa kaikki sellaiset joukon Z alkioiden parit, jotka ovat Euklidisen
etdisyyden yksi pédssi toisistaan. Verkko G on siis L' hila. Talloin Pélyan
lauseen nojalla satunnaiskévely X on palautuva. Siis jos pelaajalla on pelin
alussa i euroa, on hanelld melkein varmasti sama rahasumma myos kierroksen
n jalkeen jollain n > 2.
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