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Tiivistelma

Sobolev-avaruudet ovat funktioavaruuksia, jotka koostuvat Lebesgue-avaruuden funktioista, joil-
la on olemassa tiettyyn kertalukuun asti olevat heikot derivaatat. Sobolev-avaruudet ovat Banach-
avaruuksia, ja niilld on usein se hyddyllinen ominaisuus, ettd sileét funktiot ovat niissi tihedssa
normin suhteen. Koska Sobolev-avaruuksien méiritelmi nojaa heikon derivaatan késitteeseen,
niin niiden mééritelmé vaatii avaruuden, jossa suunnan késite on mielekis.

Sobolev-avaruudet voidaan miiritelld yleisissd metrisissd mitta-avaruuksissa kdyttdmaélla apu-
na yldgradientin késitettid. Funktion yldgradientti on Borel-funktio, jonka avulla voidaan hallita
tutkittavan funktion heilahtelua poluilla. Tamin tydkalun avulla voidaan mééritelld niin sanotut
Newton-Sobolev-avaruudet. Annettu p-integroituva funktio kuuluu Newton-Sobolev-avaruuteen,
jos silld on olemassa p-integroituva yldgradientti. Myos Newton-Sobolev-avaruudet ovat Banach-
avaruuksia.

Yléagradientti on hyddyllinen tyokalu, mutta silld on my0s erdité rajoitteita. Erds ndisté on, ettéd
niiden joukko ei ole suljettu Lebesgue-avaruuden normin suhteen. Jono funktion yldgradientteja
voi supeta funktioon, joka ei endi itsessdén ole yldgradientti kyseiselle funktiolle. T4td varten
madritellddn heikon yldgradientin kisite, joka yleistdd ylagradientin késitettd. Funktion heikko-
jen ylédgradienttien joukko on suljettu Lebesgue-avaruuden normin suhteen, ja lisidksi heikkojen
yldgradienttien joukosta voidaan 16ytdd minimaalinen heikko yldgradientti, joka on luonnollinen
gradientin normin korvaaja.

Koska suunnan késite ei ole yleisissd metrisissd avaruuksissa mielekés, niin Newton-Sobolev-
avaruuksien yhteydessi ei endi voida puhua osittaisderivaatoista. Siten sileiden funktioiden nor-
mitiheys menetetddn. Niiden korvaajaksi voidaan kuitenkin ottaa perinteiset Lipschitz-funktiot.

On vield avoin kysymys, ovatko Lipschitz-funktiot tihedssd normin suhteen Newton-Sobolev-
avaruuksissa kaikilla metrisilld avaruuksilla. Jos kisiteltdvd metrinen avaruus on tuplaava, ja li-
sdksi toteuttaa Poincarén-epayhtilon, niin tdlloin voidaan osoittaa, ettd Lipschitz-funktiot ovat
tihedssd normin suhteen Newton-Sobolev-avaruudessa. Itse asiassa myShemmin on osoittautu-
nut, ettd pelkkd avaruuden metrinen tuplaavuus riittdd Lipschitz-funktioiden normitiheyteen.

Siind missd aikaisemmat tiheystulokset ovat olleet normin suhteen, tiheytti voidaan tarkastella
my0s muilla tavoilla. Erés tidlldinen on niin sanottu tiheys energian suhteen. Funktio on ldhell4 ap-
proksimoitavaa funktiota energiassa, jos se on ldhelld funktiota Lebesgue-avaruudessa, ja lisdksi
my0s funktioiden minimaaliset heikot yldgradientit ovat ldhelld toisiaan Lebesgue-avaruudessa.
Tdmi on heikompi ominaisuus kuin tiheys normissa, ja hiljattain on osoitettu, ettd Lipschitz-
funktioiden energiatiheys pitee kaikissa metrisisséd avaruuksissa. Tamén tutkielman péitulos on
tama energiatiheys kunnollisille metrisille avaruuksille, joille todistus helpottuu alkuperiises-
td. Kunnolliset avaruudet ovat metrisid avaruuksia, joiden suljetut ja rajoitetut osajoukot ovat
kompakteja. Ne pitdvit sisdllddn useimmat tarkedt avaruudet, kuten tdydelliset monistot ja PI-
avaruudet, jotka ovat tuplaavia ja Poincarén-epédyhtélon toteuttavia avaruuksia, ja joista Newton-
Sobolev-avaruuksien teoria alunperin kehitettiin.



1 Johdanto

Funktioavaruudet LP(X), missd X on mitta-avaruus, muodostavat tirkean tutkintakohteen mo-
dernissa matemaattisessa analyysissid. Kyseiset avaruudet eivit ole tirkeitd vain itsessdédn, vaan
myOs monet niiden johdannaisista muodostavat myos tirkeitd tutkimuskohteita. Niistd johdan-
naisista eréit huomionarvoiset ovat niin sanotut Sobolev-avaruudet W*?(R"), jotka mézritelldsin
kayttdmaillad niin sanottuja heikkoja derivaattoja. Sobolev-avaruudet ovat Banach-avaruuksia ja
niilld on myos se hyddyllinen ominaisuus, ettd siledt funktiot ovat niissi tihedssd. Koska sileitd
funktioita on usein luonnollisesti helpompi kisitelld, niin monia todistuksia pystytdéin yksinker-
taistamaan.

Sobolev-avaruuksien miiritelmé nojaa kuitenkin osittaisderivaatan kisitteeseen, miké puoles-
taan vaatii avaruuden, jossa suunnan kisitteelld on merkitystd. Yleisessd metrisessd avaruudessa
ndin ei valttaimattd ole, joten Sobolev-avaruuden késitettd ei suoraan pystytd ndihin tilanteisiin
yleistdmaén.

Sobolev-avaruudet voidaan kuitenkin laajentaa myos yleisten metristen avaruuksien tapauk-
seen, kun otetaan avuksi niin sanottu yldgradientin kisite. Tamén avulla voidaan mééritelld ylei-
sille metrisille avaruuksille niin sanotut Newton-Sobolev avaruudet. Kuitenkin kuten edelli to-
dettiin, niin koska suunnan kisitteelld ei ole yleisessd metrisessd avaruudessa merkitysti, niin
tissd yleistyksessd ei voida endd puhua myoskéin sileistd funktioista, joten niiden hyddyllinen
tiheys ei endd ole saatavilla. Korvaajaksi voidaan kuitenkin ottaa Lipschitz-funktiot, joiden ti-
heyteen tédssi kirjoitelmassa paneudutaan. Tiheyttd tullaan tarkastelemaan tutulla tapaa normin
suhteen, sekd my0s niin sanotun energian suhteen.



2 Esitiedot

Tama teksti ei vaadi esitietoina Sobolev-, Newton-Sobolev-avaruuksia, eikd mydskiin tiheyt-
td energiassa, vaan niistd annetaan tarvittavat tiedot edempéna. Esitietoina vaaditaan erityisesti
mitta- ja integraaliteorian perusteita ja myos ymmirrystd funktionaalianalyysistd. Esitiedot on
jaettu eri osioihin, mutta yksikéén ei varsinaisesti ole toista tarkeampi.

2.1 Avaruuksista

Maédritelldédn seuraava kompaktiuteen liittyvé avaruuden ominaisuus, joka tulee olemaan oleelli-
nen energiatiheyden yhteydessa ([3], Médritelmi 2.3).

Maaritelmé 2.1 (Kunnollinen avaruus). Sanotaan etti metrinen avaruus (X, d) on kunnollinen,
jos sen jokainen suljettu ja rajoitettu osajoukko on kompakti.

Kunnollisuus on suhteellisen vahva ominaisuus, josta seuraa esimerkiksi avaruuden tdydelli-
syys ([3], Lause 3.2).

Lause 2.2. Jos metrinen avaruus (X, d) on kunnollinen, niin tdlldin (X, d) on tdydellinen.

Toinen ominaisuus mikéd avaruuden kunnollisuudesta seuraa, on separoituvuus. Véite on laa-
jalti tunnettu, mutta koska sille ei 16ytynyt kirjallisuudesta hyvii lahdettd, niin annettakoon tassi
sille lyhyt todistus.

Lause 2.3. Jos metrinen avaruus (X, d) on kunnollinen, niin tdlloin (X, d) on separoituva.

Todistus. Olkoon x; € X. Koska avaruus (X, d) on kunnollinen, niin jokainen suljettu pallo
E(xo, n),n € N on kompakti. Koska jokainen kompakti joukko on separoituva, niin erityisesti
jokaiselle pallolle B(x(,n),n € N on olemassa tihed numeroituva joukko A,. Koska avaruu-
delle X pitee X = U;‘;lﬁ(xo, n), niin joukko A = UZO=IA" on haluttu avaruuden (X, d) tihed
numeroituva joukko. ]

2.2 Mitta- ja integraaliteoria

Yleisten mittojen sijaan usein kdytetddn niin sanottuja Borel-mittoja, jotka ovat mittoja, joilla
jokainen Borel-joukko on mitallinen. My6s Borel-mitoilla on kuitenkin omat rajoitteensa, joten
yleensé niihin liittyen tehdidin muutamia lisfoletuksia, joiden avulla saadaan niin sanotut Radon-
mitat. Ennen ndiden médritelmii tarvitaan muutamia mittojen-ominaisuuksia ([6], sivu 212).

Miiéritelma 2.4 (Sisd- ja ulkosddnnollisyys). Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Kyseisen ava-
ruuden mitta u on ulkosddnnollinen, jos jokaiselle mitalliselle joukolle A C X pdtee

u(A) = v inf —u(U).

DA avoin

Vastaavasti mitta u on sisdsddnnollinen, jos jokaiselle mitalliselle joukolle A C X pditee

u(A)y=  sup  u(K).
KCA kompakti



Niiden késitteiden avulla voidaan mairitelld niin sanotut Radon-mitat.

Miiéritelma 2.5 (Radon-mitta). Borel-mitta yu on Radon-mitta, jos se on ddrellinen jokaisella
kompaktilla joukolla, ulkosddnnollinen jokaisella Borel-joukolla ja sisdsddnnollinen jokaisella
avoimella joukolla.

Tissd tutkielmassa oletetaan, ettd (X, d) on kunnollinen avaruus ja mu Radon-mitta kyseisessa
avaruudessa. Kokoelmaa (X, d, 4) kutsutaan metriseksi mitta-avaruudeksi.

Mittoihin liittyy erds hyoddyllinen suppenemisen muoto, joka on niin sanottu suppeneminen
mitan suhteen ([6], sivu 61).

Mairitelmé 2.6 (Suppeneminen mitan suhteen). Funktiojono f, € LP(X) suppenee funktioon
f € LP(X) mitan u suhteen, jos jokaiselle € > 0 pditee

Jim p(x € X & |f,(x) = f()] > €) = 0.

Suppeneminen mitan suhteen siis tarkoittaa, ettd sen joukon mitta, jolle f, ja f ovat kaukana
toisistaan, on nollamittainen.

Seuraavan lauseen voi hieman epitarkasti tulkita sanovan, ettd jokainen mitallinen funktio on
melkein jatkuva. ([6], Lause 7.10)

Lause 2.7 (Lusinin lause). Olkoon (X, d) metrinen-avaruus, u on Radon-mitta, f : X - R
mitallinen funktio ja € > 0. Tdlloin on olemassa jatkuva kompaktikantajainen funktiog : X - R
siten, ettd f(x) = g(x) kaikille x suljetussajoukossa F, jolle pditee u(X \ F) < e.

2.3 Funktioista

Seuraava lause sanoo, ettd jokaista mitallista funktiota voidaan approksimoida hyvin ldheisesti
Borel-funktioilla sekd ylh#éltd, ettd alhaalta késin ([3], Lause 1.2).

Lause 2.8. Olkoon (X,d,p) f : X — R mitallinen funktio. Tdlloin on olemassa Borel-funktiot
f1, f> © X = Rsiten, ettdi pditee

1S fy ja fy=f, melkein kaikkialla.

Usein funktioiden méiérittelyjoukosta mielenkiintoisin osa on se, missd funktio saa nollasta
eroavia arvoja. Tamiin vuoksi tille késitteelle on hyvi olla oma nimensé.

Miiéritelma 2.9 (Funktion kantaja). Funktion f : X — R kantaja supp on pienin suljettu
Jjoukko, jonka komplementissa funktio saa arvon nolla, eli

supp(f) = {x : f(x) # 0}.
Lisdksi sanotaan, ettd funktion kantaja on rajoitettu tai kompakti, jos supp rajoitettu tai kompakti.

Lipschitz-funktiot, joilla on tdssi kirjoitelmassa keskeinen asema, miiritelldin perinteiselld
tavalla.



Mairitelma 2.10 (Lipschitz-funktiot). Olkoon (X,dy) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Funktio
[+ X = Y on Lipschitz-funktio, jos on olemassa vakio L > 0 siten, ettd pditee

dy (f(x1), f(x2)) £ Ld x(xy,x5), (D

kaikille pisteille x;,x, € X
Lipschitz-vakio funktiolle f : X — Y mddritellddin kaavalla

dy (f (x1), f(x3))

LIP(f) =
X1,X€X, X1 #X; dX(xl’ xz)

Toisin sanoen, funktion f Lipschitz-vakio on pienin L > 0, jolle yhtdlo (1) pdtee.
Tarpeellinen kisite on myos niin sanottua asymptoottinen Lipschitz-vakio.

Mairitelma 2.11. Olkoon jdlleen (X, dy) ja (Y, dy) metrisid avaruuksia. Funktion f © X =Y
asymptoottinen Lipschitz-vakio pisteessd x € X saadaan kaavalla

. . dy(f(x1), f(x2)
lip,f(x) =lim sup .
r—=0 X, #x,EB(x,r) dX(xla xz)

Jos x on erakkopiste, niin asetetaan lip,, f(x) = 0.

Merkitéén lisdksi LIP,(X) niiden Lipschitz-funktioiden joukkoa, joiden kantaja on rajoitettu.
Tarvitaan my0s seuraavaa, perinteisti jatkuvuutta heikompaa jatkuvuuden madritelmad ([10],
sivu 112).

Miéritelma 2.12 (Alhaalta puolijatkuvuus). Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Funktio f : X —
] — o0, o0] on alhaalta puolijatkuva, jos joukko {x € X : f(x) > a} on avoin jokaiselle pisteelle
aeR

Vaihtoehtoisesti voidaan mdidiritelld, ettii funktio f on puolijatkuva pisteessdi x, € X, jos pditee

lim inf /(x) > /(xo).

Tiarked puolijatkuvuuteen liittyva tulos, jota tullaan tarvitsemaan, on seuraava niin sanottu
Bairen-lause. Sen nojalla alhaalta puolijatkuvalle funktiolle pystytédin 16ytdméién jono Lipschitz-
funktioita, jotka approksimoivat kyseistd funktiota pisteittdin halutulla tarkkuudella ([10], Lause
4.2.2).

Lause 2.13 (Bairen-lause alhaalta puolijatkuville funktioille). Olkoon (X, d) metrinen avaruus,
¢ € Rvakioja f : X — [c, 0] alhaalta puolijatkuva funktio. Tdlloin on olemassa jono (f;)
Lipschitz-funktioita mddriteltynd avaruudessa X siten, ettd pdtee

c<fisfin</f,

ja
lim f;(x) = f(x) kaikille pisteille x € X.



Tarvitaan myos niin sanottua Tietzen-jatkolausetta. Lauseen nojalla, tiettyjen oletusten valli-
tessa, annettu funktio, joka on mééritelty avaruuden suljetussa osajoukossa, pystytiin jatkamaan
jatkuvaksi funktioksi koko avaruuteen siten, ettd myos mahdollinen funktion rajoittuneisuus sii-
lyy ([4], Lause 4.22).

Lause 2.14. Olkoon (X, d) metrinen avaruus, S kyseisen avaruuden suljettu osajoukko, ja f .
S — R jatkuva funktio. Tdilloin on olemassa jatkuva funktio g : X — R siten, ettd pdtee
gls =1

Lisdiksi jos loytyy vakio M > O siten, ettd pdtee | f(x)| < M kaikille x € S, niin g voidaan
valita siten, ettd pdtee |g(x)| < M kaikille x € X.

My0s absoluuttiset funktiot méiritelldén perinteisesti.

Miiéritelma 2.15. Olkoon [a, b] C R vdli. Funktio f : [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva
vdlilli [a, b, jos jokaiselle € > 0 on olemassa 6 > 0 siten, ettd aina kun on annettu vdlit |x,;, y,[C
[a,b], k € {1,.., N}, Ix,,, ¥, [N]x,, y,[= 0, joille on

N
Z(J’k —xy) <0,
k=1

niin tdlldin pdtee
N

I f i) = fxpl <,

k=1

Tarvitaan my0s seuraava pieni lemma, jonka mukaan absoluuttisesti jatkuvat funktiot ovat
suljettuja kertolaskun suhteen ([3], Lemma 1.58).

Lemma 2.16. Jos u ja v ovat absoluuttisesti jatkuvia vdlilld [a, b, niin tdlloin myds uv on myos
absoluuttisesti jatkuva vdlilld [a, b).

Seuraava pieni epayhtdlo on my6s hyva muistaa ([6], Epayhtdlo 6.17)
Lause 2.17 (Chebyshevin epiyhtilo). Olkoon (X, M, u) mitta-avaruus, f € L'(X) ja R > 0.

Tdlloin pdtee epdyhtdld

1
u(x o [f(x)] > R) < f/ lf Ol dp.
X
Olkoon lisdksi £LP(X) avaruudessa X pisteittdin madritellyt funktiot, jotka ovat p-integroituvia.

2.4 Funktionaalianalyysi

Jos on annettu normiavaruus (X, || - ||), niin avaruudessa méériteltyjen rajoitettujen lineaariku-
vausten joukko muodostaa kyseisen avaruuden niin sanotun duaalin, joka on erittéin tirked késite
([10], sivut 15-16).



Miéritelma 2.18 (Duaali ja biduaali). Olkoon (X, || - ||) normiavaruus. Kyseisen avaruuden
duaali on kaikkien rajoitettujen lineaarikuvausten x* : X — R muodostama vektoriavaruus.
Duaalia merkitddn X*.

Duaaliin mddritellddn normi kaavalla

lIx*ll. = sup [x*(0)],x" € X*.
lIxlI<t

Edelleen normiavaruuden (X, || - ||) biduaali on sen duaalin duaali, eli kaikkien muotoa ¢
X* — R olevien rajoitettujen lineaarikuvausten muodostama joukko. Biduaalia merkitddn X**.

Duaalinormi || - ||, tekee itse asiassa duaaliavaruudesta aina tdydellisen avaruuden ([11], Lause
4.3). Lisdksi normiavaruuden (X, || - ||) ja sen biduaalin vilille X ** voidaan miéritelld luonnol-
linen lineaarikuvaus ([10], sivu 16).

Miéritelma 2.19 (Kanoninen kuvaus). Olkoon (X, ||-||) normiavaruus. Kyseisen avaruuden niin
sanottu kanoninen kuvaus J © X — X** on kuvaus x — J, missi J, : X* — R mddritelldicin
kaavalla J (x") = x'(x).

Kanoninen kuvaus siis liittdé jokaiseen avaruuden alkioon x € X yksikésitteisen biduaalin
alkion J, € X**. Kuvaus J, antaa duaalin alkiolle x’ € X* tuloksena kyseisen alkion arvon
pisteessd x. Kanonista kuvausta voidaan kdyttdaa médrittelemdin seuraava tiarked avaruuden omi-
naisuus.

Miiritelma 2.20 (Refleksiivisyys). Sanotaan ettd normiavaruus (X, || - ||) on refleksiivinen, jos
kanoninen kuvaus J on surjektiivinen.

Refleksiivisyys on erittdin vahva ominaisuus, josta voidaan johtaa monia avaruuden ominai-
suuksia. Yksinkertaisin ndista on, ettd koska kanoninen kuvaus on mééritelmansa nojalla injektio,
niin refleksiivinen avaruus on aina biduaalinsa kanssa isomorfinen. Lisidksi kanoninen kuvaus on
my0s isometrinen ([11], Mééritelma 4.5).

Toinen ominaisuus, joka refleksiivisyydesti seuraa, on ettd koska duaaliavaruus annetulla nor-
milla varustettuna on tdydellinen ([11], Lause 4.3 (a)), niin my0s sen duaali X** on tdydellinen.
Jos avaruus X on refleksiivinen biduaalinsa X ™** kanssa, niin tdlloin avaruuden X vilttimatta
oltava my®os tdydellinen.

On my0s tirkedd muistaa, etti ei riitd, ettid 10ytyy jokin lineaarikuvaus avaruudelta X avaruu-
teen X **, joka on surjektiivinen, vaan nimenomaan kanonisen kuvauksen tulee olla surjektiivi-
nen. On olemassa avaruuksia, jotka ovat isomorfisia biduaalinsa kanssa, mutta eivit kuitenkaan
ole refleksiivisid. Eris tilldinen esimerkki on niin sanottu Jamesin avaruus ([7]).

Duaalin alkioiden avulla voidaan méiéritelld seuraava tiarkea suppenemisen muoto ([10], sivu
20).

Miiritelma 2.21 (Heikko suppeneminen). Olkoon (X, || - ||) normiavaruus. Sanotaan ettd jono
(x,) C X suppenee heikosti pisteeseen x € X, jos kaikille duaalin alkioille x* € X* pditee

x*(x,) = x*(x) kun n— oo.



Bolzano-Weierstrassin lauseen nojalla jokaisella Euklidisen avaruuden R” rajoitetulla jonolla
on olemassa suppeneva osajono. Airetonulotteisen Banach-avaruuden tapauksessa timi ei pidi
paikkaansa. Kuitenkin jos kyseinen Banach-avaruus on refleksiivinen, niin pitee seuraava heik-
koon suppenemiseen liittyvi vastaava tulos ([10], Lause 2.4.1)

Lause 2.22. Olkoon X refleksiivinen Banach-avaruus ja olkoon (x,)) C X rajoitettu jono. Tdlloin
kyseiselld jonolla on olemassa osajono (xnk ), joka on heikosti suppeneva.

Vaikka heikko suppeneminen on nimensd mukaisesti normissa suppenemista heikompaa, niin
siitd voidaan kuitenkin todeta seuraava normissa suppenemiseen liittyva tirked tulos ([10], sivu
21).

Lemma 2.23 (Mazurin lemma). Olkoon (X, || - ||) Banach-avaruus, x, € X, ja (x DCX,jeN,
Jono, jolle pcitee x; — x, heikosti, kun j — oo. Tdlléin on olemassa jono konveksikombinaatioita

my

xk = Zaj’kxj-,

J=k
missd a; 2 0 ja ayy + ...+ a, ;. =1, joille pdtee

Ix, —x|]| =0 kun k — .

2.5 Kayra ja kayraintegraali

Kéyrd on keskeinen, jota tidssid tekstissd tullaan tarvitsemaan. Seuraavaksi mééritellddn, mika
kédyri tarkalleen on, ja muutamia siihen liittyvia kisitteita ja tuloksia ([10], sivut 127-129).

Miidritelma 2.24 (Kompakti kdyrd). Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Kdyrd avaruudessa X
on jatkuva kuvaus y . I — X, missd I C R on vdli. Kdyrdd kutsutaan kompaktiksi, jos 1 on
kompakti.

Maéritelmé 2.25 (Kayrén pituus ja suoristuvuus). Kompaktin kdyriny : [a,b] — X pituus I,
mddritellddn kaavalla

k
L=sup{ Y dr(t). vt a=to<--- <t =b}.
i=1

Kdyrdd sanotaan suoristuvaksi, jos sen pituus on ddrellinen.

Miéritelma 2.26 (Kdyrdn pituusfunktio). Jokaiselle suoristuvalle kdyrdlle on olemassa niin
sanottu pituus-funktio
s, : [a,b] = [0,1,],

Jjoka mddritellddn kaavalla

s,(1) = lyl[

a,t] :
Tdlloin pdtee
(1), ) Sy, = 5,(1) =5, (1)

aina kun pditee a <t <ty < b.
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Annetaan muutama pituus-funktion perusominaisuus ([10], Lemma 5.1.4).
Lemma 2.27. Suoristuvan kdyrény : [a,b] — X pituusfunktio s, on kasvava ja jatkuva.

Todistus. Suoraan médritelméstd néhdéin, ettd s, on kasvava funktio. Kiinnitetddn 7y, a <1, < b.
Koska s, on on kasvava, niin toispuoleiset raja-arvot s;(to) ja s;‘(to) ovat olemassa. Tehddin
vastaoletus, ettd pétee s, (7y) — sy_(to) > 6 > 0, jollekin ¢, € [a, b]. Télloin itse asiassa on ¢, > a,
koska jos olisi 7y = a, niin tdlloin olisi valttamittd s (fy) = s, (o). Olkoon a < 7| < ;. Funktion
s, kasvavuuden nojalla pétee

ly|[,”0] = SY(IO) - Sy(tl) > 6.

Lisiksi koska on s,(tg) — 5,(t) = ](IO), niin kéyrin y jatkuvuudesta saadaan luvut ¢, =
0

s}'|[r1,t
ap < ... < ay < ty, joille pitee

J
Midritelldén ¢, = a,. Tilloin pétee Iy|[ e oja
1.1

k
d(V(aj)’ Y(Gj—l)) > 6.
=1

lYl[xQ,rO] = S},(to) - Sy(fz) > 6.

Induktiota kéyttamaélld voidaan 10ytdd jono (¢;),1; <t, < -+ < t;

; < -+ < t, siten, ettd pitee
> 6. Tdstd saadaan

/
yl[’i”m

lHUHOJ > 17|u1,r,~1 >({—-1)

kaikille i = 2,3, ..., mikd on ristiriita kdyridn y suoristuvuuden kanssa. On siis oltava s;(to) =
s, (to), kuten haluttiinkin. Yhtidsuuruus s;r(to) = s, (1) saadaan vastaavasti, miki todistaa viit-
teen. ]

Miéritelma 2.28 (Kéyrén pituudella parametrisointi). Suoristuva kdyrdy : [a, b] - X voidaan
parametrisoida kdyrdn pituudella. Téllbin saadaan kéyriy, : [0,1,] — X mddriteltynd kaavalla

7,0 = y(s, (1)),
missd
sy_l(t) = sup{s : s,(s) =1}
on pituusfunktion s, toispuoleinen kddnteisfunktio. Lisciksi koska s, on jatkuva, niin pdtee
sup{s : s,(s) = t} = max{s : s,(s) = t}.

Funktio s;l on kasvava, ja lisdksi se on oikealta jatkuva, eli sille pditee limt_),; s;l @ = s;l (ty)-
Jos on limt_),a s;l(t) =53 < s;l(to), niin tdlloin kéyrd y on vakio vililld [sg, s;l(to)]. Kdiyrii
vs + [0,1,]1 = X on siis se yksikdsitteinen kdyrd, joka toteuttaa yhtdlon

y(0) = 74(s, (1))
kaikille t € [a, b]. Lisciksi suoraan mddritelmdstd saadaan

lyxl[r,u] =u-—t

kunOStSusly.

11



Hyodyllinen kisite on my6s niin sanottu kidyridn nopeus ([9], Méaritelmé 3.5).

Miéritelma 2.29. Kdyrdlle y . [a, b] - X mddritellddn nopeus pistessd t €)a, b| kaavalla

fim 40+ hy@)
h—0 |h|

silloin kun raja-arvo on olemassa.

Olkoon myds I'(X) kaikkien avaruuden X kiyrien joukko. Méiritellddn seuraavaksi kdyriin-
tegraalin kisite ([10], sivu 131).

Maéritelmé 2.30. Suoristuvalle kéyrdlle y : [0,1,] — X ja ei-negatiiviselle Borel-funktiolle
p . X = [0, o] mddritelldidn kdyrdintegraali kaavalla

l}'
/ b ds = / AN O] di
y 0

Jos y on parametrisoitu kaarenpituudella, niin téilloin on |y’(f)] = 1 kaikkialla ([10], Viite
5.1.8).

Lause 2.31. Olkoon y : [a,b] — X kompakti suoristuva kéyrd, ja olkoon y; : [0,1,] —
X sen parametrisointi kdyrdnpituudella. Tdlloin kdyrd y, on 1-Lipschitz jatkuva, ja erityisesti
absoluuttisesti jatkuva, jolle pdtee

A, (0. 7,@) _

u—t,u#t |t — ul

1,
melkein kaikille t € [0, L1

Madéritelldadn myos osakéyrén késite ([3], Lemma 1.35).

Miiiritelmi 2.32 (Osakdyri ja yldgradientti kiyréin suhteen). Kdayrd y' on kiyrdny : [0,1,] —
X osakdyrd, jos y" = (y)| ) joillekin0 < a < b < L.
Lisdksi sanotaan, ettd funktio g on yldgradientti funktiolle f kdyrdn y suhteen, jos pditee

171G/ ©) - £ < / gds,

4

kaikille kéiyriin y osakdiyrille y'.

3 Sobolev-avaruudet

Annetaan seuraavaksi jo johdannossa mainittujen Sobolev-avaruuksien miéritelmé, joka poh-
jautuu niin sanottuihin heikkoihin derivaattoihin. Otetaan titd varten kédyttoon erds hyddyllinen
merkintd: Sanotaan etti « = (ay, ..., a,), missi a ;€ N, on moni-indeksi, jonka niin sanottu aste
médritelldédn kaavalla |a| = 27: , ;. Lisiksi jos on D; = d/0x;, niin merkitééin

D*=D" ... D

1 n

madritellddn seuraavasti ([1], Mééritelméi 1.62).
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Meiigiritelmii 3.1 (Heikko derivaatta). Olkoonu € L, (). Sanotaan ettdi funktio D*u € L, ()
on funktion u a:s heikko derivaatta, jos pdtee

/uD“w dx = (—1)'“'/ D%uy dx
Q n

kaikille sileille kompaktin kantajan omaaville funktioille y € C(R").

Heikkojen derivaattojen avulla voidaan miéritelld lopulta niin sanotut Sobolev-avaruudet ([1],
Maidritelmit 3.1 ja 3.2).

Miiritelméi 3.2 (Sobolev-avaruudet W*5?(Q)). Olkoon f € LP(Q),1 < p < oo. Sobolev-
avaruus W*P(Q) on joukko

Wkr(Q) = {f € LX(Q) : D*f € LP(Q) kun 0 < a < k).

Sobolev-avaruuksiin saadaan normit kaavoilla
1
1/ lweoey = (D, ID*fIE)? jos1<p<oo
0<|a|<k

o, = max || D* .
1/ llyrssien = max 1Dl

Sobolev-avaruuden W*?(Q) funktiot koostuvat siis niistid LP(€) avaruuden funktioista, joiden
heikot derivaatat tarvittavaan kertalukuun asti kuuluvat my6s avaruuteen LP(€2).

Eris perustavanlaatuisista tuloksista Sobolev-avaruuksille on, ettd ne ovat Banach-avaruuksia
([1], Lause 3.3).

Lause 3.3. Avaruus W*P(Q) on Banach-avaruus.

Toinen Sobolev-avaruuksien hyddyllinen ominaisuus on, etti sileét funktiot ovat niissi tiheds-
sd normin suhteen ([1], Lause 3.17).

Lause 3.4. Olkoon 1 < p < oo. Tdlloin siledit funktiot C*(Q) ovat tihedssd avaruudessa
WHkP(Q), eli toisin sanoen jokaiselle funktiolle f € W*P(Q) loytyy jono funktioita (p;) C
C®(Q) N WkP(Q), joille piitee

N/ - §0j||Wk,p(Q) -0, kunj— oo.

3.1 Newton-Sobolev-avaruudet

Olkoon téstéd eteenpdin 1 < p < oo ja X = (X, d, ) metrinen mitta-avaruus, jossa on metriikka
d, ja positiivinen tdydellinen Radon-mitta u siten, ettd pétee

u(B) < o kaikille palloille B C X.

Sobolev-avaruudet ovat hyodyllisid tyokaluja, mutta kuten johdannossa todettiin, niin niiden
méidrittely vaatii avaruuden, jossa on lokaali koordinaatisto, joiden avulla osittaisderivaatat voi-
daan maéritelld. Tdmén vuoksi Sobolev-avaruudet yleensd mééritellddn vain tapauksessa, jos-
sa X = R". Miiritelldén seuraavaksi niin sanottu yldgradientin késite, jonka avulla Sobolev-
avaruuksien midritelmid voidaan laajentaa yleisiin metrisiin avaruuksiin. ([3], Méadritelma 1.13).
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Miiritelma 3.5 (Funktion yldgradientti). Borel-funktio g : X — [0, oo] on yldgradientti funk-
tiolle f : X — R, jos kaikille kéyrille y : [0,1,] — X pdtee

lf(r() = Fr(O))] < /g ds.

14

Ylédgradientti antaa siis erdin mahdollisen tavan hallita funktion heilahtelua. Ylidgradientin
avulla pystytddn mééritteleméidn Sobolev-avaruuksien yleistykset, niin sanotut Newton-Sobolev-
avaruudet.

Mairitelméa 3.6 (Newton-Sobolev avaruudet). Olkoon f € LP(X). Mddritellddn seminormi

1
I/ I nvinex) = (/ [f1? d,u+inf/ g’ d,u)l’,
X & Jx

missd infimum otetaan yli kaikkien funktion f yldgradienttien g € LP(X), ja lisdksi pditee sopi-
mus inf @ = co. Mddritellécin

N"(X)={u : llull jiaxy < o0}

Edelleen voidaan mddritelld ekvivalenssiluokkien kautta varsinainen Newton-Sobolev-avaruus
Nbp:
N'Y(X)=N"(X)/ ~,

missd u ~ v jos ja vain jos ||u — v|| y1px) = 0.

On hyvi huomata heti, ettd Newton-Sobolev-avaruudet mééritelldén vain tapauksessa k = 1.
Syy tdhén on se, ettd siind missé yldagradientti tavallaan toimii gradientin, tai tarkemmin gradien-
tin normin, korvikkeena, niin suuremman kertaluvun tapauksissa heikoille derivaatoille ei olla
loydetty jarkevaa yleistystd tissd yleisyydessa.

Seuraava lause naytti, etti Newton-Sobolev-avaruudet N '-?(Q) ovat tavallaan hyvin luonnol-
linen laajennus Sobolev-avaruuksille W *(Q) ([3], Lause A.2).

Lause 3.7. Olkoon Q C R". Tdllsin pitee NP(Q) = W P(Q) siind mielessd, ettd jos on | e
NULP(Q), niin piitee f E_WI’P(Q), ja kddnteisesti jokaiselle f € W'P(Q) on olemassa f €
NP(Q) siten, ettii piitee f = f melkein kaikkialla joukossa Q.

3.2 Funktion p-heikko ylagradientti

Ylagradientti on varsinaisen gradientin normin yleistys, jolloin sitd voidaan luonnollisesti kayttad
yleisemmissi tilanteissa, kuin todellista gradienttia. Kuitenkin myos yldgradientilla on tiettyji
rajoitteita, jotka voivat muodostua ongelmaksi. Erds niistd on se, ettd yldgradienttien joukko
ei ole suljettu avaruudessa L”(X). Jono yldgradientteja voi supeta funktioon, joka ei itse ole
yldgradientti alkuperiiselle funktiolle. Tdmin vuoksi otetaan kdyttoon vield uuden tyyppinen
yleistys. Tdmén méérittelemiseen tarvitaan kuitenkin uusi tydkalu, niin kutsuttu p-modulus. ([3],
Midiritelmi 1.33)
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Miiéritelma 3.8 (Kiyrdjoukon p-modulus). OlkoonT kéyrdjoukko avaruudessa X . Kdyrdjoukon
p-modulus mddritellddn kaavalla

Mod,(I') = inf/ p’du,
X

missd infimum otetaan yli kaikkien Borel-funktioiden p : X — [0, oo], joille pditee

/pdszl,
Y

Tarvitaan myos termié p-melkein kaikille kéyrille, mikd on vastine termille melkein kaikkialla.
Jos jokin ominaisuus pitee p-melkein kaikille kiyrille, niin se pétee kaikille kiyrille, paitsi kiy-
rdjoukolle, jonka modulus on nolla. Kédyrdjoukon p-modulukselle pétee seuraavat ominaisuudet
([3], Lemma 1.34).

kaikille kdyrille y € T.

Lemma 3.9. Kdyrdjoukon p-modulukselle pditee:
1. jos on I’y C Iy, niin tdlléin pitee Mod,(I'y) < Mod,,(I";);
2. Mod,,(Uj‘;1 r)< 2;";  Mod (T ));

3. jos jokaiselle kdyriille y € T on olemassa osakdyrd y' € 1", niin tdilldin péitee Mod (') <
Mod p(F’ ).

Todistus.

1. Tédmé on selvéd suoraan infimumin médritelméstd, silld luvun Mod,,(I'; ) médrittelevd infi-
mum otetaan suuremmasta joukosta, kuin luvun Modp(Fz) vastaava.

2. Olkoon € > 0 ja p; ei-negatiivinen Borel-funktio, jolle pitee

/pj ds > 1kaikille y € T,
Y

ja liséksi
P £
/ p; dpu < Mod,(I';) + %

Mairitelldén p = sup; ¢y p;. Télloin saadaan

Modp(UFj)gfppd,u= (Suppj)PdM
j=1 X X jeN

s/ > ol du= Z/pj?dyg D Mod,(T)) +e
X j=1 j=17%X j=1

Ottamalla raja-arvo ¢ — 0 saadaan haluttu tulos.
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3. Olkoon € > 0 ja p ei-negatiivinen Borel-funktio, jolle pitee

/p ds > 1 kaikille y € T’
v

ja
/ pPdu < Modp(F’) +e.
X

Olkoon y € I'. Oletuksen nojalla on olemassa kéyrén y osakdyri y’ € I'". Téstd saadaan

/pdsZ/pdle.
Y v’

Mod,(I') < / p” du <Mod,(I') + € - Mod,(I"), kun e — 0.
X

Joten pitee

d

Kéyttdmalla p-modulusta voidaan maéritelld niin sanottu p-heikko yldgradientti ([10], sivu
158).

Miéritelma 3.10 (Funktion p-heikko ylagradientti). Borel-funktio g : X — [0, co] on p-heikko
yidgradientti funktiolle f . X — R, jos se on funktion f yldgradientti p-melkein kaikille kdyrille.

Sen sijaan ettd funktion p-heikon yldgradientin oletetaan olevan Borel-funktio, niin sen sijaan
madrittely voitaisiin tehdd vain mitallisten funktioiden avulla (katso esimerkiksi [3], Madritelma
1.32). Kun p-heikot ylidgradientit médritellddn kuten tédssi, niin kisiteltdessid avaruuteen LP(X)
kuuluvia p-heikkoja yldgradientteja tidytyy muistaa, ettd tosiasiassa késitellddn vain kyseisten
funktioiden Borel-edustajia.

Erids p-heikkojen yldgradienttien etu verrattuna pelkkiin yldgradientteihin on, ettd pystytddn
aina loytdméén pienin p-heikko yligradientti.

Lemman 3.9 kohdasta (2) saadaan seuraava hyodyllinen seuraus ([3], Seuraus 1.39).

Lemma 3.11. Olkoon g funktion u p-heikko yligradientti ja vastaavasti g’ funktion v p-heikko
yléigradientti. Télloin g + g’ on funktion u + v p-heikko yléigradientti.

Todistus. Olkoon I'| niiden kéyrien joukko, joille g ei ole yldgradientti funktiolle u, ja vastaa-
vasti I', se kiyrédjoukko, joille g’ ei ole yldgradientti funktiolle v. Tilloin oletuksen nojalla on
Mod,(I'}) = Mod,(I';) = 0.

Jos kayrille y pitee sekd y € I'(X) \ I}, ettd y € I'(X) \ I';, niin sille saadaan kolmioepéyh-
talolla

|(u + 0)(¥(0)) — (u+ V) U)| < Ju(y(0) — ulyU,)] + [v(r(0) — vy (L))

S/gds+/g'ds=/(g+g')ds.
Y Y v

Téama pidtee kéyrille y € I'(X)\ (I'; UT’,). Lemman 3.9 kohdan (2) nojalla pitee Modp(Fl uly,) =
0, eli voidaan todeta, ettid g + g’ on p-heikko ylidgradientti funktiolle u + v. O
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Yleisesti g—g’ ei ole p-heikko yldgradientti funktiolle u—v. Yleensi p-moduluksen varsinaista
arvoa mielenkiintoisempia ovat tilanteet, joissa p-modulus on saa arvon nolla. Tétd varten on
hyodyllisté olla ekvivalentti ominaisuus télle tapaukselle ([3], Lause 1.37):

Lause 3.12. Seuraavat vditteet ovat ekvivalentteja:
1. Mod,(T") = 0;

2. on olemassa ei-negatiivinen Borel-funktio p € LP(X) siten, ettd fyp ds = oo kaikille
poluilley €T.

Todistus. "(1) = (2)"
Koska kiyrdjoukon I p-modulus on nolla, niin kaikille # € N on olemassa ei-negatiivinen
Borel-funktio p,, siten, ettid

lonllLoxy 27" ja /pn ds > 1 kaikilley € T".
¥
Miiritellddn funktio p = Y% p, € LP(X). Tillsin on

/p ds = oo kaikille y € T,
y

l’(2) : (1)"
Oletuksen nojalla jos y € I', niin pitee /y p ds = oo. Télloin on my0s

/Bds=oozlkaikiueyer.
n
Y

Titen Mod () < ||§|| — 0, kun n — oo, miki todistaa viitteen. O

p
LP(X)
Seuraava lause vahvistaa p-heikkojen yldgradienttien miiritelméa ([3], Lemma 1.40).

Lemma 3.13. Olkoon g p-heikko yldgradientti funktiolle f avaruudessa X. Mddritellddn lisdksi
kayrdjoukko

I'={y e'(X) : g eioleyldgradientti funktiolle f polun y suhteen}.
Tdllbin péitee Mod (') = 0.

Todistus. Olkoon I'" niiden polkujen y’ : [0,7,] = X joukko, joille pitee

|f ') = f(& U] £ / g ds,
y/

jolloin koska g on p-heikko yldgradientti funktiolle f, niin pétee Modp(F’ ) = 0. Lisiksi joukon
I' méidritelmin nojalla jokaiselle y € I" on olemassa osakiyrd y’ € I'"". Lemman 3.9 (3) nojalla
pétee Mod (T") = 0. O
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Seuraavia lemmoja varten tarvitaan muutamien kdyrdjoukkojen madritelmid ([3], Méaaritelma
1.41).

Miiritelma 3.14. Olkoon E C X. Mddritellddn kdyrdjoukot
Fp={y eT(X) 1y (E)#0} ja TL={yel(X):m( "(E)>0}
missd m; on Lebesguen-mitta, joka on jatkettu ulkomitaksi kaikille avaruuden R osajoukoille.

Seuraava lemma sanoo, ettd nollamittaista joukkoa aidosti leikkaavien polkujen p-moduluksen
tiytyy olla nolla ([3], Lemma 1.42).

Lemma 3.15. Jos u(E) = 0, niin tillsin on Mod,(I'y.) = 0 kaikilla p > 1.

Todistus. Olkoon F D E Borel-joukko, jolle pétee u(F) = 0, jaolkoon p = 0o y, missid yp on
joukon F indikaattorifunktio. Joukon F; maidritelmén ja oletuksen F D FE nojalla kéyrélle y €
't pitee m;(y~'(F)) # 0. Lisiksi koska y ! (F) on Borel-joukko, niin funktion p méritelmésti
saadaan
/p ds = oo kaikille y € T'}.. ()
v
Yhtilostd (2), tiedosta u(F) = 0 ja funktion p méiritelmistd saadaan

Mod,(T*) < /X P du=0,

miki todistaa viitteen. O

Liséksi p-heikoilla yldgradienteilla on se hyddyllinen ominaisuus, ettd vaikka niitd muutettai-
siin nollamittaisissa joukoissa, niin ne sdilyvit p-heikkoina yldgradienttina. Tdmé& saadaan suo-
raavan lemman seurauksena ([3], Lemma 1.43).

Lemma 3.16. Olkoon g ja § ei-negatiivisia Borel-funktioita mddriteltynd avaruudessa X siten,
ettdi g = g melkein kaikkialla. Tdlloin pditee

/gds=/§ds
v v

Todistus. Olkoon £ = {x € X : g(x) # g(x)}. Koska g on Borel-funktio, niin fy g ds on
miédritelty kaikille kiyrille y. Kaikille y € I'(X) \ FE pétee

/gds=/§ds.
v v

Koska médritelmin nojalla on y(E) = 0, niin Lemman 3.15 perusteella voidaan todeta, etti pitee
Modp(FE) = 0, eli viite pitee p-melkein kaikille kéyrille y. O

p-melkein kaikille kdyrille y.

Lemmasta 3.16 saadaan vilittomasti haluttu seuraus ([3], Seuraus 1.44).
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Seuraus 3.17. Olkoon g p-heikko yldgradientti funktiolle f, ja olkoon § = g melkein kaikkialla,
ja lisdksi & > 0. Tdlloin myos g on p-heikko yldgradientti funktiolle f.

Seuraava hieman tekninen tulos antaa tavan 16ytéda funktiolle p-heikko yldgradientti ([3], Lause
1.50)

Lause 3.18. Oletetaan ettd on u(E) = 0, ja ettd funktiolle g > 0 pditee p-melkein kaikille kéyrille
y 1 10,1,] - X

vyl € E tai |u(y(0)) —u(y(l))| < /g ds. 3
v

Tdlloin funktio g on p-heikko yldgradientti funktiolle u.

Todistus. Olkoon I" niiden kéyrien y joukko, joilla on olemassa jokin osakédyri, jolle yhtdlo (3) ei
pade. Télloin on Modp(F) = 0 Lemman 3.9 (3) nojalla. Médritellaan lisidksi joukko I'(E) = {y :
y C E}. Koska on u(E) = 0, niin pitee Mod ,(I'(E)) < Modp(FE) = 0 Lemman 3.15 nojalla.

Valitaan kéyrd y € I'(X)\ (T'UI'(E)). Tdllin on olemassa t € [0, /, ] siten, etté pétee y (1) & E.
Jost=0tait =1/, niin pdtee

lu(y(0)) —u(y ()] < /g ds
14

oletuksen nojalla. Muulloin saadaan

lu(y(0)) — u(y (L,))] < [uy(0) — u(y(ON| + |uly (®) — u(y ()]

5/ gds+/ gds=/gds,
e Y Y

lir. )
koska kohdan (3) jédlkimméinen puoli pétee kéyrille y |y, ja J/|[,,17]- Voidaan siis todeta, ettd g on
p-heikko yldgradientti funktiolle u, miké haluttiinkin néytt4a. O

Lauseesta 3.18 saadaan vilittomastd seuraava seuraus, kun asetetaan £ = {x € X : |u(x)| =
co}. ([3], Seuraus 1.51)

Seuraus 3.19. Olkoonu : X — R funktio, joka on ddrellinen melkein kaikkialla. Oletetaan
lisciksi, ettd p-melkein kaikille kdyrille y : [0,1,] — X funktiolle g > 0 pditee

lu(y(O)| = lu(r )| =00 tai |u(y(0)) —u(y(,))| < /g ds.
14

Tdlloin funktio g on p-heikko yldgradientti funktiolle u.

Seuraava lause antaa erittdin hyodyllisen tiedon, ettd p-heikkoja yldgradientteja voidaan ap-
proksimoida yldgradienteilla ([3], Lemma 1.46).

Lause 3.20. Olkoon g p-heikko yldgradientti funktiolle f. Téllbin on olemassa jono (g;) yldgra-
dientteja, joille pditee
Jlgglo ”gj - g”LP(X) =0.

Lisciksi yldgradientit g; voidaan valita niin, ettd piitee g; > g kaikille j € N.
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Todistus. Olkoon I' niiden polkujen y : [0,7,] - X joukko, joille pétee

|/ (0) = frU I £ /g' ds.
14

Oletuksen nojalla on Mod,,(I') = 0, joten Lauseen 3.12 nojalla on olemassa ei-negatiivinen Borel-
funktio p € LP(X), jolle pitee
/ pds = oo
Y

kaikille kayrille y € I'. Médritelldsin funktio

p
& =& + -
J
Tllsin jono (g;) koostuu yldgradienteista, jotka tdyttdvit halutut vaatimukset. O

Edellinen lause antaa myds toisen suunnan todistukselle, ettid p-heikot ylidgradientit voitaisiin
itse asiassa midritelld yldgradienttien joukon sulkeumana avaruudessa LP(X) ([3], Lause 2.10).

Seuraavaa tirkedd lemmaa tarvitaan ndyttiméin, etti p-heikot yldagradientit kdyttaytyvét hyvin
suppenemisen suhteen. ([3], Lemma 2.1).

Lemma 3.21 (Fugleden-lemma). Oletetaan etti g 8 avaruudessa LP(X), kun j — oo. Tdlldin
on olemassa osajono g j, Siten, ettd p-melkein kaikille kdyrille pdtee

/gjdse/gds,kunjeoo,
Y Y

missd lisdksi kaikki integraalit ovat hyvin mddriteltyjd ja reaaliarvoisia.
Lisciksi p-melkein kaikille kdyrille pditee

/lgj—glds—>0 kun j — oo.
y

Todistus. Tarvittaessa siirtymélld osajonoon, voidaan olettaa, ettd on ||g; — gll 1o(x) < 277,
Madéritelldaan kdyrdjoukot

f={y€F(X):/gde7L>/gds, kun j - oo},
v

4

I'i={relX): limsup/lgj —glds> %}, k € N.
v

j— oo

Suoraan kiyrijoukkojen méiritelmisti nihdésn, ettd pitee kuuluvuus I C U;il I',. Néytetddn
pitee ettd Mod,,(I';) = 0 kaikille k € N, jolloin viite seuraa kéyttdmélld Lausetta 3.9 (2).
Olkoon p,, = k Zj’;m +1 |& — g;|. Tdlloin suoraan médritelmistd saadaan

(]

/pm ds=/k Y g gl ds > 1 kaikille Kiyrille y € T jam € N,
Y Y

Jj=m+1
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joten Mod,,(I'y) < ||pm||1£p(X) < (k27™ — 0, kun m — oo, kuten haluttiinkin.
Lisédksi p-melkein kaikille kiyrille pétee

/lgj—glds—>0 kun j — oo.
Y

Tédmé seuraa suoraan médritelmistd, koska Mod,(I';) = 0 kaikille k € N. Vaihtoehtoisesti jo
todistettua osiota voidaan soveltaa funktioihin g;. =|g; — gl ja g =0. ]

Fugleden lemman avulla voidaan todistaa seuraava hyddyllinen suppenemistulos ([3], Lause
2.2).

Lause 3.22. Olkoon f mitallinen funktio ja oletetaan lisdksi, ettd funktiot g; € LP(X) ovat p-
heikkoja yldgradientteja funktiolle f, j € N, ja joille piitee g; — g avaruudessa LP(X), kun
Jj — oo. Tdlldin g on p-heikko yldgradientti funktiolle f.

Todistus. Lemman 3.13 nojalla p-melkein kaikille kdyrille y pitee, etté g; on yldgradientti funk-
tiolle f kidyrdan y suhteen. Toisaalta Lemman 3.21 nojalla, p-melkein kaikille kéyrille y patee
fy g ds— /y gds € R,kun j — co. Lemman 3.9 (2) nojalla molemmat ominaisuudet toteutu-
vat p-melkein kaikille kayrille. Olkoon y : [0,/,] — X erids ndistd kéyristd. Talloin on

£, = £ O] < Jim / g ds= / g ds,
Y Y

jolloin médritelmén nojalla pétee, ettd g on p-heikko yligradientti funktiolle f. O

Vastaava suppenemistulos ei pitisi, jos tarkasteltaisiin pelkkid yldgradientteja, kuten seuraava
esimerkki néyttidd ([3], Esimerkki 1.31).

Esimerkki 3.23. Olkoon E = {0} C X = R?ja 1 < p < 2. Olkoon lisiiksi f = yg ja

L xl<,
gi(x)=q /N jeN.
0, |x| > 1,

Funktio g; on ylédgradientti funktiolle f ja koska ||g;|l1»xy — O, kun j — oo, niin pdtee
I flIntexy = O. Kuitenkaan nollafunktio ei ole yligradientti funktiolle f, eli yligradientit ei-
vdt ole suljettuja kyseisen suppenemisen suhteen.

Kéyrijoukkojen p-heikoilla yldgradienteilla on myos lattiisi-ominaisuus. ([3], Lemma 2.6).

Lemma 3.24. Olkoon f mitallinen funktio ja g,,g, € LP(X) p-heikkoja yligradientteja funk-
tiolle f. Tdlloin myos g = min{g,, g,} on p-heikko yldgradientti funktiolle f.

Todistus. Lauseen 3.12 nojalla p-melkein kaikille kiyrille y pitee, ettd funktiot g; ja g, ovat yli-
gradientteja funktiolle f kéyrdn y suhteen. Toisaalta Lemman 3.13 nojalla p-melkein kaikille
kéyrille y avaruudessa X pitee /y (g; + &) ds < oo. Lemman 3.9 (2) nojalla molemmat omi-
naisuudet toteutuvat p-melkein kaikille kdyrille y. Olkoon y : [0,7,] — X yksi niisté kéyristd,
joille molemmat piteviit.
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Madritellaan joukko E = {t € (0, L)+ g1 (r(®) < g(r(0)}. Tilloin E C R on Borel-joukko,
joten on olemassa avoimet joukot (0,7,) > U; D U, D ... D E siten, ettd m; (U, \ E) — 0, kun
n — oo, missd m; on yksiulotteinen Lebesguen-mitta.

Lemman [[3], Lemma 1.4] nojalla kiinnitetylle indeksille n joukko U, voidaan kirjoittaa pa-
reittain pistevieraana yhdisteend U, = U2 I; avoimia vilejd I; = (a;, b;), missi osa vileisté voi
olla tyhjid vilejd. Téstd saadaan

[f0) = fUD] < 1fG0) = flr(a)] + | f(r(a)) = f(r(b)]
+1f ) = F U

< / &1 (@) dl+/ & (r(@)) dt.
I [0,/,1\I;

Samalla tavalla jatkamalla saadaan kaikille j € N

lf(rO) = frU I < //_

U

g (y(®) dt + /  g(r() dt.

I (0., INU/_, I;

i=1"1

Ottamalla raja-arvo j — oo ja kdyttdmailld monotonisen ja dominoidun konvergenssin lauseita
saadaan

|u(y (0)) — u(y (1)) S/ g1 (r(®) dl+/ & (r(0) dt.

U, [0.0,1\U,

Kayttdmalla monotonisen ja dominoidun konvergenssin lauseita vield kerran saadaan
lu(y(0)) —u(y(1,))| < / g (r(®) dr + / &) dt = /g ds,
E [0.1,1\E v

eli myos g on yldgradientti funktiolle u polun y suhteen, mik haluttiinkin nayttaa. O
My6s lattiisi-ominaisuus puuttuu pelkiltd ylagradienteilta ([3], Esimerkki 2.8).

Esimerkki 3.25. Olkoon | = yo € NUP(R?),1 < p < 2 ja olkoon

) /x|, x| <1,
x) =
& 0.1x| > 1,

joka on funktion f yldigradientti. Mddritellddn lisciksi

(e ]

E ={xeR®: x| € U[2—2f,21—2f],}

Jj=1

E, =R\ Ejag;=gxg.j=12

Ndiytetdidn ettd sekd g, ettd g, ovat yldgradientteja funktiolle f. Olkoony : [0,1,] — R?
mielivaltainen kdyrd. Voidaan olettaa, ettd pdtee y(0) # 0 = r(,). Olkoon J > 1 kokonaisluku,
jolle piitee 2127 < |y(0)|. Midiritelléicin luvuille j = J,J + 1, ... annulukset

A ={xeR?:27% < |x| <2!7¥),
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Jja olkoon

a;=inf{r€[b,_.1,): y(1) € A;} ja b;=sup{t€[b_i.L,]: () € A},

missd by_y = 0. Pdtee siis b; — a; > 272, koska kdyrdn y tiytyy leikata annulusta A =
J,J + 1, ..., pddstikseen origoon. Koska pitee g, = g > 2%~! annuluksessa A j» niin saadaan

/ g ds2 /
Yliaj 61 Y

Summaamalla yli kaikkien lukujen j saadaan

/gldsZZ/ g ds = oo,
Y j:Jy

I[aj,bj]

. 1 .
gdsz(bj—aj)rrlyjngz 5+ =J,J+1,..

|[aj,bj]nAj

mistd ndhdddn, ettd g, on yldgradientti funktiolle f. Vastaavalla tavalla néahddcin, ettd myos g,.
on ylégradientti funktiolle f Selviisti piitee myos g, g, € LP(R?).

Minimifunktio min{g,, g,} = 0 ei kuitenkaan ole yldgradientti funktiolle f. Kuitenkin lauseen
3.24 nojalla nollafunktio on funktion f p-heikko yldgradientti.

Seuraava lemma antaa hyvin hyddyllisen tiedon, ettd p-heikko yldgradientteja voi tavallaan
"liimata"toisiinsa ([3], Lemma 2.19)

Lemma 3.26 (Liimaamis-lemma). Olkoon E C X mitallinen joukko, f € ACC(X), u ja v
mitallisia funktioita ja oletetaan, ettd sekd funktiolla u ettd funktiolla v on olemassa avaruuteen
LP(X) kuuluva yldgradientti.

Oletetaan lisdksi, ettd on f|p = u ja f| x\e = U. Olkoon g’ € LP(X) funktion u p-heikko
yléigradientti ja vastaavasti g"" € LP(X) funktion v p-heikko yldgradientti. Tcilloin funktion g =
gxe+g’ Xx\g Borel-edustajat ovat funktion f p-heikkoja yldgradientteja.

Lisciksi jos sekii g' = g, ja g" = g, ovat minimaalisia p-heikkoja yldgradientteja, niin tilloin
funktion g mikd tahansa Borel-edustaja on funktion f minimaalinen p-heikko yldgradientti.

Todistus. Olkoon g, = g’ +g" Ix\piag =8 rxp+ g . Niytetiin ensiksi, etti seki g, etti g,
ovat p-heikkoja yldgradientteja funktiolle f.

Symmetrisyyden vuoksi riittdd néyttédd, ettd g, on funktion f p-heikko ylidgradientti. Valitaan
kdyrd y : [0,1,] - X siten, ettd joukko y~1(E) on mitallinen. Tdmai toteutuu p-melkein kaikilla
kayrilld, mikd ndhdéddn seuraavasti: Koska g on Borel-sdénnéllinen, niin voidaan valita Borel-
joukko B C X siten, ettd pitee E C B, u(B) = u(E) ja u(B\ E) = 0. Merkataan N = B\ E.
Tilloin Lemman 3.15 nojalla pitee Mod,,(I"},) = 0. Kdyrille T(X) \ "y, pitee siis m (HN)) =
0, missd m, on kuten méiritelméssi 3.14, eli joukko y ~!(N) on niille kiyrille mitallinen. Koska
pétee

yNE) =y B\ r (V).

niin kéyrille y € I'(X) \ F+N joukko y~'(E) on mitallinen.
Valitaan kéyrd y lisdksi siten, ettd funktiot u, v ja f ovat kaikki absoluuttisesti jatkuvia kdyridn
y suhteen, ja etti seki g’ on ylidgradientti funktiolle u, etti ja g on yligradientti funktiolle v
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kdyrdn y suhteen. Lemmojen 3.13 ja 3.16 nojalla kukin ndistd ominaisuuksista pitee p-melkein
kaikille kayrille. Toisaalta Lemman 3.9 (2) nojalla nimi kaikki ominaisuudet pitevit p-melkein
kaikille kayrille.

Joson y N E = @, niin tilldin pétee

£ (0) = FrU, )] = [v((0) — v(r(L,)] < / g ds< / g ds.

v v
Jos taas on voimassa y N E # @, niin olkoon

a=mf{r€[0,/,]:y(t) € E} ja p=sup{re[0,l]:y@F) € E}

Tilloinon 0 <a < f < ly ja

| f(r(0) = f(y(a)| = [v(r(0)) — v(y(@)| < /I g ds< /I g1 ds,
710,01 7110,a(

missd yhtdsuuruus pétee jatkuvuuden nojalla, jos on @ > 0, ja on triviaalisti totta muussa tapauk-
sessa. Vastaavasti saadaan

FOB) = FGrU)] < / ¢ ds.

7|]ﬁ,l},[

Funktioiden u ja f jatkuvuudesta kiyréin y suhteen saadaan liséksi

g ds S/ g ds
7

Je. Bl

Lf (r(@) = fr(B)] = luly (@) — u(r(B))] < /

Ylapt
Kolmioepéyhtilod kayttamalld tdstd yhtilostd ndhdiin, ettd g; on p-heikko yldgradientti funk-
tiolle f, joten myds g on p-heikko yldgradientti ja pitee g > g, melkein kaikkialla. Téstd ja
Lemmasta 3.24 seuraa suoraan, ettd myos g = min{g;, g,} on p-heikko yldgradientti funktiolle
f

Josong =g, ja g” = g, niin titd lemmaa kdyttimilld, vaihtamalla vain funktioiden u ja f
paikkaa keskendén, nédhdéén, ettd g,y + g,xx\ g On p-heikko ylagradientti funktiolle u. Koska
g, ja g, ovat minimaalisia, niin tdll6in pitee

8, < gy < g =g, melkein kaikkialla joukossa E.

Titen siis g, = g melkein kaikkialla joukossa E ja vastaavasti myds joukossa X \ E, miki
haluttiinkin naytt44. U

Seuraava hyddyllinen liimaus-lemman seuraus sanoo, etti jos funktiot yhtyvit melkein kaik-
kialla joukossa E, niin myds niiden minimaaliset p-heikot yldgradientit yhtyvit melkein kaik-
kialla samassa joukossa ([3], Seuraus 2.21).

Seuraus 3.27. Olkoon u,v mitallisia funktioita, joille kummallekin on olemassa avaruuteen
LP(X) kuuluvat yldgradientit. Mddritellddn joukko

E={x€e X :ukx) =uvx)}.

Tdlloin pdtee
g, =g, melkein kaikkialla joukossa E.

24



Todistus. Maiiritellddn
f= {u joukossa X \ E

v joukossa E.

Télldin pétee siis f = u. Lemman (3.26) nojalla funktio g, xx\ g + &,x¢ On minimaalinen p-
heikko yldgradientti funktiolle f = u. Koska my0s g, on minimaalinen p-heikko ylidgradientti
funktiolle u = f, niin tdytyy olla

8uXx\E + &xr = & melkein kaikkialla.
Erityisesti siis on g, = g, melkein kaikkialla joukossa E. O

Niéiden tulosten avulla voidaan ndyttdd minimaalisen p-heikon yldgradientin olemassaolo ([3],
Lause 2.5).

Lause 3.28. Olkoon f mitallinen funktio ja oletetaan, ettd silld on olemassa yldgradientti, joka
kuuluu avaruuteen LP(X). Tdalloin funktiolle f on olemassa minimaalinen p-heikko yldgradientti
gy € LP(X) siten, ettdi pditee

gy < g melkein kaikkialla

kaikille p-heikoille yligradienteille g € LP(X). Liscksi g p on yksikdisitteinen nollamittaista jouk-
koa lukuunottamatta.

Todistus. Madiritellaan
M = ir;f gl o)

missd infimum otetaan yli kaikkien funktion f p-heikkojen yldgradienttien.
Olkoon jono (g j);";] C LP(X) funktion f p-heikkoja yldgradientteja, joille pétee

”gj”LP(X) —- M kun j — 0.

Maiéritelldéin funktio g; = min{g,...,g;}, j € N. Lemman 3.24 nojalla g; on p-heikko ylégra-
dientti funktiolle f, ja selvisti pétee g, < g;-

Maiéritelldén g, = lim;_ g;. Dominoidun konvergenssin lauseen nojalla pitee g; — g,
avaruudessa LP(X), kun j — oco. Lauseen 3.22 nojalla voidaan liséksi todeta, ettd myds g, on
funktion f p-heikko yldgradientti. Suoraan saadaan

M < ligsll oo = lim g Il < Tim Jig; [l = M-

Olkoon g toinen p-heikko ylagradientti funktiolle /. Lemman 3.24 nojalla myds min{g,, g} on
funktion f p-heikko yldgradientti. Saadaan siis

"gf”LP(X) =M< min{gf’g}“LP(X) < ”gf”LP(X)’

mistéd nihdéin, ettd g, < g melkein kaikkialla.

Oletetaan ettid g’ on toinen minimaalinen p-heikko yldgradientti funktiolle f. Tilloin suoraan
nihdéén, ettd on sekd g, < g, ettd g, > g’ melkein kaikkialla. Lisiksi jos g’ on ei-negatiivinen
funktio, jolle pitee g’ = g, melkein kaikkialla, niin tdlloin myds g”” on p-heikko yldgradientti
funktiolle f seurauksen 3.17 nojalla, ja on selvdsti myds minimaalinen. O

25



Vaikka p-heikot yldgradientit ovatkin yleistys yldgradienteista, niin niilld on silti monia yli-
gradienttien hyvid ominaisuuksia. Niille pystytddn esimerkiksi ndyttdmain tulosidinto, eli niin
sanottu Leibnizin sddnt6. Tamin todistamiseen tarvitaan seuraavaa absoluuttiseen jatkuvuuteen
liittyvdd miadritelmad ([3], Lause 1.56).

Miiritelma 3.29 (Absoluuttisesti jatkuva p-melkein kaikilla kiyrilld). Olkoon f mitallinen
funktio, jolle on olemassa yldgradientti, joka kuuluu avaruuteen LP(X). Sanotaan ettd funktio
[ on absoluuttisesti jatkuva p-melkein kaikilla kéyrilld, merkitdin f € ACC,(X), jos yhdistetty
Junktio foy :[0,1,] = R on absoluuttisesti jatkuva p-melkein kaikille kéyrille y € T'(X).

Tulosdénnon todistamiseen tarvitaan myos seuraava pieni lemma ([3], Lemma 2.14).

Lemma 3.30. Olkoon f € ACC(X) funktio ja olkoon lisiksi g € LP(X) p-heikko yldigradientti
Junktiolle f. Tdlloin p-melkein kaikille kéyrille y : [0,1,] — X pditee

|(woy) ()| < g(y(t)) melkein kaikille t € [0, L] @)

Kddinteisesti jos g 2 0 on Borel-funktio, f € ACC,(X) ja yhtdld (4) péitee p-melkein kaikille
kayrille y @ [0,1,] — X, niin tilldin g on p-heikko yldigradientti funktiolle f.

Todistus. Oletetaan ensiksi, ettd /' € ACC,(X) ja ettd g € LP(X) on p-heikko yldgradientti
funktiolle f. Olkoon y : [0,/,] — X kéyrd, joka toteuttaa seuraavat kohdat:

1. f on absoluuttisesti jatkuva kdyrin y suhteen;

2. g on yldgradientti funktiolle f kdyrdn y suhteen;

3. kiyrille y pitee /y gds < co.

Oletuksen nojalla ensimmaéinen ja toinen niisti patee p-melkein kaikille kdyrille. Liséksi Lauseen
3.12 nojalla myds kolmas ominaisuus patee p-melkein kaikille kayrille. Lemman 3.9 (2) nojalla
kaikki nimé ominaisuudet pitevit p-melkein kaikille kayrille.

Melkein kaikille 7 €]0, 7, [ funktio foy on differentioituva pisteessd ¢ ja ¢ on Lebesguen piste
funktiolle goy. Tillaiselle ¢ pétee

) —
(ForY ] = lim 'f (rt+ )2 @) 5
1 t+h
<hm / g(r(0))dz = gy (1)), )
t

mik3 todistaa viitteen toisen suunnan.

Kédnteisesti oletetaan ettd g > 0 on Borel-funktio, f € ACC »(X) ja ettd yhtalo (4) pitee
p-melkein kaikille kiyrille y : [0, ly] — X. Olkoon y : [0, ly] — X kdiyrd, jonka suhteen
f on absoluuttisesti jatkuva ja jolle yhtdlo (4) pitee. Lemman 3.9 (2) nojalla nimd molemmat
ominaisuudet toteutuvat p-melkein kaikille kéyrille. Saadaan siis

lJ/ lY
17O = ()] < /0 \(For) (Dldi < /0 g (0)d1 = / ¢ ds,
Y

eli g on p-heikko yldgradientti funktiolle f, miki haluttiinkin ndyttd. O
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Niiden avulla voidaan todistaa niin sanottu Leibnizin sédédnto ([3], Lause 2.15).

Lause 3.31 (Leibnizin sdinto). Valitaan mitalliset funktiot u ja v ja oletetaan lisdksi, ettd se-
kd funktiolle u ettd funktiolle v on olemassa avaruuteen LP(X) kuuluvat yldgradientit. Tdlloin
Sfunktion |u|g, + |v|g, Borel-edustajat ovat funktion uv p-heikkoja-yldgradientteja.

Todistus. Koska funktiot u, v, g, ja g, ovat mitallisia, niin myds funktio g = |u|g, + |v|g, on
mitallinen, ja selvdsti on g > 0. Liséksi Lemman (2.16) nojalla on uv € ACC,(X). Olkoon
vy ¢ [0,1,] — X Kiyrd jolle (4) pitee seki pareille (u, g,) ja (v, g,) ja siten, ettd sekd u ja v
ovat absoluuttisesti jatkuvia kdyridn y suhteen. Koska kukin néisti toteutuu p-melkein kaikille
kiyrille, niin Lemman 3.9 (2) nojalla ndma kaikki pétevit p-melkein kaikille kayrille.

Pitee myos |(uoy) (1)| < g,(y(®)) ja |(voy)'(1)| < g,(y(¢)) melkein kaikille ¢ € [0, 1,]. Tallai-
selle #, merkitsemélld w = uv, saadaan

|(woy) (O] = lu(r()(woy)' (1) + v(y () (uoy) ()]
< uCy@)Ig,(r () + oy ()8, (r (1) = gy ().

Lemman 3.30 nojalla voidaan todeta, ettd g on p-heikko yldgradientti funktiolle w = uv. O

Néytetdidn tdimén osion lopuksi, ettd Newton-Sobolev-avaruudet ovat Banach-avaruuksia. Té-
hin tarvitaan seuraavaa Fugleden-lemman seurausta ([3], Lause 2.3).

Lause 3.32. Olkoon f; € LP(X) ja g; € LP(X) p-heikko yldgradientti funktiolle f; kaikille
J € N. Oletetaan lisciksi, ettd pditee sekd f; — f etti g; — g avar:uudessa L‘”(X~ ), kun j — oo,
ja ettd g on lisdksi ei-negatiivinen. Tdlloin on olemassa funktio f, jolle pdtee f = f melkein
kaikkialla, siten, ettd funktio g yldgradientti funktiolle f, eli erityisesti on f € N'P(X).

Todistus. Siirtymdlld tarvittaessa osajonoon, voidaan olettaa, ettd pitee f; — f melkein kaik-
kialla. Lemman 3.21 nojalla voidaan liséksi olettaa, ettd pitee my0Os /y g ds — fy gds € R,
kun j — oo, kaik~ille kayrille y € I'(X) \ F1,~misséi Mod,(I";) = 0.

Maidritelldén f = limsup,_, f;, jolloin f on médritelty kaikissa pisteissd avaruudessa X, ja
lisdksi madritelmén nojalla patee f = f melkein kaikkialla avaruudessa X . Midritelldin joukko
E = {x € X : |f(x)] = o}. Olkoon T', niiden kiyrien y joukko, joille g, ei ole yldgradientti
funktiolle f; kéyréin y suhteen kaikille j € N. Lemman 3.13 nojalla pitee Mod,(I';) = 0. Lem-
man 3.9 kohdan (2) nojalla puolestaan pitee Mod,(I'; UT’,) = 0, eli p-melkein kaikille kayrille
y pitee sekd /y gjds— /y gds € R, kun j — oo, ettd g; on ylagradientti funktiolle f; kidyrdn y
suhteen kaikille j € N.

Kiinnitetddn yksi tdlldinen kayrd y : [0, L] - X. Tilldin on joko y(0), y(,) € E tai

|/ (r(1,) = FrO)] < limsup | £;(r(1,) = f;(r(O)] < limSUP/g,- ds = /g ds.
14 14

j— oo j—oo

Koska joukolle E pitee médritelmén nojalla u(E) = 0, niin seurauksen 3.19 nojalla voidaan
todeta, etti funktio g todella on p-heikko yligradientti funktiolle £, mika haluttiinkin niyttda. [

Téamén avulla voidaan néyttdd, ettd Newton-Sobolev-avaruudet ovat Banach-avaruuksia ([3],
Lause 1.71)
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Lause 3.33. Avaruus N'P(X) on Banach-avaruus.

Todistus. Olkoon (u;) Cauchy-jono avaruudessa N Lp(X). Tilloin pitee u ; — @ avaruudessa
LP(X) jollekin alkiolle & € LP(X). Néytetddn ettd funktiolla &# on edustaja u , jolle pitee seka
u€e N"(X),ettdu ; — u avaruudessa N LP(X). Tdhin riittdd ndyttis, ettd pitee u € N P(X), ja
ettéd jokaisella jonon (u;) osajonolla on osajono, joka suppenee alkioon u avaruudessa N Lr(X).

Kiinnitetéén jonon (u;) mielivaltainen osajono. Merkataan kyseistd osajonoa samoilla indek-
seilld (u i) Valitaan tédstd osajonosta edelleen osajono (u jk) siten, ettd pitee

—k
”uij - ujk”vaP(X) < 27"

Olkoon g, p-heikko ylagradientti funktiolle u; ——u; ,jolle pitee

18kl oy <27 @)
Tilldin funktio -
g = Z gi
i=1
on p-heikko yldgradientti funktiolle

N-1

Z (ujk+l - ujk) =Ujy T Uy

k=1

kaikille N € N. Seurauksen 3.11 nojalla 8., +gon p-heikko ylidgradientti funktiolle
1

uj, + (ujN - ujl) =Ujy

kaikille N € N, misséd g, —on funktion u; minimaalinen p-heikko yldgradientti. Koska pitee
J1

ujk —>u Ja gujl +g - gujl +g

avaruudessa L?(X), kun k — oo, ja missi (g, + g) on vakiojono, niin Lauseen 3.32 nojalla on
J1
olemassa u siten, etti pitee u = i melkein kaikkialla, ja lisdksi 84, Tgon p-heikko yligradientti
1

funktiolle u. Tisté seuraa, ettid pitee kuuluvuus u € N Lr(X).
Huomataan ettid funktio
(o]
8k = Z gi
i=k

on méiiritelménsé nojalla p-heikko yldgradientti kaikille funktioille

k+1-1

Dy ) = g =

i=k

I € N. Koska piitee

Wy, —Uj~u—u; jJa g — &
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avaruudessa LP(X), kun I — oo, ja missd g, on vakiojono, niin Lauseen 3.32 nojalla voidaan
todeta, ettd g, on p-heikko yligradientti funktion u — u; sopivalle edustajalle. Lisiksi yhtdlon
(7) nojalla patee

gl Loex) < 2% 5 0kun k — oo,

mikd yhdistettynéd suppenemiseen u; — u avaruudessa L?(X) antaa
luj, —ullyioxy < luj, —ull ooxy + 8kl Loxy = O kun k — oo,

mikd todistaa viitteen. O

4 Lipschitz-funktioiden tiheys

4.1 Tiheys normissa

Tietyilld oletuksilla pystytdin niyttimain, ettd Lipschitz-funktiot ovat tihesissd Newton-Sobolev
avaruudessa normin suhteen. Tdmi on verrattain vahva ominaisuus, jonka voi kuitenkin saada
voimaan muutamallakin tavalla. Eris tapa, jota tissékin tutkielmassa tullaan kdyttiméén, on olet-
taa, ettd kasiteltdva avaruus on niin sanotusti tuplaava ja toteuttaa Poincarén-epayhtdlon. Pelkkd
avaruuden tuplaavuus itse asiassa riittdisi oletukseksi (katso esimerkiksi [2]), mutta Poincarén-
epdyhtdlon olettaminen helpottaa todistusta huomattavasti.

Ensimmédinen oleellinen oletus Lipschitz-funktioiden tiheydelle normissa on siis niin sanottu
avaruuden tuplaavuus ([3], sivu 65).

Miiéritelma 4.1 (Mitan tuplaavuus ja metrinen tuplaavuus). Avaruuden X mitta y on tuplaava,
Jos on olemassa vakio C,, > 1 siten, ettd kaikille palloille B(x,r) C X pditee

0 < u(B(x,2r)) < C,u(B(x,r)) < .

Metrinen avaruus X on tuplaava, jos on olemassa vakio C < oo siten, ettd jokaisen pallon
B(z,r) C X peittimiseen tarvitaan enintddn C palloa, joiden sdteet ovat %r.

Toinen kiytettdva oletus on niin sanotun Poincarén-epédyhtdlon voimassaolo ([3], Miéritelma
4.1).

Miiéritelma 4.2 (Poincarén-epayhtilo). Olkoon q > 1. Sanotaan ettd avaruudessa X pdtee
(g, p)-Poincarén-epdyhtdlo, jos on olemassa vakiot Cp; > 0 ja A > 1 siten, ettd kaikille palloille
B C X, kaikille integroituville funktioille f avaruudessa X, ja kaikille funktion f yligradien-
teille g pdtee

(][ = fal? d)e < cP,diamw)(][ ¢ dy)’,
B AB

missd fg = fB f du. Jos on A = 1, niin tdlloin sanotaan, ettd pdtee vahva (q, p)-Poincarén
epdyhtdlo.

Normitiheyden todistamiseen tarvitaan muutamia késitteitd ja tyokaluja, joista ensimmaéinen
on niin sanottu ei-keskitetty maksimaalifunktio ([3], Méairitelmi 3.10).
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Miiritelma 4.3. Olkoon (X, d, u) metrinen mitta-avaruus ja Q C X avoin joukko. Funktiolle
f € LY Q) mdidritelléicin niin sanottu ei-keskitetty maksimaalifunktio joukkoon Q kaavalla

My =sup £ 171 an

missd supremum otetaan yli kaikkien pallojen B C Q, jotka sisdltdvdt pisteen X.

Tutumpi funktio voi olla keskitetty Hardy-Littlewood maksimaalifunktio ([3], Huomio 3.11),
jaitse asiassa koska mitta y on oletuksen nojalla tuplaava, niin voitaisiin kiyttda kumpaa tahansa
funktiota. Kuitenkin ei-keskitetyn kdyttiminen tekee aputulosten todistamisista hieman helpom-
paa.

Ei-keskitetylle maksimaalifunktiolle pitee seuraava tekninen tulos ([3], Lemma 3.12)

Lemma 4.4. Funktiolle f € L'(Q) ei-keskitetty maksimaalifunktio M S’; f(x) on alhaalta puoli-
Jjatkuva joukossa € ja lisdksi sille pditee

C3
HE) < — / |f1du ja lim zu(E,) =0,
ET T—>00

missd E. = {x € Q : MSf(x) > 7).

Vield yhteni késitteend Lipschitz-funktioiden normitiheyden todistamiseen tarvitaan niin sa-
notut McShane-laajennukset, joiden avulla avaruuden osajoukossa mééritelty Lipschitz-funktio
voidaan jatkaa Lipschitz-funktioksi koko avaruuteen. ([3], Lause 5.2).

Lemma 4.5. Olkoon E C X ja f : E — R L-Lipschitz-funktio. Tdlloin funktion f yld- ja
ala-Mcshane-laajennukset

f(x)=inf (f(») + Ld(x,y)) ja f(x)=sup(f(y)— Ld(x,y)).x € X,
yeE - yeE

ovat L-Lipschitz-funktioita, joille pditee f < 7avaruudessa X, jaf=f= 7 Jjoukossa E.

4.1.1 Normitiheyden todistus

Niilld oletuksilla ja tydkaluilla voidaan todistaa Lipschitz-funktioiden tiheys Newton-Sobolev-
avaruuksissa ([3], Lause 5.1).

Lause 4.6. Olkoon X p-Poincaré-avaruus varustettuna tuplaavalla mitalla p. Tdlloin Lipschitz-
funktiot ovat tihedssd avaruudessa N “P(X) normin suhteen.

Todistus. Olkoonu € N''P(X). Todistetaan viite ensiksi tapaukselle, etti u on rajoitettu. Olkoon
g € LP(X) ylagradientti funktiolle u. Olkoon 7 > 0 ja méiritellddn joukko

E,={xeX: M"'g(x)> 1"},
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missd M *gP on médritelmin 4.4 antama ei-keskitetty maksimaalifunktio funktiolle g”. Olkoon
0< %r < p<rjax € X\ E, mielivaltainen piste. Mitan y tuplaavuudesta, p-Poincarén epiyh-
tdlostd, ei-keskitetyn maksimaali-funktion mééritelmésti ja joukon E_ midritelméstd saadaan

|uB(x,p) - uB(x,r)l < ][

lu—upppldu < C,][ |lu—uppl du
B(x,p)

B(x,r)

®)

1 1

<C'r( ][ gl du)r < C'r(M*gP(x))» < C'rr.
AB(x,r)

Saatua epiyhtilod (8) ja kolmioepdyhtilod kiyttimilld mielivaltaiselle 0 < p < r ja tarpeeksi
suurelle k € N saadaan

|uB(x,r) - ”B(x,p)| < |uB(x,r)—uB(X,r/2) + |uB(x,r/2)—uB(x,r/4)|

+...+ |uB(x,r/2") - uB(XsP)l 9
<C't(r+r/2+r/4+..)
Crr.

Tistd siis seuraa, ettd jokainen jono {up, , )}, jolle pitee r; — 0 kun j — oo, on Cauchy-jono
>
jaraja-arvo
u(x) = lgléuB(x,r)

onolemassakun x € X \ E,.

Niytetddn ettd funktio u on Cz-Lipschitz-funktio joukossa X \ E,. Olkoon x, y € X \ E, mie-
livaltaisia ja mééritelldén r ;= 21-ig (x,¥),j = 0,1.... Olkoon lisdksi By = B(x, ry). Yhtdlostd
(9) saadaan

Ji(x) - up,| < Crd(x,y)

ja vastaavasti |u(y) — u Bol < Crd(x,y). Niistd kahdesta epiyhtdlostd seuraa, ettd u on Cz-
Lipschitz joukossa X \ E.. Lisdksi funktio u voidaan jatkaa Cz-Lipschitz funktioksi koko ava-
ruuteen X kiyttamilld yla-Mcshanen-laajennusta

u (x)= inf (u(y)—-Crd(x,y)),x € X.
YEX\E,
Miairitellddn katkaistu funktio u, = max{min{u,, v}, —7}. Koska u on médritelménsé nojalla

rajoitettu, niin suurille 7 pétee |u| < 7 avaruudessa X, joten pitee u, = u = u kaikissa Lebesgue-
pisteissd joukossa X \ E_. Titi tietoa ja Minkowskin-epdyhtilod kayttdmalld suurelle 7 saadaan

i
lu—ull oy < Nl poe ) + lucllpoe ) < 27u(E)? -0, kun 7 - oo,

missi raja-arvo saadaan Lemman 4.4 avulla.

Lisdksi on u —u, = 0 joukossa X \ (E, U E), missd E on niiden pisteiden joukko, jotka eiviit
ole Lebesgue-pisteitéd funktiolle u. Seurauksen 3.11 ja Lemman 3.26 nojalla voidaan todeta, etti
(g + C71) yg g on p-heikko yldgradientti funktiolle u — u,. Koska f on mitallinen funktio, niin
on u(E) = 6, jolloin Lemman 4.4 nojalla saadaan

1
||gu—ur||Lp(x) < ||g||Lp(ET) +Cru(E;)» -0, kun 7 — oo,
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miki todistaa viitteen rajoitetuille funktioille.
Jos u on rajoittamaton, niin approksimoidaan sitd katkaistujen funktioiden

u, = max{minf{u, k}, -k}
avulla. Selvisti pétee u;, — u avaruudessa L”(X) ja
ul{x : Ju(x)] > k}) -0 kun k — .

Lemman 3.26 nojalla g y|,;-« on p-heikko ylagradientti funktiolle u — u,, joten pitee

1 1
|@Hmmm=p/mkwﬂp s(/ e tpil?)? =0 kun k> oo,
X lul>k

mikd todistaa viitteen. O

Kuten aikaisemmin todettiin, niin avaruuden tuplaavuus ja Poincarén-epéyhtdlon voimassaolo
ovat vahvoja oletuksia, ja onkin luontaista kysyi, minké kaltaiseen tulokseen piistdédn ilman néitd
oletuksia. Itse asiassa yleisen avaruuden X tilanteeseen liittyvét seuraavat avoimet kysymykset
([3], sivu 122).

Avoin kysymys 4.7. Ovatko lokaalit Lipschitz-funktiot aina tihedissi avaruudessa N (X)) nor-
min suhteen yleiselle avaruudelle X ?

Avoin kysymys 4.8. Ovatko Lipschitz-funktiot tihecissi normissa avaruudessa N'?(X), jos X
on kunnollinen avaruus?

4.2 Tiheys energiassa

Yleisessd tapauksessa Lipschitz-funktioiden normitiheys on siis epdvarmaa, mutta niille voidaan
kuitenkin ndyttdd heikompi tiheyteen liittyvi tulos. Esitelldaédn tdhin liittyen seuraavaksi niin sa-
nottu suppeneminen energissa.

Miiritelmi 4.9 (Suppeneminen energiassa). Funktiojono f; C N'P(X) suppenee funktioon
f € NYP(X) energiassa, jos seuraavat ehdot tiyttyviit:

1. Funktiot f; suppenevat funktioon f avaruudessa LP(X), eli

lim [ |f — filPdu=0.
X

i—o0

2. Funktioiden f; minimaaliset p-heikot yliigradientit g ; suppenevat funktion f minimaali-
seen p-heikkoon yldgradienttiin g ; avaruudessa LP(X), eli

| o
tim [ lg =g =0,
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On hyvid huomata heti alkuun, ettid energiassa suppeneminen on heikompaa, kuin normin suh-
teen suppeneminen. Newton-Sobolev-avaruuden funktiojono f; suppenee funktioon f normissa,
jos kaikille € > 0 1oytyy N € N siten, ettéd pitee || f — f;|[y1» < € kaikillei > N. Erityisesti tés-
td seuraa suoraan, ettd minimaaliset p—heikot yldgradientit g_ suppenevat nollaan avaruudes-
sa LP(X). Energiassa suppenemisesta puolestaan tiedetdén vain, ettd minimaalisten p-heikkojen
yldgradienttien erotus g, — g suppenee nollaan avaruudessa L(X). Melkein kaikkialla pitee
lgr— & f,~| <&y, mistd ndhdddn, ettd normin suhteen suppenemisesta seuraa energiassa sup-
peneminen, mutta kiénteinen vdite ei valttimattd pide.

4.2.1 Aputuloksia energiatiheyden todistukseen

Tarvitaan erindisid edistyneempid miiritelmii ja aputuloksia, ennen kuin Lipschitz-funktioiden
tiheys energiassa voidaan todistaa. Ensimmaisend annetaan hyodyllinen integroituvuuteen liitty-
va madritelma ([5], Mééritelma 2.6):

Miiéritelma 4.10 (Vahva p-yhtidintegroituvuus). Olkoon p € [1, oo[. Joukko F C LP(X) on
vahvasti p-yhtdintegroituva, jos seuraavat ehdot tdyttyvdt:

1. jokaiselle € > 0 on olemassa joukko E C X, u(E) < oo, jolle pditee /X\E | f|? < € kaikille
funktioille f € F;

2. supser 1l pocxy < 05

3. kaikille € > 0 on olemassa 6 > 0 siten, ettd jos on u(E) < 6, niin tdllvin pdtee

/Ifl”d/t<€
E

Kirjallisuudessa yleisempi kisite on pelkkd p-yhtdintegroituvuus, joka késittdd vain kohdan
3).

Kun p €]1, oo, niin avaruuden LP(X) refleksiivisyys takaa, ettd jokaiselle rajoitetulle jonol-
le 16ytyy heikosti suppeneva osajono. Tapauksessa p = 1 refleksiivisyyttd ei kuitenkaan voi-
da kiyttdd, mutta seuraava lause antaa yhteyden heikosti suppenevan osajonon ja vahvan p-
yhtédintegroituvuuden vilille ([8], Lause 2.54)

kaikille funktioille f € F.

Lause 4.11 (Dunford-Pettis). Kokoelma funktioita F¥ C L'(X) on jonoesikompakti heikossa
topologiassa, jos ja vain jos se vahvasti 1-yhtdintegroituva.

Edelliseen vahvan p-integroituvuuden kisitteeseen liittyy my0Os seuraava hyodyllinen suppe-
nemistulos ([8], Lause 2.24).

Lause 4.12 (Vitalin suppenemislause). Olkoon (f,) C LP(X) jono funktioita. Kyseinen jono
suppenee funktioon f € LP(X), jos ja vain jos jono suppenee mitassa funktioon f, ja on lisdksi
vahvasti p-yhtdintegroituva.
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Seuraava lemma antaa tietyn tyyppisen suppiloperiaatteen, jonka nojalla p-heikkojen yldgra-
dienttien suppeneminen pitee, jos niilli on olemassa ylhdiltd rajoittavat funktiot, jotka myos
suppenevat ([5], Lemma 2.9).

Lemma 4.13. Olkoon f;, f € NP(X), i eN, ja 8s-85 € LP(X), i € N, vastaavasti kyseis-
ten funktioiden minimaaliset p-heikot yliigradientit. Oletetaan ettd pdtee f; — [ avaruudessa
L?(X), kun i — oo ,ja ettd ettd on olemassa funktiot §; € LP(X), jotka suppenevat funktioon
gy € LP(X) avaruudessa LP(X). Tdlléin jos on g 7 < 8 niin pdtee g 5 & avaruudessa

LP(X).

Todistus. Naytetddn aluksi, ettd jono g, suppenee funktioon g, heikosti avaruudessa LP(X).
Titd varten riittdd ndyttad, ettd jokaisella jonon g » osajonolla on heikosti suppeneva osajono, joka
suppenee funktioon g,. Merkitéén yksinkertaisuuden vuoksi alkuperdisen jonon (g ) osajonoa
samoilla indekseilld, kuin alkuperdistd jonoa.

Niytetddn ensiksi, ettd jonolla g, on osajono, joka suppenee heikosti johonkin funktioon g.
Jos p > 1, niin tdmi seuraa Lauseesta 2.22 avaruuden L?(X) refleksiivisyyden nojalla.

Jos taas p = 1, niin koska &, suppenee avaruudessa L'(X), lauseen 4.12 nojalla kyseinen jono
on vahvasti 1-yhtdintegroituva. Témé yhdistettynd yhtdloon g, < g; antaa, ettd myds jono g, on
vahvasti 1-yhtdintegroituva. Lauseen 4.11 nojalla voidaan siis todeta, etté jonolla g ;. on heikosti
suppeneva osajono. Merkitddn tdtédkin osajonoa samoilla indekseilld g, . Pitee siis, ettd g, — &
heikosti avaruudessa LP(X).

Lemman 2.23 nojalla on olemassa jono konveksikombinaatioita (g;), missé

m;
&= D ilrs MiZ00 Aot Ay =1
k=i

joille pétee
g — g’”Lp(X) -0,

kun i — oo. Liséksi pitee, ettd jokainen §; on p-heikko yldgradientti funktiolle
m;
Fi= D hifin A 200 At dy, =1
k=i

Tilloin pitee siis sekid g, — &, ettid f; — f avaruudessa L”(X), kun i — oo, jolloin Lemmasta
3.32 seuraa, etti on olemassa funktio f, jolle pitee f = f melkein kaikkialla, ja jolle lisiksi g on
p-heikko yldgradientti. Lemma 3.16 takaa, ettd p-heikon yldgradientin & edustajan valinnalla ei
ole merkitystd. Tdten pitee g > g, melkein kaikkialla. Toisaalta LP-avaruuden normin alhaalta

heikosta puolijatkuvuudesta seuraa, ettéd pitee

/g"dyﬁliminf/g; d,uSliminf/gfd,u=/gf, du.
X =00 X i =00 X X

Téama yhdessd epéyhtilon § > g, kanssa antaa, ettd pitee § = g, melkein kaikkialla. Voidaan
siis todeta, ettd pitee g 78 heikosti avaruudessa LP(X).
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Todistetaan seuraavaksi, ettd suppeneminen pitee myos normin suhteen. Heikosta suppenemi-
sesta seuraa, ettd jono (g ) on vahvasti p-yhtdintegroituva. Lauseen 4.12 nojalla se siis suppenee
funktioon g, jos se suppenee kyseiseen funktioon mitassa. Téytyy siis ndyttdd, ettd pitee

limsup u({x € X : |gfl_(x) —g;(x)| >e})=0.

i— o0

Jos A C X on joukko, jolle pétee pu(A) < oo, niin epdyhtdlod 2.17 kiyttdmalla sille saadaan arvio

H{x € X :|gs(x) —g;(x)| > €}) < %/ gy — &7l du
X

1 1
=_/|gf_gf‘.|dﬂ+_/ lgs— &l dp.
€Ja €Jx\A

ddritelmdn 4.10 kohdasta (3) ja jonon g, vahvasta p-yhtdintegroituvuudesta seuraa, ettd termi

1
—/ lgr — g7l du
€ Jx\4

saadaan mielivaltaisen pieneksi, kun joukko A valitaan tarpeeksi suureksi. Ilman yleisyyden me-
netysti riittdd siis ndyttdd mitassa suppeneminen kaikille dérellisen mitan omaaville joukoille, eli
ettéd patee

lim sup u({x € A : |g;(x) = g;(x)| > e}) =0

i—oo
kaikille € > 0 ja kaikille A C X, joille pétee u(A) < oo.
Kiinnitetddn yksi tillainen joukko A C X ja e > 0. Tdlloin saadaan

u(ix € A 1g, (0 - g, >e}>s§/|gf—gfi|du
A

1
= ;(2/ (&7, — &) d/"_/(gf_gf[)d/’l>-
Aﬂ{gf,->gf} A

Koska g, suppenee heikosti funktioon g, niin pétee lim,_, / 48 — & du = 0. Koska lisdksi
pitee g < gijag —¢g 7 avaruudessa L?(X), niin saadaan arvio

i—o0 i—00

limsup/ (&7 — &) d,uslimsup/ (& —gp)du
An{gs,>gs} An{gys,>gs}

slimsup/ & — g7l du=0.
An{gfi>gf}

i—o0
Yhdistdmalld ndma kaksi raja-arvoa saadaan suoraan

limsup u({x € A : |gfl_(x) —g7(x)| >¢€}) =0,

i—oo

elig, suppenee funktioon g, mitassa. Vitalin suppenemislauseen 4.12 nojalla voidaan siis todeta,
ettd jono (g fi) suppenee funktioon g 7 avaruudessa L?(X), miki haluttiinkin todistaa. ]
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Tarvitaan myos versiota Arzela-Ascolin lauseesta ([S], Lemma 2.11).

Lause 4.14 ("Arzela-Ascoli"). Olkoon L € [0, oo[. Oletetaan ettd Y on tdydellinen metrinen
avaruus. Olkoon y, : [0,1] = Y jono L-Lipschitz kéiyrid siten, ettd jokaiselle t € [0, 1] joukko
A; = {y,(®) : n € N} on esikompakti avaruudessa Y. Tdlloin on olemassa osajono (J/nk), joka
suppenee tasaisesti L-Lipschitz kdyrddn y.

Todistus. Koska vili [0, 1] on separoituva, niin siltd voidaan valita numeroituva tihed joukko D =
{t1,13,.... }. Koska Y on oletuksen nojalla tiydellinen, niin joukon A, esikompaktiuden nojalla
jokaiselle jonolle (y,(7))), n € N, 18ytyy osajono y, (;(,), joka suppenee johonkin avaruuden Y
pisteeseen, kun j — oo.

Vastaavasti jonolle n;(j) voidaan valita osajono n,(j) siten, etti Yy j)(t2) suppenee. Induktiivi-
sesti saadaan jono Lipschitz-kdyrid y, (;), jotka midritelménsd nojalla jokainen suppenee kaikille
1;,n < k. Diagonaaliargumentilla saadaan indeksijono m(j) siten, ettd y,,;,(¢;) suppenee kaikille
t; € D.

Koska y,,.; suppenee kaikille #; € D, niin erityisesti se on Cauchy-jono kyseisille alkioille.
Téstd seuraa, ettd kaikille € > 0 ja ¢, € D on olemassa jokin N, € N, jolle pétee
€

kunm,n > N,.
Koska kaikki kéyrit y, ovat L-Lipschitz kdyrid, niin erityisesti kaikille x € [0, 1] patee

€

|7/n(s) - Yn(t)l < 3

kaikille kéyrille y,, aina kun on s,t €]x — 6, x + [, missd 6 = 3%

Vilit [x — 6, x + 6] muodostavat vilin [0, 1] avoimen peitteen. Koska [0, 1] on sekd suljettu
ettd rajoitettu, niin erityisesti se on kompakti. Voidaan siis valita dérellinen maéira viélejd Jx; —
0,x; +06l[,....1x; — 6, x5 + 6[, jotka my0s peittavit vilin [0, 1].

Koska joukko D on tihed, niin on jokaiselle vilille ]x; — 6, x; +6[, j € {1, ..., J }, 16ytyy jokin
vy € D, jolle pitee vy Elx; — 0, x; + o[. Médritellaan K = max{k(1), ..., k(J)}. Erityisesti
kaikille x € [0, 1] on olemassa jokin j € {1,....,J} ja vy € D k() €L, ... K siten, etti pitee
X, Uiy E€]x ;= 0,x i+ o[. Médritelldin N = max{N,,..., Ng}. Kolmioepdyhtdlod kdyttimalla
saadaan

|)/n(X) - Ym(x)l < |Yn(x) - yn(tk(J))l + |yn(tk(j)) - ym(tk(j))l + |ym(tk(j)) - Ym(x)l <eg,

kaikille m,n > N. Jono y, on siis tasaisesti Cauchy kaikille x € [0, 1], jolloin tasaisen Cauc-

hyn kriteerion nojalla voidaan todeta, ettéd jono (y,) suppenee tasaisesti kdyrdin y. Lisdksi koska

kéyrit y, ovat jatkuvia, niin tasaisesta suppenemisesta seuraa, ettd myos kéyrd y on jatkuva.
Olkoon x{, x, € [0, 1]. Tasaisesta jatkuvuudesta saadaan

dy (y(x,). dy (x2)) = lim dy (g, (1)s 1y (62)) < Llxy = x5,

eli my0s raja-arvo kéyrd y on L-Lipschitz, kuten haluttiinkin. O
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Seuraava approksimointitulos sanoo, ettd jokaista ei-negatiivista p-integroituvaa funktioita
voidaan approksimoida vihenevilld jonolla alhaalta puolijatkuvia funktioita ([10], sivu 113).

Lause 4.15. [Vitali-Carathéodory] Olkoon (X, d, ) metrinen mitta-avaruus ja olkoon lisdksi
1 < p < 0. Jokaiselle funktiolle f : X — [0,00], f € LP on olemassa pisteittdin vihenevd
Jjono (g;) alhaalta puolijatkuvia funktioita, jotka on mdidritelty avaruudessa X, joille pditee f <
giv1 < g jag — [ avaruudessa LP(X).

Todistus. Olkoon f : X — [0, 0], f € LP(X). Olkoon (¢); jono ei-negatiivisia yksinkertaisia
funktioita, jotka suppenevat pisteittdin funktioon f. Kirjoittamalla funktio f muotoon

=0+ Z(% - ®i_1)
i=2

ndhdiin, ettd f voidaan itse asiassa kirjoitaa muodossa

f= Z a4;XE;
j=0

missd ay = oo, a; €]0,0[,j €N, ja Ej C X on mitallinen joukko kaikille j =0, 1,2, ....
Kiinnitetddn e > 0. Borel-sdénnollisyyden nojalla jokaiselle j € N voidaan valita avoin joukko
U; D E; siten, ettd pitee
uU;) < u(E;) + €”2_”’a;p.

Valitaan lisdksi jono avoinmia joukkoja V; O E, siten, ettd pitee
//‘(Vj ) < eP—ip

kaikille j € N. Tilloin alhaalta puolijatkuvalle funktiolle

(o) (o)

8c = Zaj}(Uj +Z/¥VI

j=1 j=1

pétee sekd f < g, koko avaruudessa X, etti
- [ 1
lge = £ll, < DS auU; \ E)e + Y u(V;)r < 2e.
j=1 j=1

Koska € > 0 oli mielivaltainen, niin ottamalla jono (e;), €, > 0, jolle pitee ¢, — 0, kun k — oo,
saadaan jono g, alhaalta puolijatkuvia funktioita, jotka approksimoivat funktioita f mielivaltai-
sella tarkkuudella. Jonosta saadaan lisidksi viheneva ottamalla minimi min{ 8e,> 8e, }, miki antaa
lopullisen jonon, silld alhaalta puolijatkuvien funktioiden minimi on myds alhaalta puolijatku-
va. U
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4.2.2 Approksimoiva Lipschitz-funktio

Lipschitz-funktioiden tiheyden energiassa osoittamiseen tdytyy rakentaa sopivat ominaisuudet
omaava funktiojono. T4td ennen tiytyy esitelld joitain tarvittavia késitteita.

Diskreetti polku P metrisessé avaruudessa (X, d) on pistejono P = (py, ..., p,), jossa p;, € X
kaikille k = 0, ..., n, n € N. Polun suurin vilin pituus médritelld4n kaavalla

Mesh(P) = max  d(pg, Pryr)
k=0,...,n—1
halkaisija kaavalla
diam(P) = H/lc%x d(py. 1)

ja pituus kaavalla
n—1

Len(P) = Z d (P> Pr+1)
k=0

Merkitéddn ettd p € P, jos 16ytyy indeksi k = 0, ..., n, jolle pétee p, = p.

Liséksi kirjoitetaan P C U joukolle U C X, jos p, € U kaikille k = 0, ..., n. Merkitddn myos,
ettd P C Q, jos polun P pisteet muodostavat polun Q ehein osajonon, eli toisin sanoen, etti on
P = (py,....0,,) ja O = (qy, ----q,),m < n jaon olemassa ei negatiivinen 0 < s < n — m siten,
ettd g, = py kaikille k = 0, ..., m. Till6in sanotaan, ettd polku P on polun Q osapolku.

Kiinnitetyille 6 > 0 ja suljetulle joukolle A C X sanotaan, ettd diskreetti polku P = (p,, ..., p,,)
on (0, A, x)-kelvollinen, jos pétee Mesh(P) < 6, py € A ja p, = x. Kaikkien néiden kelvollisten
diskreettien polkujen joukkoja merkitdan P(é, A, x).

Seuraavaksi muodostetaan tarvittavat Lipschitz-funktiot ja kidyddéin ldpi niiden tirkeimmiit
ominaisuudet, joita tullaan tarvitsemaan ([5], Lemma 2.13).

Lemma 4.16. Olkoon M > 0,6 > 0 vakioita, f : X — [0, M] funktio, A C X suljettu joukko,
ja g : X — [0, co[ jatkuva ja rajoitettu funktio. Tdllin funktiolla

n—1

f = min{ M, inf + d(p,,
f=min(M,  inf = @0 ;)g(pk) (Prs Prs))

on seuraavat ominaisuudet:
1. f: X —>[0,M];
2. kaikille x € A pitee 0 < f < f(x);
3. jos x € A ja f(x) =0, niin tdlloin on f(x) =0,
4. kaikille x,y € X, joille on d(x, y) < 6, pdtee

|70 = 7] < max{g(x), g(»)}d(x, );

5. lip,[f1(x) < g(x) kaikille x € X;
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6. fonmax{Mé!,sup, Xg(x) }~Lipschitz-funktio.

Todistus. 1. Koska jokainen méiritelmissé esiitynd infimumin termi on ei-negatiivinen, niin
my0s funktio f on suoraan médritelmin nojalla ei-negatiivinen. Lisédksi se, ettd pitee
f(x) £ M kaikille x € X seuraa suoraan mairitelmastd, koska minimin toinen termi
on M.

2. Olkoon x € A. Koska triviaali polku P = (x, x) on my®0s (6, A, x)-kelvollinen, niin pitee
() < (0 + g(x)d(x,x) = f(x).

3. Olkoon x € A. Kohtien (2) ja (1) nojalla saadaan, ettd on 0 < f<fx)=0.

4. Olkoon x, y € X mielivaltaisia pisteiti, joille pitee d(x, y) < 6 ja olkoon P = (p,, ..., p,)

mielivaltainen (6, A, x)-kelvollinen polku.

Muodostetaan (6, A, y)-kelvollinen polku Q = (qy, ..., g,,1) asettamalla g, ; = yjagq; = p;
kaikille i € {0, ..., n}. Téstd saadaan

n—1

FO) < fao) + Y, 8a)d (@ dsr) = f(@0) + D, 8@)d(gyo drar) + g (x, ).
k=0 k=0
Ottamalla infimumin yli kaikkien (6, A, x)-kelvollisten polkujen ja ottamalla myds mini-
min luvun M kanssa, niin pétee FfO) < f(x)+g(x)d(x, y). Tekemilld sama paittelyketju,
mutta vaihtamalla lukujen x ja y roolit, sadaan haluttu epéyhtilo.

5. Valitaan pisteet x, a, b € X. Kéyttdmailld sekd kohtaa (4) pisteisiin a ja b saadaan

(a) - F ()]

d@.b) < max{g(a), g(b)}.

Ottamallaraja-arvot a, b — x, kdyttdmalld funktion g jatkuvuutta ja asymptoottisen Lipschitz-
vakion méiritelmaad saadaan

lip,[f1(x) < max{g(x), g(x)} = g(x).

6. Olkoon L = max{Mé~!, sup,cx &)} jax,y € X.Jos on d(x,y) < 6, niin kohdasta (4)
saadaan, ettd pitee | f(x) — f»| < Ld(x,y). Toisaalta jos on d(x,y) > 0, niin télloin
kohdan (1) perusteella pitee

If(x) = fO) < M < M&7'd(x,y) < Ld(x, y).
]

Ensiksi tidytyy kuitenkin selventiisi, miti tarkalleen tarkoitetaan kun sanotaan, etti diskreetit
polut P’ suppenevat kohti kiyrii y.

Koska kisitellddn kunnollista avaruutta X, niin kyseisessd avaruudessa ylempidnd miéritelty-
jen diskreettien polkujen pisteitd ei valttamattd voi yhdistid janoilla avaruudessa X. Tdmén on-
gelman ratkaisemiseen tarvitaan niin sanottua Frechetin upotuslausetta, jossa X upotetaan iso-
metrisesti Banach-avaruuteen. ([10], sivu 106).
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Lause 4.17 (Frechetin upotuslause). Jokaiselle metriselle avaruudelle (X, d) on olemassa iso-
metrinen kuvaus F . X — £*(N).

Tidmén tuloksen avulla avaruus X pystytdin tavallaan samaistamaan kuvan F(X) C [®(N)
kanssa.

Osajoukolle A C X jaa € A, pisteen x etdisyys joukosta A saadaan kaavalla d(x, A) =
inf ,c 4 d(x, a). Médritelldéin seuraavaksi niin sanotut lineaarisesti interpoloivat kéyrét.

Mairitelmé 4.18. Jos P = (py, ..., p,) on diskreetti polku, niin mddritellddn sen lineaarisesti
interpoloiva kéyrd seuraavasti: Jos Len(P) = 0, niin mddiritelldcdn yp : [0, 1] = £%°(N) asetta-
malla y(t) = pg kaikille t € [0, 1]. Jos Len(P) > 0, niin mddrittelldidin jono interpoloivia aikoja
Tp = (g, ..., 1,) asettamalla ty = 0 ja

k-1

ty = d(p;,piy1)/Len(P) kun k =1, ....n.
i=0

Ndiden avulla voidaan mddritelld kéyrd yp @ [0,1] — £ paloittain lineaarisesti interpoloi-
malla avaruudessa £ seuraavasti: asettamalla yp(t;) = py jakunont € [t;,t, q1jat . > 1,
niin asetetaan

(0 =t = 1P = W1 = DPps) 1)
Tarvitaan seuraavaa lineaarisiin kdyriin liittyvii lemmaa ([5], Lemma 2.15).

Lemma 4.19. Jos P on diskreetti polku ja y p sen lineaarisesti interpoloiva kéyrd, niin tdlloin y p
on Len(P)-Lipschitz, jonka nopeus on vakio, Len(P) = Len(yp) ja kaikille t € [0, 1] on olemassa
piste p € P C X siten, ettd pdtee d(yp(t), p) < Mesh(P).

Sanotaan etti jono diskreetteji polkuja (P') suppenee kilyrédin y : [0,1] — X, jos sen lineaa-
risesti interpoloiva kéyri y p; suppenee tasaisesti kiyrién y ja lim,_,  Mesh(P") = 0.

1= 00

Tarvitaan myos seuraavaa suppenemiseen liittyvéa tulosta ([5], Lemma 2.16).

Lemma 4.20. Olkoon (X,d) kompakti metrinen avaruus, ja (P') on jono diskreettejci polku-
ja avaruudessa (X ,d), joille péitee lim,_, ., Mesh(P") = 0 ja sup;cy Len(P) < oo. Télldin on

=00
olemassa osajono i, siten, ettd jono (P') suppenee kéyrdcdny : [0,1] — X.

Todistus. Olkoot yp: : [0,1] = £°(N) diskreettejd polkuja P’ vastaavat lineaarisesti interpoloi-
vat kéyrit ja merkitddn L = sup;cy Len(P’) < co. Lemman 4.19 nojalla jokainen kéyrd yp: on
L-Lipschitz. Olkoon ¢ € [0, 1] ja mééritellddn joukko A, = {ypi(t) : i € N}

Niytetéddn ettd joukko A, on tdysin rajoitettu. Olkoon ¢ € [0, 1] médritelldéin joukko A, =
{ypi(?) : i € N}. Kiinnitetdsn 6 > 0 ja N € N siten, ettd kun i > N, niin pitee Mesh(P') < §.
Maidritellddn joukko K = X U {yp1(?), ..., ypn (1) }. Néytetdiin ettd pitee d(a, K) < 6 kaikille a =
ypi(t) € A;. Kuni < N, niin tdmé seuraa vilittomisti joukon K médritelméstd. Kun taas i > N,
niin Lemman 4.19 nojalla on olemassa p' € P’ siten, etti piitee d(ypi(?), p') < Mesh(P) < 6.
Koska p' € X, niin pitee d(ypi(t), K) < d(ypi (1), X) < 6.

Joukko K on miiritelménsé nojalla kompakti, eli erityisesti se on tédysin rajoitettu. Voidaan
siis 16ytéd pisteet x, ..., x,, € K siten, ettd pitee K C Ujj‘i ,B(x;,6). Yhdistamélld tdmd tietoon,
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ettd on d(a, K) < 6 kaikille a = ypi(t) € A,, saadaan kuuluvuus A, C Uj]‘ilB(xj,Zé), miké
todistaa joukon A, tdyden rajoittuneisuuden. Koska avaruus /*(N) on Banach-avaruus, ja kos-
ka tdydellisen avaruuden osajoukko on tdysin rajoitettu jos ja vain jos se on esikompakti, niin
erityisesti joukko A, on esikompakti joukko.

Lauseen 4.14 nojalla on olemassa osajono (¥ pi, ), joka suppenee tasaisesti kiyrédiny : [0, 1] —
Z(N). Riittdd endd niyttdd, ettd kyseisen kiyrin kuvajoukko kuuluu avaruuteen X. Lemman 4.19
nojalla kaikille € [0, 1] patee

d(y(),X) < limsupd(ypi, X) < lim Mesh(P") = 0,
I1— 00

i—o0
eli kédyrin y kuvajoukko todella kuuluu avaruuteen X. O

Seuraava tekninen tulos antaa tavan hallita alhaalta puolijatkuvan funktion kéyrdintegraalia
ylhailta kisin ([S], Lemma 2.19).

Lemma 4.21. Olkoon g : X — [0, oo] alhaalta puolijatkuva funktio ja oletetaan lisdksi, et-
td jatkuvien funktioiden g; : X — [0, oo] muodostama jono (g;) on kasvava ja ettd se suppe-
nee pisteittiin funktioon g. Jos (P' = (pf), wes p;(l.))) on jono diskreetteji polkuja, joille pditee
sup;en Len(P') < oo ja jotkaa suppenevat kéyréidin y : [0,1]1 = X, niin tilléin pdtee epdyhtdilo

n(i)—1
/yg ds < lim inf Z & (PAd(Dy, P, )-
k=0

Todistus. Olkoot y p; diskreettien polkujen P’ interpoloivat kéyrit ja olkoon L = sup;cy Len(P?).
Lauseen 2.14 nojalla jokainen g; : X — R voidaan jatkaa jatkuvaksi funktioksi g; : £*°(N) —
R koko avaruuteen £*°(N). Liséksi muodostamalla lopulliset jatkofunktiot §; rekursiivisesti ja
ottamalla maksimin, saadaan koko avaruudessa médritellyt jatkuvat funktiot,

§i+1 = maX{gi,giH},

Joille myos pitee g; < g; kaikille i < j. Merkitéén yksinkertaisuuden vuoksi niitd lopullisia
jatkofunktioita g;,i € N.

Jatketaan funktio g koko avaruuteen £ kaavalla g(x) = lim,_,  g;(x), missd x € Z%(N).
Koska (g;) on kasvava jono jatkuvia funktioita, niin tésté seuraa, ettdi funktio g on alhaalta puoli-
jatkuva. Merkitdén yksinkertaisuuden vuoksi jatkettuja funktioita samalla symboleilla, kuin al-
kuperiisid funktioita.

Kiinnitetiin indeksi i € N. Koska jono yp; suppenee miiritelmén nojalla tasaisesti kdyrédin y,
kun j — oo, niin téten joukko K C £, joka muodostetaan ottamalla yhdiste kdyrien yp;, j € N
jay kuvista, on kompakti. T4ten joukossa K funktio g; on tasaisesti jatkuva.

Kiinnitetdsin e > 0. Koska g;|x on tasaisesti jatkuva, niin mééritelméin nojalla on olemassa
6 > 0 siten, ettd jos on x, y € K, joille patee d(x,y) < 8, niin télldin on |g;(x) — g;(»)| < €/L.
Valitaan tarpeeksi suuri N siten, ettdi Mesh(P/) < § jokaiselle j > N.Jos Tp; = (tj s eees tfl (j)) on
jono interpoloitavia aikoja diskreeteille polulle P/, niin tilldin

d(ypi (1), p}) < Mesh(P’) < 6,
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jokaiselle € [,

k+1]’ missd k =0, ..., n(j) — 1. Tidten jokaiselle j > N saadaan

n(j)—1
| / gds— Y &w)dw.p,,)|
k=0

Ypi
n(n 1 -1
Y[ mas= ¥ oawiolol,)
Ypil ,j t/ N k=0
n(J) 1 '
- / 0= 50)) ds|
¥pil r/ J
n(n 1 '
= / |<g,»(->—gl-<p§€)>| ds
Ypil ,J t/

Len(P/)e/L S €,

missi viimeiselld rivilld kéytettiin tietoa Len(P/) = Len(y p,), miké seuraa Lemmasta 4.19. Kos-
ka e > 0 oli mielivaltainen, niin ottamalla raja-rvo j — oo saadaan

n()-1
lim| [ g ds- Y &pdpy.p, )l =0
k=0

Ypi

Kiéyttdmillad edelld saatua tulosta, kiyrdintegraalien alhaalta puolijatkuvuutta ja sitd, etti on g; <
g; kun i < j, saadaan jokaiselle i € N

n(j)—1
/gi ds < liminf/ g; ds = liminf Z gi(pjc)d(pi,pi 1)
y ) Ypi j—ooo =0 +
n(j)-1

.. j joJ

Ottamalla raja-arvot i — oo ja kdyttdmilld monotonisen konvergenssin lausetta yhtdlon vasem-
malle puolella saadaan haluttu tulos. O

Energiatiheyden todistus tulee suurelta osin pohjautumaan seuraavaan lauseeseen ([3], Huo-
mio 2.23).

Lause 4.22. Olkoon f : X — [0, M] funktio, jolle pditee f|x\ B(x.R) = 0, joillekin M >
0,R > 2, xy € X. Oletetaan lisdiksi, ettdi kyseiselle funktiolle on olemassa alhaalta puolijatkuva
yldgradientti g, : X — [0, 00]. Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen ja y,p(x) = max{0, min{1,2R —
d(xg, x)}}. Talloin kaikille € > 0 on olemassa kompakti joukko K C X, jolle pditee u(B(x(,2R)\
K) < €, ja jono rajoitettuja Lipschitz-funktioita (f,),n € N, joille pditee

1. 0 L f,(x) £ f(x) kaikille x € K,

2. lip, f,(x) £ g/(x) + oy, g(x) kaikille x € X, ja
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3. f,(x) = f(x) kaikille x € K.

Todistus. Lauseen 2.7 nojalla voidaan valita kompakti joukko K C B(xy,2R) siten, ettd on
U(B(x(,2R) \ K) < €, jaliséksi funktio f|g on jatkuva. Miéritelldén siis apufunktio

Yrr(x) = max{0, min{1,2R — d(xy, x)}}.

Koska oletuksen nojalla on R > 2, niin pétee yyg|p(x,3r/2) = 1 Ja Warlx\B(x,2r) = 0. Méiri-
tellddn apufunktiota kayttdmalld funktio

g, (x) = g1(x) + oy g(x).

Koska sekd funktio g, ettd oy, r(x) ovat alhaalta puolijjatkuvia, niin erityisesti myds g, on al-
haalta puolijatkuva.

Lauseen 2.13 nojalla voidaan 10ytdd kasvava jono rajoitettuja ja jatkuva funktioita (g,),n € N,
Jjotka suppenevat funktioon g, ja joille pitee 0 < g,, < &, < g, kun m < n. Miiritelld4n funktiot

gn(x) = gn + O-WZR(X)'

Suoraan tédstd midritelmisti saadaan, ettéd pitee g,, < g,, kunm < n,0< g, < g, jaetti g,
suppenee pisteittdin funktioon g, kunn — oo. Miéritellddn suljettu joukko A = KUX\ B(x, R).
Koska seki funktio f/|g, ettd funktio f| x\ p(x,, gy Ovat jatkuvia, niin erityisesti myos funktio f 4
on jatkuva.

Miiritelldédn jokaiselle n € N funktio f, kaavalla

N-1
fux) =min {M, inf f(po)+ ];) 8, (P)APis D)}

missi infimum otetaan yli kaikkien (n~!, A, x)-kelvollisten polkujen (Pgs s D)

Koska g, on médritelménsi nojalla rajoitettu ja jatkuva kaikille n» € N, niin voidaan kayttad
Lemmaa 4.16. Kyseisen lemman kohtien (1) ja (6) nojalla voidaan todeta, ettd funktio f, : X —
[0, M] on Lipschitz-funktio kaikille n € N. Liséksi funktioiden g, mééritelméin ja Lemman 4.16
kohtien (2) ja (5) nojalla funktiolle f,, pitee

0< fulk < flk»

eli kohta (1) toteutuu, ja
lip,[f,] < &, < &6

eli my0s kohta (2) toteutuu. Lisdksi Lemman 4.16 kohdan (3) nojalla saadaan, etté pétee f,(x) =
0 kaikille x € X \ B(x,, R). Niistd saadaan siis, ettd pitee f, € LIP,(X).

Oletetaan kohdan (3) todistamiseksi, ettd 10ytyy piste joukosta K C B(x,, 2R), jossa pisteittdin
suppeneminen ei toteudu. Néytetddn ettd timén vastaoletuksen avulla I6ydetdin kidyrd y, jolle
pitee

Fr) = f(r(0) > /gg ds,

4
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miki olisi ristiriita, silld g, on yldgradientti funktiolle f. Kiinnitetéén siis piste x; € K C
B(x,2R), jolle pisteittdinen suppeneminen ei toteudu.

Kun m < n, niin pétee siis g,, < g,. Erityisesti pitee myos f,, < f, kaikille x € X, koska
jokainen (n~!, A, x,)-kelvollinen polku on myds (m~!, A, x,)-kelvollinen. Jono (£, (x,)),n € N,
on siis kasvava. Lemman 4.16 nojalla pétee siis f,(x;) < f(x;) kaikille n € N. Erityisesti
koska kyseessi on kasvava ja rajoitettu jono, niin raja-arvo lim,_, . f,(x;) on olemassa. Koska
oletuksen nojalla kyseinen raja-arvo ei ole f(x;), niin on olemassa vakio 6 > 0, jolle pitee
lim,_, o, f,(x;) < f(x;) = 6.

Koska oletuksen nojalla on f(x) < M, niin pitee f,(x;) < M — § kaikille » € N. Funk-
tioiden f,(x) médritelméstd saadaan diskreetit polut P" = (P, ..., P]'\’j ), jotka ovat (n~!, A, xp)-
kelvollisia, ja joille pitee ’

N,—1

Fo+ Y &AL, ) < f(x) =2 <M. (10)
K=0

N[O

Jos polku on (n~!, A, x1)-kelvollinen, niin pitee siis pg € A,Mesh(P") <n~!ja p’]’vn = Xx;.
Olkoon Q" = (g, ..., q?’wn) suurin polun P" osapolku, jolle pétee q;“wn =X ja

Q" C B(xy,3R/2).

Niytetiin ettd polku Q" on (n~!, A, x,)-kelvollinen ja toteuttaa epiyhtilon (11) alla. Koska Q" C
P, niin vilittdmésti saadaan, etti pitee Mesh(Q") < n~!. Lisiksi suoraan miiritelmin nojalla
an” = x;. Riittdd siis ndyttdd, ettd pitee g € A.

Jos Q" = P", niin selvisti Q" on (n‘l,A,xl)-kelvollinen. Lis#ksi on f(qg) = f(pg) ja alla
oleva epdyhtild (11) toteutuu. Oletetaan ettd kuuluvuus Q" C P”" on aito. Koska R > 2, niin
Mesh(P") < 1 £ R/2 ja koska Q" on suurin osapolku, jolle kuuluvuus pétee, niin tiytyy olla
q(’)’ € B(xy,3R/2)\ B(xy, R). Onsiis q(’)’ € AjaQ"onyhi (n~!, A, x)-kelvollinen. Lisiksi koska
funktio f* on kannatettu pallossa, niin pdtee 0 = f(q,). Téstd ja epéyhtélostd (10) saadaan

N,—1 N,—1

@D+ Y elahdal i) < FED+ Y, .dwl by )
K=0 K=0 (11)

<f@-SsMm.

Niytetiidn ettd jono (Q") toteuttaa Lemman 4.20 oletukset, jolloin kyseiselld jonolla on osajono,
joka suppenee johonkin kayréddn.

1. Koska avaruus X on kunnollinen, niin erityisesti suljettu ja rajoitettu joukko B(x,,2R) on

kompakti. Koska diskreeteille poluille Q" pitee Q" C B(xy, 2R), niin lemman kompakti-
vaatimus tayttyy.

2. lim,_,  Mesh(Q") = 0: Suoraan saadaan, etté pitee
lim Mesh(Q") = lim n~' =0,
n—00 n—oo

koska Q" on (n~!, A, x1)-kelvollinen.
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3. sup,eny Len(Q") < oo: Kiinnitetddn n € N. On siis g,(x) = g,(x) + oy,pr(x), Q" C
B(xy,3R/2) ja R > 2. Funktion y, z(x) méédritelmén nojalla patee y, z(x)| B(x3R/2) = 1.
Tastd seuraa, ettd jokaiselle ¢ € Q" pitee g,(q) > o kaikille ¢ € Q". Kéyttdimilld epayh-
tdl64 (11) ja asettamalla Ly = 6~! M saadaan

M,—1
Len(@) =0"" ) od(g}.q},)
k=0

M, -1
<o U (fah+ Y, gula)d@lal, ) < Lo,
K=0

kaikille n € N.

Lemman 4.20 nojalla on siis olemassa jonon (Q") osajono (Q"), joka suppenee kdyrddn y :
[0,1] - X.

Koska qg" € A, A on suljettu ja lisdksi pitee lim, _, qgk = y(0), niin pitee y(0) € A.
Samaten ndhdéén, ettd on y (1) = x,. Koska f| , on jatkuva, niin pitee f(y(0)) = lirnnk_)oo f (qg").
Koska kasvava jono (g,),n € N, suppenee pisteittdin funktioon g, niin kéyttimélli Lemmaa
4.21 diskreetteihin polkuihin Q", kiyrédén y ja funktioihin g, ja g., sekd lisdksi epdyhtilod (11),
saadaan, etti pitee

M,—1

fr(©0) + /ge ds <liminf f(qy) + 2 gi(ad(qy a;) < fr(1) - g-
14 k=0

Tistd saadaan siis
Sr) - fx©0) > /gg ds,
v
miké on ristiriita, silld g, on miéritelménsé nojalla funktion f yldgradientti. Voidaan siis todeta,
ettd jokaiselle x € K pitee lim,_, ., f,,(x) = f(x), eli kyseinen pisteittdinen suppeneminen on
voimassa. O

4.2.3 Energiatiheyden todistus

Niiden tulosten avulla pystytddn todistamaan Lipschitz-funktioiden tiheys energiassa. Lausee-
seen voidaan myos helposti liittdd lisdosa, joka sanoo, ettd myos kyseisten Lipschitz-funktioiden
asymptoottiset Lipschitz-vakiot lip,[ f, ] suppenevat funktion f minimaaliseen p-heikkoon yli-
gradienttiin.

Lause 4.23. Olkoon X kunnollinen metrinen avaruus. Olkoon p € [1, | ja u Radon-mitta, joka
on positiivinen ja ddrellinen jokaisella pallolla B C X. Jos f € N“P(X), niin on olemassa jono
rajoitetun kantajan omaavia Lipschitz funktioita f, € LIP,(X) C N Lp(X) siten, ettd seuraavat
kohdat ovat voimassa.

1. Funktiot f, suppenevat funktioon f avaruudessa LP(X), eli

iim [ 17 = £,” au =0.
n—>oo X
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2. Funktioiden f, minimaaliset p-heikot yldgradientit g ; suppenevat funktion f minimaali-
seen p-heikkoon yldgradienttiin g avaruudessa LP(X), eli

| o
tim [ ey = g, P =0.

3. Funktioiden f, asymptoottiset Lipschitz-vakiot lip [ f,] suppenevat funktion f minimaali-
seen p-heikkoon yldgradienttiin g ; avaruudessa LP(X), eli

im [ lgy lip P = .
X

n—>o0

Oletusta ettd avaruus X on kunnollinen, voitaisiin itse asiassa heikentid, olettamalla sen sijaan,
ettd avaruus X on tdydellinen ja separoituva ([5]). Tdma vahvempi oletus kuitenkin yksinkertais-
taa todistusta.

Lause 4.23 yleiselle funktiolle f € N'»(X) saadaan johdettua tapauksesta, jossa funktion f
oletetaan olevan ei-negatiivinen, rajoitettu ja lisdksi kannatettu pallossa.

Lause 4.24. Olkoon f € N'“P(X) funktio, jolle pitee f : X — [0, M] jollekin M > 0,
ja f|X\B(x0,R)=0 joillekin x, € X, R > 2. Tilloin on olemassa jono (f,) rajoitetun kantajan
omaavia Lipschitz funktioita, jotka toteuttavat Lauseen 4.23 vaatimukset.

Todistus. Kiinnitetddn e €]0, 1[. Lauseen 2.7 ja Radon-mitan yu sisdsdannollisyyden nojalla voi-
daan valita kompakti joukko K C B(x,,2R) siten, ettéd pitee

H(B(xp,2R)\ K) < e(2M)™? (12)
jalisdksi f| on jatkuva. Olkoon ¢ €]0, 1[ siten, ettd pitee
u(B(x, 2R))oP < €472 (13)

Lemman 3.20 ja Lauseen 4.15 nojalla funktiolle f voidaan valita alhaalta puolijatkuva ylégra-
dientti g siten, ettd pétee

/ gy — 817 dy < 4™, (14)
X

Lauseen 4.22 nojalla on olemassa jono rajoitetun kantajan omaavia Lipschitz-funktioita (f,,) C
LIP,(X), joille pitee

1. 0< £, < f(x) kaikille x € X,
2. lip,[f,](x) < g; + oy, kaikille x € X ja
3. lim,_, f,(x) = f(x) kaikille x € K.

Miiritellddn joukko A = KU B(x,, R). Koska sekd f|g ettd f| x\ p(x,, r) Ovat jatkuvia, niin myos
funktio f|, on jatkuva. Koska A \ K C X \ B(x(, R), niin pitee f,(x) = f(x) = 0 joukossa
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A\ K. Koskaon f,, f : X — [0, M], niin pisteittdisestd suppenemista saadaan dominoidun
konvergenssilauseen avulla, etti tarpeeksi suurille n € N pitee

/Ifn—fl"du=/|fn—f|”dus§.
A K

Pitee siis f,(x) = f(x) = 0 kaikille x € X \ B(x,, R) ja f,(x), f(x) € [0, M] kaikille x €
B(xy, R) \ K. Koska on X = A U (B(x(, R) \ K), niin epdyhtilod (12) kayttimailla tarpeeksi
suurille n € N saadaan

/If—fnl”dﬂ=/|f—fn|"du+/ = fulP du
b A B(xg. R\K
< % + MPu(B(xy, R)\ K) < c.

Funktiojono (f,,) toteuttaa siis Lauseen 4.23 kohdan (1).
Liséksi kdyttimalld epdyhtaloitd (13) ja (14) saadaan, ettd funktiolle g, = g,(x) + oy, r(x)
pitee

/ lge —g71Pdpu = / 81(X) + owrr(x) — g1 dp
X X
< / lg1 — g71°du + u(B(xy, 2R))c”
X

<ed™ ed™ <.

Suoraan asymptoottisen Lipschitz-vakion médritelméstd saadaan minimaaliselle p-heikolle yl&-
gradientille arvio
&r, = lip,[f,1(x) < g + oyrpr(x) = g,

kaikille x € X. Diagonaaliargumentilla kun n — oo ja € — 0, saadaan jono (f,), jolle pétee

i [ 17 = 7.7 du =0
e=0 Jx
jajono (g.), jolle pitee

lim/ lge —g71Pdu =0
e—0 X

kaikille x € X. Lemmasta 4.13 seuraa, etti pitee seka

lim/ lgs — g/ |Pdu=0
e—0 X €

ja

etta
lim/ lg; = lipLf.11Pdu =0,
=0 Jx

eli funktiojono (f,) toteuttaa myds Lauseen 4.23 kohdat (2) ja (3), mik todistaa véitteen tapauk-
sessa, jossa funktio f on ei-negatiivinen, rajoitettu ja kannatettu pallossa. O
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Kéayttdmalla Lemmaa 4.24 voidaan todistaa my0s yleinen tapaus eli Lause 4.23.

Lauseen 4.23 todistus. Olkoon f € N 'P(X) mielivaltainen funktio. Osoitetaan ensin, etti funk-
tion f voi olettaa olevan ei-negatiivinen. Kirjoitetaan se muodossa f = f, — f_, missid f, =
max{ f,0} ja f_ = max{—f,0}, f, € NP Tillsin Lauseen 3.27 nojalla pitee 8 =8 8 -
Jos Lause 4.23 on tosi funktioille f,, niin tdlloin funktioille f, ja f_ voitaisiin 10ytdd jono
funktioita (f1),(f") € LIP,(X), joille pitee lip,[f] — g, avaruudessa LP(X). Madritel-
ldgdn f, = fi — f". Tilloin asymptoottisen Lipschitz-vakion médritelméstd seuraa, ettd pitee
g, < lip,[f,] < lip,[£2] + lip,[f"]. Koska lip,[f"] + lip,[f"] > g;, + g; = g; avaruu-
dessa LP(X), niin Lemman 4.13 nojalla pitee lip,[f,] — gs ja &r, = & avaruudessa LP(X).
Funktiojono ( f,,) siis suppenee funktioon f energiassa. Voidaan siis olettaa, ettd f on itseasiassa
ei-negatiivinen.

Osoitetaan ettd funktion f : X — [0, co] voidaan olettaa olevan rajoitettu. Olkoon f,, =
min{ f, M} kaikille M > 0. Till6in pétee f,, — f avaruudessa L?(X) kun M — oo. Lauseen
3.27 nojalla funktio gy, = & - ¥x\ s-1[0,»; ON minimaalinen p-heikko ylagradientti funktiolle
f — fu- Lisdksi pitee g,, — 0 avaruudessa L?(X) kun M — oco. Funktio f,, suppenee siis
funktioon f avaruudessa N'P(X). Erityisesti koska pitee g =fay S |g 7~ &, |, niin Lauseen
4.13 nojalla pitee g, — g avaruudessa LP(X). Jos Lause 4.23 piitee jokaiselle funktiolle f;,
niin télldin on olemassa jonot (f7,), jotka suppenevat energiassa funktioon f), ja joille pitee
lip,[fy,] = &y, avaruudessa LP(X), kun x — oo. Diagonaaliargumentilla, kun M — oo ja
n — oo, saadaan haluttu jono Lipschitz-funktioita, joille energiassa suppeneminen pitee.

Osoitetaan ettd jokainen ei-negatiivinen ja rajoitettu funktio voidaan olettaa olevan rajoitetusti
kannatettu pallossa. Oletetaan siis, ettd jollekin M > 0 pitee 0 < f < M. Olkoon x, € X ja
madritellddn funktiot fr(x) = fyg(x), missd yr(x) = max{0, min{1, R—d(xy,x)}}, R€ Nja
R > 0. Funktiot y ovat 1-Lipschitz-funktioita, joille pitee 0 < y < 1. Liséksi pitee fgr — f
seki pisteittiin, ettd avaruudessa LP(X).

Lisidksi funktiolle f — f on p-heikko yldgradientti

&R = Xx\B(x.R-1)&f T F XB(xy. R+ D\ B(xg.R-1)-

Lauseiden 3.31 ja 3.27 nojalla. Koska g — 0, kun R — o0, avaruudessa L”(X), niin pétee
fr — f avaruudessa N Lp(X). Pallossa kannatetut funktiot ovat siis tihedssd normin suhteen.
Jo todistetun nojalla siis jokaiselle fz on olemassa jono (f) C LIP,(X) siten, ettd [ — f
avaruudessa LP(X) ja g = 8y kun n — oo. Jilleen diagonaaliargumentilla, kun R — oo ja
n — oo, saadaan jono Lipschitz-funktioita, joille pitee haluttu suppeneminen.

Koska f oli mielivaltainen funktio, niin voidaan todeta, ettd lause pétee kaikille funktioille
avaruudessa N 1P(X). O
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