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Tiivistelma

Tama pro gradu -tutkielma kasittelee kolmion merkillisié pisteita, jotka ovat
erityisia pisteitéd, joiden sijainti maardytyy kolmion ominaisuuksien perus-
teella. Tutkielma on jaettu kolmeen osaan.

Ensimmaisessa osassa kasitelldan kolmion peruskésitteitd ja merkintoja,
jotka luovat perustan merkillisten pisteiden ymmaértdamiselle. Téssé osassa
esitelladn keskeisia geometrisia késitteitd ja niiden merkitysta kolmion ra-
kenteen kannalta.

Toisessa osassa tarkastellaan lukiomatematiikassa yleisesti kasiteltéavia
merkillisia pisteitd, kuten painopiste, keskinormaalien leikkauspiste ja kor-
keusjanojen leikkauspiste. Naiden pisteiden avulla syvennetdan ymmarrysta
kolmion symmetriasta, tasapainosta ja muista keskeisistd geometrisista omi-
naisuuksista.

Kolmannessa osassa keskitytdan harvinaisempiin merkillisiin pisteisiin,
joita ei yleensé késitella lukiotasolla. Naihin kuuluvat esimerkiksi Napoleonin
pisteet, Fermat'n piste, yhdeksén pisteen ympyra ja Eulerin suora. Téassé
osassa analysoidaan ndiden pisteiden konstruktioita ja ominaisuuksia seké
niiden yhteyksida muihin merkillisiin pisteisiin.

Tutkielma on suunnattu matematiikan harrastajille ja opettajille, jotka
haluavat syventaa ymmarrystaan kolmioiden geometriasta ja niiden tarjoa-
mista tutkimusmahdollisuuksista. Tyo pyrkii valottamaan kolmion merkillis-
ten pisteiden monimuotoisuutta ja tuomaan esiin niiden merkityksen geomet-
rian opiskelussa ja soveltamisessa. Matematiikan opetuksen nédkokulmasta
tyo edistaa syvallistd matemaattista ajattelua ja auttaa opiskelijoita ymmaér-
tdmaan geometrian laajaa merkitysta erityisesti sen teoreettisten yhteyksien
kautta.

Avainsanat: kolmion merkilliset pisteet, Cevan lause, Eulerin suora, Na-
poleonin piste, Fermat'n piste, yhdeksan pisteen ympyra.
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Johdanto

Geometria on matematiikan osa-alue, joka kasittelee avaruuden ja sen olioi-
den ominaisuuksia ja suhteita. Yksi geometrian keskeisista tutkimuskohteista
on kolmio, joka on yksinkertaisuudestaan huolimatta rikas monimuotoisuu-
dessaan. Kolmion ominaisuudet ja sen erityiset pisteet ovat merkittavassa
roolissa monissa geometrisissa lauseissa ja sovelluksissa.

Geometrian historian aikana monet merkittaviat hahmot ovat vaikutta-
neet taman alan kehitykseen seké teoreettisesti ettd kaytdnnon sovellusten
kautta. Naiden panostusten myota matematiikan ongelmien ratkaisemises-
sa kaytettavien menetelmien ja tyokalujen moninaisuus on lisdantynyt, miké
on laajentanut geometrian sovellusalueita. Esimerkiksi Nicomedeen konkoi-
dikdyra ja Pappuksen kulman kolmanneksen jakamismenetelméa ovat hyviéa
esimerkkejé téllaisista edistysaskeleista, silld ne tarjosivat ratkaisuja ongel-
miin, joita ei voitu ratkaista perinteisilla geometrisilla menetelmilla. Taméa
alleviivaa sita, ettd geometria ei ole vain abstrakti tieteenala, vaan myos luo-
vaa ajattelua ja kekselidisyyttd vaativa taide [3, s. 79-80].

Tamaé tutkielma keskittyy erityisesti kolmion merkillisiin pisteisiin, joita
opetetaan lukion MAA3 geometriakurssilla. Tyo syventyy sekd kurssilla ké-
siteltyihin keskeisiin pisteisiin, joita ovat sisdanpiirretyn ympyran keskipiste,
ympéri piirretyn ympyran keskipiste, ortokeskus ja painopiste, ettd vihem-
mén tunnettuihin pisteisiin, kuten Napoleonin ja Fermatin pisteisiin. Lisaksi
tutustutaan Eulerin suoraan, joka yhdistaéd ortokeskuksen, ympéri piirretyn
ympyran keskipisteen ja painopisteen. Naiden pisteiden tutkiminen ei ole ai-
noastaan teoreettisesti mielenkiintoista, vaan niilla on myos kaytdnnon so-
velluksia esimerkiksi insin6oritieteissa ja tietokonegrafiikassa.

Tutkielma alkaa peruskasitteiden ja merkintéjen esittelylld, mika luo poh-
jan myohemmille osioille. Taman jalkeen kasitellian kolmioiden keskeisia
ominaisuuksia, kuten kulmanpuolittajaa, keskinormaalia, korkeusjanoja ja
keskijanoja, sekéd ndiden muodostamia leikkauspisteita. Tamén lisaksi todis-
tetaan muun muassa Cevan lause, joka tarjoaa tyokalun kolmion merkillisten
pisteiden tutkimiseen.

Lukiomatematiikassa esiintyvat merkittavit pisteet esitellian perusteel-
lisesti, mukaan lukien sisdanpiirretyn ja ympaéri piirretyn ympyréan keskipis-
teet, ortokeskus ja painopiste. Ndiden perinteisten pisteiden jélkeen tutkiel-
massa tarkastellaan myos vahemman tunnettuja pisteita. Tama laajennettu
tarkastelu auttaa lukijaa ymmartamaan geometrisen rakenteen monimutkai-
suutta ja sovellusten moninaisuutta.

Tama tyo pohjautuu pitkalti Juha Lehrbackin luentomonisteeseen Eukli-
dinen tasogeometria[5], Lassi Kuritun, Veli-Matti Hokkasen ja Lauri Kahan-
pédn teokseen Geometria [1] sekd MAA3-geometriakurssin oppikirjaan [2].



Liséksi tutkielman kolmannessa osassa, jossa kasitellian vihemman tunnet-
tuja kolmion merkillisié pisteitd, on kaytetty viitteind teoksia Geometry Re-
visited [1] ja Geometry by Its History [¢]. Kuvioiden piirtamiseen on kéy-
tetty GeoGebra-selaintyokalua (www.geogebra.org), joka tarjoaa ilmaisen ja
helposti kédytettavan vélineen geometristen kuvioiden havainnollistamiseen.
Tutkielman kirjoittamisessa hyodynnettin myos tekodlyd [0] tekstin kielen-
huollon osalta, mutta tiivistelméa on laadittu taysin ilman tekoalyn apua.

Lopuksi tutkielman tavoitteena on tarjota kattava katsaus kolmion mer-
kittaviin pisteisiin ja niiden geometrisiin ominaisuuksiin, syventaen lukijan
ymmérrysta seka kolmion rakenteesta ettéd sen monipuolisista sovelluksista.
Tama tutkielma on suunnattu aiheesta kiinnostuneille, jotka haluavat syven-
tda ymmaérrystaan kolmioiden geometriasta.


https://www.geogebra.org/

1 Peruskasitteita ja merkintoja

Tassé luvussa késitellaan geometrian peruskésitteitd ja kolmion ominaisuuk-
sia, jotka toimivat tdmén tyon teoreettisena perustana. Esitettéavat kasitteet
ovat keskeisid ymmartaessa kolmion merkillisia pisteita ja niiden vélisid suh-
teita. Téssa yhteydessé on hyodyllista muistaa lukion MAA3-kurssin keskei-
set késitteet, erityisesti lukion opetussuunnitelman perusteiden mukaisesti

(7.

1.1 Geometrisia peruskisitteita

Ennen kuin sukellamme syvemmalle kolmion merkillisiin pisteisiin, on tér-
keda varmistaa, ettd peruskésitteet ja merkinnat ovat hallussa. Seuraavaksi
kaymme lapi keskeiset kasitteet jotka tukevat kolmion merkillisten pisteiden
ymmartamista.

1.1.1 Viivat ja pisteet

Suora: Suora on darettoman pitka ja leveydeltdan nolla oleva viiva, joka kul-
kee kahden pisteen kautta. Suoraa merkitaan tavallisesti pienelld kirjaimella,

kuten [, tai kahdella suoralla olevalla pisteellé, esimerkiksi AB .

B

A
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Jana: Jana on suoran osa, joka sijaitsee kahden pisteen vilissa. Janaa
merkitadn sen padtepisteiden avulla, esimerkiksi jana, jonka péatepisteet
ovat A ja B, merkitdan AB. Janan pituutta merkitdén symbolilla |AB].

Puolisuora: Puolisuora on osa suoraa, jolla on alkupiste mutta ei paa-
tepistetta. Puolisuoraa merkitadn sen alkupisteen ja jonkin sen sisédltémaéan
pisteen avulla, esimerkiksi puolisuora, jonka alkupiste on A ja joka sisdltaé
pisteen B, merkitdan AB.
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Pisteiden jarjestys: Jos pisteet A, B ja C' ovat samalla suoralla ja B
sijaitsee pisteiden A ja C' valilla, tdma merkitdan A x B x C'. Tama notaatio
osoittaa, ettéd piste B sijaitsee janalla AC'.

Olkoon m suora ja olkoot A ja B pisteitd, jotka eivit ole suoralla m.
Pisteet A ja B sijaitsevat suoran m vastakkaisilla puolilla (eli ne ovat eri
puolilla suoraa), jos jana AB leikkaa suoran [, eli on olemassa piste P € m,
siten, ettd A x P x B. Talloin merkitddn AmB. Jos tallaista pistettd C' ei ole
(eli jana AB ei leikkaa suoraa m tai A = B), pisteet A ja B ovat samalla
puolella suoraa m ja merkitdan ABm.

1.1.2 Kulmat ja niiden ominaisuudet

Kulma: Kulma muodostuu kahdesta puolisuorasta, joilla on yhteinen alku-
piste. Jos A, B ja C ovat pisteitd, jotka eivit ole samalla suoralla, niin puo-
lisuorat BA ja BC' muodostavat kulman ZABC (tai ZC'BA). Naita puoli-
suoria kutsutaan kulman kyljiksi, ja yhteista pistettd B kutsutaan kulman
karjeksi. Kulma mittaa naiden kahden kyljen valista aukeamista tai erkane-
vuutta.




Suora kulma: Kulma ZABD on suora kulma, jos ja vain jos se on yh-
teneva sen vieruskulma%CBD kanssa. Talloin ZABD = 90° ja kdantéen,
jos kahden puolisuoran BA ja ﬁ vélinen kulma on 90°, niin kulma ZABC
on suora kulma. Huomaa, etta talloin myos viereinen kulma ZC'BD on suora
kulma. Suora kulma merkitdan symbolilla [J kulman karjen kohdalla, esimer-
kiksi ZABD = 90°.

Normaali: Olkoot f@ ja % kaksi eri suoraa, jotka leikkaavat pisteesséa
B siten, ettd kulma ZABC on suora kulma. Téalloin sanomme, ettd suora

AB on suoran B(E normaali, ja merkitsemme taté seuraavasti: AB L .

1.1.3 Kolmiot ja niiden yhdenmuotoisuus

Kolmio: Kolmio on kolmen pisteen, jotka eiviat ole samalla suoralla, maé-
rdaméa geometrinen kuvio. Kolmiota merkitadn sen kérkipisteiden avulla, esi-
merkiksi kolmio, jonka karkipisteet ovat A, B ja C, merkitaan AABC.




Kolmion AABC' kiarjet ovat pisteet A, B ja C, ja sen sivut ovat janat
AB, BC ja AC. Kolmion kulmat ovat LA = ZBAC, /B = ZABC ja
/C = /ZACB.

Yhtenevyys: Matematiikassa yhtenevyys on keskeinen késite, joka ku-
vaa kahden objektin vélistd samankaltaisuutta tietyssa suhteessa. Voimme
tarkastella yhtenevyytta seka janojen etta kulmien valilld. Kahden janan sa-
notaan olevan yhtenevat, jos niiden pituudet ovat yhta suuret. Tata mer-
kitaan seuraavasti: |[AB| = |CD|, ja luetaan 7janat AB ja CD owvat yhte-
nevdt”. Vastaavasti, kahden kulman sanotaan olevan yhtenevét, jos niiden
suuruudet ovat samat. Tama merkitdan LZABC = ZDFEF, ja luetaan “kul-
mat LZABC' ja ZDFEF ovat yhtenevdt”. Nama késitteet kuvaavat janojen ja
kulmien samanlaisuutta, erityisesti silloin, kun niité verrataan tiettyjen kon-
kreettisten mallien, kuten pituuksien tai kulmien suuruuden, avulla.

Liséksi yhtenevyytta voidaan laajentaa koskemaan kokonaisia kolmioita.

Maaritelma. Kolmiot AABC ja ADFEF ovat yhtenevdt, jos niiden kaikki
vastaavat osat — sekd sivut ettd kulmat — ovat yhtenevdt. Toisin sanoen, jos

|AB| = [DE|, |BC| = |EF| ja |CA|l=|FD|,
ja lisaksi
/A=/D, /B=/FE ja /C=/F,
niin kolmiot ovat yhtenevdt. Tdlloin merkitain NABC = ADEF'.

Yhdenmuotoisuus: Yhdenmuotoisuus on geometrinen kasite, joka laa-
jentaa yhtenevyyden késitettd. Yhtenevissé kolmioissa kaikki vastaavat osat
— seka kulmat etta sivut — ovat yhtenevida. Yhdenmuotoisissa kolmioissa vas-
taavuus rajoittuu kulmiin, mutta sivujen yhtenevyys korvataan vaatimuksel-
la, etté vastaavien sivujen pituudet ovat keskenaén samassa suhteessa. Taméa
tarkoittaa, ettd yhdenmuotoiset kolmiot voivat olla erikokoisia, mutta niiden
taytyy sailyttda sama muoto.

Maaritelma. Kolmiot AABC ja ADEF ovat yhdenmuotoiset, jos niiden
vastaavat kulmat ovat yhtenevdt, eli

/A=/D, /B=/FE ja /ZC=/F,
ja lisdksi vastaavien sivujen pituuksien suhteet ovat samat, eli
|AB|  [BC| |AC]
DE| ~ |EF| _ |DF|
Talléin merkitain NABC ~ ADEF, mikd osoittaa, ettd kolmiot ovat yh-
denmuotoiset.
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Toisin sanoen, kolmiot ovat yhdenmuotoiset, jos niiden kaikki vastinkul-
mat ovat yhtenevia ja vastinsivujen pituuksien suhde on sama. Téma tarkoit-
taa, etta vaikka yhdenmuotoiset kolmiot voivat olla eri kokoisia, ne nayttavat
samalta mittasuhteidensa vuoksi.

E

Huom: Jos kahden yhdenmuotoisen kolmion yhdenmuotoisuussuhde on
1, silloin namé kolmiot ovat yhtenevit.

Kolmion yhdenmuotoisuuulauseet

Yhdenmuotoisuuslauseiden ymmaéartaminen on olennaista erilaisten geo-
metristen todistusten perustana. Seuraavat yhdenmuotoisuuslauseet (tai sdan-
not) ovat keskeisia tyokaluja, joita voidaan hyodyntaé tulevissa todistuksis-
sa. Tassa tyossa nédiden lauseiden todistuksia ei kasitelld yksityiskohtaisesti,
vaan ne oletetaan tunnetuiksi esitiedoiksi.

Niille, jotka ovat kiinnostuneita muista yhdenmuotoisuuslauseista ja nai-
den lauseiden todistuksista tai haluavat tarkastella niitd tarkemmin, suosi-
tellaan tutustumista J. Lehrbackin luentomonisteeseen [5, s. 17-19].

KK-yhdenmuotoisuuslause

Lause. Jos kahden kolmion kakst kulmaa ovat yhtd suuret kuin toistensa
vastaavat kulmat, niin kolmiot ovat yhdenmuotoiset.

Esimerkiksi, olkoon kolmiot AABC' ja ADFEF, joilla seuraavat kulmat
ovat yhtenevét:
LA=/D, /B=/FE.

Huomaa myos, ettd kolmion kulmasummalauseen nojalla talloin myos kol-
mansien vastinkulmien on oltava yhtenevét, eli Z/C' = ZF.

Talloin, KK-yhdenmuotoisuuslauseen mukaan, voimme péaatella, etta kol-
miot ovat yhdenmuotoiset:

AABC ~ ADEF.

SSS-yhdenmuotoisuuslause

Lause. Jos kaikkien sivujen pituudet ovat verrannollisia toisen kolmion vas-
taavien sivujen pituuksiin, kolmiot ovat yhdenmuotoiset.



Téssé siis oletetaan, ettd kolmioissa ANABC ja ADEF péatee seuraava

suhde:
|AB| B |BC| B |AC|

|DE| ~ |EF| |DF|
Talloin voimme todeta, ettd SSS-yhdenmuotoisuuslauseen mukaan kolmiot
ovat yhdenmuotoiset:

ANABC ~ ADEF.

SKS-yhdenmuotoisuuslause

Lause. Jos kahden kolmion kaksi vastinsivua ovat verrannolliset ja niiden
valinen kulma on yhtd suuri kuin toisen kolmion vastaava kulma, niin kolmiot
ovat yhdenmuotoiset.

Esimerkiksi, olkoon kolmiot AABC' ja ADFEF joiden osalta pétee seu-
raavat ehdot:

|AB| _ |BC|

|IDE|  |EF|
Taméan perusteella SKS-yhdenmuotoisuuslauseen mukaan voidaan todeta, et-
té

/B =/FE.

AABC ~ ADEF.

1.1.4 Vuworokulmalauseet

Vuorokulmalause ja sen kédanteinen versio ovat olennaisia késitteitd geomet-
rian peruslauseissa. Namé saannot tarjoavat pohjan erityisesti suuntien ja
yhdensuuntaisuuden tarkastelussa, miké on keskeisté useissa geometrisissa
todistuksissa. Téassa tyossd emme kuitenkaan mene naiden lauseiden todis-
tuksiin yksityiskohtaisesti, silld niiden taydellinen esittdminen vaatisi laajem-
paa matemaattista taustaa ja syvallistd analyysia, joka menee tyon keskeis-
ten aiheiden ulkopuolelle. Niille, jotka haluavat tutustua néaiden lauseiden
todistuksiin tarkemmin, suositellaan perehtymisté Lassi Kuritun, Veli-Matti
Hokkasen ja Lauri Kahanpaan luentomonisteeseen [1, s. 37, 86].

Lause (Vuorokulmalause). Olkoot m = 1@ jan = Cﬁ ert suoria. Pitrretadan

myoés | = % Oletetaan, etti AlD ja LABC = ZBCD. Tillgin voimme
todeta, ettd suorat m ja n ovat yhdensuuntaiset, eli m || n.
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Téssa tilanteessa kulmia ZABC' ja /BCD kutsutaan samankohtaisiksi
kulmiksi.

Lause (Kéénteinen vuorokulmalause). Olkoot suorat m ja n yhdensuuntai-
sia, ja suora l, joka leikkaa suoran m pisteessi B ja suoran n pisteessdi C.
Olkoon lisiksi piste A suoralla m ja piste D suoralla n siten, ettd AlD. Tdstd
seuraa, ettd kulmat ZABC' ja £BCD ovat yhteneuvdt.

1.2 Kolmioiden ominaisuudet

Tassa luvussa tarkastellaan kolmion keskeisia ominaisuuksia ja siihen liitty-
via merkittavia janoja, kuten kulmanpuolittaja, keskinormaali, korkeusjana
ja keskijana. Namé ovat keskeisessa roolissa kolmion geometriassa, ja niiden
tutkiminen tarjoaa syvallisen ymmaéarryksen kolmiolle tunnusomaisista pis-
teista ja niiden keskinaisista suhteista. Néita aiheita kasitelladan lukion geo-
metriakurssilla. MAA3 kohdassa “kolmion merkilliset pisteet” [2], ja niiden
kautta avautuvat geometriset suhteet ja teoreettiset yhteydet ovat tarkeitéa
sekéd geometrisessa todistamisessa etta kaytannon sovelluksissa.

1.2.1 Kulmanpuolittaja

Kulmanpuolittaja on olennainen kasite kolmion geometriassa ja liittyy suo-
raan kolmion merkillisten pisteiden tutkimiseen. Se on puolisuora, joka ja-
kaa kulman kahteen yhté suureen osaan. Tamé késite on tuttu lukion MAA3
Geometria-kurssilta, jossa kulmanpuolittajaa tarkastellaan usein yhdessa ym-
pyroiden kanssa. MAA3 Geometria-kirjassa kulmanpuolittajasta annetaan
intuitiivinen kuvaus: kulmanpuolittajalla sijaitsevat kaikki pisteet, jotka ovat
yhta kaukana kulman kyljista [2, s. 126]. Kulmanpuolittajalla on tarkeé rooli
kolmion merkillisten pisteiden seka kolmion sisdan piirretyn ympyran tutki-
misessa.

Maaritelma 1.1. Olkoon ZABC kulma. Puolisuora @ on kulman ZABC
kulmanpuolittaja, jos se jakaa kulman kahteen yhtéasuureen osaan eli, jos
/ABD = /ZDBC.

11



Vaikka lukiomatematiikassa usein keskitytddn kulmanpuolittajan janamuo-
toiseen osaan, on tarkeda ymmartéaa, ettda matemaattisesti kulmanpuolittaja
on puolisuora, joka jatkuu loputtomiin.

Lause 1.2. Kulmanpuolittajan jokainen piste on yhtd kaukana kulman kyl-
jistd.

Todistus. Olkoon puolisuora ﬁ kulman ZBAC puolittaja. Valitaan mie-
livaltainen piste P kulmanpuolittajalta zﬁ Piirretaan pisteesta P kohti-

suorat janat kulman kyljille AB ja 1@ . Olkoon néiden kohtisuorien janojen
kantapisteet E ja F'.

Koska ﬁ on kulmanpuolittaja, patee LZBAD = ZCAD. Samoin, kos-

ka PE | B ja PF 1 AC, ovat kulmat Z/PFA ja ZPFA molemmat 90°.
Kolmioiden APFEA ja APF A vastakkaiset kulmat ovat siis yhtenevét, joten
KK-yhdenmuotoisuuslauseen nojalla kolmiot APEA ja APF A ovat yhden-
muotoiset.

Yhdenmuotoisuuden perusteella saadaan

|PE| |EA| |PA] .
|\PF|  |FA]  |PA] 7
joten |PE| = |PF|. Koska PE ja PF ovat kohtisuorien janojen pituudet pis-

teesta P kulman kyljille, ne ovat myos pisteen P etdisyydet kulman kyljista.
Siten tama osoittaa, ettd piste P on yhtd kaukana kulman kyljista.

12
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Lause 1.3 (Kulmanpuolittajalause). Kolmion kulman puolittaja jakaa sen
vastaisen sivun viereisten sivujen suhteessa, eli jos NABC on kolmio,

BxDx A, ja 1@ on kulman ZBAC puolittaja, niin

AB| _|BD)
|AC| — |DC|

Todistus. Olkoon kolmio AABC, jossa ﬁ on kulman ZBAC' puolittaja ja
piste D on sivulla BC' (eli B x D % C'). Piirretdan pisteesta C' puolisuora,

joka on yhdensuuntainen sivun AB kanssa. Koska AD ja pisteesta C piir-
retty AB:lle yhdensuuntainen suora eivét ole yhdensuuntaisia, ne leikkaavat
jossain pisteessa. Olkoon tama leikkauspiste F.

A
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Koska C'E || AB, vuorokulmalauseen perusteella saadaan, ettd ZBAFE =
LAEC ja ZABC = ZBCE. Tamén perusteella, KK-yhdenmuotoisuuslauseen
nojalla kolmiot AABC ja AEC D ovat yhdenmuotoisia (AABC ~ AECD).

Lisaksi, koska /ZFAC = ZAEC, niin AACE on tasakylkinen kolmio,
mista seuraa ettd |AC| = |CE].

Yhdenmuotoisuussuhden perusteella voi kirjoittaa, etté

|AB| _ |BD|
|ICE| |CD|

Koska kolmio AACFE on tasakylkinen kolmio, niin |CE|= |AC]|. Siispa

|AB|  |BD|
|AC| — |CD|

1.2.2 Keskinormaali

Keskinormaali on yksi lukiomatematiikassa keskeisistd kolmioon liittyvista
kasitteistd. Sen ymmaértaminen auttaa opiskelijoita hahmottamaan kolmion
ominaisuuksia ja tutustumaan geometristen konstruktioiden periaatteisiin.
Keskinormaaliin liittyvat lauseet, kuten keskinormaalien leikkauspistelause,
ovat téarkeita tyokaluja monipuolisessa ongelmanratkaisussa.

Maaritelma 1.4. Olkoon AB jana, jonka keskipiste olkoon C. Janan AB
keskinormaali on suora, joka kulkee pisteen C' kautta ja on kohtisuorassa
janaan AB nahden.

Keskinormaali jakaa janan AB kahteen yhtenevian osaan ja on kohtisuorassa
kyseiseen janaan nahden.
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Lause 1.5. Piste sijaitsee janan keskinormaalilla, jos ja vain jos sen etdi-
syydet janan padtepisteisiin ovat yhtd suuret.

Todistus. = Jos piste sijaitsee janan keskinormaalilla, niin sen etéisyydet
janan péatepisteisiin ovat yhta suuret.

Olkoon AB jana ja [ sen keskinormaali. Olkoon P mielivaltainen piste
keskinormaalilla [. Piirretdan janat PA ja PB. Koska [ on keskinormaali,
se kulkee janan AB keskipisteen C kautta ja on kohtisuorassa janaa AB
vastaan. Siten /PCA = ZPCB = 90°.

Kolmioissa APCA ja APCB on yhteinen sivu PC ja |AC| = |CB],
koska C' on janan AB keskipiste. Koska myos ZPCA = ZPC B, niin SKS-
yhdenmuotoisuuslauseen nojalla kolmiot APC' A ja APCB ovat yhdenmuo-
toiset. Siispa

|AC] _ |PC

cB| |pC| 7
minkéd vuoksi kolmiot ovat yhtenevéat, koska yhdenmuotoisuussuhde on 1.
Yhtenevyydestéd seuraa, ettd |PA| = |PB|, eli pisteen P etiisyydet janan
AB padtepisteisiin ovat yhta suuret.

<= Jos pisteen etdisyydet janan paatepisteisiin ovat yhta suuret, niin
piste sijaitsee janan keskinormaalilla.

Olkoon AB jana ja P piste, jolle patee |PA| = |PB|. Piirretdén jana
PC, missa C on janan AB keskipiste. Koska |AC| = |CB]| ja |PA| = |PB,
niin kolmiot APCA ja APC B ovat yhtenevét, yhtenevyyden maaritelméan ja
SSS-yhdenmuotoisuuslauseen nojalla. Yhtenevyydesté seuraa, ettd ZPC'A =
ZPCB. Koska naméa ovat vieruskulmia ja yhta suuret, niin ne ovat molem-
mat suoria kulmia. Siten PC' | AB, eli jana PC' on janan AB keskinormaali.
Koska piste P sijaitsee janalla PC', niin se sijaitsee janan AB keskinormaa-
lilla.

Erikoistapauksena, jos piste P sijaitsee janalla AB, niin P on janan keski-
piste. Talloin |PA| = |PB| triviaalisti, koska keskipiste jakaa janan kahteen
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yhté suureen osaan. Tamé tarkoittaa, ettd P sijaitsee janan AB keskinor-
maalilla, joka tédssd tapauksessa on itse jana AB. Télla erikoistapauksella
olemme taydentineet todistuksen.

Olemme osoittaneet, etté piste sijaitsee janan keskinormaalilla, jos ja vain
jos sen etaisyydet janan paitepisteisiin ovat yhta suuret. ]

1.2.3 Korkeusjana

Korkeusjana on kolmion karjesté vastakkaiselle sivulle tai sen jatkeelle piir-
retty kohtisuora jana. Korkeusjanat ovat keskeisia kolmioiden pinta-alan las-
kemisessa ja ne leikkaavat toisensa kolmion ortokeskuksessa.

Maaritelma 1.6. Olkoon AABC kolmio. Olkoon D pisteen A kautta kul-

kevan suoran normaalin ja suoran % leikkauspiste. Talloin jana AD
on kolmion AABC korkeusjana. Muut korkeusjanat BE ja C'F saadaan
vastaavasti.

A
A B
F D B\ (&
5=—F C A
Lukion MAA3 - Geometrian kirjassa [2, s. 25] madritelldén, ettd kolmion

korkeusjana on jana, joka kulkee kolmion kérjesta kohtisuoraan vastakkaiselle
sivulle tai sen jatkeelle, muodostaen suoran kulman sivun tai jatkeen kanssa.

1.2.4 Keskijana

Kolmiossa keskijana on jana, joka yhdistda kolmion karkipisteen vastakkai-
sen sivun keskipisteeseen [2, s. 131]. Keskijanalla on keskeinen rooli kolmion
ominaisuuksien ja erikoispisteiden tutkimisessa. Se on myo6s tarkeéd tyokalu
monissa geometrisissa konstruktioissa ja todistuksissa.

Maaritelma 1.7. Olkoon AABC kolmio jo olkoon piste D sivun BC' kes-
kipiste. Téalloin jana AD on kolmion AABC keskijana eli mediaani. Muut
keskijanat BE ja C'F saadaan vastaavasti.
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B T D : C

Lause 1.8. Keskijana jakaa kolmion kahdeksi kolmioksi, joilla on yhtd suuret
pinta-alat.

Todistus. Olkoon AABC kolmio ja olkoon piste D sivun BC' keskipiste. Tél-
16in jana AD on kolmion AABC keskijana.

Koska piste D on sivun BC keskipiste, meilld on |BD| = |DC/|. Nyt
tarkastellaan kolmiota AABD ja AAC D. Molemmilla kolmioilla on yhteinen
korkeus h pisteestd A suoraan BC' ndhden, ja niiden kannat ovat janat BD
ja DC, jotka ovat yhté pitkid, koska |BD| = |DC|.

Kolmion pinta-ala lasketaan kaavalla
Ala = ; - kanta - korkeus.
Lasketaan nyt pinta-alat kolmioille AABD ja AACD:
1
Ala(AABD) = 3 |BD| - h,
1
Ala(AACD) = 3 |DC| - h.
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Koska |BD| = |DC|, seuraa, etta
Ala(AABD) = Ala(AACD).

Néin ollen, koska molemmilla kolmioilla on yhtéa suuret pinta-alat, keskijana
AD jakaa kolmion AABC' kahdeksi kolmioksi, joilla on yhta suuret pinta-
alat. O]

Lause 1.9. Olkoon ANABC mielivaltainen kolmio, jonka sivujen keskipis-
teet yhdistamdalld muodostetaan mediaanikolmio ADEF. Ndin ollen kolmio
ADEF on yhdenmuotoinen kolmion NABC' kanssa ja yhdenmuotoisuussuh-
de on 1: 2.

A

AN
YANVAN

Todistus. Olkoon AABC' mielivaltainen kolmio ja D, E ja F sivujen BC,
AC' ja AB keskipisteet vastaavasti. Yhdistamélla ndma keskipisteet muodos-
tetaan kolmio ADEF'.

Ensin tarkastellaan kolmioiden AFAFE ja ABAC yhdenmuotoisuutta.

AF|  |AF| 1

|AB|  2-|AF| 2

|AE| B |AE| 1

|AC| — 2-|AE| 2
Lisdksi kulmat Z/ BAC' ja Z/F AFE ovat samat. Joten SKS-yhdenmuotoisuuslaseen
perusteella AFAE ja ABAC ovat yhdenmuotoisia ja yhdenmuotoisuussuh-

de on 1 : 2. Talloin

FE| 1

|BC| 2

ja tasta seuraa, etta

1

1
[FE|=5-|BC| =5 -(2-|BD|) = |BD| = |DC].
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Samalla tavalla voimme todeta, ettdi ADBF on yhdenmuotoinen ACBA

kanssa ja

1 1
[FD] =5 - |AC| = 5 - (2 |AE]) = |AE| = |EC]

Vastaavasti AFECD on yhdenmuotoinen AAC'B kanssa ja

1
|DE| = 3 |AB| = = - (2 |AF|) = |AF| = |BF.

N | —

Edellisesta seuraa, etta koska kolmioiden vastaavat sivut ja kulmat ovat yhte-
nevit, yhtenevyyden méaritelman mukaan kolmiot AFBD, AFAE, AECD
ja ADFEF ovat keskendén yhtenevia.

Tésté seuraa, ettd AABC ja ADFEF ovat yhdenmuotoisia. Lisdksi

\FE| |FD| |DE| 1

BC| ~ JAC| ~ |AB| ~ 2

tdmaé tarkoittaa, ettd AABC ja ADFEF yhdenmuotoisuussuhde on 2 : 1. [

1.3 Cevan lause

Cevan lause on nimetty italialaisen matemaatikon Giovanni Cevan mukaan,
joka julkaisi lauseen vuonna 1678 [1, s. 4]. Lauseella on useita eri todistuk-
sia, jotka perustuvat esimerkiksi pinta-alojen vertailuun, trigonometriaan tai
vektoreihin. Cevan lause auttaa opiskelijoita ymmaéartaméan kolmioiden geo-
metriaa ja erityisesti sitd, milloin ja miksi tietyt janat kohtaavat yhdessa pis-
teesséd. Lause tarjoaa tyokalun monimutkaisempien geometriaongelmien rat-
kaisemiseen, jotka liittyvat pisteiden ja janojen leikkauspisteisiin kolmioissa.
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Lause 1.10 (Cevan lause). Olkoon ANABC' kolmio, Ax F'x B, Bx D xC ja
Cx ExA. Jos janat AD, BE ja C'F kulkevat saman pisteen kautta, niin
|AF| |BD| |CE| 1
[FB| |DC| |EA]

Todistus. Cevan lauseen mukaan, jos kolmiossa janat, jotka ldhtevat kolmion
karjista ja leikkaavat vastakkaisia sivuja, kulkevat saman pisteen kautta, niin
nadiden janojen muodostamien jakosuhteiden tulo on aina 1. Tama todistus
osoittaa, kuinka yhdenmuotoisuuden avulla voidaan johtaa tama tarkea geo-
metrinen tulos.

Piirretdan pisteen B kautta puolisuora, joka on yhdensuuntainen puo-
lisuoran AD kanssa. Koska puolisuora C'F' leikkaa janan AD pisteessd P
ja AD on yhdensuuntainen pisteestd B piirretyn puolisuoran kanssa, puoli-
suora C'F' leikkaa myos pisteestd B piirretyn puolisuoran jossakin pisteessa.
Merkitaan tata leikkauspistetta kirjaimella K.

Vastaavasti, piirretdédn pisteen C' kautta puolisuora, joka on yhdensuun-
tainen janan AD kanssa. Koska puolisuora BE leikkaa janan AD pisteesséi
P ja AD on yhdensuuntainen pisteestda C' piirretyn puolisuoran kanssa, puo-
lisuora BFE leikkaa my0s pisteesté C' piirretyn puolisuoran jossakin pisteessa.
Merkitaan tata leikkauspistetta kirjaimella L.

Siten BK ja C'L ovat yhdensuuntaiset janan AD kanssa. Toisin sanoen,

BEK | AD || CL.
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Huomaamme, ettd KK-yhdenmuotoisuuslauseen nojalla kolmiot ABFK ja
AN AF P ovat yhdenmuotoiset, koska kaénteisen vuorokulmalauseen perusteel-
la /ZFBK = ZFAP ja ZBFK = ZAFP (ristikulmat). Kolmioiden yhden-

muotoisuudesta seuraa, etta

|AF| _ |AP| *)
|FB| |KB|
Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, etta kolmiot AAEP ja ACEL ovat

yhdenmuotoiset. Naistd yhdenmuotoisuuksista saadaan, etta
cE| _ jLc) )
|[EA|  |AP]

Liséksi voidaan todeta, ettd KK-yhdenmuotoisuuslauseen nojalla kolmiot
ACPD ja ACK B ovat yhdenmuotoiset, koska kidanteisen vuorokulmalauseen
perusteella /BKC = /KPA = ZDPC, eli /ZBKC = ZDPC ja /PCD =
/ZKCB (samat kulmat). Kolmioiden yhdenmuotoisuudesta seuraa, etté

|CD|  |PD|

|CB|  |KB|
Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd kolmiot APBD ja ALBC ovat
yhdenmuotoiset. Naistd yhdenmuotoisuuksista saadaan, etta

|\BC|  |[LC|

|\BD|  |PD|’

Nyt, kertomalla ndma kaksi yhtasuuruutta keskenédan saadaan tulokseksi

|C' D] B |LC|
|BD|  |KB|’
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eli toisin sanoen,

|BD|:|KB|' (+45)
|DC|  |LC|
Lopuksi, yhtalot (*), (**) ja (***) yhdistamélla seuraa, etta
|AF| |BD| |CE| |AP| |KB| |LC|
|[FB| |DC| |EA|  |KB| |LC| |AP|

Huomaamme, ettd yhtélon oikealla puolella olevat pituudet |KB|, |LC| ja
| AP| supistuvat pois

[AF| |BD| |CE| _JAP[ KB[ JLET
|FB| |DC| |EA|  |KB[ |L€T |AP[

Taten saamme Cevan lauseen mukaisen lopputuloksen

|AF| |BD| |CE| _
|FB| |DC| |EA|

1.

Cevan lauseen (1.10) tulos on voimassa myos kaéanteisesti.
Lause 1.11. Olkoon AABC kolmio, AxFxB , BxDxC ja CxExA . Jos

|AF| |BD| |CE|
|FB| |DC| |EA|

L,

niin kaikki kolme janaa AD, BE ja C'F kulkevat saman pisteen kautta.

Todistus. Olkoon AABC kolmio, AxF'xB , BxDxC ja Cx ExA. Oletetaan,

etta
|AF| |BD| |CE|_

[FB| [DC| |BA]
Tavoitteenamme on osoittaa, ettd janat AD, BE ja C'F leikkaavat toisensa

samassa pisteessd. Olkoon P janojen BE ja C'F' leikkauspiste. Piirretdan
suora AP, joka leikkaa sivun BC' pisteessia D'.

L,
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Koska janat AD', BE ja C'F leikkaavat samassa pisteessa P, voimme soveltaa
Cevan lausetta kolmioon AABC:

|AF| |BD'| |CE|

=1
|FB| |D'C| |EA]

Vertaamalla téata alkuperéiseen oletukseemme,

|AF| |BD'| |CE| . |AF| |BD| |CE|

=1= .
|FB| |D'C| |FA| |FB| |DC| |EA]
Saadaan tasta
|BD'| |BD| . |BD'| |BD|
= eli = )
|D'C| |DC| |BC| — |BD'| |BC| — |BD|
BD/|-|BC| — |BDI+4BDT = |BD| - |BC| - |BDBDT
|BD'| - |BET= |BD|-|BET
|BD'| = |BD|

Koska D ja D’ sijaitsevat janalla BC', taytyy niiden olla sama piste, eli D =
D’. Nain ollen P, joka on seka janojen BE ja C'F' leikkauspiste etta janan
AD piste, on kaikkien kolmen janan yhteinen leikkauspiste. O]
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2 Lukiomatematiikassa kasiteltavat merkilli-
set pisteet

Tassa luvussa késitellaan lukiomatematiikan geometriassa esiintyvia merkil-
lisia pisteita, jotka liittyvat kolmiogeometriaan ja tukevat sekd matematii-
kan ymmarryksen syventamista etta ongelmanratkaisun taitojen kehittamis-
té. Tarkastelussa ovat kulmanpuolittajien, keskinormaalien, keskijanojen se-
ké korkeusjanojen leikkauspisteet, jotka ovat keskeisia kasitteita kolmion ra-
kenteellisessa analyysissa.

Lukion opetussuunnitelman perusteiden (2019) mukaan matematiikan
opetuksen tavoitteena on kehittdd opiskelijoiden matemaattista ajattelua,
loogista paattelyé seka kykya soveltaa taitojaan erilaisissa ongelmanratkaisu-
tilanteissa [7, s. 224, 225]. Merkillisten pisteiden késittely tukee naita tavoit-
teita, silla niiden ymmartaminen ja geometrinen analyysi vaativat abstraktia
ajattelua ja syvéllistd geometrisen rakenteen hahmottamista. Lisaksi geo-
metrian syvéillinen ymmaértaminen tukee muiden matematiikan osa-alueiden,
kuten algebran ja trigonometrian, oppimista.

Kolmiogeometriaan liittyvien aiheiden ja késitteiden kasittely tassa tut-
kielmassa perustuu erityisesti Juuri MAA3-Geometria -kirjan siséltoon [2].
Vaikka aihetta lahestytédan lukiotason kurssimateriaalien kautta, todistukset
on kuitenkin laadittu yliopistotason matematiikan ndkokulmasta, koska ne
ylittavat lukiotason todistusmenetelmét ja kéasitteet. Tarvittaessa viitataan
my6s muihin relevantteihin lahteisiin tukemaan késittelyé.

Geometriaa opetetaan opetussuunnitelman mukaisesti siten, etta opiske-
lijat oppivat tarkastelemaan kuvioiden ominaisuuksia ja niiden vélisid suh-
teita monipuolisesti [7, s. 224, 225]. Tdma kolmiogeometrian analyysi antaa
hyvén pohjan erityisten pisteiden, kuten korkeusjanojen leikkauspisteen (or-
tokeskus), tutkimiselle ja auttaa ymmértdméén syvemmin kolmion ominai-
suuksia.

Tamén luvun tulokset voivat olla hyodyllisia seka opettajille etté oppilail-
le, silla ne selkeyttavit ja syventavat kolmiogeometrian kasitteiden ymmaér-
tamista. Luvussa esitetadn keskeisia lauseita ja niiden todistuksia, jotka aut-
tavat ymmartamaan kolmiogeometrian merkillisten pisteiden ominaisuuksia
ja rakenteellista merkitystd matematiikassa.

2.1 Kulmanpuolittajien leikkauspiste
(Sisdan piirretyn ympyrin keskipiste)

Lukiomatematiikassa kolmion sisdan piirrettavia ympyra on tarkea kasite, jo-
ka liittyy laheisesti kolmion kulmanpuolittajiin. Sisddn piirretty ympyra on
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suurin mahdollinen ympyra, joka mahtuu kolmion sisédan ja sivuaa kaikkia
sen sivuja. Osoittautuu, ettd tdman ympyréan keskipiste on sama kuin kol-
mion kulmanpuolittajien leikkauspiste.

Lause 2.1 (Kulmanpuolittajien leikkauspiste). Kolmion kaikkien kolmen
kulman kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa yhdessa pisteessd.

Todistus. Olkoon AABC kolmio. Piirretaédn kulman ZC AB puolittaja ﬁ ja

kulman ZABC puolittaja ﬁ . Osoitamme, ettd ndma puolittajat leikkaavat
toisensa.

Tehdédan vastaoletus, ettd puolittajat E ja ﬁ eivit leikkaa, jolloin ne
olisivat yhdensuuntaiset. Talloin kulmien Z/BAD ja ZABE summan tulisi
olla 180° (suorien kulmien summa). Kuitenkin tiedetddn, etté

ZBAD = ; -/BAC ja ZABFE = ; - LABC,

koska E ja ﬁ ovat kulmanpuolittajia. Siten

/BAD + /ABE = ; - (LBAC + ZABC).

Kolmion kulmien summa on aina 180°, joten ZBAC + ZABC' < 180°. Téasta
seuraa, etta

; - (LBAC + LABC) = Z/BAD + ZABE < 90°,

miké on ristiriidassa sen kanssa, ettd kulmien /BAD ja /ABE summan
tulisi olla 180°. Koska vastaoletus johtaa ristiriitaan, taytyy puolittajien /ﬁ
ja BE leikata toisensa. Merkitdan leikkauspistetta kirjaimella P.

A

Kun kulman ZCAB kulmanpuolittaja ja kulman ZABC" kulmanpuolittaja
leikkaavat toisensa pisteessa P, tdama piste P on yhta kaukana molemmista
kulmien sivuista.
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Koska P on kulman ZBAC puolittajalla, lauseen 1.2 mukaisesti voidaan
paatella, ettd |PF| = |PH|. Lisaksi, koska P on my6s kulman ZABC puo-
littajalla, tasta seuraa, ettd |PH| = |PG|. Néin ollen voimme péaatelld, etté

|PF| =|PH| = |PG]|.

Lopuksi piirretdan pisteestd C' puolisuora, joka kulkee pisteen P kautta.
Téaman seurauksena saamme kolmiot APFC ja APGC.

Soveltamalla Pythagoraan lausetta naihin suorakulmaisiin kolmioihin, voim-
me kirjoittaa seuraavat yhtalot:

|PF|? + |FC|? = |PC|)* = |PG|* + |GC|*.

Koska |PF| = | PG|, voidaan paatella, ettd myos |FC| = |CG|. Tésta seuraa,
ettd kolmioiden APFC' ja APGC kaikki sivut ovat keskendédn yhta pitkét.
Yhtenevyyden mééritelmén ja SSS-séadnnon nojalla namé kaksi kolmiota ovat
keskenédan yhtenevit.

Koska kolmiot ovat yhtenevia, kaikki vastaavat kulmat ovat yhta suuret.
Erityisesti /FPC = /GPC, /PFC = ZPGC =90°, ja ZFCP = ZGCP.

Tama todistaa, ettéd puolisuora ﬁ on kulman ZAC'B kulmanpuolittaja,
silla ZFCP = ZGCP.
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Taméa puolestaan osoittaa, ettd kolmion kaikkien kolmen kulman kulman-
puolittajat leikkaavat toisensa yhdessa pisteessa P. O

Tassa todistuksessa kulmanpuolittajien leikkauspiste esitetiin intuitiivi-
sella ja geometrisella lahestymistavalla, joka tekee siitd helposti ymmarretté-
van. Tama lahestymistapa tarjoaa vahvan perustan ja visuaalisen kasityksen
siitd, miksi kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa tietyssa pisteessa. Geomet-
riset argumentit auttavat lukijaa sisdistdmaan teorian perusperiaatteet, miké
on tirkead matematiikan oppimisessa.

Seuraavaksi haluamme esittda toisen todistuksen, joka syventaa tata ym-
mérrysta analyyttisella ja teoreettisella ndkokulmalla. Kulmanpuolittaja-
lauseen 1.3 ja Cevan lauseen 1.10 avulla tdmé toinen lahestymistapa raken-
taa matemaattisesti tasmallisen perustan, joka vahvistaa aiemmin esitettyja
véitteita. Téméan analyysin myo6ta voi nahda, ettd geometriset suhteet ei-
vit ole vain visuaalisia kasityksid, vaan niilla on myos vahva matemaattinen
pohja. Yhdistamallda ndma kaksi ldhestymistapaa saa seka intuitiivisen etté
analyyttisen kasityksen kulmanpuolittajien leikkauspisteestéa, mika syventaa
ymmarrysta aiheesta.

Todistus. Olkoon AABC kolmio, ja oletetaan, etta E, ﬁ, ﬁ ovat kol-
mion kulmien A, B ja C kulmanpuolittajia, joiden pisteet D, E ja F sijait-
sevat sivuilla BC', AC ja AB siten, ettd Bx D+« C, C* Ex Aja Ax F' x B.

B D C

Koska AD on kulmanpuolittaja, kulmanpuolittajalauseen 1.3 perusteella
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saadaan, etta
|BD|  |AB|

|IDC|  |AC|
Samalla tavalla BE ja C'F kulmanpuolittajille voi kirjoittaa, etta
|[EC| |BC| . |AF| |AC|
—— = ja == = 1=
|AE| ~ |AB| ' |FB| ~ |BC]
Néistd voidaan paitelld seuraava kertolasku:

|BD| |EC| |AF| |AB| |BC| |AC]
|\DC| |AE| |FB| |AC| |AB| |BC/|

Yksinkertaistetaan oikea puoli:

BD| |EC| |AF| _|ABY |BOF |ACK
[DC| ' |AE| |FB| ~ JAC| )AB| JBC|

Nain ollen Cevan lauseen 1.10 mukaan janat AD, BE ja C'F leikkaavat yh-
dessa pisteessa. Koska namé janat ovat kolmion kulmanpuolittajia, tdma pis-
te on kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste. Tamé osoittaa, ettd kulman-
puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteesséd, miké todistaa lauseen. [J

Huom: Kulmanpuolittajien leikkauspiste P on kolmion AABC' sisdin
piirretyn ympyran keskipiste. Tama ympyré on ympyra, joka on piirret-
tava kolmion sisélle siten, etta se sivuaa kaikkia kolmion sivuja.

Koska lauseen 2.1 mukaan kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa tdsmaél-
leen yhdessa pisteessa ja tama piste P on yhta kaukana kaikista kolmion
sivuista, se toimii ympyran keskipisteena. Tamaé tarkoittaa, etté kaikki etéi-
syydet, kuten |PF|, |PG| ja |PH|, ovat yhtd suuret ja vastaavat ympyran
sateen pituutta.

Ympyran sidde on siis etdisyys kolmion AABC' sivuilta, ja tdméa ympyré
on ainutlaatuinen, silla se on suurin ympyra, joka voidaan piirtda niin, etta
se on kolmion sisalla.
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2.2 Keskinormaalien leikkauspiste
(Ympaéri piirretyn ympyran keskipiste)

Lukiomatematiikassa kolmion ympari piirretty ympyra on keskeinen késite,
joka yhdistad kolmion ominaisuudet ja ympyridn geometrian. Ympéri piir-
retty ympyré on yksikésitteinen ympyra, joka kulkee kaikkien kolmion kér-
kipisteiden kautta. Taméan ympyran keskipisteen maérittdminen perustuu
kolmion keskinormaaleihin — suoriin, jotka ovat kohtisuorassa kolmion sivuja
vastaan ja kulkevat sivujen keskipisteiden kautta.

Lause 2.2 (Keskinormaalijen leikkauspiste). Kolmion kaikki kolme sivun
keskinormaalia leikkaavat toisensa samassa pisteessa.

Todistus. Olkoon ANABC' kolmio. Piirretdan ensin keskinormaali sivulle AB,
joka kulkee sivun AB keskipisteen D kautta. Sitten vastaavasti piirretdan
keskinormaali sivulle BC', joka kulkee sivun BC' keskipisteen E kautta. Osoi-
tetaan, ettd ndma kaksi keskinormaalia leikkaavat toisensa pisteessa P.

Tehdaan vastaoletus, etta keskinormaalit eivat leikkaa, jolloin ne olisi-
vat yhdensuuntaiset. Jos keskinormaalit olisivat yhdensuuntaiset, myos si-
vut AB ja BC olisivat yhdensuuntaiset tai samalla suoralla, koska keskinor-
maalit ovat kohtisuorassa niitd vastaan. Tamaéa on kuitenkin ristiriita, silla
kolmion sivut eivat voi olla yhdensuuntaisia eivatka kolmion kérjet ole sa-
malla suoralla. Koska vastaoletus johtaa ristiriitaan, taytyy keskinormaalien
leikata toisensa. Merkitdan leikkauspistetté kirjaimella P.

A

Koska piste P sijaitsee janan AB keskinormaalilla, niin lauseen 1.5 nojalla
|PA| = |PBj, eli piste P on yhta etaalla pisteista A ja B.

Samalla tavalla |PB| = |PC/|, koska piste P on yhté etéilla pisteistd B
ja C. Tama tarkoittaa, ettd |PA| = |PB| = |PC.
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Voidaan lauseen 1.5 nojalla suoraan paétella, etta piste P sijaitsee myos
janan AC' keskinormaalilla, koska |PA| = |PC.

Koska piste P on yhtéd kaukana pisteistd A, B, ja C, se sijaitsee kaikkien
kolmen sivun keskinormaaleilla. Tamé tarkoittaa, etta kaikki kolmion AABC
sivujen keskinormaalit leikkaavat samassa pisteessa P.

]

Huom: Keskinormaalijen leikkauspiste on kolmion ympéri piirretty
ympyran keskipiste.

Lauseen 1.5 perusteella keskinormaalien leikkauspiste P on yhté kaukana
kaikista kolmion kérkipisteistd A, B ja C. Tama tarkoittaa, etta |PA| =
|PB| = |PC|. Néin ollen voimme piirtdd ympyran, jonka keskipiste on P
ja side on PA (tai vastaavasti PB tai PC'). Tama ympyré kulkee kaikkien
kolmion karkipisteiden kautta, mika tekee siita kolmion ympari piirretyn
ympyréan. Siten keskinormaalien leikkauspiste on yksikéasitteisesti maéaritelty
ja se on aina kolmion ympaéri piirretyn ympyréan keskipiste.
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2.3 Keskijanojen leikkauspiste (painopiste)

Kolmion keskijanat eli mediaanit ovat méaaritelméan 1.7 mukaisesti janoja,
jotka yhdistavat kolmion karjet vastakkaisten sivujen keskipisteisiin. Keski-
janojen leikkauspistetta kutsutaan kolmion painopisteeksi, ja silld on mer-
kittava rooli geometriassa. Painopiste jakaa keskijanat tietyssé suhteessa, ja
tdméa ominaisuus on hyodyllinen monissa geometrisissa todistuksissa ja teh-
tavissa.

Lause 2.3 (Mediaanilause). Kolmion mediaanit leikkaavat toisensa samassa
pisteessa.

Todistus. Olkoon AABC kolmio, jossa D, E ja F ovat sivujen BC, AC
ja AB keskipisteet. Ensimmaéiseksi piirretdan puolisuorat BE ja C'F. Koska
puolisuora C'F leikkaa sivun AB, sen taytyy myos leikata puolisuora BE, silld
ﬁ sijaitsee kulman ZABC sisalla. Tamaé osoittaa, etta keskijanat BE ja C'F'
leikkaavat toisensa jossain kolmion sisalla. Merkitdan tata leikkauspistetté
kirjaimella G.
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Piirretaan seuraavaksi puolisuora 1@ . Jos puolisuora 1@ jakaa sivun BC'
kahteen yhta suureen osaan (eli se kulkee pisteen D kautta), tdlloin AD on
keskijana. Nain ollen kaikki kolme keskijanaa leikkaavat toisensa samassa
pisteessa.

Kolmiossa AABC muodostuu useita yhdenmuotoisia kolmiopareja. Néi-
den avulla voidaan osoittaa, ettd |BD| = |DC|, miké todistaa, ettd AD on
keskijana.

Ensiksi tarkastellaan kolmioita AFAFE ja ABAC'. SKS-yhdenmuotoisuus-
lauseen nojalla ne ovat yhdenmuotoisia. Tamé johtuu siita, ettda LFAE =
ZBAC (yhteinen kulma) ja

AF| |AB| 1
|AB|  |AC| 2
Naéin ollen
AFAE ~ ABAC

Tarvitaan myos osoittaa, ettd F'E || BC. Tamén todistaminen on kes-
keisté, jotta yhdenmuotoisuusargumentit voidaan soveltaa oikein.
Piirretdan pisteesta C' puolisuora C'H, joka on yhdensuuntainen sivun

AB kanssa ja leikkaa suoran pisteesséd H. Tarkastellaan nyt kolmioita
ANAEF ja ACEH.
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Koska kulmat ZAEF ja ZC'EH ovat ristikulmat, patee ZAEF = ZCEH.
Lisaksi ZAEF = ZACB koska, AFAE ~ ABAC'. Nain ollen

ZCEH = ZACB.

Koska /CEFH = ZACB, voidaan vuorokulmalauseen nojalla todeta, ettéd
F'H on yhdensuuntainen sivun BC' kanssa. Néin ollen péatee, ettéa

FE | BC.
Voi my0s sanoa, etta

[FE| 1

|BC| 2’

koska AFAE ~ ABAC ja
AF|  JAE| 1

IAB| ~ JAC| ~ 2

Tarkastellaan seuraavaksi kolmioita AAKE ja AADC. Tieddmme, ettéa
LAEK = LACD ja LZKAE = ZDAC (koska ne ovat samat kulmat). Taméan

vuoksi voidaan KK-yhdenmuotoisuuslauseen nojalla todeta, ettda AAKE ~
ANADC'. Koska

AB| 1
|AC| 2’
yhdenmuotoisuuden suhde on 1 : 2, eli
KE| 1
|\DC| 2’
Tasta seuraa, etta
|DC| =2-|KE| (*)

Tarkastellaan seuraavaksi kolmioita AFGE ja ACGB. Koska FE || BC,
kaanteisen vuorokulmalauseen nojalla voidaan péatella, etta

ZEFG = /ZGCB ja /ZFEG=/ZGBC.

Taman perusteella voidaan KK-yhdenmuotoisuuslauseen nojalla todeta, ettéa
AFGE ~ ACGB. Koska £El = %, yhdenmuotoisuussuhde on 1 : 2. Téasta

|BC]
seuraa, etta
|EG]| 1

|BG| 2
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Viimeiseksi tarkastellaan kolmioita AKGFE ja ABGD. Koska KE || BD,
kaanteisen vuorokulmalauseen nojalla voidaan péatella, etta

LKEG=/ZGBD ja /ZFEKG=/ZGDB.

Taman perusteella voidaan KK-yhdenmuotoisuuslauseen nojalla todeta, ettéa
AFGE ~ ACGB. Koska £8] — %, yhdenmuotoisuussuhde on 1 : 2. Téasta

IBG|
seuraa, etta
|EG)| B 1 B |KE|
|IGB| 2 |BDJ|’
Néin ollen,
|BD|=2-|KE| (**)

Lopuksi, yhtélot (*) ja (**) yhdistamélla seuraa, ettd |DC| = |BD|, miké
osoittaa, ettd AD on kolmion AABC' mediaani. Koska AD kulkee pisteen
G kautta, voidaan paatelld, etta kaikki kolme mediaania leikkaavat toisensa
téssd samassa pisteessa G. O]

Todistus Cevan lauseen 1.10 avulla

Nyt todistamme saman tuloksen vaihtoehtoisesti kayttamalléd Cevan lauset-
ta, joka tarjoaa tehokkaan tyokalun kolmion sisélla olevien janojen leikkaus-
pisteisiin liittyvien kysymysten kasittelyyn.

Todistus. Olkoon AABC' kolmio, jossa D, E ja F' ovat sivujen BC, C'A
ja AB keskipisteet, jolloin AD, BE ja C'F ovat mediaanit. Cevan lausetta
kayttden meidan on osoitettava, ettd suhdetulo

|AF| |BD| |CE|

= 1.
|FB| |DC| |EA]|

A

B D

Koska D, E ja F ovat sivujen keskipisteet, ( |AF| = |FB|,|BD| = |DC|
ja |CE| = |FEA|), meilld on seuraavat yhtélot:

|AF| |BD| |CE| _
|\FB| |DC| |EA|

1.
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Kun nadmé yhtalot sijoitetaan Cevan lausetta vastaavaan suhdetuloon, saa-

daan:
|AF| |BD| ]C’E|_

|FB| |DC| |EA| —
Koska suhdetulo on yksi, Cevan lauseesta seuraa, ettd mediaanit leikkaavat

toisensa samassa pisteessd. Tama piste on kolmion AABC' painopiste G.
O

1-1-1=1.

Lause 2.4. Mediaanien leikkauspiste jakaa jokaisen mediaanin suhteessa 2:1
kolmion kdrjestd lukien.

Todistus. Olkoon AABC kolmio, D sivun BC', E sivun AC ja F sivun AB
keskipiste.

Lauseen 2.3 todistuksessa osoitettiin, ettd AFGE ~ ACGB ja yhdenmuo-
toisuussuhde on 1 : 2. Tasté seuraa, etta

\EG|  |FG| 1

|IGB| |GC| 2
Tarkastellaan seuraavaksi kolmioita AEGD ja ABGA.

Koska pisteet D ja E ovat sivujen BC' ja AC keskipisteet, vastaava yh-
denmuotoisuus patee myos kolmioiden AEGD ja ABGA vililla. Néin ollen
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voimme todeta, ettd AEGD ~ ABGA, ja yhdenmuotoisuussuhde on edel-
leen 1 : 2. Tasté seuraa, etta

\EG|  |DG| 1

IGB|  |GA| 2
Lopuksi voidaan péaatella, ettéa
oG] _|BG| _|AG| 2

IGF|  |GE| |GD| 1

Néama suhteet osoittavat, ettd mediaanien leikkauspiste jakaa jokaisen
mediaanin suhteessa 2:1 kolmion kéarjesta lukien. O]

2.4 Korkeusjanojen leikkauspiste (ortokeskus)

Lukiomatematiikassa kolmion korkeusjanat ovat keskeisid janoja, jotka yh-
distavat kolmion karjet vastakkaisiin sivuihin kohtisuorasti. Korkeusjanojen
leikkauspisteella, jota kutsutaan ortokeskukseksi, on useita mielenkiintoisia
ominaisuuksia ja se esiintyy usein geometriaan liittyvissa tehtévissa ja todis-
tuksissa.

Lause 2.5. Kolmiossa korkeusjanojen jatkeet tai itse korkeusjanat leikkaavat
kaikki toisensa samassa pisteessd.

Todistus. Olkoon AABC' teravikulmainen kolmio, Bx D' siten, ettda AD L
BC, Ax E x C siten, ettd BE 1 AC ja A x F x B siten, ettd CF 1 AB.
Olkoot k, [ ja m suoria, jotka toteuttavat ehdot

o k|| BC ja k kulkee A:n kautta.
o ||| AC ja [l kulkee B:n kautta.

o m || AB ja m kulkee C'n kautta.

\\\]\/] A k '."J\,“T
xR E "r
I F fm
B D T
i
IS
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Kaéanteisen vuorokulmalauseen nojalla voidaan todeta, etta seuraavat kul-
mat ovat yhtenevid. Ensinndkin, koska M N || BC, voidaan paatelld, et-
td LZMAB = ZABC. Liséksi, koska AB || NL, tiedimme, ettd ZABC =

/BCL. Vastaavasti, koska M N || BC, voidaan todeta, ettd ZBCL = ZANC.
Néin ollen pétee:

LMAB = /ABC = /BCL = ZANC.

Seuraavaksi, koska M N || BC, saadaan ZNAC = ZACB. Lisiksi, kos-
ka AC || ML, voimme todeta, ettd LZACB = ZCBL. Koska MN || BC,
tieddmme myos, ettda /CBL = ZAM B. Tamén perusteella pétee:

LNAC = LZACB = ZCBL = ZAMB.

Kolmantena, koska NL || AB, voimme todeta, ettdi ZNCA = ZBAC.
Koska AC' || ML, saadaan myos, ettda ZBAC = ZCLB. Lisiksi NL || AB
johtaa siihen, ettda Z/CLB = ZABM. Néin ollen pétee:

INCA=/BAC = /ZCLB = ZABM.

Naiden yhtenevien kulmien nojalla voimme todeta, ettd kolmioilla AABC,
ABAM, ACN A ja ACLB on kaikki kulmat yhtenevat. Koska niill& on myos
yksi yhteinen sivu, seuraa SKS-yhdenmuotoisuuslauseesta, ettd namé neljé
kolmiota ovat keskenaén yhtenevié, eli

NABC = ABAM = ACNA = ALCB.

.
HaN
T
L
/

Koska AD on AABC kolmion korkeusjana, ZCDA = 90°. Sen liséksi,
ZDAM = 90°, koska M N || BC. Tama tarkoittaa, ettd kolmiossa AMNL,
AD on sivujen M N keskinormaali, koska AD L MN ja |[MA| = |AN].

Vastaavasti, BE on sivun M L keskinormaali ja C'F’ on sivun N L keski-
normaali. Lauseen 2.2 perusteella keskinormaalit leikkaavat toisensa yhdessé
pisteessa.
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Nain ollen kolmion AABC' korkeusjanat leikkaavat toisensa yhdessé pistees-
sa.

Oletetaan nyt, ettd kolmio AABC' on tylppdkulmainen kolmio, eli kulma
ZABC on suurempi kuin 90°.

M A N
t —tH—
L] E
D
e
@]

Talloin korkeusjana AD on kolmion AABC ulkopuolella. Kuitenkin, ku-
ten terdavikulmaisen kolmion tapauksessa, AD on edelleen kolmion AMN L
keskinormaali, koska AD L MN ja |[MA| =|AN|.

Vastaavasti, BE ja C'F' ovat kolmion AABC korkeusjanoja ja kolmion
AM N L keskinormaaleja. Siksi kolmion AABC' korkeusjanojen jatkeet leik-
kavat toisensa yhdesséa pisteessa kolmion ulkopuolella, koska ne ovat samalla
kolmion AM N L keskinormaaleja. Keskinormaalien leikkauspistelauseen 2.2
nojalla ndmé kolme keskinormaalia leikkaavat toisensa samassa pisteessé.
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Néin ollen myos tylppakulmainen kolmion AABC korkeusjanojen jat-
keet leikkaavat toisensa samassa pisteessd, joka sijaitsee nyt kolmion AABC
ulkopuolella.

Olemme osoittaneet, ettda kolmion AABC korkeusjanat tai niiden jatkeet
leikkaavat toisensa yhdessa pisteessa, joka voi olla kolmion ulko- tai sisdpuo-
lella, riippuen siita, onko kolmio teravé- vai tylppakulmainen. O]

Todistus Cevan lauseen 1.10 avulla
Tarjoamme myo6s vaihtoehtoisen todistuksen terdvakulmaisen kolmion ta-
pauksessa hyodyntamalla Cevan lausetta.

Todistus. Olkoon AABC terdavakulmainen kolmio, ja olkoot D, F ja F' pis-
teet sivuilla BC', C'A ja AB siten, ettd AD 1 BC, BE 1. AC ja CF 1 AB.
Tavoitteenamme on osoittaa, ettd korkeusjanat AD, BE ja C'F leikkaavat
toisensa yhdessé pisteessi kdyttamalld Cevan lausetta.

Cevan lausetta varten tarvitsemme osoittaa, ettd seuraava suhdetulo on

paikkansapitava:
|AF| |BD| |CE|

=1.
|FB| |DC| |EA|
A
F
B D c

Aloitetaan tarkastelemalla kolmioita AADB ja AC'F'B. Molemmissa kol-
mioissa on suorakulmat, silla ZADB = ZC'FB = 90°. Lisaksi kulmat ZABD
ja ZC BF ovat yhté suuret, koska kyseessa on sama kulma. Koska kahdessa
kolmiossa kaksi kulmaa ovat yhta suuret, voimme paételld KK-yhdenmuotoi-
suuslauseen nojalle, ettd kolmiot AADB ja ACFB ovat yhdenmuotoiset.
Tésta seuraa, etta

|BD| |AD|
|[FB|  |CF|

Samoin kuin edellisesséa tapauksessa, tarkastellaan kolmioita AAEB ja
ANAFC sekd ABEC ja AADC. Myos néissé kolmioissa on yhteinen kulma
ja suorakulma, joten KK-yhdenmuotoisuuslauseen perusteella ne ovat yhden-
muotoiset. Tasta seuraa seuraavat yhdenmuotoisuudet ja suhteet:
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Kolmioiden AAEB ja AAFC yhdenmuotoisuudesta saadaan

|AF|  |CF]
|EA|  |BE|’

ja kolmioiden ABEC' ja AADC yhdenmuotoisuudesta saadaan vastaavasti

|ICE|  |BE|
|DC| — |AD|

Nyt yhdistdimme ndma tulokset osoittaaksemme, ettd Cevan lausetta voi-
daan soveltaa. Yhdenmuotoisuuksien perusteella saimme seuraavat yhtalot:

|BD|  |AD|
|FB|  |CF|
|AF| B |C'F|
|EA|  |BE|
|CE)| B |BE)|
|DC| a |AD|’

Voimme kertoa nama yhtéalot keskendan, jotta saamme vaaditun suhdetulon:

|BD| |AF| |CE| |AD| |CF| |BE|
|\FB| |EA| |DC| |CF| |BE| |AD|

Tassa vaiheessa on tarkedd huomata, etta oikealla puolella olevat termit voi-
daan supistaa, koska ne toistuvat kaanteisissa suhteissa.

|BD| |AF| |CE| _|AD[ |CF[ |BHE[
[FB| |EA] |DC| |CF] |BE] |AD]

Kun kaikki termit on supistettu, jaljelle jaéa juuri Cevan lausetta vastaava
suhdetulo, miké osoittaa, etta suhdetulo on yksi.

|AF| |BD| |CE|
|FB| |DC| |EA|

1.

Téama tarkoittaa, ettd Cevan lausetta soveltaen korkeusjanat AD, BE ja C'F
leikkaavat toisensa yhdessa pisteessé.

Néin ollen olemme osoittaneet, ettd kolmion AABC korkeusjanat leik-
kaavat toisensa samassa pisteesséd, kun kolmio on teravikulmainen. O
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3 Tuntemattomampia merkillisia pisteita

Geometria on pitkdan kiehtonut matemaatikoita ja tieteilijoitd, ja kolmion
merkilliset pisteet ovat olleet yksi tutkimuksen tarkeista aiheista. Vaikka mo-
net naista pisteista, kuten ympari piirretyn ympyran keskipiste tai kolmion
ortokeskus, ovat tuttuja lukion geometrian oppikirjoista, on olemassa myos
vihemmén tunnettuja mutta yhta kiehtovia pisteité, jotka eivit aina saa an-
saitsemaansa huomiota. Naita pisteitd voidaan kutsua tuntemattomammiksi
merkillisiksi pisteiksi, ja ne tarjoavat syvéllisemméan ymmarryksen geomet-
riasta seké rikkaita tutkimusaiheita matematiikan harrastajille ja ammatti-
laisille.

Lukion matematiikassa, kuten edellisessa luvussa on késitelty, keskity-
tdan yleensa kolmion peruspisteisiin, kuten sisdéan piirretyn ympyrian kes-
kipisteeseen, ympari piirretyn ympyréan keskipisteeseen, painopisteeseen ja
ortokeskukseen. Nama pisteet tarjoavat vankan pohjan geometrian perus-
periaatteiden ymmartamiselle ja ovat helposti konstruoitavissa perinteisil-
la tyokaluilla, kuten harpin ja viivaimen avulla. Kuitenkin matemaattisen
geometrian rikkaus ulottuu huomattavasti pidemmalle. Tuntemattomammat
merkilliset pisteet, kuten Napoleonin ja Fermat'n pisteet seka Eulerin suora,
vaativat syvéillisempéa teoreettista pohdintaa ja laajempaa kasitysta geomet-
risista suhteista ja symmetrioista.

Néiden tuntemattomampien merkillisten pisteiden tutkiminen ei ole pel-
kastdaan uteliaisuuden tyydyttamista, vaan myos mahdollisuus kehittaa geo-
metrista ajattelua ja tutkia yhteyksid trigonometriaan, analyyttiseen geo-
metriaan ja jopa abstraktiin algebraan. Esimerkiksi Napoleonin pisteet ja
niihin liittyva Napoleonin lause kertovat kolmion ja tasasivuisen kolmion vé-
lisisté erityisista yhteyksistéd. Fermat'n piste puolestaan esittéda optimoitavan
ongelman, joka liittyy kolmion sivujen pituuksien minimointiin.

Naita teemoja kasitellessa olen padasiallisesti tukeutunut Coxeterin ja
Greitzerin teokseen Geometry Revisited [1] sekd Ostermannin ja Wannerin
teokseen Geometry by Its History [3], joissa kasitelldén perusteellisesti tunte-
mattomampia merkillisid pisteité ja niiden ominaisuuksia. Fermat'n pisteiden
osalta olen lisiksi hyodyntanyt Eric Weissteinin MathWorld-sivustoa [9], joka
tarjoaa yksityiskohtaisia tietoja pisteen ominaisuuksista ja sen sovelluksista.

Tuntemattomammat merkilliset pisteet tarjoavat myots mahdollisuuden
tutkia syvallisempia ja monimutkaisempia matemaattisia konsepteja, kuten
symmetriaa, konstruointia ja optimoivia ominaisuuksia. Néiden pisteiden
tutkiminen voi johtaa uusiin oivalluksiin ja tuloksiin, jotka rikastuttavat se-
ka teoreettista ettd soveltavaa geometriaa. Naiden pisteiden ominaisuuksien
ymmartaminen voi myos auttaa ratkaisemaan ongelmia muilla matematiikan
aloilla, kuten algebraisessa geometriassa ja optimointiteoriassa.

41



Tamén luvun tarkoituksena on tutustuttaa lukija joihinkin néista va-
hemman tunnetuista pisteistda ja tarjota samalla syvéllisempad nakemysté
geometrisesta ajattelusta.

3.1 Napoleonin pisteet

Napoleonin pisteet ovat mielenkiintoinen ja vihemmaén tunnettu geometrian
konsepti, joka tarjoaa syvéllisid oivalluksia kolmioiden ominaisuuksista. Né-
méa pisteet nimettiin ranskalaisen keisarin Napoleon Bonaparten mukaan,
joka tunnetusti oli kiinnostunut matematiikasta ja erityisesti geometriasta.
(Coxeter ja Greitzer huomauttavat, ettd Napoleon ei todennédkoisesti tiennyt
tarpeeksi geometriasta keksiakseen Napoleonin lausetta, aivan kuten héan ei
todennakoisesti tiennyt tarpeeksi englantia muodostaakseen palindromia, jo-
ka usein liitetdén héneen: “Able was I ere I saw Elba.”) [1]

Napoleonin pisteilld on useita mielenkiintoisia ominaisuuksia. Yksi mer-
kittavimmista on, ettd riippumatta alkuperéisen kolmion muodosta, Napo-
leonin kolmiot ovat aina tasasivuisia. Tama on syvéllinen ja yllattava tulos,
joka osoittaa geometrian harmonian ja symmetrian.

Liséksi Napoleonin pisteiden tutkiminen paljastaa syvempiéd suhteita ja
yhteyksié kolmion geometriaan. Esimerkiksi, Napoleonin pisteet liittyvat 1a-
heisesti Fermat'n pisteeseen ja niita voidaan kayttad hyodyksi monissa geo-
metrisissa optimointiongelmissa. Ne ovat myos esimerkki siita, kuinka yksin-
kertaiset konstruktiot voivat johtaa monimutkaisiin ja kauniisiin geometrisiin
ilmi6ihin.

3.1.1 Ensimmaéiinen Napoleonin piste

Piirretdédn annetun kolmion AABC' jokaisen sivun ulkopuolelle tasasivuinen
kolmio. Esimerkiksi sivun AB ulkopuolelle piirretaén tasasivuinen kolmio
ANABD, sivun BC ulkopuolelle tasasivuinen kolmio ABCE ja sivun AC
ulkopuolelle tasasivuinen kolmio AACF'.

Muodostetaan janat, jotka yhdistdvat alkuperédisen kolmion kéarjet vas-
takkaisen tasasivuisen kolmion keskipisteisiin: kérki A yhdistetdan kolmion
ABCFE keskipisteeseen Y, kiarki B kolmion AAC'F keskipisteeseen 7 ja karki
C kolmion AABD keskipisteeseen X. Télloin kaikki kolme janaa leikkaavat
samassa pisteessd, joka on ensimméinen Napoleonin piste (merkitaan
usein Ny).
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Lause 3.1. Oletetaan, etti kolmion NABC jokainen kulma on enintddn
120°. Piirretidn kullekin kolmion NABC' sivulle ulospdin tasasivuinen kol-
mio ja merkitadn ulkopuolisia kdrkid D, E ja F. Ndin muodostuvat tasasi-
vuiset kolmiot NADB, ABEC ja NAFC, joiden keskipisteitd merkitddin X,
Y ja Z. Talloin janat AY, BZ ja CX leikkaavat yhdessd pisteessd.

Todistus. Todistuksessa kdytdmme Cevan lauseen 1.10 kadnteista osoittaak-
semme, ettd annetut janat AY, BZ ja CX leikkaavat yhdessa pisteessa.

Oletetaan, ettd kolmion AABC jokainen kulma on enintdan 120°. Mer-
kitdan pisteella K kohtaa, jossa C'X leikkaa janan AB, pisteelld L kohtaa,
jossa AY leikkaa janan BC', ja pisteelld M kohtaa, jossa BZ leikkaa janan
AC.
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Osoitamme, ettéd pisteiden K, L ja M valilla muodostuu Cevan lauseen
1.10 mukainen suhde.

Ensiksi tarkastellaan kolmioita AABY ja AACY. Kulmat ZLBY ja
ZLCY ovat molemmat 30°. Tamé johtuu siitéd, ettd kolmio ABEC on tasa-
sivuinen, ja piste Y on tdman kolmion keskipiste. Tasasivuisen kolmion kes-
kipiste sijaitsee samalla kolmion kulmanpuolittajien, mediaanien ja korkeus-
janan leikkauspisteessé, joten kulmat ZLBY = /Y BE = 30° ja vastaavasti
ZLCY = ZYCFE = 30°.

Merkitdédn myos, ettd hy on korkeus kolmioille AALB ja AALC, ja vas-
taavasti hy on korkeus kolmioille ABLY ja ACLY .
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Néaiden avulla voimme ilmaista kolmioiden pinta-alat seuraavasti:

Ala(AALB):w ja  Ala(ABLY) :h2'|QBL|,
Ala(AALC) = b - |LC] ja Ala(ACLY) = h?‘fc’

Naiden yhtaloiden avulla voimme nyt laskea kolmioiden AABY ja ANACY
pinta-alat summana kolmioista ANALB, ABLY , NALC ja ACLY

Ala(AABY) = Ala(AALB) + Ala(ABLY) — 1B (51 +ha).
Ala(AACY) = Ala(AALC) + Ala(acLy) = ZEL (;h +hy)

Tasta seuraa, etta
Ala(AABY)  |BL|

Ala(AACY)  |LC|
Toisaalta, voimme ilmaista kolmioiden AABY ja AACY pinta-alat myos
sivujen ja kulmien avulla. Kolmion pinta-ala voidaan laskea kaavalla

1
pinta-ala = g a b - sin(6),

missa a ja b ovat sivut ja 6 on niiden vélinen kulma. Soveltamalla tata kaavaa
saamme seuraavat yhtdlot kolmioille AABY ja AACY:

Ala(AABY) = ; AB]| - |BY| - sin(LABC + 30°),
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1
Ala(AACY) = 5 |AC| - |CY| - sin(LACB + 30°).
Naiden avulla voimme muodostaa seuraavan suhteen:
|BL|  Ala(AABY) L |AB|-|BY| - sin(ZABC + 30°)
ILC|  Ala(AACY) L. |AC|-|CY]-sin(ZACB + 30°)°
Koska kolmiolla ABY C' on kulma £/Y BC = ZBCY = 30°, se on tasakyl-
kinen kolmio. Tésta seuraa, ettd kolmion ABY C kyljet |BY| ja |C'Y| ovat

yhté pitkét. Néin ollen pétee, ettd |BY| = |CY|. Tamén perusteella voimme
yksinkertaistaa tamén seuraavasti:

|BL|  |AB|-sin(£ZABC + 30°)
|ILC| — |AC|-sin(ZACB + 30°)°

SIS

Samalla tavoin kuin edellisessa tapauksessa, tarkastelemme kolmioita AABZ
ja ACBZ. Talloin voidaan osoittaa, ettd sivujen C'M ja M A vélinen suhde
voidaan ilmaista seuraavasti:

|ICM|  |BC| sin(£BCA+ 30°)

IMA| — |AB| sin(£/BAC +30°)
Vastaavasti, tarkastelemalla kolmioita AACX ja ABCX, voimme kirjoittaa
seuraavan suhteen sivuille AK ja KB

|AK|  |AC| sin(£ZBAC + 30°)
|KB|  |BC| sin(£ZABC +30°)
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Nyt voimme kertoa kaikki kolme aiempaa suhdetta yhteen. Téssé vaihees-
sa on huomattava, etta kaikki vasemman puolen kertoimet yksinkertaistuvat.
Lopputuloksena saamme, etta

|BL| |CM| |AK|

=1.
|LC| |MA| |KB|

Cevan lauseen 1.10 kaénteisen nojalla, janat AL, BM ja CK leikkaavat yh-
dessé pisteessa.

Lopuksi voimme todeta, ettd olemme osoittaneet, ettd kolmiossa AABC
janat AY, BZ ja C'X leikkaavat samassa pisteessa, koska Ax LxY, Bx M x Z
jaCx K% X.

m

3.1.2 Toinen Napoleonin piste

Piirretédan tasasivuiset kolmiot alkuperaisen kolmion sivujen suuntaisesti si-
ten, etta ne osoittavat kolmion sisdpuolelle, mutta eivat valttamétta sijaitse
kokonaan kolmion sisélla. Yhdistetadan jalleen alkuperdisen kolmion kérjet
vastakkaisen tasasivuisen kolmion keskipisteisiin. Naiden kolmen janan leik-
kauspiste on toinen Napoleonin piste (merkitdén usein Ny)
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3.1.3 Napoleonin lause

Napoleonin pisteiden ja tasasivuisten kolmioiden konstruktiot liittyvat mer-
kittavaan geometrian tulokseen, joka tunnetaan Napoleonin lauseena.

Lause 3.2 (Napoleonin lause). Kolmion ulkopuolelle piirrettyjen tasasivuis-
ten kolmoiden keskipisteet muodostavat tasasivuisen kolmion.

Todistus. Olkoon AABC' kolmio, ja piirretddn jokaisen sivun ulkopuolelle
tasasivuiset kolmiot. Sivun AB ulkopuolelle piirretddn tasasivuinen kolmio
NABD, sivun BC' ulkopuolelle tasasivuinen kolmio ABCE, ja sivun AC
ulkopuolelle tasasivuinen kolmio AACF'.

Néiden tasasivuisten kolmoiden keskipisteet merkitaan seuraavasti: kol-
mion ANABD keskipiste on X, kolmion ABC'FE keskipiste on Y, ja kolmion
ANACF keskipiste on Z. Naytamme, ettd kolmio AXY Z on tasasivuinen, eli
XY|=|YZ| =|XZ|.

F

Tarkastellaan ensin tasasivuista kolmiota AABD. Koska X on kolmion AABD
keskipiste, se on samalla seka painopiste, ympéarysympyréan keskipiste etta si-
saympyran keskipiste. Taméan vuoksi pisteestd D pisteeseen X piirretty puo-
lisuora leikkaa sivun AB pisteessid D', joka on sivun AB keskipiste. Koska
janat AX, BX ja DX ovat samalla kulmanpuolittajia, ne jakavat kulmat
LA, /B ja £ZD kahteen 30 asteen osaan. Néin ollen

/BDX = /XDA=/DAX = /XAB = /ZABX = ZXBD = 30°.
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Lisdksi, koska jana DD’ on kolmion AABD korkeus, patee DD’ 1 AB.
Téamén vuoksi ABD'X on suorakulmainen kolmio.

Tastda voimme Kkirjoittaa, etté

|BD'|

cos 30°

BT
|BD'| = 1|AB|, koska DD’ on keskijana, joten

2| AB|
|BX|

cos 30° =

Tésta seuraa, etta

V3 _ |AB]

2 2-|BX|
joten
IAX| = |[BX| = \f |AB|.
Vastaavasti kolmiossa ABCFE patee
3
BY| = lcv] =2 j5c,
ja kolmiossa AACF pétee
3
|AZ| = |CZ| V3 - |AC|.

E)
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Huomataan, ettd SKS-yhdenmuotoisuuslauseen mukaan kolmiot AX BY
ja AABE ovat yhdenmuotoisia. Tamé johtuu siitéd, ettd kulmat Z X BY ja
ZABE ovat yhté suuret (ZXBY = ZABE = ZABC + 60°). Lisdksi naiden
viereisten sivujen suhteet ovat samat:

Bx| _V3 . |BY| _ V3

AB| ~— 3 7 |BE|” 3

Néiden perusteella voidaan paételld, ettd ndiden kahden kolmion yhdenmuo-

toisuuskerroin on 3. Yhdenmuotoisuudesta seuraa, etta

3
V3

3
Vastaavasti voimme tarkastella kolmiota AZCY ja todeta sen olevan yhden-
muotoinen kolmion AACE kanssa. Samanlaisella argumentoinnilla saadaan,

etta myos
V3

XY= Y2 |AB).

|ZY| = 5 |AE)|.
Tasta seuraa, etta
ZY| = \/35 -JAE| = |XY].
Néin ollen voidaan péatella, etté
|ZY| = | XY|.

50



Seuraavaksi tarkastellessamme kolmioita AX AZ ja ADAC, voimme ha-
vaita samanlaisen yhdenmuotoisuuden kuin edellisissé tapauksissa, koska
kulmat /X AZ ja ZDAC ovat yhta suuret, viereisten sivujen suhteet ovat
samat, ja yhdenmuotoisuussuhde on ? Tasta seuraa, etta

3
xz1= Y3 pey.
3

Tamén jalkeen tarkastellessamme kolmioita AXBY ja ADBC, huomaam-

me, ettd myos nédiden kulmat ja sivusuhteet tayttavat yhdenmuotoisuuden

ehdot, ja yhdenmuotoisuussuhde on ? Taméan perusteella voimme johtaa
seuraavanlaisen yhteyden:

3

XY= \é_ |DC.

Nyt meilld on seuraava yhtalo:

V3

XY| == DC| = |x2|

Téasta voimme paatella, etta
| XY|=1|XZ|

Yhdistdmalla tdma edelliseen osaan, jossa todistimme | ZY | = | XY|, saamme
lopputuloksen
|ZY| = |XY|=|XZ|.

Néin ollen kolmio A XY Z on tasasivuinen. Tamé todistaa Napoleonin lausen.
m

3.2 Fermat’n pisteet

Fermat'n piste on kiehtova kéasite kolmiogeometriassa, joka yhdistaa elegan-
tisti geometrian ja optimoinnin. Tama piste on nimetty ranskalaisen mate-
maatikon Pierre de Fermat'n mukaan, joka esitti ongelman kolmion sisalla
olevasta pisteestd, jonka etédisyyksien summa kolmion karkiin on minimaa-
linen. Mielenkiintoista kylla, tdm&a ongelma juontaa juurensa 1600-luvulle,
jolloin Fermat haastoi Evangelista Torricellin ratkaisemaan vastaavanlaisen
ongelman kolmen kylan yhdistamisesta teilla. Tama historiallinen yhteys ko-
rostaa Fermat’n pisteen merkitysté seka matemaattisena ongelmana etta kéy-
tannon sovellusten kannalta. [10]
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3.2.1 Ensimmaiinen Fermat’n piste

Fermat’'n ensimméinen piste on kolmion sisilld oleva erityinen piste, josta
kolmion jokaiseen karkeen piirrettyjen janojen yhteispituus on lyhin mah-
dollinen. Taman pisteen 1oytédmiseksi piirretadan jokaiselle alkuperéisen kol-
mion sivulle tasasivuinen kolmio. Sitten yhdistetaén naiden uusien kolmioi-
den karkipisteet alkuperaisen kolmion vastakkaisiin karkiin. Naiden janojen
leikkauspiste on ensimmainen Fermat’n piste.

Kuvassa A, B ja C ovat alkuperaisen kolmion kulmat, A", B’ ja C’ ovat
tasasivuisten kolmioiden kulmat ja F; on Fermat'n ensimméinen piste.

Huom: Jos kaikki kolmion kulmat ovat alle 120 astetta, Fermatin ensim-
méinen piste on kolmion sisalla. Jos jokin kulma on yli 120 astetta, piste on
kolmion ulkopuolella.

Fermatin piste sijaitsee kohdassa, missa tieverkon etdisyyksien summa saa
pienimman arvonsa, eli kohdassa, joka minimoi etaisyydet kolmion kéarkipis-
teisiin A, B ja C'. Télloin etaisyyksien summa voidaan kirjoittaa muodossa:

|AFy| + |BFy| + |CF]
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3.2.2 Toinen Fermat’n piste

Fermat'n toisen pisteen méarittamiseksi piirretddn tasasivuiset kolmiot al-
kuperaisen kolmion sivujen suuntaisesti siten, ettd ne osoittavat kolmion si-
sdpuolelle, mutta eivat valttamatta sijaitse kokonaan kolmion sisalla. Sitten
yhdistetdan néiden uusien kolmioiden karjistd janat alkuperaisen kolmion
vastakkaisiin kulmiin. Néiden janojen leikkauspiste on toinen Fermat’'n
piste.

Kuvassa A, B ja C ovat alkuperaisen kolmion kulmat, A", B" ja C’ ovat si-
sadnpéin piirrettyjen tasasivuisten kolmioiden kulmat ja F5, on toinen Fer-
mat’n piste.

Huom: Toinen Fermat'n piste sijaitsee aina kolmion ulkopuolella.

Fermat'n pisteita ei tassa tutkielmassa kasitella tarkemmin, vaan tar-
koituksena on tarjota yleiskuva pisteen merkityksesta kolmion geometriassa
ja optimaalisuuteen liittyvassa ongelmassa. Tarkempia matemaattisia kaavo-
ja, konstruktiomenetelmia seké Fermat'n pisteen teoreettisia ominaisuuksia
koskeva syvéllisempi kasittely 10ytyy useista ldhteista. Lisatietoja Fermat'n
pisteen matemaattisista ominaisuuksista ja historiallisesta taustasta on saa-
tavilla esimerkiksi Wolfram MathWorld -sivustolla [9]. Sivustolla késitelladn
muun muassa Fermat'n ongelmaa, pisteen minimointiehdot, pisteen historial-
linen yhteys Torricellin ratkaisuun seka pisteen tarkat kaavat, jotka maaritte-
levat sen sijainnin kolmion kérkipisteiden etaisyyksien perusteella. Sivu tar-
joaa my6s matemaattisia funktioita ja kaavoja, kuten Kimberling-keskukset
ja Brocard-kulman sovelluksia [3].
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3.3 Yhdeksian pisteen ympyra

Geometriassa on monia mielenkiintoisia ja syvéllisia lauseita, jotka paljasta-
vat kolmioon liittyvien pisteiden valisid kauniita ja yllattavia yhteyksiéa. Yksi
tallainen lause liittyy yhdeksan pisteen ympyréaan, joka on erityinen geomet-
rinen konstruktio ja kulkee kolmion yhdeksan merkittavan pisteen kautta.
Yhdeksan pisteen ympyrd on saanut nimensa sen kyvystd yhdistda useita
kolmiogeometrian keskeisié elementteja, kuten ortokeskuksen, keskipisteet ja
sisddn piirretyn ympyran keskipisteet. Tamé ympyra tarjoaa syvallisen ym-
mérryksen kolmiomittauksen symmetrioista ja suhteista, mika tekee siité ar-
vokkaan tutkimusaiheen geometrian opiskelijoille ja harrastajille.

Néama yhdeksén pistettda voidaan luokitella kolmeen ryhmaén:

« Sivujen keskipisteet (D, E ja F'): Kolmion jokaisen sivun keskipiste,
toisin sanoen piste, joka jakaa sivun kahteen yhta suureen osaan.

« Korkeusjanojen kantapisteet (G, J ja I): Jokaisen kolmion kér-
jesta vastakkaiselle sivulle piirretty korkeusjana kohtaa sivun tietyssa
pisteessé, jota kutsutaan kantapisteeksi.

» Ortokeskuksen (H) ja kirkipisteiden (A, B, C') vilisten janojen
keskipisteet (K, L ja M): Kolmion ortokeskus on piste, jossa sen
kaikki kolme korkeusjanaa leikkaavat.

A

[
<’J
K /.
F
D] ) .
I

S

VH Tl
[ e S M
,’, T
v ul - ey (]
B¢ G 1) c

Lause 3.3. Minkd tahansa kolmion kolmen korkeuden kantapisteet, kolmen
sivun keskipisteet ja kolmen kdrjestd ortokeskukseen ulottuvien janojen kes-
kipisteet sijaitsevat samalla ympyrdlld.
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Todistus. Taman lauseen todistuksessa hyodynnetdan Varignonin lausetta
(Lause 3.5), jota ei ole vield esitelty aiemmissa osioissa. Varignonin lause ja
sen todistus esitetdan kuitenkin myohemmaéssé osassa, jolloin téassé todistuk-
sessa kaytetty ldhestymistapa tulee selitetyksi ja perustelluksi.

Olkoon AABC' mielivaltainen kolmio, ja muodostetaan mediaanikolmio
ADFEF yhdistamalld kolmion AABC' sivujen keskipisteet D, E ja F. Piir-
retddn tdman medianikolmion ympari ympyra. Télloin pisteet D, E ja F
sijaitsevat talla ympyralla.

Tarkastellaan ensin, onko korkeusjanan kantapiste myos talla ympyrallé.
Lauseen 1.9 todistuksen nojalla kolmiot ADEF ja ADBE ovat yhtenevét.
Taten nédiden kolmioiden ympéri piirretyt ympyréit ovat myos yhtenevit.

Piirretadn kolmion ADBE ympéri piirretyn ympyréan pisteesta B kohti-
suora jana suoraa DFE vastaan.

Pisteet D ja E ovat naiden kahden ympyran leikkauspisteitd. Kolmion
ADBE ympéri piirretyn ympyrén pisteen B peilikuva suoran DFE suhteen
on kolmion ADFEF ympéri piirretyn ympyran piste Q).

Olkoon piste P suorien B(@ ja DFE leikkauspiste. Télloin BE 1 DE, kos-
ka ZBPE = 90°. Peilauksen perusteella |BP| = |PQ)|, eli % = 1. Lauseen

1.9 nojalla kolmiot ADEF ja AABC ovat yhdenmuotoiset ja yhdenmuotoi-
suussuhde on 1:2. Tasta seuraa, ettd piste () on myos janalla AC. Liséksi,
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koska ZBPE = 90°, niin myts ZDPQ = 90° (ristikulmat). Lauseen 2.3
todistuksen nojalla DE || AC, joten kédédnteisen vuorokulmalauseen nojalla
saadaan, ettda Z/BQC = ZDPE = 90°. Siis () on korkeusjanan kantapiste,
joten @ = J.

Soveltamalla vastaavaa paattelya kolmioihin ADFEF ja AADF nahdéaan,
ettd piste I on my6s kolmion ADFEF ympari piirretylla ympyralla. Vastaa-
vasti kolmioita ADEF ja AECF tarkastelemalla havaitaan, etta piste G on
myos talla samalla ympyréalla.

Taten kaikki kuusi pistetta eli sivujen keskipisteet D, F, F' ja korkeusja-
nojen kantapisteet G, I, J sijaitsevat samalla ympyréalla.

Kolmion AABC korkeuksien leikkauspiste on merkitty pisteella H, eli H
on kolmion korkeusjanojen leikkauspiste. Olkoon piste K pisteen H ja kérjen
A vilinen keskipiste, piste L pisteen H ja kérjen B vélinen keskipiste seké
piste M pisteen H ja karjen C' vélinen keskipiste. Seuraavaksi néytdmme,
ettd myos naméa kolme keskipistetta K, L ja M sijaitsevat samalla ympyralla
yvhdessa sivujen keskipisteiden D, F, F' sekéd korkeusjanojen kantapisteiden
G, I, ja J kanssa.

Kuvassa on konkaavi nelikulmio ABCH. Pisteet D, E, M ja K vastaa-
vasti janojen AB, BC, C'H, AH keskipisteet. Varignonin lauseen 3.5 nojalla
keskipisteet yhdistamilla muodostettu nelikulmio DEM K on suunnikas.
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Kolmiossa AACH pisteet M ja K ovat vastaavasti janojen HC' ja AH
keskipisteet. Lauseen 2.3 todistuksen nojalla KM || AC. Lisaksi KM 1 HJ,
koska KM || AC ja AC L BJ.

Kolmiossa ANABH pisteet D ja K ovat vastaavasti janojen AB ja AH
keskipisteet. Lauseen 2.3 nojalla, DK || BH. Koska Bx H % J, DK || HJ.
Néin ollen DK 1 KM.

Néin ollen, olemme osoittaneet, etta nelikulmio DEM K on suorakulmio.
Suorakulmion lavistajat ovat yhta suuret.Tasta seuraa, etta

KE| - |DM (*)
A
p4
D, ll i
S '::J“[‘";: """"""""
P e
B S .(7

Kuvassa on konkaavi nelikulmio ABHC'. Pisteet D, F', M ja L ovat jano-
jen AB, AC, CH ja BH keskipisteet. Késittely on vastaava kuin edellisesséa
kuvassa: kolmiossa ABCH péatee LM || BC ja LM 1 HG. Samoin kolmios-
sa ANABH péatee DL || HG ja DL 1 LM, miké osoittaa, ettd nelikulmio
DF ML on suorakulmio. Joten

|[DM| = [FL| (**)

Kuvassa on konkaavi nelikulmio ACBH. Pisteet F', E, L ja K ovat ja-
nojen AC, BC', BH ja AH keskipisteet.
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Edellisen késittelyn mukaisesti kolmiossa AABH pétee KL || AB ja
KL 1 HI. Vastaavasti kolmiossa ACHB patee EL | HC ja EL || HI,
jolloin KL 1. LE. Tasta seuraa, ettd nelikulmio FELK on suorakulmio.

Joten
|[FL| = |KE| (**%)

Yhtaloiden *, ** ja *** nojalla |KFE| = |DM| = |FL|. Téasta seuraa, etta
nelikulmioilla DFML, DEMK ja FELK on sama ymparysympyra.

A
®

()

Taten kaikki kuusi pistetta eli sivujen keskipisteet D, E, F' ja kolmen
karjesta ortokeskukseen ulottuvien janojen keskipisteet K, L, M sijaitsevat
samalla ympyralla.

Olemme todistaneet, ettéd seka sivujen keskipisteet D, E, F' etta korkeus-
janojen kantapisteet G, I, J, samoin kuin kolmen kérjestd ortokeskukseen
ulottuvien janojen keskipisteet K, L, M, sijaitsevat samalla ympyralla.

A
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3.4 Eulerin suora

Eulerin suora on kolmiogeometrian merkittdava suora, joka kulkee kolmion
kolmen erityisen pisteen — ortokeskuksen (H), painopisteen (G) ja ympaéri
piirretyn ympyréan keskipisteen (O) — kautta. Tamé sveitsildisen matemaa-
tikon Leonhard Eulerin vuonna 1767 1oytaméa suora on yksi geometrian kul-
makivista.

Lause 3.4. Minkd tahansa kolmion ortokeskus H, painopiste G ja ympdri
piirretyn ympyran keskipiste O sijaitsevat samalla suoralla. Lisdksi painopis-
te G jakaa janan HO suhteessa HG : GO = 2 : 1.

Todistus. Olkoon AABC mielivaltainen kolmio. Olkoot H kolmion ortokes-
kus (korkeusjanojen leikkauspiste), G kolmion painopiste (mediaanien leik-
kauspiste) ja O kolmion ympéri piirretyn ympyran keskipiste (keskinormaa-
lien leikkauspiste).

O

B C B 18

B ' |

Ortokeskus (H) Painopiste (G) Ympyran keskipiste (O)

Merkitdén pisteilla D, F ja F kolmion ABC' sivujen BC', C'A ja AB keski-
pisteitd. Nain ollen kolmio DEF on kolmion ABC mediaanikolmio.

29



Olkoot X ja Y pisteitd siten, ettd Bx X « C, AX 1L BC, AxY % C ja
YD 1 BC. Koska AX 1 BC, AX on yksi kolmion AABC' korkeuksista.
Talloin pisteet A, H ja X ovat samalla suoralla, koska H on korkeuksien
leikkauspiste.

Lisaksi, koska piste D on sivun BC' keskipiste ja YD 1 BC, YD on
keskinormaali. Télloin pisteet Y, O ja D ovat samalla suoralla. Vuorokul-
manlauseen nojalla paattelemme, ettd AX || YD, koska kulmat ZAXD =
Y DC = 90°.

Seuraavaksi todistetaan, ettd kolmiot AAGH ja ADGO ovat yhdenmuo-
toisia. Kadnteisen vuorokulmalauseen nojalla voidaan todeta, ettd /X AD =
ZADY , koska AX || Y D. Lisiksi, koska AD on mediaani ja G on painopiste,
tieddmme lauseen 2.4 nojalla, ettd |[AG| =2 - |DG].

AH on A-kérjen ortokeskukseen H ulottuva etéisyys kolmiossa AABC.
Vastaavasti DO on D-kérjen ortokeskukseen O ulottuva etéisyys kolmiossa
ADFEF'. Lauseen 1.9 nojalla, koska kolmiot AABC' ja ADFEF ovat yhden-
muotoiset, vastaavien etaisyyksien suhde on 2 : 1. Téstd voimme paétella,
ettd |AH| =2-|DO|.

Kolmioissa AAGH ja ADGO havaitaan, ettd kulmat /HAG ja ZODG
ovat yhta suuret, ja lisiksi etdisyydet toteuttavat suhteet |[AG| = 2 - |DG]|
ja |AH| = 2 - |DO|. Néiden ehtojen perusteella voimme todeta, ettd SKS-
yhdenmuotoisuuslauseen nojalla kolmiot AAHG ja AGOD ovat yhdenmuo-
toisia, ja niiden yhdenmuotoisuussuhde on 2 : 1. Yhdenmuotoisuudesta seu-
raa, ettda ZAGH = /DGO, miké tarkoittaa, ettd pisteet H, G ja O ovat
samalla suoralla.

Koska AAHG ja AGOD ovat yhdenmuotoiset suhteessa 2 : 1, tdsti seuraa,
ettd |[HG| =2 - |GO|.

Néin ollen olemme todistaneet, ettd minka tahansa kolmion ortokeskus
H , painopiste G ja ympéri piirretyn ympyran keskipiste O sijaitsevat samalla
Eulerin suoralla, ja ettd GG jakaa janan HO suhteessa 2 : 1. O

Mediaanikolmiolla on my6s mielenkiintoinen yhteys alkuperaisen kolmion
Eulerin suoraan. Mediaanikolmion ortokeskus on sama kuin alkuperaisen kol-
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mion ympari piirretyn ympyran keskipiste, ja mediaanikolmion ympari piir-
retyn ympyran keskipiste on sama kuin alkuperiisen kolmion ortokeskus.
Téasta seuraa, ettd mediaanikolmion Eulerin suora on sama kuin alkuperéi-
sen kolmion Eulerin suora, mutta pisteiden roolit vaihtuvat.

3.5 Varignonin lause

Seuraavassa esitelladn Varignonin lause, joka on Pierre Varignonin vuonna
1831 todistama keskeinen tytkalu monissa geometrisissa todistuksissa, mu-
kaan lukien yhdeksan pisteen ympyran todistus.

Varignonin lauseessa osoitetaan, etta nelikulmion sivujen keskipisteité yh-
distavit janat muodostavat suunnikkaan. Téma tulos on erityisen tarkea ne-
likulmion geometriassa, silld se tarjoaa ndkokulman sithen, miten keskipis-
teiden yhdistdminen vaikuttaa nelikulmion rakenteeseen ja ominaisuuksiin.

Suunnikkaan maéritelman mukaan se on nelikulmio, jonka vastakkaiset
sivut ovat yhdensuuntaiset. Tama geometrinen késite on hyodyllinen monien
muiden todistusten, kuten yhdeksan pisteen ympyran todistuksen, perusta-
na.

Lause 3.5. Nelikulmion sivujen keskipisteitd yhdistavdt janat muodostavat
aina suunnikkaan, oli nelikulmio minkd muotoinen tahansa.

A H
H 5 5
E E =
B
B
C
Konveksi nelikulmio Konkaavi nelikulmio

Todistus. Olkoon ABC'D mielivaltainen konveksi nelikulmio. Olkoot E, F',
G ja H vastaavasti janojen AB, BC', C'D ja DA keskipisteet.
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Kolmiossa AABC pisteet E ja F' ovat vastaavasti janojen AB ja AC' keski-
pisteita. Lauseen 2.3 todistuksen nojalla,

EF || AC.

Vastaavalla tavalla, kuten kolmion AABC' tapauksessa, péatee myos kolmios-
sa AADC, etta pisteet H ja G ovat janojen AD ja CD keskipisteita. Talloin

HG | AC
Koska EF || AC ja HG || AC voidaan paatelld, etta
EF | HG.

Samalla tavalla voimme tarkastella kolmiota AABD), jossa pisteet E ja
H ovat janojen AB ja AD keskipisteitd. Lauseen 2.3 vastaavan todistuksen
nojalla voimme paatella, etta

EH || BD.

Vastaava pédttely patee myos kolmiossa ABC'D, jossa pisteet F' ja G ovat
janojen BC ja C'D keskipisteita. Téalloin voimme todeta, ettéa

FG | BD.
Koska EH || BD ja FG || BD, seuraa, etta
EH | FG.

Lopuksi, koska EF' || HG ja EH || FG, voimme paatellé, ettd nelikulmio
EFGH on suunnikas, miké pétee, kun ABC' D on konveksi nelikulmio.

Nyt tarkastelemme nelikulmioa ABC'D, joka on konkaavi, ja tutkimme,
onko nelikulmio FFGH talloin suunnikas.
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Vastaavalla tavalla kuin edellé, tarkastelemme konkaavin nelikulmion muo-
dostamia kolmioita.

Ensimmaiseksi tarkastellaan kolmiota AABD, jossa pisteet E ja H ovat
janojen AB ja AD keskipisteita. Lauseen 2.3 nojalla pétee, etta

EH || BD.

Samoin kolmiossa AC'BD, jossa pisteet F' ja G ovat janojen BC' ja C'D
keskipisteita, voimme todeta, etté

FG || BD.

Tésta seuraa, etta
EH || FG.

Samoin voimme tarkastella kolmioita AABC ja AACD, joissa pisteet E
ja F' ovat janojen AB ja AC keskipisteitd, ja pisteet H ja GG ovat janojen
AD ja CD keskipisteita. Lauseen 2.3 nojalla pétee, etté

EF | AC ja HG || AC.

Tésta seuraa, etta
EF || HG.

Lopuksi, koska FH || FG ja EF || HG, voimme péételld, etta nelikulmio
EFGH on suunnikas myo6s silloin, kun ABC'D on konkaavi nelikulmio.

Néin ollen olemme osoittaneet, etté seké konveksin etta konkaavin neli-
kulmion tapauksessa sivujen keskipisteitd yhdistava nelikulmio £FGH muo-
dostaa aina suunnikkaan. Tama vahvistaa Varignonin lauseen péatevyyden
kaikissa nelikulmioissa. O
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