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1 Johdanto

Téamén tyon térkein tarkoitus on esittdd Hardy-Littlewood-maksimaalifunk-
tion maaritelmé seké todistaa sen perusominaisuuksia. Nykyisessd muodos-
saan olevan maksimaalifunktion esitys 16ytyy vasta tyon loppupuolelta kap-
paleesta 6. Maksimaalifunktion késittely aloitetaan tavallaan historiallises-
ta ndkokulmasta. Lahdetdan kulkemaan Hardyn ja Littlewoodin jalanjél-
kid ja esitetadn aluksi yksinkertainen maksimaaliongelma, jossa tarkastellaan
erasta ddrellisten summien ominaisuutta. Sovelletaan tdma samainen ongel-
ma integraaleihin avaruudessa R ja padstaan hyvin nopeasti késiksi itse paa-
teemaan, maksimaalifunktioon #(x). Tamén kappaleen merkinnét ovat hyvin
pitkélti identtiset alkuperiisldhteen 3] merkintojen kanssa, mutta eivét eroa
merkittavasti nykyisistd merkinnoista.

Kappaleissa 4 ja 5 esitetddn valttaméattomia pohjatietoja, joita tarvitaan
maksimaalifunktion tarkastelussa. Kappaleesta 3 poiketen nyt tarkastellaan
R:n sijaan n-ulotteista reaaliavaruutta. Ensin kidydadn nopeasti lapi mitalli-
suuden kisite ja méadritellaan L1-, L°°- ja lopulta LP-avaruudet. Lause 4.4.1.,
Holderin epayhtéld, on kappaleen 4 térkein yksittdinen lause. Sen avulla
todistetaan Minkowskin epayhtdlo ja saadaan todistettua, ettd LP on nor-
miavaruus. Kappaleessa 5 esitetdan ja todistetaan bHr-peitelause eli perus-
peitelause. Tamé kappale eroaa hieman matemaattiselta luonteeltaan taméan
tyon muista kappaleista, mutta on véalttdméton maksimaalifunktion omi-
naisuuksia todistettaessa. Tassé yhteydessa olisi voitu valita muukin peit-
elause, esimerkiksi Vitalin peitelause, mutta yksinkertaisuuden vuoksi valit-
tiin Hr-peitelause.

Kappaleen 6 alussa todistetaan Lebesguen méaritelemén mukainen in-
tegraalin esityslause. Taméa lause osoittautuu erittdin tarpeelliseksi. Vieléd
ennen maksimaalifunktion maéarittelyd esitetdén Lebesguen differentioitu-
vuuslause, jota hieman muokkaamalla paadytéaan itse maksimaalifunktioon.
Ainoana erona kappaleen 3 maksimaalifunktioon on, ettd nyt operoidaan
avaruudessa R". Lauseen 6.2.2. todistus on alunperin Wienerin kasialaa ja
se sopii todistukseksi myos Lauseeseen 3.0.5. Wiener siis laajensi maksi-
maalifunktion tarkastelun R:std R™:4an. Esitetdan heti konkreettinen kiytto
Lauseelle 6.2.2. ja todistetaan sen avulla jo aiemmin esitetty Lebesguen differ-
entioituvuuslause. Kappaleen lopussa tarkastellaan vield maksimaalifunktion
integroituvuutta rajoitetussa pallossa.

Aloitetaan kuitenkin lyhyella historiallisella katsauksella Hardyn, Little-
woodin ja Wienerin elaméaén.



2 Hardy, Littlewood, Wiener

Maksimaalifunktiota késittelevan teorian kehittdnyt kolmikko Hardy, Little-
wood ja Wiener olivat kaikki 1900-luvun alun suuria matemaatikkoja. He
olivat ihmisina téysin toisistaan poikkeavia, ja jopa heiddn matemaattinen
lahjakkuutensa poikkesi toisistaan huomattavasti. Siitd huolimatta, tai ehké
juuri siksi, he saivat yhdessa valtavasti aikaan. Heistd englantilaiset Hardy
ja Littlewood tyoskentelividt yhdessd vuosikymmenié ja kolmikosta nuorin
Yhdysvalloissa syntynyt Norbert Wiener vieraili Cambridgessé usein ja pitkaén.

Godfrey Harold Hardy syntyi Englannissa 1877 melko kdyh&dan perheeseen.
Hénen molempia vanhempiaan pidettiin dlykkdind ja matemaattisesti lah-
jakkaina, mutta heilla ei ollut ollut taloudellisia mahdollisuuksia yliopisto-
koulutukseen. Hardy, jota tuon ajan tapaan puhuteltiin ldhes poikkeuksetta
sukunimelld, oli koulussa hyva kaikessa. Jalkeenpéin katsoen on varsin mie-
lenkiintoinen yksityiskohta se, ettei han ollut kouluaikana mitenkaén erityisen
kiinnostunut matematiikasta. Hén sai joka tapauksessa stipendin Wincherter
Collegeen, Englannin parhaana pidettyyn matematiikan opinahjoon, jo vuon-
na 1889. Seitsemén vuotta mychemmin Hardy siirtyi Wincherteristd Cam-
bridgeen. Sielld héan oli jo vahalld vaihtaa p#adaineensa historiaan, koska ei
ollut tyytyvainen opetuksen tasoon. Loydettyaéan itselleen sopivan ohjaavan
opettajan jatkuivat opinnot uudella innolla. Matematiikan ohella Hardy oli
erityisen kiinnostunut kriketistéd, mika tulee ilmi téassékin tyossa kappaleessa
3. Hén ei kuitenkaan koskaan pelannut joukkueessa, mutta saattoi seurata
peleja paivittain. Tennistd hén tosin pelasi itsekin. Yksi omituisuus, mis-
td Hardy tunnetaan, oli hinen valokuvakammonsa. Koko hénen elaménsé
aikana hinestd saatiin otettua tiettévasti vain viisi valokuvaa.

Vuonna 1908 Hardy julkaisi ensimmaisen merkittévin teoksen: A course
of pure mathematics. Tamén teoksen vaikutus matematiikan tutkimukselle
on hyvin merkittava, silla se mullisti matematiikan opetuksen yliopistois-
sa. Pari vuotta tdméan jilkeen Hardy aloitti tiiviin yhteistyon niin ikédén
englantilaisen John Edenson Littlewoodin kanssa. Taémé matemaatikon poi-
ka eli suuren osan lapsuudestaan Eteld-Afrikassa. Isd Eward ei ollut lainkaan
tyytyvainen poikansa saamaan opetukseen etenkddn matematiikan osalta.
Koulumenestys oli joka tapauksesa hyvia ja poika péaésikin Kapkaupungin
yliopistoon. Opetuksen laatu ei edelleenkdéin tyydyttédnyt isdd ja niin 15-
vuotias poika lahetettiin takaisin Englantiin. Jo tuohon aikaan nuori Little-
wood kéirsi masennuksesta, jota tuskin paransivat huonot olot Etela-Afrikassa
ja yksin muutto takaisin Englantiin. Pari vuotta Littlewood vietti St Paulin
koulussa Lontoossa, kunnes vuonna 1903 han péaasi Cambridgeen. Han kavi
valilla luennoimassa Manchesterin yliopistossa usean vuoden ajan palaten
takaisin Cambridgeen 1910. Néihin aikoihin alkoi jo mainittu yhteistyo Har-



dyn kanssa. Téassa yhteydessd on hyva mainita my6s kaksikon yhteistyo in-
tialaisen matemaatikon Ramanujanin kanssa. Tamé& vuonna 1913 alkanut
yhteistyo oli hyvin merkittava ja tuottoisa, vaikka Ramanujan viettikin suu-
rimman osan ajastaan Intiassa. Vierailujen liséksi yhteistyd toimi lahinné
kirjeenvaihdon vélityksella.

Norbet Wiener syntyi 1894 Missourissa Yhdysvalloissa juutalaiseen per-
heeseen. Hanen venélédissyntyinen isdnsd Leo opetti Harvardin yliopistossa
slaavilaisia kielid ja oli valtavan kiinnostunut matematiikasta. Héan ei ol-
lut koskaan opiskellut matematiikkaa yliopistossa, eiké tarvinnut matemaat-
tisia taitoja omassa tyOssddn, mutta hdnen matemaattinen lahjakkuuten-
sa oli kiistaméaton. Han pystyi opettamaan pojalleen matematiikkaa vield
yliopistotasolla, joka on itseoppineelta varsin kunnioitettava saavutus. Jos
oli iséd Leo lahjakas, niin sitd oli poikakin. Kouluun seitseménvuotias poi-
ka laitettiin suoraan kolmannelle luokalle, mutta siirrettiin ldhes saman tien
neljannelle. Edelleen Norbetin ajatuksenjuoksu oli paljon luokkatovereitaan
edelld, joten isd péatti ottaa poikansa opetuksen omalle vastuulleen. Nai-
hin aikoihin ldakarit méaarasiviat kompelon pojan lukukieltoon ylirasittunei-
den silmien vuoksi. Puolen vuoden ajan han opettelikin paéssidlaskua isén-
sé kanssa, kunnes lopulta vuonna 1903 yhdeksdnvuotiaana Norbert Wiener
paasi takaisin kouluun. Hénet laitettiin seitsemén vuotta itseddn vanhempi-
en oppilaiden kanssa samalle luokalle. Kolmen vuoden kuluttua ollessaan
vasta yhdentoista vuoden ikédinen hénestd tuli jo ylioppilas. Samana vuon-
na Wiener pédsi Tufts Collegeen, missd hdn opiskeli pddaineenaan mate-
matiikkaa. Valmistuttuaan Tuft Collegesta 1909 han meni Harvardiin jatko-
opiskelijaksi, ja vastoin kaikkien odotuksia alkoikin opiskella eldintiedetté,
mutta vaihtoi padaineensa filosofiaan jo samana vuonna. Wiener suuntautui
matemaattiseen filosofiaan ja teki vaitoskirjansa matemaattisesta logiikas-
ta valmistuen Harvardista tohtoriksi ollessaan vasta 18-vuotias. Seuraavaksi
Wiener muuttikin jo Englantiin, Cambridgeen ja meni Hardyn luennoimille
kursseille. Vuonna 1914 Wiener jatkoi matkaa toisen suuruuden saksalaisen
Hilbertin oppiin Géttingeniin.

Ensimméisen maailmasodan syttyminen johti Wienerin, Hardyn ja Little-
woodin omille teilleen. Wienerin ja Littlewoodin alykkyys valjastettiin het-
keksi sotakoneistojen tarpeisiin. Wiener tutki ballistiikkaa ja sdhkoista tieto-
litkennetta, mista jalkimmaéinen johti hénen mielenkiintonsa Fourier-sarjoihin
ja Fourier-integraaleihin. Littlewood oli my6s tykiston palveluksessa. Han
kehitti Englannin ilmapuolustuksen tarkkuuden ja vihollisen havainnoinnin
tdysin uudelle tasolle. Samaan aikaan Hardy jatkoi tutkimuksiaan Cam-
bridgessa, silla terveydellisista syisté hanta ei kelpuutettu asevoimien palveluk-
seen. Seuraavat vuodet olivat Hardylle erityisen raskaita. Han oli suuri Sak-
san ja erityisesti saksalaisen tiedeyhteison ihailija, miké jétti hdnet ajatuksi-



neen sodanaikaisessa Englannissa varsin yksin. Sekéd sodan syttymiseen etté
tyotovereiden mielipiteisiin syvasti pettynyt Hardy siirtyi vuonna 1919 pro-
fessoriksi Oxfordiin. Sielld han tunsi itsensd huomattavasti onnellisemmaksi,
mutta asetti vuonna 1931 matemaattiset syyt etusijalle ja 1ahti takaisin Cam-
bridgeen. Vuodet, jolloin Hardy oli Oxfordissa ja Littlewood Cambridgessé,
olivat valimatkasta huolimatta heidan yhteistyonsa parasta aikaa. Tuota aikaa
Hardy kuvasi mychemmin eldménsa onnellisimmaksi ajaksi. My6s maksi-
maalifunktion tutkimus ajoittuu juuri télle ajalle. Néihin aikoihin Wiener
matkusteli Yhdysvaltojen ja Euroopan vilid vieraillen etenkin Saksassa ja
Englannissa. Wienerin tuolloisilla tutkimuksilla oli yhteyksid varsin useisiin
tieteenaloihin. Matematiikan ja sdhkotekniikan lisdksi muun muassa kvant-
timekaniikan tutkimus hy6tyi hdnen aikaansaannoksistaan. Wiener avioitui
vuonna 1926 ja vietti tdméan jdlkeen pitkid aikoja Yhdysvalloissa. Matema-
tiikan tutkimuksen kannalta Wienerin parhaat vuodet osuivat 1930-luvun
alkuun. On tuskin sattumaa, ettd juuri tuolloin hén vietti suurimman osan
ajastaan Hardyn vieraana Cambridgessa.

Hardy, Littlewood ja Wiener olivat matemaattisilta taidoiltaan hyvin
erilaisia, vaikka tutkivatkin usein samoja ongelmia mm. Riemannin zeta-
funktiota ja Fourier-sarjoja. Matemaattinen oivalluskyky oli Hardyn ja
Wienerin vahvuuksia, kun taas Littlewoodilla lasku- ja todistustekniikat oli-
vat hallussa paremmin kuin ehkd kenellakdan muulla. Ehka juuri yhdistelmé
teknisté taitoa ja matemaattista luovuutta johti eritoten Hardyn ja Little-
woodin hedelmalliseen yhteistyohon. Jos Hardya ja Wienerié yhdisti luovuus,
niin paljon muuta yhteista heilla ei ollutkaan. Siind missd Hardy pystyi esit-
tdmadn monimutkaisetkin ongelmat himmastyttavan selkeésti, oli Wienerille
yksinkertaistenkin asioiden selittdminen vililla 1dhes ylivoimaista. Han saat-
toi pyoritelld triviaalin ongelman todistusta sivukaupalla ja seuraavaksi ohit-
ti vaikean ongelman todistuksen kokonaan pitden sitéd itsestdénselvyytena.
Hénen toidensa epéselvyytta lisisi lukemattomat matemaattiset virheet ja
kirjoitusvirheet. Lisdksi Wiener oli surkea keskustelija, silld hén ei osannut
kuunnella muita ja kuten Freudenthalin kerrotaan sanoneen: "Hén puhui usei-
ta kielid, mutta ei ollut helposti ymmaérrettévissd yhdellakddn niistd.”[8] Ei
siis ole yllatys, ettd han oli kuuluisa surkeista luennoistaan. Hardya taas vas-
taavasti pidettiin huippuluennoitsijana.

Toisen maailmansodan syttyminen oli Hardylle kova isku. Sodan syt-
tyminen romahdutti sekd Hardyn fyysisen etté psyykkisen kunnon. Han teki
matematiikalle kuitenkin vield yhden palveluksen: A mathematicians apolo-
gy (1940). Siind Hardy kertoo matemaatikon ajattelutavasta ja siitd mista
matemaatikko saa tyydytyksensa. Kirja oli toisaalta myos Hardyn matemaat-
tinen testamentti, silla rehellisend miehend hén myonsi menettédneenséd sen
kyvyn, miké oli tehnyt hidnesta yhden aikansa suurimmista matemaatikoista.
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Sodan jo loputtua vuonna 1947 Hardy yritti lopettaa maalliset kirsimyksen-
sd oman kidden kautta siind kuitenkaan onnistumatta. Hén ei yrittanyt uu-
destaan, koska ei selvistikddn ollut hyva siind. Kauaa ei Hardyn tarvinnut
kuolemaa kuitenkaan odottaa, silld vield samana vuonna tdmé vannoutunut
ateisti siirtyi vehredmmille niityille.

Toisin kuin Hardyn Littlewoodin matemaattiset taidot eivit ian myota
ruostuneet. Vield yli 90 vuoden idssd hénelld riitti uusia ajatuksia. Edes
paha masennus, josta han kirsi koko pitkdn eldménsa, ei tuhonnut hénen
matemaattisia taitojaan — sosiaalisen elamén kyllakin. Kuolinpaikaksi néille
molemmille suuruuksille merkittiin sama: Cambridge, Cambridgeshire, Eng-
land. Wienerin kohdalla papereissa taas lukee Tukholma 1964. Kolmikko
kerdsi valtavasti erilaisia palkintoja ja huomionosoituksia. Suurin osa néisté
tuli tietysti Englannista, mutta erityisesti pitkdan eldnyt Littlewood sai huo-
mattavan méaran huomionosoituksia arvostetuista yliopistoista ympéri maail-
maa. 8|



3 Maksimaaliongelma

Englantilaiset raskaan sarjan matemaatikot G. H. Hardy ja J. E. Littlewood
julkaisivat vuonna 1930 matemaattisessa aikakausilehti Acta Mathematicas-
sa 36-sivuisen artikkelin A mazimal theorem with function-theoretic appli-
cation. Téassé artikkelissa maksimaaliongelmaa lahestyttiin englantilaisittain
kriketti-pelin termistollda. Onkin luonnollista ldhestya tatd ongelmaa suoma-
laisittain kayttden esimerkkind pesépalloa. Tarkemmin sanoen kiytéan esi-
merkkind jokeripelaajan lyomié juoksuja. Kauden aikana kiytyjen otteluiden
lyotyja juoksuja kuvaa ei-negatiivisia lukuja sisaltava lukujoukko

1,09, ..., Qy. (1)

Asetetaan nyt «, kuvaamaan lyotyjen juoksujen keskiarvoa v:nnen ottelun
jéalkeen
AU ar +ag + -+ ay,

oz,,:7: » ) (2)

Olkoon s(z) positiivinen kasvava funktio kaikilla x. Oletetaan vield, ettd
jokerinpelaajan tyytyvéisyytteen vaikuttaa ainoastaan tuotujen juoksujen
lukumaara, ja ettéd tuo tyytyviisyys v:nnen pelin jalkeen voidaan laskea funk-
tiosta s,

Sy = 8(ay). (3)

Kauden jélkeinen "kokonaityytyvaisyys” S lasketaan yksittiisten pelien jalkeis-
ten "tyytyvaisyystilanteiden” summana:

S = st = ZS(%)- (4)

Lause 3.0.1. Jos ay,as,...,a, ovat ei-negatiivisia satunnaisessa jarjestyk-
sessd olavia lukuja, s(x) on mikd tahansa kasvava funktio ja o, s, ja S ovat
madriteltyjd kuten edelli (2),(3),(4), niin S saavuttaa maksimin, kun a,:t on
jarjestetty vihenevdan jarjestykseen.

Todistus ohitetaan, mutta helposti nahdéén, ettd aina kun a, < a, ja
p < v, niin vaihtamalla termit a, ja a, paittain, termit s,,s,41,...,Sy—1
kasvavat ja loput pysyviat muuttumattomina, joten myos S kasvaa. Kun taté
jatketaan niin kauan, ettd ay > as > --- > a,, niin talloin S saavuttaa
maksimin.



Tehdaén pieni muutos keskiarvojen a, maéarittelyyn. Oletetaan, etta a,
ei olekaan ly6jan koko kauden keskiarvo, vaan hinen keskiarvomaksiminsa
v:hen paattyvista yhtéjaksoisista peleista:

_&v*+av*+l+"'+av au+au+l+"'+av

= : 5
v—vx*+1 %125{ v—pu+1 (5)

Ay

Sovitaan vield, ettd jos v* ei ole yksikésitteinen, niin valitaan aina pienin
vaihtoehto. Muiden termien maarittelyt olkoot samat kuin Lauseessa 1. Muu-
toksista huolimatta itse maksimaaliongelma sailyy muuttumattomana, joskin
sen todistus on nyt huomattavasti monimutkaisempi.

Lause 3.0.2. Jos ay,as,...,a, ovat ei-negatitvisia satunnaisessa jarjestyk-
sessd olevia lukuja, s(x) on mikd tahansa kasvava funktio ja o, mddritelty
kuten edelli (5) ja s, ja S kuten jo aiemmin (3),(4), niin S saavuttaa mak-
simin, kun a,:t on jarjestetty vihenevddan jarjestykseen.

Téssé yhteydessa Lauseen 3.0.2 todistus sivuutetaan. Alkuperéinen todis-
tus (ks. [3] s. 84-91) on melko pitkillinen mutta selked. Lyhyemmén todis-
tuksen on esittdnyt mm. R. M. Gabriel (Journal of the London Mathematical
Society, 6 (1931)).

Hardy ja Littlewood laajensivat maksimaaliongelmaa koskevien epayhtaloi-
den tarkastelun aarellisistd summista integraaleihin. Tall6in yksittéisten juok-
sujen a, tilalle asetetaan jatkuva, positiivinen ja rajoitettu funktio f(z).
Keskiarvojen «, tilalle taas maéaritellaan integraalikeskiarvo

1
=&

Lopullinen summan S = > «, vastine on integraali yli jonkin vélin [0, a],
missé a:n voidaan kuvitella vastaavan termien s, maaraé eli indeksié v.

A(z,§) =

/;fmdt, O0<t<a): Az =f@). (6

Kun méaaritelladn vield maksimaalifunktio 0 seuraavasti
O(z) = 0(x, f) = max A(z,£), (7)

niin saadaan Lauseiden 3.0.1. ja 3.0.2. kanssa ekvivalentit lauseet:



Lause 3.0.3. Jos s(z) on jatkuva ja kasvava funktio ja A kuten edelli (6),
nn

/Oas(A(w,O, f)) de < /OGS(A(J:,O, ) de
Jja
/Oas(ﬁ(:c,f)) dr < /OGS(G(x,f*)) o,

missd f* on vihenevd ns. uudelleen jarjestetty funktio f, jolle pdtee
Jv(f)de = [v(f*) de. Tamd on voimassa mille tahansa positiwiselle
funktiolle v, kunhan integraali on olemassa.

Valitsemalla s(x) = ¥, missid k > 1, saadaan konstruoitua perustavan-

laatuisia epédyhtéloita. Viimeisend viittauksena alkuperdiseen maksimaalion-
gelmaan tarkastellaan seuraavaa epayhtaloa:

= ap +as + - 4 ay\* k b i
=5 )\ ()
Ja vastaava epayhtalo integraaleihin sovellettuna:

/Oa (i/:f(t)thda:g <%)k/0af’“(x)dx.

Lause 3.0.4. Jos 0 on mddritelty kuten edelli (7) ja f on ei-negatiivinen ja
jatkuva, niin talloin

/Oa 0% () dv < <%>k/0a ¥ (z) d,

missd a voi olla joko ddareton tar ddrellinen.

Lause 3.0.5. Jos 0 on mddritelty kuten edelli (7) ja f on ei-negatiivinen ja
jatkuva, niin talloin

/ab 0k (x) dr < 2(%>k/b o) de,

missd a ja b voiwat olla joko ddrettomid tai ddrellisid.*

!Todistus sivuutetaan tissi vaiheessa, koska se on sama kuin Lauseen 6.2.2. (c) todistus,
kun integroidaan yli R:n.



Jos k = 1, ei edellisten lauseiden konstruointi ole jarkevé ja seuraava
esimerkki todistaa, ettei ole olemassa vakiota, jolla niistd saataisiin jarkevié
ja tosia.

Esimerkki 3.1. Olkoon f(r) = 27 !(logz™1)~2. Merkitdin g(x) = logz™!,
jolloin ¢'(z) = —x 71 ja f(z) = —¢'(x) (g(x))_2. Saadaan

/Oa f(z)dz = /Oa —d'(z) (g(x))f2 dz = lim (g(gs))f1 = 11)1_1)%7 (log:r_l)f1

b—0
0
) ) 1 1 1
= lim :—11m< ——>:— < 00,
b—0/ —logx v—0 \loga logb loga
b ~—
—0

kun a €]0, 1], eli integraali suppenee. Toisaalta

/Oa (i /jfdt) dv = /Oai(_ 10;:(:) dv = _/OaxIngdx'

Sijoitetaan y = log x ts. x = ¢¥. Télloin dz = €Y dy ja

a 1 loga _y loga loga
— dzr = —lim —dy = —lim —dy = —lim / logly|
/0 xlogx b=0 Jiogy €YY b=0 Jiogy Y b_’ologb

= lim(— log|log a| + log |log b|) = oo,
b—0 N——

joten se hajaantuu, miké johtaa ristiriitaan.

Tarkastellaan seuraavaksi funktiota f(z), jolla integraali

b
/ fllog"|f] da

on olemassa #drelliselld vililld [a, b]. Merkinté log™| f| tarkoittaa:
log*|f| = log|f|, kun |f] > 1 ja muulloin log*|f| = 0.

Lause 3.0.6. Jos 0 on mddritelty kuten edelli (7) ja f on ei-negatiivinen ja
jatkuva, niin tdalloim

b b
/ Hdang/ flog* f dr + B,

missd B = B(a,b) on riippuvainen ainoastaan a:sta ja b:std.

Hardyn ja Littlewoodin oppilas ja tyctoveri Norbert Wiener laajensi myo-
hemmin maksimaalifunktion tarkastelun R:std R™:44n. Maksimaalifunktioon
palataan tarkemmin kappaleessa 6. Sitd ennen kiydéan ldpi maksimaali-
funktion tarkastelussa vélttaméttoméat LP-avaruudet sekd hyodyllinen 5r-
peitelause.



4 [P-avaruudet

4.1 Mitallisuus
Maaritelma 4.1.1. Olkoon I joukon X o-algebra eli

1. 0eT
2. AeT=AbeT
3. el ieN= 2, A el
Nyt funktio g : I' — [0, +00| on mitta joukossa I, jos
(a) p(@) =0

(b) p on numeroituvasti additiivinen, eli

u(DAz) = iu(&)

aina, kun A; € I', 1 € N ja A; U A; = () aina, kun i # j.

Kolmikkoa (X,T', ) sanotaan mitta-avaruudeks: ja T:aa p-mitallisten
joukkojen perheeksi.

Maaritelma 4.1.2. Olkoon P(X) kaikkien X:n osajoukkojen joukko. Funk-
tiota p* : P(X) — [0, 00] sanotaan ulkomitaksi joukossa X, jos seuraavat
ehdot ovat voimassa:

L (@) =0
2. p* on monotoninen, eli p*(A) < p*(B) aina, kun A C B

3. p* on numeroituvasti subadditiivinen, eli
pr(UJA) <D,
i=1 i=1

Maaritelméa 4.1.3. Olkoon p* ulkomitta joukossa X. Joukkoa £ C X sa-
notaan mitalliseksi ulkomitan p* suhteen, eli p*-mitalliseksi, jos seuraava ns.
Carathéodoryn ehto, on voimassa:

p(A) = (ANE) + u* (A N EG) aina, kun A C X. (8)
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Ulkomitalle p* nollamittaiset joukot ovat aina p*-mitallisia, mutta mitta-
avaruudessa (X, I, u) T' ei valttdméatta sisdllakaan kaikkia p-nollamittaisten
joukkojen osajoukkoja. Jos tata epakohtaa ei ole, sanotaan mittaa p taydel-
liseksi. Talloin

Eel, u(EF)=0, FCE = Fel.

Myos pu(F') = 0, silla 4 on monotoninen. Nollamittaisten joukkojen osajoukot
ovat siis aina nollamittaisia. Kaikki epétaydelliset mitat voidaan taydentaé
taydellisiksi ja esimerkiksi Lebesguen mitta on valmiiksi taydellinen.

Ulkomitan rajoittuma mitallisia joukkoja sisdltdvdén o-algebraan antaa
aina mitta-avaruuden (X, I, pfr).

Maéritelma 4.1.4. Olkoon A C X p-mitallinen joukko (p tdydellinen).
Funktio f : A — R on mitallinen, jos

fHEoo) el ja fY(U)el VYUCR, missiU on avoin.
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4.2 L'- ja L™®-avaruudet

Muistutus funktioiden integroituvuudesta:
Mitallinen funktio f: X — R on integroituva, jos

/f*d,u<oo ja /fd,u<oo.
X X
Merkitaan:

LY(X)={f:X — R| f mitallinen ja [,|f|dp < oo}
eli fe L' <= f:X — R on integroituva.

Jos f,g € L' ja a,b € R, niin af + bg € L', joten L' on
vektoriavaruus.

Merkitaan viela:

Hf||1=/X|f\du

Nyt || f||x on seminormi, silld || f]j; = 0 <= f = 0 melkein kaikialla.
Esimerkki 4.1. Olkoon X = R, u = m (Lebesguen mitta) ja f = xq.
= ||f][1 =0, mutta f#0.
Seuraava madritelmé on ensiarvoisen térked LP-avaruuksia késiteltdessa!

Maiiritelma 4.2.1. Funktiot f,g € L' ovat ekvivalentit, merkitiin f ~ g,
jos f = g melkein kaikkialla. Merkitaén:

f] = fz {ge L' | g~ f} = fm ekvivalenssiluokka
I'={f|feL}
Nyt L' on vektoriavaruus ja || f||; := ||f|l; on sen normi.
Téamé on hyvin méaritelty, silla se ei riipu edustajasta f. Jatkossa puhutaan

vain L!- tai LP-avaruuksista ja pelkistd funktioista, koska funktiot, jotka
yhtyvat melkein kaikkialla on samaistettu.

Nyt, jos [f] = [g] ja f(a) # g(a), kunz € A = pu(A) =0.
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Maéritelma 4.2.2. Olkoon (X, T, ) téydellinen mitta-avaruus ja
f X — R mitallinen. Maaritellaan L>-normi oleellisena supremumina:

[1flloo := ess sup| f(z)].
zeX
Nyt

Iflle = inf{a>0]p({zeX:|f(x)]>a}) =0}
= inf{la>0:|f(z)| <o, mk ze€ X}

ja lf1 = [ flloo-
L*-avaruus méadritelladn normin || f||o avulla:

L® =L>(X)={f: X — R | f mitallinen ja || f||oc < o0}
Samaistetaan f,g € L*, jos f = g melkein kaikkialla.

Lause 4.2.1. L™ on normiavaruus ja ||| on sen normi.

Todistus.

—

L on vektoriavaruus (ks. iv)

1

—

[ fllo >0 Jja | fllee=0 <= f=0mk.

—

1v

)
)

i) Ml = M flle VA€ R
)

Kolmioepéayhtalo:

[f1 < NS lloomuk.

91 < llgllocm k } =1/ 4l < f1+19] < [l + 9]l mk

= p({r e X |f(@) +9(@)| > [ fllo + lglls}) =0

= N+ gllee <[flloo +llgllc = fH+gel> O
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4.3 [P-avaruudet, 1<p< o0

Olkoon (X, T, ) mitta-avaruus, missa p on taydellinen.

Maéiéritelmé 4.3.1. Olkoon 1 < p < oo ja f : A — R mitallinen. Méritel-
ladn LP-normi seuraavasti:

Ifll, = (/X|f|pdu)l/p-

Nyt
P(X)={f: X — R| f mitall. ja /|f|pdu<oo}.
X

Samaistukset kuten edella.

Lause 4.3.1. Jos u(X) < 00 ja 1 < q < p, niin LP(X) C LY(X). Inkluusio
on aito, jos 0 < u(X) < oo ja p>q.

Todistus. Olkoon p = oco. Jos f € L, niin

Jirman < [ fsde = o)
X X

Nain ollen f € L4. Tapaus p < oo ohitetaan, mutta se on helppo todistaa
esimerkiksi Holderin epdyhtdlon ja konjugoitujen eksponenttien avulla.

Esimerkki 4.2. Olkoon X =|0,1[, © = m|p1 Lebesguen mitta. Jos f on
mitallinen ja rajoitettu, niin f € LP Vp > 1.

1
Olkoon f(z) = —= =22
N

Silloin
/ 1
1 1
/ |f|Pdu = li%l+/ zP2dp = 4 li%ﬂ+ 1713 / P2 = o0, josp > 2
X a— a a— a
1
\alir&a = 00, jos p=2

fell — 1<p<2.

Eksponentilla p on siis suuri vaikutus siithen, mitkéd funktiot kuuluvat ava-
ruuteen LP(X).
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4.4 Tarkeita epayhtaloita

Tavoitteena on todistaa, ettd LP on normiavaruus. Tavoitteen saavuttamiseen
tarvitsemme Holderin ja Minkowskin perustavanlaatuiset epayhtalot. Todis-
tetaan kuitenkin ensin yksinkertainen Youngin epayhtalo, joka liittyy LP-
avaruuksissa hyvin kiyttokelpoisiin konjugoituihin eksponentteihin.

Lemma 4.4.1 (Youngin epiayhtild). Jos a,b € [0,00] ja p,q > 1 siten,
etti L 4+ 1 =1, niin
p q
a? bl

ab < — + —. 9
> T3 (9)

Todistus. Konstruoidaan funktio f seuraavasti:

P b

flz) =—+ — —xb.
P q
Talloin
FrT) = f/(b71) = 0
Nyt
prT)P e GFTa) gp b
G S A T L
p q P q

Lisdamalld ab molemmille puolille saadaan

ab b
ab< —+ —. O
p q

Lause 4.4.1 (Holderin epayht&ls). Jos

1 1
p,q>1, —+-=1j4afell, gelL? nin
p q

fge L' ja | fgll <l fllpllglle- (10)

Todistus. Jos ||f|l, = 0, niin f = 0 m.k. ja || fg|l1 = 0, joten asia on selvi
ja |lgll; = 0 samoin. Voidaan olettaa | f||,, |lgll; > 0. Oletetaan myos, etté
f(z),9(z) € R Vz. Olkoon

o= /X P p= /X 1917 du) " (1)
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seka

Nyt
b
/\

—
qg}a

e

g(x) . Youns / @)y | 1.9(@)\q
< +—-(—%)")d
b = CEE (D)) an
Sy flz )pdu 1/xg9@)dpant 1
+- — 4=
Ty ar q P9 P g
Kertomalla molemmat puolet termilld o3 saadaan

/ngdus (/X\fl”du)l/p(/x\g\qdu)l/q,

19l < 1 fllpllglle- O
Lause 4.4.2 (Minkowskin epayhtild). Jos f,g € LP, niin f + g € LP ja

1f+glly < I fllp + llgllg- (12)

=1.

eli

Todistus. Helposti nihdiin, ettd |f + g[P~! € L9. Todistuksen loppuosassa
kiytetaan Holderin epayhtalon lisdksi vanhaa tuttua kolmioepéyhtéloa:

Ae.y.
|u+mm=/u+mps /mu+m%hﬁ/mu+m%1

([ 0+ o)) el [ 07 )
= 171, (15 +9) " + gl (1 + o)

= (11l + gl I + gllz/* 70, o+ gl

Taten ||f +gll, < Ifll, + gl O
Nyt on todistettu, ettd L on normiavaruus normina |[|-||,. Itse asiassa L?
on téaydellinen normiavaruus eli Banach-avaruus.

Maaritelmé 4.4.1. Olkoon (X, T, u) téydellinen mitta-avaruus. Sanomme,
ettd funktiojono (f;) suppenee LP:ssd funktioon f, jos

| fi = f |, =0, kun i — oco.
=~

eLr eLpr
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Lause 4.4.3. Jos (f;) on Cauchy-jono LP:ssi, 1 < p < oo, nun lydtyy
osajono (f;,), joka suppenee m.k.

Todistus. Jokaista k € IN kohti on olemassa i, siten, etta
D= fillp < g0, kund,j > i
2) iy <ig---
Voidaan olettaa, etta f(x), fi(x) € R. Asetetaan
gk = | fi,| + [ fio = ful + -+ | firrn — firl-

Koska (gx) on kasvava jono, on olemassa g = limy_., gx. Toisaalta kaikilla k

p

k
lgelly = Nfil D Nfir — £
v=1

Minkowski

k
1fillp + Y fivir = Filly
v=1

k
1
<\ fallp+ ) 30 = Ifallp + 1.
v=1

Monotonisen konvergenssin lauseen nojalla
MKL . )
[t [ ot =t ol < (15 11+ 27 < o
—00 k—o0
joten

g(x) < oo mk.

Nyt sarja f;, () + > or ) (firsi () — fi, (2)) suppenee melkein kaikilla z. Mer-
kitaan summaa f(x):114. Saadaan

k
Jirer = fir + Z(fml —fi,)—f mk O

v+1

Huomautus. L? on periti Hilbert-avaruus, silli sen normi tulee sisitulosta

<fg>= [ fodu kw fige L)
X
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Lause 4.4.4. Jatkuvat funktiot ovat tihedssi LP:ssd. Olkoon f € LP(R™),
1 < p < oo. Tdlloin on olemassa jatkuva funktio h € LP(IR™) siten, ettd
hmk_wo hk =h ja

lim |1~ by, = 0.

Todistus. Olkoon g : R" — [0, 00[ jono jatkuvia funktioita, joiden kantajat
ovat kompaktissa pallossa B(0,1/k). Olkoon liséksi

/ gr = L.

Maaritelladn funktiojono hy funktioiden f ja g konvoluutiona eli olkoon
hl(x) = | fle=y)only)dy.
Selvasti hy on myos jatkuva kaikilla k. Nyt saadaan
@) = bule) = 5(0) [
= [ F@awdy = | f@=y)gi(y)dy

— [ (@) o= ot o

9x(y) dy — . flz —y)gr(y) dy

n

joten

@) = )| < [ 10) = So = planlo)
Olkoon p > 1, jolloin
@) =@ < ([ (@)~ fa = ot )
- ( () — £z — lgs(e) P aul0)V dy)
.
Holder

< Rnlf(ﬂf) — f& =) Pgr(y) dy(/n <gk(y)”q>qdy)p/q

= Rn|f(l’) — flx —y)Par(y) dy.

18



Talloin Vp > 1

1 = hellt = / (@) — h(@)P da

<[ ( [ 110) = 1 - Pat) ay) ao

"2 [ o [ 150~ se-ppar) dn

Koska gp:n kantaja on pallossa B(0,1/k), voidaan olettaa, ettd sisemméssi
integraalissa |y| < 1/k. Osoitetaan seuraavaksi, etté

n|f(1:)—j"(az:—y)]”dac—>0, kun k — oo. (13)

Olkoon € > 0. Todistetaan, ettd on olemassa 1 > 0 siten, ettd jos |y| < n,

/|f(90) — flx —y)Pdz < e
R

)= [ 1) = s =) da, AcR,
B, = B(0,i) ={z € R": |z| <i}, i>1

Merkitdan

Olkoon y € B(0,1). Télléin |z| > 4, joten |z —y| > i — 1. Dominoidun
konvergenssin lauseen nojalla

/}R @) = sy ds
< /Rn\Bi 2 (|f )P + | fx — y)) d

§2p(/ |f(x)|pdx+/ |f(z)|P dz ) 220, kun i — oo.
R"\B; R™\B;-1

Téten on olemassa ¢ siten, etté

I,(R"\ B;) <

»-Jklm
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Samoin

1,4) < 2?( J e |f(x)|”dar>,

kan Ae R"jaA+h={a+h:ac A}
Integraali on absoluuttisesti jatkuva mitan suhteen, joten on olemassa
0 < 0 siten, etta

I,(A) < -, kun p(A) <é.

A~

Lusinin lauseen nojalla on olemassa kompakti F C B;;; siten, etta
w(Bit1 \ F) <d ja f|F on tasaisesti jatkuva.

Télloin on olemassa 7 €]0, 1] siten, ettd

€
z)— flr—y)f < ——, kun <nja r,xr—yeF.
|f(x) = flz—y)| i) lyl<mn j y

Olkoon y € B(0,n) mielivaltainen. Merkitaéan
A ={xeF .x—yecF}

Ay={z:x—-ye B \F},
AgZBZ‘+1\F

Nyt Ay = A; — vy, joten u(As) = pu(As) = pu(Biyr \ F) < §. Télldin, jos
x € B;, niin x —y € B;,1, joten
Bime{l'efil’—:yEBH_l}
ClreF:z—yeFtUu{zeF:x—y€ By \F} C A UA,.

=A CAs

Nyt

Bi= (B \F)U(B;NF)C A UA U A;
—_—
CA3 CA1UAS

jaR"= A3 UA; U A3 U (R™\ B;), mista seuraa, etta

Iy(Rn) < [y(Al) + [y(A2) + [y(AS) + [y(]Rn \ Bi)-
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Approksimoidaan oikean puolen termeja:

i) L(A) = | |[f@) = fe -yl do <
Aq ~~
ST

i1) 1,(As) <

[N e N e

iii) I,(As) <
: €
i) I,(R"\ B;) < T

Yhdistdmélla kohdat ), i), iii) ja iv) saadaan

I,(R") = IRn|f(x) — flz—y)|Pde <e DOgag).

I = blly = Jim f = hall, < Jim £ = Byl = 0.

Madéritelmé 4.4.2. Sanotaan, ettd funktio f on lokaalisti integroituva eli
fe Ll (R"),jos f:R®™ — R on mitallinen ja

/ |f] < oo V kompaktilla K C R"™.
K

Huomautus. Olkoon f € L. _. Merkitdin B; = B(0,14), i € N, jolloin B; on
pallo R™:ssé. Télloin

L= s (19

Tarkasteltaessa funktion f ominaisuuksia pisteen z € R"™ ympéristossi ei ole
merkitystéd tarkastellaanko funktiota f vai funktiota fxg ), missa ¢ > 2|z|.
Tillaisissa tapauksissa voidaan huoletta olettaa, ettd f € L.
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5 br-peitelause

Tassa kappaleessa esitetdén ja todistetaan SHr-peitelause, jota joissain lahteis-
sa kutsutaan myos peruspeitelauseeksi. Lausetta tullaan tarvitsemaan myo-
hemmin todistettaessa maksimaalifunktion keskeisid ominaisuuksia.

Lause 5.0.5 (5r-peitelause). Olkoon F mielivaltainen perhe R™:n kuulia
siten, etta

D =sup{d(B): B € F} < o0,

missd d(B) on B:n halkaisija. Tdlloin on olemassa numeroituva perhe G C F
siten, etta

B,NB;=0 VB;,B;€G, B;# Bj, (ts. G:n kuulat erill.), ja

U Bc 5B

BeF Beg

Todistus. Suoritetaan todistus kolmessa osassa.
Osa I:  Merkitadan

F;j={Be€F:D/2 <d(B)<D/2'}, jeN,
jolloin F = J}Z, Fj.
Maaritellaan perheet G; C F; induktiivisesti:
(a) Olkoon G; miké tahansa maksimaalinen perhe Fi:n erillisia kuulia, ts.

BeF, = 7B €G, siten, ettdi BN B #0.

(b) Oletetaan, ettd Gy, ...,Gy_1 on valittu. Olkoon G;, mikd tahansa mak-
simaalinen kokoelma Fj:n erillisid kuulia B siten, etta

k—1
BnB =0 VB el ]G,
j=1

Merkitdan

g= U Gj, jolloin G on perhe erillisid kuulia.

J=1
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Osa II:  Osoitetaan seuraavaksi, ettd G; on numeroituva Vj. Talloin
my0s G on numeroituva. Mekitadn

G =G, missi G ={Beg;:BC B 0,i)}
i=1

ja osoitetaan, ettd G;; on &érellinen, jolloin G;:t ovat numeroituvia.

G;; adrellinen.

Begj7i:>d(B) >D/2j ja BCB*<O,Z)
B*(0,i) kompakti

Osa III:  Osoitetaan, ettd jokaista B € F kohti on olemassa B’ € G
siten, ettd BN B’ # () ja B C 5B’, jolloin

U Bc 5B
BeF Beg

Jos B € F, niin B € F, jollakin k£ € N. Jos G, on maksimaalinen, niin
on olemassa B’ € U§:1 G, siten, ettd BN B’ # (). Toisaalta

d(B") > D/2" ja d(B) < D/2""'=d(B) < 2d(B)

= BC5B. O
BmB’;«é(Z)}
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6 Hardy-Littlewood-maksimaalifunktio

6.1 Integraalin esityslause

Aloitetaan tarkastelemalla hyodyllistd Lebesguen méaritteleméd integraalin
esityslausetta. Siirrytddn samalla kiayttdmédn yleisen mitan sijaan kyseisen
miehen omaa mittaa, Lebesguen mittaa.? Kiytetisin yksinkertaisuuden vuok-
si my6s Lebesguen mitasta symbolia p. (Voimassa vain kappaleessa 6.)

Lause 6.1.1 (Integraalin esityslause). Olkoon f : X — [0, co] mitallinen,
X € M,. Tillgin

/de“:/ooo“({x:f(x) > t}) dt,

missd M, on kaikkien p-mitallisten joukkojen kokoelma.

Funktiota A(t) = pu({z : f(z) > t}), t > 0, sanotaan fmn distribuutiofunk-
tioksi. Se on véhenevé ja néin ollen Riemann-integroituva suljetuilla [0, co[:n
osavaleilla.

Todistus. Olkoon u positiivinen, yksinkertainen funktio, jolle
k
U,(l’) = Z CjXXj (I)v
j=0

missa X; € M, ovat pareittain pistevieraita ja 0 = cy <c; < cp < -+ < ¢.
Induktiolla saadaan

/Ooo,u({m € X w(z)>t})dt = /OCk,u({m € X :u(z) >t})dt

ko e
:Z/ p({r e X tu(z) > t}) dt
]; .
= (gl JAnA)
]; I;ﬂ
= Z(c] —¢j_1) ZN(AZ nA)
k J
= Z u(A;NA) Z(Cj - Cj—1>

2Lebesguen mitan méiritelmi 16ytyy mm. Brucknerin [1] kirjasta.
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(AN A)

:/ udpy.
X

Valitaan sitten w;:t siten, ettd lim; . u;(z) = f(x). Talldin myds u,:den
distribuutiofunktiot muodostavat nousevan jonon siten, etta

M) = p{e € X - uya) > 1))

IIM:r

ja

lim A;(t) = A(t) = p({z € X : f(z) > t}).

]—)OO

Monotonisen konvergenssin lauseen nojalla

o0

/Ooo,u({xeX:f(x) > t}) dtzjllrgo p({z € X tuj(z) > t})dt

0

= lim ujd,u:/fdu. a
X

Jj—00 X

Lause 6.1.2. Olkoon 0 < p < oo ja f: X — [0, 00] mitallinen. Tdlldin
/ fPdu = p/ P u({r e X« f(z) > t}) dt. (15)
X 0

Todistus. Kaytetiddn todistuksessa sijoitusta s = P, jolloin ds = (ptP~1) dt.
Saadaan

/Xfpduz/oooﬂ({wEX:fp(:c) > s}) ds
:sij./ooﬂ<{x€X:fp( ) tp})( P 1)
0 ——

=f(z)>t
—p/ P u({r e X fz) > t})dt. O
0
Distribuutiofunktiolle 16ydetaén heti myos kdytadnnon sovellus.

Lause 5.1.3 (Chebyshevin epiyhtild). Jos f € L'(R"), niin

missi A= [ |[f(y)|dy. (16)
R



Todistus. Helposti ndhdéan, etta

[ swlaz [ wlayz o,

miké todistaakin lauseen. O

6.2 Maksimaalifunktio

Lebesguen differentioituvuuslauseen mukaan

Lause 6.2.1. Jos f € L;,.(R"), niin
1

lim (B(e.r)) /B(W) fy) dy = f(z) (17)

melkein kaikilla x € R™.

Lauseen todistukseen palataan kappaleen lopussa.

Tehddéan pienid muutoksia ylla olevan lauseen vasempaan puoleen. Ote-
taan rajankdynnin "lim, " sijaan supremum yli f(y):n integraalikeskiarvon.
Koska téassé yhteydessa kiinnostuksen kohde on lahinné funktion f suhteelli-
nen koko, niin vaihdetaan f:n tilalle |f|, jolloin pddsemme eroon integraalien
kannalta hiukan kiusallisista negatiivisista arvoista. Nain meilla on kaikki
eviaat maksimaalifunktion maarittelyyn.

Miiritelma 6.2.1. Kun f € LL (R") ja z € R", asetetaan
1

M) =swp i [ )]y (18)

r>0 M(B(ZE, T’)) B(z,r)

Funktio M f on maksimaalifunktio.®

Huomautus. M f on ns. keskitetty maksimaalifunktio. Esim Holopaisen lu-
entomonisteessa [4] supremum otetaan yli minkd tahansa kuulan B,, joka
sisdltda x:n siten, ettd

M) = sp s [ 17w

Koska M(f)(x) < M*(f)(z) < 2"M(f)(z) Vz € R", on yleensd saman-
tekevad kumpaa kiytetaan.

Alustavien lauseiden ja mééritelmien pohjalta péédstdén ensimmaéiseen
maksimaalifunktiota koskevaan lauseeseen. Se onkin tdmaéan tyon térkein yk-
sittdinen lause ja sen todistus tdméan tyon ydintavoite.

3Vertaa kappaleessa 3 esiteltyyn alkuperiiseen maksimaalifunktioon 6(z).
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Lause 6.2.2. Olkoon f:R" — R.

(a) Jos f € LP(R™), 1 < p < oo, niin funktio M f on ddarellinen melkein
karkkialla.

(b) Jos f € L*(R™), niin jokaiselle t > 0

A
plfe: M(P)@) > 1) < 2 [ Iflar,
R”l
missd A on ainostaan ulottuvuudesta n rijppuva vakio (A = 5" kelpaa).
(c) Jos f € LP(R") ja 1l <p < oo, nitn M f € LP(R") ja

M fllp < Apll fllp,

missd A, on ainoastaan potenssista p ja ulottuvuudesta n rispuva vakio.

Ennen lauseen todistusta todistetaan, ettd kohdassa (c¢) M f on integroitu-
va eli Mf € L'(R") vain, jos f = 0 m.k. Talloin triviaalisti [,.[f] = 0.
Esitietona: ,u(B(x, r)) = ¢,r", missa ¢, on ulottuvuudesta n riipuva vakio.

Olkoon
[ wlay>o
B(z,r)

J/

~~
I

Jos x € R"\ B(z, R), niin B(z, R) C B(z,2|z]) ja

1 1
MFf> ——— dy > — d
f_uw@#»Z¥wJﬂmly_%@mwﬁ%mvwﬂg
5
N Mﬁmwmzf/ 1 (2)z]) " dz = oo,
Rn R™\B(0,R)

silla
[ et ra= [ @)
R"\B(0,R) i—0 Y B(0,2i*1R)\B(0,2iR) ~———~—""
chl(2i+2R)—n

> 3" u(BO.2R)\ BO.2R)) (2 R)

>

—en(2H R -2 R)")
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Todistus. Aloitetaan todistus kohdasta (b). Kiinnitetaan ¢ > 0 ja merkitddn
M, ={x e R": M(f)(z) > t}. Talloin Yz € M, on olemassa kuula B, siten,
etta

1
1(Bz)

|f(y)ldy > t.
By

Toisin sanoen

1 f
wB) <7 [Irwiay (<) (19)
By
Olkoon F = {B, : x € M,}, jolloin triviaalisti

M, C U B.
BeF

Koska i(B,) = ¢,(d(B,)/2)", niin (17):sta saadaan

Iy

n

sup{d(B,) : B, € F} < 2(

45r-peitelauseen nojalla on olemassa numeroituva osaperhe
G ={B1, Bsy,...} C F erillisid avoimia kuulia siten, etta

M, c|J)Bc | sB.

BeF B;eg
Siten
numeryhd
(M) < p(U5B;) Zu (5B;) = 5"Zu
n t erill. O
<'s / @y =T )y
U; B;
5n
|f( Ndy. O

Seuraavaksi todistetaan rinnakkain kohdat (a) ja (c). Suoraan normin || f||
Maéritelméasta 3.2.2., sekd M f:n Maaritelmésta 5.2.1. saadaan triviaalisti

IM flloo = [[flloe,  kun f € L*(R").

4T#ssé yhteydessd, voitaisiin kilyttis myds ns. Vitalin peitelausetta, joka 18ytyy mm.
Brucknerin [1] kirjasta.
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Jatketaan todistusta olettaen, ettd 1 < p < oo. Jaetaan funktio f kahteen
palaa seuraavasti: fi(z) = f(x), kun |f(z)| > t/2 ja fi(x) = 0 muulloin.
Néin ollen saadaan |f(x)| < |fi(x)| +t/2, joten M(f)(x) < M(f1)(x) +t/2.
Nyt

{o: M(f)(x) >t} C{z: M(f1)(x) > t},
ja lopulta

p(B) = n({ M) > 1) < 2211

Toisin sanoen
2A
plEy <2 [ . (20)
[f1>t/2

Kéaytimme ylld juuri todistettua kohtaa (b), joka on mahdollista, silla

fi € L' aina, kun f € LP. Asetetaan g = M f ja olkoon A\ g distribuu-
tiofunktio. Koska f on mitallinen ja 0 < p < oo, voimme kayttda téssi
todistuksessa Lausetta 6.1.2. Nyt

/R(Mf)p da =p/0oo "~ u(Ey) dt Sp/ooo tp—l(% /|f|>t/2|f(x)|d:v> dt.

(18):sta saadaan

e A G LR

_ 2Ap/ooo tp_2</f|>t/2|f(x)|dx> dt

= 2Ap/ t”‘2</ X{a:f (@) >t/23 | f (2)] dl’) dt
0 0

=2Ap tp_QX{x:|f(x)|>t/2}’f(x)’ dz dt
o Jo

2Ap/ / P72 X (w023 | f ()] dt da
0 0

0 0

Fubini =
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Fubinin lauseen nojalla vaihdoimme integroinnin jérjestysté. Seuraavaksi
ratkaistaan sisempi integraali erikseen:

2[f ()]

S A@ 1
/ 7N el (@) >t/2y A = / i dt = / —
0 0 0 p

:(ﬁ)@u(zm?—l, kan p> 1.

Sijoitetaan tdma tulos alkuperiiseen ulompaan integraaliin:

2p [ 1@ (2 )l o
~24p [ @527 @U@y da

R7L
2Ap _ _
A ()27 f ()P~ da
2PA
:p—llj |f(z)P dz, kun 1 <p < oc.
R

Nyt siis
IM I < ADlLFI-

Kun asetetaan vield A = 5", saadaan

- 5p \/P
22 £l < Ayl missi 4, =2( )

Palataan kappaleen alussa esitetyn Lauseen 6.2.1. todistukseen, jossa kiaytdmme
Lausetta 6.2.2. (b).

Todistus. Riittaa osoittaa, ettd funktion

1
&) = /B w10 (21)

raja-arvo lim, o f,(z) = f(z) kaikilla z, kun f € L'(R"), silli jokaisella
i > 1 huomautus (13) piitee m.k. z € B(0, 7).

Liséksi Lauseen 4.4.3. perusteella on olemassa f;:n osajono f;, , joka sup-
penee m.k. Olkoon f, = f1,; — f L':ssé, jolloin on olemassa f,, siten, etté
fr, — [ mk., kun jono (ry) — 0.
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Todistettavaksi jdi, ettd raja-arvo lim,_ f.(z) on olemassa m.k. Tatéa
varten olkoon g € L! jatkuva funktio ja x € R™. Nyt triviaalisti f = f—g+g.
Olkoon

<y Lo St <) - sl

1) =000) +510) = 1G0) + ) = o] by
S/B(m)my) —g(y)ldy +]{9(x,r)|g<x) — f(z)|dy +][ 19(y) — g(2)| dy.

B(z,r)

Nyt |g(x) — f(z)| voidaan olettaa vakioksi integroitaessa y:n suhteen ja inte-
graalikeskiarvo vakiosta on vakio itse.
Todistetaan lisdksi, ettd lim,_,g fB(m7T)|g(y) — g(z)| = 0. Kiinnitet&dén
x € R" ja olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska g on jatkuva, on olemassa
d > 0 siten, ettd |g(y) — g(x)| < e Vy € B(x,0). Siten

/ 9(y) — gla)] < / a
9(y) —g(x edy = e.
B(z,r) T/ /L(B(l‘, T)) B(z,r)

Nyt im0 £, 19(y) — g(z)| = 0, silld € oli mielivaltainen. Saadaan

‘< / ) — 9(y)] dy + lg(z) — f(2)|
B(x,r)
< M(f - g))(@) + lg(a) — f(2)].

Nyt M(|f = g)(x) > t/2 tai |g(x) = f(z)] > /2, joten

[reR": hmsup]{?( 1)~ 1@lay > 1)

C{zeR": M(|f —gl)(x) > t/2} | J{z € R": |g(z) — f(z)] > t/2}.

Yhtapitavésti

p({r e R": limsup]{g( )|f(y) — f(z)|dy > t})

r—0

< u(fe € R™: M(If — g)(@) > 1/2}) + p({z € R" < [g(x) — f(x)] > 1/2})

25" f = glh N 21f =gl _ 26" + DIIf — gl
= t t - t '

(*)Seuraa suoraan Lauseiden 6.1.3. ja 6.2.2.(b) epayhtéloista.
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Lauseen 4.4.4. mukaan jatkuvat funktiot ovat tihedssd LP-avaruudessa eli
kun f € L', niin kaikilla ¢ > 0 on olemassa jatkuva funktio g siten, etti
lf — gll1 < e. Asettamalla e — 0 saadaan

limsup][ lf(y) = f(z)|dy=0 mk. ze€R"
B(z,r)

r—0

Taten

liminf/ |f(y)—f(a:)|dy§limsup][ lf(y) — f(x)]dy=0 mk zeR"
B(z,r) B(z,r)

r—0 r—0

ja siis

lim lf(y) — f(z)]dy=0 mk =zeR"

"0 B
miké todistaa raja-arvon lim,_q f,.(z) olemassaolon. O

Lause 6.2.3. Olkoon funktiolla f kantaja pallossa B C R". Talldin
M(f)(z) € LY(B), jos | f|log(2 + | f|) on integroituva yli B:n.

Todistus. Nyt
/BMfdx _ /ooﬂ({x € B: M(f)(2) > 1)) dt
/ ({x € B: M(f)(x) > t}) dt + /loou({x € B: M(f)(x) > t}) dt
<ulB)+ [ ulle € B M) > 1)) d
missé 1(B) < oo. Funktio M f on siten integroituva yli B, jos
/lwu({x € B: M(f)(x) > 1)) dt < oo,
Epéiyhtilén (19) mukaan

plfre B M@ >0) <2 [ @l
|f1>t/2
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joten

/loou({a:eB:M( J(2) > 1)) d g/oo 2’4/]%/2 2)|f] dz dt

:2A/ %/ XB(T)X (i f15t/23 | f| Az dt
0 mn

. . OO 1
Fubini = = 2A/ / —XB(JI)X{x:|f\>t/2>1/2}|f| dtdz

—QA/ xe(z |f|/ TX{@ilf1>t/2>1/2) dtdz
Rn

211
—2A/[f|/ —dtdm

=24 [ [f1(1og* 21/ ~ log 1) da
=0
24 /B fllog™ (2] f1) dz
Nyt
/ fllog™ (2] ) dz = / /] 10g(2| 1) e
B B
kun 2|f| > 1 eli |f| > 1/2. Néin ollen
/ llog* (21 ) dz < / (1] + 1/2) log (2(1f] + 1/2)) de
B B
- / (1] + 1/2) (log 2 + log(|f] + 1/2)) da
:/B|f|log2+1/21og2+ |f]log(|f] +1/2) + 1/21log(|f| + 1/2) dz
:/|f|log2da:+/ 1/2log2dx
B B
+/!f|log(|f|+1/2)da:+/ 1/210g(|f| + 1/2) dz < oo
B B

aina, kun

/Blf\lOg(2+ 1) de < 0. O

Edellinen lause péteen myds toisinpdin, eli jos M f € L*(B), niin

|f[log(2 +|f]) € LX(B).
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Tamén todistus on hieman monimutkaisempi ja vaatii lisda esitietoja,
joten se ohitetaan. Tarvittavat tiedot ja vinkit todistuksen tekemiseen 16y-
tyvét Steinin [9] kirjasta.

Asiasta ollaan kuitenkin saatu jo pienté viitetta sivulla 9 Esimerkissé 3.1.
Siiné funktio f(z) = 7 '(logx™)™% on integroituva suljetulla vililli [0, a],
mutta M(f)(z) > L [ fdt ¢ L'([0,al).

Téstd seuraa, ettd |f|log(2 + |f|) ¢ L'([0,a]), mikd on oleellisesti sama
asia kuin | f|log|f| ¢ L'([0,a]). Nyt

1
log| f| = log (m)

1
_ -1
= logx™" +log <(10g 3:1)2>

1

' —2loglogx™!,

=logax™
missi. x > 0 ja logz™! > 0 eli o < 1. Toisaalta loglogxz=' > 0, kun
logz™' > 1 eli 0 <z <1/e Saadaan

1
log|f| <logz™, kun 0<2 < -,
e
Siten
A a1 A2
1 < — (1 = (1
|fI(log| f])" < x(logx,l)Q( ogz ') x( ogz )",
ja lopulta

a . a a 1
/ |£1(logl £1)** da S/ e loga™!) P da = /— (logz=")*!

1 A1 A-1
— = ((log1 ~ (log1/0 . kun 0< A<l
/\_1<(og /a) (log1/0) ><oo un 0 <A<

=00

Esimerkin 3.1. funktion f maksimaalikunktio M f ¢ L([0,1/e]), mutta
| f|log|f| € LY([0,1/e]), kun 0 < A < 1.
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