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1 Johdanto

Isoperimetrisen ongelman juuret ulottuvat antiikin Kreikkaan, jossa varhaisimmat
maininnat ongelmasta 10ytyviat Pappuksen kirjoituksista 200-luvulta jKr. Alkupe-
raisesséd muodossaan ongelmana on 16ytéa kaikista tason kayristéd se, joka sulkee
sisdénsa suurimman pinta-alan, kun kiyrén pituus on kiinnitetty. Ongelma tun-
netaan myos isoperimetrisen epayhtalon muodossa, joka suljetuille tason kayrille

on
p=>2VTA,

missd p on kdyrdn pituus ja A sen rajaama pinta-ala. n-ulotteisessa avaruudessa
epayhtalo saa muodon
n—1
n
)

S(A) = nV (B)"V(4) (1)

missd S(A) on joukon A reunan n — l-ulotteinen Hausdorffin mitta, V(A) on A:n
n-ulotteinen Lebesguen mitta ja B avaruuden R" yksikkdpallo. Kun n = 2, pu-
hutaan A:n reunan pituudesta ja A:n pinta-alasta ja kun n = 3, vastaavat termit
ovat reunan ala ja tilavuus. Isoperimetrisesta epayhtalostd saadaan myos toinen,
ekvivalentti muotoilu ongelmalle, nimittain 16ytd4 joukko, jonka reunan "ala" on
pienin, kun kiinnitetdan tutkittavien joukkojen "tilavuus" vakioksi. Luvuissa kol-
me ja nelja vastataankin tdhén kysymykseen, mutta tdmé&n minimointiongelman
ratkaisu on sama kuin alkuperédisen maksimointiongelman.

Kreikkalaiset tiesivat, ettd ympyréan rajaama pinta-ala on suurin, mutta eivét osan-
neet todistaa sitd. Ensimmaisend lauseen todisti 1838 J. Steiner, joka kaytti todis-
tuksessaan Steinerin symmetrisaatioksi myShemmin nimettyd geometriaan perus-
tuvaa menetelmééd. Samaa menetelméd kiytetddn luvun kolme loppuosassa, jos-
sa osoitetaan, ettd yhtdsuuruus epédyhtélossid (1) on voimassa vain, kun A on n-
ulotteinen pallo. Steinerin todistuksessa oli kuitenkin puute. Siin&d nimittéin oletet-
tiin, etta tdllainen pinta-alan maksimoiva alkio on olemassa. Tamaé on tietysti totta,
mutta vaatii silti perustelun. Taméan merkittavan edistysaskeleen otti 1880-luvulla
H.A. Schwarz, jonka todistus kolmiulotteisille kappaleille sisélsi myos olemassaolo-
tuloksen. Ensimmaéisen puhtaasti analyyttisen todistuksen puolestaan esitti 1901
A. Hurwitz, joka ratkaisi ongelman kaksiulotteisessa avaruudessa kdyttden Greenin
lausetta.

Pitkésta idstddn huolimatta isoperimetrinen ongelma on jaksanut askarruttaa tut-
kijoita aina viime aikoihin saakka. Tasta esimerkkind ovat T.W. Gamelinin ja D.
Khavinsonin [GK] Stokesin lausetta hytdyntéva todistus vuodelta 1989 ja R.J.
Gardnerin (2002) [Ga| sekd Yu.D. Buragon ja V.A. Zallgallerin (1988) |[BZ| Brun-
nin ja Minkowskin epéyhtéalod kiyttava ldhestymistapa, joka muodostaa tdmén
tyon kolmannen luvun rungon.

I[soperimetrisestd epayhtalosta (1) herdd kaksi kysymysté, joihin téssé tyossa hae-
taan vastausta. Ensinndkin halutaan osoittaa, ettd epayhtdlé on voimassa. Toi-



seksi halutaan tutkia, missé tapauksissa yhtasuuruus toteutuu. Epéayhtalon todis-
tamistapa riippuu merkittavasti siitd, millaisia joukkoja tutkitaan. Tutkimukseni
jakautuu kolmeen osaan sen mukaan, millaisten joukkojen parista isoperimetri-
sen ongelman ratkaisua etsitdén ja minimoivan/maksimoivan alkion olemassaoloa
selvitetddn. Luvussa kaksi rajoitutaan tutkimaan tasossa R? olevia joukkoja, ja
niistd halutaan 16ytda alkio, jonka pinta-ala on suurin, kun kiinnitetdan tutkit-
tavien joukkojen piirin pituus vakioksi. Ensin tutkitaan monikulmioiden joukkoa
ja sitten kaikkia tason osajoukkoja, joiden reuna on Jordan-kiyra. Jalkimmainen
joukko siséltdéd monikulmiot, mutta my6s paljon muita joukkoja.

Luvussa kolme ongelman asettelua yleistetdén siirtymalla tason kappaleista tut-
kimaan n-ulotteisen avaruuden osajoukkoja. Naille joukoille asetetaan se rajoitus,
ettd niiden reunan taytyy olla paloittain siled, toisin sanoen melkein jokaiseen
tutkittavan kappaleen reunan pisteeseen voidaan méaérittda (n — 1) -ulotteinen
tangenttitaso ja sitd vastaan kohtisuora normaalivektori. Siirryttidessd kahdesta
ulottuvuudesta useampaan, edellisen kohdan todistuksen vélineita ei voida sellai-
sinaan yleistda vaan joudutaan rakentamaan uutta teoriaa. Ratkaisua ldhdetédan
hakemaan todistamalla ensin Brunnin ja Minkowskin epayht&lo ja johtamalla siita
isoperimetrinen epayhtalo.

Viimeisessa luvussa laajennetaan edelleen vertailuun otettavien kappaleiden kir-
joa. Erityistd huomiota kiinnitetddn joukon reunan késitteeseen ja maaritelladn
rajoitetusti heilahtelevien funktioiden méaéritelméan avulla n.s. darellisen perimeet-
terin joukot eli Caccioppoli-joukot. Arellisen perimeetterin joukko samaistetaan
karakteristiseen funktioonsa, joka on rajoitetusti heilahteleva. Rajoitetusti heilah-
televia funktioita tutkimalla padstdan selvittdméadn maksimaalisen alkion olemas-
saoloa Caccioppoli-joukoille. Lopuksi tutkitaan, missd muodossa isoperimetrinen
epayhtéalo on voimassa Caccioppoli-joukoille.



2 Isoperimetrisen epiyhtilon ratkaisu tasossa R?

2.1 Ratkaisu monikulmioille

Tyo6n aluksi ratkaistaan isoperimetrinen ongelma, kun tutkittavana joukkona ovat
monikulmiot, joissa on k kulmaa ja joiden piiri on 2. Monikulmiolla tarkoitetaan
téssd ja jatkossa avaruuden R? kappaletta, jota rajaava suljettu kiyrd (reuna)
koostuu aarellisen monesta janasta eiké leikkaa itseddn. Koska jokainen k-kulmio,
jossa k on pariton voidaan ajatella k + 1-kulmiona, jonka yksi kulma on oikokul-
ma, voidaan rajoittua tarkastelemaan monikulmioita, joissa on parillinen mé&ara
kulmia.

Lemma 2.1. Kaikista kolmioista, joista on annettu ykst sivu ja piiri, tasakylkinen
kolmio sulkee sisddnsd suurimman alan

TobisTus. Olkoon kolmio ABC' s.e. sivu AB on kiinnitetty ja kolmion piiri on
p. Muodostetaan ellipsi, jonka polttopisteiné ovat pisteet A ja B. Ellipsin pisteill&
on se ominaisuus, ettd niiden polttopisteistd mitattujen etdisyyksien summa on
vakio. Kun asetetaan tdmé vakio yhtdsuureksi kuin kolmion ABC' sivujen BC
ja C'A pituuksien summa, saadaan, ettd kolmion kolmas piste C' sijoittuu ellipsin
kehalle. Ellipsin ominaisuuksista tiedetdan, etta se on symmetrinen polttopisteiden
vélisen janan AB keskinormaalin suhteen ja aidosti konveksi. T&lloin pisteen C
suurin etaisyys pisteiden A ja B kautta kulkevasta suorasta saavutetaan, kun C'
on ellipsin ja janan AB keskinormaalin leikkauspiste. Nain muodostuvan kolmion
korkeus ja siten myos ala on suurin. Tadma piste C on yhtd kaukana pisteistd A ja
B eli kolmio ABC' on tasakylkinen. O





Lause 2.2. Kaikista tason 2m-kulmioista, joiden piiri on 21, sddannollisen 2m-
kulmion rajaama pinta-ala on suurin.

TobisTus. Todistus seuraa Steinerin alkuperéistd ideaa ja 16ytyy lédhteistd [CH]

ja [Hal.
Osoitetaan ensin, ettd tallainen maksimaalinen monikulmio on olemassa. Nume-
roimalla monikulmion M kérkipisteet My, ..., M,,, voidaan jokainen monikulmio

esittdd joukkona {Mj, ..., M,,} tason R? pisteitd. Yleisyyden mitenkiin siité kir-
simattd voidaan joukkoa siirtdd siten, ettd yksi joukon pisteistd on origo. Koska
monikulmion piiri on 2I, voidaan todeta, ettd (mahdollisen siirron jilkeen) kaik-
ki monikulmion karkipisteet mahtuvat 2[-sédteisen ympyran sisdén. Kérkipisteiden
koordinaattien joukko on siis avaruuden R?™ kompakti osajoukko. Koska kuhun-
kin monikulmioon liittyva pinta-ala riippuu jatkuvasti monikulmion kérkipisteista,
saavuttaa pinta-ala maksimiarvonsa. Toisin sanoen pinta-alaltaan maksimaalinen
monikulmio on olemassa.

Seuraavaksi todetaan, ettd maksimaalisen monikulmion on oltava konveksi. Ol-
koon M 2m-kulmio, jonka rajaaman alueen pinta-ala on maksimaalinen. Jos M
ei ole konveksi, voidaan kahden ei-vierekkéisen kérkipisteen M}, ja M; kautta piir-
tad suora, joka on kokonaan M:n ulkopuolella. Peilaamalla syntynyt monikulmio
My Mpyq ... M;_1 M; tdmén suoran suhteen syntyy uusi monikulmio M’, jonka pii-
ri on yhtasuuri kuin M:n, mutta pinta-ala on suurempi, mikd on vastoin oletusta
M :n maksimaalisuudesta.

jm———————a

Seuraavaksi osoitetaan, ettd monikulmion kaikki sivut ovat yhtd pitkid. Nimitt&in,
jos kaksi vierekkaista sivua My Mo ja Mo M3 ovat eri pituiset, niin kolmio My Mo M;3
voidaan lemman 2.1 mukaan korvata tasakylkiselld kolmiolla My M} Ms, s.e. My M,
= M} Mj ja uuden kolmion ala on suurempi. Silloin monikulmio, jossa kirki My
on korvattu kérjelld M) on piiriltddn sama mutta alaltaan suurempi, miki taas on




vastoin maksimaalisuusoletusta.

Lopuksi osoitetaan, ettd monikulmion kaikki kérjet ovat ympyran kehalla. Jaetaan
M kahteen osaan Nj ja N janalla, joka yhdistda vastakkaiset kulmat My ja M, 1.
Edellisen kohdan nojalla uusien monikulmioiden piirit ovat yhtdsuuret. Niiden alat
ovat my0s yhtasuuret, koska jos néin ei ole, voidaan suurempi monikulmio peilata
janan My M, .1 suhteen ja ndin saadulla uudella 2m-kulmiolla on sama piiri kuin
alkuperiiselld, mutta vastoin maksimaalisuusoletusta suurempi ala. Monikulmion
jokaiselle kérkipisteelle M} pétee myos, ettd kulma My MpMy,1+1 on suora. Jos
nain ei ole, 16ytyy My € Ny, jolle kulma M; My M,,+1 €i ole suora. Nyt N; voidaan
jakaa kolmioon Mj My M, +1 ja kahteen monikulmioon O; ja Og, s.e. O;:lla ja kol-
miolla on yhteinen sivu M; M}, ja Oz:lla ja kolmiolla on yhteinen sivu My M.
Nyt kolmio MMy My,+1 voidaan korvata pinta-alaltaan suuremmalla kolmiolla
MM, M, ., s.e. M{M; = MMy, ja My M), = My My, 1. Témén uuden suora-
kulmaisen kolmion ala on suurempi kuin alkuperaisen ja liittamalla monikulmiot
01 ja O2 uuden kolmion sivuille ja peilaamalla janan Mj; M, suhteen saadaan
kehanpituudeltaan sama ja pinta-alaltaan suurempi monikulmio kuin alkuperai-
nen, taas vastoin maksimaalisuusoletusta. Siispd kulman MMy M,,+1 on oltava
suora, miké riittda osoittamaan, etta kirkipiste My, sijaitsee samalla ympyrénkaa-
rella kuin My ja My,41.




Monikulmion M Kkarjet sijoittuvat siis tasaisesti ympyréan kehélle, joten on M on
saannollinen 2m-kulmio. O

2.2 Ratkaisu Jordan-kiyrille

Ryhdytaéan seuraavaksi selvittdméaén isoperimetrisen ongelman ratkaisua joukossa,
joka sisaltéaa edellisessa kappaleessa kasitellyt monikulmiot, joiden piiri on 2/, mut-
ta sallii my6s muiden kéyrien rajaamia kappaleita. Luonnolliselta tuntuvan joukon
antavat tason kappaleet, joiden reuna on Jordan-kiyran maéadritelméan toteuttava
kéyra. Halutaan siis tietda, onko olemassa Jordan-kdyraa, joka sulkee sisdansa suu-
rimman alan, kun kdyrén pituus on vakio. Jos tallainen kiyra 10ytyy, niin mikéa se
on?

Miiritelmé 2.3 (Jordan-kiiyrd). Itsedin leikkaamaton Jordan-kiyrd j C R2
on jatkuvan kuvauksen

J 0,1 = R?: J(0) = J(1) ja J(z) # J(y), kun = €]0,1[, y €]0,1[ja z £ y
kuva. Kuvausta J sanotaan Jordan-poluksi.

Poluista ja kiyrista 16ytyy lisda tietoa lahteestd [Pul.

Lause 2.4 (Jordanin kiyrilause). Jordan-kiyrin j C R? komplementti R?\j
koostuu tasan kahdesta pistevieraasta yhtendisestd osasta, joiden kummankin reu-
na on j. Toisin sanoen j jakaa tason R? kahteen osaan: rajoitettuun joukkoon
(sisdpuoli) ja rajoittamattomaan joukkoon (ulkopuoli).




TobpisTus. Yksinkertaiselta kuulostavan lauseen todistus on erittdin epatriviaali
ja vaatii topologista tietdmystd. Yksi vaihtoehto on todistaa lause ensin monikul-
mioille ja kayttda sitten hyviksi kohta esitettavia lausetta 2.6, joka kertoo, ettd
mielivaltaista Jordan-kidyrad voidaan approksimoida monikulmioilla. Téta mene-
telméa kiyttava todistus 16ytyy lahteestd [Na|. O

Maaritelmé 2.5 (Jordan-polun pituus). Jordan-polun J pituus méaéritellaan
seuraavasti:

1) = sup { 3 () = (k)] |
k=1

missé supremum otetaan yli kaikkien vélin [0, 1] jakojen T := {t; ...¢n}. Jordan-
polun pituus on ekvivalentti Jordan-kiyran geometrisen pituuden kanssa. Jatkossa
Jordan-kayran pituudella tarkoitetaankin kdyrén geometrista pituutta.

Jotta edelld késitelty monikulmioiden tapaus ei menisi aivan hukkaan, todetaan
seuraavat monikulmioita ja Jordan-kédyri& yhdistava lauseet.

Lause 2.6. Jokaista 2l-pituista Jordan-kdayrad j voidaan arvioida mielivaltaisen
tarkasti monikulmiolla, jonka piiri on 2. Toisin sanoen on olemassa monikulmio
M, jolle M :n ja j:n ns. erotusosan pinta-ala saadaan mielivaltaisen pieneksi. Ero-
tusosalla tarkoitetaan joukkoa (M\J) U (J\M), missié J on j:n rajeama alue,
"sisdpuoli.

TobisTus. Olkoon J Jordan-polku ja j sen kuva eli Jordan-kayra. Maaritelmasta

2.5 seuraa, ettd mielivaltaiselle € > 0 on olemassa jako T' = {0 = tg, t1, .. . ty—1, tm =
1} s.e. monikulmion M, jonka kérkind ovat pisteet My = J(tx),k = 0,...m — 1

piiri eroaa mielivaltaisen vihdn jn pituudesta eli [(j) — (M) = ¢ < € kaikille

e > 0.

Venytetddn monikulmiota M hieman korvaamalla viimeinen sivu M,,_1 My kah-
della yhté pitkilld janalla M,—1 X ja X My s.e. |M,,—1X| = | X Mp| ja | Mp,—1X]|+
| X My| = | My—1 Mo|+€'. Nyt monikulmion piiri on tasan 21. Nyt halutaan osoittaa,
ettd M:n ja j:n erotusosan ala on pieni.

Merkit&éan jg:lla valin [tg, tg41] kuvaa Jordan-polkukuvauksessa J. Toisin sanoen ji
on se Jordan-kiiyrén j osa, joka alkaa pisteestd J(tx) ja paéttyy pisteeseen J(t1).

Tarkastellaan ensin monikulmion sivuja MMgi1, k =0,...,m — 2. Merkitdan
€ = 10k) — [ Mg My 41,

jolloin

[\

m—
e, < €. (2)
k=0



Maaritelladn jokaiselle indeksille k£ ellipsi Ej, jonka polttopisteind ovat My ja
M1 ja jonka pisteet y € Ej toteuttavat etdisyysehdon |yMy| + |yMgi1| =
| M Mj11] + €. Kéyttdmalla hyvéksi lauseen 2.1 todistusta ja tietoa, ettd lyhin
reitti pisteesté toiseen on suora voidaan todeta, ettéd jokainen kdyran jj piste kuu-
luu ellipsin rajaamaan "sisdpuoleen". Siispé jr C Ej ja erotusosan alaa voidaan
arvioida ylospéin ellipsin rajaaman alueen pinta-alalla. Suoralla laskulla saadaan
ellipsin Fj lyhemmén puoliakselin pituudeksi \/% \/ 2| My M| + €}, pidemmén
puoliakselin pituuden ollessa % (| M Mpyi1] + €,). Merkitédén Ay erotusosan pinta-
alaa osavalilla k. Talloin

1
A < A(BR) = 75 MMyl + )y ey 20 MMy ] + €

Epsilon voidaan valita aidosti ykkosté pienemmaéksi, jolloin €}, < € < e < 1. Nelis-
juuren sisélld olevaa sivun pituutta puolestaan voidaan arvioida yléspain Jordan-
kéyran j pituudella ja puolikas korvata ykkoselld. Saadaan

Ap < 7(|MpMypa| + €)VeV/21(5) + 1. (3)

Yhteensé erotusosan pinta-alalle m — 1 ensimmaiselld osavélilla saadaan arvio

m—2 m—2
S A< 3 (RUMEMiir| + )VEV2(G) +1)
k=0 k=0
m—2 m—2
= Vem\/21(j) + 1 <Z | My M| + 62) :
k=0 k=0

Ensimmainen summa on melkein monikulmion M piirin pituus ja toiseen voidaan
kiyttad kohtaa (2). Saadaan

[\

m—

Ay < Vemy/21(5) + 1 (1(M) +€). (4)

k=0

Viimeiselld osavililla erotuksen pinta-alalle ei saada aivan yhté hyvaa arviota, koska
alussa tehty sivun korvaaminen kahdella janalla saattaa kasvattaa pinta-alojen
erotusta. Huomataan kuitenkin, ettd korvaamisesta huolimatta erotusjoukon pinta-
ala ja& tarpeeksi pieneksi. Arvioimalla ensin ellipsin avulla eli kiyttadmaélla kohtaa
(3) ja huomaamalla, etté kolmiota M,,_1 X My voidaan arvioida suorakulmiolla eli
A(M,,—1X My) < €| M,,—1Mp| saadaan

Ap1 < 7(| M1 M| + €, IVEN21() + 1 + €| My, My

= Ve <7T(|Mm71M0| + E:n_l)\/QZ(j) + 1+ \/Z|Mm71M0|> . (5)



Laskemalla osien alat yhteen ja kiyttdmaélla kohtia (4) ja (5) saadaan koko erotus-
osan pinta-alalle arvio

m—1 m—2
A=D"Ap=> Ap+Am
k=0 k=0
<Vem\/20(5) + 1 (I(M) +¢€)
Ve (7 (1M1 Mo| + €, 1) /2 + 1+ Vel | M1 M)
=V (m\/20(7) +1 (M) + €)
(| Moy Mo| + €, )V/20G)1 + \/9|Mm_1MO|)

Koska (M) on rajoitettu samoin kuin /(j), niin erotusosan ala A pienenee e:n pie-
nentdmisen mukana infinitesimaaliseksi. Monikulmio M siis approksimoi Jordan-
kayraa j halutulla tarkkuudella erotusosan pinta-alan mielessé. O

Lause 2.7. Olkoon Ma,, sdadnndllinen 2m-kulmio, jonka piiri on 21. Tdlloin M :n
ala on aidosti pienempi kuin sen ympyrdn ala, jonka piirt on 21 el pdtee

12
A(May,) < —
T

ja kun annetaan kulmien mddrdin kasvaa, saadaan

l2
s

m—0o0

Toisin sanoen sddnnéllisen puiriltdan 21-pituisen monikulmion rajaama ala lihestyy
alhaalta puiriltadan 21-pituisen ympyrdan alaa.
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TobisTus. Olkoon Ms, sdédnndllinen 2m-kulmio, jonka piiri on 2[. Ms, voidaan

jakaa 2m tasakylkiseen kolmioon s.e. kolmioilla on yhteinen kérkipiste (monikul-

mion painopiste) ja jokaisen kolmion kannan pituus on 7t ja huippukulma 5 -.
Jokaisen kolmion korkeusjana puolittaa sen kahdeksi suorakulmaiseksi kolmiok-
si, jonka kanta on &; ja huippukulma o, := ;. Trigonometrian avulla kolmion
korkeudeksi saadaan h := m

11 l 12

- 22m 2mtana,, Sm2tana,

. Niinpé kolmion pinta-ala on

Ay,

ja koko monikulmion ala

12 12
8m2tan a,, ~ 4mtan Om,
T 12 l2 T l2
4m _ Y 4m _ v

o dmtana,,  wtanag, 7w tanag,

A(May,) = 2mAy = 2m

Om

Koska o = 7~ jam > 2, niin 53— <1 ja

tan o
2 « 12
A(M = — —
( 2m)  tan o ™
Kun m — oo, niin ay, — 0 ja 2 — 1. Siis
. 2 « [2
lim — = —

m—co Ttana T
Téaten monikulmion ala ldhestyy alhaalta ympyréin alaa ja lause on todistettu. O

Palataan seuraavaksi alkuperéiseen ongelmaan, joka on 16ytaéd kiyra, joka rajaa
sisdansa suurimman pinta-alan. Muotoillaan ongelma isoperimetrisen epéayhtalén
muotoon ja ratkaistaan saman tien.

Lause 2.8. Kaikista 2l-pituisista Jordan-kayrista ympyra sulkee sisddnsd suurim-
man pinta-alan.

TobisTus. Halutaan siis osoittaa, ettd mielivaltaisen Jordan-kéyran rajaama pinta-
ala on pienempi tai yhtdsuuri kuin ympyrén pinta-ala.
Olkoon j € J Jordan-kdyra. Lauseen 2.6 mukaan j:t& voidaan arvioida monikul-
miolla M; siten, ettd alat eroavat toisistaan mielivaltaisen vihan. Loytyy siis jo-
no {M;} monikulmioita s.e. A(j) = lim; - A(M;). Lauseen 2.2 mukaan jokaisen
monikulmion M; ala suurenee, kun se korvataan saannolliselld monikulmiolla N;.
Sadnnollisille monikulmioille puolestaan péatee lause 2.7.
Siispé Jordan-kéyralle j saadaan:

l2

1—00 1—00 T

mikéa todistaa vaitteen. O
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Niin on saatu ratkaistua isoperimetrinen ongelma tasossa. Ratkaisussa on kuiten-
kin huomioitava se, etté siiné rajoitutaan tarkastelemaan vain Jordan-kayria eli it-
seddn leikkaamattomia jatkuvia kiyrid. Ratkaisu ei myoskdan sellaisenaan yleisty
useampaan ulottuvuuteen, koska esim. sddnnollisida monikulmioita vastaavat kap-
paleet puuttuvat useampiulotteisista avaruuksista.

Seuraavassa luvussa tarkastellaan isoperimetristd ongelmaa n-ulotteisessa avaruu-
dessa (n > 2). Maksimaalista alkiota haetaan niiden kappaleiden joukosta, joiden
reuna on paloittain jatkuvasti differentioituva. Koska tdmén luvun menetelmét
eivit ole yleistettévissd useampaan kuin kahteen ulottuvuuteen, joudutaan rat-
kaisemisessa hakemaan muita keinoja. Oivaksi apuvélineeksi osoittautuu Brunnin
ja Minkowskin epayhtalo, jonka seurauksena isoperimetrinen epayhtéld saadaan
puoli-ilmaiseksi.
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3 Sileareunaiset joukot avaruudessa R"

Tassa luvussa kasitelladan isoperimetrisen ongelman ratkaisua avaruuden R"™ kappa-
leille, joiden reuna on paloittain jatkuvasti differentioituva. Isoperimetrinen epéyh-
talo todistetaan nayttdmalla ensin toteen Brunnin ja Minkowskin epayhtalo. Tas-
sé luvussa kappaleen A C R" tilavuudella tarkoitetaan sen n-ulotteista Lebesguen
mittaa ja pinta-alalla A:n reunan n — 1 -ulotteista Hausdorffin mittaa. Naista tul-
laan kdyttdméadn merkintoja V(A) ja S(A). Muutenkin lapi koko loppuosan mit-
tana tullaan kdyttdméan Lebesguen mittaa, jonka suhteen myos joukkojen mital-
lisuutta tarkastellaan. o-algebrana puolestaan toimii luvussa 4 esiteltdvda Borelin
o-algebra. Aiheen kisittely seuraa paépiirteittiain lahteita [BZ] ja [Gal.

3.1 Brunnin ja Minkowskin epiyhtalo

Merkintd 3.1. Olkoon A C R" ja A € R. Reaaliluvun ja joukon tuloa merkitdin

AA ja se mééritelladn
M :={ z:2z € A} CR".

Maéritelmé 3.2 (Vektorisumma). Joukkojen A, B C R" summa A+ B C R"”
madritellddn seuraavasti

A+B={a+b:a€c Abec B}

Tarkastellaan seuraavien esimerkkien ja kuvien avulla, mité joukkojen yhteenlasku
kaytannossa tarkoittaa.

Esimerkki 3.3. Olkoon A = {(aj,a2) € R? : |a1| < 1,|az| < 1} = [-1,1] x
[-1,1] ¢ R? ja B = B(0,1) C R tason yksikkdpallo. Silloin summa

A+B={a+b:a=(a1,a2) € A,b= (b1,b2) € B}

koostuu neliostd A, neljasta suorakulmiosta ja neljastd ympyraneljinneksesté.

Esimerkki 3.4. Olkoon A = {a} € R"™, a # 0 yhdesté pisteestd koostuva joukko
ja B edellisen esimerkin yksikkopallo. Nyt summajoukko

A+B={a+b:be B}

on joukon B siirto vektorin a verran.
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A

A\

A+B

Lause 3.5 (Brunnin ja Minkowskin epdyhtéld). Olkoot A ja B epatyhjid
rajoitettuja mitallisia R™:n osajoukkoja s.e. myds joukko A + B on mitallinen.
Silloin

V(A+ B) > (V(AY" +v(B)Y™)" (6)

TobpIsTUS. Lause todistetaan ensin kahdelle laatikolle, suorakulmaiselle kappaleel-
le, jonka sivut ovat samansuuntaisia koordinaattiakseleiden kanssa. Oletetaan, et-
td A ja B ovat laatikoita, joiden sivujen pituudet ovat a; ja b; koordinaattiakselin
i € {1,...n} suuntaan. TAll6in

n n

VA =]Ja:, viB)=]]b ja V(A+B)=]](a:+b)
=1

i=1 i=1
Aritmeettista ja geometrista keskiarvoa koskeva epéyhtélé kertoo, ettd jonolle
{c1,¢9,...,cn} CR

n 1/n n
1

n n
Kayttamalla tata epayhtalod osamadrajonoille { i } ja { bi } saadaan
i=1 i} i=1

a;+b; aitb; f;_
n 1/n n 1/n n n
a; bi 1 a; 1 bi
T < - + — =1,
Eai-l-bi) (il;[lai+bi n;ai—&—bi n;ai+bi

josta kirjoittamalla tulot auki ja kertomalla molemmat puolet yhteiselld nimitta-
jalla saadaan

n

n 1/n n 1/n n
(IIM> +<II@> < [(ai + b:).
=1 =1 3
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Brunnin ja Minkowskin epéyhtéld on siis voimassa, kun A ja B ovat laatikoita.

Seuraava vaihe on todistaa lause joukoille, jotka ovat ndiden laatikoiden &arelli-
sid yhdisteitd siten, ettd laatikoiden sisukset ovat pistevieraita. Kéaytetadn todis-
tustekniikkana induktiota laatikoiden lukuméirian suhteen. Edella osoitettiin, etté
epayhtdlé on voimassa, kun laatikoiden yhteisméaara m = 2. Tehd&an induktio-
oletus, jonka mukaan epayhtalé on voimassa, kun laatikoiden yhteisméaéré yhdis-
teissd on pienempi kuin m. Toisin sanoen (6) pétee, kun yhdisteen AU B muodos-
tavien laatikoiden lukumé&éré on pienempi kuin m. Olkoot nyt A ja B yhdisteité
laatikoista siten, ettd laatikoita on yhteensa m kappaletta. Koska laatikot ovat si-
sukseltaan keskenddn pistevieraita jan niiden "sarmét"ovat koordinaattiakseleiden
suuntaisia, saadaan joukon A mahdollisen siirron jilkeen, ettd hypertaso {x, = 0}
erottaa kaksi A:n laatikkoa. Merkitddn A, = A N {x, > 0}. Vastaavasti toista
puolta A:sta merkitdan A_. Merkitaan lisaksi

V(Ay)

V@A)

jolloin 0 < A < 1. Siirretd&n nyt yhdistettd B sen verran, ettd sama hypertaso
jakaa B:m osiin By ja B_ samassa suhteessa kuin A:n eli

V(By) _
V(B)

Huomaa, ettd A, + By C {z, > 0} ja A_ + B_ C {x, < 0} ja ettd joukoissa
A_UB_ ja Ay U By on molemmissa vihemmén kuin m laatikkoa. Kéyttamalla
induktio-oletusta (6) joukkoihin A_ + B_ ja A, + B4 saadaan

V(A+B)=V(Ay +By)+V(A_+B_)+ V(AL +By)+ V(AL + B-)
>V(Ay+By)+V(A_+B.)
> (VA" + VBV + (VA" + V(B
> ANV +v(B)Y™M)" + (1 - N (VY +v(B)Ym)"
= (V) v
N&in on osoitettu, ettd Brunnin ja Minkowskin epayhtalo aarellisille yhdisteille
laatikoita. Kun lisdksi tiedetdén, ettd rajoitettua mitallista joukkoa voidaan ar-

vioida téllaisilla joukoilla, on epéayhtélo todistettu kaikille rajoitetuille mitallisille
joukoille. O

Huomautus 3.6. Itse asiassa edelld esitetty epdyhtalo on erikoistapaus yleisemmaés-
td muodosta. Nimittain jokaiselle 0 < A < 1 pétee

V(1= NA+AB)Y" >V, (1 = M)AV + V,,(AB)Y™,

josta 3.5 saadaan, kun asetetaan \ = %
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3.2 Ratkaisun olemassaolo

Seuraavaksi osoitetaan, ettd Brunnin ja Minkowskin epéayhtélostd seuraa isope-
rimetrinen epéyhtélé. Johdetaan isoperimetrinen epéyhtdlo ensin ilman yhtasuu-
ruustarkastelua ja kiydéan sitten tarkastelemaan, missé tilanteessa yhtdsuuruus
patee.

Maiaritelma 3.7. Olkoon A C R", € > 0 ja B C R" yksikkopallo. Maéritellaan
joukon A reunan Minkowskin (ulko)mitta

() — tim it VAE B = V(A

e—0 €

Huomautus 3.8. Jos joukon A reuna on paloittain siled tai A on kompakti ja kon-
veksi, niin mééritelmé yhtyy totuttuun A:n pinta-alan méaritelméén ([Fe|, Lause
3.2.39, 5. 275).

Lause 3.9 (Ratkaisun olemassaolo). Olkoon joukon A C R™ reuna paloittain
siled ja B = B(0,1) C R™. Silloin A:n reunan pinta-ala on véhintddn yhtd suuri
kuin sen pallon reunan ala, jolla on sama tilavuus kuin joukolla A. Kaavamaisesti
lausuttuna joukolle A pdtee

—1

S(A) > nV(A)= V(B)Y" (7)

TobisTus. Lauseen todistus etenee suoraviivaisella laskulla kdyttaen hyviksi Brun-
nin ja Minkowskin epéyhtélod ja binomikaavaa.

S(A) = p+(A)
. V(A+GB)—V(A)
= lim nf .
(Ve +ev(m)" —v(a)
> lilérl}(l]af :
g =0 G) VO TV (B))” -~V (4)
e—0 .
o VA 00 Q) VAT (VBT - V(A)
e—0 c
= limin Y n 1/n n_pEP_l 1/nyP
T 2 <p) (V™) (V(B)")

n—1

= n(V(A)V")" V(B = nV(A) T V(B

Laskun tuloksena saatiin, etta (7) patee joukolle A ja lause on todistettu. O
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Lause osoittaa, ettd joukon reunan mitalla on alaraja ja ettd se saavutetaan eli etta
pallo on reunan pinta-alan minimoiva kappale. Tdhén mennessé ei kuitenkaa otettu
kantaa siihen, 16ytyyko muita minimoivia joukkoja. Taytyy siis viela osoittaa, etta
pallo on ainoa minimoiva joukko. Jatketaan tutkimusta karsimalla potentiaalisten
minimoijien joukosta kaikki ei-konveksit joukot. Tdmén jalkeen rajoitutaan tar-
kastelemaan konvekseja joukkoja ja todetaan, ettd niiden joukossa pallo on ainoa
minimoiva joukko. Sitd ennen esitellidn Steinerin todistuksessaan kidyttdméa geo-
metriaan perustuva menetelma, jota tarvitsemme tdméan luvun lopussa, nimittéin
Steinerin symmetrisaatio.

3.3 Steinerin symmetrisaatio

Symmetrisaatiolla tarkoitetaan joukolle tehtdvéé operaatiota, jonka tuloksena saa-
daan uusi joukko, jolla on haluttuja symmetriaominaisuuksia. Hyva symmetrisaa-
tio sailyttaa joitakin alkuperéisen joukon ominaisuuksia ja muuttaa toisia mono-
tonisesti.

Steinerin symmetrisaatiossa valitaan ensin hypertaso H, jonka suhteen joukko A C
R™ symmetrisoidaan. Symmetrisointi tapahtuu siten, ettd A:n projektio H:lle ei
muutu eli A ei veny tai kutistu H:n suunnassa. Symmetrisaation seurauksena saatu
joukko on symmetrinen H:n suhteen.

Maéaritelméa 3.10 (Steinerin symmetrisaatio). Olkoon A C R"™ konveksi ja
h € R™ vektori. Maaritelladn vektoria h vastaan kohtisuora hypertaso H = {z €
R™: (xz|h) = 0} Joukon A Steinerin symmetrisaatio on joukko

Si(A) = {(e.t) € Hx R: AN (2 +RE) £0, |1 < %\Aﬁ(er]Rh)\},

missé |-| on yksiulotteinen Lebesgue-mitta suoralla x +RhA. Toisin sanoen joukosta
A konstruoidaan H:n suhteen symmetrinen joukko Sp(A) siten, ettd seuraavat
ehdot tayttyvat:

1. Jokainen tasoa H vastaan kohtisuora suora, joka leikkaa toista joukoista A
tai Sp(A) leikkaa myos toista joukkoa ja nédiden leikkausten yksiulotteiset
Lebesguen mitat ovat yhta suuret.

2. Joukon Sg(A) ja H:ta vastaan kohtisuoran suoran leikkausjoukko on yhte-
néinen.
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Lause 3.11 (Steinerin symmetrisaation ominaisuuksia). Steinerin symmet-
risaatiolla voidaan osoitaa olevan seuraavat ominaisuudet:

1. Steinerin symmetrisaatio sdilyttid konveksiuden.
2. Steinerin symmetrisaatio sailyttad tilavuuden eli V(Sg(A)) = V(A).

3. Steinerin symmetrisaatio et kasvata reunan alaa eli S(Sg(A)) < S(A)

Steinerin symmetrisaation ominaisuuksia késitelldén lahteessd [BZ], s. 77-81.

3.4 Ratkaisun yksikasitteisyys

Edella esiteltyjen valmistelujen jélkeen pédstéadn osoittamaan, ettd pallo on ai-
noa joukko, jolle yhtasuuruus isoperimetrisessé epayhtalossa toteutuu. Néytetdan
ensin, etté ei-konveksi joukko ei voi minimoida reunan alaa.

Maaritelma 3.12 (Tiheyspisteiden joukko). Joukon A C R” tiheyspisteiden

joukko on
. V(AN B(z,¢))
R™:1 =1
{x S TV B, ) ’

misséd B(x,€) on avoin x-keskinen, e-siteinen pallo. Merkitddn joukon A tiheys-
pisteiden sulkeumaa Ag. Tiedetddn, ettd V(Ag) = V(A). Kun A on suljettu, niin
Ag C A.

Lemma 3.13. Jos A on ei-konveksi kompakti joukko, jolla on posititvinen tila-
vuus R™:ssd, niin on olemassa ddareton sylinteri Q (jonka pystysuora leikaus on
(n—1)-ulotteinen kuutio), joka jaetaan kahdella korkeusjanaa vastaan kohtisuoral-
la leikkauksella kolmeen osaan Q1, Q2 ja Q3 siten, ettd ddarellisen osan Qo sisdlld ei
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ole A:n pisteitd, kun taas suljetut darettomdt osat Q1 ja Q3 sisdltdvit A:n pisteitd
ja V(Qs N A) > 0. Jos edelleen A = Ay, niin myés V(Q1 N A) > 0.

TobisTus. Koska A on suljettu tiedetdén, ettd Ag C A. Tarkastellaan kahta vaih-
toehtoa:

1. Oletetaan, ettd A\ Ag # 0, jolloin voidaan valita a € A\ Ay. Antiteesin kautta
todetaan, ettd 10ytyy piste b € Ag siten, ettéd jokin janan [ = ab piste p ¢ A.

Nimittéin oletetaan hetkeksi, etté téllaista pistetta ei 16ydy vaan kaikille b €
Ap jana ab C A. Koska b € Ap, mielivaltaisen ldhelté b:té 16ytyy tiheyspiste
b, jolle
V(AN B,
lim V(AN Bo)

=1
e—0 B, ’

missid B = B(V, €). Erityisesti jokaiselle § > 0 16ytyy € > 0 s.e.

V(AN B,)

>1—0,kun 0 <r <e. (8)
B,

Kiinnitetdén 60 > 0, sitd vastaava ¢ > 0 ja r = ¢/2 ja méaéiritelldén nédiden
avulla joukko C := {az : © € B, } joka siis on kaikkien niiden janojen jouk-
ko, joiden toinen paitepiste on a ja toinen pallossa B,. Konstruoidaan vield
pistejono {b} s.e. b € ab jokaisella i ja |ab| = me’l. Néiden valmistelujen
jalkeen voidaan ensinnédkin todeta, ettd ndin maéariteltyna pallo B, toteut-
taa ehdon (8). Liséksi jokaiselle indeksille 7 pallo B; := B(b}, %) C C joten
jokaiselle x € AN B, 16ytyy x; € AN B; (koska jana ax C A). Siten joukko
AN B; on joukon AN B dilaatio (kutistus) pisteen a suhteen ja siten jouk-
kojen AN B; ja B; mittojen suhde siilyy joten myds B; toteuttaa ehdon (8).
Néin saatiin konstruoitua jono tiheyspisteitd b; s.e. lim; o |a — ;| = 0. Té-
ten on naytetty, ettd a € Ag, mikd on vastoin oletusta a:n valinnasta. Siispé
antiteesimme on vadré eli toivottu piste p ¢ A 16ytyy. Koska A on suljettu
ja A€ siten avoin, 16ytyy 0 > 0 s.e. pallo B(p,d) ei leikkaa joukkoa A. Tata
palloa B(p, d) kiyttden on nyt helppo muodostaa haluttu sylinteri ¢ kahdel-
la janan [ suuntaisella leikkauksella s.e. [ C @. Jakamalla @@ kolmeen osaan
Q1, Q2 ja Q3 s.e. Q2 C D(p,d) saadaan, ettd a € Q1 ja Q3 sisiltdd pisteen
b € Ay ympériston, joten V(Q3 N A) > 0.

2. Oletetaan, ettd A = Ag. Koska A ei ole konveksi, 16ytyvét pisteet a,b € A
s.e. jana [ = ab sisdltdd A:n komplementin pisteen p. Nyt voidaan samaan
tapaan kuin ykkoskohdassa muodostaa haluttu sylinteri ). Nyt toinen osista
Q1 ja Q3 siséltéad pisteen a ympériston ja toinen pisteen b ympériston joten
ViQiNA) >0jaV(QsNA) >0.

Molemmissa tapauksissa kuvailtu sylinteri siis 10ytyi joten lemma on todistettu. O
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Lause 3.14. Olkoot A ja B kompakteja ei-nollamittaisia R™:n osajoukkoja s.e. A
et ole konveksi. Silloin

V(A+ B) > [VY"(A) + V(B

TobisTus. Maaritellddn joukko @ kuten lemmassa 3.13 ja nimetddn @Q:n sivut
Q1.+ Qon—1) s-e. Q2i—1 ja QJ2; ovat vastakkaiset eli samansuuntaiset sivut, kun
i1=1,2,...,n— 1. Jaetaan joukko A putken @Q:n sivujen méarittelemilld hyperta-
soilla n — 1 vaiheessa s.e. lopputuloksena syntyy A:n ositus putken @) sisdpuoliseen
ja ulkopuoliseen osaan.

Ensimmaéisessé vaiheessa jaetaan A ensin hypertasolla S; D @ osiin A ja A s.e.
A on samassa puoliavaruudessa kuin sylinteri @ ja V(A]) = M1V (A). Joukko B
jaetaan samansuuntaisella hypertasolla osiin B ja BY s.e. V(B}) = \{V(B). Nyt
V(A+B) 2 V(A1 + By) + V(4] + BY)

> V™AL + V(B + V(A + BY)

> M [VYMA) + VYYB)" + V(AL + BY)
Sitten jaetaan joukko A7 hypertasolla So D Q2 osiin Af ja AJ s.e. A on samassa
puoliavaruudessa kuin sylinteri Q ja V(A}) = XV (AY). Joukko BY jaetaan taas

samansuuntaisella hypertasolla samassa suhteessa kuin AY. Joukko A} on nyt se
osa A:sta, joka on kahden em. hypertason vélissd. Saadaan

V(AY + BY) > V(A5 + By) + V(A; + By)
> [V Ay) + VM(BY)]" + V(A3 + BY)
> N [VY/™(AY) + VY™B))" + V(A4 + BY)
> Do(1 = AV (A) + VV(B)" + V(A5 + BY)
Siis
V(A+ B) > V(A + By) + V(A3 + By) + V(A3 + By)

> [VV"(A) + VI(BY)]" + V(A3 + By)

> (M 4+ (1= A))V7(A) + VIR(B)" + V(A + BY)

> (1= (1= 29)(1 = ) [V/™(A) + VY™(B)" + V(4§ + BY)

Vaiheessa 2 < ¢ < n — 1 jaetaan edellisten vaiheiden hypertasojen rajaama joukko
A, ensin hypertasolla Sp;_1 D Qgi—1 osiin A%, | ja AJ, | s.e. A}, ; on samassa
puoliavaruudessa sylinterin Q kanssa ja V(AL ;) = Xoi—1V(A4Y,_,). Joukon B
jaossa syntynyt joukko Bj, , jactaan samansuuntaisella hypertasolla osiin B,
ja By, | s.e. V(B 1) = X2i—1V(BY,_,). Sitten jaetaan joukko A, | hypertasolla

7
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S9i D Q2; osiin A}, ja AL, s.e. AY. on samassa puoliavaruudessa kuin sylinteri Q ja
V(AL;) = AV (AS;_;). Joukko BY, | jaetaan taas samansuuntaisella hypertasolla
samassa suhteessa kuin A’Q’i_l.

Seuraavaksi osoitetaan induktiolla, etté ¢:n ositusoperaation jélkeen pétee

24
V(a+B) > (1=T[0 = A)) VY (A) + V(B + V(44 + BY)
J

Vaihtoehto ¢ = 1 on jo késitelty ylla. Tehddén induktio-oletus eli oletetaan, etta

2(i—1
Vs )= (1 TL 0 A0) )+ VB 4 V(K + By
j
Jakamalla joukot Ag(n_l) ja Bé’(n_l) ylla kerrotulla tavalla saadaan
V(A% g+ Byi_p) > V(A _y + By 1) + V(A3_1 + By_y)
ja
V(A% + Byi_q) > V(Ay; + By,) + V(Ay + By;)
eli
V(Alz/(i—l) + Bg(z‘—1)) >V (AYi_y + By_q) + V(A + By) + V(A3 + By,)
>V (2i—1)) T Vl/n(Bf%—n)]n
+ [Vl/n(Al(lzi)) + Vl/n(BEm))}n + V(A3 + By;)
=21 [Vl/n(A/(/Qz‘—2)) + Vl/n(BEQz‘—z))}n
+ Aan [V (2i—1)) + Vl/n(BZm‘—n)]n + V(A3 + By;)
>A2i-1 [Vl/n(A/(/m‘—z)) + Vl/n(BEm‘—z))}n
+ Agi(1 - )\21—1)[‘/1/”(14/(/21—2)) + Vl/n(BE2z'—2))]n
+ V(A3 + By;)

Sijoittamalla

ja
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Saadaan
2i—2
V(AY, )+ By qy) Zhai [ (=) [VY"(A) + VV™(B)]"
J
22
+ Aoi(1 = Aoim) [T (=2 [VH"(4) + V(B
J
+ V(Ay + By)

2i—2
=(A2i—1 + A2i(1 — Agi—1) H (L= 2)VY™(A) + V(B
J
+ V(A3 + By;)
2i—2

=(1 = (1= A2i-1)(1 = Az)) H (L= 2V (a) + vimB)r
+ V(A3 + By)

2i—2 21
:( [Ta-x-la- m) VA + VB

J J
+ V(45 + By;)

Siis kokonaisuudessaan

22 22 2
VA+B) > (- [Ja=x)+ [T —=x) - [[a =) A) + vB)"
+ V(A3 + By;)
2
= (1 -JJa=x)WvV™A) + VYB)" + V(A5 + BY)
J

Merkitdan \ := H?H_Q(l —Nj), a = A5 o =ANQ jab := Bj _,, jolloin
V(a) = AV (A) ja V(b) = A\V(B). Saadaan siis

V(A+B) > (1= N[VY"(A) + VV™(B)]" + V(a +b)
Joukko A koostuu kahdesta epatyhjista joukosta a’ = AN Q1 ja a” = AN Q3,
s.e. V(a') =0V (a) ja V(a”) > 0. Siirretaén joukkoa Q2 rajaavia sylinteria vastaan
kohtisuoria tasoja siten, etta tasot sisiltdvit joukkojen a ja a” pisteité. Siirretddn

sitten origo joukon Qo keskipisteeseen ja xi-akseli kulkemaan putken () suuntai-
sesti.

Siirretédan seuraavaksi joukkoa b s.e. hypertaso 1 = 0 jakaa b:n samassa suhteessa
kuin joukon a. Jos siirto ei ole yksikéasitteinen, siirretdan sen verran, ettd joukolla
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B=b"NQ2nN{z: x> 0} on positiivista mittaa. Valitaan p € a’. Nyt (p+ 3) C
(@ +V")ja(p+B)Na=0el

Via+b) = ((a’ FYYU (@ + ") U (d + 6" U (a + b'))

(a/ + b/) U (a// + b//) U (a/ + b//)>

(@ +0)U (@ +0)U(p+0))
a+b0)+ V(" +0")+V(p+p)
a+b)+Vd +v)+V(B)

Siispa
V(A+ B) >(1—N[VY"(A) + V(B

N+ V(d +0)+V(d +b)+ V(B
>(1=N[VY"A) +V(B)"

+ VM) + V)"
+ VM) + V] + V(8)
=(1 = N[VY™(A) + V(B + [V (a) + V™ (b)]"
+ (1= 8)[VY™a) + VI™B)" + V(B)

=(1 = N)[VY™A) + VV™B)" + [VV"(a) + V()" + V()
=1 = N)[VY™A) + VB + AV (a) + VI (0)]" + V(B)
=[V/™(A) + V(B + V(B)

>[Vm(A) + VB,

mika todistaa lauseen. O

Pitkdhkon vadnnon jalkeen pédstiin lopulta siihen tulokseen, etté toisen joukoista
A, B ollessa epdkonveksi yhtasuuruus ei Brunnin ja Minkowskin epayhtalosséa voi
toteutua. Tésta seuraa vastaava tulos isoperimetriselle epayhtéldlle.

Seuraus 3.15. Olkoot A C R"™ tilavuudeltaan positiivinen, epdkonveksi joukko.
Silloin isoperimetrinen epdyhtdld joukolle A on aito eli

S(A) > nV(A)"= V(B)/,

Tulos saadaan kayttdmdalld lausetta 3.14 hyviksi lauseen 8.9 todistuksessa.

Seuraus 3.16. Olkoon A C R" ja B yksikképallo s.e.
n—1

S(A) =nV(A) V(B

Silloin edellisestd seurauksesta seuraa suoraan, ettd A on konveksi.
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Niaiden valmistelujen jalkeen voidaan todistaa, ettd pallo on ainoa reunan pinta-
alan minimoiva alkio.

Lause 3.17. Olkoon A C R™ reunaltaan paloittain siled joukko, joka minimoi
reunan alan, toisin sanoen

n—1

S(A) =nV (A V(B
Silloin A on pallo.

TobpisTus. Seurauksen 3.16 mukaan A on konveksi. Olkoon H C R"™ hyperta-
so. Valitaan koordinaatisto siten, ettd H kulkee A:n massakeskipisteen kautta ja
toteutaa yhtdlon x, = vakio. Merkitddn G:ll& sen joukon sisusta, joka saadaan
projisoimalla joukko A hypertasolle H. Reuna dA jakautuu kolmen osaan Ai, As
ja As, missd A; on konveksin funktion =, = g(x1,...2n-1), (1,...24-1) € G ku-
vaaja, Ay on konkaavin funktion z, = f(z1,...2n-1), (x1,...2p—1) € G kuvaaja
ja As koostuu z,-akselin suuntaisista janoista {(z1,...,Zp—1,t) : (z1,...,Tp-1) €
0G, t € R)}. Mazurin lauseen ([Ro|, luku 25, erityisesti lause 25.4 tai [ET], seu-
raus 6.2.) mukaan konveksilla funktiolla on osittaisderivaatat melkein kaikkialla ja
tuntemalla funktion arvo yhdessé pisteesséd saadaan muut arvot laskettua integroi-
malla funktion derivaattoja. Konveksin joukon kyseessid ollessa voidaan kiyttéaa
normaalia alaa, joka lasketaan

(A1) :/(}\/1 Vol da.

Samoin
S(Ag):/ 1+ |Vf]2dz
G
ja
S(A3) = f—gdx.
oG
Kokonaisuudessaan
S(A):/ \/1+|Vg!2+\/1+\Vf|2dx+/ f—gda. (9)
G oG

Steinerin symmetrisaatiossa joukko sdilyy konveksina. Symmetrisaation jalkeen

joukkoa rajoittavat konveksi funktio %, konkaavi funktio % ja xp-akselin suun-

taiset janat. T&ll6in reunan alaksi saadaan

2 2
S(S(A»:/G\/de—i—/amdx_'_ 8Gf;9_g;fdx

:/\/4+|Vf—Vg\2dx+/ f—gdz.
G le

(10)
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Tutkitaan gradienttien Vf ja Vg arvoja pisteessa x € G. Merkitdédn lyhyyden
vuoksi Vf =: a € R"! ja Vg =: b € R"!. Vektorin a normia merkitiin |a|
ja a:n ja b sisdtuloa (alb). Vektoreille a ja b pétee Cauchy’'n epéyhtéls, jonka
mukaan

(a[b) < |al[b] (11)

ja yhtésuuruus on voimassa, kun a ja b ovat lineaarisesti riippuvia. Toisaalta tie-
detéadn, ettd aina pétee
la+ 0] > 0. (12)

ja yhtésuuruus on voimassa vain, kun a = —b. Kohdista (11) ja (12) seuraa, etti
(alb)? = |af*[b]* < |af® + 2(alb) + [b]”

ja yhtasuuruus on voimassa vain, kun a = —b. Epayhtaloé edelleen muokkaamalla

saadaan
1—2(alb) + (alb)* < 1+ |af* + [b* + |al?[b]?

ja puolittain neliGjuuren ottamisen jalkeen

1 (alp) < I+ [aPy/I+ b

Kerrotaan epiyhtilo kahdella ja lisitdsin molemmille puolille termi 2 + |a|? + |b|?,
jonka jalkeen padstdan muotoon

4+1a)® —2(ab) + b2 <1+ |al* + 1+ b + /1 + |af2/1 + |b]2.

Huomaamalla, ettd |a — b> = |a|? — 2(alb) + |b? ja ottamalla jilleen neliojuuri
kummaltakin puolelta saadaan

VA+la—b2 < /1+]a]2++/1+ b2

Muistaen aiemmin tehdyt sopimukset merkinnéistd huomataan nyt, etté jokaiselle
zedG

VA+[Vf(z) = Vg(@)? < V14 [VF(@)]?+ 1+ |Vg(a)2

Kun tarkastellaan, mité tulos tarkoittaa A:n ja sen symmetrisaation S(A) reunan
alojen osalta (kohdat (9) ja (10)), huomataan, ettd symmetrisaatio pienentéé (tai
sailyttad samana) joukon A reunan alan. Toisaalta Steinerin symmetrisaarion omi-
naisuuksiin kuuluu, etta se siilyttda joukon n-ulotteisen Lebesguen mitan. Tésta
seuraa ristiriita, koska alkuoletuksena oli, ettd A on reunan mitan minimoiva jouk-
ko. Toisin sanoen kaikilla z € G taytyy siis olla Vf = —Vg, josta seuraa, ettd
Vf+Vg=0eli f+ g on vakio. Téasté seuraa, ettd A:lla on symmetriataso, jo-
ka on tason H suuntainen. Koska H kulkee A:n massakeskipisteen kautta, on H
itse tdmé& symmetriataso. Niin on siis todistettu, ettd mielivaltaisesti valittu A:n
massakeskipisteen kautta kulkeva hypertaso on A:n symmetriataso. Tama riittdaa
osoittamaan, ettd A on pallo. O
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4 Laajennus aarellisen perimeetterin joukoille

Viimeisessa luvussa laajennetaan edelld saatuja tuloksia suuremmalle joukolle kuin
joukot joiden reuna on jatkuvasti differentioituva. Osiossa laajennetaan joukon
reunan kisitettd madrittelemalld ns. Caccioppoli-joukot ja todetaan, ettd téllaisia
joukkoja voidaan arvioida mielivaltaisen tarkasti joukoilla, joiden reuna on silea.

4.1 Maairitelmii ja merkint6ja

Aluksi esitelldén erditd mittateriaan ja funktionaalianalyysiin liittyvid méaéritelmia
ja lauseita, joita tarvitaan myohemmin téssé luvussa. Hyva ldhde, josta muun
muassa namé médritelmét ja lauseet todistuksineen 16ytyvét on [EG].

Merkinté 4.1. Joukon A karakteristinen funktio on funktio x 4, jolle

() = 1, kuinxz e A
XAl = 0, kun z ¢ A.

Merkinta 4.2. Joukon tilavuutta ja reunan alaa koskevat merkinndt muuttuvat
hieman luvun 3 vastaavista. Jatkossa joukon E C R"™ n-ulotteista tilavuutta mer-
kitddn |F| ja se mééritellaan

|E| = / xg dx,

kun x g on E:n karakteristinen funktio. Jos E:n reuna on jatkuvasti differentioituva,
madritelmé yhtyy luvusta 3 tutun merkinnén kanssa eli

|E] = V(E). (13)

Hieman myohemmin méaéritelladan tutkittaville joukoille reunan mitta P(E), joka
siistin joukon tapauksessa vastaa edellisessd luvussa kiytettyd F:n reunan n — 1-
ulotteista alaa S(FE). Néin isoperimetrinen epayhtélo saa muodon

P(E) = n|B|'/"| BT, (14)
missd B on avaruuden R" yksikkopallo.

Maééritelmé 4.3 (Lebesgue-avaruus). Olkoon Q C R™jal < p < co. Lebesgue-
avaruus LP(2) on avaruuden C*°(Q) téydellistymé normin ||-||, suhteen.

1/
={f: Q—>R: T 8 < 00, f on Lebesgue — mitallinen}.
LP(Q f: Q=R fIPd
Q
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T#ssi osiossa tarvitaan erityisesti Lebesgue-avaruutta L' (€2), jonka osajoukko myo-
hemmin méériteltdva rajoitetusti heilahtelevien funktioiden avaruus BV (2) on.

Maaritelma 4.4 (o-algebra, Borelin o-algebra ja Borel-joukko). Kokoelma
A avaruuden X joukkoja on o-algebra, jos se tdyttdéd seuraavat ehdot:

1.0, Xe A
2. jos A€ A niin X\A e A
3. jos Ay € A, (k=1,...), niin U2 A € A

Borelin o-algebra on pienin o-algebra, joka siséltdd avoimet joukot. Borel-joukko
on Borelin o-algebran alkio.

Maaritelméa 4.5 (Kompaktikantajainen funktio). Olkoon ©Q C R"™. Funktio
f :Q — R on kompaktikantajainen, jos on olemassa suljettu ja rajoitettu joukko
A C Qs.e. f(x) = 0 kaikille x € Q\ A. Kompaktikantajaisten funktioiden avaruutta
merkitddn alaindeksilla 0, esimerkiksi jatkuvien, kompaktikantajaisten funktioiden
avaruutta merkitdan Cj.

Lause 4.6 (Rieszin esityslause). Olkoon L : Co(R";R™) — R lineaarinen
funktionaali, jolle

sup{L(f) : f € Co(R™;R™),|f| <1, sptf C K} <0

jokaiselle kompaktille osajoukolle K C R™. Silloin on olemassa Radon-mitta p ja
w-mitallinen funktio o : R — R™ s.e.

1. Jo(z)| =1 pu mk. x ja
2 L(f) = fyu f o dp
kaikille f € Co(R™; R™).
TobisTus. Lause todistuksineen 16ytyy liahteesta [EG], s. 49-53. O

Lause 4.7. Olkoot f, fj € LY(Q), j =1,2,... ja

llim/\fj—f\dx:&
Jj—oo Jo

Silloin on olemassa osajono {f;,} s.e.

fir(2) = f(z) m.k. z € Q.

TobisTus. Monotonisen konvergenssin lauseeseen perustuva todistus 10ytyy lah-
teestd [EG|, s.21-22. O
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4.2 Kokonaisheilahtelu

Rajoitetusti heilahtelevien funktioiden teorian rakentamiseksi tarvitaan integroi-
tuvan funktion kokonaisheilahtelun kéisitteen méadrittdminen, miké tehdddn seu-
raavassa.

Maiéritelmé 4.8 (Kokonaisheilahtelu). Olkoon  C R" avoin ja f € L'(Q).
Maéaritelladn funktion f kokonaisheilahtelu seuraavasti:

/Q]Df|zsup{/gfdivgd:c:g:(gl,...,gn)EC'&(Q;]R")
ja |g(z)| < lkaikille = € Q}

missd divg = >, gg? on funktion g divergenssi.

Esimerkki 4.9. Jotta yllaoleva maéritelma saisi perusteita olemassaololleen, néy-
tetddn seuraavaksi, etta siisteille funktioille kokonaisheilahtelu vastaa funktion gra-
dientin normin integrointia.

Olkoon f € C?(f2). Halutaan siis néyttii, etti

[ psi= [ v

missd Vf = (%, g—xf;, ceey %) on funktion f gradientti.

Kayttamaélla osittaisintegrointikaavaa ja tietoa siité, ettd funktio g on nollaa joukon

() reunalla saadaan, etté
dg; 8 fl
= d
/ f@xz Oacz v

Tama tieto apuna ldhdetédan kirjoittamaan auki kokonaisheilahtelun méaaritelmaa.

/|Df|dx:sup{/ﬂfdivgdx}:sup{/fzgzz }
B S g
_sup{;/gfaxl dzv}—sup{z /gzawZ dx}
:sup{—/Q;giaxZ dac}:sup{/Q;giamZ }

Loppuosa todistuksesta tehddén kahdessa vaiheessa. Ensin osoitetaan, etté

sup{/ﬂggigi dm}§/9|Vf| dz.
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Tamé& onnistuu kiyttamalla Schwarzin epayhtélod ja tietoa, ettd |g(x)| < 1 kaikilla

z € Q.
dx}

sup{/g;giaxidx} < sup{/ﬂ;\gi!
n /2 /oy
< sup /Q<Z Igi\Q) (Z

=1

=1

of
Bxi

of

o\ 1/2
oz, ) dx
—swp{ [ @Ivsiacf <sw{ [ vsiac)
z/ |V f|dz.
Q

Lopuksi néaytetdan toteen epéyhtdlo toiseen suuntaan eli

sup{/Q;giga‘i dx} Z/Q\Vf\ dz. (15)

Olkoon € > 0. Maaritelldan joukot

Qo:={zeQ:Vf(x)=0} ja
Q:=0N\Q ={zeQ:Vfx)+£0}

sekd, joukko
Qe = {x € Q : dist(z, R"\Q) > e}
= {z € Q: dist(z,00) > e} N{z € Q : dist(z, Q) > €} .

Maéritelldén myos funktio he € C§°(12) s.e.

he(2) = 1, kunajeﬁE
¢ 0, kun x € QU 09.

Hieman myohemmin, osiossa 4.13 ndytetdén, ettd téllainen siisti funktio voidaan
konstruoida esimerkiksi €< :n karakteristisen funktion silotuksena.
Kiinnitetédén sitten funktio g : 2 — R” seuraavasti:

0, kun |Vf(x)| =0

jolloin

oL ()
Gi(e) = Sh@rhel@), lm V()] >0
0, kun |V f(z)| =0
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Kahden jatkuvasti differentioituvan funktion tulona funktio g on jatkuvasti dif-
ferentioituva. Téstd sekéd ja siitd, ettd h. on kompaktikantajainen seuraa, etté
g € C}(2). Niinpi lauseketta (15) voidaan arvioida seuraavasti

Sup{/gggz‘g } /Zgzaxz /Z\?ﬂ 8% da

[ he(x) " [ of . he(x)

A 2(&:) R

= [19fine)an > [ Voina)da
Q Qe

:/ﬁe\Vﬂdx.

Koska arvio pitee mielivaltaisen pienelle € > 0, voidaan epsilonin antaa menni
nollaan ja epayhtalo siilyy. Néin ollen saadaan

SuP{/Q;QiS;; dx} Z/Q\Vf!dm
=/§|Vf|da:+/QOWf|dx
:/Q|Vf]dx.

Néin on todistettu molemmat epéayhtéalot. Toisin sanoen siistille funktiolle f koko-
naisheilahtelu (em. méaaritelmén mukaan) vastaa sitd mité pitaékin eli gradientin
normin integrointia. Samaa periaatetta kdyttden voidaan osoittaa, ettd Sobolev-
avaruuden W11(€) funktiolle f

[1psi= [ 9

missd Vf = (f1,..., fn) ja f1,..., fn ovat fin yleistettyjd derivaattoja. Kokonais-
heilahtelun maéritelméa on siis mielekés.

4.3 Rajoitetusti heilahtelevat funktiot ja Caccioppoli-joukot

Miiritelmé 4.10. Funktio f € L'(£2) on rajoitetusti heilahteleva joukossa €2, jos
fQ |Df| < oco. Tamén ehdon tayttavat funktiot muodostavat rajoitetusti heilahte-
levien funktioiden avaruuden, jota merkitdéin BV ().
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Maaritelméa 4.11 (Joukon perimeetteri, Caccioppoli-joukko). Olkoon E
Borel-joukko ja €2 C R™ avoin. Maaritellaan joukon E perimeetteri seuraavasti.

P(Ei) = [ Dxel =sup { [ divgdr: g€ G lota)] <1},

Jos © = R", niin kdytetddn merkintdd P(E) = P(E;R"). Jos joukolla E on
lokaalisti ddrellinen perimeetteri eli P(E;Q) < oo jokaisella rajoitetulla joukolla
), niin F on Caccioppoli-joukko.

Lause 4.12. Olkoon f € BV (Q). Silloin on olemassa Q:ssa mddritelty Radon-
mitta p ja p-mitallinen funktio o : @ — R™ s.e.

1. |o(x)| =1 p mk. ja
2. fodivgdx = —fﬂg-ad,u
kaikille g € C}(;R™).
TobisTus. Todistus 10ytyy téssa esitettdvissd muodossa lahteesta ([EG]), s. 167-

168.

Miéritelldéin lineaarinen funktionaali L : C§(Q; R™)

L(p) := —/Qfdivgpdw,

0 € CH(2: R™). Koska f € BVjoe(£2), niin
sup {L(p) : ¢ € C5(VsR"), || < 1} = M(V) < o0
jokaiselle avoimelle joukolle V' CC € ja siksi

[L(p)| < M(V)lll L

jokaiselle p € C3(V;R™).

Kiinnitetd&n kompakti joukko K C €2 ja valitaan avoin joukko V' s.e. K C V CC €.
Jokaista ¢ € Cj, jolle sptp C K, voidaan arvioida jonolla kompaktikantajaisia
jatkuvasti derivoituvia funktioita p; € C(V;R™),i = 1,... s.e. ¢; — ¢ pisteittiin
V:ssé. Médritellddn jonon raja-arvon avulla uusi funktionaali

L(p) := lim L(py).

1—00

Koska L on rajoitettu, niin raja-arvo on olemassa ja on riippumaton jonon {p}y
valinnasta. Siispéd funktionaali L voidaan yksikésitteisesti laajentaa

L:Co(R") —» R
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ja
sup {L(p) : ¢ € Co(QR"), ] <1, spte C K} < o0

jokaiselle kompaktille joukolle K C €). Rieszin esityslauseen 4.6 mukaan on ole-
massa Radon-mitta p ja p-mitallinen funktio o, joka toteuttaa lauseen kohdat 1
ja 2.0

Edellinen lause kertoo, ettd BV-funktion heikot ensimmaéiset osittaisderivaatat ovat
Radon-mittoja.

4.4 Silotus

Jotta rajoitetusti heilahtelevia funktioita voitaisi approksimoida siisteilla funktioi-
la, taytyy loytaa sellaisia siistejd funktioita, jotka arvioivat BV-funktioita halutulla
tavalla. Tata tehtavad varten esitelladn seuraavaksi funktion silotus.

Maaritelméa 4.13 (Silotusydin ja silotus). Olkoon ¢ > 0 ja 2 C R”" avoin.
Madritelladn joukko Q. = {x € Q : dist(xz,00) > €}. Madritellddn myos C*>°-
funktio n : R™ — R seuraavasti

1
aa) =4 cTFT dos fa] <1
0, jos || > 1,
missé vakio ¢ asetetaan s.e.

/nn(x)dxz 1.

Néaiden valmistelujen jalkeen voidaan maéritelld standardi silotusydin

ndx):gln(x)

en'\e
Jokaiselle funktiolle f € L} () voidaan nyt mééritelld silotus f, pisteittdin seu-
raavasti

felw) = [ nea =) ) dy € 0
Funktion f silottamisesta maaritellylla silotusytimella kiytetddn merkintaa * eli
fe = 776 * fa

Suoralla laskutoimituksella ndhdéén, ettd standardi silotusydin on symmetrinen
eli n(x) = n(—=x) ja erityisesti n(z — y) = n(y — x). Jatkossa silotus tapahtuukin
kiyttden yllamainittua standardia silotusydinté ilman erillistd mainintaa.
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Lause 4.14. Silotuksen ominaisuuksia

1. Jokaiselle € > 0 pdtee fe € C*().

2. Jos f € C(Q), niin fo — f pisteittiin kaikissa Q:n kompakteissa osajoukois-
sa.

3. Jos f € LY () jollekin 1 < p < oo, niin fe — [ avaruudessa Lj (Q). Itse
asiassa fe(x) — f(x), kun x on Lebesquen piste eli m.k. x.

4. Jos f € VV;E(Q) jollekin 1 < p < oo, niin

of.  of .
9z, _ne*ami (i=1,...,n), z¢€8.

5. Itse asiassa, jos [ € VV&)’E(Q) jollekin 1 < p < oo, niin f. € Wl’p(Qe).

loc

TopbisTus. Silotuksen ominaisuuksia on tarkasteltu lahteessa [EG], s. 123. O

4.5 BV-funktion approksimointi

Osoitetaan nyt, ettéd edelld esitellyt siloitukset approksimoivat BV-funktioita toi-
votulla tavalla.

Lause 4.15 (Puolijatkuvuus). Olkoon Q@ C R"™ avoin ja {f;} C BV () jono
funktioita, joka lihestyy funktiota f € L} (). Silloin

loc

[ 1ps1 < tmint [ Dg;.
Q J—0o0 Q

TODISTUS. Seuraavassa esitettavé todistus loytyy lahteessd [EG], s. 127. Olkoon
g € C} s.e. |g| < 1. Silloin

/fdivgdx:/ lim f;divgdx
Q QI

= lim [ fjdivgdx

Jj—oo Jo

< liminf/ |D f;].
Q

J—00

Viite seuraa ottamalla supremum yli kaikkien funktioiden g € C’é, joille |g| < 1.0
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Huomautus 4.16. Normilla
1 lsv = I1£]: +/Q|Df|

varustettu BV (Q2) on Banach-avaruus.

Suoraan médritelmistd néhdéén, ettd | f|py on normi. Néytetddn lisdksi, ettd
edelld mainittu normi tekee avaruudesta téydellisen.

Olkoon {f;} C BV(f) Cauchy-jono. Normin mééritelmésté seuraa, ettd se on
Cauchy-jono my®s avaruudessa L' (). L'(Q):mn tiydellisyydestd puolestaan seuraa,
ettd on olemassa funktio f € LY(Q) s.e. f; — f L1(Q):ssa. Koska {f;} on Cauchy-
jono BV (£2):ssa, niin || f;|| v on rajoitettu. Tallsin [, | D f;| on rajoitettu, kun j —
00. Siispd puolijatkuvuuslauseen 4.15 mukaan f € BV(Q). Riittd4 siis osoittaa,
etti f; — f BV(Q):ssa tai koska konvergenssi on jo todettu L'(Q):ssa, etti

/|D f)] — 0,kun j — oo.
Olkoon € > 0. Loytyy N € N

I fi = fellBv < e, kun j,k > N.

Talloin myos

/\D — fr)] <e.

Nyt fr. — f LY(Q):ssa joten fj— fr — f;— f L*(Q):ssa. Siispé lauseen 4.15 mukaan

/ |ID(f; — f)| < hmmf/ |ID(f; — fr)| < e

Koska € valittiin mielivaltaisesti, funktio f; — f BV (2):ssa eli BV () on téydel-
linen eli Banach-avaruus.

Lemma 4.17. Olkoon Q@ C R" avoin ja {f;} C BV (Q) jono funktioita, joille
f‘ - f € Lloc(Q) ja

im [ 1Df1= [ 1011

Jj—oo

Silloin jokaiselle avoimelle joukolle A C Q)

/ |IDf| > limsup/ |Df;].
A ANQ

ANQ j—00
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Erityisesti, jos [, ,0 | Df| =0, niin

[ 1psi= 1 [ Dg.

TopisTus. Olkoon B = N\ A. Koska §2 on avoin ja A suljettu, on B avoin. T#llsin
lauseen 4.15 mukaan

[1psi<tmint [ D) o [ D) <tmint [ |Dg).
A J—=0 JA B J— JB

|psi+ [ 10n1= [ pf
= 1im [ Dy

>limsup/ |ij|+limsup/ |Df;]
j—oo JANQ j B

J—00

Zlimsup/ |ij|+/ |Df|
j—oo  JANQ B

/ |Df| > limsup/ |Df;].
ANQ j—oo JANQ

ja lause on todistettu. O

Toisaalta

Saadaan siis

Lemma 4.18. Olkoon f € BV (Q2) ja A CC Q avoin s.e.

| 1pni=0

ja olkoon {fc} jono silotuksia. Tarvittaessa f voidaan laajentaa koko avaruuteen
R™ asettamalla f(x) =0, kun = ¢ Q. Silloin

/|Df|:1im/|Df6\dz.
A =0/

TobisTus. Taytyy siis ndyttad, ettd raja-arvo on olemassa ja ettd se on juurikin
sama kuin f:n kokonaisheilahtelu. Koska aina pétee

liminf/ |Dfe|dx < limsup/ |D fe| dx,
e—0 A e—0 A
riittdd olemassaolon toteamiseksi osoittaa, etta

limsup/ |Df€|dx§liminf/ |Df.|dz,
A =0 Ja

e—0
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jolloin
liminf/ ]Df6|dx:limsup/ |Df€|dx:1im/ |D fe| dz.
<=0 Ja e—0 JA =0.J4

Kun vield naytetaén, etta

limsup/\DfE]darg/ |Df]§liminf/ |D fe| dz,
A A =0 Ja

e—0

on lause sen jilkeen todistettu.
Koska f. — f L'(£2), niin lauseen 4.15 perusteella tiedetiiin jo, etti

/ |IDf| < liminf/ |D fe|dx.
A =0 Ja
Nyt pitaéd endé todistaa toinen puoli eli

]Df] > hmsup/ |D fe|dx.

Olkoon g € C}(A4;R™) ja |g| < 1. Kiyttimélli silotuksen ominaisuutta 1 voidaan
silotus siirtdd funktiosta toiseen seuraavasti:

/Qfedivgdxz/g</Qm(:c—y)f(y)dy> div g(z) de
:/Q</Q776(x— y) div g(a dy> dz
:/ </ ne(@ — y) div g(z d:v)
/f </ ne(e — y) div glo dx) dy.

Vaihtamalla muuttujien x ja y merkinnét keskendén muistaen, etté silotusydin 7.
on symmetrinen saadaan

/f </ ne(z —y)divg(z )dx> dy—/f </ ne(fc—y)divg(y)dy> da
/fdlvg )e da.

Koska g € C1(Q) C VVlicl(Q), silotuksen ominaisuuden 4 perusteella divergenssin

(16)
dy
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silotukselle pétee

n

e(x —y) divg(y) dy = /Qne(fv -9 09i () dy

i1 8$1
agz
- Z/ 83}1 dy = Z e * O:B

:ng = div g,

(divg)e =

\

3

ja siten
/ f(divg)edr = / fdiv g, dz.
Q Q

Koska |g| < 1, myos |ge|] < 1 kaikille € > 0. Ehdosta spt g C A puolestaan seuraa,
ettéd spt ge € A := {z : dist(z, A) < €}. Saadaan

/fgdivgda::/fdivgedxg/ |Df].
Q Q A¢

Kun otetaan supremum yli kaikkien funktioiden g, saadaan

/A|Df€|dx < /A Df|.

limsup/ |Dfe|dx§1im/ |Df] :/ |Df|
€0 A e—0 Ae A

:/ADfH/aA\DfI:/A\DfL

koska oletuksen mukaan | aa |Df| = 0. Tama riittddkin lauseen todistamiseen. O

Niinpi

Lemma 4.18 siis kertoo, etta silotusten jonon kokonaisheilahtelu lahestyy silotet-
tavan funktion kokonaisheilahtelua. Itse tulosta emme jatkossa tarvitse, sen sijaan
hyodyllisyytensd myohemmin osoittaa todistuksen kohta (16), jossa silotus siirre-
tdan jatkuvasti differentioituvasta funktiosta toiseen.

Huomautus 4.19. Jos A = R", niin 4.18:n mukaan

| ipsi=timy [ Ds]ds
R" e—0 R"

ja erityisesti, jos f = x g, niin saadaan

P(E) =lim | [D(xp)d de.

e—0 JRrn
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Lause 4.20. Olkoon f € BV (Q2). Silloin on olemassa jono {f,} C C*(Q) s.e.
1) im [ 15~ flde=0 jo @) lim [ |Dflde= [ |DfI.
i—e Jo i—e Jo Q

TobisTus. Olkoon € > 0 ja m € R. Asetetaan joukot

1
Qo =0, Q= {xGQ:dist(x,E)Q)> mM}, k=1,2,...

ja valitaan m niin suureksi, ettd fQ\Ql |IDf| < e.
Miiritelliin sitten joukot A; = Q;41\Q;_1, kun i = 1,2,.... Médritellddn lisiksi
ns. ykkosen osituksen avulla funktiojono {x;}2; s.e.

[e.e]
Xi € CP(A), 0<xi<1l ja Y xi=1.
1=1

Olkoon 7 maéaritelméan 4.13 mukainen silotus. Jokaiselle indeksille ¢ voidaan valita
€; > 0 s.e. seuraavat ehdot tayttyvat.

spt(ne, * (fxi)) C Qir2\Qi—z (-1 =0)
/ ne + (fx) — fral dz < 2~

/ e, * (fDxi) — fDxi| do < €27

Ensimmainen ehto tayttyy, kun ¢; valitaan s.e. ¢; < m Talloin
. 1
Spt(nel * (le)) C Ag = {SU : dlSt(fE,Ai) < o= m} C QH_Q\Qi_Q.

Toisen ja kolmannen ehdon téyttévin €;:n olemassaolon takaa silotuksen ominai-
suus 3. Lopuksi méaritelldan

fe = Znei * (sz)
i=1

Néiiden valmistelujen jalkeen osoitetaan, ettéd jonolla { fc} on halutut ominaisuudet
(1) ja (2). Aluksi voidaan todeta, ettd jokainen = € 2 kuulu yhta aikaa korkeintaan
kolmeen joukkoon A;_;, A;, Ajiq ja xi(x) =0, kun, x € Aj jai ¢ {j—1,j,5 +1i}.
Taten fo:n madritteleviissd summassa on jokaisella x korkeintaan kolme nollasta
poikkeavaa termid. Toisin sanoen summa on dérellinen ja néin ollen f. € C*(Q).
Edelleen, koska

f@) = f@) 1= f@) v =3 @)
=1 =1



niin

dx

/Q|fe—f|dw=/9\§ne,.*(fxn—gfxi

< Z/Q ‘nei * (sz) - sz‘ dr < ZE2_i < €.
=1 =1

Toisin sanoen f, — f L'(Q):ssa, kun € — 0 ja kohta (1) on todistettu.
Todistetaan vield vaatimus (2). Lauseen 4.15 seurauksena tiedetéén, etté

[ 101 < timine [ D1
Q =0 Jqo

joten riittaa osoittaa, etta

[ 1ps1 = msuo [ |y
Q e—0 Q
Olkoon g € C3(Q;R™) ja |g| < 1. Silloin (vertaa lemman 4.18 todistus)

/g;fedngdx:/Q;(nei*(in))dngdx:;/g;Tlei*(in)dngdw

o0 o n a
= Ixi div(ne, * g)dr = /in (M, ¥ g);d
Z/Q o r ) =3 [ 1650 000

Lisaamalla integraalin sisdlle nolla muodossa

X g IXi
(7761' * g)JaiJJj - f;(nez * g)] 8.’Ej

f

n
J]=

1

ja kayttamalla tulon derivointisddntoa saadaan

fedivgder = /in e x9); +F ) (e *9);
/ ; Q ng &T]‘ J ; Jal'j

— > (e % 9); 6XZ da
i=1
> /| 3 |ty 9 b
- Xi
- fZ(Tlsz * g)]a dz
j=1

_ PN < RN )¢
= /Q fj;axj (i (e % 9)), fj;(nei iy,
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Kun integroidaan lauseketta paloittain, siirretdan jalkimmaéisessa termissa silotuk-
sen paikkaa ja vaihdetaan integrointi- ja summausoperaatioiden jérjestysta, paa-
dytaan lopulta muotoon

/f6 divgdx = ;/ﬂfdiV(xmq * g)da — /Qg‘ [;(UQ * fVx;)| dx.

Koska > 72, Vx; = 0 € R™, niin my6s Y .o, fVx; = 0 € R™. Véhentdmalla nolla
em. muodossa erotuksen jalkimmaéaisesta termisté, se voidaan kirjoittaa muotoon

/g' [Z("ﬂ #fVxi) | de = / g [Z(nei « fVx1) _ZfVXi] da
& iz o |5 v
= ;/Qg [(ne; * fVxi) — fVxi] dz

ja alkuperainen lauseke saa siis muodon
oo
[ feivgdr =" [ faivtun, «g)ds
i=1 7%

-2 [ 9100+ 590 = 193 do

=17 + I5.

Arvioidaan osia I{ ja I5 erikseen, ensin osaa I{. Irrotetaan summasta ensimméainen
termi. Koska |xine, * g| < 1 ja xine, * g € C§°(£2), ensimmadiselle termille pétee
kokonaisheilahtelun mééritelmén 4.8 mukaan

[ raivtan, ) de < swp{ [ Faiviode g e cF@)lol <1} = [ 1011

Koska summassa I on korkeintaan kolme nollasta eroavaa termié, voidaan summan
loppuosaa arvioida

Z/fdiv(xmei*g)dmgiS/ |IDf| < 3e.
i—2 Q

\ Qo

Lausekkeelle I§ puolestaan pétee €;:n valinnassa vaaditun ehdon (2) perusteella
|I5] < e. Kaiken kaikkiaan saadaan siis arvio

/fgdivgdwgf\Dﬂ—i-éle.
Q Q

Ottamalla supremum yli funktioiden g saadaan

[ 1psi < [ 1psl+ e

Kun annetaan epsilonin menné nollaan huomataan, etté lause on todistettu. O
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Edellisestad lauseesta saatiin tieto, ettd BV-funktiota voidaan arvioida siisteilld
funktioilla. Osoitetaan kohta samantyyppinen tulos Caccioppoli-joukoille. Sitad en-
nen naytetddn kuitenkin, ettd reunan alan minimoiva Caccioppoli-joukko on ole-
massa.

4.6 Minimoivan joukon olemassaolo

Lause 4.21. Olkoon Q = B, := {x € R" : |z| < r} C R". Olkoon {f;} C BV ()
rajoitettu BV-normin mielessd eli loytyy M > 0, jolle

sup || fjll v ) < M < cc.
J

Silloin on olemassa osajono {fj.} ja funktio f € BV (Q) s.e.

fir — f LY():ssa.

TopisTus. Olkoon M € R ja {f;} C BV(Q) jono funktioita, joille || f;|py < M.
Jokaiselle f; voidaan lauseen 4.20 mukaan valita approksimoiva siisti funktio f; €
C>*(Q) s.e.

~ 1 _
/|fj—fj\dx<, ja sup/]DfilgM—i-l.
Q J i Ja

Koska funktiot f] ovat jatkuvasti differentioituvia, niiden kokonaisheilahtelu vas-
taa gradientin normin integrointia ja BV-normista saadaankin seuraava arvio fj:n
Sobolev-normille:

M= 1lsv = 1l + | 127]
— I+ [ V7
Q
= £l
Toisin sanoen jono { fj} on siis rajoitettu Sobolev-normin mielessa. Téssa tapauk-
sessa Rellichin lause (|[EG]|, 4.6 Lause 1 ja erityisesti sen jilkeinen huomautus)

toteaa, ctti on olemassa f € L'(Q) ja osajono {fj, } s.e. fj, — f L*(2):ssa. Toisin
sanoen jokaiselle € > 0 16ytyy K > 0 s.e.

/|fjk—f|dx<e,
Q
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kun indeksi jp > K.
Olkoon siis jr > K. Arviosta

/fjk_fdx:/|fjk—ﬁk+ef:jk—f|dx

Q Q
S/Q|fjk_fjk‘d$+/ﬂ|fjk_f|dx
<1_—|-6

J

seuraa, ettd myos alkuperiisen jonon {f;} osajono {f;, } — f L*(Q):ssa. Lauseen
4.15 mukaan f € BV(Q). O

Huomaa, ettd samoilla argumenteilla voidaan todistaa, etté rajoitetut joukot BV (€2):
ssa ovat relatiivisesti kompakteja LP(£2) kaikilla 1 < p < .

Edellista lausetta kiyttden voidaan todistaa minimoijan olemassaolo Caccioppol-
joukoille.

Lause 4.22 (Minimoijan olemassaolo). Olkoon Q C R™ rajoitettu ja avoin ja
olkoon L Caccioppoli-joukko. Silloin on olemassa joukko E, jolle E\Q2 = L\) ja

| bl < [ 1Dxel
R® R"
jokaiselle joukolle F, jolle F\Q = L\S).

Tobistus. Koska € on rajoitettu, on olemassa luku r € R s.e. Q CC B, := {x €
R™ : |z| < r}. Nyt, jos F\Q = L\Q, niin varmasti my6s F\B, = L\B, ja

/ Dxr| = / Dl

R™\ B, R™\B,

/ |DxF| 2/ DXF|+/ |Dxrl
Rn By R™\ B,

Siispé riittaé osoittaa, ettd on olemassa joukko E C By, jolle E\Q2 = L\Q ja

/|DXE|</ |DxF|
B, B,

jokaiselle F' C By, jolle F\Q2 = L\(.
Selvisti | B, |Dxr| on ei-negatiivinen ja siten alhaalta rajoitettu. Jos E; on mini-

joten

moiva jono, niin [ |DxE,| on tasaisesti rajoitettu. Toisin sanoen
T

0< Sup/ |Dxg;|dz < M < oo. (18)
Jj JQ
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Edelleen B, on rajoitettu, joten |[ B, |x E; | dz on tasaisesti rajoitettu eli
sup/ IxE,;|dz = sup||xEg, |1 < N < oc. (19)
Jj JQ J
Ehtojen (18) ja (19) johdosta
sup [|xx; | Bv (@) = sup </Q IXE;| dz + /Q |Dx £, dw) <M+ N<oo
J J

eli xg; on rajoitettu jono B V (B, ):ssa. Edellisen lauseen 4.21 perusteella 16ytyy osa-
jono (merkitédn sitékin xg; ), joka konvergoi kohti jotakin funktiota f € BV (B;).
Koska my6s osajonolle pitee (19), eli se on rajoitettu normin L' mielessé, voidaan
kayttad lausetta 4.7, joka kertoo, etté télle jonolle 10ytyy viela uusi osajono (pysy-
téddn edelleen merkinnéssi x g, ), joka ldhestyy funktiota f pisteittdin m.k. » € B,..
Kahden osajonoon siirtymisen jélkeen saadaan siis ldhestyminen pisteittdin mel-
kein kaikkialla. Koska lisiksi x g, (7) saa arvoja 0 tai 1, voidaan yhteenvetona em.
ominaisuuksista olettaa, ettd f on joukon E karakteristinen funktio, ja E puo-
lestaan yhtyy joukon L kanssa (2:n ulkopuolella. Nyt puolijatkuvuuslauseen 4.15

mukaan
/ Df| = / Dxg| < limint / Dz, .
Q Q J—00 Q

joten E on etsitty minimoiva joukko. O

4.7 Caccioppoli-joukkojen approksimointi

Lause 4.23 (Co-areakaava). Olkoon f € BV (Q) ja mdadritellddn tasa-arvojoukko
Fri={xeQ: f(z)>t}. Siloin

L= [ ([ 1Dxal)a

Lause stis liittad toisiinsa f:n kokonaisheilahtelun ja tasa-arvojoukot.

TobisTus. Kisitelladn ensin tapaus f > 0. Koska

[ 1, kunt< f(x)
XFt(w)—{ 0, kunt> f(z) ~

niin



Jotta f:n kokonaisheilahtelua voitaisiin arvioida, ldhdetaén liikkeelle jo tutuksi tul-
leesta g:n divergenssin ja f:n tulon integraalista, jonka supremumina yli funktioi-
den g saadaan f:n kokonaisheilahtelu. Olkoon g € C§°(€Q2; R") ja |g| < 1. Télloin

/Qfdivgd:v:/ﬂ</oooxpt(:n)dt) div g dz
_ /0 - < /Q i (2) divgdz:) dt (20)
:/OOO </Ftdivgdx> dt.

Jos taas f <0, niin

0 0
fo = [ —rdi= [ xn) -1
f(=) f(z)

_ /0 (@) — 1dt.

—0o0

Tutkitaan tassdkin tapauksessa samaista integraalia, jolle saadaan

/QfdngdIZ/Q</OOXFt(a:)—1dt> div g dz

0
0 0
Xpt(:v)divgd:cdt—/ /divgdxdt
Q —o0 JQ

o

Funktio g € C§°(€2), joten [, divgdx = 0. Lauseke sievenee muotoon

0
/fdivgdx:/ /Xptdivgda:dt
Q —00 JQ)
0
:/ /divgdxdt.
—oo J Fy

Yleisessi tapauksessa, kun f € BV (Q), mééiritellidn funktiot f (f:n positiiviosa)
ja f~ (negatiiviosa) seuraavasti

fH(@) = max{0, f(z)} Jja [~ (2)=max{0,—f(2)}.

Niin maédriteltyind fT(z) > 0 ja f~(z) > 0 kaikille z € Q. Lisdksi f(z) =
fT(z) + (=f(z)). Summan ensimmaéiseen termiin voidaan siis soveltaa ylld las-

(21)
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kettua kohtaa (20) ja jalkimméiseen kohtaa (21). Saadaan
/ fdivgde = /(f+ + f7)divgda
Q Q

:/f+divx—|—/ fdivgdz
Q Q
oo 0

:/ / divgdxdt+/ / divgdadt
0 Ft —0oQ Ft

:/ / divgdmdtﬁ/ / |Dxr,|dt.
—00 Ft —o0 JQ

Viimeinen epayhtalé seuraa perimeetterin méaritelmésta 4.11. Tamé péatee siis
mielivaltaiselle funktiolle f € BV (2). Ottamalla supremum yli funktioiden g €
C(;RM), |g] < 1 saadaan

[s< Z [ Dl (22)

kun f € BV(Q2). Néin on saatu pa#tokseen todistuksen ensimmaéinen puoli. Jotta
saataisiin todistettua yhtdsuuruus, pitda vield nayttda epayhtalo toiseen suuntaan

eli, ettd kaikille f € BV(Q)

JACIEY Z [ Dl (23)

Taméa tulos niytetddn ensin siisteille funktioille. Yleiselle f € BV(Q) todistus
tapahtuu arvioimalla funktiota f jonolla siistejd funktioita. Olkoon kuitenkin ensin
f e C*(Q). Talloin on hyvd muistaa, ettd kokonaisheilahtelu vastaa gradientin
normin integrointia ja talloin merkitdénkin Df = V f. Asetetaan funktio

mit) = [ or1= [ V4] de.
O\ Fy {zeR": f(z)<t}

Integroitava on aina ei-negatiivinen ja erotusjoukoille patee Q\F;, C Q\Fi,, kun
t1 < tg, joten funktio m on kasvava ja siksi derivaatta m’ on olemassa m.k. Lisiksi

/_Zm’(t)dtg/Q|Df]dx:/Q|Vf|d:U. (24)

Kiinnitetd&n seuraavaksi —oo < t < oo ja r > 0 sekd maéaritelladn funktio
7 : R — R seuraavasti:

0, kun s <t
nis)=4¢ %= kunt<s<t+r
1, kun s >t+r
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Funktio n on jatkuva sekd melkein kaikkialla derivoituva ja

r?

0, kuns<ttais>t+r

9

, L kunt<s<t+r
n(s) =

Kéyttamalld osittaisintegrointikaavaa muistaen, ettd g € C5°(Q?) ja f € C®(Q)
saadaan (ks. 4.9)

_/Qn(f(x))divgd:c——/Qn(f(w)) giz /Z( 2:?;) 4

/ﬂ§:<8naﬁ o) dr = (#Lﬂwbaggﬂm>dx
=Aw<»z(()>m»AWWWVfwx

1
— w/, Vi-g.
T Fi\Fi4r

Tutkitaan seuraavaksi erotusosamaiarai

m(t+r)—m(t) 1 B
. = [/Q\FHT |V f|dx /Q\Ft |V f|dx
1

_1 / V| de.
T JFN\Fypr

Koska g(z) <1 kaikilla z € Q, niin f:n gradientin normi voidaan korvata f:n gra-
dientin ja g:n sisdtulolla eikd lausekkeen arvo ainakaan kasva. Kéyttamalla lisdksi
kohtaa (25) saadaan

m(t+7")—m(t)>1/ v/ gde
r T Fi\Fi4r

:—/nUmNNWm
Q

Niille ¢ € R, joille derivaatta m/(t) on olemassa, annetaan r:n menné nollaan,
jolloin epdyhtélon vasemmalle puolelle muodostuu m:n derivaatta pisteessa t ja
oikealle puolelle funktion g divergenssin integraali yli tasa-arvojoukon Fj. Toisin
sanoen

(25)

m/(t) > —/ divgder mk. t.
Fy

Ottamalla supremum yli funktioiden g saadaan

‘/|Dxm\§7way
Q

46



Nyt (24) antaa

/ /\Dxpt]dtg/ m’(t)dtg/ |Df|dx.
—o0 JQ —00 Q

Téastd tuloksesta ja epayhtéloistd (22) seuraa, etta kaikille f € C*°(Q)

L= [ ([ 1Dxal)a (26)

eli lause on todistettu siisteille funktioille.
Lopuksi olkoon f € BV(Q). Lauseen 4.20 mukaan voidaan valita jono siisteja
funktioita {fr} C C>(Q) s.e.

tim [ 15~ flde=0 ja Jim [ A= [ D7 27)

Koska f, fr € L*(€), niin lauseen 4.7 mukaan voidaan siirtyi osajonoon (merkitiin
sitakin fx), jolle
fu(z) — f(z) mk. z € Q.

Midritelliéin jokaiselle funktiolle fi, tasa-arvojoukot FF := {x € Q : fp(x) > t}.
Joukkojen FF ja F; karakterististen funktioiden erotuksen integraalille pitee

/maX{f(x) Sr(@)}

/Z ’XFtk(x) - XFt(a:)’ dt = 1dt = |fr(z) — f(z)].

min{f(x),fx ()}
Integrointirajojen jarjestys riippuu siis siité, kumpi funktioista fi, f on suurempi
pisteessd x. Koska fr, — f pisteittéin, niin

/ ’XFtk(.'E)—XFt(.’If)’ dt - 0m.k. x € Q.

ja siten
‘XFtk(.'L') —xpr(x)| dt = 0m.k. z € Q, mk.t.

Koska 0 < x FFs XFy < 1, niin voidaan kayttda dominoidun konvergenssin lausetta,
joka sanoo, etta

lim Xpk = XF, dx = 0.

k—oo Jq

Ja tdmahan péatee siis edelleen m.k. ¢. Nyt alhaalta puolijatkuvuuslauseen 4.15
perusteella tiedetdan, ettd m.k. ¢

/\Dxptlgliminf/ | DX x| dz
QO k—oo Jo t
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Integroidaan puolittain yli Rin, kiytetaan Fatou'n lemmaa (|Fe|, s. 84), tietoa, etté
lause on jo todistettu siisteille f (26) ja viimeiseksi tietoa (27) jonon fi kokonais-
heilahtelun raja-arvosta saadaan

oo [e.9]
/ / |Dxp,|dzdt < liminf/ / |Dx x| Az dt
—00 JQ k—oo J_xo Ja ¢

= hm/|ka|dx
Q

k—o0

:/Q]Df|dx.

Saatu tulos ja lasku (23) riittavit todistamaan lauseen. O

Nyt voidaan todistaa lause, joka on samankaltainen kuin 4.20, mutta jossa arvioi-
daan BV-funktioiden sijasta Caccioppoli-joukkoja. Todistuksessa kiytetdan lem-
maa, joka esitellddn todistuksen jalkeen.

Lause 4.24. Jokaista rajoitettua Caccioppoli-joukkoa E voidaan arvioida jonolla
siistejd joukkoja eli on olemassa jono {E;} C C™ s.e.

(1) Jim [ s, ~ xelde =0 jo () lim [ 1Dxs,|de = [ 1Dxal.

TobisTus. Etsitty jono approksimoivia joukkoja l6ytyy tutkimalla F:n karakte-
ristisen funktion silotuksia ja niiden tasa-arvojoukkoja. Todistus jakautuu kah-
teen vaiheeseen. Ensin néytetadédn, ettd melkein kaikki silotusten tasa-arvojoukot
ovat reunaltaan sileitd. Toisessa vaiheessa keskitytddn tutkimaan néaitéd siledreu-
naisia joukkoja ja muodostetaan niistd jono, jolla on halutut approksimaatio-
ominaisuudet (1) ja (2).

Olkoon E Caccioppoli-joukko, {¢;} C R, €; > 0 kaikilla j ja ¢; — 0, kun j — oo.
Asetetaan jono mééritelmén 4.13 mukaisia E:n karakteristisen funktion silotuksia
fi=ne * XE.

Kiinnitetan silotus f; ja tutkitaan sen tasa-arvojoukkoja Ej:. Koska f; € C*°(Q),
niin voidaan kiyttda Sardin lemmaa 4.26, joka sanoo, ettéa

[{fj(z) : Vfj(z) =0} =0.

Toisin sanoen melkein kaikille 0 < t < 1 pétee V f;(z) # 0 kaikille z, joille f;(z) =t
eli kaikille z € 0Ej;. Tarkastellaan seuraavassa téllaisia lukuja ¢.

Olkoon & € OFEj;. Todistuksen laadun kérsimétté voidaan olettaa, ettd osittaisde-
rivaatoista viimeinen g% # 0. Implisiittifunktiolause ([CJ], s. 228, [MH], s. 397)

n

sanoo, ett tillsin on olemassa funktio p € C1(R" 1, R) s.e.

~

O(T1y ey Bna1) = Tn
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ja
fj(xlv <oy In—1, ‘P(xl’ s ,LEn,]_)) = t)
kun (z1,...,2p-1) € B((#1,...,2Zn-1),€), € > 0. Toisin sanoen

fj(:cl, ce ey Tp—1, go(a:l, - ,xn_l)) S 8E]~t.

Pisteen # € OFEj; ymparistossd reuna OEj; on siis jatkuvasti derivoituvan ku-
vauksen ¢ graafi ja siten jatkuvasti differentioituva. Koska tdmé pétee jokaiselle
x € OFj, niin koko reuna on jatkuvasti differentioituva.

Kuten ylla on kerrottu, tdmé pétee melkein kaikilla 0 < ¢ < 1. Siispa on osoitet-
tu, ettd jokaisen silotuksen f; melkein kaikki tasa-arvojoukot Ej; ovat reunaltaan
sileitd. Seuraavaksi siirrytddn vaiheeseen kaksi, jossa tarkastellaan vain niitéd si-
ledreunaisia tasa-arvojoukkoja ja naytetdén, ettd niistd voi muodostaa jonon, joka
tayttad vaatimukset (1) ja (2).

Olkoon & € ]0,1/4[ ja /2 < t < 1 — /2. Huomautuksen 4.19 mukaan 16ytyy
tarpeeksi suuri indeksi j s.e.
/|XE — f]| < 0.

Téasta ja lemmasta 4.25 seuraa, etté

/IxEﬁ el < T /\XE fil < W ='/2. (28)

Kun muistetaan, ettd 0 < f; < 1, niin Co-areakaava 4.23 kertoo, etta

e Z [ 1 lae= [ 1 [ 1D, e (29)

Huomiosta 4.19 puolestaan seuraa, etta
/|DXE| = lim /|Df]| (30)
j—o0
Kun yhdistetdan kohdat (29) ja (30) saadaan

1
[ 1Dxel =t [ [ 1D, at. (3
—00 0

Toisaalta jokaiselle j 10ytyy t; s.e.

1
1251/2)/|]_)XEjtj] §/0 /’DXEM- (32)

49



Kohdista (31) ja (32) seuraa, ettéd

[10xe1 = (1 =28 [ (D, . (33)

Kun annetaan 6 — 0, niin saadaan

/|DXE > lir;ls[t)lp/\DXEﬁj| :1imsup/|DXEjtj| (34)

J—00

Alhaalta puolijatkuvuuslauseen 4.15 mukaan taas

joten kohdat (34) ja (35) kertovat, ettd

[Dxe| = lim [ [Dxg, |
Jj—00 J

ja jono {Ej,} téyttdd ehdon (2). Jono {Ej, } on jonon {Ej;} osajono, joten koh-
dasta (28) seuraa, ettd se tdyttda myos ehdon (1). Kun vield muistetaan, etta
Joukot Ej;. ovat siledreunaisia, niin voidaan todeta, ettd lause on todistettu. O

Lemma 4.25. Olkoon 0 <t <1, ¢; — 0, kun j — oo. Mddritellddn jono silotuksia
fi =me; * XE ja jokaiselle silotukselle tasa-arvojoukot

Ejy={zeR": fj(x) > t}.

Silloin jokaiselle indeksille j seuraava arvio on voimassa

1
- dx < P — dz.
[ = xelde < s 1 = xel o

TobisTus. Olkoon ensin = € Ej;\E. Koska x € Ej¢, niin f;(z) > t. Koska z ¢ E,
niin xg(z) = 0. Siispi
f](x) - XE(.f) > 1.
Samantyyppisella paattelylla voidaan todeta, etta
xe(r) = fi(z) 211,
kun z € E\Ej;. Koska (E\Ej;:) N (Ej\E) = (), niin
|o=xelae= [ ip—xeldos [ 1 - el

J E\Ejt

z/ |t|d:r+/ 11 —t|dz
Ei\E E\E;

J gt

=t|Ej\E|+ (1 = t)|E\Ej|.
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Jos t > 1 —t, niin

HEG\E] + (1 = )| E\Eje| > (1 = )| Eji\E| + (1 = )| E\Ejt|

:(1—75)(/ 1dx+/ 1dx>
E't\E E\Ejt

J
— (-1 / g, — el dr.
Rn

Vastaavasti, jos ¢ < 1 — ¢, niin saadaan
HEE] + (1= OB\l 2 ¢ |, - xelde.
Rn

Yhteenvetona voidaan siis todeta, ettd

/ ’f] _XE’dx > min{t,l _t}/ |XEjt _XE|dxa
n Rn
josta vaite seuraa. O

Lemma 4.26 (Sardin lemma). Olkoon f € C*(R™;R). Tdlléin f:m kriittisten
pisteiden arvojen joukon Lebesquen mitta avaruudessa R™ on nolla.

TopisTus. Lause todistuksineen 16ytyy lahteestd [St], s. 45, erityisesti lause 3.1.
Od

Lause 4.27 (Isoperimetrinen epiyhtilé Caccioppoli-joukoille). Olkoon E
Caccioppoli-joukko. Silloin

P(E) = n|B|'"E|",
missd B € R™ on yksikkdpallo.

TobisTus. Lause todistetaan kayttamaélla approksimoivaa siistireunaisten joukko-
jen jonoa ja vastaavaa tulosta 3.9 siistireunaisille joukoille.

Lauseen 4.24 mukaan 16ytyy jono {E;}, joiden reuna on jatkuvasti differentioituva
ja jolle

(1) tim [ e, ~ xelde =0 ja (@) lim [ Dxelde = [ Dxel
j—00 j—00
Kéayttamalld kohtaa (2) ja perimeetterin mééritelméé saadaan

P(E):/ |DXE|:jlirgo/ |DxE, |-
R - R™

o1



Siistireunaisille joukoille [, [Dxg;| = S(Fj), joten
im [ Dy, |de = Tim S(E;),
j—oo Jrn j—00

joten voidaan kiyttaa lausetta 3.9 ja saadaan

P(E) = lim S(E;) > lim (nV(B)l/"V(Ej)%>.

J—00 J—00
Siledreunaisille joukoille on 4.2:n mukaan V(E;) = |Ej| joten padstdén muotoon
lim (nV(B)l/"V(Ej)nT_l> = n|B|Y/" lim |Ej]
j—00

Jj—00

= n|BY™ lim XE; dz
j—oo JRrn

— n|B|""E|"%

ja lause on todistettu. O

92



5 Yhteenveto

Téassa tyossa tutkittiin, millaisille joukoille isoperimetrinen epayhtaloé on voimassa.
Lisédksi osoitettiin erilaisissa tapauksissa, ettd maksimaalinen alkio on olemassa ja
selvitettiin, mika se on.

Luvussa kaksi todettiin, ettd monikulmioiden joukossa maksimaalinen alkio on
sdannollinen monikulmio. Téta tulosta apuna kidyttden naytettiin, ettd tason Jor-
dan-kéyrien rajaamien kappaleiden joukossa on maksimaalinen alkio ja ettad se on
ympyra. Luvussa kolme pééstiin siihen tulokseen, ettd avaruuden R™ paloittain
siledreunaisille joukoille on olemassa (siirtoa vaille) yksikésitteinen maksimaalinen
alkio ja etta se on n-ulotteinen pallo.

Luvussa neljéi saatiin rajoitetusti heilahtelevia funktioita tutkimalla selville, etta
ddrellisen perimeetterin joukot eli Caccioppoli-joukot siséltévat maksimaalisen al-
kion. Lopuksi osoitettiin, ettéd jokaista Caccioppoli-joukkoa voidaan approksimoida
jonolla luvussa kolme tutkittuja paloittain siledreunaisia joukkoja. Yhdesséd luvun
kolme tuloksen kanssa tdmé tarkoittaa sitd, ettd Caccioppoli-joukoille maksimaa-
linen alkio on n-ulotteinen pallo. Tulos on kuitenkin hieman heikompi kuin luvun
kolme vastaava, silld joukon ja sen karakteristisen funktion samaistamisesta joh-
tuen ratkaisujoukoksi kity myos pallo, johon on lisétty tai josta on poistettu nolla-
mittainen joukko. Yksikisitteisyyden sijaan voidaankin sanoa, ettd isoperimetrisen
ongelman ratkaisu Caccioppoli-joukoille kuuluu pallon ekvivalenssiluokkaan.
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