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Johdanto

Téssd matematiikan Pro Gradu-tutkielmassa perehdytddn paloittain jatkuvien ja rajoitettu-
jen funktioiden integroimiseen tasavailijaolla. Aluksi tarkastellaan tasavéli-porrasfunktioita
ja mddritelladn ndille madratty tasavali-integraali. Téastd jatketaan paloittain jatkuvien funk-
tioiden maaratyn tasavili-integraalin muodostamiseen. Lihestymistapa on samantapai-
nen kuin T. Apostolin Calculus 1 -kirjassa [1]].

Tasavili-integraaliteorian muodostamisen jalkeen tehddédn vertailua Riemann-integraaliin.
Havaitaan, ettd paloittain jatkuville ja rajoitetuille funktioille tasavili- ja Riemann-integraalit
ovat yhtenevit. Samoin todistetaan, ettd jos funktio on Riemann-integroituva, on sen méaa-
rétty tasavali-integraali sama kuin méaratty Riemann-integraali.

Opetusosuus on kehitetty lukion integraalilaskennan kurssin jdlkeen kaytavéksi, jol-
loin opiskelijalla on jonkinlainen kisitys integraalista. Kurssi ei kuitenkaan ole jatkokurs-
si ldhestymistavan ollessa vahemman laskennallinen. Kohderyhmé on lukion 3. vuoden
opiskelijat, jotka ovat kiinnostuneita matematiikasta. Opetusosuuden sisdltd on paapiir-
teittdin sama kuin tutkielman matematiikkaosassa.



Osal

Tasavili-integraali: teoria

1 Peruskasitteita

Integraalilaskennan perusongelma on ratkaista annetun tasojoukon pinta-ala. Tama ta-
pahtuu yleisessa tapauksessa jollain tyhjennysmenetelmalla. Tavallisesti integraalilasken-
nan teoriaa kehitettdessa pitdydytaan aluksi yksinkertaisessa tilanteessa: Pyritadn maarit-
tamadn funktion f : [a,b] — R kuvaajan ja z-akselin véliin jadvan alueen pinta-ala. Pinta-
alaa on mielekastd ajatella pinta-alafunktion p : M — [0, co[ avulla, missd M on ne tason
osajoukot, joille pinta-ala voidaan maarittdd. Seuraavassa listataan joitain jarkevan tuntui-

sia ominaisuuksia, joita pinta-alalla tai pinta-alafunktiolla soisi olevan.
i p(A) > 0kaikilla A € M

ii Mikédli A,B e M,nin ANB e MjaAUB € Mja

p(AUB) = p(A) +p(B) = p(AN B).
iii Jos A, B € M siten, ettd A C B, niin tallsin (B \ A) € Mjap(B\ A) = p(B) — p(AY]]
iv Mikéli A € M on yhteneVéEI B:n kanssa, on B € M ja pitee p(A) = p(B).

v Jokaiselle suorakaiteelle S péatee S € M, ja on p(S) = ab, missd a, b ovat suorakaiteen
leveys ja korkeus.

vi Olkoon C sellainen joukko, jolle 16ytyy kuvan [Ij mukaisesti suorakulmaiset monikul-
miotf| A, B siten, etta

(1) ACCCB.

Mikaili 16ytyy tdsmélleen yksi ¢ € R joka toteuttaa epayhtdlot

p(A) < ¢ < p(B)

kaikille A, B jotka toteuttavat ehdon(l} on C € Mja p(C) = c.

!Tastd seuraa, ettd myos tyhja joukko kuuluu M:één ja sen pinta-ala on 0.

%joukot ovat yhtenevii, jos ne voidaan siirtia paallekain. toisin sanoen, jos 16ytyy etdisyydet sailyttava
(jokaiselle z,y € A pidtee d(z,y) = d(f(z), f(y)), d on tavallinen metriikka) bijektio f : A — B,

*suorakulmaiselle monikulmiolle 16ytyy suorakaiteet A; siten, ettd A = |JI_, A; ja ndin saatu joukko on

yhtendinen.
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Kuva1l: A C C C B, Aja B suorakulmaisia monikulmioita.

Néama kaikki ovat hyvin jarkevan tuntuisia pinta-alan ominaisuuksia. Viides aksioo-
ma antaa keinon laskea suorakulmaisten monikulmioiden pinta-aloja. Piste ja suora tulki-
taan surkastuneiksi suorakaiteiksi; niiden pinta-ala on 0. Suorakulmion pinta-alaa hyvéaksi
kdyttden paastadan laskemaan myos yleisempien alueiden pinta-aloja rajaprosessin avulla.
Kuudes aksiooma antaa eviita tahan.

Tutkielmassa ei paneuduta kovin syvaillisesti ongelmaan, millaisille tason osajoukoil-
le pinta-ala voidaan maéritelld. Kuitenkin kaikki maariteltavat késitteet ovat sellaisia, ettd
saadut tulokset integraaleille ovat sopusoinnussa ndiden pinta-alaa méérittelevien omi-
naisuuksien kanssa. Tama tarkoittaa esimerkiksi sitd, ettd myohemmin maariteltavalle
tasavili-integraalille voidaan soveltaa pinta-alatulkintaa.

Téssd tutkielmassa ei olla kiinnostuneita kovin yleisestd tapauksesta, vaan tutkitaan
vain paloittain jatkuvan, suljetulla ja rajoitetulla valilla méaaritellyn funktion ja z-akselin
valiin jaavda aluetta. Kédytettdva tyhjennysmenetelmd on myoskin rajoittunut: tarkaste-
lussa rajoitutaan kdyttdimaan valin [a, b] jakamista yhtd pitkiin pétkiin. Tarkoituksena on
padsta talld rajoitetulla véalineistolld luomaan toimiva integraaliteoria. Seuraavassa esitel-

ladn muutamia termejd, joista teoriaa lahdetddn rakentamaan.

Maiiritelmd 1.1. Funktio f : [a,b] — R on paloittain jatkuva, mikéli valilta [a, b] 10ytyy

korkeintaan &darellinen méaara pisteitd joissa f on epdjatkuva.

Maiiritelmd 1.2. Funktio f : [a,b] — R on rajoitettu, mikéli on olemassa M € R siten, ettd
|f(z)| < M kaikilla z € [a, b].

Maiiritelmd 1.3 (jako). Viilin [a,b] C R jako P on pistejono xg, x1,...,Z,, Missd a = xg <
ry < -+ < xp_1 < zp = b. Mikdli 16ytyy ¢ € R siten, ettd ¢ = x; — ;-1 € R kaikille

i=1,2,...,n, sanotaan, ettd jako P on valin [a, b] tasavilijako.



Huomautus 1.4. Mikali jaoille P ja P’ pdtee P C P’, sanotaan, ettd P on karkeampi kuin P’

ja vastaavasti P’ on hienompi jako kuin P.

Maiiritelmd 1.5 (porrasfunktio ja tasavéliporrasfunktio). Funktio s : [a,b] — R on porras-
funktio, mikali 16ytyy jako P = {a = x1,z2,...,z, = b} siten, ettd jokaisella jakopisteiden
madramalld valilla Jx;—1, ;[ funktio f on vakio. Jaon P pisteissd funktion arvot saavat ol-
la mitd tahansa reaalilukuja. Tasmallisesti ilmaistuna, 16ytyy pisteet a; € R,7 =1,2,...,n
siten, ettd s(z) = a;, mikdli z €]x;_1, x;[.

Porrasfunktio s on tasaviliporrasfunktio, mikali 16ytyy 6 € R siten, ettd jokaisen valin

|zi—1, z;] pituus on 0.
Huomautus 1.6. Porrasfunktiot ovat paloittain jatkuvia.

Lause 1.7. Tasaviliporrasfunktioiden s ja t summa
s+t=wu:la,b = Rz s(z)+t(x)

ja tulo
s-t=wv:[a,b] = R,z s(x)t(z)

ovat myos tasaviliporrasfunktioita.
Todistus. Olkoot s : [a,b] — Rjat: [a,b] — R tasaviliporrasfunktioita. Olkoon
Py ={a==x9,21,...,2, = b}

sellainen funktioon s liittyva jako, ettd s on vakio kullakin vélilld |z;_1, z;]. Olkoon kunkin
valin pituus J,. Olkoon P; funktiota ¢ vastaava jako. Olkoot jaon méérittelemien valien
pituudet é;.

P, jakaa valin [a, b] m:ddn §;:n pituiseen osaviliin ja Ps n:ddn ds:n pituiseen osaviliin,
joten

om=0n=>b—a

Nadin ollen §; = 7*d;, missd m,n € N. Valitaan § := %(2. Nyt P ={a,a+d0,a+24,...,b} on
haluttu tasavilijako. Todistetaan tima.

Selvasti P, C P, silld P::n alkiot ovat muotoa a + Ind, missd [ € N. Olkoon z; € Ps.
Osoitetaan, ettd x; € P. Jaon P, mddrittelyn nojalla 10ytyy k£ € N siten, ettd

2= a4 kdy = a+ k26, = a+ kmé <b,
n

joten x; € P. Loydetty jako P on hienompi kuin P; U P, joten s ja ¢t ovat vakioita P:n

madraamilla véleilld Ja + (i — 1)0, a + id] O

Huomautus 1.8. Jos on annettu suljetulla ja rajoitetulla vilillda maaritelty darellinen maa-
rd tasaviliporrasfunktioita, 10ytyy néita funktiota vastaavien jakojen hienonnus siten, ettd
uudessa jaossa kaikki funktiot ovat edelleen tasavaliporrasfunktioita. Todistuksessa etsi-
tadn sellainen jako P, joka on kaikkien alkuperdisten jakojen hienonnus. Tulokseen paés-

tadn kdyttdmalld lausetta[I.7] tarpeellisen monta kertaa.



2 Tasaviliporrasfunktion maaratty tasavali-integraali

Kappaleessa esitetidn maddritelmad tasavaliporrasfunktion maaratylle tasavéli-integraalille.
Lisdksi tarkastellaan mééritellyn integraalin eri ominaisuuksia. Havaitaan, ettd monet por-

rasfunktioiden ominaisuudet 16ytyvit myos tasavaliporrasfunktioilta.

Maiiritelma 2.1 (tasaviliporrasfunktion maaratty tasavali-integraali). Olkoon s : [a,b] — R
tasavaliporrasfunktio. Olkoon ¢ > 0 sellainen luku, ettd s on vakio jokaisella vileista
la+ (i —1)d,a+id], missd i = 1,2,...,n. Merkitddn s:n valilld |a + (i — 1)d, a + i6] saamaa

arvoa s;:11a. Tasaviliporrasfunktion s midritty tasavili-integraali yli vilin |a, b on

b

/s(az)dx = Zn:sid = 5Zn:si.
i=1 i=1

a

Huomautus 2.2. Integraali on aina olemassa. Jokaiselle tasavéaliporrasfunktiolle 16ytyy jokin
J ja sitd vastaavat s;. Jos valitaan mikd hyvénsa eri vilin pituus dy, jonka maaraamilla

véleilld Ja + (¢ — 1)d2, a + id2[ s saa arvot s;, on voimassa

b m

/s(m)d:n = 5Zsi = 0 Zsj.
i=1

a i= J=1

Ndin ollen méaédritelma liittdd annettuun kolmikkoon a, b, s, missd a,b € R,a < bja s tasa-

valiporrasfunktio, tdsmaélleen yhden reaaliluvun.

Huomautus 2.3. Tassd tutkielmassa kédytetdan funktion f : [a,b] — R méadratylle tasavali-

b
/ f(z)dz.

Kyseessid on siis tasavili-integraali, eikd Riemann-integraali tai mikddn muukaan entuu-

integraalilleﬁ merkintdd

destaan tuttu integraali.

Huomautus 2.4. Jatkossa saatetaan puhua maaratysta tasavali-integraalista nimityksilld in-
tegraali, tasavéli-integraali tai madratty integraali. Kuitenkin aina on kysymys méaratysta

tasavili-integraalista, ellei toisin mainita.

Seuraavassa tarkastellaan minkélaisia ominaisuuksia tasavaliporrasfunktion méaaratyl-
14 tasavali-integraalilla on. Ensimmaéinen lause kertoo, ettd jos tasavéliporrasfunktiota ker-
rotaan jollakin vakiolla, on saadun funktion méaratty tasavéli-integraali sama kuin jos ker-

rottaisiin alkuperdisen funktion mdaratty tasavali-integraali kyseiselld vakiolla.

“Maidritelméd annetaan 3. luvun alussa



Lause 2.5. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio. Tilloin jokaiselle ¢ € R piitee

Todistus. Selvésti myos cs : [a,b] — R,z — cs(x) on tasavéliporrasfunktio. Olkoon tasa-
vélijaon P; = {a = zg,21,...,2, = b} mddrddman yhden vilin pituus § > 0. Merkitdaan
s; := s(x), missd  €|z;_1,x;[. Summan ominaisuuksista ja tasavéli-integraalin maéritel-

masta seuraa, etta

b . . b
/cs(x)dx = 52 cs; = cdz si = c/s(a:)dac.
s i=1 i=1 o
O

Seuraavan lauseen mukaan kahden tasavéliporrasfunktion summafunktion maaratty

tasavili-integraali on sama kuin mddrattyjen tasavéli-integraalien summa.

Lause 2.6 (additiivisuus, tasavaliporrasfunktion madratty tasavali-integraali). Olkoot s :
[a,b] = Rjat: [a,b] — R tasaviliporrasfunktioita. Tilloin pitee
b b b
/s(x) + t(z)dx = /S(:L‘)dl‘ + /t(:v)dx.
a a a
Todistus. Huomautuksen[I.7nojalla s+t on tasavéliporrasfunktio. Olkoon § > 0 sellainen,
ettd s + ¢, sjat ovat vakioita kullakin valilld Ja + (¢ — 1)d,a + 6], missd ¢ = 1,2,...,n.

Merkitdan vastaavia funktioiden arvoja s;:114 ja ¢;:114. Talloin on

b b b
/(s(m)—i—t(x))d (5Zsz+tz —5Zsl+52tz—/ dx+/ (2)dz.

Lauseet[2.5)ja[2.6] voidaan yhdistda yhdeksi tulokseksi:
Seuraus 2.7 (madratyn tasavili-integraalin lineaarisuus tasavaliporrasfunktiolle). Olkoot
s:la,b] = Rjat: [a,b] — R tasaviliporrasfunktioita ja A, B € R. Tilloin piitee

b

/bAs(x) + Bt(z)dz = A/bs(:c)d:p + B/t(:p)daz.

a

Todistus. Lauseiden|2.5ja[2.6lnojalla

/bA()d:c+Bt dx/ dx—l—/B(x)dm

1B}

b
A/s(m)dw—i—B t(z)dz.

Se—



Seuraava lause kertoo, ettd pienemman tasavaliporrasfunktion maaratty tasavali-integraali

on pienempi kuin suuremman.
Lause 2.8. Mikili s ja t ovat tasaviliporrasfunktioita siten, etti s(x) < t(z) kaikilla z € [a,b] \
(Ps U Py), missi Ps ja Py, ovat funktioita s ja t vastaavat tasaviilijaot, piitee

b b

/s(az)dm < /t(az)dm

a a

Todistus. Olkoon § > 0 sellainen, ettd s, t ovat vakioita kullakin vélilld |a + (i — 1)d, a + 0],

missd ¢ = 1,2, ..., n. Merkitdan vastaavia funktioiden arvoja s;:114 ja ¢;:114. Talloin on
b " " b
/s(x)dx = 5252- < 5215,- = /t(:c)dx,
a =1 =1 a
jos s(z) < t(z) kaikilla z € [a,b] \ (Ps U P;). O

Huomautus 2.9. Mikili lauseen 22.8|tilanteessa 1oytyy lisiksi jokin osavili [a + (i — 1)d,a +
i0] C [a,b], jolla pdtee s; < t;, niin patee

b b

/s(:n)dx < /t(m)dw.

a a

Todistus. Todistus on samanlainen kuin edelld, mutta patee

b n n b
/S(x)dx = 52& < 52751- = /t(x)dm,
a =1 =1 a
silld s; < t;jollakin i € {1,2,...,n}. O

Seuraavaksi todistetaan, ettd mikali integroimisvalille lisitddn ylimadardinen piste, on
madratty tasavili-integraali yli koko vélin yhtd suuri kuin osavilien méaréttyjen integraa-
lien summa. Tassd tulee oikeastaan ensimmadisen kerran ongelmia. Mikili ¢ €]a, b[ valitaan
hankalasti, eli =% ¢ Q, s ei olekaan tasavaliporrasfunktio véleilla [a, c] ja [c, b]. Lauseessa

valipisteelle asetetaan rajoitus, ettei ongelmia muodostu.

Lause 2.10. Olkoon s : [a,b] — R tasaviiliporrasfunktio ja ¢ €]a, b| sellainen, ettii =% =: % € Q
jal,k € N. Tallvin piitee

C

/ s(z)dx + bs(a:)d:c - /b s(z)dz.

a



Todistus. Koska s on tasaviliporrasfunktio, 10ytyy valin [a, b] tasavilijako
P={a,a+da+26,...,a+nd=>}.
Valitaan 9 := k‘i-i-l = % Nyt vilien [a, ] ja [c, b] tasavélijaot
P,.:={a,a+ d2,a + 202,...,a + nldy = c}
ja
Py :={c,c+ d2,c+202,...,a+ n(k +1)d2 = b}
sisdltyvit tasavélijakoon

Py :={a,a+ 3,0+ 203,...,a+nkds =c,...,a+n(k+1)ds = b}.

Merkitdan funktion s vélilld Ja+ (i — 1)d2, a +id2[ saamaa arvoa s;:114. Ei ole vaikea ndyttad,

etta
c—a b—a
nk  n(k+1)
joten
¢ c—a nk b—a nk
dr = = — i
/s(a:) T Tk — 8 n(k +1) ;S
Vastaavasti pétee
/ b—c & b—a "
dr = = i
/5(“")’3 nl ZS n(k:+l),z §
- =1 i=nk-+1
Saadaan siis
b b a n(k-+1)
dr = i
/s(x) T o ZZ; s
b—a b—a
= > si > i
n(k + l) =1 (k + ) i=nk+1
c—a nk b—c nl
= A Z Si + o Z S;
=1 =1
c b
= /s(m)dw+/s(x)dw,
mika oli todistettava. O

Saatu tulos yleistyy dérelliselle pistejoukolle:



Seuraus 2.11. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio ja a = zo < 1 < ... < xp = b.
Mikili muodostuvat pisteet saadaan sisillytetyksi johonkin tasavilijakoon, jonka jokaisella miidrit-
telemdlld vililld |x;—1, x;] s on vakio, on voimassa

b n xX;
/s(:x)d:n = Z / s(z)dx.
o i=1,7
Todistus. Kaytetddn lausetta n — 1 kertaa. O

Tavallisessa integraaliteoriassa vastaavat tulokset riittdvét jatkuvien funktioiden ar-
vioimiseen. Tasavili-integraaliteorian kannalta tulokset eivit vield kuitenkaan riitd. Nimit-
tdin s ei ole lauseen2.10|tilanteessa tasavaliporrasfunktio jaossa P,. Tastd syntyy ongelmia
tasaviliala- ja tasaviliyldintegraalia madriteltdessd. Seuraavat lauseet kuitenkin korjaavat

tilannetta.

Lause 2.12. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio, ¢ €la,b[ ja e > 0. Talloin loytyy
tasaviliporrasfunktiot t : [a,c] — Rjau : [c,b] — R siten, etti t(x) < s(z) kaikilla = € |a,c|,
uw(z) < s(z) kaikilla z € [c, b] ja lisiksi pitee

c b b
/t(m)dx+/u(:c)d1: > /s(:v)dxe
Todistus. Etsitddn sopivat tasavéliporrasfunktiot ¢ ja u. Merkitddn sup |s(z)| =: M. Ol-

koon t : [a,c] — R sellainen, ettd se saa samat arvot kuin s lukuunottamatta vélejd, joi-
den yhteenlaskettu pituus on < :3;. Téllainen porrasfunktio on olemassa, koska s vaih-
taa arvoaan vain ddrellisen monessa pisteessd, ja tasavaliporrasfunktion jakoa hienonta-
malla saadaan kunkin hyppéasysepéjatkuvuuspisteen lahistolla vili, jolla funktioiden ar-
vot eroavat toisistaan, mielivaltaisen pieneksi. Médritellddn epédjatkuvuuspisteiden lahelld
t(z) := —M. Vastaavasti saadaan mddriteltyd hyvin s:dd vélilla [c, b] alapuolelta arvioiva
tasavadliporrasfunktio u. Nyt on voimassa t(z) < s(z) kaikilla z € [a,c] ja u(z) < s(x)

kaikilla z € [c, b]. Koska funktioiden arvojen erotus on korkeintaan 2M, on voimassa

c b b

/t(w)dx—i—/u(x)da: — /s(:x)dx < 2-% < e

Koska aina on voimassa —A < |A|, kunhan A € R, edellisestd epayhtélostd seuraa, ettd

c b b

- /t(x)d:v+/u(x)dw /s(x)dx <e

a C a

josta viite seuraa. O]

10



Lause 2.13. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio, ¢ €|a,b[ ja ¢ > 0. Talloin loytyy
tasaviliporrasfunktiot ¢ : [a,c] — Rjau : [c,b] — R siten, etti t(x) > s(z) kaikilla xz € [a,c|,
u(z) > s(z) kaikilla x € [c, b] ja lisiksi pitee

C

/()d:c+/ dx</bs Ydx + €

a

Todistus. Samalla tavalla kuin edellinen todistus. O
Lauseet ja voidaan yleistdd koskemaan dédrellisen montaa pistetta:

Lause 2.14. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio ja e > 0. Muodostakoot pisteet a =
o < ¢ < -+ < ¢ = bwoilin [a,b] tasavilijaon. Tilloin loytyy tasaviliporrasfunktiot t; :
[cic1,6¢] — R, i=1,2,... nsiten, etti

ti(z) < s(z) kaikilla  €]c;—1,¢], i =1,2,...,n
ja lisiksi

n c; b
Z / ti(z)dx > /s(m)dw —€
=le a

Todistus. Valitaan €3 := . Lauseen nojalla patee

b c1

/()daﬁ—eg</ d:c—i—/bul

a

joillekin tasavéliporrasfunktiolle ¢; : [a,c;] — Rja u; : [¢1,b] — R. Taman jdlkeen teh-
dddn sama uudestaan siten, ettd u; vastaa funktiota s, ja lausetta sovelletaan pisteeseen c.
Ndin jatkamalla saadaan todistettua jokainen piste erikseen, ja lisdys on aina < €. Saadaan

lopulta
b b n c;
/s(a:)dx —e< /s(az)d:v —(n—1)ex < Z / ti(z)dz
a a izlci_l

joten vdite pétee. O

Lause 2.15. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio, a = co < ¢; < --- < ¢y =bjae > 0.
Tilloin loytyy tasaviliporrasfunktiot t; : [c;—1,¢;] — R, i =1,2,...,nsiten, etti

ti(x) > s(z) kaikilla z €]c;—1,¢], i =1,2,...,n

ja lisitksi

i/t’ dx</bs(:v)dx+e

=1,
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Kuva 2: Lauseen tilanne, kun k£ = 2. Vasemmalla f; f(x)dx, oikealla kkf f(§)d.

Todistus. Samalla tavalla kuin lauseen 2.14] todistus. O

Seuraavissa lauseissa todettavat ominaisuudet ovat siirto ja venytys. Siirto ei muuta

integraalia, mutta venytys muuttaa integraalia venytyksen verran.

Lause 2.16. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio ja ¢ € R. Tillvin piitee

b b+c
/s(x)dx = / s(x — c)dx.
a ate

Todistus. Olkoon P = {xq,z1,...x,} vilin [a, b] tasavilijako, vilin pituutena §. Nyt P, =
{ro+c,z1+c,...xn+ct ={v0,y1,...,Yn—1,Yn} on vdlin [a + ¢, b+ ¢] tasavilijako. Merki-
tddn valid |x;_1, ;[ vastaavaa s:n arvoa s;:11d. Olkoon ¢(z) sellainen funktio, ettd jokaisella

valilld Jy;—1, ;[ patee t; = t(x) := s(z — ¢). Nyt arvot s; ja t; vastaavat toisiaan. Ndin ollen

pétee
b n n b+-c
/s(m)dm = 52& = 5Zt,~ = / s(x — c¢)dx.
s i=1 i=1 ate
O
Lause 2.17. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio ja k > 0. Tilloin piitee
kb b
x
/s <%> dx = k/s(m)dw.
ka a
Todistus. Olkoon P = {xzg, z1,...,x, = b} funktioon s liittyvéd tasavalijako. Maarittelemal-
la P, = {kxo, kx1, ..., kz,} saadaan vilin | ka, kb] tasavilijako. Merkitdan s(x) =: s;, mikali

v €lri1, 2], ja t(x) = s(7), mikdli z €]ka, kb[. Talloin ¢(x), missd x €lkx; 1, kx;[, vastaa

lukua s;.
kb " n b
/t(m)daz = Zsiké = kézsi = k:/s(:c)d:r.
i i=1 i=1 s
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Lauseissa ja asetettiin rajoituksia valipisteen valinnalle ja valitulle vakiolle.

Naitd tuloksia saadaan kuitenkin yleistettyd ottamalla kdyttoon uusia madritelmia:

Maiiritelma 2.18. Olkoon s : [a, b] — R tasavaliporrasfunktio. Mééritellaan
a b
/ s(x)dr == — /s(x)dac.
b a
Maiiritelma 2.19. Olkoon s : [a, b] — R tasavaliporrasfunktio ja ¢ € [a, b]. Mddritellddn
c
/ s(z)dx = 0.
c
Néiden madritelmien avulla voidaan lauseen pisteiden a, b, c jédrjestys valita miten
hyvéansa (kunhan oletus vélien osaméaran rationaalisuudesta on voimassa) ja tasavalipor-

rasfunktiolle s patee
b c

/s(m)dx:/s(m)dx—l—/bs(fc)dw.

a a

Todistetaan esimerkiksi tapaus b < a < c:

Todistus. Lauseen nojalla

C a c

/ s(z)dx = / s(z)dx + / s(z)dz.

b b a

Lisdamalld molemmille puolille

—/Cs(x)dw—/as(x)dx

saadaan . b . b .
—/s(m)d:z:: —/s(:c)dx—l—/s(a:)d:n.

b b a

Sitten jarjestetddn termejd ja kdytetdan maaritelmaa jolloin saadaan

b c c
/s(m)d:z: /s(:v)dx—/s(a:)dx,
a a b

josta uudestaan méaritelméan nojalla saadaan
b c b
/s(m)dx:/s(m)da:—i-/s(x)dx,

mika riittda todistamaan vaitteen.
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My6skin lausetta 2.17]voidaan kayttad yleisemmassd muodossa, ja valita k myos nega-
tiiviseksi. Todistetaan ensin aputulos:

Lause 2.20. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio. Tilloin pitee

—b b
/s(—x)d:v: —/s(a:)da:.
Todistus. Olkoon P = {a = xg,21,...,2, = b} vilin [a, b] tasavilijako. Merkitddn s; :=
s(x), missd z €|x;_1,xz;[. Olkoon P, = {—b = yo,¥y1,...,Yn = —a} valin [—b, —a| tasa-
valijako. Olkoon ¢ : [—b,—a] — R tasaviliporrasfunktio siten, ettd t(x) := s(—x). Mer-

kitaan t; = t(x), missi x G]yi_l,yi[. Nyt t; = Sn—i+1 kaikilla ¢+ = 1, 2, Lo, n. Merkitian
0= Ti — Ti—1 = Yi — Yi—1- Talloin pétee

/ t(z)de B2 — / t(z)dz

—a —b

madar.

n
=56 ti=—0(sn+ Sn-1+ -+ 51)
=1

O]

Lauseen [2.17 todistus, kun k < 0. Olkoon k < Oja s : [a,b] — R tasavéliporrasfunktio. Voi-
daan muokata integraalia:

kb (=k)(-b)
T —T
/s(k)dac— s _]€>dx
ka (=k)(~a)

Nyt lausetta kayttamalld saadaan

(—k)(~b)

/ s <:l";> do = —k ]bs(—x)d:n.

(=k)(=a)
Kayttamalla aputulosta saadaan

—b b b
—k/s(—x)dx _ —(—k)/s(x)dm _ k/s(a:)dx.
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3 Paloittain jatkuvan, rajoitetun funktion maaratty

tasavili-integraali

Edellisessd kappaleessa havaittiin, ettd tasavaliporrasfunktion tasavéli-integraali on mo-
nessa suhteessa samanlainen kuin porrasfunktion Riemann-integraali. Tama viittaisi sii-
hen, ettd myos suljetulla ja rajoitetulla vililld méaaritellylle rajoitetulle ja paloittain jatku-
valle funktiolle saadaan maéériteltyd mielekds integraalin késite tasavélijaon avulla. T&s-
sa kappaleessa ndin tehdaankin, eli méaritellddn rajoitetun ja paloittain jatkuvan funktion
madratty tasavéli-integraali. Kappaleessa esitetddn myos vaihtoehtoinen maaritelmd, jo-
ka osoittautuu varsinaisen maaritelméan kanssa yhtapitaviksi, kun tarkastellaan paloittain
jatkuvia ja rajoitettuja funktioita.

Madratyn tasavéli-integraalin olemassaoloa tai funktion integroituvuutta ei méaaritel-
14 sen kummemmin. Tdssd onkin mielenkiintoinen jatkotutkimuksen aihe: Mitkd funk-
tiot ovat “tasavili-integroituvia”? Myohemmin todistetaan, ettd Riemann-integroituvalle

funktiolle maaratty Riemann-integraali ja tasavili-integraali ovat samat.

Mairitelmd 3.1 (rajoitetun, paloittain jatkuvan funktion tasavili-integraali). Olkoon f :
[a,b] — R paloittain jatkuva ja rajoitettu. Funktion f maddritty tasavili-integraali yli vilin

[a, b] on

b n
/f(a;)dx = nlilgozb;af <a+jb_na>.
a J=1

Huomautus 3.2. Mddritelmdssd on valittu funktion arvon laskemispisteeksi kunkin Véili
oikeanpuoleinen pditepiste, mutta tdlld ei ole suurta merkitysta lopputuloksen kannalta
koska tarkastellaan vain paloittain jatkuvia funktioita. Pisteen valinnalla on kuitenkin ylei-
sessd tapauksessa merkitystd: jos se saadaan valita joka valiltd mielivaltaisesta kohdasta,

pdadytadn perustavalla tavallaﬁ eri mddritelmaan.

Huomautus 3.3. Mééritelmén kanssa tulee ongelmia, jos f onkin rajoittamaton, esim f :
10,1] — R,z %, tai madrittelyvali on rajoittamaton, esim. f : [-5,00[— R,z +—
arctan x. Ei kuitenkaan mietitd néditd vaan pitdydytdan rajoitetuilla véleilld maaritellyis-

sd rajoitetuissa funktioissa.

Huomautus 3.4. Méadrétty tasavéli-integraali on madritelty vain paloittain jatkuville, rajoite-
tuille funktioille. Raja-arvo on tdlloin aina olemassa ja yksikdsitteinen. Taméd todistetaan

seuraavassa. Ensin todistetaan tulos jatkuville funktioille.

*Tassd kunkin vilin pituus on vakio, 2.

®Vaikka tdssi ei tasavali-integroituvuutta méaariteltykdan, voitaisiin maaritelld ettd funktio on tasavali-
integroituva, mikali maaritelméssa esiintyva raja-arvo on olemassa ja se on yksikésitteinen. Tama ei kuiten-
kaan ole mielekastd, silla talloin integraalin kasite olisi ristiriidassa yleisesti kdytossé olevien integraalien maa-
ritelmien kanssa. Katso esimerkki
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A

w_1 w_E w_i b

Kuva 3: Méaratyn tasavili-integraalin méadritelméssa esiintyva summa vastaa kuvion tum-

mennettua alaa. Kun jakovélien médrd n — oo, saadaan integraali.

Lause 3.5. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Tilloin raja-arvo

b

/f(x)dx::nliigozn:b;af<a+jb;a>.

J=1

a

on olemassa.

Todistus. Todistus perustuu siihen, ettd jatkuva funktio f : [a,b] — R on tasaisesti jatkuv
ks. [3] s. 100-101]. Merkitdin

" b—a b—a
Fn;zz - f(a—l—z - )

i=1
F}, on arvio integraalille, kun osavélien maard on n. Funktion arvo lasketaan kunkin osa-
vilin oikeanpuoleisessa pédatepisteessd ja kerrotaan osavilin pituudella; timéa antaa yhden
suorakaiteen pinta-alan.
Olkoon ¢ > 0. Koska f on tasaisesti jatkuva, on olemassa d > 0 siten, ettd | f(x)— f(y)| <
¢, kunhan |z — y| < 4. Olkoon S,, = {a = zo,21,...,2, = b} sellainen tasavalijako, ettd
osavalin [z;_1, z;] pituus on < §. Olkoon tasavilijako Sy = {vo, y1,. - ., yn } tasavilijaon S,

hienonnus, siis S,, C Sy. Merkitdan
b—a b—a
=Y 0 (e i)

"Se, ettd funktio f : [a,b] — R on tasaisesti jatkuva tarkoittaa sitd, ettd jos on annettu ¢ > 0, on olemassa
0 = 0(e) > O siten, ettd kaikilla «, 5 € [a, ]

|f(a) = f(B)| <€, kunhan |a — 5] < 4.
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Jaossa Sy véli [x;_1, x;] jaetaan osavileihin [y,, Yr+1], [Yr+1, Yr+2] - - - [Ys—1, ys]. Nditd vilejd
vastaavien termien osuus Fy:std on
S
b—a b—a
Z ~ f <a + 7 ~ > )

j=r+1

Osavalid [z;_1, ;] vastaavan termin vaikutus F):44n on b*Ta f (a + zb’T“), mikd voidaan

kirjoittaa muodossa

(s—r)'b]_vaf <a—|—ib;a> =3 b;[af <a+ib;a>.

Jj=r+1

Viliin [z;_1, ;] liittyville, jakoja Sy ja S, vastaaville termeille (j = r+ 1,7 +2,...,5)

‘f <a+jb;[a> f(aJrib;a)‘ < €,

koska oli Valitt b=a 4. Siispa on voimassa

5 oty) e S

j:r-i,—l ]:T+1

pétee

Ottamalla huomioon kaikkiin osavéleihin x;_1, x; liittyvit termit saadaan arvioksi

b —

n

L —"

) |Fy —Fa <) e
=1

kunhan b_Ta < d(€) ja Sy onjaon S, hienonnus.
Valitaan nyt tasavélijaot S, Sy, ja Sn siten, ettd Sy on tasavilijakojen S,,, S, hienon-

nus. Oletetaan, ettd =% < §(€) ja =2 < §(¢). Kolmioepayhtilon ja yhtélbnavulla saadaan
’Fn_Fm| < ‘(Fn_FN)+(FN_Fm)| < ‘Fn_FN|+‘Fm_FN| §26(b_a)-
Voidaan kirjoittaa
|y — Fin| < 3e(b—a)

kunhan m,n ovat riittdvan suuria. Téastd ja Cauchyn ehdosta lukujonon suppenemiselle

seuraa, etta raja—arvo
b

lim F, =F = /f(a:)da:.

on olemassa. O
a+.b—a _ a—i—ib_a <5
Y n ’
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Seuraavassa todistetaan, ettd arvo ff f(z)dx ei riipu valituista pisteistd: voidaan va-
lita jokin muu kuin tarkasteltavan vélin oikeanpuoleinen paitepiste integraalin pysyessa

muuttumattomana.

Lause 3.6. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva ja olkoon &; € [x;_1, ;] kaikillai = 1,2,... n. Talloin

raja-arvo

n b o
lim TR f(E)
=1

on olemassa ja yksikisitteinen. Raja-arvo ei siis riipu siitd miten pisteet ; on vileilti valittu. Lisiksi
pitee

n

b
Tim Y b;af(&-) = /f(:c)dw.

i=1

Todistus. Osoitetaan, ettd jos valitaan mikd muu hyvénsad vilin piste, tulos on sama. Ol-

koon

Fo=3 "6,

i=1
missé &; € [z;_1,x;] voidaan valita mielivaltaisesti. Lauseen 3.5|todistuksessa ei tarvittaisi
oletusta siitd, ettd F},:n ja F;,,:n lausekkeissa lasketaan funktion arvoja osavilin oikeanpuo-
leisessa padtepisteessd. Nimittain jos valitaan padtepisteen a + i>= sijasta mika hyvansa
pisteista
&i € [mi—1, 2],

padstddn samaan epayhtdloon, koska funktion arvot ovat kuitenkin e:ia ldhempéanad toisi-
aan, ks. [3} s. 193-194]. Muodostetuille F;, ja F},, pdtee siten

|F, — Fin| < 3e(b—a)

kunhan m, n ovat tarpeeksi isoja. Merkitdan lim,, .o, £, = A. Nyt patee myoskin
|Ey, — Al < 3e(b—a).

ja koska tdma pétee kaikilla € > 0, on oltava

lim F, = A,

n—oo

eli raja-arvo ei riipu vélipisteen valinnasta. O

Lause 3.7. Olkoon f : [a,b] — R paloittain jatkuva ja rajoitettu. Talloin raja-arvo

b

/f(a:)dx :zJi_)n;OZb;af (a—kib;a).

=1

a

on olemassa.
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Todistus. Olkoon e > 0. Mddritellddn A := { f:n epdjatkuvuuspisteet}. Koska f on tasaisesti
jatkuva joukossa [a, b]\ A, on olemassa 6 > 0 siten, ettd | f(z) — f(y)| < ¢, kunhan |[z—y| < §,
eikd x:n ja y:n vilissd ole epdjatkuvuuspistettd.

Olkoon M sellainen, ettd M > sup|f(z)|. Olkoon epdjatkuvuuspisteitd k kappaletta.

Midritelldan 6 := £5;. Olkoon n > M jolloin =2 < §. Madritellaan
" b—a b—a
F, = ] .
; - f (a +1 - )
Olkoon S, = {a = zo,x1,...,2, = b} vdlin [a, b] tasavilijako. Olkoon tasavilijako
Sy ={a=yo0,41,-..,yn = b} tasavilijaon S,, hienonnus, siis S,, C Sy. Merkitddn
N
b—a b—a
Fy = pa—
N Z N f (a ti—y )
j=1
Jaossa Sy vili [z;_1, z;] jaetaan osavaleihin [y, Yr41], [Yr+1, Yrt2]s - - -, [Ys—1, ys|- Nditd vilejd

vastaavien termien osuus Fy:std on

Z b]—vaf <a+3b—a)

j=r+1

Tarkastellaan osavilejd [x;_1, x;], joilla ei ole epdjatkuvuuspistettd. Tdlloin osavélin vai-

b— b—
e f <a + z'a) ;
n n
mikd voidaan kirjoittaa muodossa

(s—r)-b]_vaf<a—|—ib;a> = > b]_vaf<a+ib;a>.

j=r+1

kutus F,,:d3n on

Niihin véleihin [z;_;, ;] liittyville, jakoja Sy ja S, vastaaville termeille (j = r,7+1,...,5)

‘f <a—|—jb;fa> —f(a—i—ib;a)‘ <€,

koska oli valittu 2=¢ < §. Siispa on voimassa
n P

3 [rondts®) s (5[ 10 < 30 it =

j:r+1 ]:T+1

pétee

Epéjatkuvuuspisteen sisdltdvien vilien lukumééra on < k, joten niiden kontribuutio on
korkeintaan 2 - kb_T“ - M < e. Ottamalla huomioon kaikkiin osavaleihin [z;_1, ;] liittyvat
termit saadaan ndin ollen arvioksi
b—

n

3) Py —Fol <Y e te=clb—a) +e,
i=1
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kunhan b_T“ < d(€) ja Sy onjaon S, hienonnus.
Valitaan nyt tasavalijaot S, Sy, ja Sn siten, ettd Sy on tasavilijakojen S,,, S, hienon-

nus. Oletetaan, ettd =% < §(€) ja =2 < §(¢). Kolmioepayhtilon ja yhtélénavulla saadaan
(Fo = Fonl < [(Fu = F) + (Fy — F)| < |Fy — Pyl + |Fyo — F| < 2(e(b—a) + ).

Voidaan kirjoittaa

|Fro — Fin| < 3(e(b—a) +¢)
kunhan m, n ovat riittdvan suuria. Koska € > 0 oli mielivaltainen, epdyht&lostd ja Cauchyn
ehdosta lukujonon suppenemiselle seuraa, ettd raja-arvo

b

lim F,, =F = /f(x)dac

n—~oo
a

on olemassa. ]

Lause 3.8. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva ja olkoon & € [x;_1,x;] kaikilla
i =1,2,...,n mielivaltainen. Tdlloin raja-arvo

n b—
lim TS
i=1

on olemassa, ja se on siti riippumatta miten pisteet §; on vileilti valittu. Lisiksi piitee

n

b
Jm 326 = [ s

i=1

Todistus. Todistus on samanlainen kuin lauseen [3.7 todistus. O

Riemann-integroituvan funktion maaratyn tasavali-integraalin olemassaoloon palataan
myohemmin kappaleessa Riemann-integraali.

Tasavili-integraali voidaan maéaéritelld myos toisella tapaa:

Maiiritelma 3.9 (rajoitetun, paloittain jatkuvan funktion tasavéli-integraali, 2. versio). Ol-
koon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva funktio. Olkoot s, ¢ sellaisia tasavélipor-
rasfunktioita, ettd s(x) < f(z) < t(z) kaikilla = € [a, b]. Mikili 16ytyy tasan yksiluku I € R
siten, ettd jokaisella ehdon tayttavalla tasaviliporrasfunktioparilla s, ¢ patee

b b

/ s(z)dzr < I < / t(z)dz,

a a
niin funktion f m&aratty tasavali-integraali yli vélin [a, b] on
b

/f(x)d:c =1

a
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Huomautus 3.10. Paloittain jatkuvalle, rajoitetulle funktiolle tasavali-integraali on aina ole-

massa ja yksikédsitteinen myos tamén toisen maaritelman mukaan.

Huomautus 3.11. Osoittautuu, ettd rajoitetuille ja paloittain jatkuville funktioille méaéritel-
maét ovat yhtédpitavét. Yleisessd tapauksessa méadritelmaét eivit kuitenkaan ole yhtédpitavat.
Esimerkin mukaan raja-arvomadritelmd antaa integraalin arvoksi 1, mutta vaihtoeh-

toinen méadritelma ei suostu integroimaan funktiota.

Maiiritelma 3.12 (tasavilialaintegraali ja tasavéliyldintegraali). Olkoon f rajoitettu, paloit-
tain jatkuva valilld [a, b]. Olkoot s, ¢ tasavaliporrasfunktioita. Sanotaan, etta viliin [a, b] liit-
tyvi f:n tasavilialaintegraali on
b
I(f) = L(fiap) = sup /s(az)d:n : s(x) < f(x) kaikilla z € [a, b]
ja tasaviliylidintegraali on
b
I(f) = I(fiap) := inf /t(w)d:c : f(z) < t(z) kaikilla z € [a, b]
Huomautus 3.13. Tasavalialaintegraalit ovat olemassa, silld ylhaéalta rajoitetulla reaaliluku-
joukolla on supremum ja alhaalta rajoitetulla infimum. Joukkojen rajoittuneisuus seuraa f
rajoittuneisuudesta.
Huomautus 3.14. Mikali I(f) = I(f), on tdmé& yhteinen arvo méaritelmissé esiintyva arvo

I. Tamai seuraa suoraan tasaviliala- ja tasaviliyldintegraalien méaéaritelmista.

Lause 3.15. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Tilloin

I(f) = 1(f)-
Todistus. Koska f on jatkuva suljetulla ja rajoitetulla vélilld [a, b], on se tasaisesti jatkuva.
Olkoon € > 0. Nyt 16ytyy n € N siten, ettd mikali

€

2(b—a)’

o —yl < *=, miin | (z) ~ f(3)] <

Olkoon P = {a = xg,z1,...x, = b} valin [a, b] tasavilijako. Méddritelldan tasavéliporras-
funktiot

si = s(z) :=min{f(z) : ¢ € [z;_1, 2]}
ja

ti = t(z) :=max{f(z) : ¢ € [wi_1, 23]}
Nyt s(z) < f(z) < t(x). Jatkuva funktio saavuttaa suljetulla ja rajoitetulla vélilla pienim-
maén ja suurimman arvonsa, joten joillakin muttujien y;, z; € [z;—1, z;] arvoilla f(y;) = s; ja
f(zi) = t;. Koska

b—a
lyi — zil <@p— a1 = ;
n
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pétee

€ €
i — bl = i) — J(zi)] < .
=t = £0) = (0] < 55 < 5=
Tastd saadaan
b b ) n ) "
/t(a:)d:c—/s(a:)da:: ;azz_;t’_ ;a;sz
b— a —
= Z(ti_si)
i=1
b—a ne .
n b—a

Naéin ollen tasaviliyldintegraalille ja tasavélialaintegraalille pétee

1) - 1(F)] < e,
joten koska € > 0 oli mielivaltainen, viite pétee. O

Lause 3.16. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Tilloin pitee

n

. b—a b—a _
nlinéoZ; —f <a + Jn> =1(f)=1(f).
]:
Todistus. Osoitetaan, ettd raja-arvo on aina tasaviliala- ja tasaviliyldintegraalien valissa.

Koska f on jatkuva,

inf{f(x): z €lzwi—1,z;[} < f(z;) <sup{f(x):x €|la;—1, 2}

Mikili ndin ei olisi, léytyisiﬂc € [zi—1, x;] siten, ettd f(z) < inf f(z) tai f(x) > sup f(z) kun
x €]c, z;[, mikd on mahdotonta.

Olkoot s,t porrasfunktioita, joista s arvioi f:da alapuolelta ja ¢ yldpuolelta siten, et-
td kullakin valilld |x;_1, x;[ patee s; = s(x) = inf{f(z) : = €|z;_1, 5[} ja ti = t(z) =
sup{f(z) :  €]x;_1, x;[}. Olkoot Psja P; funktioita s ja t vastaavat tasavilijaot, ja olkoon P
sellainen jako, ettd P;U P, C P jalisédksi sja t ovat tasavéaliporrasfunktioita, kun jakopistei-
ni ovat P:n alkiot. Olkoon n € N sellainen, ettd P:n alkioiden lukuma&rd on n + 1. Talloin

raja-arvolausekkeessa esiintyvan summan termeille patee
si < f(@i) <t

kaikilla ¢ = 1,2,...,n. Néin ollen pétee

b

b
b—a & “b—a b—a
/s(x)d:r = ;si < ; - flx;) < e t; = /t(:):)dac.

a

z:n ollessa lahella ;:ta funktion f arvot ovat lahelld f(x;):ta
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Siispd koska I(f) = I(f) € R, patee my0s

" bh— b—
I

j=1

I(f)-

O]

Néin on saatu todistettua, ettd jatkuvalle f : [a,b] — R voidaan kdyttdd kumpaa tahan-
sa madritelmistd tasavili-integraalia ff f(x)dx laskettaessa. Seuraavat lauseet sisaltdavit

saman tuloksen rajoitetuille ja paloittain jatkuville funktioille.

Lause 3.17. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu. Tilloin piitee

I(fiap) = L(fia,q) + L(fic))-

Todistus. Koska f on rajoitettu, ovat I(fjqq), L(fja,q) ja L(ficp) olemassa. Selvasti kaikilla
tasavaliporrasfunktiolla s : [a,b] — R, ¢ : [a,¢] — Rjau : [¢,b] — R joille on voimassa
) <

t(z) < s(z) < f(z) kaikilla z € [a, c]jau(z) < s(z) < f(z) kaikilla z € [c, b] patee

C

/bs(x)dx > /t(:p)daz+/bu(:v)dx

a

w0

=

o
——
S

s(z)dz : s(x) < f(z),z € [a, b]} > sup{ /t(x)dm ct(z) < f(x),x € [a,c]}

b
+ sup { /u(az)da: cu(z) < fx),x € [c, b]} ,
eli
I(fiap) = L(fia,q) + L(fic)-
Todistetaan sitten, etta
I(fiap) < L(fia,q) + L(fic)-
Olkoon € > 0. Lauseen .12 nojalla jokaiselle tasavéliporrasfunktiolle s : [a,b] — R loytyy

tasavaliporrasfunktiot ¢ : [a, ] — Rjau : [¢,b] — R siten, ettd
t(z) < s(z) kaikilla z € [a, c| ja u(z) < s(z) kaikilla z € [c, b]

ja lisdksi

/b s(z)dz — € < / Har)da + /b w(z)da.

a
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Nyt on valttamatta
b c b

/ s(z)dz < / t(z)dx + / u(z)dz,

a a C

silla mikali olisi I(fa,5)) > L(fla,q) + L(flc5)), 10ytyisi e2 > O siten, ettd

b c
/s(w)dm — €9 > sup { /t(m)dz ct(x) < f(z),x € [a,c}}

a a

Cc

b
+sup{ /U(w)d:v ru(r) < f(x),x € e, b]} )

mika on lauseen nojalla mahdotonta. Siis antiteesi on véara ja patee

l(f[a,b}) < l(f[a,c]) + l(f[c,b})

Saaduista kahdesta tuloksesta seuraa, ettd

L(frap) = L(fia,q) + L(fen)

O
Lause 3.18. Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Tilloin pitee
I(fiap) = I(fia,q) + I(fien)-
Todistus. Samalla tavalla kuin edellinen todistus. O

Lause 3.19. Paloittain jatkuvalle, rajoitetulle funktiolle f : [a,b] — R piitee

I(f)=1I(f).

Todistus. Olkoon e > 0. Riittd4 osoittaa, ettd

I(f) < I(f) < I(f) + e

Ensimmadinen epdyhtdlo seuraa suoraan tasaviliala- ja tasaviliyldintegraalien maari-
telmista.

Todistetaan sitten toinen epayhtdlo. Koska f on rajoitettu, on M € R siten, ettd | f(z)| <
M kaikilla z € [a,b]. Koska f on paloittain jatkuva, 10ytyy korkeintaan &dérellisen monta
pistettd, joissa f on epdjatkuva. Merkitdan tatd pistejoukkoa {z1, z2, ...,z }, missd z;_1 <

x; kaikilla¢ = 2,3,.. ., k. Merkitddn xo = a ja x4 = b. Valitaan ¢ := . Merkitdan

€
10(k+1)M

l(fl) = l(f[ﬂ?i—l‘i‘(s,wi—é])'
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ja
T(fl) = T(f[:vi,1+5,xi—6])7
missdi=1,2,...,k+ 1.
Lauseen nojalla

k+1

l(foif [mi—1+5@i*5]) - Z(f[xz‘fﬁ&xi—ﬂ)'
i=1
Naéin ollen tasavélialaintegraali eroaa summalausekkeen arvosta vain epdjatkuvuuspistei-

den §-ymparistojen aiheuttaman muutoksen verran:

k+1

1(£) = SO I()| < (k+1)-2M 25 < e = 2
=1

10 5

Siispa
k41 kt1

I(f) € ] I - % ST + §
1=1 i=1

Samalla tavalla ndhdidn vastaavasti, ettd

k+1 k+1

I(f) € ] ST~ pe DT+ el
i=1 i=1

Lauseen nojalla péteﬂ

k+1 k+1

M I(f) = > 1(f),
=1 =1

joten on voimassa

mistad seuraa, etta

Naéin ollen viite pétee. O

Lause 3.20. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Tilloin pitee

" b—a b—a -
li — | = =I(f).
nggo; —f <a+y - > I(f) = I(f)
Todistus. Osoitetaan, ettd

n

nhjgozb;“f <a+ib;a> > I(f).

=1

0Tulos patee jokaiselle vilille [x;—1 + &, z; — ] erikseen, joten se patee my6s summalle
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Riittdd osoittaa, ettd jos on annettu € > 0, on voimassa

n

nlerolozb;af <a+jb_na) e I(f)

=1

Olkoon ¢ > 0. Merkitddn epédjatkuvuuspisteiden joukkoa yo, y1, %2, . . ., yx. Merkitaan
M :=max|f(x)| : z € [a, b]. Olkoon

€

(b—a)(k+1)3M"

n:=

Epéjatkuvuuspisteiden ldhelld raja-arvotermiin voi tulla pienempid arvoja, kuin mité vas-
taavat tasavilialaintegraalin tasavéliporrasfunktion termit ovat. Vaikutus on kuitenkin pie-

nempéaa kuin

b= pry.om.—0=a) 2,

(k+1)-2M - — b—a)3ME+L) 3

Niilld véleilld [z;—1, 4], joille ei kuulu epdjatkuvuuspisteitd, raja-arvolausekkeen termit

ovat vdhintddn yhta suuria kuin tasavilialaintegraalin vastaavat termit:

b—a

-sup{s(z) : s(z) < f(z)} < b_Taf <a+ib ; a)

kaikille i = 1,2, ...,n. Néin ollen

n

b— b— 2
Jim 32 <a+jna> >I(f) - 36

i=1

eli

“b— b—
Tim Y- n“f <a+jna) e I(f),
=1

joten koska € > 0 oli mielivaltainen, on oltava

n

nllrgozb;af<a+il)_rl(l> > 1(f).

=1

Samanlaisella péattelylla nahddan, etta

) “b-a b—a -
Jm 2 o+t <1

Lauseen nojalla patee

joten taytyy olla
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4 Madidrdtyn tasavili-integraalin ominaisuuksia

Téssd kappaleessa listataan joitain tasavili-integraalin ominaisuuksia.

Lause 4.1. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Olkoon c¢ € R. Tdlloin pitee

b b
/ of(z)dz = ¢ / Fa)da.

Todistus. Lauseen [3.7| nojalla raja-arvo on olemassaE} Vakio saadaan ottaa summasta ja

raja-arvosta ulos, joten

b n
/cf(x)dx:nlirgoz b;acf <a—|—jb;a>

Jj=1

n

b
:cyglngozb;af<a+jb;a> :c/f(a:)dx

Jj=1

Seuraava lause kertoo ettd summan integraali on integraalien summa.

Lause 4.2. Olkoot f : [a,b] — R ja g : [a,b] — R rajoitettuja ja paloittain jatkuvia. On voimassa

/b F(z) + g(z)dz = /b F(z)dz + /b g(z)da.

Todistus. Todistuksessa kédytetddn jdlleen raja-arvon ominaisuuksia hyvéksi.

b -’fL

f@) +gle)de = lim, b; flati—=)+g(ati—
/ ()d12“<<ba><ba>>

a _j:l
“b—a b—a “b—a b—a
g . ‘
i | S0 (a0 ) £ 2 (a0
_]:1 7j=1
h—
:hmz af<a—|—]a>+limz ag<a—|—] a>
n—»ooJ:l n—»ooj_l
b b
:/f(:r:)dx+/g(9:)d:c

O]

Lauseita [4.T] ja 4.2] hyvéksi kédyttden saadaan integroitua mikéd hyvinsé rajoitettujen,

paloittain jatkuvien funktioiden lineaarikombinaatio:

" Tylosta kaytetdan useasti kappaleen aikana. Sita ei kuitenkaan aina mainita.
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Lause 4.3. Olkoot f; : [a,b] — R rajoitettuja ja paloittain jatkuvia. Olkoot ¢; € R kaikilla i =
1,2,...n. Tilloin pitee

b

" L b
/ (Z Cifi(ﬂﬁ)) dr = ;Cia/fi(iﬂ)dx-

2 \i=1

Todistus. Tulos seuraa lauseista§.1}ja

b b

/ (Z Cifi($)> dx = /(le1($)dx +eafa(x) + -+ cnfolx))dr
=1

a a

b

b
/clfl(:v)dw + /(CQfQ(ZL‘) + -+ e fu(r))de

a

b b b
._,/clfl(a:)dx—i-/chQ(:):)dx—i---~+/Cnfn(l‘)d96

b b b

@]c1/f1(a:)dac+cz/f2(37)0595+"'+c"/f”(%)dng
zzn:Ci/bfi(m)dl’

O]

Lause 4.4. Mikili ¢ €]a,b|, ja f : [a,b] — R on rajoitettu ja paloittain jatkuva, on voimassa

/b f(z)dz = / F(z)da + /b f(z)d.

Todistus. Lauseen[3.17nojalla rajoitetulle f on voimassa

yhtiasuuruus

I(flap) = L(fla.q) + L(ficp)
ja lauseen nojalla patee
I(fiap) = I(fia,q) + I(ficp)
Lauseen [3.19|nojalla taas pétee kullekin osavilille erikseen
I(f) = I(f).

Naista tuloksista viite seuraa. O
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Lause 4.5. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Olkoon ¢ € R. Talloin on

b b+-c
[ 1wz = [ sy
a a+c

Todistus. Olkoon g : [a+c¢,b+c] — R, g(z) = f(x — c). Merkitddn I(g):114 g:n tasavéliyldin-

tegraalia ja I(g):114 ¢:n tasavilialaintegraalia. Riittdd osoittaa, ettd

b
T(g) = I(g) = / f(z)dz.

Olkoon s : [a + ¢,b + ¢] — R mikd hyviansa tasavaliporrasfunktio, jolle pétee s(x) < g(x)
kaikilla z € [a+ ¢, b+ ¢]. Talloin tasavéliporrasfunktiolle s; : [a,b] — R,z +— s(z + ¢) pétee
si(x) < f(z) kaikilla z € [a, b]. Lauseen 2.16|nojalla pitee

bt-c b b
/s(w)da:: /3(:U+c) = /sl(x)dx.
atc a a
Siispéa pétee
b+-c b+c b
I(g) =sup { / s(x)dx : s(x) < g(x)} = sup { / s1(z)dx = si(x) < f(:c)} = /f(af)dx
a+c a+tc a
Koska f on rajoitettu ja paloittain jatkuva, lauseen nojalla patee
I(g) = I(9),
joka riittad vaitteen todistamiseen. O

Lause 4.6. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Kaikilla k > 0 pitee

b kb
Jro=1]5(2).
a ka

Todistus. Maéritelldan g(x) := f(%), missd g : [ka,kb] — R. Olkoot I(g) ja I(g) véliin

[ka, kb ja funktioon ¢ liittyvét tasavaliyla- ja tasavélialaintegraalit. Osoitetaan, ettd

b
I(g)=1(g) = k / F(@)da.

Ensimmadinen yhtdsuuruus seuraa suoraan lauseesta ja siitd, ettd g on rajoitettu ja pa-

loittain jatkuva. Osoitetaan toinen yhtasuuruus: Olkoon s : [ka,kb] — R mikd hyvansa
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tasavaliporrasfunktio, jolle patee s(x) < g(z) kaikilla z € [ka, kb]. Talloin tasavéliporras-
funktiolle u : [a,b] — R,z — s(kx) patee u(x) < f(z) kaikilla z € [a,b]. Lauseen 2.17]

nojalla on voimassa

kb b b
/s(x)dx = k:/s(k:x)dx = k:/u(m)dx
ka a a

Nain ollen saadaan (tdssd u ja s eivat ole kiinnitettyja)

mika riittda vaitteen todistamiseen. O

Lause 4.7. Olkoot f : [a,b] — Rja g : [a,b] — R rajoitettuja ja paloittain jatkuvia. Tilloin

b

[ s < /b g(w)dz,

a

mikili f(xz) < g(z) kaikilla x € |a, b].

Todistus. Olkoon f(z) < g(x) kaikilla z € [a,b]. Méddritellddn tasavéliporrasfunktio s :
la,b] — R. Jos porrasfunktio arvioi f:44 alapuolelta, arvioi se myos g:td alapuolelta. Jos se

arvioi g:td yldpuolelta, arvioi se myos f:da yldpuolelta. Tadstd seuraa

I(f)<I(g) ja  I(f)<I(g)

Koska f ja g ovat rajoitettuja ja paloittain jatkuvia, patee lauseen nojalla tasavaliyld- ja

tasavilialaintegraaleille
I(f) =1(f) < L(g) = 1(g)

mika riittdd todistamaan vaitteen. O

Halutaan maaritelld maaratty tasavéli-integraali myos siind tapauksessa, ettd alaraja on
yldrajaa suurempi. Méédritelma on analoginen vastaavan tasavaliporrasfunktion integraa-

lin mééaritelmén kanssa; médaritelma voitaisiin todistaa ldahtien tasavéliala- ja tasavéliyldin-
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tegraalien madritelmistd seké tasavaliporrasfunktion méaaritelméastd, kun alaraja on ylara-
jaa suurempi. Kuitenkaan maaratyn tasavali-integraalin raja-arvomaéritelmésta ei padsta

suoraan johtamaan kyseistd tulosta, joten erillinen méaaritelmé on hyva olla olemassa.

Mairitelma 4.8. Olkoon f : [a, b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Madritellaan

/af(x)da: = —/bf(:c)d:c.
b a

Maiiritelma 4.9. Olkoon f : [a,b] — R paloittain jatkuva ja ¢ € [a, b]. Madritellaan

/cf(:v)dac = 0.

Maééritelmien avulla voidaan muutamia lauseita muotoilla yleisemmin:

Lause 4.10. Mikilic € R, ja f : [a,b] — R on rajoitettu ja paloittain jatkuva, niin pitee

/Cf(ﬂc)dx—i—/bf(:c)dm—/bf(x)dx.

Todistus. Todistetaan esimerkiksi tilanne ¢ < a < b. Lauseen f.4| nojalla rajoitetulle, paloit-
tain jatkuvalle f : [c,b] — R pétee

/af(x)dx—i—/bf(x)dx—/bf(x)dx.

Nyt kidyttdmalld maaritelmas 4.8 saadaan

c b b
—/f(ac)dw+ f(x)da::/f(:v)dx,
joten
c b b
[ 1@+ [ f@yiz = [ @
mistéd vdite seuraa. ]

Lause 4.11. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Kaikilla k # O pitee

b kb
/f(x)dx - ;/f (%) dz
a ka
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Todistus. Lauseen 2.17] mukaan jokaiselle tasavaliporrasfunktiolle s : [a,b] — Rja k # 0

pétee

kb b
/s (%) dr = k/s(x)dx.
ka a

Niéin ollen tasavélialaintegraalille I(f|, ) patee

b kb
sup{/s(a:)da::s(x) < f(x),z € [a,b]} sup{li/s(i) dm:s(%) §f<%> T € [ka,kb]}

a ka

kb
;sup{/s<i> dx:s(%) Sf(%)aiﬂe [k‘a’kb]}

ka

1 kb
== k:k/f<k:>dx’

Koska f oli paloittain jatkuva, ja rajoitettu, ovat sen tasaviliala- ja tasaviliyldintegraalit

samat. Niinpd on voimassa

kb
I(fiap) = I(fiap) = ]lf/f (%) dz,
ka

eli

b kb
/f(x)dx:;/f(i) dz.
a ka

5 Polynomien integrointi tasavilijaon avulla

Polynomifunktio p : [a,b] — R,z +— 29 missd ¢ € N voidaan integroida kohtuullisen
helposti kdyttden geometrisesti kasvavia vilejd. Pienid ongelmia tulee, jos integrointia yri-

tetddn tehda tasavalijaolla. Tdssa tarvitaan hieman aputuloksia.

Lause 5.1. Olkoon f : [a,b] — R kasvava. Olkoon P = {a = xq,z1,...,x, = b} tasavilijako.
Mikili I € R toteuttaa epiyhtilot

b_an—l b n

kaikilla n € N\{0}, on



a = 1 #i_i(n-13 b

c

n

Kuva 4: Viritettyjen suorakaiteiden pinta-ala vastaa termia

Todistus. Jokaisen tasavélijaon P madraaman osavalin pituus on =2, Riittaa todistaa, ettd

b
0< \I—/f(x)dx\ < %

jollekin C' € R, ja kaikille n € N\ {0}. Esimerkiksi C' = ([f(b) — f(a)](b — a)) kdy.
Olkoot s,t tasaviliporrasfunktioita, joille patee s(z) = f(xg—1) ja t(z) = f(zx) kaikilla
r €]rg_1, 2k, k = 1,2,...,n. Merkitddn porrasfunktion s saamaa arvoa valilld |z;_1, z;
silld, i = 1,2,...,n. Samoin merkitdan ¢;:114 tasavaliporrasfunktion ¢ saamia arvoja vas-

taavilla vileilld. Saadaan

b b
b—a — b— a — b—a [ — C
/t(m)dm—/s(z)dm’: - ;ti— - Z;Si =— (;ti—si> =

a a

Kuvasta {4 tilanne ndkyy paremmin. Suorakaiteet voidaan pistaa paallekkain, jolloin saa-

daan f(a) — f(b)-korkuinen palkki, jonka leveys on >=2. Niin ollen tasavalialaintegraali ja
c

tasaviliyldintegraali eroavat toisistaan korkeintaan > verran. Kun n — oo, saadaan

b
o<~ [ syl <0

joten viite pétee. O

Huomautus 5.2. Samanlainen tulos saadaan myos vdheneville funktiolle tekemaillad pienia

muutoksia todistukseen.

Lause 5.3. Olkoot n ja p positiivisia kokonaislukuja. Tilloin piitee

(n+ 1P+l — pptl

nf <
p+1

< (n+1)P.
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Todistus. Muistetaan, ettd a” —b" = (b—a)(b" ' + 0" 2a+---+ba" 2 +a" 1), missa r € N.

Nyt vain sijoitetaan b =n + 1, a = njar = p + 1. Saadaan
(n+1DP — P =+ 1P+ (n+ )Pl + o (n+ DP 4 (n 4+ 1)%P

Summan termeille a;, patee n? < a, < (n + 1)P, eikd molemmat yhtasuuruudet toteudu

yhtd aikaa. Termejd on p + 1 kappaletta, joten

(n+ 1P =Pt < (p+1)(n + 1)

ja
(p+1)n? < (n+ 1) —ppt!
eli
(p+1)n? < (n+ 1P =Pt < (p4 1) (n+ 1P
josta viite seuraa. OJ

Lause 5.4. Olkoot n ja p positiivisia kokonaislukuja. Tilloin piitee

n—1

Z kP <

k=0
Todistus. Induktiotodistus. Alkuaskel. Olkoon n = 1. Saadaan valittomasti

p

0P < < 1P,

p+1
Induktioaskel. Induktio-oletus: viite patee n:lle. Todistetaan, ettd on

> < S
p+ 1 k=1

Vasemmanpuoleiselle summalle voidaan kirjoittaa

+1
p 2 (n+1)P
p+1

n n—1
> - 7
k=0 k=0
missd 1):ssd on kdytetty induktio-oletusta ja 2):ssa Lausetta 2):ssa vahentamalld mo-

lemmilta puolilta termi 2’7" saadaan lauseen tilanne. Oikeanpuoleiselle summalle saa-

p+1
daan »
i 1) pptl 2) 1)ptl
ka_zkp it 2 L 2 (DT
pt p+1 p+1
missd 1):ssd on taas kdytetty induktio-oletusta ja 2):ssa lausetta O
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Lause 5.5. Olkoon p positiivinen kokonaisluku ja b € R, b > 0. Tdlloin on voimassa
b

+1
/mpdm: L .
p+1

0

Todistus. Todistuksessa padstaan nyt helpolla, kun ty on tehty edellisissd lauseissa. Lauseen[5.4]

mukaan péatee

Kertomalla nama epayhtalot termilld 5P /nP*! saadaan

+1 n—l +1, p+1 +1 7
bp Z bp np bP Z kp
P p + 1 np+1 np-i-l — ?
eli
b Pttt b S (kDN
n2< ) < (V)
k= k=1
Merkitsemalld missd f(z) = 2 ja z), = %2, eli f(zx) = ()P edelld oleva voidaan kirjoittaa
muodossa :
b — Wl h &
ﬁZf(xk)< +1<; fxk)
k=0 p k=1
Yhtilo vastaa lauseen 5.1l ehtoa
n—1 n
b—a b—a
<I<
=D fla) < I<—=3 fla
k=0 k=1
missd on asetettua =0jal = >+ -. Saadaan tulos
/ P+ 1
/:):pdx +
p+ p+1
0

Saadun tuloksen avulla saadaan integroitua kaikki polynomifunktiot:

Lause 5.6 (polynomin integrointi). Olkoon n € N ja ¢, € R kaikilla k = 1,2, ..., n. Tdlloin
pitee
n bk+1 ak+1

/chx dw—ch 1
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Todistus. Lause [4.4]kertoo, etté jatkuvalle funktiolle f : [a,b] — Rja jollekin ¢ €]a, b| pétee

/Cf(w)der/bf(fC)dw— /bf(x)dw,

[ o+ /b f()dz = /b F(x)dz,
0 a

/bf(f'«“)dw:/bf(w)—/af(w)dx
a 0 0

Tata tulosta ja lausetta 5.5 kayttdmalld saadaan

erityisesti

eli

b

bp+1_ p+1
/xpda::a.
p+1

a

Lauseen .3lmukaan jatkuvalle funktiolle pétee

b

ickfk(:c) dx = ick b fr(z)dz.
[ (Feno) a3 |

a

Tasta seuraa, ettd

6 Analyysin peruslause

Maardtyn tasavili-integraalin kautta padstaan kasiksi integraalifunktioihin totutusti ana-
lyysin peruslauseen kautta. Lauseen todistus ei sindllddn tuo hirvedsti uutta teoriaa, kos-
ka tarkastelu ei juurikaan riipu kédytettdvastd jaosta muuten kuin kaytettdvien aputulos-
ten osalta. Aputulokset (lause 4.4|ja lause 16ytyvit aiemmasta tekstistd. Johdatus in-
tegrointiteoriaan ilman analyysin peruslausetta tuntuu kuitenkin vajaalta, joten taydelli-

syyden vuoksi tulokset tdssd mukana ovat.

Lause 6.1 (Analyysin peruslause, osa 1). Olkoon

G(z) = / f(tyt,
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missi f : [a,b] — R on rajoitettu ja paloittain jatkuva. Tilloin G on jatkuva funktio ja piitee

mikili f on jatkuva x:ssd.

Lauseen[6.1] todistus, jatkuvuus. Osoitetaan, ettd lauseen[6.1]tilanteessa G on jatkuva.
Lauseen [4.4nojalla rajoitetulle ja paloittain jatkuvalle f patee

i F(tydt = ?f(t)dm / F(byt,

joten ) . )
[ rwe [ swie= [ rat
eli

x

G(z) - G(zg) = / f(tydt.

)
Koska f on rajoitettu, 1oytyy M € R siten, ettd |f(t)| < M kaikilla ¢ € [a,b]. Oletetaan
aluksi, ettd zg < x. Nyt patee

](—M)dtgif(t)dtgiMdt,

zo

eli
—M(x — x0) < G(z) — G(x0) < M(z — )

mikd voidaan kirjoittaa myos muodossa
|G(z) — G(z0)| < M|z — x|

Olkoon sitten = < x. Tdlloin péatee

7Mdt < 7f(t)dt < 7)(—M)dt,

M(zo — x) < G(xg) — G(z) < —M (29 — )

eli

joten
—M(x —z0) < G(z9) — G(x) < M(x — x0)

miké voidaan kirjoittaa myds muodossa
|G(x) — G(xz0)| < M|z — x0].
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Nadin ollen viimeisin epdyht&lo pétee kaikilla .

Olkoon ¢ > 0. Valitsemalla ¢ tarpeeksi pieneksi saadaan G:n liikahtelu pisteen xg
ympiéristossd mielivaltaisen pieneksi. Tehdddn valinta § := 53;. Jos tarkastellaan vilia
Jro — 8,20 + d], saadaan tulos |G(x) — G(xg)| < 2Md = 2M55; = ¢, joten G on jatkuva
pisteessd zo. Koska z oli mielivaltainen vélin [a, b] piste, pdtee jatkuvuus joka pisteessa.

Siis G on jatkuva madrittelyvalillaan. O

Lauseen6.1] todistus, derivoituvuus. Oletetaan, ettd ¢ € [a,b] ja f on jatkuva z:ssa. Olkoon

e > 0. Talloin jatkuvuuden mééritelmén perusteella patee

(4) f(zo) —e < f(t) < f(z0) + ¢

kunhan |z¢ — t| < ¢, missd § > 0 on riittdvan pieni, sovitaan ettd J ehdot tayttdaa. Olkoon x
sellainen, ettd |z —xo| < 0. Nyt epayhtilotfdpatevit kun ¢ on z :nja zom vélissi. Lauseenf4.7]

nojalla

T T

/vmw—¢ﬁsjfwﬁs/V@w+dﬁ

mikali zg < z, ja

o Zo

/[f(UCO) — ¢e]dt < 7f(t)dt < /[f(xo) + €dt.

x x

mikéli ¢ < zg. Laskemalla vakiofunktioiden integraalit saadaan

(Floo) =~ a0) < [ F(0)dt < [F(a) + (e = z0) |5 (o~ a0)

Zo

T

/ F()dt < flao) + €

o

1

Tr — X

(*) f(wg) —e <

mikali zp < z,ja

vum—d@—xw</7uwr<umw+4m—x@ I (w0 — )

o

/f@ﬁéf@w+€

T

1
o — T

f(xo) —€e <

josta saadaan madritelman 4.8 nojalla

xT

/f@ﬁéf@@+6

Z0

1

Tr — X

f(xo) — €<
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mikali x < xg. Siispéd joka tapauksessa on

G(z) = G(xo)

Tr — X0

(*) fzo) —e< < f(zo) + ¢,

mikali x # zg ja |z — 20| < . Itse asiassa on osoitettu, ettd oli e > 0 mikd hyvansd, 16ytyy

0 > 0 siten, ettd (x) patee. Tama tarkoittaa, ettd

L Gle) = Glao)

T—x0 T — xg

= f(zo)

eli G'(zg) = f(xo). Mikéli zy = a tai xg = b, todistus on ldhestulkoon samanlainen.
O

Tuossa oli ensimmadinen osa analyysin peruslauseesta. Seuraavassa kdydaan lapi toi-

nen osa, joka on integraalien laskemisessa jatkuvasti kdytossa.

Lause 6.2 (Analyysin peruslause, osa 2). Olkoon F : [a,b] — R jatkuva ja f : [a,b] — R
paloittain jatkuva. Oletetaan, etti

lukuunottamatta mahdollisesti idrellisen montaa pistettd. Tilloin piitee

b
/ f(t)dt = F(b) — F(a).

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd f on jatkuvaja F'(z) = f(z) kaikilla z € [a, b]. Asetetaan

Glz) = / F(b)at.

Pitda nayttaa, etta G(b) = F(b) — F(a). Olkoon H(x) = G(z) — F(x) + F(a). Nyt riittdisi
osoittaa, ettd H(b) = 0. Tiedetdan lauseen[6.1perusteella, ettd G'(x) = f(z). Siispd H'(z) =
G'(z) — F'(z) = f(z) — f(x) = 0 kaikilla z € [a,)]. Tiedetddn, ettd jos f'(x) = 0, niin
f = vakio (ks. esim.[2] s. 207]) Mutta

H(a) = G(a) — Fla) + F(a) = / F(#)dt =0,

joten H = 0. Siispa H(b) = 0.

Jos f on paloittain jatkuva ja F'(xz) = f(x) pétee lukuunottamatta dérellisen montaa
pistettd, voidaan vili [a,b] jakaa patkiin, joilla patee H'(xz) = 0, jolloin H(z) on vakio.
Lisdksi tiedetddn, ettd H on jatkuvien funktioiden summana jatkuva koko véilill on se

siten vakio koko valilld. Koska H (a) = 0 aiemman tarkastelun nojalla, saadaan H = 0. O

2@ on jatkuva analyysin perulauseen 1. osan (lause nojalla, ja F on oletuksen mukaan jatkuva
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Mikali nyt tiedetddn, ettd F'(z) = f(x), saadaan tulos

b
[ f@yte = o) - Fla)

Funktioiden derivointikaavoista saadaan analyysin peruslauseen avulla integrointikaavat.

7 Riemann-integraali

Riemamﬁ—integraali on tavallisesti ensimmadinen integraali, joka integraaleja kisittelevés-
sd matematiikassa tulee vastaan. Se eroaa tasavili-integraalista siind mielessd, ettd jakoja
ei rajoita vaatimus yhta pitkistd osavaleistd. Myoskin piste, jossa funktion arvoa lasketaan,
saadaan valita vapaasti osavililtd. Kappaleessa médritellddn Riemann-integroituvuus ja
Riemann-integraali. Lisdksi tutkitaan milld ehdolla tasavili- ja Riemann-integraali ovat sa-
mat.

Kappaleessa kdytetdan merkintaa

b
/f(x)da;

tarkoittamaan f:n Riemann-integraalia yli védlin [a, b]. Tasavali-integraalille kdytetddn mer-

kintaa ,
[tv]/f(x)dac.

Maiiritelmd 7.1. Olkoon [a,b] C R suljettu vili ja olkoon P = {a = zg,1,...,2, = b}
valin jako. Merkitdan valin ]z;_1, z;[ pituutta Az;:114. Olkoon &;, missd i = 1,2,3,...n,
mielivaltainen vélin |x;_1, z;[ piste. Funktioon f ja jakoon P liittyva Riemannin summa on
(ks. kuvap)

n

> f(&)A.

i=1
Mairitelmad 7.2 (Riemann-integraali). Mikali edelld méaéritellylla Riemannin summalla on
raja-arvo, kun max Az; — 0, on f Riemann-integroituva, ja funktion Riemann-integraali yli

valin [a, b] on

max Ax;

b n
[war= i > sie)an

Huomautus 7.3. Integroituvuudelle ei riitd, ettd 16ytyy yksi hyvé jako ja yhdet vilien pisteet
&, joilla raja-arvo on olemassa. Pitdd nimittdin olla, ettd milld tahansa vilien valinnalla, ja

milld tahansa jakopisteilld, jotka toteuttavat maaritelman ehdon, saadaan sama raja-arvo.

13Bernhard Riemann, saksalainen matemaatikko, 1822-1862
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a x 1 t i x i ®_(n-13 b

Kuva 5: Riemannin summa vastaa palkkien pinta-alaa. Vili [a, )] on jaettu n osavaliin.

Tastd saadaan Riemann-integraali, kun max Az; — 0

Huomautus 7.4. Riemann-integraalia ei médritelld rajoittamattoman vilin yli. Myoskin funk-

tion f tulee olla rajoitettu.

Tasavili-integraali méadriteltiin raja-arvona, mutta méariteltdessa tehtiin rajaus paloit-
tain jatkuviin funktioihin. Tasavéli-integraali on kuitenkin aina olemassa, mikéli integran-

di on Riemann-integroituva. Integraalien arvot ovat talloin samat.

Lause 7.5. Mikili funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, on raja-arvo

b n
[tv]/f(x)dx = nan;oZ b;af <a—|—jb;a> .
olemassa, ja pitee
b b
/f(a:)dx = [tv] /f(x)da:

Todistus. Valitaan vélin [a, b] jako siten, ettd kyseessd on tasavilijako P = {a = zg, z1,..., 2y =
b}. Valitaan pisteet &; vilien oikeiksi padtepisteiksi. Riemannin summan termit ovat talloin

muotoa

fE) Az = 1 (aﬂ'b‘“) boa

n n

Myos télld valinnalla raja-arvon tulee olla sama kuin Riemann-integraalin arvo. Néin ollen
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pétee

" b—a\b—a
— .
unHO ;_Uf <a+z - > -

max Ax;

n

Gy

J=1

— [to] /b f(z)da.

Toiseen suuntaan tulos ei pade:

Esimerkki 7.6. Tasavilijaon avulla méaritellylle integraalille ei kaikki toimi hyvin, jos in-

tegroitava funktio ei ole paloittain jatkuva. Maaritellaan funktio Ig : [0,1] — R,

1, kunzeQ

Ig(z) =
0, kunz eR\Q

Nyt 0 + j1=0 € Q kaikilla j € [1,2,...,n]. Siten

= 1-0 1-0 SR
nll_%lojz:;nf (0+]n> :nh_)rgonjz::ll =1.

Nayttdisi, ettd funktion integraali on 1. Kuitenkaan tasavali-integraalin teoriassa ei ole
annettu mietddn ehtoa funktion integroituvuudelle. Ei ole myodskdan maédritelty funktion
tasavili-integraalia muille kuin paloittain jatkuville funktioille. Esimerkin valossa ei ole
mielekdstd samastaa tasavili-integroituvuutta raja-arvon olemassaoloon.

Paloittain jatkuville integraali on mielekés ja antaa samat tulokset kuin muillekin in-
tegraaleille. Funktio Ip on kuitenkin epédjatkuva jokaisessa maarittelyjoukkonsa pisteessa.
Se ei ole Riemann-integroituva, silld riippuen vélipisteiden valinnasta Riemannin summan
raja-arvo vaihtelee. Lebesgue-integroituva se tosin on, mutta Lebesgue-integraali Ig:lle

o 0. Ei tarkastella Lebesgue-integraalia sen tarkemmin.

Esimerkki havainnollistaa sitd seikkaa, ettd tasavéli-integraali, jonka maédrittelys-
sd valitaan aina osavélin oikeanpuoleinen péatepiste, ei toimi aina samalla tavalla kuin
Riemann-integraali. Onko ongelma sitten tasavilijaossa, vai pisteen valinnassa? Osoittau-
tuu, ettd jos pisteen saa valita osavaliltd vapaasti, tasavili- ja Riemann-integraalit ovat hy-

vin ldhelld toisiaan. Funktio on nimittdin talloin Riemann-integroituva tasmaélleen silloin

“1o(x) = 0 melkein kaikilla z € [0, 1]
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kun tasavili-integraalin maaritelméssé oleva raja-arvo on olemassa. Todistuksessa kayte-

tdan Riemannin ehtoa:

Lause 7.7 (Riemannin ehto). Rajoitettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva tismil-
leen silloin, kun kaikilla € > 0 loytyy porrasfunktiot s ja t siten, etti s(xz) < f(z) < t(z) kaikilla
x € [a,b] ja lisiksi

b b
/t(:v)dx - /s(ac)dx < €.
Todistus. Todistus 16ytyy vaikkapa ldhteestd[4)} s. 9]. O

Lause 7.8. Funktio f : [a,b] — R Riemann-integroituva tasmilleen silloin kun raja-arvo
n

m ST,

n

J=1
on olemassa ja se on riippumaton pisteiden &; € [xj_1, x;] valinnasta.

Todistus. Mikéli f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, on raja-arvo olemassa. Perustelu
on samanlainen kuin lauseen todistus.

Olkoon € > 0. Todistetaan, ettd mikali raja-arvo on olemassa, 16ytyy porrasfunktiot s, ¢
siten, ettd s(z) < f(z) < t(z) kaikilla = € [a, ] ja

b b
/t(:v)dx - /s(x)dx < e.
Olkoon A := s5=o5 > 0. Merkitdan z; = a + j2=% missd n on jakovélien maard. Olkoon

& € [wj_1,x;] sellainen, ettd
f(&) —A<inf{f(z) : x € [xj_1, 2]},

Infimumin maééritelméan perusteella ehdon tayttava ; on olemassa; muussa tapauksessa

infimum olisi suurempi. Muodostetaan porrasfunktio
s:a,b] = R, s(x) = f(&) — A,

missd s(x) m arvo (eli f(§;)) riippuu vélistd [z;_1, ;. Ndin méddritelty s on f:n alapor-
rasfunktio. Vastaavasti voidaan 16ytda yldaporrasfunktio ¢ : [a,b] — R,t(x) = f(n;) + A

joillakin n; € [xj_1,2;], j = 1,2,...,n siten, ettd
t:a,b] = R,s(x) = f(n;) + A.

Porrasfunktioiden integraalien erotukselle pétee

b b
/t(x)d:c—/s(x)dx <(b—a) 24 = (b—a)-2-3<b6_a) <e
Viite seuraa nyt Riemannin ehdosta. O
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Osa II
Tasavili-integraali: lukion pitkidn

matematiikan soveltava kurssi

8 Esitiedoista ja muusta kurssiin liittyvasta

Tasavili-integraali on lukion pitkdn matematiikan soveltava kurssi. Kurssille vaaditaan
esitietoina integraalilaskennan kurssi, joka on viimeinen pakollisista kymmenesta kurssis-
ta lukion pitkdssa matematiikassa. Integraalilaskennan kurssin sisillot ovat seuraavanlai-

set:

integraalifunktion késite

alkeisfunktiot ja niiden integraalifunktioiden maarittiminen

madratyn integraalin késite

madrdtyn integraalin avulla pinta-alojen ja tilavuuksien laskeminen

Integraalilaskennan kurssilla kdyddan melko ripeésti integraalifunktioiden olemassao-
lon ja alkeisfunktioiden avulla niiden esittimisen vélinen yhteys, tai pikemminkin sen
puuttuminen. Kaytannossa koko kurssi on helppojen funktioiden integrointia, joille 16y-
tyy annetulla kaavalla integraalifunktio.

Tasavili-integraalikurssissa lahestymistapa on erilainen. Kurssilla pitdydytdan yksin-
kertaisemmissa tapauksissa, mutta integraalin muodostamiseen paneudutaan syvillisem-

min. Kurssilla kdyddan lapi seuraavia asioita:
e joukko-oppia
e ¢- (- menetelma
e jako, tasavilijako
e porrasfunktio, tasaviliporrasfunktio
e integroimistuloksia: vakiofunktiot, lineaarifunktiot, paloittain jatkuvat funktiot
e funktion integraalin esittiminen alkeisfunktioiden avulla

e numeerista integrointia (kun edelld mainittu ei onnistu)

Kurssin tavoitteena on, ettd opiskelija
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e syventdd kdsitystddn integraalista, etenkin sen maédrittelystd pinta-alan maarittami-

sen kautta

e oppii kdyttdmadn tasavélijakoa ja porrasfunktioita madrittdessddn madrdttya inte-

graalia.

e oppii muodostamaan yksinkertaisten funktioiden integrointikaavan (esim f(z) =

cx, c € R) tasavilijaon avulla.

e sisdistdd sen, ettd paloittain jatkuvalla funktiolla on aina integraalifunktio, mutta sen

esittiminen ei ole aina mahdollista alkeisfunktioiden avulla.

e oppii primitiivin ja integraalifunktion késitteet, ja integraalifunktion erilaiset maari-

telmat

e oppii laskemaan numeerisia approksimaatioita integraaleille, kun integrointi inte-

graalifunktion kautta ei onnistu
e harjaantuu piirtdiméan funktioiden kuvaajia.

Kurssilla perehdytdadn matemaattiseen kasitteenmuodostukseen syvillisemmin kuin muil-
la matematiikan kursseilla. Kurssilla pddpaino on matemattisten késitteiden muodostami-
sessa eikd laskennossa. Kurssilla ldhdetdéan liikkeelle pinta-alan méarittelysta ja siihen liit-
tyvistd ongelmista. Tavoitteena on laajentaa integraalin késitettd derivoinnin kdanteisope-
raatiota laajemmaksi.

Kurssilla keskeista on késitteiden keksiminen ja muotoilu. Méaéaritelmiin ja niiden poh-
timiseen perustuvan ldhestymistavan ansiosta padstdan askel lahemmaksi yliopistomate-
matiikkaa. Kurssi on suunniteltu matematiikasta kiinnostuneille ja jatko-opinnoissaan sita
tarvitseville.

Uutena asiana kurssilla tulee integroituvuuden késite. Integroituvuuden yhteytta in-
tegraalifunktioon pyritddn selkiyttimaan. Integroituvuuden maéérittelyn tekee ongelmal-
liseksi integraalifunktion erilaiset mddritelmat. Ylioppilaskirjoituksissa kdytettivan maa-
ritelmédn mukaan integraalifunktio on kaikkialla derivoituva. Kuitenkin on integroituvia
funktioita joilla ei ole integraalifunktiota, ainakaan ylioppilaskirjoituksissa kdytossa ole-
van maaritelman mukaisia. My0s tdhan ongelmaan kiinnitetdan huomiota.

Erds mahdollisuus kurssintuntijaoksi on taulukon (I mukainen. Kurssilla on noin 30

tuntia opetusta.

9 Johdanto

Integraalilaskennan kurssilla perehdytddn integraalifunktion kasitteeseen. Integrointi on

derivoinnille kddnteinen operaatio ja silld saadaan laskettua pinta-aloja. Mddarittely poh-
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Aihe Tunnit
Johdatus aiheeseen, pinta-alan maarittelysta 2
Joukko-oppia ja menetelmia 6
Tasavilijako, tasavéliporrasfunktio 3
Tasavéliporrasfunktion méaaréatty tasavéli-integraali 3
Paloittain jatkuvan, rajoitetun funktion tasavéli-integraali 3
Maidratyn tasavali-integraalin ominaisuuksia 4
Analyysin perulause 3
Riemann-integraaliin vertaaminen 3
Numeerinen integrointi 1
kertaus 2
Yhteensa ‘ 30 ‘

Taulukko 1: Tasavili-integraalikurssin tuntijako

jautuu derivaatan tuntemiseen ja integrointi méaaritelldan derivoinnin kdénteisoperaatio-
na. Monet tulokset jadavit kurssilla kuitenkin todistamatta, koska todistukset ovat kovin
vaikeita. Lahestymistapa on kuitenkin perusteltu, silld derivaatan kautta padstaan akkia
kasiksi laskemiseen ilman aikaavievéa teorian luomista.

Integraalilaskenta on kuitenkin syntynyt ennen differentiaalilaskentaa. Derivaattaa ei
tarvita integraalifunktion eikd méarétyn integraalin muodostamisessa. Funktion maaratty
integraali voidaan médéritelld pinta-alatulkinnan avulla, jota tdlld kurssilla myos kadytetaan.

Integraalilaskennan kurssilla ei myodskdan kisitelld erilaisia integraalin méaritelmia,
vaan puhutaan vain yhdestd integraalista ikdan kuin ainoana. Tdlla kurssilla médaritellaan
toinen integraali, tasaviili-integraali, ja ndhdéan etta silld on ldhes samat ominaisuudet kuin

integraalilaskennan kurssilta tutulla integraalilla.

Ongelma. Miten méddritit umpinaisen tasokdyran rajaaman alueen pinta-alan 10% tark-

kuudella? Entd miten maaritit alan 1% tarkkuudella?

Eréds ratkaisu ongelmalle saadaan piirtdimalld riittdvan tihed ruudukko, ja laskemalla
ruuduista arvio pinta-alalle.

Onnistuuko tehtdva mielivaltaisella tarkkuudella? Milld ehdolla tason osalla on pinta-
ala? Mité tarkoittaa pinta-ala?

Integraalilaskennan perusongelma, joukon pinta-alan méarittely, on vaikea ratkaista
tasmallisesti yleisessd tapauksessa. Sen vuoksi kurssilla pitdydytdaan yksinkertaistetussa

tilanteessa:

Ongelma. Halutaan méaarittdad funktion f : [a,b] — R, suorien z = a, x = b ja z-akselin

rajaaman alueen pinta-ala. Milloin télld alueella on pinta-ala, ja kuinka suuri se on, mikaéli
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se on olemassa?

Ongelman ydin on funktion f kdyttdytyminen: Jos f on vakiofunktio, on ongelman
maédrittelemd alue suorakaide, joten sen pinta-ala on talloin f(z) - (b — a). Vai onko? Mistd
voimme tietdd tdman? Entd jos f ei olekaan siisti, hyvin kdyttaytyva funktio?

Havaitaan, ettd tarvitaan jotain méaaritelmia, ettd voidaan paastd laskemaan pinta-aloja.

Intuitiivisesti pinta-alan pitda toteuttaa ainakin seuraavat ehdot:
e Alueen pinta-ala on ei-negatiivinen luku.

e Isomman alueen pinta-ala on isompi kuin pienemman alueen.

Suorakaiteen pinta-ala on sen kahden vierekkédisen sivun pituuksien tulo.

Pinta-ala ei muutu vaikka aluetta siirretaan.

e Koko alueen pinta-ala on alueen osien pinta-alojen summa.

Pinta-ala voidaan méaritella talld tavoin aksiomaattisesti. Aksioomat ovat siis peruso-
lettamuksia, joita ei todisteta.

Minkélaisia pinta-alan méarittelyja sitten voi olla? Voidaanko sanoa, ettd kaikkien jouk-
kojen pinta-ala on nelja, riippumatta joukoista? Voidaanko kokeellisesti todeta, ettd ympy-
rdn pinta-ala on 3, 1472, misséd r on ympyrén sdde, suoran ympyrékartion vaipan pinta-ala
on 3,142 -rs, missd r pohjaympyrén sdde ja s sivujanan pituus jne. Ndin saadaan varmasti
kdytannollisid pinta-aloja ndille kappaleille, mutta tdmén kaltainen maéaérittely on tyolas-
td ja rajoittavaa. Edelld kuvattuihin arvioihin paasemiseksi tarvitaan kuitenkin alkeellista
integraalilaskentaa, joka voi osoittautua hyvinkin tyo6ldédksi tai virhealttiiksi ilman perus-
teellista teoriaa. Tarvitaan siis védlineistdd pinta-alan mddrittamiseksi. Tata vélineistod kut-
sutaan integraalilaskennaksi. Integraalilaskentaan kuuluu luonnollisesti paljon muutakin.

T&lla kurssilla muodostetaan pinta-ala erdille tason osajoukoille raja-arvoprosessina
kdyttden hyviksi tasavilijakoa. Tarkalleen ottaen pinta-ala, ja samalla integraali, médari-
telldan valilla [a,b] paloittain jatkuvan funktion ja z-akselin viliin jaavélle tasoalueelle.
Ongelma, minkélaiset funktiot saadaan tasavili-integraalin avulla integroitua, tai millai-
sille tasoalueille pinta-ala méaériteltyd, jatetddn sen mutkikkuuden takia vahemmalle tar-
kastelulle. Lahinnd todetaan ettd ongelmia tulee, mikéli funktion annetaan olla pahasti

epdjatkuva.

10 Joukko-oppia ja muita tyokaluja

Kurssilla kasitellddn joukko-opin alkeita, epsilon-delta -menetelméa ja kerrataan summa-
merkintd. Tutkielman opetusosuudessa on ainoastaan aiheeseen liittyvia tehtdvia; kurssil-
la tulee toki kdyda asioita ldapi yhdessd muutenkin kuin tehtdvien kautta. Supremumin ja

infimumin lapikdynti voi olla tarpeellista.
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Tehtadvia

1. Todista (epsilon-delta madritelmén avulla), ettd funktio f : [-1,4] — R, f(z) = 2z on

jatkuva pisteessa 1.
2. Olkoot A = {a,b,c}, B ={a,d,e}ja C = {a,b,e}. Mddrita joukot

a) AU B,
b) ANB,
c) AnNBNC,
d C\A

3. Maarita NN [0,3] N ] — v/5,v2].
4. Osoita, ettd kaikille joukoille A, B pitee

a) ANBC AUB,
b) (AUB)NC=(ANnC)U(BNCOC)

5. Madritd {x : x = 3k jollakin k € Z} N {x : x = 4m jollakin m € Z}.

6. Osoita, etta

lim 42 = 8.
x—2
7. Osoita, etta
2
‘-9
li = 6.
LY

8. Osoita, ettd puoliavoimella vililld ]0, 1] ei ole pienintd lukua, mutta ettd silld on suurin
luku.

9. Jaetaan vili [a, b] n:ddn yhtd pitkdan osavaliin. Osoita, ettd kun n — oo, niin kunkin

osavilin pituus ldhestyy nolla;f-_gl

10. Kirjoita auki summamerkinnét

(a) Z?:l ai,
(b) D7y an,
(© X b

11. Laske summat
(a) Z?:l L,
(b) > i, 54,
(©) s, i

>Vihje: Osoita, ettd kunkin osavélin pituus tulee mitd hyvinsi positiivista lukua pienemmaéksi.
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Tehtdvien ratkaisuja

1. f(x) = 2x. Olkoon € > 0. Valitaan § := §. Nyt on

2
Lﬂ@—fﬂﬂ<zf<gkmmMWx—H<&

mika oli todistettava.

2. a) AUB ={a,b,c,d,e}.

b) AN B ={a}
c) ANBNC = {a},
d) C\ A={e}

3. NnJ[0,3]n] —+/5,v2[={0,1}.

4. a) Olkoon z € AN B. Talloin pdtee x € A. Siispd x € AU B. Koska z oli mielivaltainen
leikkausjoukon pistee, tdstd seuraa, ettd AN B C AU B.
Olkoon z € (AU B) N C. Talloin patee = € C. Lisdksi on € A tai € B. Siispa
reANCtaize BNnC,eli(AUB)NC C(ANC)u(BNO).
Olkoon sitten y € (ANC)U (BN C). Eivoiollay ¢ C, koska tdlloin joukot AN C ja
B N C olisivat tyhjid. Siispd patee y € C.
Josy ¢ AU B, piteey ¢ ANCjay ¢ BN C,mikd on mahdotonta. Siispd y € AU B.
Naéinolleny € (AU B) N C, mistd seuraaettd (AUC)N (BUC) C (AUuB)NC.
Saadusta kahdesta tuloksesta seuraa (AU C)N (BUC) = (AU B) N C, mikd oli
todistettava.

5. On maédritettava luvut, jotka ovat jaollisia sekd kolmella ettad neljalld. Nama luvut ovat
muotoa 3 - 4 - n, missd n € Z. Siis {x : x = 3k jollakin k € Z} N {z : x = 4m jollakin m €
Z} = {z : z = 12njollakin n € Z}.

11 Tasavilijako ja tasaviliporrasfunktio

Johdantokappaleessa pohdiskeltiin, mitd tasoalueelta vaaditaan, ettd silld olisi pinta-ala.
Ongelman ratkaisussa todettiin, ettd jakamalla alue pieniin osiin saadaan hyvé arvio pinta-
alalle. Kurssilla arvio muodostetaan tekemalld pinta-alalle arvio tasavilijaon avulla. Tdma

tarkoittaa sitd, ettd tarkasteltava vili jaetaan yhta pitkiin osavaleihin.

Maiiritelma 11.1 (jako ja tasaviélijako). Viilin [a,b] jako P on pistejono xg, 1, ..., z,, missd
a=2z9) <71 < - < Tpo1 <z = b Mikidli 16ytyy ¢ € Rsiten, ettd ¢ = z; — ;-1 € R

kaikille i = 1,2, ..., n, sanotaan, ettd jako P on valin [a, b] tasavilijako.
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Tasavilijaon etuna voidaan pitdd sitd, ettd arvion laskeminen pinta-alalle helpottuu.
Mikali kdytetddn tasavilijakoa, suorakaiteiden pinta-aloja laskiessa ei tarvitse ottaa huo-
mioon kuin niiden korkeus. Jos kdytettdisiin yleistd jakoa, laskeminen muuttuu heti tyo-
laammaksi. Tasavélijako soveltuu kuitenkin ldhinnd vain paloittain jatkuvien ja rajoitettu-
jen funktioiden kasittelyyn.

Mikéli jaoille P ja P, pdtee P; C P, sanotaan ettd P; on karkeampi kuin P». Vastaavasti
P, on hienompi jako kuin P;.

Esimerkki 11.2. Etsi vélin [2, 5] se tasavalijako, joka koostuu a) 3:sta b) n:std pisteestd.

Ratkaisu. a) Tasavilijako sisdltdd vilin padtepisteet, joten se on
7
PH - {2, 5, 5} .

b) Tasavilijaossa on n pistettd, joten se jakaa valin [2, 5] n — 1 yhtd pitkdan osaviliin. Siis

(tilloin I —2 =3 =5 —

NGIEN]

)

—2 3 3
Pb:{2,2+5 _ 3 949 3 24 (n—2)—— 24+ (n—1) :5}

n—1 n-—1 n—1 n—1 n—1
={2,246,2+24,...,2+ (n — 2)0,5},

P -
misséd § = =>.

Funktiota f : [a,b] — R yksinkertaisesti arvoiva viline on tasavaliporrasfunktio. Tasa-
valiporrasfunktio voi hypétd vain tasavélein. Muualla kuin hyppéayspisteissa se on vakio.
Funktion graafi muistuttaa portaita, josta nimitys tulee. Yleiselld porrasfunktiolla voi olla
hyppéysepédjatkuvuuksia missd vain, kunhan hyppéyksid on korkeintaan darellisen mon-

ta. Tasavaliporrasfunktioita kdytetddn hyvéaksi funktion tasavéli-integraalin maarittelyssa.

Maiiritelmad 11.3 (porrasfunktio ja tasavaliporrasfunktio). Funktio s : [a,b] — R on porras-
funktio, mikéli 16ytyy jako P = {a = z1, 22, ..., z, = b} siten, ettd jakopisteiden maaramal-
14 valilld |z;_1, z;] funktio saa vakioarvon. Jaon P pisteissd funktion arvot saavat olla mitad
tahansa reaalilukuja. Tasmallisesti ilmaistuna, 16ytyy pisteet a; € R,i = 1,2,...,n siten,
ettd s(x) = a;, mikali z €]z;_1, z;[.

Porrasfunktio s on tasaviliporrasfunktio, mikali 16ytyy 6 € R siten, ettd jokaisen valin

|zi—1, z;] pituus on 0.

Esimerkki 11.4.

Osoita, ettd

5:(0,3] = R, f(x) = V3 kunao € 1,4
m, kun z €]4, 5]

on tasavéliporrasfunktio.
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Ratkaisu. Pitdd 1oytaa sellainen vilin [1, 5] jako P, ettd jokaisella jaon P maaraamalld avoi-
mella vélilld funktio saa vakioarvon. Esimerkiksi jako P = {z¢ = 1,2,3,4,5 = x,} kelpaa.

Jokaisella valilla |x;_1, z;[=]i,i + 1[, missd i € {1,2, 3,4, 5}, funktio f saa vakioarvon.

Kahden tasavaliporrasfunktion summa ja tulo ovat tasavéliporrasfunktioita. Todistus
on harjoitustehtava.
Tehtdvia
1. Muodosta vilin [0, 1] se tasavilijako, joka koostuu a) viidesta b) n:std jakopisteestd
2. Muodosta vilin [a, b] se tasavilijako, joka koostuu a) viidestd b) n:std jakopisteestd

3. Miké on vilin [a, b] n + 1-alkioisen tasavilijaon mddradaman yhden vilin pituus? Mitd
voit sanoa jaon pisteistd, jos a) a, b rationaalisia, b) toinen pisteistd a, b rationaalinen ja

toinen irrationaalinen tai c) molemmat pisteet ovat irrationaalisia?

4. Onko olemassa vilin [0, e] tasavalijakoa P = {0 = z¢, z1, ..., 2, = e}siten, ettd jollekin

i patee x; = 1? Perustele.
5. Milld ehdolla ¢ € [a, b] kuuluu johonkin vilin [a, b] tasavélijakoon?

6. Madritelldadn luvun = € R kokonaisosa f : R — R,z — [z] siten, ettd [z] := se ko-
konaisluku N, jolle patee N < z ja tdllaisista kokonaisluvuista N on suurin. Osoita,
ettd f : [-2,2] — R,z — [z] on tasavéliporrasfunktio. Piirrd funktion f kuvaaja valilla
[_27 2] .

7. Osoita, ettd

1, kun z € [0,1]
2, kun z €]1, 3]

5:00,3] = R, f(x) =

on tasavéliporrasfunktio.

8. Todista, ettd tasavaliporrasfunktioiden summa ja tulo ovat edelleen tasavaliporrasfunk-
tioita.

Tehtdvien ratkaisuja

1. a) Jaoksi kelpaa {0, 1,2,3,1}

. 1 2 n—2
b) Jaoksi kelpaa {0, oy e B e 1} .
2. a) Jaoksikelpaa {a,a + 5%, a +2%5%, a + 3252 b}
b) Jaoksi kelpaa {a,a +h=a g2k a4 (n— 2)%,5}



3. Yhden vilin pituus on 2.

a) Mikali sekd a ettd b ovat rationaalisia, niin niiden erotus on rationaalinen, ja osavélin
b—a

pituus *-% on my0s rationaalinen. Kaikki jakopisteet ovat rationaalisia.

b) Mikili toinen luvuista a,b on irrationaalinen ja toinen rationaalinen, niin osavélin
b—a

pituus *“ on irrationaalinen. Néin ollen kaikki jaon pisteet toista paddtepistettd lu-

kuunottamatta ovat irrationaalisia.

c¢) Voi olla ettd osavdlin pituus on rationaalinen a = V2 — 1,b = /2 tai irrationaalinen
a = /2,b = 7. Mikili se on rationaalinen, ovat jakopisteet irrationaalisia. Jos se taas
on irrationaalinen, voi jakopisteistd 16yty4 irrationaalisia ja rationaalisia pisteita.
Esimerkiksi jos valitaan a = v/2—1,b = 3—+/2, ja jaetaan vili [a, b] kahteen osaviliin,
jakopisteiden joukko on {ﬁ -1,1,3 - \/Q}

4. Ei, silld vélin pituus ~on irrationaalinen ja 0 + k- ¢ Q, valittiinpa n, k miten hyvénsa.

5. c on vilin tasavilijaossa tasmalleen silloin kun ¢ = a + =2 jollakin n € N. Tama on

yhtdpitdvaa sen kanssa, ettd =2 € Q.

6. Olkoon P = {-2,-1,0,1,2} = {xo, z1,%2, %3, z4}. Selvdsti P on tasavilijako. Kullakin
P:n maaraamalla valilld |z;—1, x;[, i = 1,2, 3,4 funktio [z] saa vakioarvon: Jos = € z;,
niin [z] =i — 3.

Jakopisteissa funktio voi saada mitd hyvansa arvoja.

7. Valitaan tasavalijako P = {0,1,2,3}. Talloin f(z) = 1, jos = €]0, 1[. Mikéli = €|1, 2 tai
x €]2,3[ on funktion arvo f(z) = 2. Ndin ollen f on tasavaliporrasfunktio.

8. Lause on muotoiltu ja todistettu kohdassa

12 Tasaviliporrasfunktion maaritty tasavili-integraali

Luonnollinen tapa mééritelld maaratty integraali on tehdéd se ensin porrasfunktiolle ja sit-
ten laajentaa maaritelmda muihin funktioihin. Tasavéli-integraalin méaérittelyssa kdytetdaan
tasavaliporrasfunktioita. Tasavadliporrasfunktion tasavali-integraali ilmaisee tasavalipor-
rasfunktion ja z-akselin véliin jddvan alueen alan.

On syytd kadyttdd nimitysta tasavéli-integraali, erotuksena Riemann-integraalista. Inte-
graaleja voidaan madritelld lukemattomia erilaisia, eivdtka eri médaritelmét anna aina sa-
moja tuloksia. Nyt méadritelladn erds mahdollinen integraali, ja koska méaaritelméassa kay-
tetddn tasavilijakoa, on integraalista luontevaa kdyttdd nimed tasavili-integraali. Tasaja-
kointegraali olisi yhtd hyva nimi.

Pinta-alan maaritteleviin perusolettamuksiin kuului, ettd suorakaiteen pinta-ala on sen

vierekkdisten sivujen pituuksien tulo. Tdméa havainto on perusta tasaviliporrasfunktion
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tasavili-integraalin méérittelylle, jossa jokaista osavalid vastaa suorakaide, jonka pinta-ala

osataan laskea.

Maiiritelma 12.1 (tasavaliporrasfunktion médrétty tasavali-integraali). Olkoon s : [a, b] —
tasavaliporrasfunktio. Olkoon § > 0 sellainen luku, ettd s on vakio jokaisella vileista
la+ (i —1)d,a +id[, missd i = 1,2,...,n. Merkitddn s:n valilld |a + (i — 1)d, a + i6] saamaa
arvoa s;:1a. Tasaviliporrasfunktion s miiritty tasavili-integraali yli vilin [a, b] on

b

/s(:n)dx = zn:sié = 5%81.
i=1 i=1

a
Huomautus 12.2. Integraali on aina olemassa. Integraalin arvo ei riipu :n valinnasta, kun-

han s saa vakioarvon J:n maaraamilla véleilld. Todistus on harjoitustehtava.

Huomaa, ettd vield ei osata laskea esimerkiksi jatkuvan funktion f maarattya tasavali-

/1 f(2)dz.
0

Tété ei olla médritelty, eikéd sitd siis ole vield olemassa. Kdytossd on vain tasavéliporras-

integraalia

funktion tasavili-integraalin maéaritelma.
Tasaviliporrasfunktion méaaratylld tasavili-integraalilla on monia tuttuja ominaisuuk-

sia. Todistukset ovat harjoitustehtavia.

Lause 12.3. Olkoon s : [a,b] — R tasaviliporrasfunktio. Tilloin jokaiselle ¢ € R piitee

Lause 12.4 (additiivisuus, tasavéliporrasfunktion méaaratty tasavili-integraali). Olkoot s :
[a,b] = Rjat: [a,b] — R tasaviliporrasfunktioita. Tilloin pitee
b b b

/s(x)+t(:n)dx :/s(w)dx—l—/t(m)dx.

a a a
Lause 12.5 (méaardtyn tasavili-integraalin lineaarisuus tasavéliporrasfunktiolle). Olkoot s :
[a,b] = Rjat: [a,b] — R tasaviliporrasfunktioita ja A, B € R. Talloin piitee
b b b

/AS(J:) + Bt(z)dx = A/s(:c)dm + B/t(z)daz.

a a a
Lause 12.6. Mikili s ja t ovat tasaviliporrasfunktioita siten, etti s(x) < t(x) kaikilla x € [a,b] \
(Ps U Py), missi Ps ja P, ovat funktioita s ja t vastaavat tasaviilijaot, piitee

b

/ s(z)dz < /b t(z)dz.

a
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Mikali integroimisvilille lisdtddn ylimaardinen piste, ei funktiot s : [a,¢] — Rija s :
[c,b] — R vélttamatta ole tasaviliporrasfunktioita. Valitsemalla ¢ sopivasti, eli siten, ettd
e=a — & ¢ Q, missd k,! € N, on madratty tasavali-integraali yli koko vélin yhta suuri kuin

osavilien yli laskettujen maaréattyjen integraalien summa.

Lause 12.7. Olkoon s : [a,b] — R tasaviiliporrasfunktio ja ¢ €]a, b| sellainen, ettii =2 =: % € Q
jal,k € N. Tallvin piitee
c b b
/5(m)d:l:+/s(x)dx: /s(m)d:c.

Todistus. Koska s on tasavéliporrasfunktio, 16ytyy valin [a, b] tasavélijako

P={a,a+9d,a+26,...,a+nd=>}.

Valitaan d; := k%l = % Nyt viélien [a, ] ja [c, b] tasavilijaot

P, :={a,a+ d2,a + 202,...,a+ nldy = c}
ja
Py :={c,c+ d2,¢+202,...,a+n(k+1)dy = b}
sisédltyvat tasavélijakoon
Py :={a,a+ d2,a+282,...,a+nkdy =c,...,a+n(k +1)d2 = b}.

Merkitdan funktion s valilld Ja + (i — 1)d2, a + id2| saamaa arvoa s;:11d. Harjoitustehtdava on

osoittaa, ettd
c—a b—a

nk  n(k+1)

joten

Vastaavasti pitee

/ b—c b—a e+
/S(x) T ; U kD) z%f:—‘rl |
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Saadaan siis

miki oli todistettava. O

Maiiritelmd 12.8. Olkoon s : [a, b] — R tasavaliporrasfunktio. Méadritelldan

b

/as(x)dx = —/s(az)da:.

b a

Maiiritelmd 12.9. Olkoon s : [a, b] — R tasavaliporrasfunktio ja ¢ € [a, b]. Mddritellddn

C

/s(:z:)da: = 0.

C

Tehtavia

1. Osoita, ettd tasavéliporrasfunktion s : [a,b] — R tasavili-integraalin arvo ei riipu
maddritelmédstd 16ytyvan ¢ valinnasta, kunhan s on vakio valeilld |a + (i — 1), a + id],

missdi=1,2,...,n.

2. Olkoon f : [0,3] — R,z ~— 2. Etsi sellaiset tasavéliporrasfunktiot s < fjat > f, ettd

3 3
/t(m)dm — /s(x) < 3.
0 0

3. Laske.

b
/ s(z)dz,

1, kunz € [0,1]

kun

a)s:[0,3] = R,s(x) = {
2, kun z €]1, 3]
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—1, kun z € [0,1]
b) s:[0,4] — R, s(z) = 4, kun x €]1,2]
=5, kun z € [2,4]
—3,kunz e [-3, -1
C)SZ[—%,l]HR,S(LE): =3 ]
5 kunz €] —1,1]
4. Todista lause [12.3]
5. Todista lause
6. Todista lause[12.5

7. Todista: Mikéli s : [a,b] — Rjat: [a,b] — R ovat tasaviliporrasfunktioita siten, ettd
s(z) < t(z) kaikilla z € [a, b], patee

b b
/s(m)dw < /t(m)dw
8. Todista lauseen todistamatta jadnyt kohta:
c—a  b—a
nk  n(k+1)

Huomaa, ettib —a = (b—c¢) — (c — a).

13 Paloittain jatkuvan ja rajoitetun funktion tasavili-integraali

Edellisessa kappaleessa madriteltiin madratty tasavali-integraali tasavaliporrasfunktioille.
Pystytdaanko tilannetta yleistaimdan? Saadaanko integraali méaritellyksi monimutkaisem-

mille funktioille?

Ongelma. Mikd on méadratty tasavali-integraali jatkuvalle funktiolle f : [a, b] — R yli vdlin
[a, b]?

Ratkaisu. Integraalilaskennan kurssin tiedoilla saadaan integraaliksi

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a),

missd F'(z) = f(z), eli F on funktion f primitiivi (tai integraalifunktio, kuten lukiossa

sanotaan).
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Maidratyn tasavili-integraalin avulla ei ole vield médritelty integraalifunktiota. My0s-
kdan yhteyttd integraalifunktion ja méaaratyn integraalin viélille ei ole nédytetty. Miten maa-
réatty integraali voidaan laskea ilman nditd tietoja? Tarvitaanko valttamattd integraalifunk-

tiota, tai derivoinnin osaamista?

Ongelma. Laske funktion

—2  mikdliz € [—-1,0]
1 mikéli z €]0, 1]

madratty integraali yli valin [—1, 1].

Ratkaisu. Integraalilaskennan kurssn tiedoilla tima ei onnistu. Ei 1oydy primitiivifunktiota
F:[-1,1] — R, F'(x) = f(x), siis integraalifunktiota ei ole olemassa.

Kuitenkin kyseessa on tasavéliporrasfunktio, ja tasavéli-integraalin maaritelma ei sisal-
14 mainintaa integraalifunktiosta. Mdéaratty integraali méaériteltiin summana. Mééaritelmén

avulla saadaan
1

/f(x)d:c =-2+1=-1.

-1
Ongelma. Saadaanko tasavili-integraali laskettua muillekin kuin tasavéliporrasfunktioil-
le? Kuinka se tapahtuu? Mika on funktion méaaratty tasavéli-integraali? Millaisille funk-

tioille voidaan méaritelld maaratty tasavali-integraali?

Ensimmadisiin kolmeen kysymykseen saadaan tyydyttava vastaus, mutta neljds on sy-
vallinen, eika sitd ole mahdollista kdyda lapi. Funktion integroituvuus vaatii ettei funktio
saa heilahdella pahasti. Jos funktio on riittdvan pahasti epdjatkuva, ei tasavili-integraalia
voida médritelld mielekkéadsti.

Ensimmadiseen ongelmaan tarvitaan selvastikin maaratyn tasavali-integraalin méaéritel-
maé. Paloittain jatkuville funktioille maaratty tasavali-integraali saadaan méériteltyd mie-
lekkadasti.

Madiritelma 13.1 (paloittain jatkuvan, rajoitetun funktion tasavili-integraali). Olkoon f :
la,b] — R paloittain jatkuva ja rajoitettu. Funktion f maidritty tasavili-integraali yli vilin

[a, b] on

b n
/f(x)dz::nllngozb;af (a—l—jb;a).

Jj=1

Mitd madritelmd pitdd sisdlldaan? Tadssd n kertoo, kuinka moneen osaan vili [a, b] jae-

taan. Summalausekkeen sisdltd 16ytyva osa

b—a
n

a—+j
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tarkoittaa j. vélin oikeanpuoleisessa pddtepistettd. Siis summan termissa

(o)

lasketaan funktion arvo j. vélin oikeanpuoleisessa pdatepisteessa.

Termin edessé oleva kerroin on vélin [a, b] pituus jaettuna n:lla. Kerroin ei riipu j:sta.

— h—
b af<a+ja>.
n n

tarkoittaa siis yhden osavilin pituuden ja funktion vélin oikeanpuoleisessa paatepistees-

Summalausekkeen termi

sd saaman arvon tuloa, siis suorakaiteen pinta-alaa. Sen jdlkeen lasketaan yhteen kunkin
osavdlin suorakaiteen pinta-ala. Lopuksi hienonnetaan jakoa niin, ettd suorakaiteita tu-
lee paljon, ja vélin pituus menee nollaan. Saatu luku on funktioon f ja valiin [a, b] liittyva
madratty tasavali-integraali.

Huomautus. Madrattya tasavali-integraalia ei méaritelld muille kuin paloittain jatkuville
ja rajoitetuille funktioille. Mddritelmd voidaan yleistdd, jos piste voidaan valita osavalilta
mielivaltaisesti, eikd aina oteta osavilin oikeanpuoleista paatepistetta.

Huomautus. Madritelméssa esiintyva raja-arvo on aina olemassa ja yksikésitteinen, eiké se
riipu véliltd valittavasta pisteestd. Todistus (lauseiden ja [3.8 todistukset) on
tyolas.

Huomautus. Aiemmin on médritelty tasaviliporrasfunktioille méaratty tasavali-integraali.

Nyt esitetty mddritelma on yhtdpitdva sen kanssa. Todistusta helpottaa tieto siitd, ettd maa-

ritelmén raja-arvo on olemassa. Todistus on harjoitustehtava.

Esimerkki 13.2.

Muodosta tasavili-integraalin maaritelmédssa esiintyva summa funktiolle f : [0,1] — R, f(z) = z,

kun vili [0, 1] jaetaan n yhtd suureen osaviliin. Laske raja-arvo, kun n — oo.

Ratkaisu. Muodostetaan ensin vélin [0, 1] jako P joka jakaa vilin n:ddn yhtapitkdan osava-

liin. Koska vilin pituus on 1, on yhden vélin pituus 1. Néin ollen jako on

1 11 12 —1
P:{0,0—Fl',...(n—l)-,n.}:{0,,...,n ,1}
n n n

n n n

Kunkin vilin oikeanpuoleinen paitepiste on siis muotoa % Naiin ollen funktion arvo on

f (%) = % Jakovilin pituus on %, joten summan j. termi on muotoa

1
n n

ja summa on siten

3

3 |~
Il
3{9‘@.

n
1
>

=1

.
Il
—
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Summan raja-arvo on
. J .1 . lm+ln . nf4n 1
nh—>ngo Z; n2 o nh—{go n2 Z;] o nh—{go n2 2 B nh—{go In2 o 2
j= j=

Havaitaan, ettd méaritelmén avulla on kohtuullisen helppoa saada numeerinen arvio
integraalille. Tata pohditaan kappaleessa Numeerisesta integroinnista.

Paloittain jatkuvan, rajoitetun funktion maaratty tasavali-integraali voidaan kuitenkin
maédritelld myos toisin. Mikaéli pitdydytddn rajoitetuissa ja paloittain jatkuvissa funktioissa
madritelmét ovat yhtenevét. Kahden maaritelman hyoty on siind, ettd riittdd osoittaa, etta
vdite patee toiselle méaritelmélle. Ongelmana on vain osoittaa maaritelmien yhtenevyys.

Jalleen kerran, yhtenevyyden osoittaminen (lauseen todistus) on tyolasta.

Madiritelma 13.3 (rajoitetun, paloittain jatkuvan funktion tasavili-integraali, 2. versio). Ol-
koon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva funktio. Olkoot s, ¢ sellaisia tasavalipor-
rasfunktioita, ettd s(x) < f(z) < t(z) kaikilla = € [a, b]. Mikili 16ytyy tasan yksiluku I € R
siten, ettd jokaisella ehdon tayttavalla tasaviliporrasfunktioparilla s, t patee

b b

/ s(x)de < I < / Har)da,

a a

niin funktion f maaratty tasavali-integraali yli valin [a, b] on

/bf(a:)dx =1

Huomautus. Vaihtoehtoisen mééaritelmén hyoty tulee esille lauseiden todistamisessa. Kui-
tenkin méaritelméan tismallinen késittely on sen verran vaativaa, ettd kurssilla pitdydytaan

ensimmaisessd méaaritelmassa.

Tehtavia

1. a) Muodosta tasavili-integraalin maaritelméssa esiintyvd summa funktiolle f : [0, 1] —

R, f(z) = —2x + 2, tilanteessa jossa vili [0, 1] jaetaan n yhtd suureen osaviliin.

b) Laske raja-arvo, kunn — oo

r,kunz € Q
0, kunz e R\ Q

2. Madritd funktioon f : [0,1] — R, f(z) =

liittyva raja-arvo

" b—a b—a
li ] .
dim > — f(aﬂ 0 )

g=1
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Mitd tapahtuu, jos pisteet, jossa fmn arvo kullakin valilla lasketaan, valitaankin sa-

tunnaisesti sen sijaan ettd otetaan oikeanpuoleinen pdatepiste?

3. Todista tasavélijakoa kdyttden, ettd

b e
2
dr = —.
/:U N 3
0

Saatat tarvita tietoa Y7 2 = Entlndln

4. Todista, ettd tasavaliporrasfunktiolle s : [a,b] — R tasavili-integraalin maaritelmat

ovat samat, eli ettd

b—a — " bh—a b—a
Y )
S i 3 (o),
=1 7=1
missd s:n valilld |x;_1, x;[ saamaa arvoa on merkitty s;:114.

Tehtdvien ratkaisuja

1. a)

b)

=1
2 n
:2_nh—>n;oﬁzl
i=1
2 n2+4+n

2. Raja-arvo on
. 1-0 1-0 . 1 1 . 1
a3l (04550 ) - f DS (73) = Jimm- =1
= ]:

Mikali piste valitaan satunnaisesti véliltd [c, ¢ + 0], missd ¢, € R,0 > 0, on piste
irrationaaliluku (Todenndkdisyys, ettd saadaan rationaaliluku on 0). Ndin ollen raja-

arvonkin on oltava 0.
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3. Nytona = 0ja f(z) = z°. Muodostetaan maéritelméssi esiintyvd summa ja laske-

)

taan raja-arvo:

b)2
n2

b
" b—0 [ b—0)? b ((j
2 . . — i _
[t i S (700 ) = m S0
0 Jj=1 j=1

L j°b
_JEF.‘OZ?
j=1

b~
=l o5 2
j=1
b 2n+1)(n+1n b

= lim

n—oo 3 6

4. Jaetaan kukin osavili aina kahtia. Talloin saadaan jakoja, joita vastaavien tasavéa-
liporrasfunktioiden arvot s;(x), ovat samat kuin tasavaliporrasfunktion arvot s(z).
Siispd niiden integraalitkin ovat samat. Koska ndin saatavalla mielivaltaisen hienol-
la jaolla P summan 22 >_j~y si(z;) arvo on sama kuin porrasfunktion integraalin

b—a n . . . . . 16
4% h—1 Sk arvo, raja-arvo sama kuin porrasfunktion integraalin arV

14 Mairatyn tasavili-integraalin ominaisuuksia

Madérétty tasavili-integraali on monilta osin samanlainen kuin Riemann-integraali, kuten

seuraavat tulokset osoittavat.
Lause 14.1. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Olkoon ¢ € R. Tilldin pitee

/b cf(z)dz = c / f(z)dz.

a

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 14.2. Olkoot f : [a,b] — Rja g : [a,b] — R rajoitettuja ja paloittain jatkuvia. On voimassa

/b F(z) + g(z)dz = /b F(z)dz + /b g(z)da.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lauseita ja hyviksi kdyttden saadaan integroitua mikd hyvénsa rajoitettujen,
paloittain jatkuvien funktioiden lineaarikombinaatio:

16Mikali jono (a, )52 suppenee, on sen raja-arvo sama kuin jonon osajonon raja-arvo
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Lause 14.3. Olkoot f; : [a,b] — R rajoitettuja ja paloittain jatkuvia. Olkoot ¢; € R kaikilla
i =1,2,...n. Talloin pitee

i=1

b, . b
a/ (Z Cifz'(ﬂﬁ)> dr = ;Ci/fi($)dx-

a

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 14.4. Mikili ¢ €]a,b], ja f : [a,b] — R on rajoitettu ja paloittain jatkuva, on voimassa

/bf(w)dx:/cf(af)dac—i-/bf(x)da:.

Todistus. Todistus on melko tyolds, eikd sitd voida kurssin tiedoilla esittdd. Ongelmia tu-
lee, silld pistettd c ei valttamatta voida sisdllyttdd mihinkdan tasavélijakoon, johon a ja b

kuuluvat. 0

Lause 14.5. Olkoot f : [a,b] — Rja g : [a,b] — R rajoitettuja ja paloittain jatkuvia. Tilloin

b b
[t < [ gtwyiz,

a

mikili f(x) < g(x) kaikilla x € [a,b).

Todistus. Tulee osoittaa, ettd patee epayhtalo

n

b— b— ULy - b—
i D2 (g ) < g ST (05700 ).

j=1 k=1

mikili f(x) < g(x) kaikilla x € [a, b].
Valitaan n = m. Tallsin f (a + j2=2) < g (a + j%=2). Siispa

" b—ua b—a “b—ua b—a
) < b—a b—a
g " f(a+] - >_§ - g<a—|—] - >,

j=1 k=1

joterﬂ

" h— b— ULy b—
i DS (g ) < g ST (0570 ).
j=1 k=1
O

Tasavili-integraali voidaan méaritelld my0s siind tapauksessa, ettd alaraja on ylédrajaa
suurempi. Madritelma on analoginen vastaavan tasavéliporrasfunktion maaratyn tasavali-
integraalin méaéaritelméan kanssa; madritelmaa vastaavaan raja-arvoon péaastaan lahtien tasavaliala-
ja tasavaliyldintegraalien méaaritelmistd sekd tasaviliporrasfunktion mééritelméastd, kun

alaraja on yldrajaa suurempi.

7Mikaili lukujonojen ay, ja by, termeille pétee a, < b, kaikilla n niin silloin limp— e @ < limp—o0 bn
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Maiiritelmd 14.6. Olkoon f : [a, b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Madritelldadan

/af(a?)da: = —/bf(a:)da:.
b a

Maiiritelmd 14.7. Olkoon f : [a,b] — R paloittain jatkuva ja ¢ € [a, b]. Madritelladan

/Cf(x)da: :=0.

Voidaan todistaa seuraavaa:

Lause 14.8. Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu ja paloittain jatkuva. Kaikilla k # O pitee

b kb
/f@mxzi/j(i)m.
a ka

Todistus. Tama voidaan tulkita geometrisesti venytyksend: alaa venytetdan termin & ver-

ran, jolloin pinta-ala muuttuu k-kertaiseksi. Toditusta ei esitetd kurssilla. O

Tehtavia
1. Todista lause
2. Todista lause

3. Todista lause

4. Laske . "
f@yde f(3) dx,
b/ x)dx ja 2[ (2> x

kun tiedetdan, etta

if@mx:r

5. Maéritelma sanoo, etta
/ f(z)dz = 0.

Miksi méadritellddn ndin? Mitéd seuraisi, jos méddriteltdisiin
a
/ f(z)dz := 17
a
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Tehtdvien ratkaisuja
1. Lauseen[d.I]todistus.
2. Lauseenl.2ltodistus.
3. Lauseen .3 todistus.

4.

2b
F(E)de=2- [ f(@)de =2-7=14.
2{ <2> T / z)dx

a

5. Saataisiin esimerkiksi [ f(z)dz + [ f(z)dz =2 # 1 = [ f(x)dx.

15 Analyysin peruslause

On annettu funktio f : [a,b] — R, f(x) = 2. Mika on funktion mééaratty integraali yli vélin
[0,1]?

Ratkaisu. Integraalilaskennan kurssin tiedoilla tehtdva ratkeaa seuraavasti: Mikali kaikilla

x € [a,b] on voimassa F'(z) = f(z),

b

/ f(z)dz = F(b) — F(a),

joten

Onnistuuko sama kayttden maarattya tasavali-intergraalia? Voitaisiin laskea raja-arvo
n

=1

mutta tdmd vaikuttaa tyolddlta. Voidaan kuitenkin pddstd kdyttamaan lyhyempéad, me-
kaanista laskutapaa analyysin peruslauseen kautta, mikéli derivointikaavoja on tiedos-
sa. Analyysin peruslause tasavili-integraalille pitee tismalleen samassa muodossa kuin

Riemann-integraalillekin. Tulosten todistaminen on turhan aikaavievaa.
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Lause 15.1 (Analyysin peruslause, osa 1). Olkoon

awzjfww

missd f : [a,b] — R on rajoitettu ja paloittain jatkuva. Tilloin G on jatkuva funktio ja piitee

mikili f on jatkuva x:ssi.

Todistus. Todistus perustuu lauseisiin ja sekd madritelmaan mutta on turhan

tyolas tassa esitettavaksi. O

Huomautus. Mikali lauseen tilanteessa f on jatkuva, voidaan kirjoittaa

kaikilla x € [a, b], eli
d
7 [ 1= )

Integraalifunktio voidaan maééritelld maaratyn (tasavali-)integraalin avulla.

Maiiritelma 15.2 ((tasavaili-)integraalifunktio). Olkoon f : [a,b] — R paloittain jatkuva ja

rajoitettu. Funktion f integraalifunktion F': [a,b] — R arvo pisteessd x € [a, b] mddritelladan

Flz) = /x f(z)dz.

Huomautus. Osoittautuu, ettd funktion integraalifunktio ja tasavéli-integraalifunktio ovat

sama Siksi puhutaan vain integraalifunktiosta, eikd tasavali-integraalifunktiosta.

Huomautus. Integraalilaskennan kurssilla vaaditaan, ettd funktion F tulee olla derivoitu-
va. Edelld esitetyssd integraalifunktion mddritelméssa derivoituvuutta ei vaadita. Voidaan
kuitenkin osoittaa, ettd funktio F' on derivoituva kaikkialla lukuunottamatta mahdollises-
ti ddrellisen montaa pistettd, silld f:std oletettiin, ettd se on paloittain jatkuva ja rajoitettu.

Mikdli f on tarpeeksi pahasti heilahteleva funktio, ei integraalifunktiota voida méaéritell.

Huomautus. Jokaisella paloittain jatkuvalla ja rajoitetulla funktiolla on integraalifunktio.
Tulos seuraa madratyn tasavili-integraalin olemassaolosta: mikéli funktio on paloittain
jatkuva ja rajoitettu, on méaarétty tasavéli-integraali [ f(z)dx olemassa jokaiselle ¢ € R.
Aina funktion f : [a, b] — R integraalifunktiota ei voida esittdd alkeisfunktioiden avul-
la. Esimerkiksi funktion f(z) = v integraalifunktio on sellainen. Integraalifunktio on silti

olemassa!

8Tama seuraa tasavili-integraalin ja Riemann-integraalin yhtenevyydesti paloittain jatkuville ja rajoitetuil-

le funktioille
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Huomautus. Usein laajennetaan integraalifunktion késitettd, ja sanotaan, ettd jokainen funk-
tio G : [a,b] — R, G(x) = F(z) 4 cjollakin ¢ € R on funktion f integraalifunktio.

Miiritelmad 15.3. Funktiota G : [a, b] — R, jolle patee
G'(z) = f(z) kaikilla x € [a, b],
kun péaétepisteissa on laskettu toispuoleiset derivaatat, kutsutaan funktion f primitiiviksi.

Lause 15.4. Olkoon funktio f : [a,b] — R jatkuva. Tilloin jokainen funktion f integraalifunktio
on myds funktion f primitiivi, ja jokainen primitiivi vastaavasti integraalifunktio.
Todistus. Tama seuraa analyysin peruslauseen 1. osasta. O
Ylioppilaskirjoituksissa primitiivistd puhutaan integraalifunktiona, eli sielld integraa-
lifunktion pitdd olla derivoituva. Tarkista aina, mitd kukin funktion integraalifunktiolla
tarkoittaa!
Joskus puhutaan funktion integroituvuudesta. Usein télld tarkoitetaan, etta funktiol-
la on integraalifunktio. Kysymys, onko jollain tietylld funktiolla integraalifunktio, tai siis
onko funktio integroituva on syvillinen, eika sitd kurssilla kasitella.

Seuraavassa kdydadn ldpi analyysin peruslauseen toinen osa, joka on integraalien las-

kemisessa jatkuvasti kdytossa.

Lause 15.5 (Analyysin peruslause, osa 2). Olkoon F' : [a,b] — R jatkuva ja f : [a,b] — R

paloittain jatkuva. Oletetaan, etti

lukuunottamatta mahdollisesti direllisen montaa pistettd. Tilloin pitee

b
/ F(#)dt = F(b) — Fla).

Todistus. Todistus nojaa analyysin peruslauseen 1. osaan ja tietoon, ettd mikali f/(x) = 0,

niin f on vakiofunktio. Se on kuitenkin turhan tyolds tassa esitettavaksi.

Tehtavia

1. Onko funktio F': [-3,1] —» R,z — —sinz+A, missd A € R funktion f : [-3,1] — R, f(z) =

cos x primitiivi tai integraalifunktio?
2. Perustele vdittdma tai anna vastaesimerkki:
a) Mikdli on annettu jatkuva funktio f : [a,b] — R, aina on olemassa funktio F' :

[a,b] — Rsiten, ettd F(z) = [ f(t)dt.

66



b) Mikili on annettu funktio f : [a,b] — R, aina on olemassa funktio F' : [a,b] — R
siten, ettd F'(z) = [7 f(t)dt.

c) Oletetaan, ettd funktiolla f : [a,b] — R on ainakin yksi integraalifunktio. Télloin

jokainen funktion f integraalifunktio on funktion f primitiivi.
d) Funktio f : [0,1] — R, f(x) = e ei ole integroituva.
e) Epdjatkuvalla funktiolla ei voi olla primitiivia.

f) On olemassa jatkuva funktio, jolla ei ole primitiivia.
3. Keksi esimerkki funktiosta f : [a, b] — R, jolla ei ole primitiivia.
4. Keksi esimerkki funktiosta f : [a,b] — R, jolla ei ole integraalifunktiota.

5. Osoita, ettd funktio F : [1,2] — R, F(z) = £t on funktion f : [1,2] — R, f(z) =
1 + log x primitiivi. Onko funktio F' funktion f integraalifunktio?

Tehtdvien ratkaisuja

1. Funktio F : A — R on funktion f : A — R primitiivi, mikéli patee F'(z) = f(z)
kaikilla # € A. Nyt on F'(z) = —(—cosz) = cosz = f(z), joten F on funktion F

primitiivi. Jokainen f:n primitiivi on my0s sen integraalifunktio.

a) Viite pétee, silld koska f on jatkuva, on tasavili-integraali

/x f(t)dt

olemassa riippumatta pisteen = € [a, b] valinnasta.
b) Ei, esimerkiksi funktio f : [0,1] — R,z +— Ig kelpaa vastaesimerkiksi.

c) Ei, silld jos integraalifunktio ei ole derivoituva, ei se voi olla primitiivi, koska pri-

mitiivi on maaritelménsa nojalla derivoituva. Esimerkiksi funktio f : [-3,3] — R,

1, kunz <0
flx) =

—1, kunx >0

kelpaa vastaesimerkiksi. Silld on olemassa integraalifunktio, mutta ei primitiivia.

d) Funktion z — e’ integraalifunktiota ei voi esittdd alkeisfunktioden avulla, mutta
siitd huolimatta se on olemassa. Jatkuvalla funktiolla on integraalifunktio, eli se

on integroituva.
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e) Tehtdvassa tulee 16ytdd derivaattafunktio, joka ei ole jatkuva. Tama voi olla hy-
vinkin hankalaa. Esimerkiksi seuraava funktio kdy primitiiviksi.
SU2SiD(1) , kunz #0

f:1-2,2] =R,z — g
0, kunz = 0.

Voidaan osoitta ettd funktio on derivoituva nollassa. Sen derivaattafunktiolle

pétee
f'(x) = 2xsin <1> — cos (1> , kun x # 0,
x x
joten funktio heilahtelee pahasti nollan ldhistolla. Sitd ei voida méaéritelld pistees-
sd siten, ettd derivaattafunktiosta tulisi jatkuva. Siispa 16ytyi epdjatkuva funktio,
jolla on primitiivi, ja vaite on siis vaara.
f) Viite on vaarg, silla jatkuvalle funktiolle f 16ytyy analyysin perulauseen nojalla
F siten, ettd F'(z) = f(z) kaikilla f:n madrittelyjoukon pisteilld x.

16 Riemann-integraali

Integraalilaskennan kurssilla mééaritellddn Riemann-integraali. Se eroaa tasavéli-integraalista
siind mielessd, ettd vélin jakoa ei rajoita vaatimus yhta pitkistd osavéaleistd. Myoskin piste,
jossa funktion arvoa lasketaan, saadaan valita vapaasti osavalilta.

Tarkoituksena on tutkia, milloin tasavili- ja Riemann-integraali ovat samat. Kappalees-

b
/f(:v)d:n

tarkoittamaan f:n Riemann-integraalia yli vélin [a, b]. Tasavali-integraalille kdytetddn mer-

sa kdytetddn merkintaa

kintaa ,
[tv]/f(az)d:c.

Palautetaan mieleen Riemann-integraalin méaaritelma.

Maiiritelmd 16.1 (Riemannin summa). Olkoon [a,b] C R suljettu vali ja olkoon P = {a =
xo,Z1,...,%T, = b} vilin jako. Merkitdan vélin |z;_1, z;] pituutta Az;:114. Olkoon &;, mis-
sd i = 1,2,3,...n, mielivaltainen vélin |z;_;, z;[ piste. Funktioon f ja jakoon P liittyva

Riemannin summa on

> f&)Aw;.
=1

YEunktio pysyy nollan ldhelld lausekkeiden +22 sisills, ja koska nama ovat derivoituvia nollassa, on myos-

kin f derivoituva nollassa
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Mairitelmd 16.2 (Riemann-integraali). Mikali edelld méaaritellylld Riemannin summalla
on raja-arvo, kun max Az; — 0, on f Riemann-integroituva, ja funktion Riemann-integraali

yli vélin [a, b] on

max Ax;—0

b n
/f(a:)dx = lim Z f(&)Ax;
a i=1

Huomautus 16.3. Integroituvuudelle ei riitd, ettd 16ytyy yksi hyvé jako ja yhdet vélien pis-
teet &;, joilla raja-arvo on olemassa. Pitdd nimittdin olla, ettd milld tahansa vilien valin-
nalla, ja milld tahansa jakopisteilld, jotka toteuttavat maaritelman ehdon, saadaan sama
raja-arvo.

Huomautus 16.4. Riemann-integraalia ei madritelld rajoittamattoman vélin yli. Myoskin

funktion f tulee olla rajoitettu.

Tasavili-integraali méériteltiin raja-arvona, mutta méériteltdessa tehtiin rajaus paloit-
tain jatkuviin funktioihin. Maaratty tasavili-integraali on kuitenkin aina olemassa, mikali
funktio f vain on Riemann-integroituva. Tasavili- ja Riemann-integraalien arvot ovat til-

16in samat.

Lause 16.5. Mikili funktio f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, on raja-arvo

b n
[tv]/f(x)d:v ::nli_{gozb;af <a+jb7_la>.

Jj=1

olemassa, ja pitee
b b
/f(a:)dx = [tv] /f(x)dac

Todistus. Valitaan vélin [a, b] jako siten, ettd kyseessd on tasavilijako P = {a = zg, z1,..., 2y =
b}. Valitaan pisteet &; vilien oikeiksi paatepisteiksi. Riemannin summan termit ovat talloin

muotoa

fE) Az = 1 (aﬂ'b‘a) boa

n n

Myos télld valinnalla raja-arvon tulee olla sama kuin Riemann-integraalin arvo. Ndin ollen
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pétee
b n

[ @ = w3

max Axz; —0 4
=0

" b—a\b—a
_ I .
maxlAr;liHOiz; f <Cl t n > n

“b—ua b—a
= i j——
Jim > — f<a+ﬂ ; >
7=1
b

= [tv] / f(z)dz.

a

a

Toiseen suuntaan tulos ei pade:

Esimerkki 16.6. Tasavélijaon avulla méaritellylle integraalille kaikki ei toimi hyvin, jos

integroitava funktio ei ole paloittain jatkuva. Médritellaan funktio I : [0,1] — R,

1, kunzeQ

Iop(z) =
0, kunzeR\Q

Nyt 0+ j1=0 € Qkaikilla j € [1,2,...,n]. Siten

 =1-0 1-0 R
nlerolO]z;nf <0+]n> Znh_{gon;l =1.

Nayttdisi, ettd funktion integraali on 1. Kuitenkaan tasavali-integraalin teoriassa ei ole
annettu mitddn ehtoa funktion integroituvuudelle. Ei ole myodskddn maaritelty funktion
tasavili-integraalia muille kuin paloittain jatkuville funktioille. Esimerkin valossa ei ole
mielekdstd samastaa tasavali-integroituvuutta raja-arvon olemassaoloon.

Paloittain jatkuville integraali on mielekés ja antaa samat tulokset kuin muillekin in-
tegraaleille. Funktio Ip on kuitenkin epdjatkuva jokaisessa méaérittelyjoukkonsa pisteessa.
Se ei ole Riemann-integroituva, silld riippuen vélipisteiden valinnasta Riemannin summan

raja-arvo vaihtelee.

Esimerkki havainnollistaa sitd seikkaa, ettd tasavéli-integraali, jonka madrittelys-
sd valitaan aina osavélin oikeanpuoleinen péitepiste, ei toimi aina samalla tavalla kuin
Riemann-integraali. Herddkin kysymys, onko ongelma tasavélijaossa, vai pisteen valin-
nassa. Jos pisteen saa valita osavaliltd vapaasti, saadaan erilainen integraalin mdaritelma.

Voidaan todistaa seuraavaa:
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Lause 16.7. Funktio f : [a,b] — R Riemann-integroituva tismilleen silloin kun raja-arvo

n

b n
) [ o= lim 37 f(e)
a J=1

on olemassa ja se on riippumaton pisteiden &; € [xj_1, x;] valinnasta.

Todistus. Mikéli f : [a,b] — R on Riemann-integroituva, on raja-arvo olemassa. Perustelu
on samanlainen kuin lauseen todistus.

Todistuksen toinen osa on hieman tydlds. Siind tarvitaan infimumin ja supremumin
kasitteitd, ja nditd ei valttamatta kdyda kurssilla lapi. Todistus 16ytyy lauseen [7.8| yhtey-
desta. O

Numeerisesta integroinnista

Joskus tulee vastaan funktioita, joiden integraalifunktioita ei pysty esittdméaan alkeisfunk-
tioiden avulla. Talloin joudutaan laskemaan numeerinen arvio maaratylle integraalille.
Lauseen tulos antaa yksinkertaisen keinon laskea Riemann-integroituvan funktion

madrattyjd integraaleja numeerisesti tasavélijaon avulla.

Esimerkki 16.8. Esimerkiksi médaratty integraali

2  sin(22)
1/f(:c)alle/ . dx

joudutaan laskemaan numeerisesti. Muodostamalla kuudesta pisteestd koostuva tasava-

lijako, ja laskemalla funktion arvo vilin keskipisteessd, saadaan arvoksi ff Sinfx) dr =~

0, 1507, kun oikea arvo on 0, 1528.

Graafisista laskimista 10ytyy yleensd valmis algoritmi, jolla mdarittyjen integraalien
arvot saa helposti laskettua. Mikali laskimessa on ohjelmointitoimintoja, voi ohjelmoida

oman integrointiohjelman.

Tehtdvid

1. Mééritelldan f : [0,1] — R, f(x) = 2. Télloin on
1

/f(x)dx =1.
0

Poistetaan véliltd jokin piste z1. Miten kédy integraalin arvolle? Enté jos vilita poiste-
taan 10190 pistettd? Jos pisteitd poistetaan yksitellen hyvin monta, pieneneekd inte-
graalin arvo ykkosestd? Miksi tai miksi ei?
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l.2 1.4 l‘ﬁ\lﬁ E

Kuva 6: Médrityn integraalin [ Sinfx) dz laskeminen numeerisesti

1

. Miké on funktion méarédtyn integraalin arvo yli sen méérittelyjoukon, jos joukkoon
kuuluu vain yksi piste? Kuinka suuri tadytyy maéérittelyjoukon vahintdédn olla, ettd

integraali eroaisi nollasta?

. Suljettua vilid [a,b] C R vastaava suljettu véli voidaan mééritelld myos avaruuteen
R?. Minkilainen olisi tdllainen kaksiulotteinen suljettu véli? Entd kaksiulotteinen ta-

savéli? Entd millainen on kaksiulotteisen suljetun valin jako tai tasavélijako?
. Olkoon A = [0, 1] x [0, 1]. Laske funktion mdaratty integraali yli A:n, kun

W) [ AR, fz,y) =3
b) g: A= R, g(z,y) =3z + 1
c) h: A— R h(z,y)=z+y.

Piirrd kuva.

. Laske arvio méaaratylle tasavéli-integraalille

3 .
sin
dx.
T
1

. Laske arvio méaratylle tasavéli-integraalille

4
2
/em dz.
Z1
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