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1. Historian havinaa

Dynaamiset systeemit

Suurin osa tyoni padkohdista on oivallettu viimeisen sadan vuoden aikana. Dy-
naamisten systeemien tutkijat pyrkivat ymmaéartdméaan muutoksessa olevaa prosessia.
Téama aihealue ei ole ainoastaan matemaatikoiden tutkimuksen kohde, vaan monien
muidenkin alojen tiedemiehet ovat keskittyneet dynaamisten systeemien tutkimuk-
seen. Esimerkiksi téhtien ja galaksien litke on erds dynaaminen systeemi. Sitéd on
tutkittu vuosisatoja ja tutkimusta ovat tehneet tuhannet matemaatikot sekd mui-
den alojen tiedemiehet. Muita klassisia esimerkkeja dynaamisista systeemeista ovat
porssikurssit, kemialliset reaktiot seké populaatioiden kasvu ja tuho. Tutkimuksilla
pyritaan selvittamaan, mita tutkittavalle systeemille on tapahtumassa eli esimerkik-
si ovatko porssikurssit nousussa vai laskussa.

Osa dynaamisista systeemeistd on helposti hallittavissa ja ymmérrettavissa - toi-
set eivat. On helppo olettaa, ettd aurinko nousee huomennakin, mutta esimerkiksi
paikkansa pitdvan sddennusteen tekeminen kuukauden padhén tai Hex-indeksin vii-
kon keskiarvon ennustaminen nayttad olevan mahdottomuus. Naissd kahdessa ta-
pauksessa muuttujien méira on valtava, mista seuraa, ettd ennusteesta tulee hyvin
epavarma.

Erds 1900-luvun merkittavimmista 16ydoksistd matematiikan alalla on, ettd jopa
yvhden muuttujan systeemi voi kayttaytya yhtd arvaamattomasti kuin edelld esit-
taméni esimerkit sdédsta ja porssikursseista. Matemaatikot kayttavat tastd ennalta-
arvaamattomuudesta nimeé kaaos. Koska kaaosta on 16ydetty hyvin yksinkertaisis-
takin systeemeistd, on tutkimus keskittynyt yksinkertaisten systeemien kiyttayty-
miseen, tavoitteena ymmartad niiden avulla monen muuttujan systeemeita.

Téssa tyossd dynaaminen systeemi on nelillinen polynomi, jota iteroidaan. Ite-
rointi merkitsee tapahtuman toistamista. TyoOsséni tama tarkoittaa sité, etta laske-
taan polynomin arvo tietyssa pisteessd ja saatu tulos sijoitetaan toistuvasti uudel-
leen polynomiin. Néin iteroitaessa saadaan joukko kompleksisia tai reaalisia lukuja.
Tulemme huomaamaan, etta toisinaan tulos on ennalta arvattava ja toisinaan taysin
arvaamaton.

Historiaa

1918-1920 vélisena aikana kaksi ranskalaista matemaatikkoa, Gaston Julia ja Pier-
re Fatou, muuttivat dynaamisten systeemien tutkimusten painopistettd. He eivét
keskittyneet vain lokaalisti dynamiikkaan, vaan pyrkivit ymméartdméaan dynaami-
sia prosesseja globaalisti. Kiintopisteiden ympériltd he 10ysivét varsin erikoista dy-
namiikkaa. Joskus iteraation tuotos oli helposti ennakoitavaa ja vakaata, kun taas



toisinaan iteraation tulos oli dramaattisesti erilaista. Ndiden kahden matemaatikon
kunniaksi kutsumme nykyaan kompleksisen dynaamisen systeemin stabiilia aluet-
ta Fatou-joukoksi ja kaoottista aluetta Julia-joukoksi. Kyseisten tutkijoiden aikaan-
saannosta on nédiden joukkojen monien ominaisuuksien kuvaileminen rationaalifunk-
tioille. Kun he pyrkivét luokittelemaan kaikki mahdolliset Fatou-joukon dynamii-
kat, he tormésivat umpikujaan. He olettivat, ettei Fatou-joukon dynamiikka sisél-
taisi "vaeltavia" alueita, mutta eivit kyenneet osoittamaan sitd. He eivét pystyneet
myoOskiddn todistamaan oletustaan Siegelin kiekon olemassa olosta. Naiden kahden
ongelman vuoksi kompleksisten systeemien dynamiikan kehitys hidastui 50 vuodek-
si.

Ennen toista suurta kehityskautta oli kaksi merkittavaa tapahtumaa. 1940-luvulla
C. L. Siegel osoitti, ettd Siegelin kiekko voi esiintyd kompleksisten dynaamisten
systeemien yhteydessd. Téama tulos auttoi stabiilien alueiden luokittelua ja paédsya
ldhemméksi lopullista ratkaisua. Myohemmin I. N. Baker laajensi monia Fatoun
ja Julian tuloksia erilaisille funktioille, osoittaen samalla, ettd monenlaista stabiilia
kiyttaytymista voi esiintyd kokonaisilla ja meromorfisilla funktioilla.

Dynaamisten systeemien kehityksessa toinen suuri kausi alkoi 1980-luvulla, kun
tietokoneet mahdollistivat nopeat numeeriset laskut seké tulosten graafisen esitté-
misen. Erés tietokoneen avulla saavutettu tulos oli Benoit Mandelbrotin 16ydés, jota
nykyéan kutsutaan Mandelbrot-joukoksi.

Mandelbrot-joukko

Kyseista joukkoa on sanottu yhdeksi matematiikan kauneimmista ja monimuo-
toisimmista kohteista. Tama kaunis kuva sai monia matemaatikkoja kiinnostumaan
Gastonin ja Julian toista. Pian tdmén jalkeen Dennis Sullivan esitteli kvasikonformi-
kuvausten kdyton dynaamisten systeemien yhteydessa. Tulos mahdollisti "vaeltavia
alueita ei ole" -lauseen todistuksen. Todistus tdydensi olennaisesti stabiilin dyna-
miikan luokittelun rationaalikuvauksille. Taman tyon olivat Julia ja Fatou aikanaan
aloittaneet. Samaan aikaan A. Douady ja J. H. Hubbard toivat uusia nédkékulmia ne-
liollisten polynomien parametriavaruuksiin. He kehittivat tekniikan, jolla pystytaan



luokittelemaan melko hyvin kaikenlaisten neliollisten polynomien dynamiikat. V-
littomaésti taman jéalkeen alkoi tyo monien erityyppisten kompleksisten dynaamisten
systeemien ymparilla koskien rationaalikuvauksia, korkeamman asteen polynomeja,
kokonaisia ja meromorfisia funktiota seké systeemeité, jotka perustuvat Newtonin
menetelmédn. [1] [3]
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2. Peruskasitteita

2.1. Ma&éritelmé (Metrinen avaruus).

Funktiota d : X x X — R kutsutaan metriikakst joukossa X, jos jokaiselle
x,y,z € X seuraavat vaittamat patevét:

1. d(z,y) >0, jad(x,y) =0 jos ja vain jos x =y

2. d(z,y) = d(y, )
3. d(z,y) < d(x,z)+d(z,v)

Télloin paria (X, d) kutsutaan metriseksi avaruudeksi.

2.2. Maéaritelma (Normaali perhe). Funktiojoukkoa F = {F;|i € I}, missi
F; ovat analyyttisia funktioita, kutsutaan normaaliksi perheeksi joukossa U € C, jos
ja vain jos kokoelman F jokaisella jonolla on alijono, joka suppenee tasaisesti U:n
kompakteissa osajoukoissa, joko analyyttiseen funktioon tai pisteeseen oco.

2.3. Maaritelma (Kutistava kuvaus). Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Télloin
funktiota F' : Xq — X, missd Xy C X kutsutaan kutistavaksi joukossa Xy, jos on
olemassa luku 9, 0 < § < 1 siten ettd joukon X, kaikille pisteille z ja y péatee

A(F(x), F(y)) < 8d(x,y)

2.4. Lause (Kutistavan kuvauksen periaate). Olkoon (X, F) tdydellinen
metrinen avaruus ja F' : X — X. Jos kuvaus F on kutistava, niin silloin on olemassa
piste x, missd F(x) = x.

TobIsTus: [5, theorem 3.8.2 jélkeen| O



3. Paatuotos

Téassé pro gradu tyossé on tarkoitus tutustuttaa lukija kompleksisten nelillisten
polynomien dynamiikkaan. Téllaista polynomia merkitédan

P.(z) = 2% + ¢, missi ¢ € C.

Tarkoituksena on ymmartda miten polynomi kdyttéytyy sitd iteroitaessa. Olkoon
2o € C, zp:n rata polynomissa P, on jono lukuja zg, 21, 25..., missé 2z, = P.(2,-1),
n=1,2,3,... Huomaa merkinté z, = P?(zy), missi

P'=P.o---0P,
————

n kpl

3.1. Merkintoja ja kasitteita.

Kiintopisteelld tarkoitetaan sellaista pistettd zg, joka toteuttaa ehdon P.(zp) = zo.
Jaksollisella pisteelld tarkoitetaan pistettd zg, jolle P(z9) = zp, missd n on pienin
positiivinen kokonaisluku, joka toteuttaa yhtalon. Téassd n on jaksollisen pisteen z
jaksonpituus.

Piste 2o on esijaksollinen piste, jos se ei ole jaksollinen, mutta P"(zy) = P?(z)
jollekin 7 > 0

Koska P.(0) = 0, niin pisteen 0 rataa polynomissa P. kutsutaan kriittiseksi radaks.

3.2. Maaritelma. Olkoon zy polynomin P, kiintopiste. Téll6in 2y on

1. erityisen puoleensavetivd, jos |P.(z)] =0

2. puoleensavetiva, jos 0 < |Pl(z,)] <1

3. neutraali, jos |Pl(z)| =1

4. hylkivd, jos |Pl(z0)] > 1

Téamén terminologian perustana on seuraava. Jos 2z, on puoleensavetéiva tai eri-

tyisen puoleensavetévé kiintopiste, silloin on olemassa pisteen 2z, ymparisto U, jossa
toteutuu, ettd P!(z) — 2o kun n — oo, kaikille z € U.

Taméa voidaan osoittaa seuraavasti: Koska P. on jatkuvasti derivoituva seka
|P!(20)| < 1, niin on olemassa pisteen z, jokin ympéristé U, jonka pisteille pétee



|P/(w)] <§ < 1, kun w € U. Kun £ kuuluu janalle [wy, ws], kiyttamalla véliarvo-
lausetta saadaan

[ Pe(wi) — Pe(wa)] < [P&)]lwr — wa| < dlwy — wsl.

Naéin ollen polynomikuvaus tayttaa kutistavan kuvauksen ehdot, ja joukon U kaik-
kien pisteiden radat konvergoivat kohti pistettd zy. Tatd konvergoivien pisteiden
joukkoa kutsutaan pisteen zy perusalueekst.

Jos zg on hylkiva kiintopiste, niin sen lahelld dynamiikka on hyvin erilaista. Koska
P!(zp) # 0, niin kddnteiskuvauslauseesta [8, theorem 4.1] seuraa, ettd on olemassa
pisteen zo ympéristo U, jossa on olemassa analyyttinen P.:n kidanteiskuvauksen haa-
ra. Koska 2z, on puoleensavetavi kiintopiste téssa kadnteiskuvauksen haarassa, niin
iteroitaessa U:n pisteitd niiden radat menevat kohti pistettd zy. Néin ollen joukon
U pisteiden radat ovat hylkivid pisteestd zq iteroitaessa polynomia P..

Jos zy on neutraali piste, niin silloin sen ympéristossd dynamiikka voi olla puo-
leensavetavad, hylkivad tai jonkin muunlaista. Dynamiikka ldhelld neutraalia pis-
tettd on hyvin monimutkaista, ja joissain tapauksissa sitéd ei viela taysin hallita ja
ymmarreta.

Usein on hyodyllisti tarkastella dynamiikkaa Riemannin pallossa C = C U {oo}.
Kompaktifioidaan C, eli joukossa C, oo-pisteen ympéristét ovat C:n rajoitettujen
joukkojen komplementit. Nyt oo on kiintopiste polynomille P, ja P'(c0) = 0. Tadmé
on helppo néhdi konjugoimalla H~' o P.o H, missi H = 1/z. Tamé funktio kuvaa
pisteen oo nollaksi ja funktio on muotoa

22

14 cz?

Z

Nyt on helppo huomata, etta tassa kuvauksessa piste 0 on erityisen puoleensavetava
kiintopiste. Néin ollen on olemassa R > 0 siten etté, jos |z| > R niin |P}(2)| — oo,
kun n — oc.

3.3. Maairitelmid. Olkoon A metrinen avaruus ja F' : A — A jatkuva. Tall6in
F on pisteessi p € A herkkd alkuehdoille, jos on olemassa kiinted 3 > 0 siten, ettd
jokaisessa pisteen p ymparistossa U, on olemassa n > 0 jay € U siten, etta

d(F"(p), F"(y)) > B.

Taustalla téssa on se, ettd ei ole valia kuinka pieni pisteen p ympéaristo valitaan,
vaan joka tapauksessa U sisaltdd pisteen, jota iteroitaessa sen etdisyys pisteen p
iteraatiosta on vahintaankin (3.



Kuvaus F' : A — A on kaoottinen, jos F' on herkké alkuehdoille kaikissa pisteissé
a € A.
Jos F ei ole herkké alkuehdoille missdéan pisteessid a € A, niin sanotaan ettd F' on
stabiilt A:ssa.

Dynaamisten systeemien kauneus on jyrkkd ero alueiden vélissd, joissa toisissa
dynamiikka on stabiilia ja toisissa kaoottista.

3.4. Maaritelma. Jatkuva kuvaus F' : A — A on transitiivinen, jos kaikille
avoimille epétyhjille joukoille U ja V on olemassa n > 0, siten ettda F*(U) NV # 0.

3.5. Lause. Olkoon A &areton joukko ja F' : A — A. Jos tallbin pétee etta

1. F':n jaksolliset pisteet ovat tihedssa A:ssa

2. F on transitiivinen A:ssa
niin F' on kaoottinen A:ssa.

TobpIsTuS: Aluksi huomataan, ettd on olemassa &g > 0 siten, ettd kaikille z € A
on olemassa jokin jaksollinen piste ¢ € A, jonka radan O(q) etéisyys pisteestd x
on vahintdénkin 0y/2. Itse asiassa valitaan kaksi mielivaltaista jaksollista pistetté
¢1 ja qo, joiden radat O(qy) ja O(qz) ovat pistevieraat. Tallaiset pisteet ¢; ja ¢o
ovat olemassa, koska A on adretdn joukko, jossa jaksolliset pisteet ovat tiheéssa,
ja jaksollisen pisteen jaksonpituus ei voi olla déreton. Olkoon dy ratojen O(q) ja
O(qo) vélinen etaisyys. Talloin kolmioepayhtdlon nojalla kaikkien pisteiden x € A
etéisyys ainakin toisesta valitusta jaksollisesta pisteestd on vihintdén d/2. Tulemme
huomaamaan, ettd F' on herkké alkuehdoille herkkyydella 6 = do/8.

Olkoon x mielivaltainen piste joukossa A ja olkoon N jokin pisteen z ympéristo.
Koska F':n jaksolliset pisteet ovat tiheéssé, niin on olemassa jaksollinen piste p leik-
kausjoukossa U = N N Bj(z). Téssd B on z-keskeinen, § séteinen pallo. Olkoon n
pisteen p jaksonpituus. Kuten ylla osoitettiin, on olemassa jaksollinen piste ¢ € A,
jonka radan O(q) etdisyys pisteestd x on vahintddnkin 4.

Olkoon joukko

v=NF(B(f@)).

Selvasti V' on avoin ja epatyhjé, koska ¢ € V. Koska F' on transitiivinen, on olemas-
sa y € U ja luonnollinen luku k siten, ettid F*(y) € V.

Olkoon j osamédrdn k/n + 1 kokonaislukuosa, télléin % + % < j < % + 1 eli
1 <nj —k < n. Néin ollen



Fri(y) = F77F(F*(y)) € FPH(V) € Bs (7% (q)).
Nyt F™(p) = p ja kolmioepiyhtélostd seuraa
d(F™(p), F (y)) = d(p, F"(y)) = d(z, F*7*(q)) — d(F"~*(q), F"(y)) — d(p, z),
missé d on etiisyysfunktio. Koska p € Bs(z) ja F™(y) € Bs(F™~*(g)) niin
d(F"(p), F"i(y)) > 46 — § — § = 26.

Kayttamalla uudelleen kolmioepayhtilod saadaan, ettd joko d(F™(x), F™ (y)) > ¢
tai d(F"™(z), F™(p)) > 4. Eli olemme l6yténeet pisteen, joka kuuluu joukkoon N.
Tamin pisteen nj:nen iteraation ja F™ (z):m vilinen etdisyys on enemmén kuin 6.

1] 0

3.6. Maiiritelméa (Julia-joukko). Polynomin P. Julia-joukko, jota merkitédén
J(P.), on kaikkien niiden pisteiden joukko, missd P. on herkkéd alkuehdoille. Eli
J(P.) on P.n kaoottinen joukko. Julia-joukon komplementti on stabiili joukko, jota
kutsutaan myos Fatou-joukokst.

3.7. Lause. Olkoon {F;} perhe analyyttisid funktioita siten, ettd {F;} ei ole
normaali perhe. Télloin perhe {F;} saa joukon C kaikki arvot, yhtd pistettd vaille
kaikki arvot tai kahta pistetta vaille kaikki arvot.

ToDISTUS: [6, lauseen 33.4 jilkeen| O

Jos polynomin P, iteraatioiden perhe, { P?'}, ei ole normaaliperhe missidén pisteen
2o ympéristossd, niin selvésti zg € J(P.). Itse asiassa ldhella pistettéd zo on pisteitd,
joiden radat menevit mielivaltaisen kauas pisteen zy radasta. Tamé tulos on totta
my6s kdantéaen.

3.8. Lause. Julia-joukko J(F.) = {z € C|{P"} ei ole normaali perhe misséin
pisteen zy ympéirist(')'sséi.}



Jos piste zy on hylkivalla jaksollisella radalla ja pisteen 2, jaksonpituus polyno-
missa P, on n, niin silloin [(P)'(20)| = A > 1. Nyt

[(P7) (20)] = N — o0

kun j — oo, joten yksikiin perheen { P} osajono ei suppene analyyttiseen funk-
tioon. Koska P™(zy) = (20), kaikille j, niin yksikéin osajono ei suppene myoskdin
pisteeseen co. Téll6in perhe { P} ei ole normaaliperhe misséén pisteen zy ympéris-
tossé, ja siten zg € J(P.).

Tastéd seuraa, ettd hylkivien jaksollisten pisteiden kasautumispisteet kuuluvat
joukkoon J(P.), ja ndin saamme Julia-joukolle uuden luonnehdinnan.

3.9. Lause. Julia-joukko J(P,.) on P.:n hylkivien jaksollisten pisteiden sulkeuma.

Kun muistamme, ettd dareton on aina P.:n puoleensavetava kiintopiste, niin on
olemassa R > 0, siten, ettd jos |z| > R, niin |P?(z)| — oo, kun n — oo. Néin
ollen yksikéén téllainen piste z ei sisélly joukkoon J(P,) ja siksi J(P,.) on rajoitettu
joukko. Lisdksi kaikkien J(FP,):n pisteiden radat ovat rajoitettuja.

3.10. Maaritelma. Polynomin P, téytetty Julia-joukko, jota merkitdén K (P,),
on niiden pisteiden joukko, jotka ovat rajoitettuja P.:n iteraatiossa.

Huomataan, ettd J(P.) C K(P.). Lisdksi tiedetddn, ettd {P"} ei ole normaali
perhe joukon J(P.) yhdenkéén pisteen ympéristossd. Télloin mielivaltaisen ldhella
joukon J(P.) jokaista pistettd on pisteitd, joiden radat menevit ddrettomyyteen.
Kaantden, jos pisteen z rata on rajoitettu, mutta mielivaltaisen ldhella pistetta z on
pisteité, joiden radat karkaavat darettomyyteen, niin talloin piste z kuuluu joukkoon

J(Fe).

3.11. Lause. Julia-joukko J(P.) on K(P.):n reuna, eli rajoitettujen ja ei-
rajoitettujen ratojen reuna.

Huomaa, ettéd lause 3.11 péatee vain polynomeille eiké yleisesti funktioille.

Fatou-joukkoon kuuluu kaikki puoleensavetévit jaksolliset pisteet yhdessa perus-
alueidensa kanssa. Selvistikdan puoleensavetivien pisteiden perusalueissa ei ole hyl-
kivia jaksollisia pisteita eikéd karkaavia ratoja. Edellda mainitut pisteet ovat Fatou-
joukon peruspisteitd, nédiden liséksi sithen kuuluu my6s muita pisteita.
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Muotoa P.(z) = 2% + ¢ oleviin polynomeihin keskittymiselle on selvi syy, silld jo-
kainen nelillinen kuvaus on dynaamisesti ekvivalentti perheen P, kanssa. Tarkkaan
ottaen sanotaan, etté kuvaukset F, G : C — C konjugoivat, jos on olemassa homeo-
morfismi h : C — C siten, ettd ho F' = G oh. Tésté seuraa, ettd ho F™ = G" o h, siis
h kuvaa F'n radat G:n radoiksi. Sama kidntien eli h~! vie G:n radat F':n radoiksi.
Nain ollen h antaa F':n ja G:n ratojen vilille vastaavuuden.

3.12. Lemma. Olkoon F(z) = az’+ Bz+~vjaa #0, 8, v € C. Télléin F on
polynomin P.(z) = z? + ¢ konjugaatti jollekin ¢ € C. Itse asiassa affiini kuvaus

H(z):az—i—g

toteuttaa H o ' = P, o H, missé
_ B p
c-oz7+2 1

On vain kaksi muotoa 2% + ¢ olevaa polynomia, joille J(P.) voidaan laskea suora-
viivaisesti. Namé erikoistapaukset ovat P_5(z) ja Py(z). Muille ¢:n arvoille on ole-
massa numeerisia laskentatapoja saada J(P.):n kuva aikaiseksi. Erds helpoimmista
tavoista saada joukon K (P.) kuva aikaiseksi on seuraava:

3.13. Pakoaika-algoritmi.

1. Jaetaan C sopivalla ruudukolla osiin.

2. Poimitaan jokaisesta ruudusta piste 2y ja lasketaan P(z), 1 <i < N, johon-
kin ennalta valittuun arvoon N asti.

3. Jos |Pi{(z0)] > RAJA jollekin 7, niin oletetaan, etti zy:n rata karkaa,
eli zg ¢ K(P.) ja varitetddn zo:n ruutu valkoisella.

4. Jos |P!(z)] < RAJA kaikille 7, niin oletetaan, ettd zpmn rata on rajoitettu,
eli zo € K(P.) ja véritetddn kyseinen ruutu mustalla.

RAJAn tarkka-arvo on maz(2, |c|).

11



Pakoaika-algoritmin toimivuuden voi osoittaa seuraavasti:
Olkoon R = max(2,|c|). Jos |z| > R, niin

[Pe(x)l _ 2%+
z| 2|

le|
2|

> |z] =

>zl —1>1

joten
[Pr ()] > [P (2)]

ja talléin | P2 (z)| — oo, kun n — oo.
Viimeisen askeleen perusteluna voi kiyttia seuraavaa:

P2 (2)]
||

S 2l—1=1+0>1 tillsin |[PL(2)] > (1 +0)|2] > 2

Lasketaan muutamia osamééaria auki.

P2 sy n
T PE =11 > [+ 9z - 1]
P2 p2y - 11 (2o [P o)
T P26 =11 = RGP - 1]
[P (2)] 3 2 2 2 1 1
T 126 — 1= RGP = 1] > RGP I[P - 1]
P2(:)]

P~ @ 1> P[P = 1] > [PAIP2ENP [P - 1]

Nyt selvisti ndhdéan, etta

PEE] ey e . .
> B EIRT G RE) (1P E)-1) > PR (4 )] — 1) > 22
IFREE . N )
n—2 kpl >on—2 ;’1
22 5 00, kun n — oo.

Koska jakaja on oletusten nojalla suurempi kuin 2, niin jaettavan on mentéva aa-
rettomyyteen, joten |P(z)] — oo kun n — oo.

12



4. Esimerkkeja

4.1. Esimerkki. Olkoon P5(z) = 22 + 5. Tdmé on hyvin tyypillinen esimerkki, ja
kiytetyt ratkaisutavat toimivat yleisemminkin muotoa 22 4 ¢ oleville polynomeille,
kunhan |c| on tarpeeksi suuri, esimerkiksi |c| > 2 on riittavé.

Maéritelladan ensin alue Ry = {z||z| < 5}. Huomataan, ettd kriittinen arvo
P5(0) = 5 siséltyy joukkoon Ry. Joukon Ry kuva on ympyré, jonka sdde on 25
ja keskipisteend 5, ja niin joukko Ry siséltyy joukkoon P5(Rp). On helppo tarkistaa,
ettd joukko P5(Rp) — Ry kuuluu perusalueeseen erityisen puoleensavetavélle kiinto-
pisteelle, joka téssé tapauksessa on dareton. Tamaé tarkoittaa, etté jokaisella pisteella
joukossa Ps(Ry) — Ry on rata, joka menee dédrettomyyteen. Liséksi jokainen rata, jo-
ka menee diarettomyyteen, kohtaa taméan joukon tarkalleen kerran. Loytadksemme
joukon K (Ps), tarkastelemme aluksi niitd pisteitd, joiden radat kohtaavat joukon
P5(Ro) — Ry, koska tdmén joukon komplementti on K (Ps)

Olkoon Ry = {z|Ps(z) € Ro}. Huomataan, ettd 0 € Ry ja ettd se on pisteelle 5
ainoa alkukuva, joka siséltyy joukkoon Rj. Kaikilla muilla joukon R, pisteilld on
kaksi alkukuvaa joukossa R;. Huomataan, ettd alue R; on muodoltaan "kahdeksik-
ko" siséltden sisépisteensa. Merkitdan naita lohkoja I ja I;. Kuvaukset molemmil-

Joukot Ry ja Ry

ta lohkoilta ovat injektiivisia joukolle Ry. Maksimiperiaatteesta seuraa, ettd joukko
Ry — Ry kuvautuu joukolle P5(Ry) — Ry, téten jokaisella pisteelld joukon R; ulko-
puolella on rata, joka menee ddrettomyyteen. Koska molemmat joukon R; lohkot
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kuvautuvat injektiivisesti joukolle Ry, niin on olemassa kaksi joukon R; osajoukkoa,
jotka kuvautuvat homeomorfisesti joukkoon R;. Merkitdan nédiden joukkojen yhdis-
tettd Ro:lla. Joukko Ry koostuu kahdesta kahdeksikon muotoisesta joukosta, joiden
lohkot Iy ja Iy sisaltyvét joukkoon Iy sekéd lohkot Iy ja [1; siséltyvéat joukkoon
I;. Niin ollen joukko Ry on joukon R; sisuksessa ja P? : Ry — R;. Péittelyketjua

Joukot Ry, Ry ja Ry

voidaan jatkaa. Olkoon

Rn_|_1 - P5_1(Rn).

Voidaan osoittaa, ettd joukko R,.; on joukon R, sisdssi, ja ettd R,,; on muo-
dostunut tarkalleen 2" komponentista, joista jokaiselta on homeomorfismi lenkkien
sisdpisteet sisdltaville kahdeksikon muotoiselle joukolle.

Nyt voidaan péételld, ettd joukon K (Ps) pisteet ovat joukon R, sisipisteitd ja
téstd seuraa, ettd K (Ps) on muodostunut dérettomén monesta komponentista. Itse
asiassa voidaan osoittaa, ettéd jokainen joukon Ry komponenteista surkastuu pis-
teeksi, kun N — oo ja téten K (P5) = J(Ps).

4.2. Esimerkki. Olkoon Py(z) = z2. Témi on yksinkertaisin nelidllinen polynomi,
ja liséksi 0 ja oo ovat polynomin Py(z) erityisen puoleensavetivid kiintopisteité.
Tarkastellaan aluksi tapausta |zp| < 1. Olkoon zy = = + yi7, missé x,y € R. Koska
[Po(2)] = 12%| = 2% + ¢/ ja

20| = V&% +y* < 1,

niin |P}(z0)] — 0, kun n — oo. Vastaavaa pédttelyd voidaan kdyttdd myos kun
|z0| = 1 tai |zo| > 1, jolloin saadaan:
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L. |PJ(z0)] — 0, jos |20] < 1
2. | B (z0)| — o0, jos |zo| > 1

3. | P (z0)| =1, jos |z0] =1

Siis joukko {z||z| < 1} on puoleensavetivin kiintopisteen 0 perusalue, joka kuu-
luu Fatou-joukkoon. Joukon {z||z| > 1} kaikkien pisteiden radat karkaavat dédret-
tomyyteen, joten namakin pisteet kuuluvat Fatou-joukkoon. Alue néiden alueiden
vélissé on yksikkdympyré, joka on joukon K (F) reuna, ja siten tdmé on Julia-joukko
polynomille F.

4.3. Esimerkki. Olkoon P_5(z) = 2? — 2, osoitetaan etti J(P_3) on suljettu vili
[—2,2]. Huomataan pisteen 0 radan ominaisuus, ettd P",(0) = 2, kaikille n > 2.
Vaikka P_5 on hyvin erilainen verrattuna F, niin siitd huolimatta naiden valilla
on silmiinpistdvd yhteys. Olkoon funktio H(z) = z + 1/z, méériteltynd joukossa
{z| |z] > 1}. Helposti néhdéén, ettd H kuvaa avoimen yksikkGympyrén ulkopuolen
koko avaruudeksi ja yksikkGympyrén véliksi [—2,2]. Itse asiassa H kuvaa suorat
hyperbeleiksi, kuten alla olevasta kuvasta ndhdaan.

H
“—

N2
Z2IINS

Funktio H kuvaa suorat hyperbeleiksi ja avoimen yksikkGympyrén véliksi [—2, 2].

Tarkedmpéa on kuitenkin se, ettd H on konjugoiva kuvaus polynomeille Py ja P_
joukossa {z||z| > 1}. Tdmé& on helppo tarkistaa laskulla

H(z%) = (H(2))" - 2,

joten H o Py = P_y 0 H. Néin ollen jos z ¢ [—2, 2], niin P",(29) — oo, kun n — oo
ja joukon [—2,2] kaikkien pisteiden radat ovat rajoitettuja polynomissa P_,. Joten
K(P_s) =[-2,2] = J(P_,).
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4.4. Esimerkki. Olkoon P_;(z) = 2% — 1 jolloin P_1(0) = —1 ja P_41(—1) =0
siis 0 ja 1 ovat jaksollisella radalla, jonka jaksonpituus on 2. Liséksi P.(0) = 0
kaikille ¢ ja

(P2,)'(0) = (P2,)'(=1) = 0.

Kayttamalla pakoaika-algoritmia saadaan joukon K (P.) kuva aikaiseksi. Huomioi,
ettd J(P.) on joukon K(P,.) reuna. Kuvaa on suurennettu muutaman kerran, jotta
olisi helpompi huomata joukon fraktaalimaisuus.

Téytetty Julia-joukko polynomille P_; ja kaksi suurennosta |3, s.236|
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4.5. Esimerkki. Alla on K(P,) joukkojen kuvia joillekin c:n arvoille. |3, 5.235-237]
4, 5.296]

c=0,3-0,4 c = 0,360284 + 0, 1003767

c=0,1+0,8
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c=—0,75

c=0,25
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c=—0,7540,12
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