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Jatkuvuus- ja derivoituvuus-kisitteet lukion pitkdssd matematiikassa

Téasséd tutkielmassa tarkastellaan, kuinka lukion pitkdssd matematiikassa
kisitellddin  analyysin = keskeisten  kisitteiden,  jatkuvuuden  ja
derivoituvuuden, vilistd yhteyttd. Tami tehdddn tutkimalla lukion
opetussuunnitelman perusteita ja oppikirjoja ndiden késitteiden osalta.
Liséksi tutkitaan, kuinka lukion pitkdn matematiikan opiskelijat hallitsevat
jatkuvuuden ja derivoituvuuden vélisen yhteyden. Tutkielmassa
perehdytddn erikoistapauksena jatkuviin  ei-missddn  derivoituviin
funktioihin sekd monotonisen funktion derivoituvuuteen suljetulla valilla.
Lopuksi ehdotetaan, kuinka néitd erikoistapauksia voisi kisitelld lukion

pitkdn matematiikan syventdvilld kursseilla.

Lukion oppikirjoissa esitetddn, ettd derivoituvuus on vahvempi ominaisuus
kuin jatkuvuus. Mielestidni kirjoissa pitdisi painottaa selvemmin, ettd
epdjatkuva funktio ei voi olla derivoituva ja ettd jatkuvan funktion ei
valttdméttd tarvitse olla derivoituva. Vuoden 2003 opetussuunnitelman
perusteissa jatkuvuus- ja derivoituvuus-kisitteiden ymmaértdminen ja
hahmottaminen ovat keskeisemmassd roolissa kuin vuoden 1994
opetussuunnitelman perusteissa. Opiskelijoille suoritetun kyselyn tulosten
perusteella vaikuttaa siltd, ettd lukion pitkdn matematiikan opiskelijat
hallitsevat jatkuvuuden ja derivoituvuuden vilisen yhteyden varsin

heikosti.
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The concepts of continuity and differentiability in the long

mathematics of upper secondary school

This thesis explores the approach taken towards the relationship
between the central concepts of analysis, continuity and
differentiability, in the long mathematics of upper secondary school.
This is done by examining the core curriculum of upper secondary
school covering these concepts. In addition it is examined, how the
students of long mathematics in the upper secondary school master
the relationship between the continuity and differentiability. As a
special case, the study also goes in more detail into continuous
nowhere differentiable functions as well as into differentiability of
monotonous function in a closed interval. Finally some ideas are
suggested for the handling of these special cases in the extensive

courses of long mathematics in the upper secondary school.

The upper secondary school textbooks state that differentiability is a
stronger characteristic than continuity. In my opinion the textbooks
should more clearly emphasize that a discontinuous function cannot
be differentiable, and that a continuous function does not necessarily
have to be differentiable. In the core curriculum of the year 2003 the
understanding and identification of the concepts continuity and
differentiability are in a more central role than they were in the core
curriculum of the year 1994. On the basis of the result of an enquiry
made to the students it seems that the students of long mathematics in
the upper secondary schools master the relationship between

continuity and differentiability rather poorly.
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KIITOKSET

Haluan kiittdd lehtori Veikko T. Purmosta avusta mielenkiintoisen aiheen valinnassa ja
hyvéstd ohjauksesta tyon edetessd. Kiitokset osoitan myods lukioille ja opettajille, jotka
mahdollistivat tutkielmaani kuuluvan kyselyn tekemisen. Ystividni haluan kiittdd tuesta ja
hauskoista hetkistd opintojen varrella. Erityinen kiitos kuuluu Sannalle monista kannustavista
kommenteista sekd Marille ammattitaitoisista kommenteista tutkielman teossa. Lisdksi haluan

kiittdd vanhempiani tuesta opintojeni varrella.
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1 JOHDANTO

Tassd tutkimuksessa tutkitaan jatkuvuuden ja derivoituvuuden vilisen yhteyden késittelyd
lukiossa. Toisessa ja kolmannessa luvussa tarkastellaan lukion opetussuunnitelman perusteita
ja oppikirjoja jatkuvuuden ja derivoituvuuden osalta. Viidennessd luvussa tarkastellaan lukion
toisen vuositason opiskelijoilla teetetyn kyselyn tuloksia. Kuudennessa ja seitseminnessi
luvussa tarkastellaan muutamaa jatkuvuuteen ja derivoituvuuteen liittyvdd erikoistapausta.
Ensin tarkastellaan jatkuvia ei-missddn derivoituvia funktioita. Nédiden patologisten
funktioiden olemassaolo osoittaa selvidsti sen, ettd jatkuvuus ei ole riittivd ehto
derivoituvuudelle. Seuraavaksi osoitetaan, ettid jos funktio on monotoninen, se on suljetulla
valilld melkein kaikkialla derivoituva. Lopuksi kahdeksannessa luvussa esitetddn ideoita,
kuinka nditd mielenkiintoisia erikoistapauksia voisi kisitelld lukion pitkdn matematiikan

syventdvilld kursseilla.

Derivaatan historia on oleellinen osa mietittdessd sen oppimista ja opettamista. Tdssa
tutkimuksessa historiaa ei ole erikseen késitelty vaan sen tarkastelu on tehty Luonnontieteen
kandidaatin -tutkielmassa Derivaatta antiikista nykypdivddn [13]. LuK-tutkielman ja tdmin
tutkimuksen on tarkoitus muodostaa lukion opettajalle kokonaisuus, jota hdn voi kéyttdd

tukimateriaalina derivaatan opetuksessa.

1.1 Matematiikan luonteesta

Matematiikassa kisitteet pyritddn madrittelemdin muodollisesti méaéritelmien avulla ja
erottamaan ne havainnollisista merkityksista ja tulkinnoista. Matemaattisen ajattelun kannalta
kasitteiden eri tulkinnat ovat kuitenkin tdrkeitd, koska ne auttavat konkretisoimaan
muodollisia mééritelmid. Ongelmanratkaisuprosessissa eri tulkinnoilla voi olla merkittdva
rooli ideoiden oivaltamisessa. Luultavasti  kaikkein  hyddyllisin ~ matematiikan
konkretisointitapa erityisesti matematiikan opiskelijoille on visualisointi. Visualisointi tukee
ja havainnollistaa tuloksia, jotka ovat pddosin muodollisia ja symbolisia. Se voi ratkaista
(oikean) symbolisen ratkaisun ja (vddrdn) intuition valisid ristiriitatilanteita. Lisdksi
visualisointi voi auttaa sellaisten késitteiden ja tarkoitusten kayttdonotossa, jotka saattaisivat

helposti jiddd huomaamatta ongelman symbolisen ratkaisun yhteydessi. Ks. [2, 5.222-224].



Koska matemaattinen logiikka on luonteeltaan muodollisen deduktiivista eli totuuden
sdilyttdvaa, ovat midritelméat keskeisessd asemassa. Jotta kisitteiden muodollisia médritelmia
voi hyddyntdd luovassa matemaattisessa ajattelussa, pitdd ne ymmdirtdd hyvin. Késitteen
tulkinta voi pohjautua useampaan eri esitysmuotoon, mutta kisitteen henkilokohtaisen
tulkinnan tulee sisédltdd sama pédasiallinen informaatio kuin maéiritelméssd on tarkoitettu.
Yksi vaihtoehto viirien johtopéditdsten ja virheiden estdmiseksi on vahvistaa muodollisen
médritelmédn ja késitteen eri esitysmuotojen vilistd yhteyttd. Tavoitteena on, ettd
henkilokohtainen tulkinta késitteestd korreloisi mahdollisimman hyvin muodollisen
madritelmédn kanssa ja jokaisessa tilanteessa voitaisiin kdytossd olevaa esitysmuotoa peilata
kisitteen henkilokohtaiseen tulkintaan. Tédmi tarkoittaa, ettd mdiéritelmddn nojautuen

voitaisiin selittdd, miksi voidaan kdyttdd kyseistd esitysmuotoa. Ks. [37].

1.2 Funktioiden jatkuvuudesta ja derivoituvuudesta

Nieminen ja Tenhunen [28] toteavat pro gradu -tutkielmassaan lukion toisen vuositason
opiskelijoiden hallitsevan derivaatta-kidsitteen varsin huonosti. Esitysmuodoista he toteavat
kuvallisen muodon olevan parhaiten hallussa. Haapasalo ym. [10] ovat todenneet myos
jatkuvuus-késitteen olevan lukion toisen vuositason opiskelijoilla heikosti hallussa.
Suurimmaksi ongelmaksi todettiin funktion arvon ja raja-arvon erottaminen toisistaan. Lisdksi
todettiin, ettd funktion jatkuvuutta ei monesti tarkisteta tehtdvissé, joissa sitd ei varsinaisesti
kysytd. Tama viittaa sithen, ettd opiskelijat eivét tarkista funktion jatkuvuutta tehtivissa,
joissa kysytdédn funktion derivoituvuutta, eli opiskelijat eivit ymmarra kisitteiden jatkuvuus ja

derivoituvuus valistd yhteytta.

Viholainen [37] késittelee artikkelissaan tutkimusta, jossa testattiin 166 opintojensa
loppuvaiheessa  olleen aineenopettajaopiskelijan  késityksid  jatkuvuudesta  ja
derivoituvuudesta. Tutkimuksessa annettiin neljdn funktion lausekkeet ja kuvat (kuva 1.1) ja
kysyttiin, milloin funktiot ovat derivoituvia ja milloin epéderivoituvia. My0s jatkuvuutta

kysyttiin joissakin tapauksissa.
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Kuva 1.1: Viholaisen tutkimuksessa kdytetyt funktiot.

Yli neljdsosa tutkimukseen osallistuneista vastasi, ettd funktio 4 ei ole jatkuva mutta on silti
derivoituva, vaikka kaikkien opinnoissa olikin késitelty se, ettd jatkuvuus on vilttiméton ehto
derivoituvuudelle. Miten on mahdollista, ettd niin moni matematiikan opettajaksi valmistuva
vastaa védrin analyysin peruskasitteiden jatkuvuus ja derivoituvuus vilisti yhteyttd koskevaan
kysymykseen? Tami motivoi tarkastelemaan, kuinka nédiden kéisitteiden vélistd yhteyttad

kisitelldan lukion opetussuunnitelman perusteissa ja lukion oppikirjoissa.

Artikkelissaan Viholainen [37] Kkaésittelee tarkemmin kahden tutkimukseen vastanneen
opiskelijan haastattelua. Héadn toteaa, ettd molemmat opiskelijat kéyttivdt funktion
derivoituvuuden tutkimiseen metodeja, jotka eivét pohjautuneet mairitelmiin eivitki olleet
yhteensopivia niiden kanssa. Toinen opiskelijoista madritteli funktion derivoituvuuden sen
avulla, voidaanko funktion kuvaajalle piirtdd kyseiseen kohtaan yksikédsitteinen tangentti.
Tangenttien avulla hdn maéaritteli funktion % derivoituvaksi myods kohdassa x =4, koska
kyseiseen kohtaan voidaan piirtdd paraabelille tangentti. Hén kuitenkin totesi funktion
epdjatkuvaksi kyseisessd kohdassa ja pddtyi sithen johtopédétokseen, ettd my0s epédjatkuva
funktio voi olla derivoituva, vaikka hin olikin ensin muistellut toisin. Hin myos péétteli
haastattelussa ihan oikein, ettd jatkuvan funktion ei tarvitse olla derivoituva, ainoastaan
perustelu hieman ontui. Hin piirsi funktion g kaltaisen kuvaajan, jossa on piikki, ja perusteli
ettd kérkipisteessd funktio ei ole derivoituva, koska kérkeen voidaan piirtdd useita
“tangentteja”. Hén siis padtyi oman geometrisen derivaatta-késityksensd avulla siihen, ettd

derivoituvuuden ja jatkuvuuden vélilla ei ole yhteytta.

Toinen opiskelijoista luotti metodiin, jossa hdn derivoi paloittain mééritetyn funktion
molemmat puolet erikseen rajapisteessd ja vertasi tuloksia toisiinsa. Funktio i oli hénelle
ongelmallinen, silld hidn muisti, ettd epdjatkuva funktio ei voi olla derivoituva, joten, koska i
oli kuvan perusteella selvisti epdjatkuva, ei se voinut olla derivoituva. Hian kuitenkin laski

metodinsa mukaisesti funktion molempien palojen derivaatat rajapisteessd ja totesi ne yhtd



suuriksi. Hanen luottamuksensa omaan metodiinsa oli niin luja, ettd hén totesi muistikuvansa
olevan vidiri ja péétyi sithen, ettd funktio i on derivoituva, vaikka se onkin epéjatkuva. Ndiden
kahden esimerkin jdlkeen herdd kysymys siitd, miten lukiolaiset hahmottavat derivaatta
-késitteen sekd derivoituvuuden ja jatkuvuuden vilisen yhteyden, jos opettajaksi
valmistuvillekin ne ovat néin epidselvid? Tami innosti myos tutkimaan, kuinka kisitteiden
vélinen yhteys esitetddn lukion oppikirjoissa, kidydddnko se lépi niin selvisti, ettd arvailujen

varaa ei jad. Oppikirjoja on tarkasteltu luvussa 3.

1.3 Tietokoneet derivaatta-kasitteen opetuksessa

Tall [34] esittdd metodin, jolla voidaan tutkia funktion derivoituvuutta graafisesti tietokoneen
avulla. Funktion kuvaajaa ldhennetddn pisteessd, jossa derivoituvuutta tutkitaan. Tall
méidrittelee  kognitiivisen juuren (cognitive root) Kkisitteeksi, joka on opiskelijalle
ymmarrettiva silld hetkelld ja toimii siemenend muodollisen kdsitteen méaérittelyssa [34, s.12].
Esimerkiksi paikallinen suoruus on Kkognitiivinen juuri derivoituvuuden Kkisitteelle.
Tarkastellaan paikallisen suoruuden késitettd muutaman esimerkin avulla, joita on
demonstroitu Kawasakin Visual Calculus -ohjelmalla’. Tutkitaan ensiksi funktiota

f(x)=sin(x), jonka kuvaaja piirretdén ensin vililld [-4,4], ja sen jilkeen ldhennetddn kuvaa

kohdassa x=1 (kuva 1.2). Ohjelman avulla nidhddén selvisti, kuinka kuvaaja paikallisesti

lahestyy suoraa kohdassa x =1, kun kuvaa ldhennetéén tarpeeksi.

2.0

AL/

12
-2.0 Q
-4.0 24 -0.8 04 2.4 4.1 s
[==<] 10 T[> ] 05X || 32000 #2.0

Kuva 1.2: Funktion f(x) = sin(x) kuvaaja ja suurennos piirrettynd Visual Calculus -ohjelmalla.

" Visual Calculus -ohjelmaa voi kiyttid osoitteessa:

http://www.mat.ufmg.br/~protem/Calc/javaClasses/VCPackage/Applet.html



Toisena esimerkkind tutkitaan funktion f(x)= |x| kuvaajaa kohdassa x = 0. Ohjelman avulla

ndhdiin helposti, ettd kuvaaja ei suoristu origossa, vaikka kuvaa ldhennettiisiin kuinka paljon
tahansa (kuva 1.3). Nédin opiskelijat voivat geometrisesti tutkia funktioiden derivoituvuutta ja
”ndhdd”, mitd derivoituvuus on. Heille voidaan luoda derivoituvuudesta ja
epdderivoituvuudesta ymmarrettivd visuaalinen havainto. Paikallista suoruutta voi tutkia

myds ilman tietokonetta esimerkiksi graafisen laskimen ZOOM-toiminnon avulla.

Kuva 1.3: Funktion f(x)= | x| kuvaaja ja suurennos piirrettynd Visual Calculus -ohjelmalla.

Jotta opiskelijat voisivat ymmértdd muodollisen todistuksen merkityksen matematiikassa,
tulisi Tallin mukaan [34, s. 10-11] heille esittdd esimerkkeji siitd, mikd voi mennd pieleen
kisitteiden intuitiivisessa tulkinnassa. Opiskelijoille voidaan ndyttdd esimerkiksi, ettd on
olemassa funktioita, jotka eivdt ole missddn pisteessd paikallisesti suoria, jolloin heille
muodostuu visuaalinen mielikuva siitd, mitd funktion epdderivoituvuus tarkoittaa. Tdmé ei
onnistu helposti endd Visual Calculus -ohjelmalla, mutta tarkastelu voidaan toteuttaa
esimerkiksi Mathematicalla, kuten luvussa 6.3 on tehty tutkittacssa Weierstrassin funktiota

geometrisesti.

Opetuksessa voidaan kayttdd hyvéksi tilanteita, joissa tietokoneen esitysmuoto ja vastaava
teoreettinen muotoilu muodostavat ristiriiddan [9]. Tutkitaan esimerkiksi funktiota
f(x)=+/x"+1 kohdassa x=0. Kun on opiskeltu derivaatan ketjusiintd, voivat opiskelijat

laskea funktion f derivaatan analyyttisesti. Laskemisen jdlkeen voidaan piirtdd funktion

kuvaaja vililld [-100,100]. Kuvaajaan niyttdd muodostuvan terdvé piikki, joten geometrisen



tarkastelun mukaan funktio ei olisi derivoituva kohdassa x=0. Ldhentdmilli kuvaajaa
havaitaan kuitenkin, ettd kyseiseen kohtaan ei muodostu terdvii kérked vaan se oikenee” eli
kuvaaja ldhestyy paikallisesti suoraa, jolloin funktio voidaan perustella derivoituvaksi
kohdassa x =0 myds geometrisesti. Tilanne on esitetty kuvassa 1.4. Kun opiskelijoiden
kanssa on tarkasteltu aikaisemmin derivaattaa tangentin kulmakertoimena, voi painottaa, etti
tutkittavassa kohdassa derivoituvan funktion kuvaaja ldhenee paikallisesti nimenomaan

tangenttia.

100.0 4

B0.0

2000

1.0
-20.0 4

-60.0 4

-100.0 H
-100.0 -60.0

=< |[NFO

Kuva 1.4: Tilanne, jossa kuvaaja voi antaa vddrdn mielikuvan derivoituvuudesta.

Tama esimerkki selventdd myos sitd, ettd derivoituvuus on funktion lokaali ominaisuus. Kun
tutkitaan funktion derivoituvuutta annetussa kohdassa, pitdd kuvaajaakin tutkia lokaalisti.
Tarkasteltaessa funktion kuvaajaa isolla alueella, kuten esimerkissd on aluksi tehty, ei voida
sanoa sen derivoituvuudesta yksittdisessd kohdassa mitdén. Vasta kun kuva on ldhennetty

tarkasteltavan kohdan ”l1&hiympéristoon”, voidaan tutkia lokaalia ominaisuutta derivoituvuus.



2 LUKION OPETUSSUUNNITELMAN PERUSTEISTA

Lukion opetussuunnitelman perusteet uudistuivat vuonna 2003. Nithin perustuvien
opetussuunnitelmien kdyttoonotto lukioissa aloitettiin elokuussa 2005, ja se etenee vaiheittain.
Tété tutkielmaa kirjoitettaessa lukioissa on siis kdytossd sekd vuoden 1994 ettd vuoden 2003
opetussuunnitelman perusteisiin pohjautuvia opetussuunnitelmia. Jatkossa esitellddn vanhat
vuoden 1994 ja uudet vuoden 2003 opetussuunnitelman perusteet matematiikan pitkdn
oppimddrdn sekd erityisesti jatkuvuuden ja derivoituvuuden osalta. Lisdksi vertaillaan
opetussuunnitelman perusteissa tapahtuneita muutoksia pakollisten ja syventivien kurssien

osalta.

Opetushallituksen ylitarkastaja Leo Pahkin [32, s.10-12] kirjoitti uusista vuoden 2003
opetussuunnitelmien perusteista Dimensio-lehdessa vuoden 2003 lopulla.
Opetussuunnitelman perusteissa on matematiikan opetukselle lukioissa asetettu sekd yleiset
tavoitteet etti erikseen omat tavoitteensa pitkille ja lyhyelle matematiikalle. Lisdksi kursseille
on asetettu omat tavoitteensa. Matematiikan opetuksen on tarjottava opiskelijalle
mahdollisuuksia tutustua matematiikan perusideoihin ja rakenteisiin sekd matemaattisen
ajattelun malleihin. Héanen tulisi oppia kéyttdimddn sekd puhuttua ettd kirjoitettua
matematiikan kieltd ja kehittdd laskemiseen ja ongelmanratkaisuun liittyvid taitojaan. Pitkdn
matematiikan opiskelijalla on tilaisuus omaksua matemaattisia kisitteitd ja menetelmid seké
oppia ymmartimdan matemaattisen tiedon luonnetta. Opiskelijaa tulisi ohjata hahmottamaan
matemaattisten kasitteiden merkityksid ja tunnistamaan, kuinka ne liittyvét laajempiin

kokonaisuuksiin.

Matemaattisten késitteiden, kuten jatkuvuus ja derivoituvuus, omaksuminen ja niiden
merkitysten hahmottaminen ovat siis pitkdn matematiikan keskeisié tavoitteita. Opiskelijoiden
tulisi myo6s ymmartdd, kuinka kisitteet liittyvét laajempiin kokonaisuuksiin, esimerkiksi
kuinka Kkésitteet raja-arvo, jatkuvuus ja derivoituvuus liittyvit toisiinsa, minkélainen

riippuvuus niiden kesken on ja kuinka kaksi jalkimmaisté luokittelevat funktioita.

2.1 Lukion opetussuunnitelman perusteet 1994

Vuoden 1994 opetussuunnitelmien perusteet olivat melko véljat ja antoivat reilusti

litkkkumavaraa koulukohtaisten opetussuunnitelmien tekoon. Opetussuunnitelman perusteissa



derivaattaa késitelldédn kahdessa pakollisessa ja yhdessd syventdvdssd kurssissa. Seuraavassa
esitelladn pakollisten kurssien Differentiaalilaskenta 1 ja 2 sekd analyysia késittelevin

syventivén kurssin sisallot.

2.1.1 Differentiaalilaskenta 1

Kurssissa tutustutaan raja-arvon, jatkuvuuden ja derivoituvuuden kasitteisiin  seké
perehdytddn niiden keskeisiin ominaisuuksiin ja soveltamismahdollisuuksiin. Liséiksi
tarkoituksena on sisdistdd derivaatta-kdsite sekd oppia kéyttdiméddn sitd hyvéksi
polynomifunktioiden ja algebrallisten funktioiden tutkimisessa ja ongelmien ratkaisussa.

Ks. [23,5.72].

2.1.2 Differentiaalilaskenta 2

Differentiaalilaskennan toisessa kurssissa laajennetaan késiteltdvien funktioiden joukkoa
transsendenttisiin funktioihin seké tutkitaan niiden ominaisuuksia, derivoituvuutta ja kéyttoa.
Lisdksi sovelletaan matemaattisen analyysin keinoja opittujen funktioiden tutkimiseen seka
yhtdloiden ja epdyhtdloiden ratkaisemiseen. Kurssilla opiskellaan myos analyysin teorian
soveltamista kdytannon tilanteisiin. Differentiaalilaskenta 2 -kurssi on varsin laskennallinen

eikd niinkddn endd derivaatan ominaisuuksiin perehtyva kurssi. Ks. [23, 5.72].

2.1.3 Analyysi

Syventdvistd kursseista derivaattaa késitellddn analyysin kurssissa. Kurssilla voi olla
koulukohtaisesti eri nimid, esimerkiksi Analyysin jatkokurssi tai Differentiaalilaskennan
Jjatkokurssi. Kurssilla laajennetaan tutkittavien funktioiden joukkoa, tutustutaan kahden
muuttujan funktioihin, osittaisderivaattoihin sekd differentiaaliyhtdloihin, tidydennetdin
integroimismenetelmiad ja tutkitaan kdyréparvia [23, s.75]. Derivaatta-kasitettd kurssi laajentaa
vain osittaisderivaatoilla. Muuten kurssi tdydentdd laskuteknisid taitoja sekd esittelee uuden

tyyppisid funktioita.

2.2 Lukion opetussuunnitelman perusteet 2003

Uusia vuoden 2003 opetussuunnitelman perusteita laatiessaan Opetushallitus on pitdnyt
tarkednd, ettd ne ovat normiluonteisemmat kuin edeltivit vuoden 1994 opetussuunnitelman
perusteet. Edelleen opetussuunnitelman perusteet antavat kuitenkin vahvan paikallisen

litkkkumavaran opetuksen jdrjestimiseen sekd paikallisten painotusten tekemiseen.



Uudistuksen myd6td lukion yleissivistdvdd luonnetta on pyritty vahvistamaan sekd

méidrittelemédn selkedmmin oppiaineen keskeisié tavoitteita ja sisdltojd. Ks. [32, s.10-12].

Miksi sitten vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteita ldahdettiin uudistamaan? Vuonna
2002 Juha Nurmi [29, s.28-32] listasi Dimensio-lehdessd asioita, jotka Matemaattisten
Aineiden Opettajien Liiton MAOL ry:n mielestd kaipasivat parannusta uusien
opetussuunnitelman perusteiden myo6td. Hin kirjoitti, ettd vuoden 1994 opetussuunnitelma on
oppimiéraltadn liian laaja. Vain harvat pysyvit kyydissd mukana, ja nekin jotka pysyvit,
oppivat vain pintapuolisesti. “Pikajunamatematiikasta” on pééstivd eroon. Pakollisten
kurssien siséltojd tulisi karsia ja panostaa laatuun méédrdn sijaan. MAOL ry:n mielestd
opetussuunnitelman perusteet tulisi kirjoittaa niin selkedsti, ettd oppikirjojen tekijoille,
opettajille ja ylioppilastutkintolautakunnalle syntyisi perusteista yhtendinen késitys ilman
suurta tulkinnanvaraisuutta. Tavoitteena tulee olla, ettd sekd opetuksen ettd oppimisen
arviointi ovat opetussuunnitelmalle alisteisia. Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteet on
kirjoitettu niin  vidljdsti, ettd ylioppilastutkintolautakunta on joutunut ottamaan
opetussuunnitelman perusteiden ylimmén tulkitsijan roolin. Ylioppilaskirjoitukset eivét

kuitenkaan saisi ohjata opetusta kuin tiettyyn rajaan saakka.

Vuoden 2003 opetussuunnitelman perusteissa derivaatta esiintyy pakollisissa kursseissa
Derivaatta, Juuri- ja logaritmifunktiot sekd Trigonometriset funktiot ja Ilukujonot ja
syventdvassd kurssissa Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi. Seuraavassa
Derivaatta-kurssin ja Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssin sisillot on esitelty
kokonaisuudessaan ja Juuri- ja logaritmifunktiot sekd Trigonometriset funktiot ja lukujonot

-kurssien siséllot derivaatan osalta.

2.2.1 Derivaatta (MAA7)

Derivaatta-kurssissa tavoitteena on, ettd opiskelija osaa médrittdd rationaalifunktion
nollakohdat seki ratkaista yksinkertaisia rationaaliepayhtaloitd. Opiskelijan tulisi omaksua
havainnollinen késitys funktion raja-arvosta, jatkuvuudesta ja derivaatasta. Laskennallisesti
opiskelijan tulisi osata méérittdd yksinkertaisten funktioiden derivaatat seké tutkia derivaatan
avulla polynomifunktion kulkua ja mairittdd sen &ériarvot. Lisdksi opiskelijan tulisi osata
madrittid rationaalifunktion suurin ja pienin arvo sovellusongelmien yhteydessa.

Keskeisimmiksi sisdlloiksi Opetushallitus listaa seuraavat asiat:



e rationaaliyhtild ja -epayhtdlo
e funktion raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta
e polynomifunktion, funktioiden tulon ja osaméddrin derivoiminen

e polynomifunktion kulun tutkiminen ja &ériarvojen méérittiminen

Ks. [24, s.121-122].

2.2.2 Juuri- ja logaritmifunktiot (MAAS8)

Kurssissa Juuri- ja logaritmifunktiot kisitellddn derivaattaa tutkittaessa nditd funktioita
derivaatan avulla ja opiskeltaessa yhdistetyn funktion derivointi. Kurssin keskeisimmit
siséllot derivaatan osalta ovat yhdistetyn funktion derivaatta sekd juuri-, eksponentti- ja

logaritmifunktioiden derivaatat. Ks. [24, s.122].

2.2.3 Trigonometriset funktiot ja lukujonot (MAA9)
Kurssissa Trigonometriset funktiot ja Ilukujonot Kkisitellddn derivaattaa tutkittaessa

trigonometrisia funktioita derivaatan avulla. Keskeisin sisdltd derivaatan osalta kurssissa on

trigonometristen funktioiden derivaatat. Ks. [24, s.122-123].

2.2.4 Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi (MAA13)

Syventévissd kurssissa Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssi tavoitteena on
tdydentdd opiskelijan integraalilaskennan taitoja soveltaen niitd muun muassa jatkuvien
todenndkoisyysjakaumien tutkimiseen sekd syventdd differentiaali- ja integraalilaskennan
teoreettisten perusteiden tuntemusta. Lisdksi tavoitteena on tutkia lukujonon raja-arvoa,
sarjoja ja niiden summia. Keskeisimmiksi sisdlldiksi Opetushallitus listaa seuraavat asiat:

e funktion jatkuvuuden ja derivoituvuuden tutkiminen

e jatkuvien ja derivoituvien funktioiden yleisid ominaisuuksia

e funktioiden ja lukujonojen raja-arvot ddrettomyydessa

e epdoleelliset integraalit

Ks. [24, 5.124].

2.30petussuunnitelmien perusteiden vertailua

Opetushallituksen ylitarkastaja Leo Pahkin [32, s.10-12] toteaa, ettd opetussuunnitelman
perusteisiin tehdyt muutokset ovat olleet varsin maltillisia. Joidenkin kurssien osasisdllot ovat

vaihtaneet paikkaansa ja kurssien nimet ovat osittain tai kokonaan vaihtuneet.
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2.3.1 Pakolliset kurssit

Pakollisten kurssien kokonaissiséllossd ei derivaatan osalta ole tapahtunut suuria muutoksia.
Joitain osasiséltdjd on vaihdettu toisiin kursseihin ja joitain painotuksia hieman vaihdettu.
Keskeiset sisdllot on méadritelty tarkemmin vuoden 2003 perusteissa kuin vuoden 1994, joten

tdssd suhteessa uudet opetussuunnitelman perusteet ovat toteuttaneet MAOL ry:n toiveita.

Seuraavassa tarkastellaan hieman tarkemmin, miten kurssisisdllot ovat muuttuneet. Uusi
Derivaatta-kurssi pitdd siséllddn vanhasta Differentiaalilaskenta 1 -kurssista kasitteiden raja-
arvo, jatkuvuus ja derivoituvuus kasittelyn. Vanhoissa perusteissa puhutaan niiden késitteiden
keskeisiin ominaisuuksiin ja soveltamismahdollisuuksiin perehtymisestd, kun taas uusien
perusteiden mukaan opiskelijalle tulisi muodostua havainnollinen kuva kyseessd olevista
kasitteistd. Mielestdni painotus tdssd asiassa on parempi uusissa perusteissa, silld jos
opiskelijalle muodostuu hyvd ja havainnollinen kuva matemaattisesta késitteestd, on sen
analyyttinen oppiminen ja soveltaminen helpompi oppia. Differentiaalilaskenta 1 -kurssissa
tavoitteena oli sisdistdd derivaatta-kdsite. Tdma on tavoitteena kunnianhimoinen ja tarkkaan
otettuna varsin laaja. Jos ajatellaan, ettd kisitteen sisdistiminen tarkoittaa ymmadrrystd sen
historiallisesta kehittymisestd ja soveltamismahdollisuuksista, niin voidaan kysyé, kuinka
moni yliopisto-opiskelijakaan on sisdistanyt derivaatta-kdsitteen hyvin? Ainakaan tutkielman
kirjoittaja ei voinut nidin viittdd ennen kuin oli kirjoittanut Luonnontieteiden kandidaatin
-tutkielman derivaatan historiasta (ks. [13]). Edelleenkin voidaan epdilld, onko tutkielman
kirjoittaja sisdistanyt derivaatta-késitteen tdydellisesti. Tédssd sanamuodossaan tavoitetta ei
onneksi endd 10ydy uusista opetussuunnitelman perusteista. Uusien opetussuunnitelman
perusteiden  Derivaatta-kurssin ~ tavoite  derivaatta-kdsitteen  havainnollisen  kuvan
omaksumisesta pitdd késittddkseni sisdllddn saman tavoitteen kuin mitd aikaisemmin haettiin
derivaatta-kasitteen sisdistdmiselld. Tutustuttaessa jatkuvuuden ja derivoituvuuden Kasitteisiin
tulisi opiskelijalle muodostua niistd sekd geometrinen ettd analyyttinen kasitys. Tulisi my0s

ymmartii, ettd derivoituvuus on vahvempi ominaisuus kuin jatkuvuus.

Derivaatta-kurssissa késitellddn yksinkertaisten funktioiden derivaatat, mikd késitykseni
mukaan voisi tarkoittaa polynomifunktioita sekd tulon ja osamédrdn derivointia. Lisdksi
kisitellddn polynomifunktion kulku ja 4driarvot. Tadmid vastaa siis suunnilleen
Differentiaalilaskenta 1 -kurssiin kuulunutta polynomifunktioiden ja algebrallisten
funktioiden tutkimista ja ongelmien ratkaisemista. Derivaatta-kurssiin  kuuluvat

rationaalifunktioiden suurimman ja pienimmén arvon ratkaiseminen sekd rationaaliset
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epdyhtélot. Aikaisemmin nditd asioita on kisitelty Differentiaalilaskenta 1-kurssissa, jossa on
tutkittu algebrallisia funktioita, ja Differentiaalilaskenta 2 -kurssissa, jossa on késitelty

epayhtdloité ja kdytdnnon sovelluksia.

Nykyinen Derivaatta-kurssi siséltdd pddpiirteittdin  siis samat asiat kuin vanha
Differentiaalilaskenta 1 -kurssi sekd osan vanhan Differentiaalilaskenta 2 -kurssin sisillosta.
Néin ollen Derivaatta-kurssi on sisélloltdan varsin laaja, kun vanha Differentiaalilaskenta 1
-kurssikaan ei ollut kovin suppea. On mielenkiintoista nihdd, kuinka laajasti oppikirjojen

tekijat késittelevét kurssin sisdltoja kirjoissaan, jotka ilmestyvit kevain ja kesidn 2006 aikana.

Juuri- ja logaritmifunktiot -kurssiin kuuluvat entisestd Differentiaalilaskenta 2 -kurssista
juuri-, logaritmi- ja eksponenttifunktioiden derivaatat. Lisdksi kurssissa kasitellddn yhdistetyn
funktion derivaatta, joka on aikaisemmin oppikirjasta riippuen késitelty joko
Differentiaalilaskenta 1 tai 2 -kurssissa. Trigonometriset funktiot ja lukujonot -kurssissa
kisitellddn trigonometristen funktioiden derivaatat, jotka niin ikédn aikaisemmin kuuluivat

Differentiaalilaskenta 2 -kurssiin.

Vanhojen opetussuunnitelman perusteiden Differentiaalilaskenta 1 -kurssin sisdlto késitelldan
uusissa opetussuunnitelman perusteissa Derivaatta-kurssissa. Vanhojen perusteiden
Differentiaalilaskenta 2 -kurssin sisdltd on hajautettu uusissa opetussuunnitelman perusteissa
kursseihin Derivaatta, Juuri- ja logaritmifunktiot ja Trigonometriset funktiot ja lukujonot.
Uusien opetussuunnitelman perusteiden mukaisissa kursseissa opiskellaan ensin derivaatta
-késite ja vasta myohemmissd kursseissa sitd opetellaan kiyttamédn esille tuleviin funktioihin.
Vaikuttaa mielekkdaltd, ettd esimerkiksi trigonometristen funktioiden derivaatat opiskellaan
samassa kurssissa, kuin trigonometriset funktiotkin, eikd kuten vanhoissa opetussuunnitelman
perusteissa, joissa trigonometriset funktiot opiskeltiin omassa kurssissaan ensin ja niiden
derivointi myohemmin Differentiaalilaskenta 2 -kurssissa. Vaikuttaa my0s mielekkaéltd
nimetd oma kurssi juuri- ja logaritmifunktioille ja opiskella tdssd kurssissa sekd namé funktiot
ettd niiden derivointi sen sijaan, ettd ennen nidma funktiot opiskeltiin Differentiaalilaskenta 2

-kurssissa niiden derivoinnin opiskelun yhteydessa.

2.3.2 Syventavat kurssit

Molemmissa opetussuunnitelman perusteissa analyysiin on suunniteltu yksi syventava kurssi.

Vuoden 1994 perusteissa kurssi madriteltiin varsin viljidsti nimed mydten. Vuoden 2003
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perusteissa kurssi on nimetty Differentiaali- ja integraalilaskennan jatkokurssiksi ja sen
sisdltd on médritelty entistd tarkemmin. Uutena syventdvddn kurssiin ovat tulleet funktion
jatkuvuuden ja derivoituvuuden tutkiminen sekd jatkuvien ja derivoituvien funktioiden
yleisten ominaisuuksien tarkastelu. Tima on mielestdni hyvi asia ja toivottavasti ehkidisee
vadrien mielikuvien syntymistd koskien jatkuvien funktioiden derivoituvuutta. Téaté
athekokonaisuutta opetettaessa voisi mielestdni tutkia myds jatkuvien funktioiden
erikoistapauksia, kuten jatkuvia ei-missdcdn derivoituvia funktioita. Luvussa 8 on esitetty yksi
vaihtoehto aihealueen opettamiseksi. Kurssissa on tarkoitus syventdd integraalilaskennan
taitoja, kuten oli vanhankin opetussuunnitelman perusteiden mukaisessa analyysin
syventdvassd kurssissa. Uusien opetussuunnitelman perusteiden Differentiaali- ja
integraalilaskennan jatkokurssissa ei kasitelld kahden muuttujan funktiota, osittaisderivaattoja
eikd differentiaaliyhtdloitd, jotka sisdltyivdt vanhoissa perusteissa analyysin syventdvddn
kurssiin. Onkin késittddkseni mielekkdampaa syventdd opiskelijoiden ymmarrystd funktioiden
jatkuvuudesta ja derivoituvuudesta sekd niiden vilisestd yhteydestd kuin opetella
osittaisderivointia  tai  differentiaaliyhtdloiden  ratkaisemista.  Osittaisderivointi  ja
differentiaaliyhtdlot kun saattavat jdddd varsin laskuteknisiksi taidoiksi ilman syvillisempad
ymmairrystd. Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteissa todetaan, ettd analyysin
syventdvassd kurssissa laajennetaan tutkittavien funktioiden joukkoa. Tdmi on varsin vélja
ilmaisu, minkd seurauksena eri oppikirjat ovatkin késitelleet eri funktioita, esimerkiksi
kompleksifunktioita tai arkusfunktioita. Uudet opetussuunnitelman perusteet madrittelevit

kurssin sisdllon huomattavasti tarkemmin, joten niiden normiluonteisuus tulee tissékin esille.

2.3.3 Lopuksi

Mielestdni kehitys opetussuunnitelman perusteissa on ollut positiivista. On ollut oikea
ratkaisu sisdllyttdd erilaisten funktioiden derivoimisen opiskelu kursseihin, joissa ndma
funktiot opiskellaan. Erinomaista on my®ds, ettd keskeisten késitteiden, raja-arvo, jatkuvuus ja
derivoituvuus, ymmartdmiselle ja hahmottamiselle on annettu suurempi rooli. Varsinkin
syventdvéin kurssin kehitys kurssiksi, joka uusien funktio- ja yhtdlotyyppien esittelyn sijaan

syventédd analyysin kdsitteiden ymmaérrysta, on ollut oikea.
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3 LUKION PITKAN MATEMATIIKAN OPPIKIRJOISTA

Kuten aikaisemmin on todettu, lukion uusiin vuoden 2003 opetussuunnitelman perusteisiin
pohjautuvien opetussuunnitelmien kéyttoonotto alkoi lukioissa asteittain elokuussa 2005. Osa
lukion pitkdn matematiikan oppikirjoista on jo uudistettu uusien opetussuunnitelman
perusteiden mukaisiksi, mutta osa kirjoista on vasta tekeilld. Ndin on laita esimerkiksi
jatkuvuutta ja derivoituvuutta késittelevien kurssien kohdalla, jotka on suunnattu toisen ja
kolmannen vuositason opiskelijoille. Siitd johtuen tdssd tyOssd on tarkasteltu vuoden 1994
opetussuunnitelman perusteiden mukaisia oppikirjoja. Kirjoja on tarkasteltu varsin
yleispiirteisesti, koska ne poistuvat pian kdytostd. Tavoitteena on saada yleiskésitys siitd,
kuinka Kkisitteet jatkuvuus ja derivoituvuus XKasitellddn lukion pitkdn matematiikan
oppikirjoissa, eikd niinkddn vertailla eri kirjoja keskendén. Tarkastelun kohteena on ollut
neljéstd pitkdn matematiikan kirjasarjasta kustakin pakollisten kurssien, Differentiaalilaskenta
1 ja 2, sekd syventdvin kurssin, Analyysi, kirjat. Tarkasteltavat kirjasarjat olivat WSOY:n
Pitkd matematiikka [19, 20, 21] ja Matematiikan Taito [25, 26] sekd Otavan Calculus [17, 18]
ja Tammen Pyramidi [22, 30]. Pakollisten kurssien kirjoista on mukaan otettu vain osuudet,
joissa opetetaan késitteet raja-arvo, jatkuvuus ja derivoituvuus. Analyysi-kurssin oppikirjojen

sisdltojd on tarkasteltu erikseen.

3.1 Raja-arvo -kasite oppikirjoissa

Kirjoissa on aluksi esitelty ympdriston késite sanallisesti ja graafisesti. Osassa kirjoista on

esitelty my0Os poikkeaman késite. Seuraavaksi oppikirjat tarkastelevat esimerkkien kautta

raja-arvo -késitettd mdiirittden numeerisesti ja graafisesti raja-arvoja. Johdattelevien

esimerkkien méaérdt vaihtelevat yhdestd neljddn. Esimerkkeind on kéytetty paloittain

médriteltyjd funktioita ja rationaalifunktioita. Esimerkiksi Pyramidi 3 -kirjassa on tutkittu
1-x°

funktion f(x)=
I-x

arvoja numeerisesti ja graafisesti, kun muuttuja x ldhenee kohtaa 1

[22, s.43]. Johdattelevien esimerkkien jdlkeen kaikki kirjoissa annetaan hyvin samantyyppiset
sanalliset médritelmit raja-arvolle. Ainoa ero on siind sanotaanko funktion olevan maééritelty

tarkasteltavan kohdan ymparistdssé, aidossa ymparistossé vai ldheisyydesséd. Esimerkiksi
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Matematiikan Taito 6-7 miirittelee raja-arvon seuraavasti:

Olkoon funktio f médritelty kohdan x, erddssd ympéristossa tatd
kohtaa mahdollisesti lukuun ottamatta. Funktiolla f on kohdassa x;,

raja-arvo a, jos funktion f arvot saadaan mielivaltaisen Ilihelle
lukua a aina, kun muuttujan x (#x,) arvot valitaan tarpeeksi

ldheltd lukua x, . Ks. [25,s.11].

Kaikissa kirjoissa painotetaan, ettd funktion ei tarvitse olla méiiritelty kohdassa, jossa raja-
arvoa madritetddn. Madritelmén yhteydessd kirjat esittelevdt raja-arvon [lim-merkinndn

lim f(x)=a. Kolme Kkirjoista esittelee raja-arvolle my0s vaihtoehtoisen merkinndn

X=X
f(x) = a, kun x — x,, ja vain yksi kirja pidittdytyy ainoastaan /im-merkinndssi. Raja-arvon

tasmillinen (e,8)-méritelmd” on esitelty kahdessa oppikirjassa, toisessa esimerkkini ja

toisessa Lisdtietoa-0siossa.

Madriteltydédn raja-arvon oppikirjat kdyvét lapi sen laskutekniikkaa. Laskusdéntojen késittelyn
tarkkuudessa ja esimerkkien méaardssd on eroavaisuuksia. Yhdessd kirjassa kdsitellddn raja-
arvojen médrittdminen vain esimerkkien kautta, kun taas muissa kirjoissa madritelldén ennen
esimerkkejd raja-arvon laskusdéntojd, kuten summan ja tulon raja-arvo. Kaikissa kirjoissa on
perehdytty erikseen rationaalifunktioiden raja-arvon maiérittdmiseen tilanteessa, jossa

funktiota ei ole méadritelty tarkasteltavassa kohdassa.

Toispuolisten raja-arvojen kisitteeseen johdatellaan kirjoissa sanallisten ja graafisten
esimerkkien avulla. Yhtd kirjaa lukuun ottamatta toispuolisille raja-arvoille on annettu
sanallinen maidritelma vastaavalla tavalla kuin raja-arvollekin. Esimerkiksi Pyramidi 3

-kirjassa madritellddn vasemmanpuolinen raja-arvo seuraavasti:

Funktion /' vasemmanpuolinen raja-arvo kohdassa x, on a, jos
funktion arvot f(x) ldhestyvit lukua a, kun muuttuja x 1dhestyy
kohtaa x, vasemmalta, x # x,. Ks. [22, 5.52].

? Olkoon funktio f médritelty X, :n aidossa ympdristdssd. Luku a on funktion f raja-arvo pisteessd X, jos

mielivaltaista £ > 0 vastaa 0 > 0 siten, etti |f(x) - a| <e¢&, kun |x —x0| <0, X£X,.
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Kirjoissa esitellddn myds merkinndt lim f(x) ja lim f(x). Toispuolisten raja-arvojen

X—))CO
médrittelyn jilkeen kirjoissa esitetdéin ehto raja-arvon olemassaololle toispuolisten raja-

arvojen avulla. Esimerkiksi Calculus 3 -kirjassa mééritelladn seuraavasti:

Funktiolla f on kohdassa x, raja-arvona a vain, jos
lim f(x)=lim f(x)=a.Ks.[17,s.25].

x—)xo

Yksikddn kirjoista ei késittele raja-arvo -kisitteen historiaa. Uutta késitettd opetettaessa olisi
mielestdni mielenkiintoista esitelld lyhyesti sen historiallista kehittymistd. Opiskelijoiden
motivoimiseksi voisi ottaa muutaman esimerkin raja-arvon historiallisista maéritelmista.
Esimerkiksi Newtonin vuonna 1687 Principiassa esittimd médritelmi kuvastaa hyvin raja-

arvo -kisitteen madrittelyyn liittyneitd ongelmia:

Suureet, ja suureiden suhteet, jotka &didrellisessd ajassa
konvergoivat jatkuvasti toisiaan kohti, ja jotka ennen timédn ajan
loppumista ovat ldhempénd toisiaan kuin yksikddn annettu ero,
tulevat lopulta yhté suuriksi. Ks. [4, s.560].

Lisdksi voisi esittdd esimerkiksi Cauchyn tdsmaillisemmédn maédrittelyn 1800-luvun

alkupuolelta:

Kun muuttujalle annetut perdkkéiset arvot ldhestyvét kiinteda
arvoa rajatta ja ne poikkeavat siitd viimein niin vdhidn kuin
halutaan, tdtd kiintedd arvoa sanotaan kaikkien muiden raja-
arvoksi. Ks. [4, s.719].

Opiskelijoille muodostuisi ndin mielikuva siitd, kuinka raja-arvon nykyiseen méirittelyyn on

paadytty.

3.2 Jatkuvuus-kasite oppikirjoissa

Vain yhdessé oppikirjassa on korostettu, ettd jatkuvuus on tirked funktioita kuvaileva késite.
Muissa oppikirjoissa ei mainita lainkaan, ettd jatkuvuus on funktioita kuvaileva ja luokitteleva
ominaisuus. Kuten raja-arvon ei myoskddn jatkuvuuden kisittelyssd ole lainkaan esitetty
késitteen historiallista kehitystd. Myos jatkuvuus-kédsitteen yhteydessd voisi lyhyt

historiallinen katsaus sen kehittymisestd motivoida opiskelijoita uuden kisitteen opiskeluun.
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Kirjoissa jatkuvuuden kisitteeseen on yhtd kirjaa lukuun ottamatta johdateltu jatkuvien ja
epdjatkuvien funktioiden kuvasarjoilla tai kdytdnnon esimerkkeihin liittyvilld kuvasarjoilla.
Varsinkin Pyramidi-kirjassa kdytdnnon esimerkkejd tarkastelemalla toteutettu johdanto
kisitteisiin jatkuva ja epdjatkuva on mielestdni hyva. Lukiolaisen on helppo ymmartia, miksi
lampdtila on jatkuva suure ja tilin saldo epdjatkuva. Vain yhdessd oppikirjassa on ldhdetty
laskennallisen esimerkin avulla liikkeelle ja sitd kautta paddytty jatkuvuuden havainnolliseen
kuvailuun. Kuvasarjojen kautta tapahtuva jatkuvuuden geometrinen johdattelu on mielestdni

hyvé tapa, josta monen lukiolaisen on helppo alkaa hahmottaa jatkuvuus-késitetta.

Kun jatkuvuudesta on saatu luotua havainnollinen késitys, oppikirjat méaarittelevit sen
sanallisesti. Esimerkiksi Pitkd matematiikka -kirjassa jatkuvuus tietyssd kohdassa

madritellddn seuraavasti:

Funktio f'on jatkuva miirittelyjoukkonsa kohdassa a, jos funktion
arvo kohdassa a on yhtd suuri kuin funktion raja-arvo kohdassa a
elijos lim f(x)= f(a). Ks. [20, s.32].

Osassa kirjoista midrittely on lyhyt ja osassa laajemmin kuvaileva, mutta perusidealtaan
madrittelyt vastaavat toisiaan. Vain yksi kirja purkaa edellisen mééritelmén vield auki esittden

sen vasemman- ja oikeanpuolisten raja-arvojen avulla muodossa lim f(x) = lim f(x)= f(a).

Kaikki kirjat painottavat, ettd funktion jatkuvuudesta voidaan puhua vain, mikili funktio on

médritelty tarkasteltavassa kohdassa. Esimerkkind jokaisessa kirjassa tarkastellaan perinteista

funktiota f(x)= 1 , jota moni opiskelija kokemukseni perusteella tarjoaa vield yliopistossakin
X

esimerkkind epdjatkuvasta funktiosta. Funktio tiydennetidin esimerkeissd myds epdjatkuvaksi
madrittelemaélla sille jokin arvo x:n arvolla nolla. Mielenkiintoista oli havaita, ettd kirjat, jotka
esittdvat raja-arvolle (g,0)-méadritelmén lisdtietona, eivit esitd jatkuvuudelle (€,0)-maéritelmaa

lainkaan.

Vain yksi kirja maédrittelee jatkuvuuden lisdksi myds epdjatkuvuuden. Muissa kirjoissa
epdjatkuvuus kasitellddn esimerkeissd, joissa tarkastellaan, onko funktio jatkuva tietyssd
kohdassa, ja todetaan sen olevan epijatkuva, mikili se ei ole jatkuva. Niissd késitellddn
tilanteet, joissa raja-arvoa ei ole olemassa tai se on erisuuri kuin funktion arvo kyseisessi
kohdassa. Mielenkiintoinen havainto on, ettd Matematiikan taito 6-7 esittdd esimerkin

funktiosta, joka on kaikkialla epdjatkuva [25, s.28]. Muissa kirjoissa vastaavaa erikoistapausta
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el mainita lainkaan, jolloin opiskelijalle jdid helposti kisitys, ettd funktiolla voi olla vain
yksittéisid epdjatkuvuuskohtia. Téllaisten erikoistapausten esille tuominen olisi mielestini
suotavaa, jottei kisitteistd syntyisi véérid mielikuvia. Toki niitd ei tarvitse koulukursseissa

kasitella kovin tarkasti, mutta ainakin niiden olemassaolo tulisi tuoda esille.

Tarkasteltuaan jatkuvuutta ja epdjatkuvuutta yhdessid kohdassa kirjat siirtyvét kisittelemddn
jatkuvuutta annetulla valilld. Kolmessa kirjassa mééritellddn, ettd funktio on jatkuva
tutkittavalla valilld, mikili se on jatkuva vilin jokaisessa pisteessd. Naissd kirjoissa
madritellddn myos késitteet oikealta jatkuva ja vasemmalta jatkuva. Esimerkiksi kirjassa

Matematiikan taito 6-7 maaritelldan seuraavasti:

Funktio f on vasemmalta (oikealta) jatkuva kohdassa x,, jos sen

vasemmanpuolinen (oikeanpuolinen) raja-arvo ja arvo tdssd
kohdassa ovat yhti suuret. Ks. [25, s.27].

Kahdessa niistd kirjoista jatkuvuutta avoimella ja suljetulla vélilld tutkitaan tarkemmin
vasemmalta ja oikealta jatkuvuuden avulla. Mikéén kirjoista ei kuitenkaan totea, ettd funktio
on jatkuva tietyssd kohdassa vain, jos se on siind sekd vasemmalta ettd oikealta jatkuva. Raja-
arvon olemassaololle kirjoissa esitettiin ehto vasemmanpuolisen ja oikeanpuolisen raja-arvon

yhtymisestd, joten olisi mielesténi luontevaa todeta vastaava asia jatkuvuudesta.

Funktion jatkuvuutta suljetulla vélilld tarkastellaan ldhemmin kolmessa kirjassa. Niissd

esitetddn seuraavat lauseet:

Olkoon funktio jatkuva suljetulla vililld [a,b]. Jos funktio saa

vilin péétepisteissd erimerkkiset arvot, niin funktiolla on
avoimella vélilld ]a,b[ ainakin yksi nollakohta. (Bolzanon lause)

Ks. [22, 5.80].

Suljetulla vililld jatkuva funktio saa télld vélilld suurimman ja
pienimmaén arvonsa ja kaikki arvot niiden valilta. Ks. [22, s.83].

Alkeisfunktiot todetaan, joko teoriaosassa tai esimerkkien kautta, jatkuviksi
madrittelyjoukoissaan. Liséksi todetaan, ettd jatkuvuus sdilyy peruslaskutoimituksissa ja

funktioiden yhdistdmisessa.
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3.3 Derivoituvuus-kasite oppikirjoissa

Kaikissa kirjoissa ldhdetddn johdattelemaan derivaatta-késitteeseen geometrisesti.
Johdattelevana esimerkkini tarkastellaan jotain tunnettua funktiota, esimerkiksi f(x)=x’, tai

jotain kdytdnnon esimerkkid, kuten ihmisen kasvua kuvaavaa kdyrdd. Esimerkistd maaritetddan
keskimédrdisid muutosnopeuksia joillakin aikavileilld ja kiyddin samalla ldpi kisitteet
sekantti ja sekantin kulmakerroin. Osa kirjoista madrittelee tissd vaiheessa erotusosaméérin,
osa tekee sen vasta myohemmin siirryttdessd derivaatan analyyttiseen tarkasteluun.
Keskimédrdisestd  muutosnopeudesta  siirrytddn  kohti  hetkellisti =~ muutosnopeutta
pienentdmélld tarkasteltavaa védlid ja piirtdmélld kuvaajalle useita sekantteja sekd
mahdollisesti laskemalla sekanttien kulmakertoimia. Lopulta péddytddn hetkelliseen
muutosnopeuteen ja tangentin kisitteeseen. Tangentti midritellddn sanallisesti, ja useimmissa
kirjoissa vihjataan jo erotusosaméiirin raja-arvoon. Esimerkkeind lasketaan erotusosamééiria
numeerisesti sekd tutkitaan samalla niiden geometrista merkitystd. Yhtd kirjaa lukuun

ottamatta kirjoissa késitelldén graafista derivointia esimerkkeind ja laskuharjoituksina.

Mielestini Hahkioniemi esittdd pro gradu -tydssddn [16] hyvdn tavan hetkelliseen
muutosnopeuteen johdattelemiseksi. Tutkitaan keskiméérdisid nopeuksia ja todetaan, etti niité
on helppo méérittad mutta hetkellistd nopeutta tietylld hetkelld ei kdytdnndssé voida médarittaa.
Esimerkiksi auton nopeusmittarit ja poliisin nopeustutkat madarittavat keskiméérdisen
nopeuden tietylld aikavililli. Mitd pienempi tdma tutkittava aikavéli on, sitd parempi arvio
aina saadaan hetkelliselle nopeudelle. Néin opiskelijoita voidaan johdattaa kéytdnnon

esimerkin kautta ymmértamadn derivaatta-késitteen perusideaa erotusosaméérin raja-arvona.

Pitkd matematiikka -kirjassa tutkitaan derivoituvuutta my0ds kuvaajien suurennoksien avulla
luvussa 1 kuvatun metodin mukaisesti. Tarkastellaan, suoristuuko funktion kuvaaja, mikéali
kuvaa ldhennetéddn tarpeeksi tutkittavan kohdan ympéristossa [20, s.42]. Kirjassa méadritelldén
funktio tutkittavassa kohdassa derivoituvaksi, mikédli kuvaaja suoristuu tarpeeksi
lahennettiessd, ja epdderivoituvaksi, mikéli kuvaaja ei suoristu lainkaan. Kaikissa kirjoissa
derivaatta-kdsitteeseen johdatteleva geometrinen tarkastelu on varsin laaja ja perusteellinen,
mikd onkin mielestdni erinomaisen tirkedd. Jos derivaatasta muodostuu sekd geometrinen
késitys tangentin kulmakertoimena ettd kdytdnnollinen kisitys muutosnopeutena, on késitteen

analyyttisen médritelmén omaksumiselle huomattavasti paremmat 1dhtokohdat.
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Derivaatan historian esittelemisestd voidaan todeta sama seikka kuin raja-arvon ja
jatkuvuuden yhteydessd, eli mielestdni késitteen historiaa kannattaisi esitelld lyhyesti.
Yksikdin kirjoista ei téitd tee derivaatankaan osalta. Késitteeseen johdattelun yhteydessé voisi
selvittdd, kuinka késitteen maidritteleminen on historiallisestikin ldhtenyt liikkeelle
geometriselta pohjalta. Lyhyesti voi esitelld esimerkiksi Descartesin menetelman normaalin
méidrittdmiseksi (ks. [13, s.7-8] tai [4, s.486]), Fermat’n menetelmin tangentin
midrittdmiseksi (ks. [13, s.8-10] tai [4, s$.492-494]) tai Barrow’n tangenttisddnndn
(ks. [13, s.12-14] tai [4, s.548-549]). Niiden jilkeen tulee tietysti mainita varsinaiset
derivaatan keksijit Newton ja Leibniz sekd kertoa lyhyesti heidédn saavutuksistaan.
Kokemukseni mukaan opiskelijoita kiinnostaa historialliset kiistat ja tunnettujen nerojen
eldimdnvaiheet, joten voisi olla mielenkiintoista esitelld derivaatan keksimistd koskenut
prioriteettikiista Newtonin ja Leibnizin vililld (ks. [13, s.15-20]). Historiallisen kehityksen
esittelyssd voi my0s edetd samaa tahtia kuin kédsitteen opetuksessa: geometriset mééritelmat
geometrisen johdattelun yhteydessd ja analyyttiset midritelmdt derivaatan analyyttisen

késittelyn yhteydessa.

Geometrisen johdattelun jilkeen kirjoissa mééritellddn derivaatta analyyttisesti. Esimerkiksi

Pyramidi 3 -kirjassa madritelldan:

Oletetaan, ettd funktio f on médritelty kohdan x, ympéristossd. Jos

erotusosaméérén raja-arvo
. x)—f(x
b S~ f ()
X‘)XO x —_ x()

on olemassa, niin funktio /' on derivoituva kohdassa x,.

Erotusosamédrin raja-arvoa sanotaan funktion f'derivaataksi
kohdassa x, ja merkitddn f'(x,).Ks. [22, s.87].

Maiirittelyjen yhteydessd painotetaan vield derivaatan geometrista merkitystd funktion
tiettyyn kohtaan piirretyn tangentin kulmakertoimena ja kdytinnon merkitystd funktion

hetkellisend muutosnopeutena. Kahdessa kirjassa esitetddn derivaatan maaritelman molemmat

muodot

limM ja lim

X=X xX— xo h—0

S+ h) - f(x)
p ;

kun taas kahdessa muussa kirjassa kdytetddn vain jompaakumpaa muotoa.
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Kun on mééritelty derivoituvuus tietyssd kohdassa, tarkastellaan yhté kirjaa lukuun ottamatta
derivoituvuutta tietylld vililld. Kirjoissa maédritellddn, ettd jos funktiolla f on derivaatta
tutkittavan vélin jokaisessa kohdassa, niin funktio f/ on derivoituva tutkittavalla valilla.
Mairitelmd on kirjoissa hyvin samantyyppinen, ainoastaan yksi kirja maéérittelee vilin
tarkemmin avoimeksi viliksi. Tadman jdlkeen kirjoissa maaritelldén kasitteet derivaattafunktio

ja derivointi.

Kaikissa kirjoissa derivaatan analyyttisen médrittelyn jédlkeen tutkitaan jatkuvuuden ja
derivoituvuuden vilistd yhteyttid. Lauseen muodossa todetaan, ettd jos funktio on derivoituva
tietyssd kohdassa, niin se on myds jatkuva kyseisessd kohdassa. Muutamassa kirjassa tille
esitetddn analyyttinen todistus teoriaosiossa tai laskuharjoituksena. Lisdksi tdmén lauseen
yhteydessd todetaan, ettd jatkuvuus tietyssid kohdassa ei merkitse vélttdméttd derivoituvuutta
kyseisessd kohdassa ja ettd tietyssd kohdassa epidjatkuva funktio ei voi olla kyseisessa
kohdassa derivoituva. Kirjoissa tdhdn tulokseen johdattelu ja tuloksen perustelu tapahtuu
tutkimalla kuvien avulla, voidaanko kuvaajalle tiettyyn kohtaan piirtdd yksikésitteinen
tangentti. Toispuoliset derivaatat tai toispuolinen derivoituvuus mééritelldin kahdessa kirjassa
tissd yhteydessd ja yhdessd kirjassa syventivassi osiossa. Esimerkiksi Calculus 3 -kirjassa

madritellddn vasemmanpuolinen derivaatta seuraavasti:

Funktion f vasemmanpuolinen derivaatta kohdassa x on

/1) = lim f(“h;_f(x) . Ks. [17, 5.63].

Kirjoissa, joissa toispuoliset derivaatat on maédritelty, tutkitaan paloittain maédriteltyjen
funktioiden derivoituvuutta ja painotetaan, ettd funktion pitdd olla jatkuva ennen kuin on

mielekéstd tutkia sen derivoituvuutta. Kaikissa kirjoissa esiintyy klassinen esimerkki

f(x) :|x| ja sen derivoituvuuden tutkiminen origossa. Esimerkki kasitelldin geometrisesti

toteamalla, ettd origoon ei voida piirtdd yksikésitteistd tangenttia. Onneksi vain yhdessa
kirjoista on kérkeen piirretty useampi erisuuntainen karkipisteen kautta kulkeva suora ikdin
kuin kérkipisteeseen voisi piirtdd lukuisan médrdn “tangentteja”. Missddn kirjoista ei ole
todettu sekantteja tutkimalla, ettd kdrkeen tulisi erotusosamdirén raja-arvon kautta kaksi
erisuuntaista tangenttiechdokasta. Kirjoissa, joissa toispuoliset derivaatat on mdidritelty,
lasketaan origossa vasemmanpuolinen ja oikeanpuolinen derivaatta ja todetaan, ettd

yksikisitteistd derivaattaa ei ole madritelty, koska toispuoliset derivaatat ovat eri suuret. Vain
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kahdessa kirjassa todetaan, ettd toispuolisten derivaattojen yhtyminen on vilttiméton ehto

derivoituvuudelle kohdassa x;, .

Se, ettd derivoituvuus on vahvempi ominaisuus kuin jatkuvuus, on pyritty kaikissa kirjoissa
kdyméddn geometrisin perustein hyvin ldpi. Jdin kuitenkin kaipaamaan vield selvempdd
painotusta sille, ettd epidjatkuva funktio ei voi olla derivoituva ja ettd jatkuvan funktion ei
valttdmattd tarvitse olla derivoituva. Analyysin kannalta keskeisten késitteiden jatkuvuus ja
derivoituvuus yhteys toisiinsa pitdisi ilmaista niin selvésti, ettd tulkinnan varaa ei jaa. Mikali
kisitteiden vilinen yhteys ei ole opettajalle tidysin selvdd ja hin ei sitd tunnilla kdy tarkasti
lapi, voi se opiskelijoille jddda kirjojen perusteella epéselviksi. Pyramidi 3 -kirja késittelee
riippuvuutta tarkimmin. Siind on esitetty mielestdni hyvd joukko-opillinen kuva, joka
havainnollistaa késitteiden jatkuvuus ja derivoituvuus luokittelevaa ominaisuutta sekd niiden

vahvuussuhteita.

- >

Reaali- Funktion Funktion Funktion
lukujen maarnittely- Jatkuvuus- denvoituvuus-
joukko joukko pisteiden pisteiden joukko
joukko
R M, ]

" ’/

Kuva 3.1: Funktioihin liittyvid reaalilukujen osajoukkoja. Ks. [22, 5s.132].

Kuvasta kdy hyvin ilmi, miten funktion ei tarvitse olla mééritelty kaikilla reaaliluvuilla, miten
funktion ei tarvitse olla jatkuva kaikissa pisteissi, joissa se on mééritelty, sekd miten funktion
ei tarvitse olla derivoituva kaikissa pisteissd, joissa se on jatkuva. Sama toimii tietenkin
toisinkin péin: jos funktio on derivoituva tietyssd pisteessd, niin se on myods jatkuva

kyseisessd pisteessd, ja lisidksi funktion pitdé olla médritelty kyseisessi pisteessa.

Derivaatta-kisitteen jélkeen oppikirjat siirtyvét tutkimaan derivaatan laskemista ja kayttoa,

muun muassa derivoimissddntojd, funktion kulun tutkimista ja ddriarvojen laskemista.

3.3.1 Erikoistapaukset kirjoissa
Yhdessékddn oppikirjoista ei mainita, ettd on olemassa myds funktioita, jotka ovat jatkuvia

kaikkialla mutta eivit ole missdan derivoituvia. NAaitd funktioita késitelldadn tarkemmin
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luvussa 6. Funktioiden tarkka kisittely lukion pakollisissa kursseissa ei varmaankaan ole
mahdollista, mutta niiden olemassaolon voisi mainita. Funktiota voi mielestini esitelld
tarkemmin syventdvissd kursseissa mahdollisuuksien mukaan. Nédiden funktioiden esille
tuominen kuitenkin jo pakollisissa kursseissa vahvistaisi opiskelijoiden kisitystd siitd, ettd
funktion jatkuvuus ei takaa derivoivuutta ja ettd jatkuva funktio voi olla epédderivoituva
useammassakin kuin vain muutamassa kohdassa. Lisdksi voisi mainita, ettd yleensd funktion
jatkuvuus ei takaa derivoituvuutta vaan jatkuvia funktioita, jotka eivdt ole missddn
derivoituvia, on ”paljon enemmén” kuin jatkuvia funktioita, jotka ovat edes yhdessé pisteessé
derivoituvia (ks. luku 6.6). Lahjakkaille asiasta enemmain kiinnostuville opiskelijoille voisi
antaa vinkkejd, mistd ldhteistd asiasta saa tarkempaa tietoa. Lahteitd voisi mainita esimerkiksi

oppikirjojen opettajien oppaissa.

3.4 Analyysi-kurssin oppikirjoista

Vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteissa syventdvan kurssin Analyysi sisdltd oli
madritetty hyvin véljédsti. Téstd johtuen oppikirjojen sisdlldissdkin on jonkin verran vaihtelua.
Kaikissa kirjoissa Pyramidia lukuun ottamatta on laajennettu integroimiskeinoja, kuten
opetussuunnitelman perusteissa sanotaan. Opetussuunnitelman perusteissa mainittu
tutkittavien funktioiden joukon laajennus on osassa kirjoista toteutettu tutkimalla
trigonometristen funktioiden kéédnteisfunktioita tai kompleksilukuja ja -funktiota. Osassa
kirjoista titd osuutta ei l0ydy lainkaan. Differentiaaliyhtdl6itd on késitelty kaikissa kirjoissa
jotakuinkin yhté laajasti. Kirjojen sisdltdjen eroavaisuutta kuvaa myds muun muassa se, ettéd

Matematiikan Taito -kirja késittelee ainoana kirjana f(x,y)=0 tyyppisten funktioiden

implisiittistd derivointia ja napakoordinaatisto-kdsitteen.

Pitkd matematiikka on ainut kirja, joka kertaa ja syventdd raja-arvon, jatkuvuuden ja
derivoituvuuden méadritelmia. Tuntuu kuin kirja olisi jo enteillyt tulevaa, silld vuoden 2003
opetussuunnitelman  perusteiden mukaisessa  Differentiaali- ja integraalilaskennan
Jjatkokurssissa perehdytddan nimenomaan tarkemmin jatkuvuuden ja derivoituvuuden
ominaisuuksiin. Kirjassa tutkitaan hieman jatkuvuuden ja derivoituvuuden vilistd yhteyttd ja
todistetaan, ettd kohdassa a derivoituva funktio on jatkuva kohdassa a, sekd todetaan

todistuksen seurauksena, etti funktio ei ole derivoituva epdjatkuvuuskohdassaan [19, s.26].

Opetussuunnitelman perusteissa esiintynyt kahden muuttujan funktioiden tarkastelu 16ytyy

kaikista oppikirjoista. Pyramidi léhtee liikkeelle kahden muuttujan funktioiden raja-arvon ja
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jatkuvuuden médrittelystd ja pddtyy tidtd kautta tutkimaan derivoituvuutta ja
osittaisderivaattoja. Muissa kirjoissa tutkitaan suoraan osittaisderivaattoja. Kaikissa kirjoissa
osittaisderivaatan méérittely ldhtee liikkeelle koordinaattiakseleiden suuntaisten tangenttien
tarkastelusta ja paityy tdstd johtopdatOkseen, ettd osittaisderivaatta on koordinaattiakselin
suuntaisen tangentin kulmakerroin. Osassa kirjoista osittaisderivaatta on maééritelty
analyyttisesti, osassa tyydytddn vain esimerkein toteamaan, miten niitd lasketaan. Yhté kirjaa
lukuun ottamatta osittaisderivaatoista paadytddn kahden muuttujan yhtdlén derivoituvuuteen
sekd tangenttitaso-kidsitteeseen, joka esitetddn geometrisesti. Tangenttitason tarkastelu on
mielestdni hyvi derivaatta-kdsitteen kannalta, jotta opiskelijalle muodostuu ainakin aavistus
siitd, ettd derivaatta-kdsite on yleistettdvissd my0s vektoriarvoisille funktioille. Mielestini
osittaisderivaatta saattaa kuitenkin jadda opiskelijoille melko laskennalliseksi taidoksi ilman

derivaatta-kdsitteen ymmaérryksen syventymista.

Tarkempaa analysointia kirjoista ei ole mielekistd tehdé, koska ne ovat kidytostd poistuvia ja
uusien vuoden 2003 opetussuunnitelman perusteiden syventdvd kurssi Differentiaali- ja
integraalilaskennan jatkokurssi poikkeaa sisdlloiltddan huomattavasti Analyysi-kurssista.
Toivotaan, ettd uudet vuoden 2003 opetussuunnitelmien perusteiden mukaiset kirjat ovat
yhdenmukaisempia sisdlloiltdan kuin vanhat vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden
mukaiset kirjat, jotta eri kirjasarjaa kédyttavit opiskelijat olisivat tasapuolisemmassa asemassa
myo0s ylioppilaskirjoituksissa. Toki edelleen oppikirjoissa voi olla erilaisia painotuksia ja
opettajat voivat opetuksessaan painottaa eri asioita. Mielesténi olisi kuitenkin toivottavaa, ettd
opiskelijoille tarjottaisiin perussisélloiltiin yhdenmukaisia kursseja koulusta ja kirjasarjasta
riippumatta. Syventédvilld kursseilla voi tietenkin edistyneempien opiskelijoiden kanssa kdyda

lapi laajemman kokonaisuuden kuin kurssin perusrunkoon kuuluu.
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4 TUTKIMUSONGELMAT

Tutkimuksessa haluttiin  selvittdd, minkdlainen kédsitys lukion pitkdn matematiikan
opiskelijoilla on jatkuvuus- ja derivoituvuus-kiasitteiden vilisestd yhteydestd. Tatd tutkittiin
seuraavien alaongelmien avulla:
1. Kuinka hyvin opiskelijat ymmartévit, ettd jatkuvuus on vélttimiton ehto
derivoituvuudelle?
2. Kuinka hyvin opiskelijat ymmartavit, ettd jatkuvuus ei ole riittdvd ehto
derivoituvuudelle?
3. Voiko jatkuva funktio olla opiskelijoiden mielestéd epdderivoituva kaikkialla?
4. Miten opiskelijat osaavat tulkita funktioiden kuvaajista jatkuvuuden ja
derivoituvuuden?
5. Miten opiskelijat osaavat piirtdd tiettyjen ehtojen mukaisia funktioiden kuvaajia?

6. Onko tyt6illd ja pojilla eroja osaamisessa?

4.1 Tutkimuksen mittari

Opiskelijoille suoritetussa kyselyssi (liite 1) on kolme tehtdvaa. Ensimmadisessd tehtdvéssd on
12 viittimaa, joihin vastataan fotta tai tarua. Viitteilld testataan derivoituvuus- ja jatkuvuus
-késitteiden vélisen yhteyden hallintaa. Toisessa tehtdvdssd annetaan kuuden funktion
lausekkeet ja kuvaajat ja kysytddn, onko funktio jatkuva ja derivoituva. Jos funktio ei ole
jatkuva tai derivoituva, kysytddn lisdksi, missd kohdassa ndin ei ole. Tehtivdsséd testataan
jatkuvuuden ja derivoituvuuden hahmottamista funktion kuvaajasta. Kolmannessa tehtdvéssa
pitdé piirtdd neljd funktiota, joista kukin toteuttaa sille asetetut ehdot. Tehtdvisséd testataan,

kuinka hyvin opiskelijat hallitsevat epéjatkuvien ja epadderivoituvien funktioiden piirtdmisen.

4.2 Tutkimuksen suorittaminen ja kohdejoukko

Aikaa kyselyyn vastaamiseen oli 20 minuuttia. Ennen kyselyn alkua opiskelijoille esitettiin
kalvolta lomakkeessa olleet médritelmit jatkuvuudelle ja derivoituvuudelle seké kdytiin 1api
kyselyn rakenne ja painotettiin, ettd tehtdvissd 2 on tarkoitus kdyttdd annettuja funktioiden

kuvaajia hyvéksi.

Kyselyyn vastasi yhteensd 78 lukion toisen vuositason opiskelijaa kahdesta koulusta. He

olivat opiskelleet derivaatan vuoden 1994 opetussuunnitelman perusteiden mukaisesti. Kysely
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suoritettiin maaliskuussa. Kaikki opiskelijat olivat opiskelleet Differentiaalilaskenta 1 ja 2
-kurssit syksyn aikana. Kyselyyn vastanneista 60 % (47) oli poikia ja 40 % (31) tyttdja.
Kaikkien vastanneiden keskiméérdinen arvosana Differentiaalilaskenta 1 -kurssista oli 7,5 ja
keskihajonta 1,4. Pojilla vastaavat luvut olivat 7,4 ja 1,5 ja tytoilla 7,5 ja 1,3.
Differentiaalilaskenta 2 -kurssin kaikkien vastanneiden keskimiddrdinen arvosana oli 7,0 ja
keskihajonta 1,7. Pojilla vastaavat luvut olivat 7,0 ja 1,7 ja tyt6illd 7,0 ja 1,6. Arvosanoissa ei

siis ollut eroja sukupuolten kesken.
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5 KYSELYN TULOKSET

5.1 Sanalliset vaittaméat

Ensimmaisessi tehtidvassa opiskelijoilta kysyttiin, ovatko seuraavat vaittdmat totta vai tarua:

1. Derivoituva funktio on aina myos jatkuva.
2. Jatkuva funktio on aina my0s derivoituva.
3. Jos f'(2)=4, niin funktio f on jatkuva kohdassa x=2.
4. Jos funktio on jatkuva suljetulla vililld [1, 5], niin se on derivoituva avoimella vélilla
11, 5[.
5. Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa x =1, niin se ei ole derivoituva kohdassa x=1.
6. Jos funktio on jatkuva kohdassa x=1, niin se vilttimaittd on myds derivoituva
kohdassa x =1.
7. Jatkuva funktio voi olla epiderivoituva yhdessé kohdassa.
8. On olemassa funktioita, jotka ovat jatkuvia mutta eivit ole missdén derivoituvia.
9. Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa x =1, niin se voi silti olla derivoituva kohdassa
x=1.
10. Jos funktio on jatkuva, niin se on derivoituva lukuun ottamatta korkeintaan muutamia
pisteita.
11. Funktio f ei ole derivoituva kohdassa x=35. Télléin funktio f ei voi olla jatkuva
kohdassa x=5.
12. Jos funktio on derivoituva kohdassa x =1, niin se voi olla epéjatkuva kohdassa x=1.
12
11
10
S

80,8 %
60,3 %

70,5 %

P N Wb~ OO N 0 ©

0,0 % 10,0 % 20,0 % 30,0 % 40,0 % 50,0 % 60,0 % 70,0 % 80,0 % 90,0 % 100,0 %

Oikeita vastauksia (%)

Kuvio 5.1: Tehtdvdn 1 vdittdmien oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.
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Kuviossa 5.1 on esitetty kaikkien vdiittdmien oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.
Kuviosta huomataan, ettd selvdsti huonoiten on mennyt véittimd numero 8, jossa kysyttiin
Jatkuvien ei-missddn derivoituvien funktioiden olemassaoloa. Kaikkiin muihin viittimiin on
oikein vastannut véhintddn ldhes puolet opiskelijoista ja seitsemddn viittimddn oikein on
vastannut yli 60 % opiskelijoista. Oikeiden vastausten moodi on 8, keskiarvo on 7,1 ja
keskihajonta 2,1. Heikoimmin selvinneelld opiskelijalla oikeiden vastausten lukumééra oli 2
ja parhaalla 11. Seuraavaksi samantyyppisistd véittdmistd on tehty omat ryhménsi ja vertailtu

kussakin ryhmaéssé oikeiden vastausten jakautumista.

5.1.1 Jatkuvuus on valttamaton ehto derivoituvuudelle

Viitteissa
1. Derivoituva funktio on aina myés jatkuva.
3. Jos f'(2)=4, niin funktio f on jatkuva kohdassa x =2 .
12. Jos funktio on derivoituva kohdassa x =1, niin se voi olla epdjatkuva kohdassa
x=1.
testataan, tietddko opiskelija, ettd derivoituva funktio on aina my0s jatkuva. Kuviossa 5.2 on
esitetty viitteiden oikeiden vastausten suhteelliset jakaumat kaikkien vastanneiden osalta seké

erikseen tyttdjen ja poikien vastausten osalta.
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0,0 % -

1 3 12 1,3jal2
Vaittama

Kuvio 5.2: "Derivoituva funktio on jatkuva" -tyyppisten vdittdmien oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.

Noin 70 % vastanneista on tiennyt derivoituvan funktion myos jatkuvaksi. Viitteiden 1 ja 12
oikeiden vastausten mdiariat ovat ldahestulkoon samat. Viitteeseen 1 vastanneista 80 % on

vastannut oikein myds vditteeseen 12, ja 58 % kaikista vastaajista on vastannut molempiin
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vaittdmiin oikein. Viittdmdan 3, jossa derivaatta oli numeerisesti annettu, opiskelijat ovat
vastanneet selvésti paremmin, oikeiden vastausten mééra on periti noin 10 prosenttiyksikkoa
suurempi kuin véittdmien 1 ja 12 kohdalla. Kaikkiin kolmeen véittdméén oikein vastasi 50 %

opiskelijoista, mikd on mielesténi kohtuullinen tulos.

Viitteissa
5. Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa x =1, niin se ei ole derivoituva kohdassa x =1.
9. Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa x =1, niin se voi silti olla derivoituva kohdassa
x=1.
testataan samoin kuin véitteissd 1, 3 ja 12, tietddko opiskelija jatkuvuuden olevan vélttiméton
ehto derivoituvuudelle. Nyt viitteiden asettelu on vaan toisinpdin ja tutkitaan epédjatkuvia

funktioita. Oikeiden vastausten suhteelliset jakaumat on esitetty kuviossa 5.3.
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Vaittama

Kuvio 5.3: Epdjatkuvaan funktioon liittyvien vdittimien oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.

Kuviosta huomataan, ettid edelleen noin 70 % opiskelijoista on vastannut jompaankumpaan
viitteistd oikein ja 62 % on vastannut molempiin véittdmiin oikein. Huomattavaa on, etté
vdittdmiin 1, 3 ja 12 olivat pojat vastanneet hieman tytt6jd paremmin mutta viittdmissa 5 ja 9
tytot parjasivit hieman poikia paremmin. Kuitenkaan merkittdvaa eroa sukupuolten vilille ei
synny. Kaikkiin viiteen jatkuvuutta derivoituvuuden vélttaméttomédnéd ehtona testanneeseen
viittdmadn oikein vastasi vain 40 % opiskelijoista. Tuloksen perusteella nayttdd siltd, ettd
opiskelijoille tulisi painottaa selvemmin, ettd derivoituvuus on vahvempi ominaisuus kuin

jatkuvuus. Samaan johtopddtokseen péaddyttiin lukion oppikirjoja tarkasteltaessa. On kuitenkin
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positiivista, ettd 79 % opiskelijoista, jotka vastasivat oikein viittdmiin 1, 3 ja 12, vastasivat

oikein myds viittdmiin 5 ja 9.

5.1.2 Jatkuvuus ei ole riittava ehto derivoituvuudelle
Viittdmissa
2. Jatkuva funktio on aina myds derivoituva.
4. Jos funktio on jatkuva suljetulla vdlilld [1, 5], niin se on derivoituva avoimella vililld
11 5[
6. Jos funktio on jatkuva kohdassa x =1, niin se vilttimdttd on myos derivoituva
kohdassa x=1.
7. Jatkuva funktio voi olla epdiderivoituva yhdessd kohdassa.
11. Funktio f ei ole derivoituva kohdassa x=15. Tdlloin funktio [ ei voi olla jatkuva
kohdassa x=5.
testataan, tietdvatko opiskelijat, ettd jatkuvuus ei ole riittdva ehto derivoituvuudelle. Kuviossa

5.4 on esitetty viittdmien oikeiden vastausten jakaumat.
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Kuvio 5.4:”Jatkuva funktio on derivoituva” -tyyppisten vdittidmien oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.

Parhaiten opiskelijat ovat vastanneet viitteisiin 2 ja 6. Molempiin on vastannut oikein yli
40 % vastaajista. Yllattdvin moni on vastannut véirin vditteeseen 4. Tdmia saattaa johtua

lukiolaisille tutusta lauseesta ”Jos funktio on jatkuva suljetulla vililld [a,b] ja derivoituva

avoimella vililld Ja,b[, niin suurin ja pienin arvo 18ytyvit joko vélin paitepisteistd tai vilille
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kuuluvista derivaatan nollakohdista”. Voi olla, ettd opiskelijat muistivat kuulleensa tillaisen
lauseen ja yhdistivdt tehtdvin véittdmén tidhin lauseeseen. Viitteet 2, 6 ja 7 olivat varsin
selvid muotoiluiltaan ja niihin kaikkiin oikein vastasi 30 % opiskelijoista. Viite 11 oli
muotoilultaan hankalampi, ja sithen opiskelijat ovat osanneet vastata selkedsti huonommin
kuin viitteisiin 2, 6 ja 7. Huomattavaa on, etti vaikeaksi osoittautuneisiin vaitteisiin tytot ovat
osanneet vastata poikia paremmin. Lisdksi tyt6t ovat osanneet vastata nithin paremmin kuin
muihin tdméin ryhmén véitteisiin. Pojilla tilanne on juuri toisin péin. Kaiken kaikkiaan suuria
eroja ei ole kuitenkaan havaittavissa sukupuolten vililld. Kaikkiin kysymyksiin oikein on

osannut vastata vain 3 % opiskelijoista (2 tyttod).

Tulos viittaa siihen, ettd opiskelijat tuntevat paremmin sen, ettd jatkuvuus on derivoituvuuden
vélttdimiton ehto kuin sen, ettd jatkuvuus ei ole riittdvd ehto derivoituvuudelle. Vain 48 %
prosenttia opiskelijoista, jotka vastasivat oikein kaikkiin valttdimétontd ehtoa testaaviin

vditteisiin (1,3,5,9 ja 12), vastasivat oikein véitteisiin 2, 6 ja 7.

5.1.3 ”Jatkuvia ei missaan derivoituvia funktioita”
Viittdmissi
8. On olemassa funktioita, jotka ovat jatkuvia mutta eivdt ole missddn derivoituvia.
10. Jos funktio on jatkuva, niin se on derivoituva lukuun ottamatta korkeintaan muutamia
pisteitd.
testataan, uskovatko opiskelijat, ettd jatkuva funktio voisi olla d4rettdmén monessa pisteessa
epédderivoituva, jopa ei-missddn derivoituva. Oikeiden vastausten suhteelliset jakaumat on

esitetty kuviossa 5.5.
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Kuvio 5.5: Jatkuvia funktioita, jotka ei ole missddn derivoituva koskevien vdittimien oikeiden vastausten

suhteellinen jakauma.

Kuviosta havaitaan selvisti, ettd opiskelijat eivit usko jatkuvien ei-missddn derivoituvien
funktioiden olemassaoloon. Vain 31 % opiskelijoista on vastannut viittdmiidn 8 oikein.
Viittdimddn 10 on kuitenkin vastannut oikein 63 % opiskelijoista. Muutamaa opiskelijaa
lukuun ottamatta kaikki, jotka vastasivat oikein vditteeseen 8, vastasivat oikein myos
véitteeseen 10. Vaikuttaa siltd, ettd molempiin kysymyksiin oikein vastanneet opiskelijat
(27 %) tietdvit, ettd jatkuvuus ei takaa derivoituvuutta missddn pisteessd. Viitteen 10
suurempaa onnistumisprosenttia voi selittda se, ettd opiskelijat ovat saattaneet olla sitd mielta,
ettd jatkuva funktio on derivoituva, jolloin he ovat vastanneet oikein kyseiseen véitteeseen
mutta vadrin perustein. Tatd selitystd tukee myds se, ettd vditteeseen 10 oikein ja véitteeseen 8

vadrin vastanneista 31 % on ollut viitteissd 2 ja 6 sitd mieltd, ettd jatkuva funktio on

derivoituva.
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5.2 Kuvaajien tulkinta

Toisessa tehtdvdssd annettiin kuvassa 5.1 esitetyt funktioiden kuvaajat ja lausekkeet ja

kysyttiin, onko funktio jatkuva ja derivoituva.

Funktio 1 Funktio 2 Funktio 3
—x+2, x<l X, x<2 x2=2. x=2
= X)= h = ’
800 { —X, x>1 /) {—x+5, x>2 (¥) { 4, x=2
4 nY

N CEZRESE o VR 7x
| |

—
-3 -2 =

x _/"
R T, R |
- p v Lo

=24

-y

Funktio 4 Funktio 5 Funktio 6
x, x<lI *-3 <1 ) <1
k(x)z{ T no=4 5 7 7
2-x, x21 m(x)=9 x"-3x, 1<x<3 —x"+2x-2, x>1
x*=Tx+12, x>3 y
1
y
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N
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Kuva 5.1: Tehtivin 2 funktioiden lausekkeet ja kuvaajat.
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Funktiota 6 Ilukuun ottamatta jatkuvuuden tarkastelu on sujunut paremmin kuin
derivoituvuuden tarkastelu. Kaikkien funktioiden oikeiden vastausten suhteellinen jakauma on

esitetty kuviossa 5.6.
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Kuvio 5.6: Tehtivdin 2 oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.

Kaikkiin kysymyksiin oikein on vastannut 17 % opiskelijoista, kaikkiin jatkuvuutta koskeviin
kysymyksiin oikein on vastannut 37 % ja kaikkiin derivoituvuutta koskeviin 26 %.
Jatkuvuuden tarkastelu on opiskelijoilta sujunut siis selvésti paremmin kuin derivoituvuuden.
Kuvaajien tulkinta on sujunut paremmin kuin sanalliset véitteet, silld niistd ei kukaan tiennyt
kaikkia oikein. Seuraavaksi tarkastellaan tarkemmin epédjatkuvia, jatkuvia mutta

epéderivoituvia ja derivoituvia funktioita erikseen.

5.2.1 Epé&jatkuvat funktiot

Funktioissa 1 ja 2 epidjatkuvuuskohdassa on kuvaajassa hyppy. Epédjatkuvuuden opiskelijat
tunnistivat selvdsti paremmin funktiossa 2, joka on nouseva ennen epéjatkuvuuskohtaa ja
laskeva sen jélkeen, kuin funktiossa 1, jolla on sama kulmakerroin ennen ja jilkeen
epdjatkuvuuskohdan. Oikeiden vastausten suhteelliset jakaumat on esitetty kuviossa 5.7.

Vaikuttaa siltd, ettd opiskelijoilla ei ole selvédd késitystd funktion jatkuvuudesta, koska 26 %
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opiskelijoista, jotka ovat tienneet funktion 2 epdjatkuvaksi, on vastannut, ettd funktio 1 on

jatkuva.
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jva dva jva dva jva dva

1 2 lja2
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Kuvio 5.7: Funktioiden 1 ja 2 oikeiden vastausten suhteelliset jakaumat.

Ensimmdisen funktion epdjatkuvaksi tienneistd 24 % on vastannut, ettd se on kuitenkin
derivoituva. Vastaavasti toisen funktion epdjatkuvaksi tienneistd 27 % on vastannut, ettd se on
derivoituva. Néiden funktioiden tarkastelussa pdddytddn samaan tulokseen kuin sanallisten
véittdmien tarkastelussa luvussa 5.1.1, eli ettd opiskelijat ndyttivit hallitsevan kohtuullisen
hyvin sen, ettd jatkuvuus on vilttdiméton ehto derivoituvuudelle. Mutta koska nédinkin moni
vastaa, ettd epdjatkuva funktio on derivoituva, voisi asiaa painottaa enemman. Mielesténi on
huomionarvoista, ettd periti 37 % opiskelijoista on pitdnyt jatkuvana jompaakumpaa selkedsti
epédjatkuvasta funktiosta 1 ja 2. Funktiot epdderivoituviksi on tiennyt vain 55 % opiskelijoista,
mitd ei voi mielesténi pitdd kovin hyvind tuloksena. Pojat ovat hallinneet jatkuvuuden niissé
funktioissa hieman tytt6jd paremmin ja tyt6t vastaavasti derivoituvuuden hieman poikia

paremmin.

Kolmannen funktion on tiennyt epéjatkuvaksi ja epdderivoituvaksi lihes yhtd moni kuin
ensimmdisen funktion. Oikeiden vastausten suhteellinen jakauma on esitetty kuviossa 5.8.
Tamaén funktion epdjatkuvuus ja epiderivoituvuus eivit ole mielestini visuaalisesti yhté selviad

kuin funktioiden 1 ja 2 hyppdys-epdjatkuvuus”, joten tulosta voi pitdd varsin hyvana. Lisdksi
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lukiolaisilla saavutettua ldhes 60 prosentin oikeiden vastausten madrdd voidaan pitdd hyvéna,
koska Viholaisen [37] tutkimuksessa vain kolme neljdstd matematiikan opettajaksi
opiskelevasta vastasi, ettd vastaava funktio ei ole derivoituva. Tdmin funktion epéjatkuvaksi
tienneistd 28 % on vdittdnyt funktiota kuitenkin derivoituvaksi. Tulos on samaa

suurusluokkaa kuin funktioissa 1 ja 2.
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Kuvio 5.8:Funktion 3 oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.

5.2.2 Jatkuvat ja epaderivoituvat funktiot

Funktiot 4 ja 5 ovat molemmat jatkuvia funktioita, jotka ovat epdderivoituvia. Oikeiden

vastausten suhteelliset jakaumat on esitetty kuviossa 5.9.
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Kuvio 5.9: Funktioiden 4 ja 5 oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.
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Molemmat funktiot jatkuviksi on tiennyt 74 % opiskelijoista, mitd voidaan pitdd hyvéina
tuloksena. Derivoituvuuden osalta tulos on sen sijaan varsin kehno, silli vain 39 %
opiskelijoista on tiennyt funktiot epdderivoituviksi kérkipisteissd. 36 % opiskelijoista on
vastannut, ettd molemmat funktiot ovat seka jatkuvia ettd derivoituvia. Tama tukee sanallisten
vdittimien yhteydessd tehtyd johtopdétdstd, ettd moni opiskelija ndyttdd pitdvéan jatkuvuutta
riittdvidnd ehtona derivoituvuudelle. Tyt6t ovat hallinneet jatkuvuuden niissd funktioissa

hieman poikia paremmin ja pojat vastaavasti derivoituvuuden hieman tytt6jd paremmin.

5.2.3 Derivoituva funktio

Kuudennen funktion ldhes kaikki opiskelijat ovat tienneet seki jatkuvaksi ettd derivoituvaksi.
Opiskelijat eivit ole siis hdméédntyneet “tavallisen” funktion kohdalla. Oikeiden vastausten

suhteellinen jakauma on esitetty kuviossa 5.10.
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Kuvio 5.10: Funktion 6 oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.

5.3 Kuvaajien piirtaminen

Kolmannessa tehtdvissd opiskelijoiden piti piirtdd seuraavien ehtojen mukaiset funktioiden
kuvaajat:

13. Funktio on kaikkialla jatkuva mutta ei ole derivoituva kohdassa x =3.

14. Funktiolla on 2 epdjatkuvuuskohtaa ja 3 epédderivoituvuuskohtaa.

15. Funktio on jatkuva muualla paitsi kohdassa x =2.

16. Funktiolla on viisi epaderivoituvuuskohtaa.
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Kuvio 5.11: Kuvaajien piirtdminen. Oikeiden vastausten suhteellinen jakauma.

Opiskelijat menestyivit kuvaajien piirtdmistehtdvdssd varsin heikosti. Oikeiden vastausten
suhteelliset jakaumat on esitetty kuviossa 5.11. Vain yhden tehtdvin osasi yli puolet
opiskelijoista. Perdti 27 % opiskelijoista piirsi jokaisessa kohdassa védérdnlaisen kuvaajan ja
ainoastaan 17 % opiskelijoista osasi piirtdd oikein kaikki neljd vaadittua kuvaajaa.
Huomattavaa on, ettd pojat onnistuivat jokaisen kuvaajan piirtimisessa tyttjd paremmin ja
tytoistd myds suurempi osa kuin pojista piirsi jokaisen kuvaajan vadrin. Seuraavaksi tutkitaan
tarkemmin jokaista kuvaajan piirtotehtdvdd sekd tarkastellaan tyypillisimpid vastauksia ja

yleisimpid virheita.

5.3.1 Epaderivoituva funktio

Ensimmadiseksi opiskelijoiden piti piirtdd jatkuva funktio, joka ei ole derivoituva kohdassa
x=3. Vain 44 % opiskelijoista osasi piirtdd téllaisen funktion. Védristd vastauksista erottui
kolme eri virhetyyppid. Yleisimmaét virheratkaisut on esitetty kuvassa 5.2. Yleisin virhe oli
epdjatkuvan funktion piirtdminen, 22 % opiskelijoista eli 39 % véérin vastanneista teki néin.
Huomattavaa on, ettd ldhes puolet epdjatkuvan funktion piirtdneistd oli kuitenkin tiennyt
tehtdvian 2 ensimmdisen funktion (ks. kuva 5.1) epéjatkuvaksi. Toiseksi yleisin virhe oli
piirtdd funktio, jota ei ole maddritelty kohdassa x=3. Téllaisen funktion piirsi 14 %
opiskelijoista eli 25 % vastanneista. Kolmas tyypillinen virhe oli piirtdd kuvaaja, joka sivuaa

tai leikkaa x-akselin kohdassa x =3. Opiskelijoista 8 % eli védrin vastanneista 14 % piirsi
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tillaisen kuvaajan. Kokonaan kuvaajan jitti piirtdméttd 9 % opiskelijoista, joista kukaan ei

ollut my0dskiin tiennyt tehtidvin 2 funktiota 4 (ks. kuva 5.1) jatkuvaksi ja epdderivoituvaksi.
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Kuva 5.2: Tyypillisimmdit virheratkaisut funktioon 1.

Neljannessd kohdassa opiskelijoiden piti piirtdd funktio, jolla on viisi epadderivoituvuuskohtaa.
49 % opiskelijoista osasi piirtdd tdllaisen funktion. Huomattavaa on, ettd 21 % ensimmaéisen
funktion oikein piirténeistd piirsi neljinnen funktion véirin ja 29 % neljdnnen funktion oikein
piirtdneistd piirsi ensimmdiisen funktion vadrin. Vain 35 % opiskelijoista osasi piirtda
molemmat funktiot, vaikka 44 % opiskelijoista piirsi oikein ensimmadisen funktion ja 49 %
neljannen funktion. 36 % opiskelijoista eli 74 % oikein vastanneista piirsi funktion, joka on
kaikkialla jatkuva. Lopuissa oikeissa vastauksissa oli sekd epdjatkuvuus- ettd
epdaderivoituvuuskohtia tai viisi epdjatkuvuuskohtaa. Tyypillisimmit oikeat vastaukset on

esitetty kuvassa 5.3.
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Kuva 5.3: Tyypillisimmdit oikeat ratkaisut funktioon 4.

Neljannen funktion piirtdmisessd esille nousi kaksi tyypillistd virhettd. Tyypillisimmat
virheratkaisut on esitetty kuvassa 5.4. Opiskelijoista 9 % eli védrin vastanneista 18 % piirsi
viidestd pisteestd “punkteeratun” funktion eli funktion, jota ei ole maééritelty viidessd
pisteessd. Yhtd moni opiskelija piirsi funktion, jolla on viisi nollakohtaa. Kokonaan kuvaajan

jatti piirtdmaéttd 13 % opiskelijoista eli 25 % véérin vastanneista.
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Kuva 5.4: Tyypillisimmdit vddrdt ratkaisut funktioon 4.

5.3.2 Epédjatkuva ja epaderivoituva funktio

Toisessa kohdassa opiskelijoiden piti piirtdd funktio, joka on epéjatkuva kahdessa kohdassa ja
epdderivoituva kolmessa kohdassa. Vain 30 % opiskelijoista osasi piirtdd oikeanlaisen
funktion. Tyypillisin virhe oli, ettd opiskelija ei huomannut, ettd epdjatkuvuuskohta on myos
epédderivoituvuuskohta, vaan piirsi funktion kuvaajan, joka on kahdessa kohdassa epéjatkuva
ja lisdksi kolmessa kohdassa epiderivoituva. Tyypillinen virheratkaisu on esitetty kuvassa
5.5. Téllaisen funktion kuvaajan piirsi 14 % opiskelijoista eli 20 % véérin vastanneista.
Kuvaajan jatti piirtdmattd 12 % opiskelijoista eli 16 % védrin vastanneista. Muita tyypillisid

virheratkaisuja ei ollut havaittavissa.
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Kuva 5.5: Tyypillisin virheratkaisu funktioon 2.

5.3.3 Epajatkuva funktio

Kolmanneksi piti piirtdd funktio, joka on jatkuva muualla paitsi kohdassa x =2. Téllaisen
funktion kuvaajan opiskelijat osasivat piirtdd parhaiten, 53 % piirsi oikeanlaisen kuvaajan.
Tyypillisin virheratkaisu oli piirtdd kohdassa x =2 ”punkteerattu” funktio, jollaisen piirsi
23 % opiskelijoista eli 49 % viérin vastanneista. Toiseksi tyypillisin virhe oli piirtda

epdderivoituva funktio, jolla on piikki kohdassa x=2. 6 % opiskelijoista eli 14 % viirin
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vastanneista piirsi tdllaisen funktion. Tyypillisimmét virheratkaisut on esitetty kuvassa 5.6.

Kokonaan kuvaajan piirtdmaétta jitti 8 % opiskelijoista eli 16 % vidirin vastanneista.
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Kuva 5.6: Tyypillisimmdt virheratkaisut funktioon 3.

5.4 Johtopaatokset

Kyselyn perusteella vaikuttaa siltd, ettd lukion pitkdn matematiikan opiskelijat hallitsevat
varsin heikosti jatkuvuuden ja derivoituvuuden vilisen yhteyden. Opiskelijat hallitsevat
hieman paremmin lukion oppikirjoissakin lauseena esitetyn asian, ettd jatkuvuus on
vilttdmédton ehto derivoituvuudelle, kuin sen, ettd jatkuvuus ei ole riittivd ehto
derivoituvuudelle. Tétd puolta ei kirjoissakaan painoteta yhtd paljon kuin jatkuvuutta
valttimattomand ehtona. Niiden analyysin keskeisten késitteiden vilisen yhteyden
opettamiseen pitdisi siis kyselyn perusteella kiinnittdd tarkempaa huomiota. Lisédksi jatkuvien
el missddn derivoituvien funktioiden olemassaolon vahva epdily antaa uskoa sille, ettd ainakin

niiden olemassaolosta olisi hyvé mainita lukiossa.
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6 JATKUVISTA EI-MISSAAN DERIVOITUVISTA FUNKTIOISTA

6.1 Johdanto

Lukiossa suoritetun kyselyn mukaan monet lukion pitkdn matematiikan opiskelijat pitdvit
outona ajatusta, ettd on olemassa jatkuvia ei-missdén derivoituvia funktioita, lyhyesti CND
-funktioita (Continuous Nowhere Differentiable). Monella opiskelijalla on kyselyn perusteella
késitys, ettd yleensd jatkuvat funktiot ovat derivoituvia lukuun ottamatta muutamia pisteita.
Naiinhédn tilanne yleensd onkin kaikissa funktioissa, jotka tulevat vastaan lukiossa tai

analyysin peruskursseilla yliopistossa. Tyypillisenéd esimerkkind jatkuvasta epdderivoituvasta

funktiosta esitetddn f(x)= |x

, joka ei ole derivoituva kohdassa x=0. Monet opiskelijat

ymmaértavit kylld, ettd jatkuvuus ei takaa derivoituvuutta, mutta heille saattaa jaada kisitys,
ettd jatkuvalla funktiolla voi olla ”piikkejd” eli epadderivoituvuuskohtia vain dérellinen mééra

tietylla vélilld eli ettd jatkuva funktio voi olla epdderivoituva vain yksittdisissd pisteissa.

Matemaatikot 1700-luvun lopulla ja 1800-luvun alkupuolella laskivat tismallisesti
médritettyjen funktioiden derivaattoja, mikéd onnistui yleensd hyvin muutamia pisteitd lukuun
ottamatta. Tdma saikin matemaatikot uskomaan, ettd jatkuvat funktiot olisivat derivoituvia
lukuun ottamatta yksittdisid pisteitd. Ranskalainen matemaatikko ja fyysikko André Marie
Ampere (1775 — 1836) yritti jopa todistaa tdmin teoreettisesti vuonna 1806. Saksalainen
matemaatikko Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897) esitti heindkuussa 1872
luennollaan Berliinin tiedeakatemiassa esimerkin jatkuvasta funktiosta, jolla ei ole derivaattaa
missddn pisteessd (ks. luku 6.2). Tdmd muutti lopullisesti késityksen jatkuvien funktioiden
derivoituvuudesta. Funktio julkaistiin vuonna 1875 Paul du Bois-Reymondin (1831 — 1889)
toimesta Journal fiir die reine und angewandte Mathematik -lehdessid. Weierstrassin
funktiosta tuli ensimmdiinen julkaistu CND-funktio, minka takia sitd onkin usein pidetty

ensimmdisend esimerkkind CND-funktiosta. Ks. [35, s.4-5, 5.20-22].

Weierstrassin funktio ei kuitenkaan ollut ensimméinen tdllainen funktio vaan muita
esimerkkejd oli keksitty jo aikaisemmin. Ilmeisesti ensimmaéiset CND-funkiot esittivét
tSekkildinen matemaatikko Bernhard Bolzano (1781 — 1848) noin vuonna 1830 ja
sveitsildinen matemaatikko Charles Cellérier (1818 — 1889) vuonna 1860 (ks. luvut 6.4.1 ja
6.4.2). Heiddn esittdmienséd funktioiden merkitys jdi kuitenkin pieneksi, koska ne julkaistiin

vasta Weierstrassin funktion julkaisun jilkeen, joten ne jiivit heidin aikansa matemaatikoilta
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huomaamatta. Systemaattisemmin CND-funktioita alettiin tutkia Georg Friedrich Bernhard

Riemannin (1826 — 1866) mydtd. Ks. [36, s.2-3].

Nykyisin CND-funktioiden olemassaolo on keskeistda uudemmille tutkimuksen ja sovellusten
aloille, kuten fraktaaleille ja kaaosteorialle. CND-funktiot ovat hyvd esimerkki siitd, ettd
liiallinen luottamus intuitioon voi olla pettivdd matematiikassa. Tdssd luvussa esitellddn ja
todistetaan kaksi esimerkkid CND-funktioista. Historiallisista syistd aloitetaan Weierstrassin
funktiosta ja toisena esimerkkind késitellddn yksinkertaisempi McCarthyn funktion. Liséksi
esittellddn muutamia muita CND-funktioita ilman todistuksia. Lopuksi tarkastellaan my0s

lyhyesti CND-funktioiden lukumééraa verrattuna jatkuviin jossakin derivoituviin funktioihin.

6.2 Weierstrassin funktio (1872, julkaistu 1875)

Weierstrassin funktio W : R — R madritelldin seuraavasti:

W(x)=> b*cos(a*7x),
k=0

missd 0<b <1 jaa on pariton positiivinen kokonaisluku siten, ettd ab > 1+7.

T&lloin W on jatkuva ja rajoitettu R :ssd mutta ei derivoituva misséédn pisteessa.

6.2.1 Weierstrassin funktion geometrinen tarkastelu
On helppo mairitelld jatkuva funktio, jolla on epdderivoituvuuskohta. Esimerkiksi funktio

f(x) =|x| on jatkuva kaikkialla mutta ei ole derivoituva kohdassa x =0. T&lloin funktion

kuvaajassa on “’piikki” kyseessd olevassa kohdassa (kuva 6.1).

0.8
0.6
0.4

0.2

-1 -0.5 0.5 1

Kuva 6.1: Funktion f(x)= |x| kuvaaja valilld [-1, 1].
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Tarkastellaan Weierstrassin funktiota arvoilla a =7ja »=0,9, eli funktiota

W(x)= 20,9" cos(7* x).

k=0
n—1
Tutkitaan aluksi, mitd funktion osasummille S, = 20, 9* cos(7" zx) tapahtuu vililld [-1,1],
k=0

kun n:n arvo kasvaa. Piirretddn aluksi osasumma S, (kuva 6.2).

-0.5 0 0.5 1

Kuva 6.2: Weierstrassin funktion osasumma S, vdlilld [-1, 1].

Piirretdén seuraavaksi osasumma S, (kuva 6.3). Jo ndinkin pienelld n:n arvolla ndhdéan
selvisti, miten Weierstrassin funktion “sahalaitaisuus” tihenee verrattuna osasummaan S, ja

miten huiput muuttuvat teravimmiksi. Huomataan, ettd yhden huipun tilalle muodostuu

seitsemén huippua (huomaa, ettd a =7).
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Kuva 6.3: Weierstrassin funktion osasumma S, vélilld [-1, 1].

44



Tarkasteltaessa tilannetta n:n arvolla 3 (kuva 6.4) havaitaan, miten huiput muuttuvat yha
teravimmiksi ja niiden tiheys kasvaa entisestddn. Jdlleen yhden huipun tilalle muodostuu

seitsemin huippua.

-1 -0.5 0 0.5 1

Kuva 6.4: Weierstrassin funktion osasumma S; vdlilld [-1, 1].

Kuvien perusteella ndyttdd siltd, ettd mitd suurempia arvoja n saa eli mitd pidemmadlle
summausta lasketaan, sitd terdvimmiksi huiput kdyvét ja sitd ttheimmaissa niitd on. Niin kdy,
koska jokaisen huipun tilalle muodostuu seitsemén uutta huippua aina n:n arvon kasvaessa
yhdella. Téll6in voidaan kuvitella, ettd kun n kasvaa rajatta, huipuista tulee d4rettdmén terdvia
ja niitd on dérettdomain tihedssd. Funktioon tulee siis ddrettdoman monta epédderivoituvuuskohtaa

mille tahansa vilille. Piirrettdessd esimerkiksi osasumma S, (kuva 6.5) ndkyy jo melko

selvésti, kuinka ”sahalaitaisuus” kdy yhd tiheimmaéksi, huiput kdyvit yhd jyrkemmiksi ja

funktioon alkaa muodostua selvésti ’piikkejd” eli epdderivoituvuuskohtia.
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Kuva 6.5: Weierstrassin funktion osasumma Sy vililld [-1, 1].

50
Tarkastellaan seuraavaksi osasummaa S, = 20,9" cos(7" zx) eri vileilld. Tarkoituksena on
k=0

tutkia, tasoittuvatko funktion piikit, mikdli tarkennamme kuvaa pienemmille alueelle.

Piirretddn ensimmadiseksi osasumman S;, kuvaaja vililli [-1,1]. Kuva 6.6 osoittaa hyvin,

miten funktiosta tulee ’sahalaitainen”.

-1 -0.5 0 0.5 1

Kuva 6.6: Weierstrassin funktion osasumma Ss; vélilld [-1,1].
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Tarkennetaan seuraavaksi kuvaa vilille [-0,1, 0,1] (kuva 6.7). Funktion rakenne pysyy yhtd

sahalaitaisena, eivitka piikit niyté tasoittuvan lainkaan.

10

-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Kuva 6.7: Weierstrassin funktion osasumma Ss; vdlilld [-0,1, 0,1].

Tarkennetaan edelleen kuvaa, ja piirretidn osasumman kuvaaja vélilld [-0,01, 0,01]

(kuva 6.8). Funktion rakenteessa ei ole vieldkddn havaittavissa tasoittumista, vaan rakenne

pysyy yhtd “’sahalaitaisena”.
10

-0.01 -0.005 0 0.005 0.01

Kuva 6.8: Weierstrassin funktion osasumma Ss; vdlilld [-0,01, 0,01].
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Piirretddn vieldkin tarkempi kuvaaja tarkentamalla vilille [-0,001, 0,001] (kuva 6.9).

Edelleen funktion rakenne sdilyy samanlaisena.

10 ~

-0.001 -0.0005 0 0.0005 0.001

Kuva 6.9: Weierstrassin funktion osasumma Ss; vélilld [-0,001, 0,001].

Vaikka on tarkasteltu vain funktion # osasummaa S;,, funktion rakenne ei néyti tasoittuvan,
vaikka kuvaajasta tutkittaisiin yha pienempédi osaa. Edellisistd tarkasteluista voidaan havaita,
ettd Weierstrassin funktiolle tulee ddrettdomdn monta piikkid eli epdderivoituvuuskohtaa mille
tahansa vilille, kun n kasvaa rajatta. Néin ollen saadaan funktio, joka ei ole derivoituva
missddn pisteessd mutta on kuitenkin jatkuvien funktioiden tasaisena raja-arvona jatkuva.

Seuraavaksi osoitetaan tima analyyttisesti.

6.2.2 Weierstrassin funktion analyyttinen tarkastelu
Lemma. (Differentiaalilaskennan viliarvolause) Jos f:[a,b] >R on jatkuva suljetulla

vililld [a,b] ja derivoituva avoimella vililld ]a,b[, niin on olemassa & €]a,b[ siten, ettd

fB)= (@)

f@=r==

TODISTUS:
Katso esimerkiksi Apostol [1, s.182].
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Lause. Olkoon 0 <b <1 ja a pariton positiivinen kokonaisluku siten, ettd ab >1+ 37”

Weierstrassin funktio W :R > R,

W(x)= ibk cos(a’ 7x)

k=0

on jatkuva ja rajoitettu R :ssd mutta ei ole derivoituva misséén pisteessa.

TODISTUS:

Jatkossa on
pddttelyd tdydentdvid osuuksia kirjoitettu kursiivilla ja sisennettynd.

1) Osoitetaan ensin, etta funktio W on rajoitettu.

Tama nahdaan suoralla arviolla:

W (x)|=|D_b" cos(a*7x)

Sarja Zbk suppenee geometrisena sarjana, koska 0 < b < I
k=0

Edelleen b:n valinnasta seuraa, ettd 1-b#0.

Néin ollen W on rajoitettu.
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2) Osoitetaan seuraavaksi, etta funktio W on jatkuva.

n—1
Olkoon W, (x)= Zbk cos(a*zx) ja x € R mielivaltainen. T#ll6in saamme

k=0
© n—1
W (x)=W,(x)| = > b" cos(a* zx)— D b" cos(a*7x)
k=0 k=0
=|>_b" cos(a"7x)
k=n

kun n — oo.

Sarjan jddnnostermi R, siis ldhenee nollaa tasaisesti kaikille x € R .

Koska |W(x)—Wn (x)| — 0 tasaisesti, kun n — oo, niin on olemassa &' >0 siten, ettd kaikille
xeR on

W (x)-W,(x)|< ¢
kun n>n,.

Olkoon U x:n ympérist0 siten, ettd

W (y)- Wn(x)| < &' kaikille yeU .

Tillainen epdtyhjd U on olemassa, koska W (x) on jatkuva ddrellisen

monen trigonometrisen funktion summana.

T4ll6in saamme
W () =W ()| =W () =W, () +W,(y) =W, (x)+ W, (x) - W (x)
<|w ) =W, |+, () =W, ()| + W, (x) - W (x)|

<g'+e'+¢&' =3¢ VyeU.

) &
Valitsemalla g’ = g saamme

W) -w(x)|<e

kaikille y €U, eli W on jatkuva x:ssd. Koska x € R oli mielivaltainen, on ¥ jatkuva R :ssi.
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3) Viela pitaa osoittaa, ettd funktio W ei ole derivoituva missaan pisteessa.
Olkoon x € R mielivaltainen mutta kiinnitetty,n € N ja 4> 0. Tutkitaan erotusosamairii ja
sen n:ttd osasummaa S, ja n:ttd jadnnostermid R :

W(x+h)—W(x)
h

=S +R ,

n—1

k _ k o k _ k
missi S, = Zbk cos(a 7z(x+h2) cos(a" 7x) ja R = Zbk cos(a 7r(x+h2) cos(a"7x) .
k=0 k=n

W(x+h,)-W
Tavoitteena on loytdd jono {h} siten, ettd (x+5,) =W (x)

—© ja

n

h, >0, kun n— o, eli jonoderivaatta (ks. luku 7.3, mddritelmd 1)

DW(x)=00.

3a) Tutkitaan ensin n:ttéd osasummaa S .

Pyritddn arvioimaan osasummaa siten, ettd saadaan arvio, joka riippuu vain vakioista a ja b

k k
, . .. .. cos(a"m(x+h))—cos(a"zx) . o
sekd muuttujasta n. Arvioidaan termid (@ 2) ( ) differentiaalilaskennan

viliarvolauseen avulla (lemma), jolloin saamme

cos(a* 7z (x + h))—cos(a* zx) _
h

—d" zsin(a* 7(x+h)), (1)
missd 0<h<h.

Differentiaalilaskennan viliarvolausetta kdytetddn funktioon

g: v, x+h— R, g(¥) =cos(a"7%).

Koska

—ad* sin(a" 7 (x + };))‘ = ‘—akﬂ‘ ‘sin(akﬂ(x + };)) <d'r,
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niin saadaan

n—1 k k
& |cos(a* m(x + h)) - cos(a" 7x)|
2.

S"I
| | i |

< S‘bk‘-akﬂ

k=0
= ﬂnz_l:(ab)k
k=0
. a'b" -1 < a"b"
ab-1 ab-1

On siis saatu arvio n:nnelle osasummalle S, :

za"b"
) 2
ab—1 @

S

n

S | on arvioitu yléspdin, joten seuraavaksi

Osasumman itseisarvoa

n

R

n

alaspdin. Tavoitteena on

pyrimme arvioimaan jadnnostermid

- >t,, missa t, on n.sta ruppuva

>R,

pddstd muotoon |Sn +R, S,

n’

vakio, jolle limt =

n—>0

3b) Arvioidaan seuraavaksi n:tta jaannostermia R, .

Hajotetaan termi a"x kokonaisosaan ja desimaaliosaan, a"x=a, + 3 , missi «, on

kokonaisluku ja 1 <pB <—=.
2 2

Arvioidaan ensin termid cos(a*7(x +h)).

Pyritiicin saamaan 1 :lle kokonaislukukerroin, jolloin cos(p-7) on

—1, kun p on pariton ja 1, kun p on parillinen.

Olkoon k > n . Talloin
d'r(x+h)y=d""a" m(x+h)
=a""7w(a"x+a"h)

=d""n(a,+ B, +a"h).
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Tarkastellaan jonoa {4, }, missd h = b, . Kaikilla neN on &, >0, koska S, €[4, ja
a

n

a>0.

Tilloin sijoittamalla =/, edelliseen lausekkeeseen saamme a‘z(x+h )=a""7(a, +1),
jossa «, +1 on kokonaisluku.

Edelleen koska a on pariton kokonaisluku, niin @*~" (e, +1) on pariton, jos a, +1 on pariton
ja parillinen, jos «, +1 on parillinen. Téten

cos(a' m(x+h,))=cos(a" " (1+a,)r)=(-1)"". 3)

. k—
Vastaavasti, koska a" "a, € Z, saamme

k—nanﬂ_x)

—cos(a*7x) = —cos(a
=—cos(a" "z -(a, + )

k—n

=—cos(a""a,x+a"" B, 1)

k—n

=—cos(a""a, ) cos(a" " B,x) +sin(a" "a, r)sin(a"" B, 1)

=—(=1)" cos(a"" B, 7)
= (=) cos(a" ")

eli

—cos(a‘zx) = (=1)""* cos(a" " B, 7). 4)

Asettamalla /# = h, ja sijoittamalla kaavat (3) ja (4) R, :n lausekkeeseen saamme

R|=[3pt EV £ costam)
h, |

(=)™
h

n

0

D b (1+cos(a* ™" B, 7))

b* (1+cos(a"™"B,7))

s

b
Il
3

v

b"(1+cos(f,))

\Y]
S S S

=

S
B}

koska B, re[-x/2,7x/2].
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Tavoitteena oli saada R, :lle arvio, joka riippuu vain a:sta ja b:std,

Jjoten arvioidaan vield termid (h,)™ alaspdin.

Koska —lé B, <%, niin %< 1-48,< % Edelleen koska a>0, niin
I _1-5 _3
2a’1 al’l 2aﬂ

Saamme siis

eli

Sijoittamalla timd edelliseen R :n arvioon saamme

R[> L > 240"
h 3

n

Kaavoista (2) ja (5) seuraa, etti

W (x+h,) =W ()]
|k |

S +R,

n

e

R |—|S

2a"b"  wa"b"

3 ab-1

a2
=(ab) (3 ab—l)'

n

3 .2 e .
Koska oletuksen mukaan ab >1+ 57[, niin 3 on positiivinen vakio.

ab-1
Juuri tdmdn takia on alun perin valittu, ettd ab > 1+57r.

Tésti seuraa, etti
2 T
3 ab-1

j—)oo, kunn —

(ab)” (
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eli

lim|W(x+ h)—W(x)

n—)w‘ h

%Zw'

Koska a>ab>1+%7r>5 ja %<l—ﬂn s%,niin

limj, =limi—P~ —¢.

n—m n—wo  q"

Koska lim#, =0 ja 132§W(“h2)‘W(x)§:

oo, niin pisteessd x on olemassa ainakin yksi

jonoderivaatta, joka ei ole &dérellinen. Taten W ei ole derivoituva pisteessd x. Koska x oli

mielivaltainen reaaliluku, niin W ei ole derivoituva missddn pisteessd x € R .

6.2.3 Huomautus
Vuonna 1916 Godfrey Harold Hardy (1877 — 1947) todisti, ettd kun 0<b <1, ab>1ja a>1,
niin molemmat funktiot
M(x)=>)_b"sin(a*zx) ja M (x)=>)_b"cos(a"7x)
k=0 k=0

ovat jatkuvia ja ei-missdédn derivoituvia. Ks. [12].

6.2.4 Riemannin funktiosta

Riemannin funktio R:R — R maéiritellddn seuraavasti:
R(x)= in%sin(ﬂnzx) .
n=1
Weierstrassin mukaan Bernhard Riemann (1826 - 1866) esitti noin vuonna 1861 kyseisen
funktion varoituksena matemaatikoille siitd, ettd jatkuvan funktion ei tarvitse olla kaikkialla
derivoituva. Kirjallisia todisteita, jotka liittdisivdt timén funktion joko Riemanniin tai hinen

oppilaisiinsa, ei kuitenkaan ilmeisesti ole olemassa. Ks. [27, s.115-118].

Weierstrass ei kyennyt todistamaan ettd Riemannin funktio on jatkuva ei-missddn derivoituva.

Joseph L. Gerver ([7], [8]) osoitti kuitenkin vuonna 1970, ettei Riemannin funktio itse asiassa
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olekaan jatkuva ei-missddn derivoituva funktio, vaan se on derivoituva pisteissa

B 2n+1

X, = nmelZ
0 s ] s
2m+n

jolloin R'(x,) = —% . Muualla Riemannin funktio ei ole derivoituva.

6.3 McCarthyn funktio (1953)

Vuonna 1953 John McCarthy (1927-) julkaisi esimerkin kaikkialla jatkuvasta rajoitetusta
funktiosta, joka ei ole derivoituva missdén. Han kirjoittaa [31], ettd tdlld funktiolla on CND
-funktioista helpoin todistus, jonka hidn on ndhnyt. Jos todistusta vertaa aikaisemmin

késiteltyyn Weierstrassin funktion todistukseen, vaikuttaa viite varsin uskottavalta.

Maédritellddn funktio g: R — R seuraavasti:

)= I+x, xe[-2,0]
8N =1 re[0.2]

ja g(x+4)=g(x). Funktio g on siis jatkuva ja jaksollinen jakson pituutena 4. McCarthyn

funktio M :R — R méiritelldin funktiosarjana seuraavasti:

M=~

2(2% x).
k=1 2k

6.3.1 McCarthyn funktion geometrinen tarkastelu

Tarkastellaan aluksi apufunktiota g vélilld —2 < x < 2. Koska g on jaksollinen jaksonpituutena
4, on g muilla x:n arvoilla kopio ko. vilin kuvaajasta. Kuvaajasta (kuva 6.10) havaitaan, ettd

funktiolla g on vililld -2 < x <2 yksi ”piikki” eli epdderivoituvuuskohta.

0.5¢

Kuva 6.10: Funktio g vdlilld -2 <x <2
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Kun argumentti kaksinkertaistuu, jakson pituus puolittuu, eli g(2x):n jakson pituus on 2.
Kuvaajasta (kuva 6.11) havaitaan, ettd funktiolla g(2x) on vililld -2 < x <2 kolme ’piikkid”

eli epaderivoituvuuskohtaa.

Kuva 6.11: g(2x) vdlillid -2 <x < 2

Kun argumentti nelinkertaistuu, jakson pituus pienenee neljdsosaan, eli g(4x) :n jakson pituus

on 1. Jélleen kuvaajasta (kuva 6.12) voidaan havaita, ettd argumentin kasvaessa funktiolle g

tulee useampi epédderivoituvuuskohta kyseessd olevalle vilille. Funktiolla g(4x) on vililla

—2 < x <2 seitsemédn “piikkid” eli epidderivoituvuuskohtaa.

R
Kuva 6.12: g(4x) vdlilld -2 <x < 2

Havaitaan siis, ettd g(x):n argumentin moninkertaistuessa jakson pituus pienenee samassa
suhteessa ja epdderivoituvuuskohtien méérd kasvaa. Funktion g(m-x) jakson pituus on — ja
m

vélillai —2<x<2 kyseiselld funktiolla on 2m—1 epdderivoituvuuskohtaa. Talloin siis
McCarthyn funktiossa esiintyvin g(22k x) :n jakso pienenee ja epdderivoituvuuskohtien mééra

tietylld vélilld kasvaa k:n arvojen kasvaessa. Termi 2% kasvaa hyvin nopeasti k:n kasvaessa.

Esimerkiksi kun k=1 funktiona on g(4x) (kuva 6.12) ja kun k=2 funktiona on g(16x)
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(kuva 6.13). Funktion g(22k x) piikit” eli epidderivoituvuuskohdat tulevat siis k:n kasvaessa

nopeasti yha tiheAmpain.

-2 ~1 [ 1 2

Kuva 6.13: g(16x) vililld -2 <x <2

McCarthyn funktio M muodostetaan g:n avulla pdédttymattomand funktiosarjana. Koska

jokainen g(22k x) on jatkuva, niin M on jatkuva (osoitetaan lauseessa 6.3.1). McCarthyn

funktiosta tulee epdderivoituva kaikkialla, koska g(22k x) :n ’piikit” ovat ddrettdman tihedssa,

n

kun k£ on kasvaa rajatta. Tutkitaan McCarthyn funktion osasummia S, :zzik g(22k X)
k=1

RS

2
k
a1 2

3
.. K . 1 ,
piirtdmalld osasummat S, = 2(2” x) (kuva 6.14)ja S, = 2—kg(22 x) (kuva 6.15).
k=1

0.8
0.6
0.6
04 0.4
) il
02104 06 /08 1 0.2 11 0.4 0.6 [lo8" 1
0.2 0.2
0.4
0.4
-0.6
Kuva 6.14: McCarthyn funktion osasumma S, Kuva 6.15: McCarthyn funktion osasumma S3
valilld 0 <x < 1. valilld 0 <x < 1.
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Havaitsemme, miten McCarthyn funktion rakenne muotoutuu n:n kasvaessa ja “sahanterd”
kiy yha titheimmaéksi. Télloin siis n:n kasvaessa funktion M epédderivoituvuuskohdat ovat yha

ttheAmmassa.

6.3.2 McCarthyn funktion analyyttinen tarkastelu
Lause. McCarthyn funktio M :R >R,

0 1 ‘
M (x) = Zz—kg@2 x),
k=1
_— 1+X, XE[—Z,O] . . . .. . ¢ e
missd g(x) = ja g(x+4)=g(x), on jatkuva ja rajoitettu mutta ei-missdan
I-x, x€[0,2]
derivoituva R :ssi.
TODISTUS:
1) Osoitetaan, ettd funktio M on rajoitettu.
Koska | g(x)| <1 selvésti, niin
M (x)| = Z )
k:l
s34
== —"
=1

kaikilla x e R, eli funktio M on rajoitettu.

2) Osoitetaan, etta funktio M on jatkuva.

n—l1 ‘
Olkoon M (x)= 2ik 2(2% x). Tilldin saamme
k=1
1 1
IM(x)—Mn(x)|=Zz—kg(2 Z—k (27 x)
k=1 k=1
0 1 2k
= Zz—kg(z x)
Z g2 x)
k=
<

1) _ ()
2) 1-%
1)
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kun n—>oo. Koska g on selvésti jatkuva, niin voimme péételld vastaavalla tavalla kuin

Weierstrassin funktion yhteydessa (ks. luku 6.2.2), etti funktio M on jatkuva.

3) Osoitetaan, etta funktio M ei ole derivoituva misséaan pisteessa.

Olkoon x € R mielivaltainen mutta kiinnitetty ja n € N. Valitaan 4, = +27" | missd merkki

on valittu siten, ettd x ja x+ /4, kuuluvat funktion 2(2% x) samaan lineaariseen osaan.

. . on . . .
h, voidaan valita ndin, koska g(2° x) :n lineaarisen osan pituus on

1 1 1
27%ja lh |=—= <—2"(m=123,...).
J n 4n 2n . 271 2 ( )
Olkoon keN.
Tarkastellaan seuraavaksi erotusosamddran termid

g(22k (x+h,))— g(22k X) eri k:n arvoilla.

3a) Olkoon k >n. Koska
2% h, =427 =22V =4y
jollekin m € Z, ja g on jaksollinen funktio jaksona 4, niin saamme

g2 (x+h)-g(2" x)=g(2" x+2" h,)-g(2" ) =g(2" H)-g(2* ©)=0. (1)

3b) Kun k=n, on

2% hn‘zl. Koska x ja x+h, kuuluvat funktion g(22k X) samaan

lineaariseen osaan, niin saamme

227 (x+8,)) - 827 )| = |2 ¥+ 1) )| =1. )

3c) Kun £ < n, saamme arvion

227 (v +h,)- 22" 0| =

2% hn‘ <2 — o

Talloin saamme arvion

n—1

22 (g2 (x+h,)-g(2" x)

n-l1
2

2 ‘ —(n-1)-27" <227 3)

<2"
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Kaavoista (1) - (3) seuraa, ettd

|M(x+h)—M(>x)|
h

n

=27

S 2 (g(2% (v +h) - g(2% x)

k=1

o | ‘ ‘
=213 27"(g(2* (x+h,)-g(2* x)

k=1

>2” Uz" (827 (x-+h,) - (2" »)|-

@
>2? (2”—

2o (2*" —omp " )

22 (g2 (r+h )~ g2 )

|

|

S 2% (g% (x+h,) - g(2* 1)

k=1

n_ n-1
— 22 n 22 +n N OO,
kun x — oo.

M(x+h)—-M(x o N - .
| ( ) ( )§ =00, niin pisteessd x on olemassa ainakin yksi

Koska lim#A, =0 ja lim‘ P

jonoderivaatta, joka ei ole &dérellinen. Taten M ei ole derivoituva pisteessd x. Koska x oli
mielivaltainen reaaliluku, niin McCarthyn funktio M ei ole derivoituva missddn pisteessd

xeR.

6.4 Muita esimerkkeja jatkuvista ei-missdadn derivoituvista
funktioista

Seuraavassa esitelldén lyhyesti ilman todistuksia muutamia muita esimerkkeja jatkuvista ei-

missddn derivoituvista funktioista. Lisdéd esimerkkeja 16ytyy ldahteestd Thim [35].

6.4.1 Bolzanon funktio (n. 1830, julkaistu 1922)

Bolzano esitti esimerkin CND-funktiosta noin vuonna 1830 teoksessaan Functionenlehre, jota
el kuitenkaan julkaistu vield tuolloin. Hinen esimerkkinsd julkaisi vasta vuonna 1922 Karel
Rychlik tutkielmassaan TSekin kuninkaallisessa tiedeakatemiassa, ja teos Functionenlehre
julkaistiin vasta vuonna 1930 [15, s.5-8]. Bolzanon funktio perustuu geometriseen
konstruktioon eikd sarjoihin, joihin useimmat ei-missddn derivoituvat funktiot perustuvat.

Funktio méaéritelladn jonona paloittain lineaarisia funktioita {B, (x)}, jotka suppenevat kohti

jatkuvaa ei-missddn derivoituvaa funktiota, kun n—>oo. Aluksi valitaan funktion

61



médrittelyjoukko [a,b] ja arvojoukko [4,B]. Tarkastellaan funktion rakentumista kuvan

avulla tilanteessa [a,b]=[0,10] ja [4,B]=[0,10] (kuva 6.16).

10

2 4 6 8 10

Kuva 6.16: Bolzanon jonon kaksi ensimmdistd jisentd B, (katkoviiva) ja B, (vhtendinen viiva)

Samaan tapaan jatkettaessa funktion piikkien mééra kasvaa yhd suuremmaksi ja suuremmaksi.

Kun tarkastellaan funktiota B = lim B, , saadaan funktio, joka on jatkuva mutta epdderivoituva
n—>0

jokaisessa  pisteessd  mddrittelyvalilladn.  Todistus  10ytyy  esimerkiksi  ldhteestd
Thim [35, s.13-17]. Bolzanon funktio voidaan yleistdd my0s kaikille reaaliluvuille, jolloin

siitd tulee jatkuva ei-missddn derivoituva funktio.

6.4.2 Cellérierin funktio (n. 1860, julkaistu 1890)
Cellérier esitti vuonna 1860 funktion C:R > R,
C(x)= Ziksin(a"x), a>1000,
k=14

joka oli jatkuva ja ei-missddn derivoituva. Hdnen funktionsa muistuttaa huomattavasti
Weierstrassin funktiota (ks. luku 6.2). Cellérierin funktio julkaistiin vasta vuonna 1890, joten
silld ei ollut suurta merkitystd koska Weierstrassin funktio tunnettiin jo. Hardyn yleistyksesta
(huomautus 6.2.3) Weierstrassin funktiolle seuraa, ettd Cellérierin funktio ei ole missddn

derivoituva ja ehto a >1000 voidaan korvata ehdolla a >1.
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0.5

-1

Kuva 6.17: Cellérierin funktio C osasumma S,y vélilld [0, 2], kun a = 3.

6.4.3 Darboux’n funktio (1873, julkaistu 1875)
Ranskalainen Jean Gaston Darboux (1842 — 1917) esitti vuonna 1873 jatkuvan ei-missddn
derivoituvan funktion D:R - R,
D(x) = :1 %sin((k +D'x),

joka julkaistiin vuonna 1875 eli samana vuonna kuin Weierstrassin funktio. Myos Darboux’n
funktion rakenne on hyvin samantyyppinen kuin Weierstrassin ja Cellérierin funktioiden.

2

1.5
1

0.5

0.5 1 15 % 2 3
0.5

-1

Kuva 6.18: Darboux'n funktion D osasumma S,y vélilld [0,7 ].

6.4.4 Takagin funktio (1903) ja Van der Waerdenin funktio (1930)

Vuonna 1903 japanilainen Teiji Takagi (1875 — 1960) esitti esimerkin jatkuvasta ei-missddn
derivoituvasta funktiosta, joka on Weierstrassin funktiota “yksinkertaisempi”. Weierstrassin
funktiossa esiintyvd trigonometrinen funktio on korvattu etdisyysfunktiolla, jossa
tarkastellaan termin 2°x pieninti etdisyyttd ldhimmaistd kokonaisluvusta. Takagin funktio

T : R — R madritellain seuraavasti:
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T()C)zili

k
im0 2

X—I’l’l‘.

Vuonna 1930 Bartel Leendert van der Waerden (1903 — 1996) julkaisi samantyyppisen
funktion ilmeisesti tuntematta Takagin funktiota. Van der Waerdenin funktio V:R - R
madritellddn seuraavasti:

V(x)= i%inf

=0 10 mell

10" x — m‘ .
Todistus funktioille 10ytyy esimerkiksi l&hteistd Thim [35, s.38-39] ja Billingsley [3].

0.5+
0.4 1
0.3}
0.2}

0.1}

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kuva 6.19: Takagin  funktion T osasumma S,y Kuva 6.20: Van der Waerdenin funktion V osasumma

valilld [0, 1]. S0 vélilld [0, 1].

6.4.5 Wenin funktio (2002)
Lopuksi tarkastellaan vield lyhyesti yhtd esimerkkid kuluvalta vuosituhannelta. Kiinalainen
matemaatikko Liu Wen julkaisi vuonna 2002 jatkuvan ei-missddn derivoituvan funktion, joka

perustuu ddrettdméadn tuloon eikd ddrettdmiin summaan kuten monet muut esimerkit.

Wenin funktio L: R — R mééritelladn

L(x) = f[ (1+a, sin(b 7x)),

missd 0<a, <1 kaikilla n, Za <o ja b, H P, »Ja p, on parillinen kokonaisluku kaikilla

n=1

n

k € N . Lisdksi vaaditaan, ettd lim
e anpn

=0. Todistus 16ytyy ldhteestd Wen [38].
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1.5}

0.5}

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Kuva 6.21: Wenin funktio L vdlilld [0, 1] kun a, = 27" ja p,= 6".

6.5 Jatkuvien ei-missaan derivoituvien funktioiden rakenteesta

Tarkastellaan hieman CND-funktioiden rakennetta. Kuten edelld mainituista esimerkeistad
huomaamme, osa funktioista on konstruoitu geometrisesti, osa dédrettdmien summien avulla ja
osa ddrettdmien tulojen avulla. Muitakin esimerkkeja on olemassa, ks. esimerkiksi Thim [35].
Kun tarkastelemme edelld kisiteltyjen funktioiden kuvaajia, havaitsemme, ettd kaikissa
funktioissa on ddrettdomdn monta piikkid milld tahansa vililld, mistd seuraa funktioiden

epdderivoituvuus. Tarkastellaan rakenteesta esimerkkini tarkemmin Weierstrassin funktiota
W(x) =) b" cos(a‘7x).
k=0

Kosinifunktio on jaksollinen, jolloin funktiosta W tulee myds jaksollinen. Kosinifunktion

edessd oleva kerroin b, 0 <b <1, pitdd summafunktion rajoitettuna (lisdksi kosinifunktio on

rajoitettu). Jaksollisella funktiolla (tissi tapauksessa cos(a‘zx)) saadaan siis aikaiseksi

»piikit” eli epiderivoituvuuskohdat ja termi »* huolehtii siitd, ettd summa pysyy rajoitettuna.
Samalla periaatteella on rakennettu muun muassa McCarthyn funktio (ks. luku 6.3) sekd

Takagin ja Van der Waerdenin funktiot (ks. luku 6.4.4).

6.6 Onko jatkuvia ei-missaan derivoituvia funktioita paljon?

Tdhén mennessé on selvid, ettdi CND-funktioita on olemassa. Mutta kuinka paljon niitd sitten

on? On selvdd, ettd niitd on ddrettdmin paljon, silld esimerkiksi Weierstrassin funktiosta

M, (x)= Zbk sin(a"7zx), missi 0<b<1, ab>1 ja a>1, saadaan #irettdbmin monta eri
k=1

funktiota a:n ja b:n eri arvoilla.
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Mielenkiinto kohdistuukin sithen, kumpia on enemmén: jatkuvia funktioita, jotka ovat
jossakin pisteessd derivoituvia, vai jatkuvia funktioita, jotka eivdt ole missdén derivoituvia.
Selvésti molempia on direttdmén paljon, mutta pystytdén osoittamaan, ettd jatkuvia ei-
missddn derivoituvia funktioita on paljon enemmén kuin jatkuvia jossakin derivoituvia
funktioita. Todistus perustuu Bairen kategoriothin ja Bairen kategorialauseeseen
(ks. [5, 5.21-23] tai [14, 5.68]). Todistuksessa osoitetaan, ettd jatkuvat ei-missddn derivoituvat
funktiot kuuluvat Bairen toiseen kategoriaan ja jatkuvat jossakin derivoituvat funktiot Bairen
ensimmaiseen kategoriaan. Jatkuvien ei-missddn derivoituvien funktioiden joukko on siis
topologisessa mielessd paljon suurempi kuin jatkuvien jossakin pisteessd derivoituvien
funktioiden joukko. Tarkempi tarkastelu 16ytyy ldhteistd Thim [35, s.71-84] ja
Gaul & Kim [6, s.2-4]. Voidaan siis todeta, ettd ”ikdvid” funktioita on paljon enemmaén kuin
’siistejd” funktioita toisin sanoen mielivaltaisesti valittu jatkuva funktio ei yleensd ole

missadn derivoituva.
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7 MONOTONISEN FUNKTION DERIVAATTA

7.1 Johdanto

Téassd luvussa tarkastellaan, miten monotonisuus vaikuttaa funktion derivoituvuuteen.
Todistetaan Henri Lebesguen (1875 — 1941) esittdmi lause, ettd rajoitettu funktio on
derivoituva melkein kaikkialla, mikédli se on monotoninen. Jotta pééstdén tdhdn tulokseen
joudutaan aluksi tarkastelemaan hieman mittateoriaa; maiiritelliin Lebesguen mitta sekd

todistetaan Vitalin peitelause.

7.2 Lebesguen mitta ja mitalliset joukot

Lebesguen mitta on havaintoa vastaava mitta. R :n vileille se yhtyy geometriseen mittaan eli

pituuteen. Vilin /, jonka péétepisteet ovat a ja b, a < b, geometrinen mittaon A(/)=b—a.

Maadritelma 1. Joukon 4 c R Lebesguen ulkomitta on

m*(A):ml*(A):inf{i(bi —ai):ACO]ai,bi[,—oo<ai <b, <0} .

i=1 i=1

Maaritelma 2. Joukko E — R on Lebesgue-mitallinen eli m*-mitallinen jos ja vain jos
m*(A)=m*(ANE)+m*(A\E) VAcR.

Maaritelm& 3. m*-mitallisten joukkojen luokka on o -algebra eli Lebesguen o -algebra

M =M (R). Joukkoon M rajoitettua Lebesguen ulkomittaa kutsutaan Lebesguen mitaksi,

— *
m=m |M'

Huomautus. Kaikki “tavalliset” joukot, kuten avoimet joukot ja vilit, ovat Lebesgue-
mitallisia. Ks. [33, 5.26].

Lause. Lebesquen mitalle on voimassa:
(a) m(A)=0 kaikilla AcR.

(b) m(2)=0.

(¢) m(A)<m(B) aina,kun Ac Bc R.
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(d) m(U A4)< Zm(Ai) kaikilla 4 < R (mitan subadditiivisuus).

i=1 i=1

) m((J4)=D m(4),josA, N4, =D kuni#j.

i=1 =)

(f) Jokaiselle vilillda / — R piétee, ettd m(1)=A(1).

TODISTUS:

(a) Selvé, koska A(/) =0 kaikilla I cR.

(b) D c[-¢&,e]=1, jokaiselle &>0, ja Lebesguen mitan méadritelméistd seuraa, ettd
m(J) < A(1,) =2¢& jokaiselle € > 0. Talloin m(J)=0.

(c) Ks. [33,s.21] lauseen 5.2 todistus (ehto UM,).

(d) Ks. [33, s.21] lauseen 5.2 todistus (ehto UM3).

(e) Ks. [14, 5.129] theorem 10.11.
(f) Ks.[33,s.27] lause 7.4.

7.3 Vitalin peitelause

Lemma. Olkoot 4, 4,,... R :n Lebesgue-mitallisia joukkoja.
(@) Jos 4, c 4, c 4, c...,niin
limm(4,)=m( J4,).
n—»0 el
(b) Jos 4, onrajoitettu ja 4 D A4, D 4, O..., niin

limm(A4, )= m(ﬁ 4).

n—>0
ToDISTUS:

(a) Olkoon 4, =@ . Silloin | J4, =| J(4,\4, ) ja joukot 4,\ 4, ovat erillisid. Luvun 7.2
n=1 n=1
lauseen (e)-kohdan nojalla saadaan

m(o A)= m(o ANA )= im(An \4, )

n=l1 n=1

k k
=1lim Y m(A4,\ 4, )= lim m(J4,\4,.)
n=1 o® n=1

k—o0

= limm(4,).
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(b) Koska m(4,) < oo, niin

m(Al) = m(Al \ An) + m(An)
= m(A4,)=m(4)-m(4\A4).

Koska (4, \ 4) c(4\4,)c(4,\ 4,) c..., niin a-kohdan nojalla

limm(A4\ 4,)=m( J4\4,), joten

n=1

limm(A,) = m(4)— m(CJ (4\4,))

n=1

=m(A4,)-m(4, \ﬁAn)
= m(4)~(m(4)-m(()4,)

= m(ﬁ A).

0
Maaritelmd 1. Olkoon / avoin véli siten, ettd ael/cR ja f:I—>R sekd jono
{h,} = 0 (h, #0). Médritellddn fin jonoderivaatta pisteessd a

h,)—f(a)
p :

n

Df (@) =lim fla+

Maaritelm& 2. Olkoon Ec R ja V perhe suljettuja ja surkastumattomia R :n vélejd. Jos

jokaiselle x € £ ja &£ >0 on olemassa véli [ € V siten, ettd x € [ ja A(/) <& niin perhettd V

kutsutaan joukon E Vitalin peitteeksi.

Jokainen x e E kuuluu siis johonkin mielivaltaisen pieneen vdliin

IcV.

Kuva 7.1: Vitalin peite
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Vitalin peitelause. Olkoon V Vitalin peite joukolle £ c R.

Télloin on olemassa pareittain pistevieras numeroituva perhe {/, } — V siten, ettd

m(E\|J1,)=0.
k=1

Joukko E voidaan siis peittdd numeroituvan monella 7, :lla lukuun ottamatta korkeintaan

nollamittaista joukkoa.

ToDISTUS:

Tarkastellaan erikseen tilanteita, joissa m(E) <o ja m(E)=.

Tilanne 1: Olkoon m(E) <.

Valitaan avoin joukko A4 siten, ettd £ < 4 ja m(A4) <oo.

Tdllainen joukko A on olemassa, koska joukko E on Lebesgue-
mitallinen jos ja vain jos jokaiselle & >0 [oytyy avoin joukko A siten,
etti EcA ja m(A\E)<e (ks. [33, s.30]). Tilloin

m(A)<m(E)+é& <.

Muodostetaan E:1le uusi Vitalin peite V, siten, ettd V, ={/ e V:I c 4}.

1) Muodostetaan numeroituva pareittain pistevieras jono {Ik}°°

. V:invéleja.

Lihdetddn liikkeelle valitsemalla yksi vili I, ja mikdili E & I, niin

valitaan toinen vdli 1, siten, ettd I, N1, = ja niin edelleen. Mikli

1 } saadaan ECU]k , niin vdite

ddrellisen monella valilld {1,,1,,...,1,
k=1

on selvd. Muulloin saamme numeroituvan pareittain pistevieraan

jonon {1,}" N :n vilejd.

k=1
Valitaan yksi V,:n alkio /,.Jos m(E\1,)=0, niin vdite on selvé.
Joukko E on siis peitetty vililld I, lukuun ottamatta korkeintaan

nollamittaista joukkoa.
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Mikédli m(E\I))>0, niin valitaan toinen V,:n alkio 7, siten, ettd I/, N[, =. Jos

m(E\(/, ul,)) =0, niin vdite on selva.

Joukko E on siis peitetty vileilli 1, ja 1, lukuun ottamatta

korkeintaan nollamittaista joukkoa.

Mikéli m(E\(Z, v1,))> 0, niin jatketaan induktiivisesti. Olkoon valittu pareittain pistevieraat

Vo vilit 1,,1,,...,1,. Jos m(E\UIk) =0, niin véite on selva.

k=1

Joukko E on siis peitetty vileilli 1,1,,...,1

n

lukuun ottamatta

korkeintaan nollamittaista joukkoa.

Mikéli m(E\ UI ) >0, niin valitaan / ,, seuraavasti:
k=1

Todetaan ensiksi, ettd UI , on suljettu (dérellisen monen suljetun joukon yhdisteend),
k=1

A\ UI , on avoin (avoimen ja suljetun joukon erotuksena) ja £\ Ul , 2. Olkoon
k=1 k=1

S, =sup{m(I):1eV,,I < A\[J1,}. 4)
k=1
Koska Vitalin peitteen alkiot ovat surkastumattomia, niin o, >0, ja koska jokaiselle

IeV,pitee /eV, niin 6, <o (4 on rajoitettu). Valitaan nyt [

n+l

eV, siten, ettd

]n+l = A\Ulk ja

k=1
1
m(1n+l)>_5n' (5)
2
Onko tdllainen 1, varmasti olemassa? Koska E \UI , = ja N, on
k=1
E:n Vitalin peite, niin jokaiselle xe(E \Ul .) on olemassa

k=1

mielivaltaisen pieni vili I e\ siten, ettd xel. Ja edelleen koska
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A\Ulk on avoin, niin jokaiselle xeA\Ulk on olemassa
k=1 P

surkastumaton suljettu vdli [ siten, ettd xel ja [ C(A\U]k).
k=1

Tilloin on siis olemassa vdli 1, €V, siten, ettd I, < (A\ Ulk) .
k=1

0, :n mddritelmdstd ja siitd, ettd O, <o seuraa, ettd jokaiselle & >0

on olemassa vili I siten, etti 6, —A(I) < ¢, eli erityisesti on olemassa

I ., siten, ettd m(1,,,) > %5,7

Koska 1, = (A\|JI,) ja {I,}"  on pareittain pistevieras jono, niin {Ik}Z: on pareittain
k=1

pistevieras jono V, :n vileja.

Mikili prosessi paittyy ddrellisen monen vaiheen jilkeen, on 16ydetty pareittain pistevieras

adrellinen jono {I k}::1 siten, ettd m(E \UI .)=0 ja viite on selvd. Mikdli ndin ei kdy, on
k=1

saatu pareittain pistevieras déreton jono {/, }::1

V.

Seuraavaksi pitéé siis osoittaa, ettd saadulle jonolle pitee

m(E\[J1,)=0.
k=1

Ideana on peittid joukko E\Ulk suljetuilla vdleilld J,. Tehdddn

k=1

valinta niin, ettd jokaisella vdlilld J, on sama keskipiste kuin vdlilldi

1, . Pyritddn valitsemaan vilien J, pituudet siten, ettd joukko U J,
k=p

peittid joukon E \Ulk kaikilla p eN. Tarkoituksena on siis

k=1
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osoittaa, ettd E\(Ulk)cUJk kaikilla peN ja })iglom(UJk):O.

k=1 k=p k=p

Tdlloin tulee osoitettua, ettd m(E\ Ulk) =0.
Pt

Olkoon jokaisella kN J, suljettu vili, jolla on sama keskipiste kuin vililld 7, . Olkoon
lisdksi J, mn pituus 7, :n pituuden monikerta, eli
m(J,)=a-m(l,) (6)

jollekin reaaliselle a. Miéritetddn a:n arvo myShemmin.

2) Osoitetaan seuraavaksi, etté limm(( J J,)=0.

p—o0 kep

Koska UJ i) U J, > UJ , O ... ja koska mitan subadditiivisuudesta ja tiedosta /, N, =

k=1 k=2 k=3

kaikilla n # m seuraa, ettd

m(CJJk)SZw:m(Jk):a-im(]k):a-m(LwJIk)Sa-m(A)<oo,

niin lemman nojalla 1171330 m((JJ)=m(\JJ0)-

k=p p=lk=p

Mitan ominaisuuksien perusteella jokaiselle p € N pétee, ettd

0
Koska ZM(J ,) on suppeneva positiiviterminen summa, niin
k=1

> m(J,) >0,
k=p

kun p — oo. Saadaan siis, etti

m(ﬁOJk):O

eli
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limm(| JJ,)=0.
p—o® =p

3) Seuraavaksi osoitetaan, etta E\(| J1,)=|JJ, kaikilla peN.

k=1 k=p

Valitaan mielivaltainen peN ja kiinnitetddn se. Olkoon er\UI , - Tdlloin
k=1

P P P
xe E\Ulk c A\Ulk . Koska A\Ulk on avoin (todettu aiemmin) ja V, on E:n Vitalin
k=1 k=1

k=1

P
peite, niin on olemassa [ €V, siten, ettd xel ja Ic(A\UIk). I ei ole mikddn vili
k=1

jonostamme {7, }" ,koska xe E\| J/, ja xel.

k=1

Koska kuten ylld on todettu lirn m(l,)=0, niin limJ, =0, joten kaavasta (5) seuraa, ettd on

b b
olemassa b e N siten, ettd o, <m(/). Talloin / & A\Ulk jasiis ]mU[k =,

k=1 k=1

J
Olkoon q:min{j:ImUIk =}

k=1

p p
Koska IC(A\UIk),niin ]mUIk =, joten p<gq.
k=1 k=1

q g-1
Koska I | JI, #@ ja I n| 1, =@, niin
k=1 k=1
[l %D, )

q-1
Koska I ¢ (A\Ulk) , niin

k=1

m(l) <o, <2m(). (8)
Aikaisemmin on médritetty, ettd m(J,)=a-A(l,), jollekin reaaliselle a. Valitsemalla a =5

(ks. kuva 7.2), seuraa kaavoista (7) ja (8), ettd

IcJ,c|JJ (p<a).

k=p
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Kuva 7.2: Vilien J, pituuksien valinta.

Koska xe/,niin xe | JJ, kaikilla peN, eli (E\|J1,)=|JJ, kaikilla peN.

k=p k=1 k=p

4) Kohdista 1) — 3) seuraa, etté m(E\UIk) =0.

k=1

Tilanne 2: Olkoon m(E)=.
Jokaiselle ne Z olkoon E, = ENJn,n+1[ ja V. ={IeV:Ic]n,n+]1[}. Selvdsti V on E :n

Vitalin peite. Tilanteen 1 mukaan on olemassa pareittain pistevieras numeroituva perhe

P, ={I .} <V, siten, ettd m(E,\| JI,,)=0 kaikilla ne Z.

k=1

Olkoon P = U P . Télloin P on pareittain pistevieras numeroituva V :n aliperhe.

n=—0

P on numeroituva, koska jokainen P, on numeroituva ja P on
numeroituva yhdiste ndistd. Lisdksi koska jokainen P, on pareittain
pistevieras ja P, :n mddritelmdn nojalla P, NP, #Q kaikilla i+ j,
niin P on pareittain pistevieras.

Nyt E'\ 0 Oln’k CZU( 0 (E, \Oln,k)j'
n=-ow k=1

n=—wo k=1

Talloin saadaan

m(E\ O Oln,k)ﬁm(Z)+ i m(E, \OI}L,{):O-% i 0=0.
k=1 n=-—o

n=—o0 k=1 n=-ow

On siis 10ydetty pareittain pistevieras numeroituva perhe P siten, ettd m(E\UP )=0.
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7.4 Lebesguen lause

Maadritelma. Jos ominaisuus P on voimassa kaikilla x € 4 lukuun ottamatta pisteitd x, jotka

kuuluvat johonkin nollamittaiseen joukkoon N < 4, m(N) =0, sanotaan, ettd ominaisuus P

on voimassa melkein kaikkialla joukossa A R.

Toisin sanoen ominaisuus P on voimassa melkein kaikkialla joukossa 4 — R, jos

m({xe A: Peipide)}=0.

Talloin merkitddn myos P(x) mk.xe 4.

Tdmd tarkoittaa sitd, ettd joukko N, jossa ominaisuus P ei ole
voimassa, voidaan peittid numeroituvan monella vdlilld, joiden

pituuksien summa on mielivaltaisen pieni..

Lemma 1. Olkoon f aidosti kasvava vililld [a,b], ja olkoon E c—[a,b]. Jos jokaiselle x € E

on olemassa jonoderivaatta Df (x) < p, niin
m(f(E))< p-m(E).

TODISTUS:
Olkoon £ >0.
Olkoon G avoin joukko siten, ettd £ G ja
m(G)<m(E)+e¢. (1)
Jokaiselle x,€E on olemassa jono {h }—>0 (h #0) siten, ettd jokaiselle neN

SO +h,)—f(x)
h

S +h)—f(x)<p-h, (2)

(mikli 4, <0, niin kasitellaéin valid [x, + 4 ,x,]).

[xy,%,+h,]= G (koska G on avoin) ja <p el

Olkoon jokaiselle 7€ N 1 (x,)=[x,,x,+h 1ja J. (x,)=[f(x,), £ (x, + 1 )].

Koska f'on aidosti kasvava, niin f({,(x,)) = J,(x,) ja J,(x,) on surkastumaton suljettu vili.
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Kaavasta (2) ja siitd, ettd m(/,(x,)) =|h,| ja m(J,(x,)) =]/ (x, +h,)— f(x,)| seuraa, etté
m(‘]n('xo))<p.hn =p.m(1n(‘x0)) (3)
Koska limA, =0, niin limm(/,(x,)) =0, joten kaavasta (3) seuraa, ettd

limm(J (x,))=0.

Téten perhe V={J (x,):x, € E,ne N} muodostaa Vitalin peitteen joukolle f(£). Vitalin

peitelauseen nojalla (luku 7.3) on olemassa pareittain pistevieras numeroituva perhe

{J,(x,)},ieN siten, ettd

n{fuawﬁmgxﬂ=o. @)

Vitalin peitelause on tdrkedssd roolissa todistuksessa. Sen ansiosta

voimme valita perheen {J, (x,)}, joka melkein peitidid joukon ja on

pareittain pistevieras.
Kaavoista (3) ja (4) seuraa, etti
m(f(E)< Y m(J, (x)<p-) m(,(x)). )
i=l i=1

Koska f'on aidosti kasvava, niin vélit /, (x,) muodostavat pareittain pistevieraan perheen.

Taten

im(f 5 (X)) = m(D 1, (x). (6)

Vitalin peitelauseen ansiosta saimme valittua pareittain pistevieraan
perheen {J, (x,))}. Tdlloin myos perhe {I (x,)} on pareittain

pistevieras, koska f on aidosti kasvava.

Koska I, = G kaikilla n € N, niin

(U1, () <m(G). ™)
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Joukko G on valittu siten, ettd se on vain "vihdn” joukkoa E
suurempi. Titen perhe {I, (x,)} ei peitd paljon enempdid kuin joukon

E.

Kaavoista (1), (6) ja (7) seuraa, ettéd
im(lni (x)<m(E)+e. (8)

Kaavoista (5) ja (8) seuraa edelleen, etti
m(f(E)) < p-(m(E)+¢) )
kaikilla £ >0
Joten kun & — 0, niin saadaan
m(f(E))< p-m(E).
0

Lemma 2. Olkoon f aidosti kasvava vililla [a,b], ja olkoon E c[a,b]. Jos jokaisessa x € E

on olemassa jonoderivaatta Df(x)>qg >0, niin
m(f(E))2q-m(E).

TODISTUS:

Vastaavasti kuin lemma 1.

Lebesguen lause. Olkoon f reaaliarvoinen monotoninen funktio suljetulla valilld [a,b]c R,

f:[a,b] > R . Télloin f on derivoituva melkein kaikkialla vililla [a,b].

ToODISTUS:

Olkoon funktio f kasvava vélilld [a,b] (mikdli f on vihenevd vélilld [a,b], niin tutkitaan
funktiota —f ). Voidaan olettaa myos, ettd f on aidosti kasvava (jos f ei ole aidosti kasvava,

niin tutkitaan funktiota g(x)= f(x)+x).

1) Jos funktio f'ei ole derivoituva pisteessd a, niin joko

1) f'(a) =, eli erotusosamaérin raja-arvo limM kasvaa rajatta
xX—a x —_ a

tai

2) on olemassa jonoderivaatat D, f(a) ja D, f(a) siten, ettd D, f(a) <D, f(a).
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2) Olkoon E_={xe[a,b]: f'(x)=o0}.
Koska f on aidosti kasvava, niin f(E)) c[f(a), f(b)] eli m(f(E,)< f(b)—f(a)<o.
Koska f'(x)=o kaikilla x € E_, niin lemmasta 2 seuraa, ettd q-m(E_)<m(f(E,)) kaikilla
g € N . Saadaan siis
q-m(E)) <o
kaikilla g e N, eli
m(E )=0. (1)

Nyt on siis osoitettu, ettd funktion f derivaatta on ddreton korkeintaan
nollamittaisessa joukossa. Vield pitdd osoittaa, ettd pisteet, joissa
funktiolla f ei ole mddritelty derivaatta, muodostavat nollamittaisen

Jjoukon.

3) Jos on olemassa jonoderivaatat D, f(a) ja D,f(a) siten, ettd D, f(a)<D,f(a), niin
talloin on olemassa rationaaliset p ja ¢ siten, ettd D, f(a)< p<gq <D, f(a).
Olkoon 0< p<g<o ja

E,, ={x: on olemassa jonoderivaatat D, f (x) ja D, f (x) s.e. D, f(x) < p<q <D, f(x)}.

Lemmoista 1 ja 2 seuraa, etti
q-m(E,)<m(f(E,)<p-mE,).
Koska p < ¢, niin tdytyy olla
m(E,)=0. (2)

4) Kohdan 1) perusteella N ={x: f eiole derivoituva} C E_ UU{EM :p,q €Q}, joten

kaavoista (1) ja (2) seuraa, ettd m(N) =0.
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7.5 EsimerkKki

Koska Q on numeroituva joukko, voidaan rationaalipisteisti muodostaa jono g,, olkoon

Q ={g,}. Méiritellddn funktio /' : R — R seuraavasti:

fo=>Y2".

neN,
qp<x

Koska f on muodostettu positiivitermisenid summana ja x:n kasvaessa summan termien

lukumaiird kasvaa on f'selvisti kasvava.

Osoitetaan, etta f on epdjatkuva rationaalipisteissa.

Olkoon x =g, € Q mielivaltainen ja y € R siten, ettd y > x . Télloin

fz f(x+27",

koska termi 27" ei ole mukana summassa f(x)= 22_” mutta on mukana summassa

neN,
n<X

f(»)=> 27" Tallgin siis
s
[f) =) z27",

jollekin k€N, joten f on epdjatkuva pisteessd x. Koska x oli mielivaltaisesti valittu

rationaalipiste on f'epédjatkuva ja epaderivoituva jokaisessa rationaalipisteessd.

Lebesguen lauseen nojalla funktion f rajoittuma mille tahansa suljetulle vilille [a,b] on

kuitenkin derivoituva melkein kaikkialla. Télloin funktio on tietenkin myos jatkuva melkein

kaikkialla vililla [a,b].
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8 IDEOITA OPETTAMISEEN

Tassd luvussa pohditaan, kuinka luvuissa 6 ja 7 esitettyja erikoistapauksia voisi opettaa lukion

pitkdn matematiikan syventdvilld kursseilla.

8.1 Reaalifunktiot ja jatkuvuus

Reaaliarvoiset funktiot ovat olleet 1600-luvulta ldhtien yleinen tyokalu geometristen kdyrien

tutkimiseen sekd mekaniikan ja tdhtitieteen laskuihin. Funktio-sana ja merkintd y = f(x) ovat

perdisin vasta 1700-luvulta. Tuolloin kasitellyt reaalifunktiot olivat péadsdéntoisesti
alkeisfunkioista muodostettuja, eri mairittelyjoukoissa mahdollisesti eri kaavoilla. Talloin
reaalifunktiot olivat siis jatkuvia lukuun ottamatta korkeintaan madrittelyjoukkojen
rajapisteitd. Tdma historia huomioonottaen on aivan luonnollista ajatella, ettd reaalifunktio on
jatkuva lukuun ottamatta korkeintaan yksittdisid pisteitd. Ei ole siis ollenkaan yllattavaa, ettd
monet lukion pitkdn matematiikan opiskelijat olettavat funktioiden olevan jatkuvia tai ainakin

jatkuvia lukuun ottamatta yksittdisia pisteitd. Ks. [11, s.202].

1800-luvulla funktion miiritelmé alkoi tarkentua. Médriteltiin, ettd mikd tahansa piirretty
kéyrd on funktio tai jos jokaista x vastaa yksikdsitteinen ddrellinen y, niin y on x:n funktio.
Nykymuotoinen funktion mééritelmé on perdisin Lejeune Dirichletiltd (1805 - 1859) vuodelta

1837. Héan madritteli seuraavasti: Funktio f:A— B koostuu kahdesta joukosta,
mddrittelyjoukosta A ja arvojoukosta B, ja sddnndstd, joka mddrittdd jokaiselle x e A
yksikdsitteisen y € B . Kun otetaan huomioon, ettd derivaatta-kasite kehittyi varsin pitkille jo

1600-luvun lopulla, niin nykyinen funktio-kdsite on itse asiassa melko tuore.

Ks. [11, 5.202].

8.2 Jatkuvuudesta ja derivoituvuudesta

Jatkuvuuden ja derivoituvuuden opettaminen kuuluu pitkdn matematiikan pakollisiin
kursseihin. Niiden kisitteiden opettamiseen on tarjolla runsaasti erilaisia oppimateriaaleja.
Jatkuvuuden ja derivoituvuuden osalta pitéisi tuoda selkedsti esille niiden vélinen yhteys.
Derivoituvuuteen johdattelemiseksi keskiméérdisten nopeuksien avulla on késitelty luvussa
3.3 Héahkioniemen [16] esittelemd hyvd metodi. Lisdksi luvussa 1.3 on esitelty paikallinen

suoruus -kdsite ja muutamia esimerkkejd sen kayttdmiseksi tietokoneen avulla
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derivoituvuuden hahmottamisessa. Tdtd metodia voidaan mielestdni hyvin hyddyntida

havainnollisen késityksen aikaansaamiseksi derivoituvuus-kisitteesta.

8.3 Jatkuvat ei-missaan derivoituvat funktiot

8.3.1 Weierstrassin funktio

Jatkuvista ei-missdédn derivoituvista funktioista voidaan tarkastella esimerkkind Weierstrassin
funktiota. Vaikka esimerkiksi McCarthyn funktion (ks. luku 6.3) analyyttinen todistaminen
onkin helpompi, niin Weierstrassin funktion maéérittely on yksinkertaisempi. Tarkasti

Weierstrassin funktio f: R — R maééritelldan seuraavasti
f(x)=>_b" cos(a’zx),
k=0

missd 0<b<1 ja a on pariton positiivinen kokonaisluku siten, ettd ab > 1+7. Lukiossa

funktiosta voisi tarkastella esimerkkind yhtd erikoistapausta, jossa esimerkiksi a=7 ja

b=0,9. Tall6in funktio saadaan muotoon

W(x)=>0,9" cos(7* 7x).
k=0

Funktion rakennetta ddrettomidnd summana voidaan selvittdd opiskelijoille kirjoittamalla auki

n—1
osasummia S, =»0,9" cos(7*7x) ja tarkastelemalla ndiden kuvaajia’. Weierstrassin
k=0

funktiohan saadaan raja-arvona W (x)=1imS,. Kuvassa 8.1 on esitetty osasummien kuvaajat

n:n arvoilla 1, 2, 3 ja 4 vililla [-1,1]. Kuvista voidaan todeta opiskelijoiden kanssa, ettd aina
n:n arvon kasvaessa yhdelld muodostuu kuvaajaan yhden huipun tilalle seitsemédn huippua

(huomaa, ettd a=7).

? Tamin materiaalin kuvaajat on piirretty Mathematica-ohjelmalla.
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Kuva 8.1: Weierstrassin funktion osasummien kuvaajia.

Osasummien kuvaajia tarkastelemalla voidaan luoda havainnollinen kuva siitd, kuinka
funktion rakenne kehittyy n:n arvon kasvaessa. Opiskelijoille voidaan korostaa, ettéd
monimutkaiselta ndyttdvd funktio on kuitenkin vain tavallisten trigonometristen funktioiden
summa. Kuvaajien avulla nihddin, kuinka funktioon alkaa muodostua yhid terdvimpid
huippuja n:n arvon kasvaessa. Tédssd yhteydessd on hyvd kdydad ldpi uutena asiana tai
muistuttaa mieleen paikallisen suoruuden késite derivoituvuutta tutkittaessa, ja ettd funktio ei
ole derivoituva terdvissd karkipisteessd eli “piikissd”. Kuvaajien tulkintaan opiskelijoiden
kanssa kannattaa mielestdni kdyttdd reilusti aikaa, koska on tirkedd, ettd opiskelijoille
muodostuu selvd geometrinen kisitys, kuinka Weierstrassin funktio rakentuu n:n arvon
kasvaessa. Opiskelijoiden kanssa pitdd kdydd huolella 14pi Weierstrassin funktion
muodostuminen ndiden tutkittujen funktioiden raja-arvona, kun » kasvaa rajatta. Koska emme
kuitenkaan voi laskea ddrettdmidn monen funktion summaa, joudumme tarkastelemaan aina

osasummia.
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Kun funktion rakennetta on kdyty ldpi ja tutkittu, kuinka huiput kiyvét yhi terdvimmiksi k:n
arvon kasvaessa, siirrytddn tutkimaan tiettyd osasummaa geometrisesti. Funktion rakenteen
tutkiminen onnistuu hyvin jo esimerkiksi osasummalla, jossa n:n arvo on 51. Témin
osasumman kuvaajien piirtiminen onnistuu vield suhteellisen nopeasti, mutta suurempien
osasummien kuvaajien piirtdminen alkaa olla jo aika hidasta tavallisella tietokoneella.

Osasumman S, kuvaaja vililld [-1,1] on esitetty kuvassa 8.2.

-1 -0.5 0 0.5 1

Kuva 8.2: Weierstrassin funktion osasumman Ss; kuvaaja vdlilld [-1,1].

Seuraavaksi tutkitaan Weierstrassin funktion derivoituvuutta origossa osasumman S;; avulla.

Kéytetddn luvussa 1.3 esitettyd paikallisen suoruuden késitettd ja tutkitaan, ldheneekd
funktion kuvaaja suoraa paikallisesti sitd ldhennettiessd. Kuvassa 8.3 on esitetty 10-,

100-, ja 1000-kertaiset suurennokset kuvassa 8.2 esitetystd osasumman S;, kuvaajasta origon

laheisyydessa.
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-0.001 -0.0005 0 0.0005

0.001

Kuva 8.3: Weierstrassin funktion osasumman Ss; kuvaajan Idhennys kohdassa x=0.
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Suurennoksia tarkastelemalla huomataan, ettd tutkittavan funktion kuvaaja ei ldhene suoraa
origon ympdristossd eli ettd se ei ole derivoituva origossa. Kuitenkin funktio on jatkuva
origossa jatkuvien funktioiden tasaisena raja-arvona (osoitettu tarkasti luvussa 6.2.2).
Jatkuvuutta voi tarkastella opiskelijoiden kanssa funktion kuvaajista toteamalla esimerkiksi,

ettd kuvien perusteella funktio ndyttda olevan jatkuva.

Sama tarkastelu voidaan tehdd missd kohdassa tahansa, ja pédddytddn samaan tulokseen.

Kuvassa 8.4 vastaava tarkastelu on tehty kohdassa x =0,5. Kun vastaava tarkastelu tehdidin

useammassa opiskelijoiden mielivaltaisesti valitsemassa kohdassa ja tarkastellaan, kuinka
kuvaajan perusteella funktio on jatkuva mutta epdderivoituva ndissd kohdissa, muodostuu
opiskelijoille mielikuva, ettd on olemassa jatkuvia ei-missddn derivoituvia funktioita.
Kuvaajat kannattaa piirtdd koko ruudun kokoisina, jos ne nédytetdén dataprojektorin kautta, ja
A4 kokoisina, jos ne ndytetddn opiskelijoille kalvolta. Tarkoituksena ei ole, ettd opiskelijat
ymmartivat funktioiden analyyttisen rakenteen tai ettd funktioiden ominaisuuksia todistetaan
analyyttisesti, vaan ettd heille muodostuu mielikuva tillaisten funktioiden rakenteesta ja

olemassaolosta.
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Kuva 8.4: Weierstrassin funktion osasumman Ss; kuvaajan ldhennys kohdassa x=0,5.
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8.3.2 Riemannin funktio

Kuten luvussa 6.2.4 todettiin, esitti Riemann (tai Weierstrass) noin vuonna 1861 Riemannin
funktiona tunnetun funktion, joka muistuttaa rakenteeltaan Weierstrassin funktiota.

Riemannin funktio R:R — R maiiritelldin seuraavasti:

=1
R(x)=> —sin(zn’x).
n=l1 n
Weierstrass yrittikin osoittaa funktiota R ei-missddn derivoituvaksi. Riemannin funktio on
mielenkiintoinen, koska se muistuttaa huomattavasti Weierstrassin funktiota, mutta on
kuitenkin derivoituva tdsmélleen pisteissd

B 2n+1
2m+1

X, , n,meN,

derivaattana ——. Muissa pisteissd Riemannin funktio ei ole derivoituva. Tamid pystyttiin

todistamaan kuitenkin vasta vuonna 1970 (ks. [27, s.115]).

8.3.3 Jatkuvien ei-missaan derivoituvien funktioiden rakenteesta

Epéaderivoituvuuskohdissa Weierstrassin funktion kuvaajaan muodostuu piikki. Talloin siis
funktio vaihtuu epéderivoituvuuskohdassa kasvavasta laskevaksi tai pdinvastoin. Jatkuva ei-
missddn derivoituva funktio on rakenteeltaan “’sahalaitainen”, eli se ei voi olla monotoninen.
Myohemmin téssd luvussa tarkastellaan monotonisen funktion derivoituvuutta. On syytd
tuoda esille, ettd Weierstrassin funktio ei ole ainoa jatkuva ei-missddn derivoituva funktio.
Muita vastaavia funktioita voidaan esitelld opiskelijoille lyhyesti ja tarkastella samalla, kuinka
nédiden kaikkien rakenne on “sahalaitainen”. Kuvassa 8.5 on esitetty Cellérierin funktion C,
Darboux’n funktion D ja Wenin funktion L (ks. tarkempi méaarittely luvusta 6.4.5) lausekkeet

ja kuvaajat.
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C(x) = Z%Sin(akx), a>1000

k=1

2

1
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L(x)= ﬁ (1+a,sin(b,7x))
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0.4 0.

6

0.8 1

Kuva 8.5: Jatkuvia ei-missddn derivoituvia funktiota.

8.3.4 Onko jatkuvia ei-missaan derivoituvia funktioita paljon?

On mielenkiintoista pohtia, kumpia on enemmin: jatkuvia funktioita, jotka ovat jossakin

pisteessd derivoituvia, vai jatkuvia funktioita, jotka eivdt ole missddn derivoituvia.

Opiskeljjoille on varmasti selvdd, ettd ensimmdiisid on &dérettdmin paljon. Se, ettd

jalkimmadisid on ddrettdmdn paljon, voidaan perustella esimerkiksi Weierstrassin funktion

avulla, koska vakiot a ja b voidaan valita dédrettomdn monella eri tavalla. Voidaan osoittaa,

ettd 7ikdvid” funktioita on paljon enemmén kuin “siistejd” funktioita; toisin sanoen

mielivaltaisesti valittu jatkuva funktio ei yleensd ole missdin derivoituva. Tdméin analyyttinen

todistaminen ei onnistu koulumatematiikan eikd yliopiston peruskurssien avulla. Todistus

perustuu Bairen kategorioihin (ks. luku 6.6)
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8.4 Monotonisen funktion derivaatta

Edellisessd luvussa on todettu, ettd jatkuvat ei-missddn derivoituvat funktiot ovat
rakenteeltaan “’sahalaitaisia”. Seuraavaksi voidaan tutkia, miten funktion derivoituvuus
muuttuu, jos funktio onkin monotoninen. Luvussa 7 on osoitettu, ettd suljetulla vélilld
monotoninen funktio on derivoituva melkein kaikkialla kyseiselld vélilli. Luvussa 7.5. on
annettu yksi esimerkki monotonisesta funktiosta, joka on epdjatkuva médrittelyvilin
jokaisessa rationaalipisteessd mutta silti derivoituva (ja siis jatkuva) melkein kaikkialla. Mutta
kuten luvussa 8.1 on todettu on jatkuvuus varsin luonnollinen ominaisuus funktiolle, joten
mielestdni lukiossa voidaan keskittyd jatkuviin monotonisiin funktioihin ja tutkia niiden

derivoituvuutta.

Kun opiskelijoille on saatu luotua geometrinen kisitys jatkuvista ei-missddn derivoituvista
funktioista, voidaan miettid, mitd tapahtuu, jos funktio onkin monotoninen, esimerkiksi
kasvava. Voidaan piirtdd kasvavien funktioiden kuvaajia suljetulla vililla ja todeta, ettd
kuvaajasta ei saada “sahalaitaista”. Erilaisia jatkuvia funktioita, joilla on
epaderivoituvuuskohtia tutkittavalla wvalilld, voidaan toki maéritelld yhdistelemalld eri
kulmakertoimisia suoria. Kuvaajien avulla voidaan todeta, ettd kulmia saadaan helposti
monotoniseen funktioon aikaiseksi niin monta kuin halutaan mutta ne ovat silti aina
yksittdisid pisteitd, joiden vilissd funktion tiytyy olla kasvava. Télloin epaderivoituuskohdat
muodostuvat vain yksittdisiin pisteisiin tutkittavalla vélilld. Opiskelijoille voidaan mielesténi
mainita, ettd monotoninen funktio on suljetulla vélilld melkein kaikkialla derivoituva. Se on
siis derivoituva koko vélilld lukuun ottamatta joukkoa, jonka poistaminen ei vaikuta vélin

pituuteen.

8.5 Yhteenveto

Ylla esiteltyjen asioiden ldpikdymisen tavoitteena on, ettd opiskelijoiden Kkésitys
jatkuvuudesta ja derivoituudesta syvenee. Tavoitteena on luoda selked kuva siitd, ettd
jatkuvan funktion ei vélttiméttd tarvitse olla derivoituva ja ettd jatkuvuus ei vélttimétti takaa
derivoituvuutta yhdessékdin pisteessd. Lisdksi opiskelijoille pyritdin luomaan havainnollinen
késitys jatkuvien ei-missddn derivoituvien funktioiden rakenteesta ja siitd, kuinka funktion

monotonisuus vaikuttaa sen derivoituvuuteen.
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9 POHDINTA

9.1 Johtopaatokset

Lukion opetussuunnitelman perusteiden kehitys on mielestini ollut positiivista.
Merkittivimmén roolin antaminen keskeisten Kkéisitteiden - raja-arvo, jatkuvuus ja
derivoituvuus - ymmairtdmiselle ja hahmottamiselle on ollut erinomainen ratkaisu. My0s
syventdvin kurssin kehitys kurssiksi, joka uusien asioiden esittimisen sijasta syventdd

analyysin kasitteiden ymmarrysté, on ollut oikea ratkaisu.

Lukion oppikirjoissa analyysin kannalta keskeisten késitteiden jatkuvuus ja derivoituvuus
vélistd yhteyttd pitdisi mielestdni késitelld selvemmin. Oppikirjoissa tulisi maédritelld
késitteiden vélinen suhde niin tarkasti, ettd tulkinnan varaa ei jdi. Kirjoissa pitéisi tehdd
selvéksi, ettd epdjatkuva funktio ei voi olla derivoituva, derivoituva funktio on aina myds
jatkuva ja ettd jatkuva funktio ei vilttimaéttid ole derivoituva. Jatkuvuus on siis vélttiméton
mutta ei riittdvd ehto derivoituvuudelle. Télld hetkelld kirjat eivdt mielestini pdise tdhin

tavoitteeseen.

Lukion oppikirjoissa ei mainita lainkaan erikoistapauksia, kuten jatkuvia ei-missddn
derivoituvia funktiota. Téllaisten erikoistapausten esitteleminen lukion pitkdn matematiikan
opiskelijoille selvittdisi jatkuvuuden ja derivoituvuuden ominaisuuksia sekd niiden vélistd
yhteyttd. Vaikka funktioita ei voida kdydé tarkasti analyyttisesti ldpi, niiden geometrinen
tarkastelu auttaisi késitteiden hahmottamisessa. Jos opiskelija tietdisi, ettd on olemassa
funktioita, jotka ovat jatkuvia mutta ei-missddn derivoituvia, ja ymmaértdisi, millaisia ne ovat
rakenteeltaan, olisi hédnelld jo varsin paljon tietoa kisitteistd jatkuvuus ja derivoituvuus.
Kasitteiden hahmotus syvenisi entisestdén, jos lisdksi tarkasteltaisiin tilannetta, jossa funktio

on monotoninen, ja todettaisiin se derivoituvaksi melkein kaikkialla.

Lukion pitkdn matematiikan opiskelijoille suoritetun kyselyn tulokset antavat olettaa, ettd
opiskelijat hallitsevat varsin heikosti jatkuvuuden ja derivoituvuuden vilisen yhteyden. Kovin
yleistdvid tuloksia kyselyn perusteella ei voida tehdd, koska otos oli varsin pieni, mutta tulos

on kuitenkin suuntaa antava. Koska derivoituvuus on selkedsti vahvempi ominaisuus kuin
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jatkuvuus, tavoitteena pitdd olla, ettd derivaatan opiskeltuaan opiskelijat hallitsevat ndiden

kisitteiden vilisen yhteyden paremmin.

9.2 Jatkotutkimusehdotuksia

Olisi mielenkiintoista kehittdd tdssd tutkimuksessa kiytettyd kyselylomaketta vield paremmin
jatkuvuuden ja derivoituvuuden vélisen yhteyden hallintaa mittaavaksi ja suorittaa kysely
suuremmalle otokselle useamman kaupungin lukioissa. Lukiolaisten kisityksid jatkuvuudesta
ja derivoituvuudesta olisi mielenkiintoista selvittdd my0s haastattelemalla opiskelijoita.
Kiinnostavaa olisi my0s tutkia, kuinka hyvin matematiitkan opettajat ja matematiikan

opettajaksi opiskelevat hallitsevat késitteiden vélisen yhteyden.

Mielenkiintoista olisi suunnitella luvussa 8 esitettyjen opetusideoiden pohjalta
opetusmateriaali lukion pitkdn matematiitkan syventdvélle kurssille Differentiaali- ja
integraalilaskennan jatkokurssi ja padstd testaamaan sitd lukioon. Opiskelijoiden kisityksid
jatkuvuudesta ja derivoituvuudesta voitaisiin testata ennen ja jilkeen opintojakson.
Kiinnostavaa olisi tutkia, kuinka lukioissa kdytettyjd opetusmateriaaleja voitaisiin kehittda
niin, ettd kisitteiden hahmottaminen saataisiin mahdollisimman selkedksi. Voitaisiin my0s
tutkia matematiikan opettajien opetusta yliopistossa, ja kuinka késitteiden ymmartdmistd ja

hahmottamista opinnoissa voitaisiin parantaa.
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Henkilötiedot: 
Sukupuoli: Mies 􀂆 Nainen 􀂆 
Suoritetut kurssit: MAA6 􀂆 MAA7 􀂆 Analyysin jatkokurssi 􀂆 
Kurssien arvosanat: MAA6:_______ MAA7:______ Analyysin jatkokurssi:_______ �￻

￹
Määritelmiä: �￻
￹
Oletetaan, että funktio f on määritelty kohdan 0x ympäristössä. �￻
￹
1) �Funktio on jatkuva kohdassa 0x, kun 
000lim()lim()()xxxxfxfxf−+→→==. 
Jos f ei ole jatkuva kohdassa 0x, niin se on epäjatkuva tässä kohdassa. 
Funktio f on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa määrittelyjoukkonsa kohdassa. �￻
￹
2) �Jos erotusosamäärän raja-arvo 
000()()limxxfxfxxx→−− 
on olemassa, niin funktio f on derivoituva kohdassa 0x. Saatua raja-arvoa sanotaan funktion f derivaataksi kohdassa 0x ja merkitään 0()fx′. 
Jos f ei ole derivoituva kohdassa 0x, niin se on epäderivoituva tässä kohdassa. 
Funktio f on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa määrittelyjoukkonsa kohdassa. �￻
Tehtävä 1 
￹
Ovatko seuraavat väittämät totta vai tarua? �Totta �Tarua �￻
￹

1. Derivoituva funktio on aina myös jatkuva. 
�￻
￹

2. Jatkuva funktio on aina myös derivoituva. 
�￻
￹
3. Jos , niin funktio f on jatkuva kohdassa (2)4f′=2x=. �￻
￹

4. Jos funktio on jatkuva suljetulla välillä [1, 5], niin se on derivoituva avoimella välillä ]1, 5[. 
�￻
￹
5. Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa 1x=, niin se ei ole derivoituva kohdassa 1x=. �￻
￹
6. Jos funktio on jatkuva kohdassa 1x=, niin se välttämättä on myös derivoituva kohdassa 1x=. �￻
￹

7. Jatkuva funktio voi olla epäderivoituva yhdessä kohdassa. 
�￻
￹

8. On olemassa funktioita, jotka ovat jatkuvia mutta eivät ole missään derivoituvia. 
�￻
￹
9. Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa 1x=, niin se voi silti olla derivoituva kohdassa 1x=. �￻
￹

10. Jos funktio on jatkuva, niin se on derivoituva lukuunottamatta korkeintaan muutamia pisteitä. 
�￻
￹
11. Funktio f ei ole derivoituva kohdassa 5x=. Tällöin funktio f ei voi olla jatkuva kohdassa . 5x= �￻
￹
12. Jos funktio on derivoituva kohdassa 1x=, niin se voi olla epäjatkuva kohdassa 1x=. �￻
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Tehtävä 2 
Tarkastele seuraavia funktioita (1-6) ja vastaa jokaisen osalta 
kysymyksiin 1 ja 2. 
1. Onko funktio jatkuva? Mikäli funktio ei mielestäsi ole jatkuva, niin missä kohdassa/kohdissa se ei ole jatkuva? (esim. Ei jatkuva kohdassa 5x=) 
2. Onko funktio derivoituva? Mikäli funktio ei mielestäsi ole derivoituva, niin missä kohdassa/kohdissa se ei ole derivoituva? (esim. Ei derivoituva kohdassa ) 5x= 

￹
Funktio 1 2,1(),1xxgxxx−+<⎧=⎨−≥⎩ 
1) 
2) �Funktio 2 
,2()5,2xxfxxx≤⎧=⎨−+>⎩ 
1) 
2) �Funktio 3 
22,2()4,2xxhxx⎧−≠=⎨=⎩ 
1) 
2) �￻
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Funktio 4 
,1()2,xxkxxx<⎧=⎨−≥⎩ �Funktio 5 
2223,1()3,13712,3xxmxxxxxxx⎧−<⎪=−≤⎨⎪−+≥⎩ 
-11234x-3-2.5-2-1.5-1-0.50.5y �Funktio 6 
222,1()22,xxxnxxxx⎧−≤=⎨−+−>⎩ 
0.511.52x-2.�￻
￹
1) �1) �5 1) �￻
￹
2) �2) �2) �￻

Tehtävä 3 
Piirrä jokin funktio, joka toteuttaa annetun ehdon. 
￹
1. Funktio on kaikkialla jatkuva mutta ei ole derivoituva kohdassa 3x= �
2. Funktiolla on 2 epäjatkuvuuskohtaa ja 3 epäderivoituvuuskohtaa 
�￻
￹
3. Funktio on jatkuva muualla paitsi kohdassa 2x= �
4. Funktiolla on viisi epäderivoituvuuskohtaa 
�￻
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LIITE: KYSELYLOMAKE

Henkildtiedot:

Sukupuoli: Mies O Nainen OJ
Suoritetut kurssit: MAAG [ MAA7 O
Kurssien arvosanat: MAAG:

MAAT:

Analyysin jatkokurssi O
Analyysin jatkokurssi:

Maaritelmia;

Oletetaan, etta funktio f on madritelty kohdan x, ymparistossa.

1) Funktio on jatkuva kohdassa x,, kun

lim f(x)=lim f(x)=f(x,).
X—>Xg X—>Xg

Jos f ei ole jatkuva kohdassa x,, niin se on epajatkuva téssa kohdassa.
Funktio f on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa maarittelyjoukkonsa kohdassa.

2) Jos erotusosamadran raja-arvo

lim f (X)_ f(XO)

X=X X=X,

on olemassa, niin funktio f on derivoituva kohdassa x,. Saatua raja-arvoa sanotaan funktion

f derivaataksi kohdassa x, ja merkitdan f'(x,) .

Jos f ei ole derivoituva kohdassa X, , niin se on epaderivoituva tassé kohdassa.
Funktio f on derivoituva, jos se on derivoituva jokaisessa maérittelyjoukkonsa kohdassa.

Tehtaval

Ovatko seuraavat vaittamat totta vai tarua?

Totta Tarua

1. Derivoituva funktio on aina myds jatkuva.

. Jatkuva funktio on aina myds derivoituva.

2
3. Jos f'(2) =4, niin funktio f on jatkuva kohdassa x=2.
4. Jos funktio on jatkuva suljetulla valilla [1, 5], niin se on derivoituva

avoimella valilla ]1, 5].

5. Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa x =1, niin se ei ole derivoituva kohdassa

x=1.

6. Jos funktio on jatkuva kohdassa x =1, niin se valttaméattd on myos

derivoituva kohdassa x =1.

7. Jatkuva funktio voi olla epéaderivoituva yhdessa kohdassa.

8. On olemassa funktioita, jotka ovat jatkuvia mutta eivat ole misséén

derivoituvia.

9. Jos funktio ei ole jatkuva kohdassa x =1, niin se voi silti olla derivoituva

kohdassa x =1.

10. Jos funktio on jatkuva, niin se on derivoituva lukuunottamatta korkeintaan

muutamia pisteita.

11. Funktio f ei ole derivoituva kohdassa x =5. Talloin funktio f ei voi olla

jatkuva kohdassa x=5.

12. Jos funktio on derivoituva kohdassa x =1, niin se voi olla epdjatkuva

kohdassa x =1.
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Tehtava 2

Tarkastele seuraavia funktioita (1-6) ja vastaa jokaisen osalta

kysymyksiin 1 ja 2.

1. Onko funktio jatkuva? Mikali funktio ei mielestasi ole jatkuva, niin missé kohdassa/kohdissa se
ei ole jatkuva? (esim. Ei jatkuva kohdassa x =5)

2. Onko funktio derivoituva? Mikéli funktio ei mielestasi ole derivoituva, niin missa
kohdassa/kohdissa se ei ole derivoituva? (esim. Ei derivoituva kohdassa x =5)

Funktio 1 Funktio 2 Funktio 3
—x+2, x<1 X, Xx<2 X* -2
X) = f(x)= h(x) = ’
90 { =X, xx1 ) {—x+5, X>2 () { 4,
3 N /
] i
54 e
q_ 111 -
3 3 4 o
£y o
|-\. 14 \ i
ST | s R T T T 1
s .
o -
-5
1) 1) 1)
2) 2) 2)
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Funktio 4 Funktio 5 Funktio 6

k(x):{ X,  x<1 x2-3,  x<1 { x2-2x,  x<1
2-x, x21 m(x)=<{ x*-3x, 1<x<3 —X*+2x-2, x>1

x> —7x+12, x>3 Y

05 1 15 2

1 1) 1)

2) 2) 2)
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Tehtava 3

Piirra jokin funktio, joka toteuttaa annetun ehdon.

1. Funktio on kaikkialla jatkuva mutta ei ole
derivoituva kohdassa x =3

3 epaderivoituvuuskohtaa

2. Funktiolla on 2 epéjatkuvuuskohtaa ja

B RE S AR e L el
44 L r I . T 1 3 L L |
GF T S S -3 e G TR -1
- [ R L Ly .l__,_', oa sl 'F"""'—';‘ o s | = = — J,_.-_ .E_h.._,.__..._ far
______ 0 B s da ] I A, K 43 AR G
2 | I a |
EEEERIEEE . R IR
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3. Funktio on jatkuva muualla paitsi
_kohdassa x =2
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