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1. JOHDANTO

Tassé tutkielmassa kasitellddn Bernoullin lukuja ja Bernoullin poly-
nomeja seki todistetaan Euler-MacLaurinin summakaava. Merkittdvin
lihde tutkielmalle on Ernst Lindeldfin teos "Differentiaali- ja Integraa-
lilaskenta 17. Yksittiisten tulosten kohdalla ratkaisevassa osassa ovat
olleet Ernst Hairerin ja Gerhart Wannerin ”Analysis by its history” ja
Lars V. Ahlforsin "Complex analysis”.

Luvussa 2 on todistettu muutama yleisempi tulos. Luvun tarkoituk-
sena on selkeyttdd ja tiivistdd myohempid lukuja, jotta niissd voidaan
keskittya tiiviimmin juuri kisiteltdvadn aiheeseen.

Luvussa 3 keskitytddn Bernoullin numeroihin ja niiden ominaisuuk-
siin. Tutkielmassa Bernoullin luvut on mééritelty kiyttien niiden mo-
dernimpaa méaéritelméé, joka on otettu kiyttéon 1900-luvun loppupuo-
lella. Vanhan ja uuden méaéritelmén ero on selitetty huomautuksessa
3.6.

Luvussa 4 keskitytddn Bernoullin polynomeihin ja niiden ominai-
suuksiin. Ne ovat olennainen osa FEuler-MacLaurinin summakaavaa,
mutta niilld on itsendisidkin sovelluksia, joista luvussa johdetaan Ber-
noullin summakaava kokonaislukujen potensseille (lause 4.14).

Padtuloksesta, Euler-MacLaurinin summakaavasta, esitetddn kaksi
versiota. Luvussa 5 johdetaan kaava méaardtyn integraalin arvojen las-
kemiseen (lause 5.1). Luvussa myos esitelldin laajemmin summakaa-
van kiyttod logaritmien laskemisssa ja tarkastellaan optimaalista ta-
paa kiyttad summakaavaa.

Luvussa 6 johdetaan Euler-MacLaurinin summakaavasta versio sum-
mien laskemiseen (lause 6.1) ja sitd sovelletaan harmonisen sarjan osa-
summien laskemiseen. Luvun lopussa lasketaan Eulerin vakion likiarvo,
mihin kdytetddn summakaavoista luvuissa 5 ja 6 johdettuja versioita.



2. APUTULOKSIA

Mééritelmd 2.1. Funktio f(z) on parillinen, jos kaikilla z

f(=2) = f(2),

ja pariton, jos kaikilla z

Lause 2.2. Olkoon Y .- axz* funktion f(z) potenssisarjakehitelmg.
Funktio on parillinen, jos ja vain jos ap = 0 parittomille k =1,3,5, ...

Todistus. Jos funktion sarjakehitelméssd on ainoastaan parillisia po-
tensseja, niin f(—2) = X222 agi(—2)% = 377 ag; 2% = f(2).

Toiseen suuntaan tehddan vastaoletus, ettd olisi olemassa ainakin
yksi parittoman potenssin kerroin ag;;1 # 0. Télloin kaikilla z pétee
agji1(—2)7+t = ag;412%!. Koska 25 + 1 on pariton, on —z = z eli
z=0. U

Huomautus 2.3. Vastaavasti voidaan osoittaa, ettd funktio f(z) on
pariton, jos ja vain jos a, = 0 kaikilla parillisilla £ = 0,2,4, ... Tulosta
ei kuitenkaan tarvita myohemmin, joten sitd ei todisteta. Todistus on
samankaltainen kuin parillisuudellekin.

Seuraavaksi osoitetaan, etté erids lauseen 3.5 todistuksessa tarvittava
funktio on parillinen.

Lemma 2.4. Funktio f(2) = Z*5 + 5 on parillinen

Todistus. Muotoillaan ensin funktiota

1=z +i=3 (g + 5T -

z ef+1
2 e?r —

zZ ez +e”
2 e e

1IN TN
(SIS SR

e#—1  e*—1

—_

Ja tarkastellaan parillisuutta sijoittamalla muuttujan z paikalle —z.

—z e? +e 2T  —z e? +er z e3ter
f(—Z):—' —z 2 o T == z o "z ;z:f(z)
2 ez —e 2 2 e2 —e2 2 €2 —¢e 2
Eli funktio f(2) = Z*5 + 5 on mééritelmén 2.1 mukaan parillinen. [

Seuraavaksi osoitetaan lausekkeen sin® z normiin liittyvil viite, jota
tarvitaan lauseen 3.7 johdossa.

Lemma 2.5. Olkoon z = x + 1y € Z. Tdlloin

| sin z|? = cosh? y — cos® z.
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Todistus. Jaetaan ensin sin z reaali- ja imaginaariosiinsa
eiz _ e—iz Z'eiz—y _ ie—ix—i—y

sin z = - =
21 -2
ie"Y(cosx + isinz) — ie¥(cos —x + isin —x)
-2
eYsinx +e Ysinx . eYcosx —e Ycosx
= —I— 1
2 2

Sitten voidaan laskea normin nelié ja sieventdd sitd sopivasti

: o 2 - 2
.19 eVsinz +e Ysinx eYcosx —e Ycosw
|sin z|* = +

2 2
esin?r + 2sin’x + e Wsin?z + e cos?x — 2cos? x + e W cos? x
4
1—cos? z
2 2 2 2 2 2 2 2
e ?Y(sin” x + cos® x) 4 2(sin“ x — cos® ) + e*¥(sin” x + cos” x)
4
e+ 24 e 2 —4cos’x
4
y -\ 2
e’ te 2 2 2
=(—5 ) —cos x = cosh”y — cos” x.

g

Lausetta 3.7 varten arvioidaan vield erdén yliharmonisen sarjan sum-
maa.

Lemma 2.6. Olkoon k > 1. Talloin
=1
1<) 5 <2
n=1

Todistus. ZZO:1 # =1+ ZZO:Q # > 1’ koska Zoo ék >0

n=2 n2k
Ylarajaa varten todetaan, ettd kun o > 1, niin

<1 1 -1 1 1
B —adl“:/ T = :
—n 1T / a—1 =z a—1
Talloin
=1 =1 1
— =1 — <1 <92
nz:ln% +;n2k +2]{—1_ ’
koska k > 1. O



3. BERNOULLIN LUVUT

Tarkastellaan funktiota f(z) = —Z*5. MacLaurinin sarjakehitelméin
muodostamista ja suppenemissadettd varten osoitetaan ensin, ettd ky-
seinen funktio on analyyttinen, kun |z| < 2.

Funktio e* on analyyttinen kaikkialla ja silld on MacLaurinin sarja-
kehitelmd e* = Y 77 Zk—lf ja sama pétee funktiolle e* —1 = "2, '7;

= o (k+1),, joka on
edelleen analyyttinen maééarittelyjoukossaan z ;é 0. Origo on poistuva
singulariteetti ja lim, .1 g(z) = 1, silld sarjakehitelmén vakiotermi on
1, joten voidaan sopia, ettd g(0) = 1. Nimitt&ja ei ole nolla muualla,
mutta osoittaja e — 1 = 0, kun z = i2km, missd k € Z\0. Siis funktio
g(z) on mairitelty, nollasta eroava ja analyyttinen, kun |z| < 2.

1

Edelldolevasta seuraa, etté funktiof(z) = 7 = &1 on midritelty
1

9(0)
origokeskisessi kiekossa f(z) ei ole méadritelty, koska funktiolla g(z) on
nollakohdat kaikissa pisteissd z = i2kw, k € Z\0.

e*—1

Jakamalla timé& termilld z saadaan g(z) =

ja analyyttinen, kun |z| < 27, ja lisdksi f(0) = = 1. Isommassa

Maééritelm& 3.1 (Bernoullin luvut). Merkitdédn funktion f(z) = =
MacLaurinin sarjaa

= By By Bs s
kzk— BQ—FBlZ—F?Z—i‘S‘ + - Tty
jolloin kertoimia By, k =0,1,2..., kutsutaan Bernoullin luvuiksi.

Huomautus 3.2. Méiiritelmén perusteella Bernoullin luku By saa-
daan raja-arvona

sz
By, = lim
ET Az e — 1

Tami on hankala kayttdd ja kiyttokelpoisempi méaritelmin kanssa
yvhteneva laskukaava todistetaan seuraavaksi lauseessa 3.3, jota joskus
kiytetddn Bernoullin lukujen mééritelmén, vrt. Ireland & Rosen [4].

Lause 3.3. By = 1, ja kunn = 1,2,3,..., saadaan B, laskettua re-
kursiivisestt kaavalla

n—1
—1 n-+1
3.1 B, = B;.
1) (e
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Todistus. Olkoon z # 0. Lahdetddn liikkeelle maaritelmasta 3.1 ja ker-
rotaan se puolittain jakajalla e* — 1. Kayttamalla tekijastd e* — 1 sar-
jakehitelmad saadaan lauseke polynomimuotoon.

z=("=1)) B :ZﬁZyBk
k=0 7=1 k=0

z 22 23 1 z 22

- BO 2 BO Bl 3 BO Bl BQ
_Z(W)+Z <@+ﬁ o P o) T

pom( B0 By B B
Of(n+1)! 1! 77 (n=1)120  nll!

Yhtalon vasemmalla puolella on vain ensimméisen asteen termejé, joten
By = 1. Koska kaikkien termin z" kertoimien pitédé olla nollia, kun
n > 2, saadaan termin 2" kertoimesta Bernoullin luvulle B,, yhtils

By B By
B, = —n! e —
" (Ol(n—l— D T T T 1)!2!)

n—1

1 n+1
—_n—i-lz( k )Bk'

i

Huomautus 3.4. Ensimmaéinen Bernoullin luku By = 1 on rationaali-
nen ja kaavan (3.1) perusteella kaikki muut Bernoullin luvut johdetaan
tastd kertomalla ja jakamalla kokonaisluvuilla sekd yhteenlaskemalla,
joten kaikki Bernoullin luvut ovat rationaalilukuja.

Kaavan (3.1) avulla voidaan helposti laskea Bernoullin lukuja alusta
lahtien. Taulukkoon 1 on laskettu 32 ensimmaéisen Bernoullin luvun
arvot.

By =1 Bi=—3 | Bb=3% B3 =0
B4:—$ B; =0 36:4—12 B; =

Bgz—% By =0 Bloz% B11 =0
B12=—% Bi3=0 B14=% Bi5 =0
By = — %4 Biz=0 | Big= %" Big =0
Boy = — 173436011 By = 0 Byy = 851435813 Bos = 0
By = ——23623%40091 Bys =0 Bas = % By =0
By = _237424;81029 Boy = 0 By = 86155133;3;6005 By = 0

TAULUKKO 1. Bernoullin luvut By, ..., Bs3;.
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Nopeasti huomataan, ettd ykkosta isommille parittomille indekseille
Bernoullin luvut ovat nollia ja parillisilla indekseilld nollasta eroavia.
Liséksi nollasta eroavat arvot vuorottelevat etumerkkid. Jalkimmaéiset
véitteet todistetaan my6hemmin (lauseet 3.9 ja 3.10). Ensiksi mainittu
todistetaan seuraavassa.

Lause 3.5. Olkoon n > 3 pariton. Tdlléin B, = 0.

Todistus. Lauseen 2.2 perusteella riittdéd osoittaa, ettd funktiosta —*

tulee parillinen poistamalla MacLaurinin sarjakehitelman ensimmaéinen
pariton termi Byz = —%. Télloin riittdd osoittaa, ettd funktio —*5 + %
on parillinen. Tdmé& on osoitettu lemmassa 2.4. U

Huomautus 3.6. Koska ykkosté isommille parittomille indekseille B,,
héavida, niin aikaisemmin Bernoullin luvut méériteltiin siten, ettd kak-
si ensimmaistd termid jatettiin viliin ja lopuista otettiin vain parilliset
indeksit. Lisdksi Bernoullin luvut oli mééaritelty positiivisiksi ja pari-
listen Bernoullin lukujen merkin vuorottelu (lause 3.10) on huomioitu
sarjakehitelméssd. Eli B, k > 0, médriteltiin lukuina B} = |By| =
(—=1)*Bo, kun k =1,2,3,.. ..

Téalloin méaritelmén 3.1 sarjakehitelmé esitettiisiin muodossa

x L Bl » By 4 B3 ¢ Big
P L TR TR TR

Téllaisia vanhemman madritelmidn mukaisia Bernoullin lukuja on
kiytetty vield 1900-luvun puolivilin tienoilla ilmestyneessd kirjallisuu-
dessa, mm. Lindelof [5] ja Whittaker & Watson [8], joten néitd vertail-
taessa pitdd huomioida erilaiset méaritelméit.

Taulukosta 1 huomataan, ettd indeksin 2n kasvaessa itseisarvo |Bay,|
aluksi pienenee, mutta indeksistda 2n = 10 ldhtien kasvaa. Seuraavaksi
esitetadnkin arvio, joka antaa tietoa siitd, miten parilliset Bernoullin
luvut kiyttaytyvat myos isoilla n. Tatd varten osoitetaan ensin, etta
= = Yonen gz (vrt. Ahlfors [1][s. 188 - 189]).

Tarkastellaan funktiota

7T2

f(z) =

Funktiolla f(z) on kaksinkertainen napa origossa, joten funktio 22 f(z)
on analyyttinen origossa ja sille on olemassa Taylorin sarjakehitelma
origossa

sin? 7z

2f(2) = ao + a1z + ap2® +azz® + ...
=14+0z+bp2>+b2°+...
Jakamalla tdm& termilld 2? saadaan funktion f(z) Laurentin sarja
1 0
22z
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Télloin funktion f(z) singulaarinen osa origossa on Z% Vastaavasti,

koska sin’mz = sin?7(z —n) kaikille n € Z, niin singulaarinen osa
pisteen z = n suhteen on ﬁ
Muodostetaan seuraavaksi nédiden kaikkien singulaariosien summa.

Saadaan funktio
1
9(z) = Zgn(z) = Z ma

ne” neZ

jonka singulaariosat ovat luonnollisesti samat kuin funktiolla f(z). On
helppo osoittaa, ettd sarja D _, gn(2) suppenee, kun z ¢ Z. Valitaan
ensin z ¢ Z. Télloin majoranttiperiaatteen mukaan sarja suppenee, jo-
pa itseisesti, silld ), |(Z_1n)2| < \Z—LOP + |Z_1L1‘2 +23° | 25, missi ng
ja mp ovat muuttujaa z lihinnd olevat kokonaisluvut (tai l&hin ja toi-
nen lahimmisté, jos esimerkiksi z = ¢) ja sarja )~ n—12 on tunnetusti
suppeneva. Se suppenee kohti vakiota, joka ei riipu muuttujan z arvos-
ta ja joka lemman 2.6 mukaan sijaitsee vililla [1, 2|. Lisdksi, koska sarja
suppenee tasaisesti kaikissa kompakteissa joukoissa napojen ulkopuo-
lella ja kaikki funktiot g,(z) ovat analyyttisia napojen ulkopuolella, on
funktio g(z) analyyttinen napojen ulkopuolella eli meromorfinen.
Funktiot f(z) ja g(z) ovat meromorfisia ja niilld on myos samat sin-
gulaariosat ja luonnollisesti myos samat kaksinkertaiset navat z € Z.

Kirjoitetaan

2 1 +h(z)
— = E — z).
sin? 7z =~ (z —n)?

Funktio h(z) on analyyttinen kaikilla z € C, my6s kohdissa z € Z.
Taméi seuraa siitd, ettd funktioiden f(z) ja g(z) Laurentin sarjan ne-
gatiivisten potenssien osat ovat samoja, joten funktion h(z) Laurentin
sarjassa ei ole negatiivisia muuttujan z potensseja. Silld ei nédinollen ole
napoja ja Laurentin sarja onkin Taylorin sarja ja h(z) on analyyttinen
kaikkialla. Tamaén lisdksi h(z) = 0, miké osoitetaan seuraavaksi.
Kirjoitetaan z = x+1y ja tarkastellaan, miten funktiot kiyttaytyvét,
kun |y| ldhestyy daretontd. Lemman 2.5 avulla funktion f(z) nimittdjan
normille saadaan |sinmz|? = cosh? 7y — cos® 7w, missi 0 < cos? 7w < 1

e"Y4e Y

2
ja cosh®my = (T) , joka kasvaa rajatta, kun |y| l&hestyy &&-

2

retontd, joten lauseke —%— havidd, kun [y| lihestyy déretontd. Vas-
taavasti jokainen termi ﬁ hévidd, kun |y| ldhestyy ddretontd ja
koska sarja Y g,(z) suppenee tasaisesti kompakteissa joukoissa na-
pojen ulkopuolella, saadaan limjy . g(2) = limjy oo D,z 9n(2) =
> ez My oo ﬁ = 0. Tallsin myds h(z) hividd, kun |y| ldhestyy
adretonta.

Muuttujan z suhteen funktiot f(z) ja g(z) ovat jaksollisia jaksolla
1, joten my6s h(z) on muuttujan z suhteen jaksollinen jaksolla 1. Se

siis saavuttaa kaikki arvonsa, kun z € [0,1]. Liséksi, koska h(z) on
6



analyytttinen kaikkialla ja ldhestyy nollaa, kun |y| 1ahestyy ddretonta,
niin tiedetddn ettd h(z) on rajoitettu kaikkialla. Liouvillen teoreeman
perusteella voidaan pédtelld, ettd h(z) on vakiofunktio [1][s. 122.]. Ja
koska h(z) havidd ainakin silloin, kun |y| ldhestyy ddretonté, niin tie-
detéddn, ettd h(z) = 0. Téstéd seuraa, etti

2 1
3.2 = ———  kaikilla z € C.
(3:2) sin? 7z % (2 —n)? areia =
Integroimalla saadaan oikealta puolelta — 3% ., ﬁ, joka sellaise-

naan hajaantuisi kuten harmoninen sarja. Valitaan siksi jokaiselle sar-

jan termille integroimisvakioksi %1, kun n # 0, ja nolla, kun n = 0.
Integrointi antaa —> — > (2 +7) = =2 — Yz e Tdma

suppenee itseisesti, kuten » #, joten sarjan termejd voidaan jarjestel-
14 uudelleen ja yhdistéé, jolloin saadaan

1 1 1 [ — 1 1 1 1
___Z _|__ —_ —— — _|___|_ -
z s Z—m n z — Z—mn n Z4+n n

(e}

Téstd muodosta ndhdééin, ettd funktio on pariton. Lisdksi myos funktio
7 cot mrz on pariton ja sen derivaatta on ——35— joten muita integroin-
tivakioita ei tarvita ja integroinnin lopputulokseksi saadaan

o0

1 2z
mecotmz = — + _.

n=1

Kertomalla tdméa puolittain termilld z saadaan

222
(3.3) nzcotmz =1+ Zl FER—E

Kun muistetaan, etti cos z = 3(e”*+e™ %) jasin z = o (e"—e %), saa-
daan yhtélo lausuttua eksponenttifunktioiden avulla. Tdhdn voidaan
soveltaa lemman 2.4 todistuksen muotoilua —*5 + 5 = 5 - %
Syntyva lauseke on yhtenevd Bernoullin lukujen generoivan funktion
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kanssa, joten méaritelmén 3.1 mukaan lauseke saadaan ilmoitettua Ber-
noullin lukujen avulla, jonka jilkeen sitd voidaan sieventdi.

(3.4)

COS 7% U S
Tz otz = mr— = my—
sin 7z ez — g mE
. oo
27?22 27rzz B 1
= —— Z —(2miz)! (27rzz)
e Tz __ - l

1 B 1
—1- 5(zmz) + Z l—‘l(2m’z)l + 5(2m',z)
=2

k=1
mikd on voimassa, kun |z| < 1 funktion z cot mz Taylorin sarjan suppe-
nemissateen vuoksi.
Sijoittamalla (3.4) kaavaan (3.3) ja kiyttamalla hyviksi tietoa, etté
sarja suppenee itseisesti, voidaan summien jirjestystd vaihtaa, jolloin

L (2m)%F B 2 222 22 1
1+Z 7r2k 2k 2k 1+2222n _1+Z 2 1_2_2
2k

:1—2;;%:1—2;;%

= 1+Z (—22%) 22k
k=1 n=1

Kummallakin puolella termin 2%* kertoimien tulee olla yhtisuuret, jo-
ten kaikille £ > 1 saadaan

(3.5) (—1) (272—32’“ — Z .

Yhtalosta (3.5) ratkaisemalla Bgy, saadaan seuraavassa lauseessa esi-
tetty arvio.

Lause 3.7. Olkoon k > 1. Parillisille Bernoullin luvuille Bsyy, pitee
(2k)! <= 1

_ k—1
(3.6) By = (=1) 92k—1 2k n2k’
n=1

missi 1 < 00| = < 2.

Todistus. Kaava johdettiin jo edelld ja summalausekkeelle on arviointi
1<y, - —1z < 2 suoritettu lemmassa 2.6. U
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Seuraus 3.8. Kddntdien lauseesta 3.7 saadaan Riemannin (-funktion
C(x) arvot madaritellyiksi Bernoullin lukujen avulla kaikilla © = 2k, kun
1<keN.

© 1 22]{37171.216
C(@R) =D e = ~gapyr 1B
n=1 :

Lause 3.9. Kaikille k =0,1,2,... pitee By # 0.

Todistus. By = 1 joten voidaan tarkastella vain arvoja k£ > 1. Lauseen
3.7 perusteella

™

B 1 (2R 1
By = (=1) 92k—1 2k Z n2k’
n=1
joka on erisuuri kuin nolla kaikilla £ > 0 U

Lause 3.10. Kaikille k =1,2,3, ... pitee, ettd By,_o > 0 ja By < 0.

Todistus. Lauseen 3.7 perusteella luvun By,_o merkin méirid lause-
ke (—1)®=D=1 = (—1)%~2 = 1 ja luvun By, merkin miirii lauscke
(_1)(2k)—1 — (_1)2k—1 - _1. |

Huomautus 3.11. Bernoullin lukujen etumerkistd voidaan tehdé nyt
lopullinen yhteenveto. Yleisestd poikkeavia ovat luvut By =1 > 0 ja
B, = —% < 0. Kun n > 2, patevat seuraavat saannot.

B, =0, kun n on pariton,
B,>0, kunn|2jant4
B, <0, kunn|4



4. BERNOULLIN POLYNOMIT

Bernoullin polynomeja méiritellddn useilla erilaisilla tavoilla, jotka
tuottavat saman lopputuloksen. Seuraavassa kiytetadn Apostolin kéyt-
tamad madritelmad |2, s. 264|, koska siind lahtokohta on ldhelld samaa
generoivaa funktiota, jota aikaisemmin on kiytetty Bernoullin luku-
jen madritelméné ja jonka avulla on helppo todistaa Bernoullin sum-
makaavan kokonaislukupotensseille (lause 4.14). Téstd méaritelmésta
johdetaan sitten helpommin kiytettava versio. Apostol on esittinyt
madritelménsd kompleksisessa muodossa.

Generoivana funktiona kiytetdan funktiota jfizl = e Tekija
——7 on vain muuttujan z funktio ja Bernoullin lukuihin liittyvéin tar-
kastelun perusteella analyyttinen, kun |z| < 27. Toinen tekijd e™* on
analyyttinen kaikilla z, 2 € C. Néiiden tulo on siis analyyttinen, kun
z,z € Cja |z| < 27, ja néinollen seuraava méadritelmé on mielekis.

Maééritelmd 4.1 (Bernoullin polynomit). Olkoon z,z € C, |z| < 2.
Bernoullin polynomit ¢,(x), n € N, mééritellddn generoivan funktion

rz .
=— avulla seuraavasti
Tz o0
A L
e —1 n!
n=0

Lause 4.2. Olkoon n > 0. Bernoullin polynomi p,(x) saadaan kaavalla
(4.1) onl(z) = i ") Bk,
k
k=0
Todistus. Bernoullin polynomien méaaritelmén mukaan

= n n Tz = Bn n - " n
S ol t e (30 (35

n=0 n=0

Byx® Byzr!'  Ba®
.0 0 1 0 1
—c (0!0!>+Z (0!1! * 1!0!>+'”

i n Box” 4 Blmn_l i 4 anO i
Oln!  1l(n —1)! n!0!

Ottamalla téstd puolittain termin 2™ kertoimet saadaan

on(z)  Boa" N Bzt P By " Bpa"*
n! Olnl — M(n—1) " nl0l - = kl(n —k)!
- n! n—k . n n—k
= enl0) = 2 G e = > (k) B
k=0 k=0
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Konstruoidaan seuraavaksi Bernoullin polynomien laskukaavan avul-
la muutamia ensimmaisid Bernoullin polynomeja kiyttden apuna tau-
lukkoon 1 laskettuja Bernoullin lukuja. Valittoméasti huomataan, etta
koska isoimman potenssin kerroin on aina By = 1, on polynomin ¢, (z)
asteluku n.

900(90) - 17
1
901(55) =T — 57
1
P2(z) :x2_$+67
3 1
p3(z) = = 51:2 + Ex,

wg(x):xg—llx?—i-gx—gx 3% " 3
9 1 3
wo(x) = 2° — §:v8 + 62" — Ex“r’ + 22° — 0° ja
15 3 5
@10(5E) = l’lo — 51’9 + ?1’8 — 71’6 + 5354 — §$2 + %

Konstruoimisen vaivaa sddstdd hieman se, ettd B,, = 0 parittomille
n > 3. Talldin osa termeistd havida heti sijoitusvaiheessa ja polyno-
meissa toiseksi isointa potenssia lukuunottamatta muuttujan x potens-
sit ovat kaikki joko parillisia tai parittomia.

Polynomit ¢q(z),...,p10(x) on myo6s piirretty kuvaan 1, jokainen
omaan koordinaatistoonsa, ja kuvaan 2 on piirretty polynomit siten, et-
td parilliset ovat omassa koordinaatistossaan ja parittomat omassaan.
Kuvia tarkastelemalla huomataan selvida sddnnonmukaisuutta polyno-
mien kiyttadytymisessd kohdissa 0, % ja 1, kun n > 3. Parittomilla poly-
nomeilla pisteissa on nollakohdat ja vastaavasti parillisilla polynomeilla
derivaatan nollakohdat. Tdmé todistetaan my6hemmin lauseessa 4.10.
Sen sijaan parittomien polynomien derivaatan nollakohdat ja parillis-
ten polynomien nollakohdat eivit ole samoissa kohdissa, vaikka pikai-
sesti kuvia katsomalla néin voisi toivoa. Lisdksi havaitaan, ettd parit-
tomat polynomit ovat symmetrisii pisteen (%,0) suhteen ja parilliset

2
polynomit suoran = = 1 suhteen (lause 4.6).
11



#(x) ©,(x)
0,1 0,1
01 1 0,1 1
©0y(x) @, (x)
0,1 0,1
0,1 1
0,1 1
0,1 o1 ()OS(X) 0,1 (206()()
N 0,1 1
0,1 (107(X) 0,1 SOS(X)
[ 0,1 1
01 1
oM on P (x) st Frot)
, L 01 1

Kuva 1. Bernoullin polynomit ¢1(z), ..., ¢10(x).

Parittomat Parilliset

Kuva 2. Bernoullin polynomit ¢y (z), ..., p1o(x). Parit-
tomat omassa koordinaatistossaan ja parilliset omassa
koordinaatistossaan.

Polynomeja konstruoidessa huomataan myds, ettd polynomin ¢, (x)
vakiotermi on aina B,,, mistid seuraa seuraava lause.

Lause 4.3. Kaikille Bernoullin polynomeille ¢,(x), n = 0,1,2,...,
patee



Todistus. Kun z = 0, saadaan polynomin arvo laskettua kaavalla (4.1)

on(0) = zn: (Z) B0

k=0

(" Bo0" + ... + " B,_10' + " B,0° = B,,.
0 n—1 n

Lause 4.4. Bernoullin polynomin ¢,(x),n > 1, derivaatalle pitee
(@) = nn-1().
Todistus.

d . n n—k __ . n n—k—1
() = ar (k:) Bpa" " = (k) (n — k)Byx
< k!(n—k) k:'n—l—k:) g

~1
1
- (n k )ka(n_l)_k = o1 ().
k=0

i

Lause 4.5. Olkoonn > 1. Kaikille Bernoullin polynomeille @, (x) vilin
0, 1] mddrdtty integraali katoaa, eli

/01 on(z) dz = 0.

Todistus. Olkoon n > 0. Lasketaan integraali auki ja korvataan B,
Bernoullin lukujen rekursiivisen laskukaavan (3.1) lausekkeella, mistd
saadaan

! n n—k & 1 n n—k+1
/o gpn(:t)—/o 2 0(k>ka dx_o/kz:;—n—k—l—l(k:)Bk$

" on+1 n! 1 " /n+1
n—i—lzn k+1 kl(n— k)" n—i—lZ( k ) g
n—1
1 n+1
= E B, + B,
n—i—lkzo( k ) kT

n—1

1) 1 n+1
= B, —
n—i—lkz_o( k ) g

13
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Seuraavan tuloksen Lindel6f muotoili maardtyn integraalin arvioin-
tia varten konstruoimilleen polynomeille jo ennen kuin totesi niiden
olevan Bernoullin polynomeja [5][s. 380]. T&ll6in hédn jétti véitteestdin
pois my6s ensimmaéisen Bernoullin polynomin g (), joka seuraavassa
kuitenkin on mukana.

Lause 4.6. Kun k=0,1,2,..., niin kaikille t € C pdtee

or(1 —t) = pap(t)
Parr1(1 — 1) = —par 1 (t).

Todistus. Todistus induktiolla. Kun k = 0, niin ¢y(z) = 1. Parittomalle
indeksille puolestaan ¢1(1 —t) =1—t— 3 = —(t — 3) = —¢1 ().
Oletetaan, ettd viite pétee arvolla k. Lauseen 4.4 mukaan o1 ()

Par+2(t)

on lausekkeen derivaatta, jolloin induktio-oletuksen perusteella

242
saadaan
/902k+1(1—t) dt:/—<ﬂ2k+1(t) dt
-1 -1 —1
1—1t) = t
2k+2902k+2( ) 2k+2902k+2( )+ % + 2

Par2(l — 1) = paria(t) + C.
Integroimisvakio C' saadaan selville sijoituksella t = %

1 1
Parra(l — 5) = 902k+2(§) +C,
joten C' = 0 ja wopr2(l —t) = @ari2(t). Vield pitdd osoittaa, ettd
Pants(l — 1) = —popis(?).
Tulosta edelleen integroimalla saadaan

1 1 1 ~
t)=— 1—t
2k+3¢2k+3() 2k+3902k+3( )+ 2l<:+SC

C = porrs(t) + Parsa(l — 1).

Tésté voidaan ottaa madrityt integraalit valilta [0, 1] ja kiyttad lauset-
ta 4.5 integraalien laskemisessa.

1 1 1
/ Cdt= / Pary3(t) dt + / parr3(l —t)dt =0,
0 0 0

joten myds C = 0 ja @ory3(t) = —pori3(1 —1). 0

Huomautus 4.7. Edelld oleva lause vaikuttaa ensindkemaltd melko
merkityksettoméltd, mutta syvempi tarkastelu osoittaa, ettd se kertoo
kuitenkin yllattdvin paljon Bernoullin polynomien kulusta. Kaikki po-
lynomit, joiden indeksi on parillinen, ovat symmetrisia kohdan » = %
suhteen. Vastaavasti kaikki polynomit, joiden indeksi on pariton, ovat

antisymmetrisid kohdan x = % suhteen.
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Tamén huomaa myo6s kuvien 1 ja 2 polynomien kuvaajista. Parillis-
ten polynomien kuvaajat ovat symmetrisii suoran x = % suhteen ja
vastavasti parittomat polynomit pisteen (%, 0) suhteen.

Esimerkiksi seuraava lause on hyva osoitus tdmén lauseen kayttokel-

poisuudesta.
Lause 4.8. Kaikille ¢, (x), n # 1, patee
©n(0) = @n(1) = B,.

Todistus. Jos n = 3,5,7,..., niin lauseiden 3.5 ja 4.3 mukaan on
©n(0) = B, = 0 ja télloin lauseen 4.6 mukaan ¢,(1) = —¢,(0) = 0,
jolloin ¢, (1) = ¢,(0) = B,.

Jos taas n = 0,2,4, ..., niin lauseiden 4.6 ja 4.3 perusteella saadaan
on(1) = ¢n(0) = B, O

Huomautus 4.9. Edellisesta tuloksesta poikkeaa polynomi ¢4 (), jol-
le 1(0) =0+ By = —5 jagi(1) =1+ By = 5, eli

(4.2) ©1(0) = —¢1(1) = By.

Seuraavaksi tarkastellaan polynomien ja niiden derivaattojen nolla-
kohtia vélilla [0, 1].

Lause 4.10. Olkoon n > 3.

Parittomilla Bernoullin polynomeilla ¢, (x) on kolme nollakohtaa vd-
lilli [0, 1] ja ne ovat 0, % ja 1. Derivaatan nollakohtia on kaksi, ensim-
miinen sijaitsee avoimella vdlilli |0, 5[ ja toinen avoimella vililli |5, 1.

Parillisilla Bernoullin polynomilla v, (x) on kaksi nollakohtaa vélilld
[0,1], ensimmdinen sijaitsee avoimella vililli |0, 5| ja toinen avoimella
vdlilli |3, 1[. Derivaatan nollakohtia vililli on kolme: 0, 5 ja 1.

Todistus. Todistus induktiolla. Kun n = 3, on Bernoullin polynomi

p3(z) = 2* — 322 + Iz. Sen nollakohdat ovat 0,1 ja 1, ja derivaatan
nollakohdat ovat (% — %) €10, 3] ja (% + i) €3, 1[.

Kun n = 4, lauseen 4.4 mukaan polynomin ¢,(z) = 2* — 223+ 2% —

derivaatan nollakohdat ovat polynomin ¢3(z) nollakohdat 0,  ja 1. Li-
siksi ©4(0) = @a(1) = —55 < 0 ja pu(3) = 35 > 0, joten viliarvo-
lauseen perusteella silléi on olemassa nollakohdat &, €0, 5[ ja £4,€]5, 1[.
Useampia nollakohtia ei vililli [0, 1] ole, koska muita derivaatan nolla-
kohtia ei ole.

Oletetaan, ettd vditteet patevit, kun n = 2k — 2 ja osoitetaan, et-
ta viitteet patevat, kun n = 2k — 1 ja n = 2k. Lauseen 4.8 mukaan
@Qk_l(l) = 992143—1(0) =0 ja 4.6 mukaan @Qk_l(%) = —@Qk_l(%)7 jO—
ten cp%_l(%) = 0. Lauseen 4.4 mukaan derivaatan nollakohdat ovat
polynomin gy o(x) nollakohdat, joita oletuksen perusteella on vililla
[0,1] tasan kaksi ja ne sijaitsevat avoimilla vileilld 0, 1[ ja ]3,1[. Eli
my6skddn enempié nollakohtia ei vélilld [0, 1] ole.
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Lauseen 4.4 mukaan polynomin g (z) derivaatan nollakohdat ovat
polynomin ¢ _1(z) nollakohdat eli 0,% ja 1. Lauseen 4.8 perusteella
a1 (0) = ©a1(1) ja lauseen 4.5 perusteella fol oo () dz = 0, joten koska
wor () el voi olla vakio, on gOQk(%) erimerkkinen kuin ¢or(0) = ¢or(1),
jolloin véliarvolauseen perusteella polynomilla ¢or(z) on nollakohdat
&1, €10, %[ ja Eop, € ]%, 1[. Useampia nollakohtia silla ei valilla [0, 1] ole,
koska muita derivaatan nollakohtia ei vililla ole. ]

Huomautus 4.11. Edellinen lause pitee kaikilla Bernoullin polyno-
meilla indeksista 3 alkaen, mutta my6s polynomit ¢;(x) ja po(x) téyt-
tévit osan ndistd ominaisuuksista.

Polynomin ¢;(z) = = — % nollakohta on % ja néinollen se on myos
polynomin s () ainoa derivaatan nollakohta. Lisiksi polynomin oo ()
nollakohdat (% - \/%) €]0,1[ ja (% + @) €13, 1] téyttaviit paril-
listen polynomien nollakohtaehdon.

Tamin jilkeen voidaan arvioida, minki arvon po(3) saa. (Vrt. Lin-
deldt [5][s.385 - 386].)

Lause 4.12. Kaikille k =1,2,3, ... pdtee

1 1
Dok <§> = — By (1 - W) :

Todistus. Muodostetaan polynomista yor1(t) Taylorin sarja pisteessd

_ 1
lo = 3

2k5+1 { } 1 (t o l)m
m 2
Por1(t) = E:O Pokt1 <§> —
Lézl%zﬂ (2k + 1)! <1> (t—3)"
2o 2k 1 —m)! TF2) T

O 2k 41 (1) AN
= p m P2k+1—m 5 5

2k+1

(2]€+ 1) 1 < 1)2k+1—m
(DY (T
m 2 2
0
Tehd&dan tahan sijoitus ¢t = 1. Koska k£ > 1, on layseen 4.10 perusteel-
la ©o11(0) = @orr1(3) = 0. Merkitéiin lisiksi By, := @m(3), jolloin

lauseen 4.10 ja huomautuksen 4.11 perusteella B,, = 0 kaikille paritto-
mille m > 1. Talléin saadaan

2k 2k+1—m
2k + 1\ = 1
= E B — .

m=0
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Muodostetaan polynomista @y 1 () kehitelmé myos kaavan (4.1) avul-
la ja tehddan siihen sijoitus x = %, jolloin <p2k+1(%) = 0 ja saadaan

2k 2k+1—m
2k+1 1
0= E B | = .

Laskemalla ndmé kaksi sarjakehitelméi yhteen saadaan

2k 2k+1—m
2k +1 ~ 1
m=0

IT n tama termilla lirretdan summan viimeinen summ -
Kerrotaan tamé termilld 22%, siirretdn s an viimeinen s atta

va (2k 4+ 1)(Baj, + Boy, )22 vasemmalle puolelle ja jaetaan puolittain
kertoimella —(2k + 1), jolloin saadaan

2k—1

~ _ 1 2k + 1 ~ —
(BQk+B2k>22k L= _2]€—|—1 Z < m )(Bm—l-Bm)Q L

m=0

Témé on yhtenevd Bernoullin lukujen rekursiivisen laskukaavan (3.1)
kanssa. Lisdksi (B +B0)% = 1ja B,, = 0 kaikille parittomille m, joten
(B + B1)2° = —3 ja (B,, + B,,)2™ ! = 0 kaikille parittomille m > 3.
Talloin voidaan merkita

Boy, = (Bax + B2i,)2*7!,  jolloin

1 ~ 1
802k:<§> = By = —By (1 - W)

Edellinen lause on oleellinen osa seuraavaa todistusta, joka antaa
rajat siithen, kuinka paljon parilliset Bernoullin polynomit voivat hei-
lahdella vlill& [0, 1].

Lause 4.13. Olkoon x € [0,1]. Tdlloin kaikilla k = 0,1,2, ... pitee
|p2r ()| < [Bag|

Todistus. @o(x) = By = 1. 2(0) = ¢5(1) = } ja derivaatan nollakoh-
dassa @2(%) = —%, joten tapaukset £ < 1 ovat selvia.

Olkoon k > 2. Lauseen 4.10 perusteella polynomin o (x) derivaatan
nollakohdat ovat x = 07% ja 1, joista 0 ja 1 ovat vilin paitepisteet.
Edellisen lauseen 4.12 perusteella [po;(3)| = |Bok (1 — 5= ) | < |Baxl
ja toisaalta lauseesta 4.8 seuraa o (0) = por(1) = Bay. O

g

Alunperin Jakob Bernoulli on keksinyt Bernoullin luvut ja Bernoul-
lin polynomit tutkiessaan kokonaislukujen potenssien summia ja ke-
hittdessddn kaavan niiden laskemista varten [7]. Seuraavaksi esitetté-
vén lauseen todistus perustuu Bernoullin polynomien generoivaan funk-

tioon (vrt. [5][s. 148.]) ;



Lause 4.14 (Bernoullin summakaava kokonaislukujen potensseille).
Olkoot n > 1 ja m > 2 kokonaislukuja. Tdlldin

m—1
k=1
Todistus. Olkoon e* #£ 1. Tarkastellaan lauseketta
mz -
(*) eie_l _ ezz_l :Z(l—i-ez_i_.'._i_e(mfl)z) — ekz
k=0
m—1 oo (k‘Z)n [e's) n m—1
- Z nl o Z l k
k=0 n=0 =0 o0
oo n m—1
=2 a2k
n=1 k=0

Toisaalta lauseketta (x) voidaan kisitelld Bernoullin lukujen mééritel-
mén 3.1 ja Bernoullin polynomien méaritelmén 4.1 avulla.

ze™* z L o (m) = B, N
- == ——2" - —2" = — ¥n - Bn
e#—1 e —1 ; nl %n!z §n![gp(m) ]

= gulm) By 3 n(m) — B2

Molemmissa tapauksissa termin 2" kertoimien tulee olla yhtenevit kai-
killa n =1,2,3,..., ja lisiksi lauseen 4.3 mukaan B,, = ¢, (0), joten

n YK = a(m) - 0u0)

g

Esimerkki 4.15. Sovelletaan edelld todistettua Bernoullin summakaa-
vaa kokonaislukupotensseille summaan ;| k2.

ikQ: p3(n+1) —3(0) _ (n+1)*—3(n+1)*+5(n+1) -0

3 3

nn+1)(2n+1)
a 6
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5. EULER-MACLAURININ SUMMAKAAVA

Téasséd luvussa johdetaan kuuluisa Euler-MacLaurinin summakaava.
Sen avulla summia voidaan laskea méiréityn integraalin avulla ja maa-
riattyji integraaleja summalausekkeiden avulla. Ensin johdetaan ja esi-
tellidin kaavasta versio, jolla lasketaan integraalien arvoja, ja seuraa-
vassa luvussa esitelldédn alkuperdisempi versio, jolla lasketaan summien
arvoja hyodyntden sopivaa integraalia.

Kaavan johtaminen myd&téilee Ernst Lindel6fin summakaavan johtoa
[5, s. 377-389], joka taas myoétéilee saksalaisen W. Wirtingerin summa-
kaavalle keksimai johtoa. Lindel6f on kiyttdnyt vanhan médritelméin
mukaisia Bernoullin lukuja, mutta téssid on johtaminen muutettu uu-
demman maéairitelmén mukaiseksi.

5.1. Euler-MacLaurinin summakaavan johtaminen. Arvioidaan
integraalia

(5.1) /01 £() dt

ja oletetaan, ettd f(t) ja sen kaikki tarvittavat derivaatat ovat jatkuvia
valilla [0, 1]. Merkitdan

(5.2) Yr(t) =t+A; jolloin

v =
Edelld A; on toistaiseksi méadritteleméton Vakio Kaavaa (5 2) kiyttien
integraali (5.1) kirjoitetaan muodossa fo t)dt = fo V() dt, ja

osittaisintegroinnilla saadaan se muotoon

653) [ swar= [ s = /fw1 - [ romo

Nyt viimeisessé integraalissa merkitdén ¢y (t) = 4(t), jolloin

Téamén avulla (5.3) saadaan edelleen muotoon

(5.5) /f t)dt = /f ) (t) /f J(t) /f” )4a(t)

Yleisesti, kun j = 1,2, 3, ..., asetetaan
1 .
(5.6) P;(t) = n—+1¢}+1 eli
1) v =G+ 1) [
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Kaavalla (5.7) saadaan kaavasta (5.4) edelleen

Ps(t) = 3/t2 + 241t + Ay dt = t3 + 3A1% + 345t + A;

Yyu(t) = 4/¢3 dt = t* + 4A1% + 6 Axt? + 4 At + Ay,

ja yleisesti

(5.8) w;(t) = (‘é) Agt? + G) ATt 4+ (J,L)Aj_lw G)Aj,

mihin on yhtenéisyyden vuoksi merkitty kertoimet (é) = Ay = 1. Tulos
on helppo osoittaa induktiolla.

Todistus. Lahtooletuksen (5.2) mukaan ¢ = t + A;. Oletetaan, ettd
vhtélo (5.8) pétee, kun j = k — 1. Nyt (5.7) antaa

by, = k/¢k_1 dt

1nd k - 1 k—1 k_l k—2 k_l
k/( 0 )Aot +( ] At L+ b1 A dt
_E< 0 )Aot +E< | )Alt +.. +k<k_1)Ak—1t+Ak

k k k k
_ (0>A0t’f + (1)A1tk—1 +...+ (k - 1>Ak_1t+ (k)A’“

missd Ay on integroimisvakio. O

Nyt kaikilla 7 > 1 saadaan
(5.9)

[ stoya = /f () /f 0 3,/f"
/f{Jl} /f{y}

Seuraavaksi médritelladn vakioiden A; arvot. Lindelof [5, s. 378-379]
kaytti seuraavaksi esiteltavia oletuksia, jotka tuottavat hyvan tuloksen
ainakin polynomeilla.

Tutkitaan ensin tapausta j = 1 ja ajatellaan tilannetta, jossa f’(¢) on
vakiofunktio vélilld [0, 1] eli f(¢) on ensimmiisen asteen polynomi. Py-
ritdan valitsemaan A; siten, ettd jidnnosintegraali eroaisi mahdollisim-
man vihén nollasta. Télla valinnalla yhtdlon (5.9) jaddnnosintegraalille

patee
/ ) dt = £ / Lt dt
20



ja integraali poikkeaa vihiten nollasta, kun

1 1 1152 1
O:/wl(t)dtZ/H—Aldt: — 4+ At =—-+ A
0 0 { 2 2

eli Al = —%

Yleisesti, kun j > 1, kuvaa kaava (5.9) jalleen hyvin polynomia,
jonka aste on j. Talloin fU}(¢) on vakio ja asetetaan

(5.10) / ity di =0,

Téamé voidaan kaavaa (5.8) apuna kiyttden laskea auki.
1
0= [ oy
0
1

AN j j
= Aqt? At A A
A(J “+(J S +<w4)]”+g)]“
1 /5 1(j Lig J
= — A — A R A A,
j+1QQ °+j(J e +2(¢—J J1+<J ”

Jo aikaisemmin oli médritelty, ettd vakio Ay = 1, joten vakiot A; saa-
daan laskettua lopuillekin j =1,2,3,...

=1 1(j L( A
‘%_j+1g)% j(JAl'” 2Q—JA”1

—1 +1 1 +1 1 +1
=L S T (A
j4+1\ 0 j4+1\ 1 j+1\j—-1
—1 & [+l
= — A
i ()

Tamé on yhtenevd Bernoullin lukujen rekursiivisen laskukaavan (3.1)
kanssa ja lisdksi Ag = 1 = By, joten A; = B, kaikilla 7 =0,1,2,...

Myds polynomien ;(t), j > 1, laskukaava (5.8) saadaan lausuttua
Bernoullin lukujen avulla.

=D (@ Byt ™F 2 ().
k=0

Eli saadaan tulos, ettd polynomit v¢;(t), 7 > 1, ovat Bernoullin poly-
nonomeja ja niistd kdytetdin tédstd eteenpiin merkintdd o, (t).
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Tésséd vaiheessa voidaan palata yhtéloon (5.9) ja tarkastella sen oi-
kean puolen sijoituslausekkeita. Yhtalon ensimmaéisesté sijoituslausees-
ta saadaan

(4.2

/ F@ert) = (1) — () £(0) 2 —By [£(1) + £(0)

ja lopuille j = 2, 3,4, ... saadaan lauseen 4.8 avulla

/f{j’”(t)soj(t) = @; (1) f71(1) = ;(0) FV1}(0)

LésBj [f{j—1}<1) _ f{j—l}(())} )

Sijoittamalla ndma yhtaloon (5.9) saadaan

/ fydt = =By [F) + £0)) = 22 1) = po)] 4.
+ (-2 [ () - £ o)

_1) i
=58 [ a0
J: 0
Tédma saadaan vield sievempéédn muotoon, kun muistetaan, ettd B; = 0
kaikille parittomille 5 > 3. Tasté seuraa, etté kaikki positiiviset sum-
mattavat katoavat poislukien viimeisené olevaa integraalia, joten yhtélo
voidaan esittdd muodossa

(5.11

)
/0 F(t)dt = — By [£(1) + £(0)]

n

Boy,
(2h)!

[f{Zk—l} (1> . f{Qk—l} (0)]

k=1
BRI TS
i [, I et

Edelld saatu yhtélo (5.11) on erikoistapaus Euler-MacLaurinin sum-
makaavasta. Talla kaavalla ei vield saada kovinkaan tarkkaa likiarvoa
kuin hyvin harvoissa tapauksissa, kuten polynomeilla. Lisdksi kaavaa
voidaan sellaisenaan kdyttdd vain vélin [0, 1] madrdtyn integraalin las-
kemiseen. Seuraavaksi kehitimme kaavaa edelleen, jotta sitd voisi kiyt-
tdda milld tahansa integroimisvélilld ja kehitdmme my&s kaavan tark-
kuutta jakamalla integroimisvélin pienempiin osiin.

Tarkastellaan integraalia, jolla on integroimisrajat a < b.

/abf(x) dx.
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Jaetaan integroimisvali yhtdsuuriin osiin, joita on m kappaletta. Mer-
kitddn jakovilin pituutta h = b%‘, jolloin

b a+h a+2h a+mh
(5.12) / flz)de = | f(z)dx+ fle)de+ ...+ | f(x)dz.
a a a+h a+(m—1)h
Jokaiselle oikean puolen integraalille an:r(IZil)h f(z) dz tehddéin oma li-

neearinen muuttujanvaihto, jossa x = (a+kh)+ht ja de = hdt. Talloin
a+kh 1
(@dx:h/1ﬂa+%—1m+hwﬁ.

a+(k—1)h 0

Sijoittamalla ndméa kaavaan (5.12) saadaan

(5.13) /wﬂ@dx:h/qﬂa+Mﬁﬁ+h/qﬂa+h+hwﬁ

1
+...+h/ fla+ (m —1)h+ ht)dt
0

:h/qF®dm
(5.14)  F(t) =f(a+ht) + fla+h+ht) + ...+ fla+(m—1)h+ht).

Kaavan (5.13) avulla voidaan soveltaa yht&lod (5.11) mielivaltaisil-
le integroimisrajoille. Tatd ennen lasketaan kuitenkin pari lauseketta
funktiota F'(t) kdyttden.

Sijoitetaan funktio F'(¢) yht&loon (5.11). Talloin oikean puolen en-
simmaéisestd termistd saadaan

(5.15) — By[F(1) + F(0)]
:%“ﬂa+m+fm+h+h%h”+fm+0n—Dh+®]
+ [f@) + fla+h) +..+ fla+ (m—1)n)]|

:%f(a)+f(a+h)+...+f(a+(m—1)h)+%f(a+mh)-

Derivoimalla k kertaa [F'(t) saadaan kaavasta (5.14)

(5.16) FW () = B[ f™ (a+ht) + fF (at+h +ht) + ...

+ fE a+(m—1)h+ht)].
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Tamén avulla kaikille £ = 1,2,3,...,n saadaan
(5.17) FR (1) — F(0)

=R fB @+ h) + B ath+h) + .o+ f8a+ (m— 1D+ h)]

—hE[ ¥ a) + f¥ a+h) + .o+ B a+ (m = 1)R)]

=R 0) = F ()],

Nyt on kiytettivissé tarvittavat aputulokset, joilla voidaan arvioida
integraalia f; f(t)dt. Jaetaan integrointitivili [a, b] ensin h-mittaisiin
osiin ja palautetaan saadut integraalit funktion F'(¢) integraaleiksi vé-

lilla [0, 1] kaavan (5.13) avulla. Integrointivilin ollessa [0,1] voimme
soveltaa aikaisemmin saatua kaavaa (5.11). Télloin saadaan

b a3 1

/ flz)dx "= h/ F(t)dt
a 0

(5.11)

::%—&wm+ﬂw—n Bar

Sl FE (1)~ P o)

—~

k=1

+® /0 FE ()00, (1) dt} .

Ensimméinen osa saadaan esitettyd kaavan (5.15) avulla funktion
f(t) (puolisuunnikassainnén mukaisina) summina, toisesta osasta saa-
daan kaavan (5.17) avulla Bernoullin lukujen avulla laskettavia kor-
jaustermeji ja kolmas integraaliosa on virhetermi, jota joudutaan ar-
vioimaan tapauskohtaisesti. Lopullinen esitys on seuraavassa lauseessa.

Lause 5.1 (Euler-MacLaurinin summakaava, “toinen muoto” integraa-
lien laskemiseen). Olkoon f(x) jatkuva ja silld on jatkuvat derivaatat
2n-kertalukuun asti suljetulla vililli [a,b]. Olkoon lisiksi m vdlin |a, b]
jako ja h =22, Tillgin

b 1 — 1
(5.18) /a flx)dz=h [§f(a)+;f(a+kh)+§f(b)
- Z Tor + Ropy1,
k=1

missa
(5.19) T By h?* [0y — FU @) ja

. 2k = (2k)! J

h ! "

(5.20) }@H:@mﬁF@%MMmh

Seuraus 5.2. Kun f(z) on astetta j oleva polynomi P;(x), valinnalla

2n > j saadaan Ry,y1 = 0, koska Pj{%}(x) on vakio. Soveltamalla
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Eulerin summakaavaa valinnalle m =1 polynomille Pj(x) saadaan

[ Pa)de =5 P+ By (0)

B Z BQkh [ pl2k- 1}(b) B Pj{%fl}(a)] .

Huomautus 5.3. Kaavalla (5.18) saadaan siis polynomien integraa-
leille laskettua tarkat arvot, kunhan 2n valitaan riittdvin suureksi. Té-
ma ei tosin ole kovinkaan yllattavad, koska kaavan johtamisessa ratkai-
sut tehtiin juuri siten, ettd se toimisi hyvin polynomeilla.

Jos f(x) ei ole polynomi, antaa kaava (5.18) integraalille tarkan ar-
von, jos integraali Ry,.; osataan laskea. Integraalin arvoa ei kuiten-
kaan useimmiten ole helppo laskea, mutta joissakin erikoistapauksissa
sopivilla muuttujien m ja n valinnoilla sen itseisarvo saadaan arvioitua
pieneksi.

Kisitelldsn erikseen tapausta, jossa tiedetdiin, ettd f{2"}(z) merk-
ki pysyy samana valilli [a,b] (vrt. Lindelof [5][s. 391 — 393]). Télloin
kaavan (5.14) mukaan sama piitee derivaatalle F{2"}(¢) vililla [0, 1],
jolloin méaratyn integraalin véliarvolauseen perusteella saadaan Ber-
noullin polynomi pois integraalista. On siis olemassa & € ]0, 1], jolle

Rons1 = h‘gzgf) /0 fien} (t) dt = %[F{Qn_l}u) _ F{Q”—l}(())}

10 B0 (&) pon-1y () _ gty

(2n)!
Lauseen 4.13 mukaan |@a,(x)| < |Ba,| vililla [0, 1], joten
B n n— n—
Ropan| < (\ on] |1 (p) — fn-1(g)]

Vertaamalla téitd kaavaan (5.19) todetaan, ettd |Ro,11]| < [Ty, ja saa-
daan seuraava lause.

Lause 5.4. Jos derivaatan >} (z) merkki pysyy samana vililld [a, b],
niin Buler-MacLaurinin summakaavassa (5.18) jadnnidstermille Rop i1
patee

(521) ’R2n+1‘ S ‘TQTL’7

missd Ty, on korjaustermien summan EZ:O Ty vitmeinen yhteenlas-
kettava.

Tarkastellaan tilannetta, jossa edellisen lauseen ehtojen lisdksi deri-
vaatan f{?"*2}(z) merkki pysyy vililli [a,b] samana kuin derivaatan
f12}(2) merkki. Kasvatetaan korjaustermien méirad yhdell, jolloin

Rop+1 = Topyo + Ropys,
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missé lauseen 5.4 mukaan |Ryg, 3| < |To,40|, joten termin Ry, 1 merkki
on sama kuin termin 75, .

Kaavasta (5.19) puolestaan seuraa, ettd Tb, ja T, o ovat eri merk-
kisid, koska lauseen 3.10 perusteella Bs, ja Bs, s ovat erimerkkisia
ja derivaattojen f1?"} ja f{2"+2} merkeistd seuraa, ettd f{2n=1H(b) —
fr=1(a) ja f2r 13 (b) — 241} (a) ovat samanmerkkisii.

Edelldolevasta seuraa, ettd Bs,,; on erimerkkinen kuin 75,, joten
esitellddn hieman lausetta 5.4 vahvempi lause.

Lause 5.5. Olkoon 2n > 2. Jos derivaatoilla 2™ ja f2+2} pysyy
sama yhteinen merkki vililld [a, b], niin jédnndstermilld Ro,y1 on vas-
takkainen merkki kuin termalld 15, ja lisdks:

|R2n+l| S |T2n|

Seuraus 5.6. Lauseen 5.5 ehtojen tiyttyessd kaava (5.18) voidaan esit-
tad myds muodossa

m—1

(5.22) /"f dx_h[f()+§:fm+km+%fm+nm)

1

k
n 1 ~
— ZTQk - §T2n + Ropt1,
k=1

missi — 1| Top| < Ropy1 < | Ton).

5.2. Euler-MacLaurinin summakaavan soveltaminen logaritmi-
en laskemiseen. Seuraavaksi sovelletaan Eulerin summakaavaa loga-
ritmien laskemiseen ja tarkastellaan sen toimivuutta. (Vrt. Lindelof
[5]]s. 393 — 394].)

Esimerkki 5.7. Tarkastellaan integraalia

2
1

/ — = log 2.

1T

Nyt f(z) = ja ndinollen f1}(2) = (—1)*—f+, joten Eulerin summa-
kaavan korjaustermeiksi saadaan

o Bul® (k1! (k=D Buh™ (1
T (2k)] 92k 128 )7 2k \ 2% '

Edelleen kaikille & > 1 pétee 12} > 0 ja f{%*2} > 0, joten lauseen
5.5 perusteella voidaan antaa arvio Eulerin summakaavan virheelle.
Talloin kaavaa (5.22) soveltaen log 2 saadaan laskettua kaavalla

(523) log2—h|t4— 41 . ! e
. O, = - — —
& 2 " 1+h  1+2h 1+ (m—1h 4
ntkh2k 1 1 -
i~ 1) = 570 — Raupa,
+; ok 52k 512 2n+1
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missi |R2n+1\ < %|T2n| kertoo virherajat.
Nyt kaavaa (5.23) kiiyttden saadaan laskettua likiarvot virheineen.
Tulokset ovat taulukoissa 2 ja 3.

2n m=1 m = 2

Ei korj. | 0,7500 0,70833333

2 0,7188 +£0,0313 0,70052083 4+ 0,00781250
4 0,6914 £+ 0,0040 | 0,69295247 4+ 0,00024415
6 0,6934 + 0,0020 | 0,69316610 %+ 0,00003052
8 0,6935 +£0,0021 | 0,69314369 %+ 0,00000811
10 0,6918 £+ 0,0038 | 0,69314810 % 0,00000370
12 0,6985 £ 0,0106 0,69314698 £ 0,00000258
14 0,6674 +0,0417 0,69314701 £ 0,00000255
16 0,8474 + 0,2217 0,69314785 + 0,00000339
18 —0,4580 + 1,5270 | 0,69314540 + 0,00000583
20 11,4232 4+ 13,2281 | 0,69315219 + 0,00001262

TAULUKKO 2. Luvun log?2 likiarvoja virheineen, kun
m = 1 ja m = 2. Lihavoituna desimaalit, joiden virhe
on alle 1 numeron. Virheet pyoristetty ylospain.

2n|lm=23 m=4
Ei | 0,700000000 0,697023809524
2 | 0,696527778 3,48 - 1073 | 0,695070684524 4= 1,96 - 103
4 10,693103781 +4,83-107° | 0,693132818313 £ 1,53 - 107°
6 |0,693149327 £2,68-107° | 0,693147600265 4 4,77 - 10~
8 10,693146964 +3,17-107" | 0,693147155093 & 3,17 - 10~8
10 | 0,693147216 + 6,41 -107® | 0,693147183149 + 3,61 - 10~°
12 10,693147172 +1,99-107% | 0,693147183168 6,29 - 10710
14 | 0,693147183 +8,72-107Y | 0,693147180642 + 1,56 - 10710
16 | 0,693147180 +5,15-107Y | 0,693147180538 £ 5,17 - 10~
18 | 0,693147181 +3,95-107Y | 0,693147180567 £ 2,23 - 10~
20 | 0,693147181 £3,80- 107 | 0,693147180557 1,21 - 10~
22 10,693147180 £4,49-107° | 0,693147180561 £ 8,00 - 1012
24 10,69314718246,39-107? | 0,693147180560 % 6,41 - 10712
26 [ 0,693147177 + 1,08 - 1078 | 0,693147180560 % 6,09 - 10712
28 1 0,693147188 +2,14-107% | 0,693147180561 + 6,77 - 1012
30 [ 0,693147161 4+ 4,87-1078 | 0,693147180559 + 8,70 - 1072

TAULUKKO 3. Luvun log?2 likiarvoja virheineen, kun

m = 3 ja m = 4. Lihavoituna desimaalit, joiden virhe

on alle 1 numeron. Virheet pyéristetty ylospain.

Jos integoimisvilid ei ole ollenkaan jaettu eli m = 1, saadaan pienin

virhetermin arvo £0,0020 kolmannen korjaustermin kohdalla. Toisaalta
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jakamalla vali kahteen osaan m = 2 saadaan melkein desimaalin verran
parempi virhetermi jo toisen korjaustermin 40,00024415 kohdalla ja
viidennen termin kohdalla virhe jdi jo kuudenteen desimaaliin.

Tuloksista huomataan, ettei korjaustermeji kannata lisité pienilld m
kovinkaan montaa, koska virhetermi ldhtee kasvamaan jonkun muuttu-
jasta m riippuvan indeksin jélkeen. Syy tdhén selvidéd lauseen 3.7 ar-
viosta Bernoullin luvulle By, silld muuttujan n kasvaessa kasvaa | Bay,|
olennaisesti kuten (2k)! eli voimakkaammin kuin h**. Tilloin tiede-
tadn, ettd jollakin n virhetermi alkaa joka tapauksessa kasvamaan riip-
pumatta siitd, mikd m on valittu. Valitsemalla kuitenkin riittdvin iso
m saadaan h?" niin pieneksi, ettd virhetermikin ja# pieneksi sopivalla
korjaustermien méaaralla.

Taulukosta 3 huomataan, miten jakovilid tihentdmalld virhe j&a jo
vhdeksénteen desimaaliin, kun m = 3, ja 12 desimaaliin, kun m = 4.
Niissdkdan korjaustermien méiridn kasvattaminen ei paranna tulosta
loputtomiin, vaan korjaustermien arvot lihtevit kasvamaan vain vihin
isommilla n.

Likiarvon kasvattamiseen tarvitaan siis jakovélin tihentdmista enti-
sestidn. Valinnalla m = 10 saadaan T3y ~ 2- 10723, valinnalla m = 100
saadaan Tyo ~ 2- 1075 ja valinnalla m = 1000 saadaan Ty ~ 2- 10733,

Toisaalta jakovilin tihentyessid pienenevit korjaustermien arvotkin
isommille n, mikd mahdollistaa paremman tarkkuuden korjaustermeja
lisdamalld, ja kun on laskettu enemmén Bernoullin lukuja, ei niita tar-
vitse endd laskea uudelleen joka kerta. Jos valmiiksi lasketut luvut kel-
paavat, on tahdn tarkoitukseen julkaisuja, joissa on lueteltu useimpiin
tapauksiin riittava madra Bernoullin lukuja. Yksi tillainen on Plouffen
julkaisu “The first 498 Bernoulli Numbers” [6].

Jakovélin tihentdmisen lisdksi on siis hyva ottaa kidyttoon myos li-
sdd korjaustermejd. Valitsemalla m = 28, saadaan Tgo ~ 5 - 107°°, eli
summakaavan yhteenlaskettavat vihenivit 72 ja korjaustermit lisdan-
tyivat 15 termilld verrattuna siihen, ettd viimeinen korjaustermi olisi
ollut T3y. Selvemmin etu tulee kuitenkin esille vaadittaessa isompaa
tarkkuutta. Valitsemalla m = 84 saadaan Tgy ~ 1 - 10783, Téssd 15
korjaustermin lisédminen sidastida yli 900 yhteenlaskettavan laskemisen
summakaavassa, mikd on jo huomattava etu. Ja jos halutaan ennem-
min kdyttdd pyoreitd lukuja, saadaan valinnalla m = 100 viimeiseksi
korjaustermiksi Tgo ~ 2 - 10788,

Edell valitut korjaustermien arvot eivit suinkaan ole pienimpia ky-
seisilld muuttujan m arvoilla saatavia virherajoja, vaan ne ovat esi-
merkkejé siitd, kuinka virhe saadaan helposti riittdvin pieneksi, jos ja-
kovilien maaraa m kasvatetaan. MyShemmin huomautuksessa 5.10 joh-
detaan arvio pienimman virheen indeksin arvolle. T&ll6in, kun m = 84,
on pienin virhe indeksilli 2n ~ 528, jolloin Txes ~ 6,65 - 107231,
ja kun m = 100, saadaan pienin virhe indeksilld 2n =~ 628, jolloin
Teos ~ 1,34 - 1072™,
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Ennen kuin suoritetaan tarkempia arvioita siitd, milld indeksilla pie-
nin korjaustermi esiintyy, tarkastellaan vield yleisemmin logaritmien
laskemista Eulerin summakaavan avulla.

Oletetaan, etta x > 1. T4lloin voidaan kirjoittaa

1
(5.24) 1ogx:/ ;dt.
1

Kuten esimerkissi 5.7 on f(t) = 1 ja derivaatta f1(t) = (—1)" &5,

jolloin korjaustermien lausekkeiksi saadaan

Boph?* (1
2 Th = — -1
(5 5) 2k 2]{ ka 9

missa 0 > I% — 1 > —1. Lauseen 5.5 mukaan virhetermille saadaan

talloin seuraavan lauseen mukainen arvio.

Lause 5.8. Olkoon x > 1. Laskettaessa kaavan (5.22) avulla likiarvoa
lausekkeelle log x, sen virheelle on olemassa yliraja

Bgnh2n
2n |

~ 1 1
Rony1| < £|Ton| < =
Bania| < 51Tl < 5|

Virheen yldraja ei siis ole riippuvainen halutun logaritmin arvosta x,
vaan se pysyy samana jakovilin h pysyessi samana, talloin m luonnol-
lisesti muuttuu ja samassa suhteessa summakaavan yhteenlaskettavien
maara.

Esimerkki 5.9. Lasketaan log 10 arvo Eulerin summakaavan avulla
ja kiytetddn siind kaavaa (5.22). Valitaan h = 0,25, miké esimerkissd
5.7 vastaa tilannetta m = 4, mutta nyt m = % = 36 ja valitaan

viimeiseksi korjaustermin indeksiksi 2n = 20.

10 1
log 10 = / —dx
LT
1 1 1 1

1
=0,25|=
’ {2 * 140,25 * 1+2-0,25 et 14+35-0,25 * 2-10

10
1 B
+ E Toy, — ETzo + R,
=1

misséd kaavan (5.25) mukaan

Boph?* [ 1
Ty = 1
2k 2k \ 102k ’

ja —3|Th| < Ry < 1Tl
29



Vastaus on log 10 = 2,302585092991 4+ 0,000000000012 eli saatiin
sama tarkkuus kuin log2 tapauksessakin. Ty6td tosin jouduttiin te-
keméadn enemmén, koska summakaavan termejéi laskettiin 37 kappa-
letta, kun log 2 tapauksessa summakaavassa oli vain 5 termid. Vahan
helpotusta saadaan, kun hyviksikiytetdin integraalin laskusiintoja ja
mahdollisesti aikaisemmin laskettuja logaritmin arvoja.

101 81 101
logloz/ —dx:/ —dx—l—/ —dx
1 X 1 T s X
101 101
—10g8+/ —dx—310g2+/ —dz.
s T g X

Téssé log2 on jo tunnettu tai se on vaivattomampi laskea halutulla
tarkkuudella kuin log 10. Kun jiljelle jadneeseen integraaliin sovelle-
taan Eulerin summakaavaa, tulee korjaustermeista 75, seuraavia

T — Boph® ((2k —1)!  (2k — 1)! B Borh? 1 1
T (2k)! 102k 82k T2k \10% 8% )°
Tami supistuu nopeasti, eli kun m = 4, on Ty = 3,15 - 1071°. Otta-
malla tarkimman tdhén asti lasketun log 2 arvon ja nelja korjaustermia

10 )
fg %dx laskemiseen saadaan

log 10 = 3(0,693147180560 4 6,09 - 10~ ") + 0,223143551314 £ 2 -107*°
= 2,302585092996 + 19 - 1072,

missa integraalin virhe on niin pieni, ettei se vaikuta lopputulokseen.
Téastd huomataankinkin, ettd laskettaessa tdlld menetelmélld isom-
pia logaritmeja virhe suppenee huomattavan nopeasti verrattuna esi-
merkiksi log 2 laskemiseen. Integraalin f810 % dx virhe on pieni verrattu-
na aikaisemmin laskettuun log 2 virheeseen, ja jos lasketaan esimerkiksi
log 1025 = 3log 10+f110%205 1 dz, niin dsken lasketun log 10 virhe, joka oli
+21-107'2, kolminkertaistuu. Mutta integraalin virhe arvollam = 1 (eli
ilman jakoa) on jo neljinnen korjaustermin kohdalla Ry = #+5,7-10717.
Hyvin suuri merkitys on sillikin, miten logaritmi jaetaan osiin. Jos
lasketaan log 9000 = 3log 10 + f%%%o % dx, vaatii integraalin virheen ku-
rissapitdminen riittavan tihedn jakovilin, mikd taas lisid summakaavan
laskettavien maarda. Jos h = 100 eli m = 40 saadaan 15 korjauster-
milli £107! luokkaa oleva virhe. Toisaalta sama logaritmi voidaan
ilmaista myos muodossa log 9000 = 13log2 + fSQI%OQO % dr on integraa-
lin virhe luokkaa 1,5 - 10716 jo neljilla korjaustermilld, kun m = 4. Eli
supistamalla integroitavaa aluetta pienemméksi saadaan pienemmaélla

vaivalla haluttu tarkkuus.

Huomautus 5.10. Edelld paras tarkkuus on 16ydetty haarukoimalla
ja kokeilemalla. Ja jos riittavaa tarkkuutta ei saavuteta, pitaa valita ti-

hedmpi jako. Tyotd helpottaa huomattavasti, kun tiedetddn etukiteen,
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milld arvolla termi 75, saa pienimmé&n arvonsa. Luonnollisesti timé
Tn
pienin arvo saavutetaan silloin, kun suhde | 5 | on liahelld ykkosta.

Arvioidaan esimerkin 5.9 kaltaista mtegraaha fa ;dm, 1 <a<hb
Télloin korjaustermin itseisarvot ovat muotoa

By b [ 1 1
Ty| = — - —
| 2 | ‘ mn (b2n a2n)

ja tasta saadaan

o0

par Qn—DIP S 1 (1 1
T T 91 Z r2n \g2n — p2n
k=1

(2n—1)!p2" 1
|T2n| o 22n 171.2” k 1 k2n (a2n bz_n)
T (@2ntED)A2nt2 oo 1 1 1\
|T2”+2‘ 22n+12n 12 k=1 k2n+2 ( Itz b2n+2)

Téssd esiintyville sarjoille pitee 1 < Y 77, kgn% < >y k% < 2 ja

indeksin 2n kasvaessa molemmat ovat hyvin ldhelld toisiaan ja ykkosta,
joten tehdain pyoristys ja supistetaan ne pois. Lisidksi sieventamalla
saadaan
2271'2 b2n _ a2n
~ (ab)? .
2n(2n + 1)h? h2nt2 — g2n+2

Jos a ja b ovat ldhelld toisiaan, supistuvat korjaustermitkin nopeasti,
joten oletetaan siis lisiksi, etti a << b. Tilldin termien a®" ja a?"*2
vaikutus on hyvin pieni ja lisdksi keskendin yhdensuuntainen, joten ne
voidaan jattdd arviosta pois ja saadaan

22 2n 2.2
Thy, 2°m 5 b 2°m 9

T2n+2

TQn

T2n+2

~ onn + DY e = s 1 R

Top

Ratkaistaan téstd, milld indeksin 2n arvolla ‘ ~ 1, jolloin positii-

viseksi ratkaisuksi saadaan

227242
—1+4/14+4555%  9x4
2n ~ ~ ,
2 h
missd termit —1 ja 1 on arvioitu muihin verrattuna pieniksi ja lisdksi
niiden vaikutukset osittain kumoavat toisensa.

Edelldolevasta tarkastelusta saadaan suuntaa-antava approksimaatio
sille, milld indeksin 2n arvolla |T5,| on pieni.

2
(5.26) 2n ~ %a = 2mam.

Verrataan tdtd tapauksiin, jotka jo tiedetdén esimerkistd 5.7. Aloi-
tuspiste a = 1.Kun m = 1, saadaan kaavalla (5.26) tulos 2n =~ 6,2
ja taulukon 2 mukaan pienin korjaustermi saadaan indeksilld 2n = 6.
Vastaavasti, kun m = 4, saadaan kaavalla (5.26) tulos 2n ~ 25,1 ja
taulukon 3 mukaan pienin korjaustermi tulee indeksilla 26. Eli arvio
pitdd hyvin paikkansa.

Esimerkin 5.9 tapauksessa integraalin f810 % dx pienin korjaustermi

saadaan kaavan (5.26) mukaan vasta indeksilla 2n = 201,06 ~ 202.
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Plouffen julkaisusta [6] saadaan tarvittavat Bernoullin luvut, joiden
avulla korjaustermeisti saadaan Rogo & 8,52-107%, Roge ~ 8,46-10~%
ja Rogs =~ 8,57 - 1078, Arvio pitdd siis paikkansa téssikin tapauksessa,
joskaan ei olisi ollut suuri yllatys, jos pienin arvo olisikin ollut indeksilla
2n = 200, koska pienimmén indeksin arvio oli niin lahelld pyoristyi
alaspéin ja kaava (5.26) antaa kuitenkin vain arvion.

Véahan hankalampi on laskea esimerkin 5.7 viimeisid pienimpié vir-
heitd. Tapauksessa m = 84, saadaan pienimméan virheen indeksiksi
2n =~ 2n84 = 527,8 ~ 528. Koska Bsog €i ole tiedossa, pitdé se laskea
tai arvioida, jolloin voimme kédyttaa kaavaa (3.6)

B N 73 | RN, |
Bon = (=1) 92n—1,2n Z E2n”
k=1

Koska 2n = 528 on iso, voidaan arvioida heti, ettd > -, k%” ~ 1.
Sen sijaan kertoma 528! on normaalikeinoilla mahdoton laskea, mut-

ta voimme kiyttdd siihen Stirlingin kaavaa k! = (%) V2rk. Lisdksi
etumerkilld ei ole valid, kun arvioinnin kohteena on virheen itseisarvo,
joten saamme vahan siistimmaéan kaavan

()" \/3m2n

| Bon| & 92n—1,2n

Sijoittamalla tdma virheen itseisarvon kaavaan saadaan

1 1 | By, h?" 1 1
n 22n 12n

| Ron| = §\T2n| =5
2n 27L\/27r2n n
- 1% \/271’2% ( 2n )2

2
T2 opm2n - 2n 2mme

Tihén sijoittamalla 2n = 528 ja m = 84 saadaan | Rsos| ~ 6,646-10231.
Vastaavasti saadaan |Rsgs| ~ 6,678 - 107231 ja |Rsg0| &~ 6,664 - 10231
Eli pienin arvo todella saadaan indeksilla 528.

Tapauksessa m = 100 arvio pienimmén virheen indeksiksi on vas-
taavasti 2n =~ 27100 = 628,3 ~ 628. Sijoittamalla virheen kaavaan
2n = 628 ja m = 100 saadaan |Rgps| =~ 1,333 - 1072™. Vertailukohdiksi
saadaan |Res| ~ 1,341 - 10727 ja |Rgso| ~ 1,334 - 10727, Eli téssikin
tapauksessa pienin arvo saadaan siis indeksilld 628, miki ei sindlldéin
ole yllatys, koska arvion johdossa tehdyt likimaaraistykset toimivat sita
paremmin, mitd isompi m on.
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6. EULER-MACLAURININ SUMMAKAAVA SUMMIEN LASKEMISESSA

Euler on kehittényt ja kdyttinyt summakaavaa (5.18) nimenomaan
summien laskemista varten, jolloin siitd on muokattava hieman erilai-
nen versio (vrt. Hairer [3|[s. 160 — 162|). Integraalien laskemiseen kéy-
tetty versio on

b m—1
/a flz)dz =h [%f(a) + > fla+kh) + %f(a + mh)

k=0

- Z T, + Roper,

k=1
missa

szh%
(2k)!
h [ e

@/o FY () pon () dt.

Tarkastellaan erikoistapausta h = 1, jolloin on oltava a + m = b.
Téydentdmilla summalauseketta siten, ettd termi f(a + mh) tulee ko-
konaiseksi ja siirtdmélla f(a) pois summasta, saadaan

b m n
[ Fe)dn =3 flat k) = 550) = F(@)] = - Tt Ran,

k=1

To, = [f{%—l}(b) _ f{zkfl}(a)} ia

R2n+1 -

josta ratkaisemalla > f(a + jh) saadaan seuraava lause.

Lause 6.1 (Euler-MacLaurinin summakaava, summien laskemiseen).
Olkoon f(x) jatkuva ja silld on jatkuvat derivaatat 2n-kertalukuun asti
suljetulla valilla [a,b]. Olkoon lisiksi m = b — a kokonaisluku. TallGin

6.1 Yo fla+ k)= [ f)dot 5000 - F@)+ Y T~ Raver
k=1 a k=1

missa
Ty = (le; [f{% () — f{2k—1}<a>] ja
1 1
_ L[ pen
Hane = (2n)! /0 FEM (t)pan (t) dt.

Huomautus 6.2. Summien laskemiseen tarkoitetusta summakaavas-
takin on kdytossd eri muotoja. Lindelof [5|[s. 395] esittelee muodon,
jossa h on mukana ja f(a) on my6s lisitty summaan mukaan, jolloin
kaava saa muodon

ZfaJrkh /f dx+ [f(a) hZTQk Rzn+1
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Luonnollisesti tdma versio on monikdyttoisempi siind mielessa, etti
summanlisiyksen ei tarvitse olla kokonaisluku, joskin tAmé asia on hel-
posti hoidettavissa myos kaavassa (6.1).

Toinen ero, miké taas on hieman kaavan (6.1) eduksi nékyy lasku-
lausekkeiden muodostamisessa, kuten lausekkeessa (6.4). Kun summan
siséltd on otettu ensin osa termeistd pois, on kaavassa (6.4) viimeinen
summalausekkeesta eteen siirretty termi f(a) ja samalla summakaavan
alaraja on a, eikd a + h, kuten Lindeldfin esityksessa.

Seuraavaksi kokeillaan summakaavan kiyttoda. Kaava (6.1) on erityi-
sen kiyttokelpoinen esimerkiksi harmonisen sarjan osasummien laske-
misessa. (Vrt. Hairer [3][s. 161].)

Esimerkki 6.3. Lasketaan summa S(1000000) = 1+3+3+. . .+ 1550505
Kaavan (6.1) avulla saadaan

1000000 999999 1

$(1000000) Z - = —

1+

1000000 1 1 1 n
=1 - d —_ Ty, — Ray
+/1 v {1000000 1] +Z 2k 7 Tt

1
2
=1+1logl Ty —
+ log 1000000 + = [1000000 }—I—Z ok — Ront1,

missé siis a = 1 ja b = 1000000. Kasiteltavé funktio on f(z) = %, joten
FUHE) = (=D)F 5 Ja

By (11 B 1
6.2 To, = — —— | = 1— _
(6.2) * 7 ok <a2k b%) 2k ( 10000002k)

Virhearviointi saadaan lauseen 5.5 avulla, joten laskukaava saadaan
muotoon

(6.3) $(1000000) = 1 + log 1000000 + ! 1
‘ - ST 2 | 1000000

n 1 ~
+ Z Tor — §T2n + Ront1,
=2

missa |R2n+1‘ < %‘Tgn’
Tulokset ovat taulukossa 4 ja ne eivit ole kovinkaan tarkkoja. Pa-
ras virhe 0,001984 on huomattavasti isompi kuin viimeinen summan

.
mukaanotettava termi 1550005 -
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a=1

Ei korj. | 14,315511

2n =2 | 14,357178 £ 0,041667
2n =4 | 14,394678 + 0,004167
2n =6 | 14,392495 + 0,001985
2n =8 | 14,392396 + 0,002084
2n =10 | 14,394101 £ 0,003788
2n =12 | 14,387342 £ 0,010547
2n =14 | 14,418462 £ 0,041667
TAULUKKO 4. Summan S(1000000) likiarvoja virhei-
neen, kun a = 1. Lihavoituna desimaalinumerot, joiden
virhe on alle 1 numeron. Virheet pyoristetty ylospain.

Tarkastelemalla korjaustermien kaavaa (6.2) huomataan, ettd ainoa
keino tarkkuuden parantamiseen on kasvattaa vakiota a. Talloin kaa-
vasta (6.3) saadaan

1 1 999999
4 =1+ 4=
(6.4)  S(1000000) =1+ 5 + 5 + .. + + Z 1+g

a 1 /1000000 1 1 |: 1 1:|
i [ e [
=t a a 2 1000000 a
- 1
+ Z Ty — §T2n + Ry
k=2

~ 1 1 1 1
=3 +logl -1 e
Z::a +10g 1000000 — log a + 5 {1000000 CJ

Z ok — _T2n + Ropt1
=

missé Ty, = B;?f (= — too00057 ) J2 | Rant1| < 5|Tonl-

Taulukkoihin 5 ja 6 on laskettu lukuarvot virheineen, kun on valittu
a=>5jaa=10.

Periaatteessa siis melko helposti saadaan laskettua jo tarkempia ar-
voja, mihin laskimet tai taulukkolaskentaohjelmat pystyvit, miki on
yleensd enintddn 12 tai 15 merkitsevid numeroa. Virheiden suuruus-
luokkia pystytdan kuitenkin laskemaan, vaikka merkitsevien numeroi-
den madrd olisikin néin rajoitettu. Talla tavalla on helposti selvitet-
tavissd milla muuttujan a arvolla kannattaa laskea ja kuinka monta
virhetermié tarvitaan, jotta padstiisiin haluttuun tarkkuuteen. Lisak-

si tatdkin haarukointia auttaa huomautuksen 5.10 kaavaa, joka kertoo,
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a=2>5

10
12
14
16
18

20

14,3894064789

14,3910731455301 4+ 1,67 - 103
14,3927331455301 + 6,67 - 1076
14,3927266058476 4+ 1,27 - 1077
14,3927267274983 + 5,34 - 10~
14,3927267225529 + 3,88 - 1010
14,3927267228976 + 4,32 - 107!
14,3927267228612 + 6,83 - 10712
14,3927267228666 + 1,46 - 10~ 12
14,3927267228655 + 4,01 - 10713
14,3927267228658 + 1,39 - 10713

TAULUKKO
neen, kun a
virhe on alle

5. Summan S(1000000) likiarvoja virhei-
= 5. Lihavoituna desimaalinumerot, joiden
1 numeron. Virheet pyoristetty ylospéain.

a=10

10
12
14
16
18
20

14,3894064789

14,3923108856051 + 4,17 - 10~*
14,3927271356051 + 4,17 - 1077
14,3927267209225 41,99 - 107°
14,3927267228858 + 2,09 - 10~
14,3927267228654 + 3,79 - 10713
14,3927267228657 + 1,06 - 1014
14,3927267228657 + 4,17 - 10716
14,3927267228657 + 2,22 - 10717
14,3927267228657 + 1,53 - 10718
14,3927267228657 + 1,33 - 10~

TAULUKKO 6. Summan S(1000000) likiarvoja virhei-
neen, kun a = 10. Lihavoituna desimaalinumerot, joiden

virhe on alle

ettd pienimmaén virheen indeksi 2n ~ 27a. Lopullinen laskutoimitus pi-
tda sitten tehda késin tai tietokoneohjelmilla, joilla pystyy laskemaan

1 numeron. Virheet pyoristetty ylospéain.

riittavalla tarkkuudella.

Lopuksi lasketaan vield likiarvo Eulerin vakiolle ja kiytetddn siiné
Euler-MacLaurinin summakaavoja. Esimerkissd 6.4 noudatetaan Eu-
lerin esimerkkid (Vrt. Hairer [3|[s. 168.]) ja esimerkissd 6.5 lasketaan

Eulerin vakion arvo 20 desimaalin tarkkuudella.
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Esimerkki 6.4 (Eulerin vakion laskeminen). Eulerin vakio on mééri-
telty raja-arvona

"1
= lim 7, = lim (E —,—logn) )
n—oo n—0o0 7
i=1

Suppenemista varten tarkastellaan termié

1 ] 1 il
= - —logn+1)= - — —dt,
Tr =5 ~loglnt 1) =35 i
i=1 i=1
missd —— < f"H Ltd < L. Merkitsemalld Vil = Yn + Gni1, saadaan
|1 < |nJr1 -1 = n21+n - ja majoranttiperiaatteen perusteella

tiedetéén, ettd jono (7, ) suppenee kohti arvoa ~, koska > n—12 suppenee.
Kaavan (6.1) avulla saadaan

YRS TATERPS v

= n+1
1/1 1
= logm — logn + 3 (E — —) +ZT2k + Ro1,

P B 1 1
missa TQk = 2—2]: (nﬁ — m) .

Talloin v, on esitettavissd muodossa

Hairer on valinnut Eulerin esimerkkid noudattaen [ = 4. Liséksj vir-
hearviossa voidaan kayttda lausetta 5.5 jolloin Ry, = —%Tzl + Royy1,

missé |Ry11]| < %|T21|. Laskukaava saa tilloin muodon

4

Boy 1 By =
7= Z——logn——+z2kn2k—§8 s T R,

1 1
—_—

missi |Ro| < 1 slax = son
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Likiarvon laskemista varten valitaan n = 10, kuten Hairerkin on
Eulerin alkuperiistad esimerkkid noudattaen valinnut. T&ll6in

1 1
=N 2 Clog10— —
" ;z 8 20
+ L L + L ! +R
12-102  120-10% ' 252-106 240-10% @

missil | Ry| < pgoggs ~ 2,1 - 107!L. Hairer on tehnyt paremman virhear-
vion, mutta siihen on kaytetty tietoa |po(z)| < 0,04756, kun x € [0, 1]
minké laskeminen itsessdédn on tyolasta ja helpommalla péisee, jos ot-
taa laskuun mukaan vaikka yhden korjaustermin enemmaén. Luonnolli-
sesti log 10 on laskettavissa esimerkin 5.9 tapaan halutulla tarkkuudel-
la.

Lopputulokseksi saadaan v = 0,5772156649216 & 2,08 - 10~

Esimerkki 6.5. Lasketaan Eulerin vakion arvo 20 desimaalin tarkkuu-
della. Tata varten tarkastellaan ensin, milld arvoilla mitidkin kannattaa
lahted laskemaan. Edellisen erimerkin mukaan Eulerin vakion saa las-
kettua kaavalla

l

1 1 Bog 1 By _
6.5 =S Clogn— — _ = R
(6.5) " 21 ;s T o ; Skn?k  29ppd TR

missi |Ros1| < | Tw| = |4sz51~ Laskimella kokeilemalla eri arvoilla
voidaan todeta, ettd mielekds n voisi olla luokkaa 10 — 20 ja [ tulee
luonnollisesti sovittaa sithen sopivaksi.

Koska tarkkuudeksi halutaan 20 desimaalia, pitdd huomioida myos,
ettd logn pitdd laskea késin, silla laskimella ei padsta riittdvadn tark-
kuuteen. Esimerkissd 5.7 on kiyty ldpi, miten log 2 lasketaan ja esimer-
kiksi log 10 laskemiseen tarvitsee ndhd& jo paljon enemmén vaivaa, jo-
ten logaritmin laskemisen takia valitaan n = 16, jolloin log 16 = 4 log 2.

Lasketaan ensin log 2 riittdvilla tarkkuudella. Aikaisemmin on kdy-
tetty kaavaa (5.23), jota voidaan kidyttdd téssikin.

(66) log2—h|i4+— 4 4.4 ! 1

. O = — D E—— —

& 2 1+h  1+2h 1+ (m—1h 4
ngth 1 ~

Bglh2

missé | Ry, | < 2]T21] = |22 (57 — 1) | kertoo virherajat.

Valinnalla m = 10 eli h = 0,1 on 1T ~ 1,8 - 107, mutta koska
virhekin tullaan kertomaan vield neljilla ja jotakin virhemahdollisuuk-
sia pitdd jattdd vield kaavan (6.5) virheellekin, valitaan 2] = 26, jolloin
virhetermiksi tulee R}, ~ 2,7 - 10722,
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Niilld valinnoilla kaavan (6.6) puolisuunnikasosasta saadaan arvo
0,693771403175427943229801, korjaustermien summaksi saadaan puo-
lestaan —0,000624222615482633812376 ja lopputulokseksi virheineen
log 2 = 0,693147180559945309417425 + 2,74 - 10722, Kertomalla timi
neljilla saadaan log 16 = 2,77258872223978123766971 4= 1,10 - 10721,

Tamaén jalkeen voidaan laskea kaavan (6.5) harmonisen summan osa-
summa Zzlil % = 3,380728993228993228993229 £ 5 - 10~2*, jonka virhe
on saatu maksimivirheena sille, ettd kisin laskiessa summassa on viisi
paattymatonti desimaalilukua, jotka on katkaistu 24:nnen desimaalin
jilkeen. Paattymattomid desimaalilukuja tulisi helposti enemménkin,
mutta esimerkiksi %—i—% = 0,5, jolloin kahdesta padttyméattomasta desi-
maaliluvusta tulee yksi padttyvi. Naiden lisdksi lasketaan vield lyhyt,
mutta helposti unohtuva termi % = ﬁ = 0,03125, miki on tarkka
arvo.

Kun kaikki muu on laskettu, lasketaan vield kaavan (6.5) korjauster-
mien summa ja virhe. Valinnalla 2/ = 18 saadaan korjaustermien sum-
maksi 0,00032539391232086928191 ja virherajoiksi Rjg = +3,23- 10722

Lopuksi kaikkien néiden sijoitus kaavaan (6.5) antaa

v =0,57721566490153286060543 + 1,424 - 10~2*,

Tummennus kertoo desimaalit, joiden virhe on alle 1 numeroa, joten
likiarvo on haluttu 20 desimaalia. Tulos on kuitenkin siind mielessa
harmillinen, ettei siitd tieda pyoristyyko 20. desimaali ylospéin vai ei,
joten sen varmistamiseksi lasketaan tulos virheineen vield hieman tar-
kemmin.

Suurin virhelihde on tuloksen log 16 virhe eli kidytdnnossa tulok-
sen log2 virhe. Ottamalla tdh&n tulokseen mukaan kaksi korjauster-
mié lisid saadaan virheeksi 1,00263 - 10723 ja edelleen log 16 virheek-
si 4,01054 - 10723, Luonnollisesti log 2 edelliseen tulokseen pitid lisiti
my6s aikaisemman virheen puolittamistermi %TQG, jolloin kaikenkaikki-
aan pitaa lisita termit %T o6 + Tog + %T 30. Korjauksien jilkeen saadaan
tulos log 2 = 0,693147180559945309417238400 £ 1,00263 - 10~23 ja edel-
leen log 16 = 2,772588722239781237668953600 =& 4,01054 - 1023, Kun
aikaisempi log 16 tulos virheineen korvataan uudella saadaan Eulerin
vakioksi hieman tarkempi tulos

v =0,57721566490153286060618 + 3,69 - 10722,

Téasté tuloksesta ndhdéadn, ettd 20. desimaali pyoristettiisiin ylospéin,
jos se olisi viimeinen mukaanotettava desimaali. Jos taas tulos pyoris-
tettéisiin virheen perusteella, olisi viimeinen mukaanotettava desimaali
21. desimaali ja se pyoristyisi numeroon 6, vaikka periaatteessa virhe
antaisi mahdollisuuden siihenkin, ettd se voisi olla 5.
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