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Tama tutkielma tarkastelee matematiikan yliopisto-opetusta erityisesti ra-
dikaalin konstruktivismin epistemologian nakokulmasta. Tutkielman mate-
maattinen osa kasittelee verkkoteoriaa ja tutkielman keskeisin tulos on Eu-
lerin toinen kaava. Pedagogisena pyrkimyksené on korostaa konkreettisten
esimerkkien ja havainnollistusten merkitysta abstraktien kasitteiden ymmar-
tdmisessd. Tama ilmenee tutkielmassa muiden muassa verkkojen ja Suomen
kartalle piirrettyjen tieverkkojen vélisenéd rinnastuksena. Tutkielman lopus-
sa esitellaan opetuskokeilu, joka toteutettiin Jyvéskylan yliopiston Johdatus
diskreettiin matematitkkaan -kurssilla. Opetuskokeilussa sovellettiin radikaa-
lia konstruktivismia ja Kolbin oppimisen kehaé kayténnon opetustilanteessa.
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Johdanto

Taméan tutkielman epistemologiseksi lahtokohdaksi on otettu radikaalin kon-
struktivismin tietokésitys. Tahén epistemologiaan lukijaa johdatellaan ensin
konstruktivistisen tietokésityksen kautta. Konstruktivistinen oppimisteoria
on 1900-luvulla muotoutunut tietokésitys, jossa korostetaan yksilon aktiivis-
ta roolia oppimisprosessissa. Témaéan késityksen mukaan tietoa ei voida suo-
raan kaataa oppijan pdahan, vaan oppiminen vaatii oppijan aktiivista tiedon
omaksumista. Tieto rakentuu yksilon kokemusten pohjalta muodostuneiden
aiempien tietokésitysten, eli konstruktioiden, varaan [23].

Radikaalin konstruktivismin tarjoama tulkinta tiedon ja todellisuuden
vélisesta suhteesta poikkeaa radikaalisti perinteisempien epistemologioiden
tarjoamista tulkinnoista. Radikaalin konstruktivismin mukaan kahdesta eri
todellisuuden tulkinnasta kumpikin voi sopia ristiriidattomasti ymparoivaan
todellisuuteen, eika kummankaan voida empiirisesti todistaa olevan risti-
riidassa vallitsevan todellisuuden kanssa. Radikaalin konstruktivismin luo-
ja Ernst von Glasersfeld on havainnollistanut tata ajatusta avaimen ja lukon
avulla, jossa erilaisia todellisuuden tulkintoja verrataan avaimeen ja ympéaroi-
vaa todellisuutta lukkoon. Samaan lukkoon voi sopia monia erilaisia avaimia
ja nain ollen voidaan ajatella, ettd sopivuus on avaimen ominaisuus, ei lukon
[8, 23]. Radikaali konstruktivismi on matematiikan opetuksen nakokulmasta
keskeinen oppimisteoria, silld se ohjaa opettajaa suunnittelemaan opetusta
oppijoiden konstruktioista lahtoisin omien konstruktioidensa sijaan.

Taman tutkielman matemaattinen osio alkaa luvusta 5, jossa lukijaa joh-
datellaan verkkoteorian alkeisiin. Pedagogisen osion ajatuksia on pyritty tuo-
maan osaksi tutkielman matemaattista osiota rinnastamalla verkot Suomen
kartalle piirrettyihin tieverkkoihin luvuissa 5-10. Tamén tarkoituksena on ol-
lut ilmentéa sita, kuinka matematiikan oppimateriaalissa voitaisiin kuljettaa
abstraktia ja konkreettista tasoa rinnakkain. Luvussa 6 kéasitellaédn yksinker-
taisinta esimerkkia yhtenéisisté verkoista, eli puita. Tutkielman paatulokse-
na toimivan Eulerin toisen kaavan kannalta keskeista luvussa 6 on puiden
karakterisaatiolauseen 6.6 kohdan d) identiteetti, jonka voidaan ajatella vas-
taavan Eulerin kaavaa puille. Luku 7 tarjoaa topologisia tyokaluja tutkielman
matemaattisesta nakokulmasta kaikkein keskeisimmille luvuille 9-11. Eule-
rin toisen kaavan 11.4 todistus pohjautuu lahteisiin [0, 25], joista molemmat
nojaavat Youngsin vuonna 1963 todistamaan verkkojen minimaalisia upo-
tuksia koskevaan lauseeseen, jota ei tdssd tutkielmassa tai ldhteissa [0, 27]
ole todistettu.



1 Konstruktivismi

Konstruktivistisessa epistemologiassa ajatellaan, etté tietoa ei voida sellaise-
naan valittaa yksilolle, vaan tiedon omaksuminen edellyttaa yksilon aktiivista
tiedon muodostamista [23]. Konstruktivistisen tietokésityksen mukaan yksi-
lon tieto rakentuu tdmén kokemusten pohjalta muodostuneiden tietoraken-
teiden, eli konstruktioiden, varaan. Koska jokainen rakentaa tietoa omien
henkilokohtaisten kokemuksiensa pohjalta ja tulkitsee uutta tietoa omien tie-
tokonstruktioidensa perusteella, niin voidaan ajatella, ettei ole olemassa tie-
tajastd riippumatonta objektiivista heijastumaa maailmasta [23].

Tarkasteltaessa oppimista konstruktivismin nakokulmasta, keskeistd on
oppijan aktiivinen rooli oppimisprosessissa. Lisdksi opetuksessa ja sen suun-
nittelussa tulisi huomioida oppijoiden erilaiset ja toisistaan poikkeavat ko-
kemuspohjat ja tietokonstruktiot. Erityisesti opettajan tulee véilttda opetta-
mista omien tietokasitystenséd pohjalta, koska ne eivit tavanomaisesti vastaa
oppijoiden kasityksia. Tasta johtuen oppijat eivat pysty rakentamaan uutta
tietoa kuulemansa pohjalta, jos heidén konstruktionsa poikkeavat liikaa opet-
tajan tietorakenteista. Oppijan virheellisten konstruktioiden tyrmaémisen si-
jaan opettajan tulisi ensisijaisesti pyrkia tuomaan nakyvéksi konstruktioiden
pohjalta rakentuvien ajatusmallien ristiriitaisuuksia. Esimerkiksi matematii-
kan opetuksessa oppijoiden konstruktioita voidaan haastaa esittamalla oppi-
joiden kasitysten kanssa ristiriidassa olevia vastaesimerkkejé, jotka tarjoavat
oppijoille mahdollisuuden reflektoida omia késityksidan suhteessa vastaesi-
merkkeihin [14, s. 22]. Reflektoinnin pohjalta tehtyjen havaintojen perus-
teella oppija pystyy itse aktiivisesti lahted korjaamaan virheellisia ajatus-
mallejaan. Téssé prosessissa on hyodyllistd myos se, jos oppijoille tarjoutuu
mahdollisuuksia verrata omia tietokésityksidan kanssaoppijoidensa késityk-
siin. Tata voidaan edistaéd esimerkiksi ryhmétyoskentelyn, vertaisopetuksen
ja -arvioinnin avulla [10].

Toinen keskeinen nakokulma konstruktivistislahtoisen opetuksen suunnit-
telussa on, ettd oppijan uusien konstruktioiden muodostaminen on vaikeaa,
jos pohjana toimivat aikaisemmat konstruktiot ovat ristiriitaisia ja huonos-
ti strukturoituja. Jos esimerkiksi oppijalla on merkittavia haasteita koko-
naislukulaskutoimituksissa, niin my6s muuttujilla tehtyjen laskutoimitusten
laskemisessa tulee oletettavasti vastaan haasteita aikaisempien virhekéasityk-
sien heijastuessa myos uusiin kasitteisiin. Taman vuoksi oppitunteja suun-
niteltaessa ja toteutettaessa on tarkeda tuoda nakyvaksi aiemmin opittujen
asioiden ja niiden pohjalta muodostuvien absrtaktimpien kéasitteiden véli-
set yhteydet ja riippuvuudet. Téata yhteytta voidaan yllapitda ja huomioida
kuljettamalla abstraktia teoriaa ja konkreettisia tosielaméan esimerkkejé rin-
nakkain. Erityisesti matematiikan opetuksessa myos kuvien avulla voidaan



edistaéd abstraktien késitteiden konkreettista hahmottamista.

Konstruktivistiseen ajatteluun pohjautuvan opetuksen kolmantena nako-
kulmana voidaan pitda sitd, ettd opittavan aiheen ymparille muodostuvil-
la merkityksillé tuetaan oppijan aktiivista osallistumista oppimisprosessissa.
Matematiikan absrakteista késitteista voidaan tehda oppijoille merkitykselli-
sié esimerkiksi rinnastamalla ne konkreettisiin esimerkkeihin, joille pystytaan
loytaméaan kdytannon elaméan sovelluksia. Hyvin usein juuri tdménkaltaiset
esimerkit puuttuvat matematiikan yliopisto-opetuksesta, vaikka juuri niilla
saataisiin lisdttya oppijoiden opittavaa aihetta kohtaan tuntemaa merkityk-
sellisyyden ja omakohtaisuuden tunnetta. Opiskeltavien késitteiden merki-
tyksellisyyden korostaminen opetuksessa on erityisen tarkead, koska sen on
huomattu lisddvan oppijoiden opiskelumotivaatiota [18].

2 Konstruktivismin historia

Konstruktivistinen oppimisteoria syntyi 1900-luvulla sveitsilaisen psykologin
Jean Piaget’'n (1896-1980) kognitiivisen kehityksen ja venéldisen psyko-
login Lev Vygotskyn (1896-1934) sosiaalisen konstruktivismin teorioiden
pohjalta. Teorian syntyyn ja leviamiseen vaikuttivat keskeisesti myos esimer-
kiksi yhdysvaltalaisen filosofin ja psykologin John Deweyn (1859-1952) ja
ranskalaisen filosofin Jean-Jacques Rousseaun (1712-1778) ajatukset. Kon-
struktivistisella oppimisteorialla on ollut hyvin merkittavé rooli ldnsimaisen
koulutuksen kehityksessa 1900-luvun lopusta alkaen. Esimerkiksi Maria Mon-
tessorin, Jerome Brunerin, Paulo Freiren, Donald Schoénin, David Kolbin ja
Jack Mezirowin voidaan ajatella monien muiden ajattelijoiden ohella jakavan
useita konstruktivistisen oppimisteorian haaran ajatuksia.

Piaget'n kongnitiivisen kehityksen teorian perustana toimi hanen kiinnos-
tuksensa lapsen kehitykseen ja tapaan oppia ja ajatella. Lisdksi hanta kiin-
nostivat myo6s lasten ja aikuisten ajattelussa ilmenevat eroavaisuudet. Hé-
nen teoriansa mukaan lapsen oppimisen edellytyksena voidaan pitaéd lapsen
vuorovaikutusta ympéristonsa kanssa. Pelkén lapsen ja ympariston valisen
vuorovaikutussuhteen muodostumisen ei voida kuitenkaan katsota johtavan
viela oppimiseen. Taman lisdksi oppiminen edellyttad myos, ettd lapsi ky-
kenee muodostamaan merkityksia ymparistostd saamiensa kokemuksien pe-
rusteella. Naiden merkityksien pohjalta lapsi rakentaa eli konstruoi tietoa.
Konstruktivistisen oppimisteorian kannalta Piaget'n ajattelun yhtenéa kes-
keisimpéna késitteena voidaan pitda skeemaa, jolla tarkoitetaan yksilon ké-
sitteiden ideoihin yhdistettyjd mielen sisdisia malleja [2, s. 43], [23, s. 41].

Piaget’n nakemyksen mukaan ihmisen mieli pyrkii alati tasapainotilaan,



jossa yksilo kykenee selittdmadn ymparistossdan tapahtuvia ilmioita senhet-
kisten skeemojensa pohjalta. Jos yksilolle tulee vastaan tilanne, jossa hanen
skeemansa eivit riittdvan hyvin pysty selittdméadn ympariston tapahtumia,
haluttu tasapainotila jarkkyy. Télloin yksilon kognition sanotaan ajautuvan
niin kutsutun kognitiivisen konfliktin seurauksena tasapainottomuu-
den tilaan. Téllaiseen tilaan jouduttuaan ihmisen mieli pyrkii korjaamaan
ja muovaamaan skeemarakenteita paastikseen takaisin tasapainotilaan. Pia-
get luokitteli skeemojen korjauksen ja mukauttamisen kahteen kognitiiviseen
prosessiin, joita hin kutsui assimilaatioksi ja akkomodaatioksi. Assimi-
laatiossa yksilo tdsmentaa tai laajentaa jo olemassa olevaa skeemaansa. Esi-
merkiksi, jos yksilolla on olemassa linnun skeema ja hén kohtaa uuden lintu-
lajin, niin hén voi laajentaa olemassa olevaa linnun skeemaansa sisaistamall&
my0s kohtaamansa lintulajin osaksi tatd skeemaa. Akkomodaatiossa yksilo
luo taysin uuden skeeman kohtaamansa ilmion selittamiseksi. Esimerkiksi,
jos yksilo nékee taivaalla lentokoneen, vaikka molemmissa on yhtélaisyyksia,
niin ei lentokonetta voi sisallytta assimilaatiolla linnun skeemaan. Téll6in
yksil6 joutuu luomaan téysin uuden lentokoneen skeeman [2, s. 43].
Kognitiivisen kehityksen teoriassa Piaget myos luokitteli lapsen kehityk-
sen eri tasoihin heidan ikdnsa mukaan. Tamaéan ajatuksen nidkokulmasta lap-
sen kognitiiviset ominaisuudet kehittyvat vaiheittain idn myota. Kehitys ta-
pahtuu siirtymallé tasolta seuraavalle, kun ymmérrys laajentuu ja edellisen
tason konstruktiot ovat riittavéan kehittyneita. Lasten ja aikuisten kognitii-
visten ominaisuuksien valisten eroavaisuuksien seurauksena voidaan ajatella,
ettd he tulkitsevat ympéaroivaa maailmaa eri lahtokohdista. Jos esimerkiksi
lapselle ja aikuiselle annetaan rengas ja késketdén heitd pujottamaan kyné
renkaan l4pi, niin aikuinen pujottaa todennékoisemmin kynan kokonaan ren-
kaan lapi, kun lapsi puolestaan jattaéd todennakoisemmin kynén puolitiehen.

Aikuisen ratkaisu Lapsen raktaisu

>

Kuva 2.1: Kyna-rengas -esimerkki.

Taman kaltaisessa esimerkissé seké aikuisen etta lapsen ratkaisut voivat



olla taysin ristiriidattomia heidan sisdisten malliensa kanssa, mista johtuen
kumpaakaan ratkaisua ei voida pitdd enemmén oikeana tai vadrdna, vaan
kyse on merkityksien erilaisesta tulkinnasta. Jos Piaget'n ajattelua halutaan
laajentaa myos lapsuuden jilkeiseen oppimiseen, niin voidaan ajatella, etté
yksilon kognitiivinen kehitys ja oppiminen jatkuu lapi eldmén. Tasta ndkokul-
masta katsottuna myos esimerkiksi korkeakouluopiskelijoiden ja -opettajien
skeemat ja tulkinnat voivat perustellusti poiketa toisistaan.

Lev Vygotskyn konstruktivistisessa ajattelussa korostuu sosiaalisen vuo-
rovaikutuksen merkitys oppimisprosessissa ja tiedon rakentamisessa. Hanen
mukaansa yksilon kognitiivista toimintaa ja ajattelua voidaan ymmartaa ai-
noastaan tulkitsemalla sitd osana sosiaalista ja kulttuurista ymparistoa, joi-
den vaikutuspiirissd taméa on kehittynyt [1, s.35], [2, s. 57-59]. Hyvéna esi-
merkkiné tasta voidaan pitaa edelld mainittua rengas—kyné -esimerkkié, jossa
yksilon kulttuurisen integroitumisen taso maarittad milld tavalla yksilo tul-
kitsee annettua ongelmaa. Vygotskyn teoriassa korostuu kielen, symbolien
ja niiden varaan rakentuvien mallien, tarinoiden ja taiteen kaltaisten kult-
tuuristen tyokalujen merkitys yksilon oppimisessa. Kaikkein tarkeimpana
kulttuurisena tyokaluna lapsen kehityksen kannalta Vygotsky piti kielta, silla
esimerkiksi ajattelun hén késitti sisdisend kielend [2, s. 58], [17]. Liséksi kie-
li mahdollistaa reflektion, suunnitelmien tekemisen, ongelmien ratkaisemisen
ja asioiden jasentamisen déneen puhumalla [2; s. 58], [15]. Koska yksilon sosi-
aalinen ymparisto ja hédnta ymparoiva kulttuuri maarittavit ja rajaavat vah-
vasti hdnen kayttdmaansa kieltd, niin taméan seurauksena nama vaikuttavat
merkittavalla tavalla myos yksilon ajatteluun kielen valitykselld. Esimerkik-
si suomen kielessé kaytetettyihin ammattinimikkeisiin, kuten palomies, sai-
raanhoitaja, keittaja ja siivooja yhdistyy vahvoja sosiaalisia ja kulttuurisia
mielleyhtymia.

Kaikkein keskeisimpana ja tunnetuimpana Vygotskyn sosiaalisen kon-
struktivismin késitteend voidaan pitda lahikehityksen vyohyketta, jolla
tarkoitetaan yksilon itsenéisesti suoritettavien tehtévien pystyvyyden tason
ja hénen taitotasolleen hieman vaikeampien avun kanssa suoritettavien tehta-
vien véliin jadvaa tilaa. Vygotskyn nédkemyksen mukaan yksilon kognitiivisen
ajattelun tasoa ei voida perustellusti mitata taman tietotasoa vastaavilla itse-
naisesti suoritettavilla tehtavilla. Esimerkiksi korkeamman sosioekonomisen
taustan omaavilla lapsilla on lahtokohtaisesti enemman tyokaluja kulttuuris-
ta tietamysté edellyttavien yksilollisten koulutehtévien ratkaisemiseen, kuin
matalamman sosioekonomisen taustan omaavilla lapsilla [2, s. 60]. Témén
ajatuksen pohjalta Vygotsky perusteli, ettd yksilon ajattelua mittaa parem-
min tamén kyky suoriutua ajattelua edellyttavista tehtavista kokeneemman
ja enemman kulttuurista pddomaa omaavan yksilon avustuksella, kuin ky-
ky suoriutua naista tehtavisté taysin itsendisesti. Lahikehityksen vyohykkeen
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avulla Vygotsky pyrki mittaamaan nain ilmenevaa yksilon ajattelun todellis-
ta potentiaalia. Hanellé ei kuitenkaan ollut antaa tyokaluja tamén ajatuksen
pohjalta tapahtuvaan yksilon ohjaukseen, vaan hanen ajatuksiaan taydensi
nailta osin niin kutsutulla scaffoldingilla, eli tuetulla oppimisella, myo-
hemmin Jerome Bruner (1915-2016) [2, s. 117], [4, 5]. Esimerkkind tuetusta
opetuksesta korkeakoulussa voidaan pitda niin kutsuttua Ratkomo-ohjausta,
jossa opiskelijat tekevat tehtavia ja kurssien opettajat ovat tarvittaessa oh-
jaamassa ja auttamassa opiskelijoita [24, s. 7]. Myos korkeakouluopiskelijan
ja ohjaajan valinen tyoskentely opinnéytetoita tehdessa voi rakentua tuetun
oppimisen mallin varaan.

Avun kanssa onnistuvat tehtavat

Léahikehityksen vyohyke

Itsenaisesti onnistuvat tehtavat

Kuva 2.2: Havainnollistava kuva lahikehityksen vyohykkeesté.

Konstruktivistisen epistemologian voidaan ajatella ainakin osin syntyneen
kritiikkind behaviorismille, joka hallitsi pedagogista ajattelua aina 1900-
luvun puoleen valiin asti. Behavioristisen teorian mukaan oppiminen on vah-
vistamisella saddeltavaa arsyke-reaktiokytkentdjen muodostumista. Téméan
suuntauksen keskeisimpina ajattelijoina voidaan pitdd B. F. Skinneria (1904—
1990), joka syvensi Ivan Pavlovin (1849-1936) koirien ehdollisen oppimisen
pohjalta syntynytta teoriaa. Tavanomaisena esimerkkina behavioristista op-
pimista mittaavista kokeista voidaan pitda rotilla suoritettavaa labyrintti-
koetta, jossa rottien ulospédasyé labyrintista ohjataan palkkioiden ja rangais-
tusten avulla [23, s. 29]. Seké Pavlovin koirakokeissa etté edelld mainituissa
rottakokeissa ideana on palkita tietynlainen kédytos ja tdmén kautta vahvis-
taa tietynlaista toimintaa. Néiden kokeiden pohjalta ajateltiin, ettd samat



palkkioiden ja rangaistuksien kautta toimintaa vahvistavat ja heikentavat
lainalaisuudet patevat myos ihmisiin. Behaviorismin mukaan ihmisen kay-
t0s on ympariston drsykkeiden ja reaktioiden assosiaatioiden kautta ymmér-
rettavissa ja oppimisen ajatellaan tapahtuvan tietoa siirtdmaélla opettajalta
oppijalle [23, s. 31]. Erityisesti tété tiedonsiirron ajatusta on haastettu ja
kritisoitu aktiivisesti konstruktivistisissa teorioissa.

3 Radikaali konstruktivismi

Radikaalilla konstruktivismilla viitataan Ernst von Glasersfeldin (1917
2010) luomaan epistemologiseen teoriaan, joka pohjautuu muiden muassa
Giambattista Vicon (1668-1744), George Berkleyn (1685-1753), Immanuel
Kantin (1724-1804), Ludwig Wittgensteinin (1889-1951), Jean Piaget'n (1896
1980) ja Silvio Ceccaton (1914-1997) ajatuksiin. Naista kaikkein keskeisimpé-
né teoriaansa vaikuttaneena ajattelijana von Glasersfeld on pitinyt Piagetia.
Radikaali konstruktivismi on 16ytényt paikkansa erityisesti matematiikan ja
luonnotieteiden oppimisen ja opetuksen tutkimuksessa [J], [23, s. 39]. Té&-
hén on epailemétta vaikuttanut von Glasersfeldin oma tausta matematiikan
parissa [10, s. 3].

Radikaalista konstruktivismista tekee radikaalia sen tarjoama tulkinta
tiedon ja todellisuuden valisesté suhteesta, joka poikkeaa merkittavalla taval-
la perinteisempien epistemologioiden tarjoamista tulkinnoista. Perinteisisséa
tiedon luonnetta késittelevissa epistemologioissa tietoa pidetdan “totena”,
jos ja vain jos se vastaa objektiivista todellisuutta. Télloin tietoa voidaan
pitaa todellisen maailman heijastumana, jonka voidaan ajatella olevan ole-
massa yksiloistd riippumatta. Von Glasersfeldin mukaan yksilot tulkitsevat
todellisuutta kuitenkin omien henkilokohtaisten konstruktioidensa pohjalta,
ja yksiloiden konstruktioiden voidaan aina ajatella poikkeavan jollain tapaa
toisistaan. Télloin yksilot voidaan ajatella erdédnlaisiksi epistemologisik-
si yksikoiksi [19, s. 51], joista jokaisella on henkilokohtainen todellisuuden
tulkintansa.

Radikaali konstruktivismi kyseenalaistaa sen, ettéd ihmisen olisi mahdol-
lista todistaa todellisuuden ja jonkin tiedon vastaavan taydellisesti toisiaan.
Tama johtuu siité, etta kahdesta eri todellisuuden tulkinnasta kumpikin voi
sopia ristiriidattomalla tavalla ympéaroivaian todellisuuteen, eikd kumman-
kaan voida empiirisesti osoittaa olevan ristiriidassa vallitsevan todellisuuden
kanssa. Von Glasersfeld havainnollistaa taté asemaa avain-lukko -metaforalla,
jossa avaimet vertautuvat erilaisiin todellisuuden tulkintoihin ja lukko ym-
pardivaan todellisuuteen. Samaan lukkoon voi sopia monia erilaisia avaimia,
minké seurauksenva voidaan ajatella, ettd sopivuus riippuu avaimen ominai-



suuksista, ei lukon [, s. 8], [23, s. 40].

Radikaalissa konstruktivismissa tiedon todenperaisyytta testataan kay-
tdnnon kautta ja tiedon voidaan ajatella olevan totta, jos se johtaa ympé-
roivan todellisuuden kanssa hyvin yhteensopiviin lopputuloksiin. Erityisesti
tiedon voidaan katsoa olevan ajasta seké paikasta riippuvaa ja sen ajatellaan
muovautuvan evoluutioon rinnastuvalla tavalla [10, s. 42-45]. Toisin sanoen
radikaalissa konstruktivismissa tiedon totuutta mitataan sen elinkelpoisuu-
della ja kaytettavyydella [10, s. 68—69].

Silloin kun radikaalia konstruktivismia sovelletaan opetuksessa, niin kes-
keiseksi nousee niin kutsutun suhteellisen yhteisymmarryksen alueen
(eng. consensual domain) muodostaminen. Talla alueella viitataan kahden
tai useamman yksilon tietokonstruktioiden yhtalaisyyksien muodostamaan
abstraktiin alueeseen. Témén alueen muodostumista voidaan pitda valtta-
méattomyytena mielekkéaalle vuorovaikutukselle ja sen muodostumisen edel-
lytyksena on yksiloiden kyky muuttaa omia tulkintojaan ja tdmén myota
omia tietokonstruktioitaan. Suhteellista yhteisymmérryksen aluetta voidaan
havainnollistaa esimerkilla, jossa kaksi henkiloa néakevat poydélla mukin. Jos
molemmat henkilot ovat yhta mieltd siitd, ettd muki on variltdan musta,
niin silloin tdméan mukiin liittyvin ominaisuuden voidaan ajatella kuuluvan
suhteellisen yhteisymmarryksen alueelle. Jos sité vastoin toisen mielesta mu-
ki onkin tummansininen, niin silloin mukin véariin liittyvan yhdistyvan mie-
lekkaén kommunikaation jatkuminen edellyttda, etta yksilot padsevit jon-
kinlaiseen yhteisymmarrykseen tai kompromissiin mukin vérista. Paastyaan
yhteisymmarrykseen mukin vérista, henkildiden vélinen suhteellisen yhtei-
symmaérryksen alue laajenee ja myos yksiloiden henkilokohtaiset konstruk-
tiot lahenevat toisiaan. Matematiikan korkeakouluopetuksessa suhteellisen
yhteisymmarryksen alueen merkitys korostuu matemaattisiin maaritelmiin
ja lauseisiin yhdistyvissa erilaisissa tulkinnoissa. Ristiriitaiset tulkinnat joh-
tavat helposti loogisesti toisistaan poikkeaviin lopputuloksiin.

Vaikka suhteellisen yhteisymmaérryksen alueen muodostamista ja sen laa-
jentamista voidaan pitda keskeisind opetuksen pedagogisina edellytyksina,
niin tavoite ei kuitenkaan ole muodostaa oppijalle taysin opettajan konstruk-
tioita vastaavia tietorakenteita, silla myos opettajan konstruktiot voivat olla
vajavaisia ja ristiriitaisia. Lisdksi opettaja ei voi suoraan siirtda omia kon-
struktioitaan oppijalle, vaan oppijan tietorakenteiden muuttaminen edellyt-
tda taman aktiivista toimintaan ja neuvottelua todellisuuteen liittyvistéa tul-
kinnoista opettajan ja muiden oppijoiden kanssa. Tasta syysta sekéd opetus-
etta oppimistilanteissa keskeisiksi muodostuvat oppijan kasitteenmuodostus-
prosessiin liittyvat yksityiskohdat. Opettajan nakokulmasta on erityisen tar-
kedd huomioida, etté eri vaiheissa oppijan késitteenmuodostusprosessia syn-
tyy vaajaamattd hyvinkin ristiriitaisia valiaikaisia konstruktioita, joiden ris-
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tiriitaisuutta oppija ei itse vield hahmota. Opettajan ei tulisi kuitenkaan
pyrkia suoraan korjaamaan naita virhekasityksia, vaan tarjota ristiriitatilan-
teita, esimerkiksi erilaisten vastaesimerkkien muodossa, joiden seurauksena
oppijan tietorakenteet ajautuvat kognitiiviseen konfliktiin |11, s. 20-22].
Kognitiivisen konfliktin seurauksena oppijan kognitio aloittaa aktiivisen tie-
torakenteiden korjausprosessin.

Radikaaliin konstruktivismiin pohjautuvan opetuksen edellytyksend on
vuorovaikutus luokkahuoneessa, jonka muodostaminen matematiikan korkea-
kouluopetuksessa on osoittautunut monella tapaa vaikeaksi. Tallaisen oppi-
misympariston saavuttamisella olisi monia konstruktivistisiin teorioihin poh-
jautuvaa opetusta edesauttavia vaikutuksia. Tésta syysta olisi téarkeda poh-
tia milla tavoin opetuksen ja oppimisen vuorovaikutuksellisuutta voitaisiin
syventad matematiikan korkeakouluopetuksessa.

4 Tutkielman pedagogiset lahtokohdat

Tassa tutkielmassa tarkastellaan matematiikan yliopisto-opetusta konstruk-
tivististen oppimiskésitysten pohjalta. Erityisesti opetukseen liittyvid kysy-
myksia pyritdan hahmottamaan radikaalin konstruktivismin kautta. Tamé
tutkielma kéasittelee naita aiheita verkkoteorian opettamisen nakokulmasta,
mutta ajatuksena on, ettd tutkielman tarjoamia tyokaluja ja nékokulmia
voitaisiin soveltaa my6s muilla matematiikan osa-alueilla. On kuitenkin hyva
huomioida, etta joidenkin osa-alueiden kohdalla tutkielman tarjoamien aja-
tuksien soveltaminen voi olla haastavampaa. Luvuissa 1-3 esiin noustettujen
havaintojen pohjalta tamén tutkielman pedagogisiksi lahtokohdiksi on ase-
tettu seuraavien matematiikan korkeakouluopetukseen yhdistyvien tavoittei-
den edistaminen.

(1) Oppijan aktiivisen roolin ja reflektion korostaminen.

(2) Oppijan erilaisten tietokonstruktioiden, kokemuspohjien ja ldhtokoh-
tien huomioiminen opetuksen suunnittelussa.

(3) Kasitteiden abstraktin ja konkreettisen tason kuljettaminen rinnakkain
opetuksessa.

(4) Opiskeltavan asian merkityksellisyyden korostaminen konkreettisten esi-
merkkien ja havainnollistusten kautta.

(5) Opetuksen vuorovaikutuksellisuuden tukeminen ja lisdéminen.
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Tutkielmassa oppijoiden erilaisuutta, opittavan asian merkityksellisyytta se-
ka abstraktien ja konkreettisten tasojen valista yhteytta on pyritty huomioi-
maan lahestymalld verkkoteorian kasitteitda konkretian kautta. Téassd tut-
kielmassa tdma ajatus on toteutettu rinnastamalla verkot Suomen kartal-
le piirrettyihin tieverkkoihin. Téman rinnastuksen kautta verkkoteorian ab-
strakteja méaritelmia ja tuloksia on lihdetty purkamaan lukijalle tieverkko-
jen nédkokulmasta. Tassa yhteydessa tutkielmassa on myos painotettu kuvien
tarkeytta pedagogisena tyokaluna matematiikan opetuksessa. Lukijaa keho-
tetaan pohtimaan millaista esimerkiksi tutkielman matematiikkaa késittele-
vien lukujen 5-11 lukeminen olisi ollut ilman niiden sisaltamia kuvia.

Koska kaikkia yllamainittuja tavoitteita ei pystytd oman kokemuksem-
me mukaan mallintamaan ja havainnollistamaan lukijalle riittavan tarkas-
ti oppimateriaaliin rinnastuvalla tutkielmakokonaisuudella, niin osana téata
tutkielmaa suoritettiin opetuskokeilu Jyvaskyldn yliopiston matematiikan ja
tilastotieteen laitoksen Johdatus diskreettiin matematiikkaan -kurssilla. Ope-
tuskokeilu koski kurssin yhden luentokerran toteutusta, joka kasitteli tdméan
tutkielman keskeisimpié késitteita ja Eulerin kaavoja. Luennon pedagogisen
lahestymisetavan suunnittelussa sovellettiin radikaalin kostruktivismin teo-
riaa ja yleisemmin my6s muita konstruktivistiseen oppimiskasitykseen poh-
jautuvia teorioita. Radikaalin konstruktivismin lisaksi keskeisessa roolissa oli
muiden muassa kokemuksellisen oppimisen teorian tarjoama Kolbin oppimi-
sen kehd, katso kuva 4.1 [2, s. 199], [12].

Konkreettinen
kokemus

Reflektiivinen
havainnointi

Aktiivinen

kokeilu

Abstrakti
kasitteellistaminen

Kuva 4.1: Kolbin oppimisen kehé.

Opetuskokeilussa pyrittiin huomioimaan kaikki yllamainitut tavoitteet
(1)—(5) ja sen tarkoituksena on tarjota lukijalle erds naméa tavoitteet huo-

mioiva opetusmalli. Tahédn opetuskokeiluun perehdytédan tarkemmin luvussa
12.
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5 Verkot

Tutkielmassa késitelladn geometrisia kuvioita ja kappaleita, sekd niiden to-
pologisia ominaisuuksia niin kutsun verkkoteorian nakokulmasta. Verkko-
teoria sai alkunsa 1700-luvulla esitetysta Koningsbergin siltaongelmasta, jon-
ka ratkaisi sveitsildinen matemaatikko Leonhard Euler (1707-1783) vuonna
1736. Koningsbergin siltaongelman ratkaisuhetkeé pidetaén verkkoteorian ja
myoOs esimerkiksi erilaisten matemaattisten kappaleiden muotoja tutkivan
topologian alkuna [11, s. 1-2]. Verkkoteoria ja topologia ovat sidoksissa
toisiinsa erityisesti niin kutsuttujen Eulerin kaavojen kautta, jotka ovat
tdman tutkielman kaikkein keskeisimmat matemaattiset tarkastelukohteet.

Koningsbergin siltaongelma. Alkuperainen Koéningsbergin siltaongelma
voidaan rinnastaa seuraavaan matemaattiseen pulmaan:

Oletetaan, etta kuva 5.1 esitettad kuuden Suomen kaupungin véa-
lista tieverkkoa, missé kuvassa nakyvilla kayrilla kuvataan kau-
punkien valisia teita. Voidaanko tieverkolta 16ytaa sellainen ajo-
reitti, jossa jokaista tieta pitkin ajetaan tédsmaélleen kerran ja lo-
puksi padadytdan takaisin lahtokaupunkiin?

Kuva 5.1: Kuuden kaupungin vélinen tieverkko.
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Alla kuvan 5.1 tieyhteydet on taulukoitu, siten ettd merkilld “x"on merkitty
kahden kaupungin vélilla kulkeva tie.

Rovaniemi | Kuhmo | Joensuu | Jyvaskyld | Helsinki | Turku
Rovaniemi X X X X
Kuhmo X X X
Joensuu X X X X X
Jyvaskyla | x X X X X
Helsinki X X X
Turku X X X X

Taulukko 1: Kaupunkien véliset tieyhteydet taulukoituna.

Edella esitetty tieverkko-ongelma ei ole taysin samankaltainen Koéningsber-
gin siltaongelman kanssa, mutta teoreettisesta nakokulmasta niiden voi-
daan katsoa vastaavan toisiaan. Joka tapauksessa Koéningsbergin siltaongel-
ma voidaan tulkita erdénlaisena logistisena ongelmana. Téssé tutkielmassa
Koningsbergin siltaongelmaa ei késitella tarkemmin vaan sen yksityiskohtai-
sempi tarkastelu jatetdan lukijalle. Ongelmaa voidaan téssé yhteydessé pitaéd
verkkoteoriaa kohtaan mielenkiintoa herattaviana pulmana, johon lukija voi
halutessaan syventyé joko omatoimisesti tai esimerkiksi lahteiden [11, s. 1-2,
64-70] ja [0, s. 85-92] avulla.

5.1 Verkkojen maaritelma

Eras keskeisimpid Koningsbergin siltaongelmaan liittyvia havaintoja on se,
ettd ongelman ratkaisu ei ole sidoksissa tason geometriaan vaan ongelman
kannalta oleellinen informaatio on sisallytetty taulukon 1 ilmoittamiin kau-
punkien vélisiin riippuvuussuhteisiin. Juuri tastd on kyse alla olevassa verk-
kojen maéritelméssa, joka edellyttda ainoastaan niin kutsuttujen karkien ja
niiden véalisten riippuvuussuhteiden kuvaamista.

Maaritelma 5.1 (Verkko). Olkoon V' epétyhja aarellinen joukko ja olkoon
joukko E kokoelma sen kaksialkioisia osajoukkoja. Talloin jérjestettya paria

G=(V.E)
kutsutaan verkoksi. Lisédksi
» joukon V alkioita kutsutaan verkon karjiksi.

o joukon E alkioita kutsutaan verkon sivuiksi.
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Kahta verkon kérkea kutsutaan naapureiksi, jos ne kuuluvat samaan si-
vuun eli niitd yhdistda joku verkon sivuista.

Verkon kérkien lukumédraa merkitédén |V| ja samoin verkon sivujen luku-
maarad merkitaan |E|.

Huomautus 5.2. Joukko E voi sisdltaa jokaisen alkioparin vain kerran. Tama
tarkoittaa siis sitd, ettd yksikadn verkon sivu ei voi esiintya verkossa useam-
min kuin kerran.

Esimerkki 5.3. Olkoon

¥

Verkko G wvoidaan mallintaa esimerkiksi kuvan 5.2 kaltaisesti:

G=(V,E),

missa

{A,B,C, D}
{{4, B}, {A,C},{B,C},{B, D}, {C, D}}.

A B

C D

Kuva 5.2: Esimerkki verkosta.

Maaritelmé 5.4 (Aliverkko). Verkkoa
G=(V,E)

kutsutaan verkon

G = (V,B)

aliverkoksi, jos
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C D

Kuva 5.3: Esimerkki kuvan 5.2 aliverkosta.

5.2 Verkkojen isomorfisuus

Alla olevassa kuvassa on esitetty kaksi erilaista reittia kaupunkien vilille
niin, ettd ensimmaisesta kaupungista kierretdan kaikki kaupungit ja lopuksi
palataan lahtokaupunkiin. Ovatko reitit keskendédn jossain méarin saman-
muotoisia eli isomorfisia? Lahdetddn seuraavaksi pohtimaan tata kysymysté
tarkemmin.

Kuva 5.4: Kaksi erilaista reittia kaupungien valilla.

Tarkastelemalla kuvan 5.4 tieverkoja hieman tarkemmin huomataan, ettéa
siirtelemaélla tieverkon A kaupunkeja paastadn kuvan 5.5 kaltaiseen tilantee-
seen. Téamén jéalkeen vield nimeamalld kaupungit uudelleen paadytadn kuvan
taysin samanmuotoisiin tieverkkoihin, katso kuva 5.5. Néin ollen tieverkkoja
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A ja B kutsutaan keskenéddn isomorfisiksi. Seuraavaksi verkkojen isomorfi-
suutta lahdetdan maérittelemaan tarkemmin.

Kuva 5.5: Siirretyt kaupungit.

Maiiiritelmi 5.5 (A#rellisten joukkojen 1-1-vastaavuus). Jos A ja B
ovat darellisia joukkoja, niin talloin niiden véliselld 1-1-vastaavuudella tar-
koitetaan joukon A ja B alkioiden vélistd paritusta siten, etta

1) jokaiselle joukon A alkiolle on tédsmaélleen yksi pari joukossa B ja

2) jokaiselle joukon B alkiolle on tdsmélleen yksi pari joukossa A.
Toisin sanoen 1-1 vastaavuudella tarkoitetaan bijektiota

f:A— B.

Bijektio on usein oppijalle hankala kasite, silla sen sisdistaminen edellyttéa
sekéd kuvauksen injektiivisyyden etté surjektiivisen maaritelmien ymmaérté-
mistd, jotka ovat jo itsessdan hankalasti sisdistettavia késitteita. Téstéa joh-
tuen bijektiiviset kuvaukset esitelldan oppijalle hyvin usein vasta korkea-
koulumatematiikan kursseilla. Isomorfisuuden késite rakennetaan kuitenkin
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monesti bijektiivisyyden varaan, vaikka oppijalla ei valttamétta ole bijek-
tiivisyydelle valmista konstruktiota. Tésté syysta isomorfisuuden ymmérté-
minen voi olla haastavaa ja sen takia on mielekkddmpaéd méaritelld paritus
1-1-vastaavuuden kautta. Vastaavaa isomorfisuuden 1-1-vastaavuuksiin poh-
jautuvaa mééritelmad on kdytetty myos lahteessa [21].

Esimerkki 5.6. Olkoot
A={1,2,3,4,5} ja B={a,bcde}
joukkoja. Tdlloin ndiden vdlinen paritus
1<a

240
3¢
44 d
Dere

mddrittelee joukkojen A ja B wvdlille 1-1-vastaavuuden. Vastaavasti myds pa-
ritus
l<e

24 d
3¢
44b
D a

madrittelee joukkojen A ja B wvdilisen 1-1-vastaavuuden.

Maiaritelmé 5.7 (Verkkojen isomorfisuus). Verkkojen
Gi= Vi, B1) ja  Gy= (Vs Ey)

sanotaan olevan keskendan isomorfisia, jos niiden karkijoukkojen V; ja V;
valille 1oytyy 1-1-vastaavuus siten, ettd molemmissa verkoissa kaksi karkea
ovat naapureita keskendan tasmalleen silloin, kun niita vastaavat karjet ovat
naapureita myos toisessa verkossa. Toisin sanoen verkkojen GGy ja Go karki-
joukkojen vélille 16ytyy bijektio

V1=V,
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siten, etta kaikille kérjille pétee
{vute Bt = {f(v),f(w)} € B
Jos verkot Gy ja G5 ovat isomorfisia keskenédan, niin merkitaan
Gi = Gs.
Vastaavasti, jos verkot G ja G4 eivéit ole isomorfisia keskendén, niin merki-
taan

G 2 Gs.

Kuvassa 5.6 on esimerkki kahdesta isomorfisesta verkosta.

U1 U1

Uy U3 V2 Us

I

(% Us U3 V4

Kuva 5.6: Isomorfiset verkot, joista toinen on piirretty siten, ettd sen sivut
eivit leikkaa toisiaan.

Kahden verkon vélisen isomorfisuuden todentaminen voi olla usein haasta-
vaa. Hyvin usein isomorfisuustarkasteluissa toimiva keino on kuitenkin lahteé
vertailemaan verkkojen kérkien asteita, eli kérjesta lahtevien sivujen luku-
maaria.
Maiaritelmé 5.8 (Verkon kirjen aste). Verkon

G=(V,E)
karjen v € V asteella 6(v) tarkoitetaan kérjen v siséltavien verkon G sivu-
jen lukumaéaaraa, eli

d(v)=Hee€ E:vee}|
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Kuva 5.7: Esimerkki erdan verkon kérkien asteista.

5.3 Liikkuminen verkolla

Aikaisemmissa luvuissa verkkoja on jo havainnollistettu Suomen kartalle piir-
rettyjen tieverkkojen avulla. Lisdksi luvun 5 alussa Koningsbergin siltaongel-
man yhteydessi tarkasteltiin verkolla liikkumista. Seuraavaksi verkolla liik-
kumiseen ja siihen liittyvadn késitteistoon perehdytadn hieman tarkemmin.

Maaritelmi 5.9 (Verkon kivelyt, polut ja kierrokset). Verkon

G =(V.E)

kavelyksi kutsutaan sellaista verkon G karkien jonoa

(Uﬂ, Vi, - - -vim)u

jossa jokaiset kaksi perdkkaista karked ovat naapureita keskendan. Kavely
sisaltda sivun

{v,w} € E,
k kertaa, jos kyseista kavelyéd vastaavassa jonossa
(Uib Vig, - - - Vim)

karjet v ja w esiintyvat perdkkéaisina kérkina tasmaélleen k kertaa. Kavelyé
kutsutaan

» suljetuksi, jos se lahtee ja padttyy samaan karkeen.

» poluksi, jos se sisiltda verkon jokaisen sivun korkeintaan kerran.
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» kierrokseksi, jos se on suljettu polku.
« triviaaliksi, jos siin& on vain yksi karki.

» epatriviaaliksi, jos se ei ole triviaali.
U1 U 1 (%
. M | | M |

3-kévely (vy,ve, v3,vy) 3-kavely (v, ve, vy, v3)

2 U

4 U

Kuva 5.8: Esimerkki kévelyista.
U1 V2 U1 I U2
) M U4 UB M |

Suljettu kévely (vq,va,v4,v3,v1)  Polku (vs, va, v1,v3, vy, v2)

Kuva 5.9: Esimerkkeja kierroksista

Huomautus 5.10. Vaikka verkossa ei olisi yhtdan sivua, niin siiné on aina ole-
massa kavely (v) jokaiselle v € V.

Maaritelmé 5.11 (Verkkojen yhteniisyys). Verkkoa

G=(V.E)

kutsutaan yhtendaiseksi, jos verkon GG jokaisen kahden kirjen v € V ja w €
V valille 16ytyy ainakin yksi kavely. Verkkoa kutsutaan epayhteniiseksi,
jos se ei ole yhtenéinen.
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6 Puut

Palataan taas tieverkkoon. Alla olevassa kuvassa 6.1 on erds esimerkki run-
saasti tieyhteyksia sisaltdvastd yhtendisesté tieverkosta. Muodostetaan tie-
verkolle kaksi erilaista aliverkkoa kuvan 6.2 mukaisesti. Kuvan 6.2 aliverkko-
ja A ja B yhdistdvd ominaisuus on, ettd ne molemmat ovat pienimpid mah-
dollisia alkuperaisen verkon yhtenéisié aliverkkoja. Tamén kaltaisia aliverk-
koja kutsutaan annetun verkon virittajapuiksi. Tieverkkojen nékokulmasta
virittdjapuuta voidaan pitdd pienimpéané kaikki kaupungit yhdistédvané yh-
tenaisen tieverkon alitieverkkona.

Rovaniemi

Kuva 6.1: Runsas yhtendinen tieverkko.

Virittdjapuuta voidaan pitda erikoistapauksena niin kutsutusta puusta eli
yhtendisesta verkosta, jossa ei ole ylimaaréisié reitteja. Tassa yhteydessa yli-
maéaaraisella reitilla tarkoitetaan tieverkon sellaista tieyhteytta, jonka pois-
taminen ei tee tieverkosta epdyhtendistd. Yhtépitavasti voidaan sanoa, etté
tieverkolla ei ole maaritelmén 5.9 nojalla epatriviaaleja kierroksia.
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Rovaniemi Rovaniemi

oensuu Joensuu

Jyvaskyla Jyvaskyla

Helsinki

Isinki

Kuva 6.2: Kaksi erilaista aliverkkoa tieverkolle.

Maaritelmd 6.1 (Puu). Yhtendista yksinkertaista verkkoa

P=(V.E)
kutsutaan puuksi, jos siina ei ole epatriviaaleja kierroksia.

Maaritelmé 6.2 (Virittajapuu). Olkoon
G=(V.E)
yhtenainen verkko ja olkoon
G=(V,E)
sen jokin aliverkko, joka sisaltad kaikki verkon G kérjet ja on puu. Téll6in
aliverkkoa G kutsutaan virittajapuuksi. Virittajapuu ei ole yksikasitteinen.
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Esimerkki 6.3. Esimerkiksi seuraavat verkot ovat puita:

(b) (c)
: >§< /@\

Kuva 6.3: Esimerkkeja verkoista, jotka ovat puita.

Vastaavasti esimerkiksi seuraavat verkot eivdt ole puita:

() (©)

Kuva 6.4: Esimerkkeja verkoista, jotka eivét ole puita.

Esimerkkeja alla olevan verkon G virittdjipuista:

G : Gs

Kuva 6.5: Kuvassa on kaksi esimerkkié verkon G virittdjapuista.

Lemma 6.4. Jokaisella yhtendiselld verkolla
G=(V,E)

on olemassa virittdjapuu.
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Todistus. Voidaan olettaa, ettd verkko
G=(V.E)

ei ole puu, koska muutoin se kelpaa itsensa virittdjapuuksi. Siispd voidaan
olettaa, etté verkossa GG on sivuja toistamaton epatriviaalikierros K. Poiste-
taan verkosta GG yksi edella mainitun kierroksen kayttamista sivuista

e = {v,w}.
Néin saadaan uusi yhtenédinen verkko
Gi=(V,E\{v,w}).

Verkon (G; yhtenaisyyden osoittamiseksi naytetdan, ettd mille tahansa kar-
jelle x € V loytyy verkon G kévely kirkeen v. Verkon G yhtendisyyden
nojalla tiedetaén, ettd kirjesta x 16ytyy verkon G sivuja toistamaton kévely
K, karkeen v. Talloin havaitaan kaksi mahdollista tapausta:

o Jos kévely K ei kiayta sivua e, niin silloin se kiy myos verkon G kérkia
x ja v yhdistavaksi kavelyksi.

o Jos kively K, kayttda sivua e, niin téssa tapauksessa kuljetaan ensin
kavelya K, pitkin kédrjestd x karkeen w ja sen jalkeen kierretdaan kar-
jesta w kéarkeen v kiertden kierrosta K joko myota- tai vastapaivain
kulkematta sivun e kautta. Nain saadaan méériteltya verkon G, kévely
karjesta x karkeen v.

Edella esitettyjen kohtien nojalla verkko G; on yhtenéinen ja jos se on liséiksi
puu, niin se kay verkon G virittajapuuksi. Jos taas verkko G ei ole puu,
niin siitd 10ytyy edelleen epétriviaali kierros, josta poistamalla yhden sivun
paadytadn edelld kuvatun kaltaisella prosessilla verkkoon (5. Toistamalla
tatd prosessia riittdvan pitkdan paddytadn lopulta verkon G kaikki kérjet
sisaltdvaan yhtendiseen aliverkkoon G, josta yhdenkin sivun poistaminen
tekee verkosta epayhtendisen. Taméa merkitsee sitd, ettd verkossa G, ei ole
yhtdan epatriviaalia kierrosta, jolloin sen on oltava puu. Erityisesti verkko
G, kelpaa verkon G virittajapuuksi.

O

Lemma 6.5. Jokaiselle puulle

P = (V. E)
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on voimassa se ominaisuus, ettd jos puusta poistaa minkd tahansa sivun
e € E, niin ndin saatu verkko

P=(V,E\{e})
voidaan esittdda kahden puun yhdisteend, joilla ei ole keskenddn yhteisid kdr-

kid.

Todistus. Todistus noudattaa syksyn 2023 Johdatus diskreettiin matematiik-
kaan -kurssin [20] demotehtévan malliratkaisuiden ideaa.

Olkoon verkko
P=(V,E)

puu ja verkko

P =(V,E\{e})

sen jokin aliverkko. Olkoon poistettava sivu
e={xz,y} € E.
Halutaan kaksi puuta
Py = Ve, EBp) ja Py=(V,, Ey),
jotka yhdessé toteuttavat vaitteen eli muodostavat aliverkon P:

1) Kirkijoukkojen madrittdminen:
Maaritelladn kéarkien joukon V' kaksi osajoukkoa asettamalla

V, := {v € V : on olemassa verkon P kively kérjestd z kirkeen v}
ja
V, =V \V,.
Tésta seuraa, etta

V=V,uV, ja V,nV,=0.

Koska lisidksi x € V,,, niin

Vo #0

ja toisaalta y € V,, koska jos nain ei olisi, niin olisi olemassa verkon P kavely
Kyy=(z,...,y)
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ja loytyisi erityisesti puun P epétriviaali kierros
Kw,x = ('CC’ A 7y7 x)?
miké on ristiriidassa puun méaritelméan kanssa.

2) Joukon V, vaihtoehtoinen esitys:
Todistuksen myohempien kohtien helpottamiseksi osoitetaan, etta

V, := {v € V : on olemassa verkon P kively kérjestd y kirkeen v}.

Todistetaan seuraavaksi inkluusiot molempiin suuntiin:
“C”: Jos
veV, =V\V,

niin olkoon talldin
Ky,=(y,...,v)

puun P lyhin kavely karjesta y karkeen v. Oletuksen v € V, nojalla tahan
kavelyyn ei voi sisaltya sivua {x, y}, koska muutoin kavelyn K, , maaritelméan
nojalla sivua {x,y} kéytettaisiin vain ja ainoastaan kévelyssa K, , alussa:

Kyo=(y,z,...,0).

Télloin poistamalla ensimmaisen askeleen kavelysta K, , paddyttaisiin ver-
kon P kavelyyn
Kyp=(z,...,v)

kérjestd = kdrkeen v ja tdmé on ristiriidassa oletuksen v € V '\ V, kanssa.
Téama todistaa ensimmaisen suunnan inkluusiosta.

“D”: Oletetaan seuraavaksi, etté
v € {v € V : on olemassa verkon P kévely kérjestd y kéirkeen v}.
Nyt 16ytyy ainakin yksi verkon P kévely
Ky,y=(v,...,y)

kérjesti v kérkeen y. Jotta nyt 16ytyisi verkon P kively kérjests x kéirkeen
v, niin 16ytyisi myos puun P epéatriviaali kierros

Kpp=(z,...,0,...,9,7)
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ja tdmé on ristiriidassa puun médaritelmén kanssa. Siispd v € V' \ V.. Tama
todistaa toisen suunnan inkluusiosta.

3) Sivujoukkojen méirittaminen:
Maaritelladn seuraavaksi sivujen joukon E \ {e} kaksi osajoukkoa

E, ={{v,w} e E\{e}:v,weV,} ja E, :=(E\{e}))\LE,.
Nyt huomataan, etta
E\{e}=E,UE, ja E.,NE,=0.
Liséiksi huomataan, ettd jos {v,w} € E,, niin télloin
velV, ja wel,
ja jos néin ei olisi, niin voitaisiin olettaa, etta
vel, ja wel,.

Nain ollen karkijoukkojen V, ja V,, maaritelmien nojalla 16ytyisi verkon P
kavelyt
Kppw=(z,...,v) ja Kyu,=(w,...,y).

Téamén seurauksena voitaisiin muodostaa epétriviaali kierros
Kip=(z,...,0,w,...,y,7)
puulle P ja tdma on ristiriidassa puun méaritelméan kanssa.

4) Aliverkkojen méiarittadminen:
Olkoon
Po=(Vo, Bx) Ja Py=(Vy, Ey).

Nyt aiempien kohtien (1)-(3) perusteella saadaan, ettd verkot P, ja P, ovat
verkon P aliverkkoja, joiden yhdisteené saadaan koko verkko P ja joiden kér-
kijoukot V ja V, ovat erillisia.

5) Muodostettujen aliverkkojen yhteniisyys:

Riittaa osoittaa, etta verkko P, on yhtendinen, silla verkon P, yhtenaisyys
saadaan vastaavasti kohdan (2) nojalla. Verkon P, yhteniisyyden osoittami-
seksi ndytetadn, ettd sen mielivaltaisten karkien

veV, ja wel,
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valille loytyy verkon P, kévely. Joukon V, méaritelmén nojalla 16ytyy verkon
P kavelyt
Ky,=(,....x) ja Kgu=(z,...,0),

joten liittamalla namé kévelyt yhteen, saadaan muodostettua verkon P k-
vely
Kyw=(v,...;2,...,w)

karjesta v kdrkeen w. Lisdksi tdman kavelyn jokaisen karjen z taytyy olla
joukon V, karki, koska pienelld lisatyolla voitaisiin muodostaa puuhun P
epéatriviaali kierros

Kop=(z,....2,...,y,...,2).

Aiempien kohtien (1)-(4) perusteella kavelyn K, , sivut ovat valttdmatté
sivuja verkosta P,. Nain ollen verkon P, mielivaltaisten karkien vilille 16y-
dettiin kédvely ja verkkon P, on vélttamatta yhtenainen.

6) Muodostetut aliverkot ovat puita:
Osoitetaan, etta aliverkko P, on puu. Aiemmin saatiin, ettd P, on yhtenéi-
nen, eli osoitetaan seuraavaksi, etta verkossa P, ei ole epatriviaaleja kierrok-
sia. Jos verkossa P, olisi epétriviaali kierros K, niin myo6s puussa P olisi taméa
sama epatriviaali kierros ja tama on ristiriidassa puun méaritelmén kanssa.
Siispé P, on puu. Aliverkon P, todistus etenee vastaavasti.

O

Lause 6.6 (Puiden karakterisaatio). Olkoon

P = (V. E)

yhtendinen verkko. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtapitdvia:
(a) P on puu.
(b) Verkon P jokaista kahta kdrked yhdistaa tasmdalleen yksi polku.

(c) Jos verkosta P poistaa minkd tahansa sivun, niin siitd tulee epdiyhte-
nainen.

(d) Verkon P kdrjille ja sivuille on voimassa |E| = |V|— 1.
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Todistus. “(a) = (b)” : Todistetaan véite antiteesilld olettamalla, etté kérjes-
td v karkeen ¥ on olemassa vahintédan kaksi eri polkua. Olkoot nama verkon
P polut

7= (v = 0,09, .., 0, =0) ja ye = (W) =0, W, ..., Wy = D).

Koska 7 ja 9 ovat karkid v ja © yhdistdavid eri polkuja, niin on olemassa
pienin indeksi 7o > 2 siten, etta

Vi 7& Wi,
ja pienin indeksi jo > i¢ siten, etta
vj, = Wy, jollekin k& > 79 + 1.
Siispa polku
Y= (Uio—la Ce ’Ujo = Wk, Wk, Wg—14 - - - ,wi0+1, wio, wio—l = Uio—l)

madrittelisi epatriviaalin kierroksen puuhun P, mika on ristiriidassa puun
maéaritelmén kanssa.

Uij

V=01 = Wi / W = Uy = Wy,
V2 = W2 \
wio

Kuva 6.6: Esimerkki tapauksessa “(a) = (b)” muodostuvasta verkosta P.

“(b) = (c)” : Todistetaan viite antiteesilld olettamalla, etta verkosta
P =(V,E)

loytyy sivu e € E siten, ettd myos verkko

P =(V,E\{e})

on yhtenédinen. Merkitaan
e ={v,w}.
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Tallsin verkon P yhtendisyyden nojalla on olemassa kéarkia v ja w yhdistévi
polku

v=(v1 =0v,09,...,0, = W).

Talloin polut

n=(v,w) ja = (=002 ...,0, =w)

muodostavat alkuperaisen verkon P kaksi eri polkua karkien v ja w valille.
Tama on ristiriidassa oletuksen kanssa, joka sanoo, ettd verkon P jokaista
kahta karkea yhdistaéd tasmalleen yksi polku.

“(¢) = (a)” : Todistetaan viite antiteesilla olettamalla, ettd verkko
P = (V. E)

ei ole puu. Talloin verkossa P on olemassa epétriviaali, sivuja toistamaton,
kierros
v =(v="v,v9,...,0, =0).

Tarkastellaan verkkoa

P = (V,E\ {v1,v2}),

joka on oletuksen nojalla epayhtenainen. Talloin 16ytyy kérjet
z1€V ja zelV

joiden vilille ei 16ydy verkon P kévelyi. Verkon P yhteniisyyden nojalla on
kuitenkin olemassa verkon P kavely

n= (@1 2217@27"'7@7)1:/22)7

jonka on sisdllettavd sivu (vy,vs). Nimedmalld kdrjet v; ja vy uudestaan,
voidaan olettaa, etté

A~

V1 = Vi, Ja V2 = Ujy41,

jollekin indeksille ig = 1, ..., m. Téalloin kuitenkin kévely

vV = (U1 = 21,V2,...,V0y = VU1 = Un,Up—1,Un-2,...,02 :vi0+1,vio+2,...,vm222
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muodostaa verkon P kévelyn kérkien z; ja z, vélille. TAmé on ristiriidassa
oletuksen kanssa, ettd karkien z; ja zo valilla.
“(a) = (d)” : Todistetaan vaite induktiolla kirkien lukuméérén suhteen:

Alkuaskel: Jos |V| = 1, niin verkossa ei ole yhtdan sivua, eli

El=0=1—1=|V|—-1,

ja vaite patee.

Induktio-oletus: Oletetaan, etta viite patee, kun sivuja on n kappaletta eli
|E| = n, jolloin pétee

|El = V] -1,

Induktioaskel: Olkoon puussa
P =(V,E)

n + 1 kédrked ja poistetaan verkosta yksi sivu. Nyt verkko P on jakautunut
Lemman 6.5 nojalla kahteen erilliseen puuhun

Pr=WVi,E) ja Py= (Vs Ey),

joilla ei ole yhteisia karkié. Koska edelld poistettiin yksi sivu, mutta ei yhtaan
karkea, niin patee

Vil + [Va| = [V] Ja  |Ex|[ + |Es| = |E] - 1.
Liséksi soveltamalla induktio-oletusta puihin P; ja P, saadaan
By = Vi =1 ja |Bl =Vl 1.

Yhdistamaélla ylla olevat identiteetit saadaan

[El = B[+ B[+ 1= (Vi =)+ (Vo] =) + 1 = (Vi +[Va]) =1 = [V] -1,

mista vaite seuraa.
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“(d) = (a)” : Oletetaan, ettd yhtenéiselle verkolle

P = (V,E)
péitee |E| = |V| — 1. Télloin Lemman 6.4 nojalla verkolle P on olemassa
virittajapuu 3 o

P=(V,E).

Koska P on verkon P virittdjapuu, niin

V=V ja ECE,

Jos verkko P ei ole puu, niin on vélttaméttéa oltava

|E| > |E| +1.

Nyt saadaan ) )
VI=IVI=I|El+1<|E]

miké on ristiriidassa oletuksen |E| = |V| — 1 kanssa.

Kohdan d) identiteetti on ikddn kuin Eulerin kaava 9.1 puille.
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7 Tason topologiaa

Verkkojen avulla voidaan tutkia kappaleiden homeomorfisuuteen liittyvia
kysymyksia. Kappaleiden homeomorfisuutta voidaan pitad topologian kaik-
kein keskeisimpané késitteena ja intuitiivisella tasolla kahden kappaleen sa-
notaan olevan homeomorfisia, jos ne ovat tietysséd mielessd muodoiltaan sa-
moja. Tarkemmin sanottuna topologisessa mielesséd kappaleiden ajatellaan
olevan samanlaisia, jos niiden vilille 16ytyy homeomorfinen kuvaus. Myo-
hemmin luvussa 10 tullaan havaitsemaan, etta tarkastelemalla verkkoja eri
pinnoilla, voidaan tutkia pintojen vélistd homeomorfisuutta. Matemaattisen
topologian tutkimushaaran ajatellaan yleisesti syntyneen tdmén kaltaisten
verkkoteorian kysymyksien tarkastelujen seurauksina. Yleinen esimerkki kah-
desta homeomorfisesta kappaleista on kahvikuppi ja torus, eli ontto rinkeli.

-
-

Kuva 7.1: Kahvikuppi ja torus.

Kahvikupista saadaan torus tayttamalla kuppi tayteen ja sen jalkeen muo-
vaamalla kahvaa paksummaksi ja kuppia ohuemmaksi.

-
D) - - -

Kuva 7.2: Kahvikupista torukseksi.

Koska kahvikuppi voidaan muotoilla torukseksi ja toisinpéin, niin topologi-
sestl ne ovat samat.
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Maiaritelmé 7.1 (Homeomorfinen kuvaus). Jatkuvaa bijektiota
f:A— B.

kutsutaan homeomorfiseksi kuvaukseksi, jos myos sen kadnteiskuvaus
f':B— A

on jatkuva.

Maiéritelmi 7.2 (Verkkojen homeomorfisuus). Verkon
G=(V.E)

sanotaan olevan homeomorfinen verkon
G=(V,E)

kanssa, jos on olemassa verkko
H=(V,E),

jolle patee ehdot:

1) Lisdamalld kaksiasteisia apukérkid verkkoon H, saadaan verkon G kans-
sa isomorfinen verkko G'.

2) Lisdémalld kaksiasteisia apukérkii verkkoon H, saadaan verkon G kans-
sa isomorfinen verkko G’.

Alla olevassa kuvassa 7.3 verkko GG’ on saatu lisadmalla verkkoon G kolme
kaksiasteista apukéarkea.

Kuva 7.3: Esimerkki verkosta G, johon on lisidtty kolme kaksiasteista apu-
karkea.
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Maaritelmé 7.3 (Stereografinen projektio). Niin kutsutulla stereogra-
fisella projektiolla tarkoitetaan homeomorfista kuvausta

. -2 2 es l o Xr — 63

PR =5 (2,2), P(x)—e3+7|x_€3|2,

joka kuvaa kolmiulotteiseen euklidiseen avaruuteen upotetun jatketun laa-
jennetun tason

R® = {(ml,xQ,O) ER?: x5 € ]R} U{occ} CR?
pallopinnaksi

(et ) ={zeR: js—g| =1} CR,

2 72

missi e3 = (0,0, 1) € R? ja merkinnilld |z| tarkoitetaan pisteen z € R? tavan-
omaista euklidista normia. Stereografinen projektio maérittelee itse itsensé
kaanteiskuvauksen, katso kuva 7.4.

Kuva 7.4: Stereografinen projektio.

Lause 7.4 (Jordanin kiyralause). Olkoon
f:8%0,1) —» R?

jatkuva injektio. Tdalloin kuvajoukko
= f(8'(0,1))

jakaa tason kahteen yhtendiseen tasoalueeseen T ja 1o siten, ettd
R*\T =7 U,

missd A on rajoitettu yhdesti yhtendinen alue ja B on rajoittamaton tasoalue.
Lisdksi

o =1 = 0mn.
Erityisesti, jokainen annettuja pisteitc A € 11 ja B € 7o yhdistdvd tasokdyrd
n letkkaa kdyrdda T.
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T1

Kuva 7.5: Jordanin kayralause.

Todistus. Katso [7, Lause 7.10] tai [22].
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8 Tasoverkot

Kuvasssa 8.1 on piirretty aiemmin luvussa 5.2 ndhdyt isomorfiset tieverkot.
Tieverkosta B ndhdaan, etta sen mitkaan tiet eivat leikkaa toisiaan. Koska
tieverkot A ja B ovat isomorfisia, siirtelemalld tieverkon A kaupunkeja se
voidaan piirtdd uudestaan siten, ettd sen tiet eivit leikkaa toisiaan, katso
kuva 8.1.

Rovaniemi

Rovaniemi

Joensuu

Kuva 8.1: Isomorfiset tieverkot piirrettynéa kahdella eri tavalla.

Edella tehty tieverkkojen A ja B tarkastelu johtaa niin kutsuttujen tasoverk-
kojen kasitteisiin.

Maaritelma 8.1 (Tasoverkko). Verkko

G = (V,B)

on tasoverkko, jos se voidaan piirtaéd tasoon siten, etté sen sivut eivat leik-
kaa muuten kuin sivujen lahto- ja paéatepisteissa. Tasoesitykseksi kutsutaan

38



geometristé esitysta, jossa tasoverkko piirretaén tasoon siten, etté sen sivut
eivit leikkaa toisiaan. Tasoverkon tasoesitys jakaa tason yhtendisiin aluei-
siin, joita kutsutaan verkon tahkoiksi. Verkon tahkojen joukosta kaytetdan
merkintaa F'.

Jos verkko on isomorfinen tasoon piirretyn itsedén leikkaamattoman verkon
kanssa, niin se on tasoverkko. On siis mahdollista, ettd on olemassa verkko,
joka on piirretty siten, ettd sen sivut leikkaavat, mutta se voidaan piirtda
myo0s ilman, etta sen sivut leikkaavat. Kuvassa 5.6 on esimerkki isomorfisista
verkoista, joista toinen on piirretty niin, etta sivut leikkaavat ja toinen niin,
etta ne eivat leikkaa eli kyseisen tasoverkon tasoesityksella.

Kuvassa 8.1 on kaksi tieverkkoa, jotka ovat isomorfisia ja toinen niista on
selkedsti tasoverkko, jolloin isomorfisuuden nojalla molemmat ovat tasoverk-
koja. Ei siis valttamatta voida suoraan kuvasta péétella, onko verkko taso-
verkko vai ei, silla kéarkia siirtdmalla voi olla mahdollista muuttaa verkkoa
niin, ettd sen sivut eivat leikkaa. Téssa luvussa tullaan huomaamaan, etta
kaikki verkot eivat ole tasoverkkoja. Jotta tdma voidaan todistaa, tarvitaan
verkko, josta tiedetddn varmaksi, ettei se ole tasoverkko. Téallaisia verkkoja
ovat esimerkiksi Kuratowskin verkot K33 ja Kj, jotka loytyvat kuvasta
8.2. Todistetaan ensimmaiseksi, miksi K33 ei ole tasoverkko.

A
A B C
E B
D E F D C
Verkko K3 3. Verkko K.

Kuva 8.2: Verkot K33 ja K.

Lause 8.2. Verkko K3 ei ole tasoverkko.

Todistus. Tehdéén antiteesi olettamalla, ettd K33 on tasoverkko. Olkoon

G=(V.E)

verkon K3 3 tasoesitys, jolloin sen kérkien A, E, F' ja C' vélisien sivuje voidaan
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olettaa muodostavan kuvan 8.3 kaltaisen suljetun Jordan-kayran . Taméa
Jordan-kayra jakaa tason kahteen yhtenéiseen tasoalueeseen 71 ja 7o, joista
tahkon 15 oletetaan olevan rajoittamaton.

T2

Kuva 8.3: Verkon K33 aliverkko.

Seuraavaksi voidaan olettaa, ettd kidrki B kuuluu v rajoittaman alueen 1
sisapuolelle. Jos néin ei ole, niin soveltamalla homeomorfismia

RO 2 RA(O) ()= e,
jolle on voimassa

fn) = f(r) ja  f(m)=f(n),

saadaan kérki B pakotettua Jordan-kayrén v rajoittaman alueen sisalle. Li-
siksi yksinkertaisuuden vuoksi voidaan olettaa, etta karki B vastaa piirretyn
ympyran keskipistettd siirtaméalla sitd hieman alkuperaisessa kuvassa.

T2

Kuva 8.4: Verkon K33 aliverkko.
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Sivut (F, B) ja (E, B) jakavat suljetun Jordan-kédyrén  sisdpuolen kahteen
tahkoon 7y ja 719, missd Jordan-kiyra (A, F, B, E, A) rajaa tahkoa 71 ja
(E, B, F,C, E) rajaa tahkoa 7, katso kuva 8.4. Télléin havaitaan kolme
eri tapausta sen mukaan, missé verkon viimeinen karki D sijaitsee suhteessa
edelld mainittuihin suljettuihin Jordan kayriin.

1) Jos kérki D on tahkon 7 ; sisalld, niin Jordanin kayralauseen 7.4 nojalla
sivu (D, C) leikkaa valttamatta suljettua Jordan-kéyraa (E, B, F, C, E).

2) Jos karki D on tahkon 7 5 sisélld, niin Jordanin kdyralauseen 7.4 nojalla
sivu (D, A) leikkaa valttamatta suljettua Jordan-kéyraa (A, F, B, E, A).

3) Jos kérki D on tahkolla 75, niin talloin edelleen Jordanin kédyrdlauseen
7.4 nojalla sivu (D, B) leikkaa valttamétta suljettua Jordan-kayraé
(A, F,C,E, A) eli kiyraa ~.

Néin ollen verkko K3 5 ei voi olla tasoverkko, koska sita ei voida piirtéé tasoon
ilman, ettd sen sivut leikkaavat.

n
Lause 8.3. Verkko K5 ei ole tasoverkko.

Todistus. Tehdaén antiteesi olettamalla, ettd verkko K5 on tasoverkko. Ol-
koon

G = (V,B)

verkon K5 tasoesitys, jolloin sen kérkien A, B, C' ja A vilisien sivuje voidaan
olettaa muodostavan kuvan 8.5 kaltaisen suljetun Jordan-kéyran .

B

Kuva 8.5: Verkon Kj aliverkko.
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Tama Jordan-kéyré jakaa tason kahteen yhtendiseen tasoalueeseen 7 ja 7o,
joista tahkon 7, oletetaan olevan rajoittamaton. Seuraavaksi voidaan olettaa,
ettd karki D kuuluu ~ rajoittaman alueen 7 sisdpuolelle. Jos néin ei ole, niin
soveltamalla homeomorfismia

foRI\ {0} - R\ {0}, f(z) = HH
jolle on voimassa

f(n) = [f(r) ja  f(r)=f(n),

saadaan kérki D pakotettua Jordan-kayran ~y rajoittaman alueen sisalle. Li-
siksi yksinkertaisuuden vuoksi voidaan olettaa, etta kirki D vastaa piirretyn
ympyran keskipistettd siirtamalla sitd hieman ympyran madradmén rajoite-
tun alueen sisélla.

B

Kuva 8.6: Verkon Kj aliverkon rajaamat tasoalueet.

Sivut (A, D), (B, D) ja (C,D) jakavat suljetun Jordan-kéyrén ~ sisipuo-
len kolmeen tahkoon 71, 719 ja 713, misséd Jordan-kéyrd (B, C, D, B) rajaa
tahkoa 71, kéiyrd (A, D, C, A) rajaa tahkoa 71 5 ja kiyra (A, B, D, A) rajaa
tahkoa 71 3, katso kuva 8.6. Télloin havaitaan nelja eri tapausta sen mukaan,
missa verkon viimeinen karki F sijaitsee suhteessa edella mainittuihin suljet-
tuihin Jordan kéyriin.

1) Jos kérki E on tahkon 7y ; sisilld, niin Jordanin kdyralauseen 7.4 nojalla
sivu (A, E) leikkaa vélttamétté suljettua Jordan-kiyraa (B, C, D, B).

2) Jos karki £ on tahkon 7 5 sisilld, niin Jordanin kéyralauseen 7.4 nojalla
sivu (B, F) leikkaa valttaméttéd suljettua Jordan-kéyraa (A, D, C, A).
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3) Jos karki £ on tahkon 7 3 sisilléd, niin Jordanin kdyralauseen 7.4 nojalla
sivu (C, E) leikkaa vélttamatta suljettua Jordan-kayrdéd (A, B, D, A).

4) Jos karki E on tahkolla 75, niin talloin edelleen Jordanin kdyrilauseen
7.4 nojalla sivu (D, F) leikkaa valttamétta suljettua Jordan-kéayrad
(A, B,C, A) eli kiyraa .

Néin ollen verkko K5 ei voi olla tasoverkko, koska sita ei voida piirtaé tasoon
ilman, ettd sen sivut leikkaavat.

]

Rovaniemi Rovaniemi

Kuva 8.7: Kartalla B on tieverkon A aliverkko.
Kuvassa 8.7 on annettu tasoverkko A ja sen erds aliverkko B. Kuvasta kat-

sottuna on ilmeisté, ettd verkon A tasoverkko-ominaisuus periytyy myos ali-
verkolle B. Tamé havainto on sisallytetty seuraavaan lauseeseen.
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Lause 8.4. Jokainen tasoverkon aliverkko on tasoverkko.

Todistus. Olkoon

G=(V.E)
miké tahansa tasoverkko ja olkoon

G=(V,E)
sen jokin aliverkko. Oletetaan, etta

Gr = (Vr, Er)

on verkon G jokin tasoesitys ja olkoon

f:V—>VT

jokin verkkojen G ja G vilinen isomorfismi. Muodostetaan tasoesityksen
G aliverkko

éT - (VT7 ET)

asettamalla Vo = f(V) ja

(0,0} € By <= {f71(0), f (@)} € E.

Talloin isomorfismin f rajoittama kuvaus

f|VZV—)VT

indusoi verkkojen G ja G vélisen isomorfismin, joten G méérittad verkon

G erdén tasoesityksen. Siispé verkko G on tasoverkko ja vaite seuraa.
O

Aiemmin mainitut verkot K33 ja K5 ovat niin kutsuttuja Kuratowskin
verkkoja.
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9 Eulerin ensimmainen kaava

Tassa luvussa esitelladn Eulerin ensimmainen kaava 9.1, johon kiteytyy ta-
soverkkojen topologiset ominaisuudet. Eulerin ensimméista kaavaa voidaan
pitda luvussa 6 havaitun puihin liitetyn kaavan

[El=V]-1

yleistyksend. Koska puiden tahkojen lukuméaéirélle patee |F| = 1, niin edella
annettu kaava voidaan laajentaa seuraavasti:

E|=V|-1 < [E|+|F|=|V|-1+|F|
<~ |E|+1=|V| -1+ |F]
— 2=|V|—|E|+ |F|.

Eulerin ensimmaisen kaavan nojalla edellisen paattelyketjun viimeisella rivil-
14 nakyva identiteetti on yleisemmin totta kaikille tasoverkoille.

Lause 9.1 (Eulerin ensimméiinen kaava). Yhtendisen tasoverkon

G=(V,E)

kdrkien, sivujen ja tahkojen lukumddarille on voimassa seuraava identiteetti

VI =B+ |F] = 2.

Todistus. Jos yhtenaisessa tasoverkossa

G=(V,E)

on epétriviaali kierros, niin poistetaan siité yksi sivu siten, etté jaljelle jaava
verkko

Gi = (W1, Er)

on yvhtenéinen tasoverkko, jolla on yksi sivu ja tahko vihemmaén, kuin alku-
peraisella verkolla GG, katso kuva 9.1. Tall6in huomataan, etta

Vil = B[ + B = [V = ([E] = 1) + ([ = 1) = [V] = [E] + [F],
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missa
|F}| = “verkon G; tahkojen lukumé&éra'.

Jatketaan samoin, kunnes kaikki epatriviaalit kierrokset on poistettu. Téa-
mén seurauksena paddytdén lopulta puuhun (katso mééritelma 6.1)

Gn - (Vn7 En>7

jolle voidaan johtaa vaiheittain vastaavanlainen identiteetti

V| = |E| + |F| = |Vi| — |E1| + | F1]

= [Va| = |Ea| + |2
=... (9.1)
= ‘Vn71| - |En71‘ + ‘anl‘
= |Vn| - |En| + |Fn|7
missa
|F;| = "verkon G; tahkojen lukumaéra".
T2
ﬁ
T U T2
Kuva 9.1: Poistetaan sivu tasoverkosta.
Verkko G,, on puu, jolloin siind on tasmalleen yksi tahko
|F.| = 1. (9.2)
Liséksi puiden karakterisaation 6.6 nojalla
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Nyt yhdistaméalla kohdat (9.1)—(9.3) saadaan

VI = E| +|F| = [Va| = |Ep| + [Fo| = [Va| = (Val = 1) + 1 =2,
mista vaite seuraa.
OJ

Luvussa 8 esitetyt lauseet 8.2 ja 8.3 voidaan todistaa myos vaihtoehtoisesti
Eulerin kaavaan pohjautuvalla algebrallisella todistuksella, jossa todistuksen
topologinen ulottuvuus on piilotettu alla olevaan Eulerin ensimmaiseen kaa-
vaan pohjautuvaan lemmaan, jonka todistus pohjautuu Johdatus diskreettiin
matematitkkaan -kurssin [20] harjoitustehtévaan.

Lemma 9.2. Olkoon

G=WVE) (V|=3)

yhtendinen tasoverkko. Talloin
a) verkon sivujen lukumddrdlle patee
|E| < 3|V]—6.

b) jos G ei sisilld kolmioita, eli kierroksia, joiden sivujen lukumddrd on
3, niin silloin sen sivujen lukumddralle patee

|E| < 2|V| - 4.

Todistus. a) Voidaan olettaa, ettd |E| > 3, silla muut tapaukset voidaan
kasitelld helposti erikseen. Talloin jokaista tahkoa rajoittaa vihintaédn kolme
sivua, eli

|{e € E : e rajoittaa tahkoa f}| >3 kaikilla f € F.

Liséksi jokainen sivu rajoittaa korkeintaan kahta tahkoa, misté saadaan sum-
maamalla yli kaikkien tahkojen, etta

> |{e € E : e rajoittaa tahkoa f}| < 2|E|.

fer
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Yhdistamaélla edelliset arviot, saadaan

3|1F| < Y |{e € E : e rajoittaa tahkoa f}| < 2|E|.
fer

Tasta seuraa Eulerin ensimmaisen kaavan
V= B[+ |F| =2
nojalla
2
Bl +2=|V|+|F| <|V] +§|E!-

Siispé,
B[ <3(|V[-2)=|V[-6,
kuten haluttin.

b) Nyt voidaan olettaa, etta |F| > 4, silla jélleen kerran muut tapaukset
voidaan késitella helposti erikseen. Koska verkko ei sisilla kolmioita, niin
voidaan olettaa, ettd sen jokaista tahkoa rajaa vahintaan neljéa sivua. Talloin
a)-kohdan todistuksen kaltainen paattely antaa

4|F| < Y |{e € E : e rajoittaa tahkoa f}| < 2|E|.
fer

Tasta seuraa Eulerin ensimmaisen kaavan
VI —|E]+|F| =2
nojalla
2
Bl +2=VI+|F| < V]+ - |E]

Siispa,
B <2(]V]=2) =2|V] -4,

kuten haluttin.
O]

Esimerkki 9.3. Osoitetaan Lemman 9.2 avulla, ettd Kuratowskin verkot
a) Ks ja b) Kz

etwdat ole tasoverkkoja.
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Todistus. a) Oletetaan, ettd verkko K5 on tasoverkko. Tiedetaén, etté
V=5 ja |E|=10.
Talloin Lemman 9.2 a)-kohdan nojalla pétee
100=|E|<3|]V|-6=3-5—-6=9,
miké ei pidé paikkaansa, joten verkko K5 ei ole tasoverkko.

b) Oletetaan, ettd verkko K33 on tasoverkko. Tiedetdén, etta
V=6 ja |E|=9.

Nyt, koska tiedetadn, etta verkko K3 ei sisalla kolmioita, niin Lemman 9.2
b)-kohdan nojalla pétee

9=|E|<2[V]|—-4=2-6—4=38,

mika ei pidé paikkaansa, joten verkko K33 ei ole tasoverkko.
O

Verkon tunnistaminen tasoverkoksi voi olla haastavaa ainoastaan Eulerin
ensimmaéisen kaavan 9.1 ja lemman 9.3 avulla. Alla oleva Kazimierz Kura-
towskin (1896-1980) vuonna 1930 todistama tasoverkkojen karakterisaatio-
lause antaa kuitenkin hyvin tehokkaan tyokalun tasoverkkojen tunnistami-
seksi. Kuratowskin lauseen todistuksen helpompi suunta seuraa melko suo-
raan Eulerin ensimmaisestd kaavasta 9.1, mutta lauseen toisen suunnan to-
distaminen on huomattavasti haastavampaa.

Lause 9.4 (Kuratowskin lause). Verkko on tasoverkko, jos ja vain jos se
et sisdlld aliverkkonaan verkkoa Kss, Ky tai mitadn verkkoa, joka saadaan
ndistd lisidmdlld nithin 2-asteisia apukdrkid.

Todistus. Katso [11, s. 108-112] tai [13].
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10 Verkon ja pinnan genus

Kaupunkiongelma. Otetaan tdmén luvun alkuun pieni pahkina purta-
vaksi tarkastelemalla ongelmaa, jossa kuvan 10.1 kaupungeista Rovaniemi,
Jyvaskyla ja Turku jokainen halutaan yhdistda Kuhmoon, Joensuuhun ja
Helsinkiin niin, etta tiet eivat leikkaa muualla kuin teiden lahto- ja paate-
kaupungeissa. Tavoitteena on siis 1oytad taulukon 2 antaman tieverkon ta-

soesitys.

Rovaniemi
o

Joensuu
(]

Jyvaskyla
[

Turku

Kuva 10.1: Suomen kartta ja kuusi kaupunkia.
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Rovaniemi | Kuhmo | Joensuu | Jyvéaskyld | Helsinki | Turku
Rovaniemi X X X
Kuhmo X X X
Joensuu X X X
Jyvaskyla X X X
Helsinki X X X
Turku X X X

Taulukko 2: Kaupunkiongelma taulukoituna.

Alla olevassa kuvassa on esitetty kaikki halutut tieyhteydet ja eras esimerk-
ki, miten osa kaupungeista voidaan yhdistda ilman uusia risteyksia.

Kuva 10.2: Kartalle A on piirretty kaikki halutut tieyhteydet ja kartalle B
osa naista yhteyksisté.

Piirretadn seuraavaksi kuvan 10.2 tieverkko A tasoon hieman selkedmmin,
jotta tieyhteydet hahmotetaan paremmin. Tall6in paadytadn kuvan 10.3 kal-
taiseen tilanteeseen, josta huomataan, etta etsitty tieverkko on isomorfinen
verkon K33 kanssa. Néin ollen esimerkin 9.3 nojalla kaupunkeja ei ole mah-
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dollista yhdistaé tasossa, eiké tdten Manner-Suomen rajojen sisépuolella, jon-
ka voidaan sanoa olevan homeomorfinen tason kanssa.

Turku Jyvaskyla Rovaniemi

’
N
i
\/
)
7\
\

Joensuu Kuhmo

Kuva 10.3: Kuvan tieverkko A piirrettyna selkeAmmin tasoon.

Edella havaittiin, etta tasossa kaikkien kaupunkien yhdistdminen ei ole mah-
dollista halutulla tavalla. Onnistuisiko haluttu kaupunkien yhdistaminen pal-
lon pinnalla, jos kiytossé olisi koko maapallo, katso kuva 10.47

°
Joensuu Kuhmo

Kuva 10.4: Kaupungit pallon pinnalla.
Enté onnistuuko yhdistdminen yksireikaisellé toruksella, kuten kuvassa 10.57
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Turku  Jyvéaskyld Rovaniemi
° ° °
° °

Joensuu  Kuh

Kuva 10.5: Kaupungit yksireikaiselld toruksella.

Edella kysytyt verkkojen erilaisille pinnoille piirtdmiseen liittyvat kysymyk-
sen osoittautuvat tdman luvun kannalta keskeisiksi. Pian tullaan havaitse-
maan, etta verkon piirtaminen pinnalle ilman, ettd sen sivut eivat leikkaa
toisiaan riippuu merkittavalla tavalla pinnalla olevien “kahvojen” lukumaé-
ristd. Tamé on itseasiassa ilmeista, silla esimerkiksi verkon K33 kaltaisen
tieverkon tapauksessa leikkaavat sivut saadaan leikkaamattomaksi rakenta-
malla silta toisen tien yli. Téméa vastaa prosessia, jossa pinnan topologiaa
muutetaan liittamalla siihen sillan kaltainen kahva.

10.1 Verkon genus

Tassa luvussa tarkastellaan verkon genusta, jota kaytetdan verkkojen topo-
logiseen luokitteluun. Verkon genuksen maérittelemiseksi tarkastellaan verk-
kojen upotuksia niin kutsutuille k-kahvaisille toruksille Sj:

Pintojen joukkoon kuuluu Sy, St, 9, ..., katso kuva 10.6. Sy eli pallo kan-
nattaa ajatella ennemmin pallon kuorena kuin téytettyna eli rantapallona
ennemmin kuin pesédpallona. Pinta S; eli yksireikdinen torus kannattaa aja-
tella venttiilittoméané sisakumina ennemmin kuin donitsina. Samoin pinnat
So, ... kannattaa ajatella pelkkina “kuorina”, ei taytettyina.

Maiaritelma 10.1 (Verkon upotus pinnalle Sy). Verkon

G=(V.E)

upotukseksi pinnalle S; kutsutaan geometrista esitysté, jossa verkko piir-
retddn pinnalle Sy, siten, ettd sen sivut eivat leikkaa toisiaan. Verkon upotus
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-
—

Sk eli k-kahvainen torus, jossa on k kappaletta kahvoja

Kuva 10.6: Pintoja Sy alkaen pallosta eli Sy.

jakaa pinnan Sy yhtendisiin alueisiin, joita kutsutaan tahkoiksi pinnalla Sk.
Verkon G sanotaan uppoavan pinnalle S, jos sille 16ytyy upotus pinnalle Sj.
Jos verkko G uppoaa pinnalle S, niin sita kutsutaan Si-verkoksi.

Mairitelma 10.2 (Verkon genus ja verkon minimaalinen upotus).
Verkon

G=(V,E)

genuksella tarkoitetaan lukua

g = min{k > 0: verkko G uppoaa pinnalle S}.
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Jos verkon G genus on g, niin silloin sen upotusta pinnalle S, kutsutaan sen
minimaaliseksi upotukseksi.

Geometrisessa topologiassa suunnistuvia suljettuja pintoja voidaan luokitel-
la niissa olevien reikien eli “kahvojen” mukaan. Téssa asianyhteydesséa suun-
nistetun suljetun pinnan genuksella tarkoitetaan siind esiintyvien kahvojen
lukumaéaraé. Talloin siis pinnan Sj genus on

g=k.

Erityisesti verkon G genus vastaa sen suunnistetun suljetun pinnan S, genus-
ta, jolle verkolle GG 16ytyy minimaalinen upotus. Seuraavaksi tullaan osoitta-
maan, ettd jokaisella verkolla G on olemassa minimaalinen upotus jollekin
pinnalle S;. Ennen tata osoitetaan, ettd tasoverkkojen ja palloverkkojen luo-
kat vastaavat toisiaan:

Lause 10.3. Tasoverkkojen joukko on yhtd suuri So-verkkojen joukon kans-
sa. Toisin sanoen

1) jokainen tasoverko on isomorfinen jonkin Sy-verkon kanssa ja

2) jokainen Sy-verkko on isomorfinen jonkin tasoverkon kanssa.

Todistus.

1) Oletetaan ensin ettd verkko

G=(V,E)

on jonkin verkon tasoesitys ja olkoon

P1:iR*— Sp\ {(0,0,1)}

stereografisen projektion kadnteiskuvaus. Talloin
G:=PH(G)=(P(V),PI(E)) = (V,E)

madrittelee verkon GG kanssa isomorfisen Sy-verkon eli palloverkon.
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2) Oletetaan seuraavaksi kddntéen, etté
G=(V,E)
on jonkin Sy-verkon upotus pinnalle Sy ja olkoon

P: S5\ {(0,0,1)} — R?

stereografinen projektio. Rotatoimalla palloa Sy hieman avaruudessa R? tar-
vittaessa voidaan olettaa, ettd piste (0,0,1) ei leikkaa verkon G upotusta.
Talloin

G :=P(G) = (P(V),P(E)) =: (V,E)

madrittelee verkon G kanssa isomorfisen tasoverkon.

DD
a5y
iy

Kuva 10.7: Palloverkko avattuna tasoon.
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Edellisen lauseen nojalla tasoverkkojen ja palloverkkojen luokat Sy vastaavat
siis toisiaan.

Koska taso- ja palloverkkojen luokat ovat samat, niin tésta saadaan, etta
luvun alun kaupunkiongelman kaupunkeja ei voida yhdistaa halutulla tavalla
pallopinnallakaan.

Lause 10.4. Jokaisella verkolla on genus.

Todistus. Olkoon
G=(V,E)

mika tahansa verkko. Jos G on tasoverkko, niin Lauseen 10.3 nojalla sen
genus on nolla, joten oletetaan, ettd G ei ole tasoverkko. Piirretdén verkko
G pallopinnalle Sy siten, etté

1) sen verkon sivujen leikkaamispisteet ovat erillisié,
2) sivujen leikkaamispisteissi leikkaa tdsmélleen kaksi sivua,

3) sivujen leikkaamispisteissd leikkaavat sivut leikkaavat toisiaan kysei-
sessa pisteessa tasmélleen kerran ja

4) jokaisella leikkaamispisteelld on ympéristo, jonka kautta ei kulje kah-
den leikkaavan sivun lisdksi muita verkon sivuja.

Kun verkko piirretadn pallopinnalle S siten, ettéd piirros tayttéa edelliset eh-
dot, niin jokaisessa verkon sivujen leikkauspisteessé sen piirroksen voidaan
olettaa muistuttavan kuvan 10.8 esittamaéa tilannetta.

Kuva 10.8: Lauseen 10.4 kohta 2) kuvattuna.

Lisdtaan seuraavaksi jokaiseen kuvan 10.8 esittdmaan kahden sivun leikkaus-
pisteen ymparistoon putkimainen kahva kuvan 10.9 osoittamalla tavalla ja
laitetaan toinen leikkaavista sivuista kulkemaan kahvaa pitkin ja toinen sen
ali.
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Kuva 10.9: Toinen leikkaavista sivuista kulkee kahvaa pitkin ja toinen sen
ali.

Toimimalla edelld kuvatulla tavalla havaitaan, ettd verkko G voidaan upot-
taa ainakin pinnalle Sy, missd k vastaa todistuksen alussa annetussa piir-
roksessa esiintyvien sivujen leikkauspisteiden lukumaéraéa. Toisin sanoen ei-
negatiivisten kokonaislukujen osajoukko

A = {k > 0: verkko G uppoaa pinnalle Sj}

on epatyhja. Talloin, koska joukko A on epétyhja ja alhaalta rajoitettu, niin
silla on olemassa pienin jasen

g = min{k > 0: verkko G uppoaa pinnalle S}},

joka vastaa verkon G genusta.

10.2 Verkkojen upottamisesta pinnoille

Palataan taas luvun alussa olleeseen kaupunkiongelmaan. Kaupunkeja ei voi-
tu yhdistaé toisiinsa tasossa eika pallolla ilman, ettd uudet tieyhteydet leik-
kaisivat toisiaan. Erilaisista kokeiluista huolimatta huomataan, etta jokai-
sessa vaihtoehdossa tulee valttamétta vahintadn yksi tieyhteyksien leikkaus.
Taman kaltaisessa yhden leikkauksen tilanteessa voidaan tehda samoin, kuin
ylla olevan lauseen 10.4 todistuksessa eli lisata pinnalle yksi kahva tieyhteyk-
sien leikkauspisteeseen estdmaéaan leikkaus. Tésta huomataan, etta yhdistami-
nen onnistuu yksikahvaiselle pinnalle Sy, joka voidaan muotoilla uudestaan
muistuttamaan muodoltaan kuvan 10.5 kaltaista yksireikéista torusta ja on-
gelma on ratkaistu.

Esimerkki 10.5. Alla olevan kuvan 10.10 verkko Kg ei ole Sy-verkko, silld
se sisaltad aliverkkonaan verkon Ks 3.
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Kuva 10.10: Verkko K.

&
)

V)
)

Kuva 10.11: Verkko K§ toruksella.

Kuva 10.11 osoittaa, etta verkko Kg voidaan kuitenkin upottaa toruspinnalle
S1. Ndin ollen verkon Kg genus on yksi.

Lause 10.6. Jos verkon
G = (V,E)

genus on g, niin se voidaan upottaa mille tahansa pinnalle S, jolle n > g,
ilman, ettd sen sivut leikkaavat.

Todistus. Oletetaan, ettd verkko
G=(V.E)

on upotettu pinnalle S, ja kiinnitetaan miké tahansa pinnan S, avoin ja
epatyhja alue, miké ei sisilld yhtadn verkon G kérkeé tai sivua. Liitetdan nyt
pintaan S, edelld kiinnitetyn avoimen alueen sisélla n—g putkimaista kahvaa.
Saatu pinta voidaan jatkuvasti muotoilla pinnaksi S, eli toisin sanoen se
on homeomorfinen pinnan S, kanssa, jossa verkko G' on edelleen mukana.

Lopputuloksena saadaan pinta S,,, jonne verkko G on upotettu.
O
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11 Eulerin toinen kaava

Aikaisemmissa luvuissa havaittiin, ettd tasoverkkojen topologiset ominaisuu-
det voidaan kiteyttda Eulerin ensimmaiseen kaavaan 9.1. Erityisesti tama
kaava mahdollistaa lemman 9.2 ja Kuratowskin lauseen 9.4 kaltaisten te-
hokkaiden tyokalujen todistamisen. Luonnollisesti Eulerin ensimmaisen kaa-
van kaltainen tehokas topologinen tyokalu halutaan kiyttoon myos verkoille,
joiden genus on ¢. Tallainen yleistys 10ytyy niin kutsutun Eulerin toisen
kaavan 11.4 muodossa, jonka téssa tutkielmassa annettu todistus pohjautuu
ldhteisiin [25], [6]. Todistus nojaa osin Youngsin vuonna 1963 todistamaan
verkkojen minimaalisia upotuksia koskevaan lauseeseen 11.3, jota ei tassa
tutkielmassa todisteta.

Maaritelma 11.1 (Verkon 2-solu-upotus). Verkon G upotus pinnalle S,
on 2-solu-upotus, jos upotuksen kaikki tahkot ovat homeomorfisia avoimen
yksikkokiekon

D={rcR*:||z]| <1}

kanssa.

Lause 11.2. Olkoon
G = (V,E)

yhtendgisen verkon 2-solu-upotus pinnalle S,. Tdlloin kyseisen upotuksen kdr-
kien, sivujen ja tahkojen lukumddrille pdtee

VI |El+|F| =2-2g.
Todistus. Todistetaan lause induktiolla genuksen g suhteen.
Alkuaske: Oletetaan aluksi, etté
g =0.

Talloin verkko G on palloverkko, joten lause seuraa suoraan Eulerin ensim-
méisesta kaavasta 9.1.

Induktio-oletus: Oletetaan, ettéd viite patee jokaisen yhtendisen verkon
G=(V.E)
2-solu-upotukselle, joka on upotettu pinnalle Sy_;, missa

g > 0.
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Induktioaskel: Oletetaan, etta
G=(V.E)

on yhtendisen verkon 2-solu-upotus pinnalle S,. Téll6in pinnalla S, on vahin-
taan yksi kahva. Piirretdan suljettu itsedanleikkaamaton pinnan Sy kayréa C'
pinnan yhden kahvan ymparille siten, etta kayra C' ei sisélla yhtaan verkon
G karkea. Télloin voidaan olettaa, ettd kayrd C' leikkaa verkkoa G, koska jos
nain ei olisi, niin kayra C' sisaltyisi kokonaan johonkin verkon G tahkoon ja
sita ei voitaisi supistaa yhdeksi pisteeksi talla tahkolla, mika on ristiriidassa
sen kanssa, ettd verkko G on 2-solu-upotus.

Seuraavaksi huomataan, ettd upottamalla verkko G tarvittaessa uudelleen
pinnalle S, voidaan olettaa, etté kayra C leikkaa verkkoa G aarellisen monta
kertaa, eli leikkauksien lukuméaraéa kuvastava positiivinen kokonaisluku

k:=|{xeS,:xeCjaxeG}
on aarellinen. Toisin sanoen, jos
€1,€2,...,6, missa 1 <t <Kk,

ovat verkon G kayraa C' leikkaavat sivut ja positiivinen kokonaisluku ¢; vastaa
sivun e; ja kayran C' vélisten leikkauspisteiden lukumaéraé, niin silloin

t
S b=k
i=1
Olkoot edelld mainitut verkon G ja kiayran C' leikkauspisteet
W1, W,y ..., Wg.
Muodostetaan nyt uusi pinnan S, itseaanleikkaamaton verkko
GI — (V/, El)
seuraavalla tavalla:

(i) Karkien joukko V' muodostetaan lisidmalld verkon G kérkien joukkoon
V' kaikki leikkauspisteet wy, ws, ..., wy eli

V' =VU {wl,wg, ce ,wk}.
Talloin
V'] = V] + k.
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(ii)) Muodostetaan aluksi sivujen joukko E verkon G sivujen joukosta E
korvaamalla kukin sivu

eiEE (221,2,,t)

kyseisen sivun ja kdyran C' leikkauspisteiden wq, ws, . . ., wy valissa kul-
kevilla osakayrilld, jotka leikkaavat toisiaan korkeintaan paatepisteis-
sdan. Téalloin siis jokainen sivu e; korvaantuu siis ¢; + 1 uudella sivulla,
katso kuva 11.1. Tall6in

t
|| =|E| —t+ ) (ti+1)
=1
t
=|El+> ¢
=1
=|E|+k

Nyt sivujen joukko E’ muodostetaan lisddmalla sivujen joukkoon E
kayran C eri leikkauspisteiden wy, we, . . ., wy valiset kiayran C' osakéy-
rit, jotka leikkaavat toisiaan korkeintaan péatepisteissaan. Naita osa-
kayrid on yhteensid k kappaletta, mistd saadaan, etté

|E'| = |E| + k = |E| + 2k.

e C

Kuva 11.1: Jonkun sivun e ja kayrin C' leikkauspisteet.

Tarkastellaan seuraavaksi verkon G’ tahkojen lukumaéaraa |F’|. Nyt jokai-
nen niistd verkon G’ kohdan (ii) lopussa mainituista sivuista, joka vastaavaa
kiayran C jotakin osakdyrad e’ sisdltyy paatepisteitdan lukuunottamatta jo-
honkin verkon G tahkoon 7. Koska 7 on 2-solu, niin tilloin ¢’ jakaa tahkon
7 kahdeksi 2-soluksi 77 ja 7. Koska tallaisia sivuja €’ on k kappaletta, niin

|F'| = |F| + k.

Lisaksi, koska jokainen verkon GG tahko on 2-solu, niin myos jokainen verkon
G’ tahko on 2-solu. Toisin sanoen verkko G’ on 2-solu-upotus pinnalle S,.
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Kuva 11.2: Leikataan kahva kayran C' kohdalta kahteen osaan ja liimataan
péaatyihin puolipallon kuoret.

Seuraavaksi puolitetaan kahva kahteen osaan leikkaamalla se kdyraa C' pit-
kin, katso kuva 11.2. Téamén jilkeen leikkaamisprosessissa syntyvat kaksi
aukkoa paikataan liimaamalla molempiin aukkoihin puolipallon kuoret.
Tamén rajausoperaation seurauksena pinta S, korvataan pinnalla S7. Koska
pinnalla S7 on yksi kahva vihemmén, kuin pinnalla Sy, niin pinnan 57 genus
on g — 1. Liséksi tdssd prosessissa verkko G’ korvataan pinnan S verkolla

G// — (V// EII)

jossa verkon G’ kdyran C' muodostamat kéirjet ja sivut jaetaan kahteen ko-
pioon kuvan 11.3 osoittamalla tavalla.

"
Sg

Kuva 11.3: Verkko G’ jaettuna kdyrian C' kohdalta kahteen osaan.

Talloin verkon G" kirkien, sivujen ja tahkojen lukuméérille pinnalla S] pitee
V| = V[ + k= V] + 2k,
|E"| = |E'| + k = |E| + 3k,
\F"| = |F'|+2=|F|+k+2.
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Koska my6s verkon G jokainen tahko on 2-solu pinnalla Sy, niin verkon G”
on oltava yhtendinen. Toisin sanoen verkko G” vastaa yhtendisen verkon 2-
solu-upotusta pinnalle S7. Siispé soveltamalla induktio-oletusta genus (g—1)-
pinnan 2-solu-upotukseen G” saadaan

VA = E"| + [F"| =2 =2(9 = 1),

eli
(IVI+2k)— (|E|+3k)+ (|[F|+k+2)=2—-2(g— 1),

ja nain ollen
VI =Bl +[F| =2 —2g,

mista vaite seuraa.

[
Lause 11.3. Yhtendisen verkon
G=(V.E)
jokainen minimaalinen upotus on 2-solu-upotus.
Todistus. Todistus seuraa suoraan Youngsin lauseesta [25, Lause 4.3.], jonka
todistusta ei kasitella téssa tutkielmassa.
O

Lause 11.4 (Eulerin toinen kaava). Olkoon
G=(V,E)

yhtendisen verkon minimaalinen upotus pinnalle Sy. Tdlloin sen kdrkien,
sivugen ja tahkojen lukumddrille pdtee

V=Bl +|F| =2-2g.

Todistus. Lauseen 11.3 nojalla verkko GG on yhtenéaisen verkon 2-solu-upotus
pinnalle Sy, joten véite seuraa suoraan Lauseesta 11.2.
O
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12 Opetuskokeilu yliopiston matematiikan ai-
neopintojen kurssilla

Osana téata tutkielmaa suoritettiin opetuskokeilu Jyvaskyldn yliopiston ma-
tematiikan ja tilastotieteen laitoksella. Opetuskokeilussa tdméan tutkielman
kirjoittaja, seké tutkielman ohjaaja suunnittelivat yhteistyosséa luennon syk-
sylla 2023 jarjestetylle Johdatus diskreettiin matematiikkaan -kurssille. Ta-
méan tutkielman ohjaaja toimi myos kurssin vastuuopettajana ja han piti
kyseisen luennon opiskelijoille opetuskokeilussa yhdesséa laaditun tuntisuun-
nitelman mukaisesti. Luento kasitteli tasoverkkoja ja Eulerin kaavoja. Kurs-
silla kokonaisuudessaan noudatettiin Kolbin oppimisen kehda 4.1 ja luento
suunniteltiin radikaalin kostruktivismin teemoja kayttiaen. Kurssilla Kolbin
oppimisen kehén eri vaiheet toteutettiin seuraavilla tavoilla:

1) Konkreettinen kokemus. Luentojen alussa esitettiin yksinkertainen,
mutta teorian kannalta hyvin keskeinen kysymys, jonka ratkaisuun
opiskelijoilla ei vield valttaméttéd ollut tyokaluja. Tamén tarkoituksen
oli aiheuttaa opiskelijoissa radikaalin konstruktivismin teorian mukai-
nen kognitiivinen konflikti. Opetuskokeilun luennolla kyseinen tehtava
oli kaupunkiongelmaan verrattavissa oleva niin kutsuttu voimalaongel-
ma [3, s. 142].

2) Reflektiivinen havainnointi. Opiskelijoita ohjattiin peilaamaan omaa
aikaisempaa tietdmystadn esitettya ongelmaa ja myos vertaistensa tie-
tdmystd vasten ohjaamalla heidédt tyoskenteleméan esitetyn ongelman
parissa noin kolmen hengen ryhmissia. Ryhmaéatyoskentelyvaiheen jal-
keen opettaja toi esille miksi tehtavaa pohdittiin, mutta ei suoraan
antanut ratkaisua ongelmaan. Esimerkiksi télla tuettiin reflektion jat-
kumista myo6s luennon jélkeen.

3) Abstrakti kisitteellistiminen. Luennon teoriaosuus tapahtui perin-
teisemmin opettajajohtoisesti, jossa ongelman ratkaisun avaimet tuo-
tiin pikkuhiljaa esille, mutta niita ei korostettu tai niiden yhteytta an-
nettuun ongelmaan ei kerrottu suoraan opiskelijoille.

4) Aktiivinen kokeilu. Kurssin harjoitustehtévien tarkoituksena oli oh-
jata opiskelijoita aikaisemmissa vaiheissa opitun teoreettisen tiedon ak-
tiiviseen kokeiluun ja soveltamiseen. Yksi harjoitustehtéavista oli aikai-
semmin konkreettisen kokeilun vaiheessa esitetty ongelma. Téméan ope-
tuskokeilun tilanteessa kyseesséa oli voimalaongelma.

Tassa opetuskokeilussa keskeista oli pohtia niita taapoja, joilla matematii-
kan korkeakouluopetuksessa voitaisiin kuljettaa opiskeltavan asian konkreet-
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tista tasoa abstraktin tason rinnalla. Opetuskokeilussa konkreettiseen tasoon
pyrittiin padseméan kasiksi seuraavien esimerkkien kautta:

1)

2)

5)

Voimalaongelma tasossa. Luennon alussa esitetty kognitiiviseen kon-
fliktiin johtava kaupunkiongelmaan verrattava tehtava [3, s. 142].

Voimalaongelma pallo- ja torusverkolla. Samaa voimalaongelmaa
pohdittiin pienryhmissd myohemmin uudelleen pallo- ja torusverkoil-
la. Opettaja ohjeisti opiskelijoita hahmottelemaan verkkoja torukselle
kuvan 10.11 kaltaisella tavalla.

Lentoreitit. Kuusi vapaaehtoista opiskelijaa muodostivat yhdekséan
langanpatkan avulla K33 verkon, jossa opiskelijat itse esittivat ver-
kon kéarkia ja pitivat kiinni kolmesta erivérisesta langasta. Ensin huo-
mattiin, ettd langat osuvat toisiinsa, joka ei lentoreiteille ole suotavaa,
minké jalkeen alettiin pohtimaan miten lankojen korkeuksia muutta-
malla onnistuttaisiin saamaan lentoreitit eli langat siten, ettd ne eivét
osu toisiinsa.

Eulerin ensimmaiisen kaavan todistuksen konkretisointi. Aluksi
opettaja piirsi taululle sattumanvaraisen esimerkin tasoverkosta, minka
jalkeen sen karkien, sivujen ja tahkojen lukuméarat laskettiin yhdes-
sé opiskelojoiden kanssa. Téasta néhtiin, ettd lukuméarat toteuttavat
Eulerin ensimmaisen kaavan 9.1 kaltaisen yhtélon

“kérjet” — “sivut” 4 “tahkot” = 2. (12.1)

Taman jalkeen opiskelijoita pyydettiin valitsemaan verkosta yksi sivu,
jonka poistaminen ei tee verkosta epédyhtenaista, minka jélkeen kysei-
nen sivu pyyhittiin taululta. Uuden verkon kéarkien, sivujen ja tahko-
jen lukumadarat laskettiin ja todettiin, ettd edelleen identiteetti (12.1)
pétee kyseiselle verkolle. Téllaista yhden sivun poistamista jatkettiin
kunnes paadyttiin puuhun ja todettiin, ettd vastaava identiteetti pétee
myo6s puihin ja todettiin edelleen, etta havainto sisaltyy kurssilla aiem-
min esitettyy puiden karakterisaatiolauseeseen 6.6. Taman havaittiin
todistavan Eulerin ensimmaisen kaavan.

Palloverkon avaaminen tasoon. Verkkojen kuvaamista stereografi-
sella projektiolla havainnollistettiin kuvan 10.7 kaltaisella tavalla.

Opetuskokeilun tavoitteena oli pdasta kasiksi havainnollistavien esimerkkien
opiskelijoissa synnyttamiin ajatuksiin ja kokemuksiin. Erityisesti tavoitteena
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oli selvittad, kuinka hyodyllisina opiskelijat pitivat oppimisen kannalta luen-
nolla sovellettuja abstraktien asioiden konkretisointeja. Opiskelijat saivat an-
taa palautetta luennosta luennon lopussa toteutetun Google Forms -kyselyn
kautta, sekd kommentoida esimerkiksi, mitka tekijat tukivat oppimista ja
mitka eivit. Alla tutkielman kannalta kyselyn oleellisimmat vastaukset.

Mitka havainnollistavista esimerkeistd koit hyodyllisiksi?

16 vastausta

Voimalaongelma (tasoverkko)

Voimalaongelma (pallo- ja
torusverkko)

Lentoreitit

Eulerin kaavan todistuksen
konkretisointi

Palloverkon avaaminen tasoon
(reika verkkoon ja venytys taso...
Lisaterminologia ja maininta
joistakin kayttdkohteista)

10 (62,5 %)

10 (62.5 %)

Kuva 12.1: Havainnollistavien esimerkkien hyodyllisyyden jakauma.

Koen oppineeni luennon asiat:
(1 = En ymmdrtanyt tai oppinut mitdan - 3 = En osaa sanoa- 5 = Opin ja ymmarsin

luennon asiat hyvin)

16 vastausta

00 %)

Kuva 12.2: Opiskelijoiden kokemus oppimisesta luennon aikana.
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