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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa osoitetaan padtuloksina Koeben i—lause sekd Haymanin-
Wun lause. Koeben i—lause kertoo, ettd analyyttinen injektio f ei voi kutistaa
yksikkokiekkoa D pienemmaksi kuin yhteen neljasosaan alkuperaisesta, kun
funktio f havida origossa ja derivaatan arvo origossa on 1. Haymanin-Wun
lause puolestaan antaa kiyrin ¢~1(Q N L) pituudelle ylirajan 47, kun
on yhdesti yhtendinen kompleksitason alue, L on mielivaltainen aluetta 2
leikkaava suora ja ¢ on konformikuvaus yksikkokiekolta D alueelle €.

Tutkielmassa esitelldan aluksi hyodyllisia aputuloksia sekéd méaritelmia,
joita tarvtaan myohemmin toisten tulosten todistamiseksi. Osalle néista apu-
tuloksista esitelladn myos todistukset.

Tutkielman teorian pohjalla on tarkeédssé roolissa konformikuvaukset,
joten niihin tutustutaan aputulosten jéilkeen ensimméiseksi. Konformiku-
vauksista tarkastellaan esityisesti Mobius-kuvauksia, jotka ovat hyodyllinen
konformikuvausten kategoria, minké jalkeen esitellian kaksoissuhde seké
Mobius-kuvausten loytdminen sen avulla. Lisdksi todistetaan keskeinen
konformikuvauksiin liittyva tulos Riemannin kuvauslause, jonka nojalla
mielivaltaiselta kompleksitason yhdesti yhtenaiseltd alueelta on olemassa
konformikuvaus yksikkokiekolle D.

Haymanin-Wun lauseen todistuksessa kaytetdan apuna hyperbolista ja
pseudohyperbolista metriikkaa yksikkokiekossa D sekd harmonisen mitan
ominaisuuksia. Naista esitelldan perusominaisuuksia seka todistuksille tar-
peelliset tulokset. Liséaksi osoitetaan Schwarzin lemma sekd Schwarzin-Pickin
lause. Koeben %—lauseen todistus puolestaan pohjaa konformiseen moduliin
seké sen ominaisuuksiin, erityisesti Grotzschin lauseeseen seka polkuperhei-
den konformiseen moduliin annuluksessa. Tutkielmassa tarkastellaan myos
kahdesti yhtenéisid alueita seké niiden vélisid konformikuvauksia.
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Johdanto

Tamén tutkielman paédtuloksina on Haymanin-Wun lause sekd Koeben i-
lause. Jos f on konformikuvaus yksikkokiekolta D = D(0, 1) kompleksitason
avoimeen ja yhtendiseen osajoukkoon €2, niin Haymanin-Wun lause kertoo,
etté leikattaessa aluetta Q suoralla L leikkausjoukon alkukuvan f~1(Q N L)
pituus on korkeintaan 47. Koeben i—lause puolestaan kertoo, etta analyytti-
nen injektio, joka kuvaa yksikkokiekon ID itselleen kiinnittaen origon ja jonka
derivaatta origossa saa arvon 1, kutistaa yksikkokiekon korkeintaan neljas-
osaan alkuperéaisesta.

Vuonna 1978 George Piranian ja Allen Weitsman pohtivat, onko joukon
12N L) pituus dérellinen analyyttiselle injektiolle f [14]. Walter Hayman
ja Jang Mei Wu vastasivat kysymykseen vuonna 1981 osoittamalla tuloksen
suurelle tuntemattomalle vakiolle [8]. Knut Dyma saavutti vakion 47 vuonna
1992 [17], ja Steffen Rohde puolestaan osoitti vuonna 2002, ettd paras vakio
on aidosti pienempi kuin 47 [15]. Vuonna 1993 ()yma osoitti parhaan vakion
olevan vihintidn 72 [18]. Lauseen tarkkaa vakiota ei nykytiedon valossa tun-
neta. Luvussa 8 esitelladn vakion 47 todistus @yman todistuksen pohjalta
John Garnettin ja Donald Marshallin kirjasta [7]. Koeben {-lauseen puoles-
taan muotoili Paul Koebe vuonna 1907, ja sen todisti Ludwig Bieberbach
vuonna 1916 [4]. Osiossa 7.2 esiteltdva Koeben i—lauseen todistus mukailee
Miodrag Mateljeviéin todistusta lahteesta [11].

Tutkielma alkaa aputulosten esittelylla, minka jalkeen tarkastellaan kon-
formikuvauksia sekd Mobius-kuvauksia. Sanotaan, ettd analyyttinen funk-
tio f: 2 — C on konforminen pisteessa zy, mikéli se séilyttda pisteessia zg
leikkaavien kayrien vélisen kulman suuruuden ja suunnan. Funktiota f kut-
sutaan konformikuvaukseksi, jos se on konforminen bijektio jokaisessa méa-
rittelyjoukkonsa pisteessa. Konformikuvauksille annetaan myos toinen maé-
ritelméa ja osoitetaan, ettd madritelmat ovat yhtépitavat. Lisdksi tarkastel-
laan tarkedd konformikuvausten kategoriaa Mobius-kuvauksia, eli funktiota
f: C — C muotoa

az+b
£l =220

ja osoitetaan, jokainen yksikkokiekon DD = D(0,1) konformisesti itselleen
kuvaava funktio f on Mobius-kuvaus muotoa

f(z) =

Tamaén jalkeen osoitetaan Riemannin kuvauslause, joka kertoo, etta jokaisel-
ta kompleksitason yhdesti yhtenéiseltd osajoukolta on olemassa konformiku-
vaus yksikkokiekolle ID.

a,b,c,d e C,
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Konformikuvausten jélkeen tarkastellaan pseudohyperbolista metriikkaa
seké hyperbolista metriikkaa yksikkokiekossa. Metriikoille osoitetaan, etté
ne séilyvit konformikuvauksissa. Lisaksi tarkastellaan kiekkoja pseudohyper-
bolisen metriikan suhteen seké pseudohyperbolisen metriikan rajoittumista
puolitasoihin. Tamén jalkeen osoitetaan Schwarzin lemma, jonka avulla voi-
daan arvioida kuvausten moduleita, sekéd Schwarzin-Pickin lause, joka on
invariantti versio Schwarzin lemmasta.

Hyperbolisesta metriikasta siirrytadn lukuun 4 tarkastelemaan konformis-
ta modulia seka sen ominaisuuksia. Konforminen moduli on mitta komplek-
sitason polkuperheen I' koolle. Luvussa osoitetaan, ettd konforminen moduli
séilyy konformikuvauksissa ja etté se on monotoninen. Lisdksi osoitetaan mo-
dulin arvo annuluksessa, kun polkuperheen I' polut yhdistévat ja separoivat
annuluksen reunaympyréat. Luvun lopussa osoitetaan modulin symmetriao-
minaisuus, sekd Koeben i—lauseen kannalta olennainen Grotzschin lause.

Ennen paétulosten osoittamista tarkastellaan vield pintaraapaisun ver-
ran harmonista mittaa seké puolitasossa etta yksikkokiekossa. Harmoninen
mitta yksikkokiekossa on tarkea apu Haymanin-Wun lauseen todistuksessa.
Harmonisen mitan jélkeen osoitetaan viela konformista modulia apuna kayt-
tden kahden annuluksen olevan konformisesti ekvivalentteja toistensa kans-
sa, mikali reunaympyroiden sateiden suhteet ovat yhté suuret. Vastaava tulos
todistetaan myos yleiselle kahdesti yhtenéiselle alueelle nayttamalla yleisel-
téd kahdesti yhtenaiseltéd alueelta olevan analyyttinen injektio annulukselle,
jonka ulkoympyran sédde on 1.

Tutkielmassa kiytetddn padldhteind Bruce Palkan kirjaa [12] konformi-
kuvausten, Moébius-kuvausten sekd konformisen modulin osalta, Christop-
her Bishopin luentokalvoja [5] konformisen modulin seké pseudohyperbolisen
metriikan osalta, John Garnett ja Donald Marshallin kirjaa [7] harmonisen
mitan sekd Haymanin-Wun lauseen osalta sekd Dmitry Beliaevin kirjaa [3]
kahdesti yhtenaisten alueiden osalta.

Esitiedot

Taman tutkielman ymmaértamiseksi on hyva osata kompleksianalyysin perus-
teet. Kompleksianalyysiin voi tutustusa esimerkiksi Dennis Zillin ja Patrick
Shanahanin kirjan [16] tai Bruce Palkan kirjan [12] avulla. Lukijan oletetaan
tuntevan matemaattisen analyysin periaatteet.



1 Aputuloksia

Tassé luvussa esitelladn tamén tyon kannalta tarpeellisia méaaritelmia ja tu-
loksia, joista kaikkien todistaminen ei ole kuitenkaan tédrkead. Aloitetaan
maéarittelemélla laajennettu kompleksitaso.

Midritelmé 1.1. Joukkoa C = CU {oo} kutsutaan laajennetuksi komplek-
sitasoksi. Laajennetussa kompleksitasossa pétee seuraavat laskutoimitukset:

oo+z=z+t00=o00 kaikilla z € C\ {0},

00z =2"00=00 kaikilla z € C,
z/oo =0 kaikilla z € C\ {0},
2/0 = oo kaikilla z € C

Laajennettua kompleksitasoa kutsutaan myos Riemannin palloksi. Liséa-
tietoa aiheesta loytyy Palkan kirjasta [12]. Maaritelladn seuraavaksi alue.

Maaritelma 1.2. Avointa ja yhtendistd joukkoa €2 laajennetussa komplek-
sitasossa C kutsutaan alueeksi.

Maaritelladn nyt yhdesti ja kahdesti yhtenéiset alueet. Maédritelma on
erittdin olennainen, silla ldhes kaikki téssé tyossa esiintyvat alueet ovat yh-
desti tai kahdesti yhtenaisia.

Maaritelma 1.3. Alue € on yhdesti yhtendinen, jos ja vain jos komple-
mentti C \ 2 on yhtendinen. Alue Q' on kahdesti yhtendinen, jos ja vain jos
komplementti C \ €' koostuu kahdesta erillisestd komponentista.

Tulokset lauseeseen 1.9 asti ovat téirkeitd Riemannin kuvauslauseen 2.26
todistuksessa. Naista ensimmaisen avulla todistetaan lemma 2.25, joka puo-
lestaan on apuna Riemannin kuvauslauseen todistuksessa.

Lause 1.4. Olkoon Q) alue kompleksitasossa ja olkoon f funktio siten, ettd
f on analyyttinen sekd nollakohdaton alueessa ). Tdlloin Q) on yhdesti yh-
tendinen jos ja vain jos funktiolle f on olemassa logaritmin haara log f(z)
alueessa ).

Todistus. Palkan kirjassa [12] sivulla 196. O

Seuraava Cauchyn esimaattina tunnettu lause antaa vélineet analyytti-
sen ja maéaarittelyjoukossaan rajoitetun analyyttisen funktion derivaattojen
arvioimiseen.



Lause 1.5 (Cauchyn estimaatti). Oletetaan, ettd funktio f on analyyttinen
avoimessa kiekossa D = D(zy,r) ja ettd |f(z)| < m, missd m on vakio, pitee
kaikkialla kiekossa D. Talloin kaikille positiivisille kokonaisluvuille k pdtee

arvio
k!mr

(r — [z — zo[)F*!

kazkille pisteille z joukossa D. Erityisesti,

[F0 ()] <

102 < klmr*.
Todistus. Todistus Palkan kirjassa [12] sivulla 167. O
Maaritelladn seuraavaksi normaalin perheen kisite.

Maaritelma 1.6. Olkoon F kokoelma analyyttisia funktioita alueessa (2.
Sanotaan, ettd F on normaali perhe, jos jokaiselle funktiojonolle {f,} per-
heessa F on olemassa alueen )2 kompakteissa osajoukoissa tasaisesti suppe-
neva 0sajono.

Muotoillaan seuraavaksi Montelin lause. Se kertoo, ettd kokoelma lokaa-
listi rajoitettuja analyyttisia funktioita on normaali perhe.

Lause 1.7 (Montelin lause). Olkoon F kokoelma analyyttisia funktioita avoi-
messa joukossa U. Oletetaan, ettd F on lokaalisti rajoitettu joukossa U. Til-
loin F on normaali perhe kyseisessd joukossa.

Todistus. Palkan kirjassa [12] sivulla 285. O

Seuraava lause on Hurwitzin lauseen seuraus. Hurwitzin lause ja todis-
tuksineen 16ytyvit Palkan kirjasta [12] sivulta 348. Téassd tyossd tarvitaan
vain seurausta, jonka nojalla tasaisesti suppenevien analyyttisten injektioi-
den muodostaman jonon rajafunktio on joko analyyttinen injektio tai vakio.

Lause 1.8. Olkoon jokainen funktiojonon {f,} alkio on analyyttinen ja in-
jektio alueessa ) ja oletetaan, ettd f, — f tasaisesti alueessa 2. Tdlloin f
on joko analyyttinen ja injektio alueessa ) tai vakio alueessa €.

Todistus. Palkan kirjassa [12] sivulla 349. O

Versio seuraavasta lauseesta tunnetaan englanniksi nimella Open Map-
ping Theorem. Témaéan tyon kannalta olennainen versio kertoo, ettéa ei-vakio
analyyttinen funktio kuvaa avoimet joukot avoimiksi joukoiksi.

Lause 1.9. Olkoon f ei-vakio analyyttinen funktio alueessa Q). Tdlloin f on
avoin kuvaus.



Todistus. Kilpelédisen luentomonisteessa [10] sivulla 132. O

Seuraavia tuloksia tarvitaan konformisen modulien ominaisuuksien todis-
tamiseksi. Ensimmaéinen kaksoisintegraalien muuttujanvaihtokaava on kéate-
vd apu modulin konformisen invarianttiuden osoittamisessa, toinen on tuttu
Cauchy-Schwarz-epayhtalo integraaleille.

Olkoot f: €2 — C konformikuvaus alueessa (2, joka sisaltda joukon G ja
p: f(G) — [0, 00[ jatkuva funktio. Talloin patee muuttujanvaihtokaava

J[ ptwydudv = [[ p(r S/ dady (1.1)
f(@) G

Olkoot f ja g reaaliarvoisia Riemann-integroituvia funktioita valilla [a, b].

Téalloin
(/abf(z)g(z) dz>2 < (/ab(f(z))de> (/ab(g(z))2 dz) (1.2)

Madritellaén nyt, mitd tarkoittaa harmoninen funktkio ja tarkastellaan
sitten harmonisten funktioiden ominaisuuksia. Harmonisia funktioita tarvi-
taan luvussa 5 harmonisen mitan maarittelemiseksi.

Maaritelma 1.10. Reaaliarvoinen funktio u on harmoninen, mikéili se on
viahintdan kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva ja se toteuttaa Laplacen yhté-
lon

Pu u PPu 0

Ox? +8x% +.“+8x% B

avoimessa joukossa U.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd analyyttisen funktion reaali- ja imaginaario-
sat ovat harmonisia. Todistus mukailee ldhteen [9] todistusta.

Lemma 1.11. Olkoon f analyyttinen funktio. Tdalloin Re(f) ja Im(f) ovat
harmonisia.

Todistus. Koska f(z) = u(x,y) + iv(zy) on analyyttinen, niin se toteuttaa
Cauchy-Riemannin yhtélot

ou v
or Oy
ou  0Ov
oy Oz



Derivoimalla ylempéaa yhtalod muuttujan x suhteen ja alempaa muuttujan y
suhteen saadaan yhtalopari

Pu v
or? Oyox
0%u 0%
Oy? T Oxdy’
Analyyttisend funktiona f on darettomaésti derivoituva ja koska
D% 0%
OyOx B 0xdy’

niin
Pu  *u v 0*v
0x? * 0y? B oydr  Oxdy -
joten funktio Re(f) = u(z,y) on harmoninen. Vastaavalla padttelylld nah-
ddén, ettd myos funktio Im(f) = v(x,y) on harmoninen. O

0,

Muotoillaan seuraavaksi tuttu maksimiperiaate, toiselta nimeltddin mak-
simimodululause, seké seuraus, jota kdytetddn apuna Schwarzin lemman to-
distuksessa.

Lause 1.12 (Maksimiperiaate/Maksimimodulilause). Olkoon Q2 C C alue ja
f D — C analyyttinen. Jos on olemassa sellainen alueen ) piste zy, jolle
|f(2)] < |f(20)| kaikilla alueen Q pisteilld z, niin f on vakio alueessa 2.

Todistus. Kilpeldisen luentomonisteessa [10] sivulla 85. O]

Seuraus 1.13. Olkoon ) rajoitettu alue kompleksitasossa. Jos f: Q — C on
jatkuwva ja analyyttinen alueessa Q niin | f(z)| saavuttaa maksiminsa jossakin
pisteessd zy € OS).

Todistus. Palkan kirjassa [12] sivulla 171. O

Seuraava lemma on maksimiperiaatteen versio harmonisille funktioille ja
se tunnetaan nimelld Lindelofin maksimiperitaate. Todistus mukailee Gar-
nettin ja Marshallin kirjan [7] sivun 2 todistusta.

Lemma 1.14 (Lindel6fin maksimiperiaate). Olkoon u harmoninen ja ylhddl-
ti rajoitettu funktio alueessa €1, jolle Q # C. Olkoon F joukon 9) ddrellinen
osajoukko, ja oletetaan, ettd

limsupu(z) <0 (1.3)

z2—(

kaikilla ¢ € OQ\ F. Tdlloin u(z) < 0 joukossa 2.

8



Todistus. Kiinnitetddn piste zy ¢ Q. Tilloin kuvaus 1/(z — zp) kuvaa alueen
Q) rajoitetulle alueelle ja néin ollen voidaan olettaa, etta myos €2 on rajoitet-
tu. Jos oletus (1.3) pétee kaikille ¢ joukossa 02, niin lemma on tavallinen
maksimiperiaate (Lause 1.12).

Olkoot nyt F' = {(1,...,(n} ja e > 0, ja olkoon

)

missa diam(Q) = sup{|z1 — 2a|: 21,22 € Q} on alueen Q) halkaisija. Talloin
u. on harmoninen funktio alueessa 2, silld u on harmoninen funktio, ja

Oou.  Ou, 8 1
+ oo = Z te
ox?  0y? Z|Z—Cj Z‘Z—Cﬂ
Liséiksi lim sup,_, u.(z) < 0 kaikilla ¢ € 99. Néin ollen u. < 0 kaikilla ¢, ja
N diam(€
u(z) <lime ) log diam(2) = 0. O
=0 3 2 = Gl

Soveltamalla Lindel6fin maksimiperiaatetta kahteen ehdot tayttavéian ja
melkein kaikkialla yht&d suureen harmoniseen funktioon voidaan muotoilla
seuraava seuraus.

Seuraus 1.15. Olkoot u ja v harmonisia ja ylhddlti rajoitettuja funktioi-
ta alueessa € ja jatkuvia joukossa ) # C. Olkoon F joukon O0S) ddrellinen
osajoukko, ja oletetaan, ettd

kaikilla z € OQ\ F. Talloin u(z) = v(z) alueessa €.

Seuraavaa lausetta kaytetadn luvussa 6 kahdesti yhtendisten alueiden
konformisen ekvivalenttiuden osoittamiseen. Lause on kateva apuvaline kay-
rdintegraalien tarkastelussa, silla se yhdistaéd kayran kierrosluvun analyytti-
sen funktion nollakohtien ja napojen lukumaaraén.

Lause 1.16 (Argumentin periaate). Olkoon f analyyttinen funktio kaikkialla
muualla avoimessa joukossa U paitsi navoissaan. Olkoon ~ positiivisuuntai-
nen, yksinkertainen, suljettu ja paloittain siled kdayrd joukossa U siten, ettd
Jordanin kdayrd |y| ei kulje minkddan funktion f nollakohdan tai navan yli ja
olkoon kayrin || sisus D kokonaan joukon U sisdlld. Talloin

L/,




missd Z ja P ovat funktion f nollakohdat ja navat joukossa D, kun jokainen
nollakohta ja napa lasketaan monikertojensa verran.

Todistus. Palkan kirjassa [12] sivulla 340. O

Seuraavaa tangentin summakaavaa tarvitaan Haymanin-Wun lauseen to-
distuksessa.

Lemma 1.17. Tangentille pditee seuraava laskukaava:

T tanf £+ 1
+—)=—. 14
tan<0 4> 1 Ftanf (14)

Todistus. Saadaan johtamalla sinin ja kosinin summakaavoista
sin(x +y) =sinzcosy £ cosxsiny ja cos(z+y) = coszcosy Fsinzsiny,
kun x =0 ja y = 7. O

Maaéritellaén lopuksi Jordanin joukko ja muotoillaan Carathéodoryn
lause.

Maaritelma 1.18. Yhdesti yhtendinen joukko € on Jordanin joukko, jos
sen reuna 0f) on suljettu polku.

Esitelldan viela lopuksi Haymanin-Wun lauseen todistuksessa tarpeelli-
nen Carathéodory-Osgood-lauseen seuraus. Carathéodory-Osgood-lauseesta
kerrotaan Palkan kirjassa [12] sivulla 445. Téassa tyossa kéytettdva seuraus
kertoo, ettd Jordanin joukolta toiselle maéaritelty konformikuvaus voidaan
jatkaa jatkuvaksi bijektioksi madrittelyjoukkonsa reunalle.

Lause 1.19 (Carathéodory). Olkoon f konformikuvaus Jordanin joukolta €
toiselle Jordanin joukolle Q. Tdlldin f voidaan jatkaa jatkuvaksi bijektioksi
f: Q- Q.

Todistus. Palkan kirjassa [12] sivulla 446. O

2 Konformikuvaukset ja Mobius-kuvaukset

Téassé luvussa esitelldan, mité ovat konformikuvaukset ja Mobius-kuvaukset.
Lisaksi tutustutaan kaksoissuhteeseen ja siihen, miten sen avulla voidaan
madritella Mobius-kuvauksia, kun valitaan kolmen pisteen kuvautuminen.
Lopuksi osoitetaan vield Riemannin kuvauslause. Luvun padasialliset lah-
teet ovat Zillin ja Shanahanin kirja [16], Palkan kirja [12] sekd Kilpeldisen
luentomoniste [10].

10



2.1 Konformikuvaukset

Maariteelladn ensiksi konformikuvauksen késite.

Maaritelmé 2.1 (Konformikuvaus). Olkoon §2 alue kompleksitasossa. Ana-
lyyttinen funktio f : Q2 — C on konforminen pisteessd zy, jos se sailyttad
pisteessa 2y leikkaavien kayrien vélisen kulman suuruuden seka suunnan.

Jos f kuvaa alueen 2 alueelle )’ ja f on bijektio ja konforminen jokaises-
sa pisteessd z € (), niin kuvausta f kutsutaan konformikuvaukseksi alueelta
Q alueelle €. Talloin sanotaan, etta alueet 2 ja Q' ovat konformisesti ekuvi-
valentit.

Maaéritelmassa kayrien valisella kulmalla tarkoitetaan kayrien tangentti-
suorien valista teravad kulmaa kayrien leikkauspisteessa. Kyseisen méaaritel-
mén lisdksi analyyttisen funktion f konformisuus pisteessa zy voidaan méari-
tella myos funktion derivaatan avulla: jos funktion derivaatta eroaa nollasta
pisteessa zg, niin funktio on konforminen kyseisessé pisteessa. Seuraava lause
kertoo, etta konformisuuden kaksi eri méaritelméé ovat ekvivalentit. Lauseen
todistus mukailee kirjan [16] sivun 392 todistusta.

Lause 2.2. Olkoon zy piste alueessa €. Jos f on analyyttinen funktio alueessa
Q, ja jos f'(z0) # 0, niin f on konforminen pisteessd zy.

Todistus. Olkoot C ja Cs sileitéa kayrid alueessa €2 ja olkoot niiden paramet-
risaatiot z;(tg) = 2o, kun i = 1,2. Olkoot C! kéyrien C; kuvat kuvauksen
f suhteen. Merkitaan kayrien C; vélista kulmaa pisteessi zg kirjaimella 6 ja
kuvakéyrien C! valistd kulmaa pisteessi f(zo) kirjaimella ¢. Tavoitteena on
osoittaa, ettd kulmat 6 ja ¢ ovat yhta suuret sekd suuruuden ettd suunnan
suhteen.

Voidaan olettaa, ettd tangenttivektori 2| = 2] (o) voidaan kiertda origon
suhteen kulman 6 verran vastapdividin tangentille zj, = 2{(ty) tavittaessa
numeroimalla kayrat C; uudelleen. Nain ollen kulma 6 on yksikésitteinen
argumenttien erotus

0 — arg(2}) — arg(2]) (2.1)
valilla [0, 7]

Kéyrien C; parametrisaatioiden avulla saadaan kayrien C! parametrisaa-
tiot f(z;(t)). Nyt yhdistetyn kuvauksen ketjusddnnon nojalla kuvakayrien C!
tangenttivektorit pisteessa f(z9) = f(zi(to)) ovat

f'(zi(to)) - zi(to) = f'(20) - .

Koska kéyrdt C; ovat sileitd, niin tangenttivektorit z, eroavat nollasta.
Lisdksi oletusten nojalla f’(z) # 0, joten myos tangenttivektorit f'(zo) - z;
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eroavat nollasta. Néin ollen kdyrien C] vilinen kulma ¢ pisteessé f(zo) saa
arvon

¢ = arg(f'(20) - z5) — arg(f'(20) - 21)

Nyt argumentin laskusaéntéjen nojalla ¢ saadaan muotoon

¢ = arg(f'(20) - 25) — arg(f'(20) - 21)
= arg(f'(20)) + arg(z3) — (arg(f'(20)) +arg(21))

= arg(2;) — arg(2)).

Huomataan, ettd kulman 6 arvo (2.1) on yhtd suuri kulman ¢ kanssa, joten
¢ = 0 seké suuruuden ettd suunnan suhteen, ja néin ollen f on konforminen
pisteessa zg. ]

Edellisen lauseen myo6ta heraéd kysymys, mita kayrien valiselle kulmalle
tapahtuu derivaatan nollakohdassa. Maéritellaan ensiksi analyyttisen funk-
tion kriittinen piste.

Maaritelma 2.3. Jos analyyttinen funktio f : C — C on analyyttinen pis-
teessd zo € C ja f'(zp) = 0, niin pistettd zy kutsutaan funktion f kriittiseksi
pisteeksi.

Osoitetaan nyt lause, joka kertoo kahden sileén kayran vélisen kulman
kayttaytymisesta analyyttisen funktion f kriittisessa pisteessé, kun funktiolla
f on derivaatta, jonka arvo eroaa nollasta kyseisessé pisteessa. Lause 16ytyy
kirjasta [16] sivulta 393.

Lause 2.4. Olkoon f analyyttinen kriittisessa pisteessd zy. Jos n > 1 on
kokonaisluku siten, etti f'(z0) = f"(20) = -+ = f" Y (2) = 0 ja f™(2) #
0 niin kahden siledn kdyrin vdlinen kulma pisteessi zo kasvaa kertoimen n
verran kuvauksessa f. Erityisesti, f ei ole konforminen pisteessd zg.

Todistus. Koska f on analyyttinen, niin sille on olemassa Taylorin sarjake-
hitelméa
B 00 f(k)( Zo)

X (z — 2o)".

f(2)

k=0
Koska funktion f derivaatoista n — 1 ensimmaista héavida, niin Taylorin sarja
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voidaan kirjoittaa uudelleen muodossa

n—1 £(k) 20
f@=ﬂ@+zf;)

k=1
)

vy !

k=n+1

(Z — Zo)k +

k

(z — 20)

fr (e ) 5
n " k 0)n+

(n)
= f(z0) + / n(!zo) (z—20)" + Z

k=1
) (2,
= 1+ T e et g0e), (2:2)

missa . f( +k)( ) |
B " 20 n!
9(2)_,2 Fi(z0) (n+ k)

on konformikuvaus, jolle g(z) — 0, kun z — 2.

(z — zo)k

Funktion f muodosta (2.2) huomataan, ettd termi M(,z 2p)" MAArad
funktion f kédyttdytymisen, ja koska funktio z" kasvattaa kahden siledn kay-
rian valistd kulmaa kertoimen n verran, niin myos funktio f kasvattaa kéayrien
vélista kulmaa kertoimen n verran. Erityisesti, koska f ei sailyta kahden si-
ledn kayran vélistd kulmaa pisteessa zg, niin f ei ole konforminen pisteessé
2. ]

2.2 Mbobius-kuvaukset ja kaksoissuhde

Tassa osiossa késitelladan Mobius-kuvauksia, jotka ovat erityisen térkeéa kon-
formikuvausten kategoria. Mobius-kuvaukset ovat saanet nimensa saksalai-
selta matemaatikolta August Mobiukselta (1790-1868). Mééritelldén ensiksi,
mita tarkoittaa Mobius-kuvaus.

Maaritelma 2.5. Olkoon a, b, ¢, d € C vakioita siten, ettd ad — be # 0.
Talloin funktiota f: C— (C

az+b

fz) = cz+d

(2.3)

kutsutaan Mobius-kuvaukseksi.

Maaritelméstéd huomataan, ettd Mobius-kuvausten normaalimuoto (2.3)
on hyvin yksinkertainen. Mobius-kuvaukset voidaan kuitenkin pilkkoa
viela yksinkertaisempiin osiin, joita kutsutaan yksinkertaisiksi Mobius-
kuvauksiksi. Tarkastellaan kyseisia kuvauksia seuraavassa huomautuksessa,
joka seurailee luentomonisteen [10] huomautusta sivulta 138.
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Huomautus 2.6 (Yksinkertaiset Mobius-kuvaukset). Yksinkertaiset Mobius-
kuvaukset ovat sellaisia Mobius-kuvauksia, joissa yksi tai useampi normaali-
muodon (2.3) kertoimista a, b, ¢ ja d haviaa.
Mobius-kuvausta
f(z)=2z+0b, beC

kutsutaan siirroksi tai translaatioksi. Siirto pitaéd aérettomyyspisteen paikal-
laan: f(o0) = 0.
Kuvausta

g(z) =az, a€C\{0}

kutsutaan kierroksi, mikéli |a| = 1. Kuvaus kiertdd kompleksitasoa origon
ympéri kulman Arg(a) verran, missé Arg(a) on argumentin paahaara. Myos
kierto pitaa ddrettomyyspisteen paikallaan: g(oo) = co.

Jos kuvauksen g kerroin a on reaaliluku, niin télloin kyseessé on dilaatio.
Erityisesti kyseessa on kutistus, mikali |a| < 1, ja jos |a| > 1, niin kyseessé
on venytys.

Kierto, venytys ja kutistus voidaan niputtaa yhdeksi yleiseksi tapaukseksi
a € C\ {0}, silla

a
a= ]a\m.

Téassakin tapauksessa ddrettomyyspiste pysyy paikallaan: g(oo) = oc.
Viimeinen tyyppi yksinkertaisia Mobius-kuvauksia on inversio

Edellisista poiketen inversio ei pida &darettoyyspistetta paikallaan, vaan se
vaihtaa paikkaa origon kanssa: h(oo) = 0 ja h(0) = oo.

Kuten aiemmin jo vihjattiin, kaikki Mobius-kuvaukset voidaan kirjoittaa
edellé esiteltyjen yksinkertaisten Mobius-kuvausten yhdisteend. Seuraavan
lauseen todistus seurailee kirjan [12] todistusta sivulla 391.

Lause 2.7. Jokainen Mobius-kuvaus voidaan esittida yksinkertaisten Mdbius-
kuvausten z — z + b, z — az ja z — % yhdisteend.

Todistus. Kun ¢ = 0, niin normalisoitu Mébius-kuvaus

az+b

fz) = cz+d

saa muodon .
a
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mista helposti nahdaéan, ettd se on dilaation ja siirron yhdiste.
Kun ¢ # 0, niin Mo6bius-kuvaus f voidaan kirjoittaa muodossa

f(z):bc;ad 1 +g’ (2.4)

C z+%l c

joka yksinkertaisten Mobius-kuvausten

d
fl(Z) =z + E,
1
fa(2) = 2
bc — ad )
fa(z) = 2 ¢
fi) =2+ =
yhdistetty kuvaus
fao fso fao f1(2)7
kuten haluttiin. OJ

Mobius-kuvausten rakenteen tarkastelun jalkeen voidaan siirtya kasitte-
leméan niiden perusominaisuuksia. Todistetaan ensimmaiseksi, etta Mobius-
kuvaukset ovat konformikuvauksia kaikkialla muualla paitsi kriittisessa pis-
teessdan. Todistus 10ytyy lahteesta [10] sivulta 137.

Lause 2.8. Mobius-kuvaus f C—Con homeomorfismi ja konformikuvaus
alueessa C\ {—2}.

Todistus. Normaalimuodossa (2.3) kirjoitettu Mébius-kuvaus f on lineaa-
rikuvauksen ja rationaalisen funktion yhdisteena jatkuva bijektio alueelta
C\ {—¢} kompleksitasolle C. Liséksi

dz—0b
—cz+a’

) =

ja koska
ad — (=b)(—c¢) = ad — be # 0,
niin funktion f kddnteisfunktio f~! on edelleen Mobius-kuvaus ja niin ollen
jatkuva bijektio alueelta @\{—%} kompleksitasolle C, joten f on homeomor-
fismi kyseisesséa alueessa.
Lisdksi f on analyyttinen alueessa C \ {—%}, ja koska z = —% on Mobius-

kuvauksen f ainoa kriittinen piste, niin f on konformikuvaus alueessa C \

(2. 0
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Jos ¢ = 0, niin alue C \ {—2} on kompleksitaso C ja funktio f on lineaa-
rikuvaus, ja joten edellisesta lauseesta saadaan seuraava seuraus.

Seuraus 2.9. Jos ¢ = 0, niin Mébius-kuvaus f: C — C on konformikuvaus
koko kompleksitasossa C.

Siirrytddn nyt tarkastelemaan Mobius-kuvausten kéyttaytymisté
kompleksitasossa ja sitd, kuinka ne kuvaavat erilaisia kéyria ja alueita.
Madritellaédn ensiksi funktion f napa.

Maaritelma 2.10. Olkoon f analyyttinen ja olkoon f(z) # 0 jossakin pis-
teen zy punkteeratussa ymparistossa. Piste zo on funktion napa, jos se on
funktion 1/f nollakohta.

Seuraava lause on nédppard apuvéline tarkastelemaan, kuinka ympyrat,
kuten yksikkokiekko D, kuvautuvat Mobius-kuvauksien suhteen. Lause ker-
too, ettd Mobius-kuvaukset kuvaavat ympyrat joko ympyroiksi tai suorik-
si riippuen siitd, onko funktion napa kuvattavalla ympyralld. Laajennetussa
kompleksitasossa suorat voidaan myos ajatella ympyroina, jotka kulkevat aa-
rettomyyspisteen kautta ja siksi suoria ja ympyroita kutsutaan myos nimella
yleistetyt ympyrdat. Todistus on muotoiltu kirjan [16] sivun 402 todistuksen
pohjalta.

Lause 2.11. Jos C' on ympyrd kompleksitasossa ja f: C — C on Mdbius-
kuvaus, niin kuva f(C) C C on joko ympyrd tai suora. Kuva on suora, jos
ja vain jos ¢ # 0 ja funktion f napa z = —g on ympyran C' kehdalld.

Todistus. Kun ¢ = 0, niin f on lineaarikuvaus, joten se kuvaa ympyrét
ympyroiksi. Riittdd siis osoittaa tapaus ¢ # 0. Mobius-kuvauksen muodon
(2.4) avulla f voidaan kirjoittaa yksinkertaisten Mobius-kuvausten yhdistee-

ni f(z) = fzo fyo fi(z), missi

f1<Z) =zt c’
pE=1
fo(2) = Az + B.

Talloin f; ja f3 ovat lineaarikuvauksia ja f; on inversio, ja ndin ollen ympyran
C kuva f1(C) = C’ on ympyra. Tarkastellaan seuraavaksi kahta tapausta:
() origo on ympyran C’ kehélla ja (ii) origo ei ole ympyrdan C” kehalla.

(1) Oletetaan, ettd origo z = 0 on ympyran f,(C) = C’ kehélla. Talloin
kuvauksen f napa z = —% on ympyrian C' kehall4, silla fl(—g) =0.
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Tarkastellaan seuraavaksi, kuinka kuvaus f, kuvaa suoria. Yhdistetty ku-
vaus fo = g 'o fy0g, missi ¢ on kierto, kuvaa origon kautta kulkevan suoran
reaali- tai imaginaariakselin suuntaiselle suoralle. Koska ¢ seka kéanteisku-
vaus ¢~ kuvaavat suorat suoriksi ja ympyrit ympyroiksi, niin riittéé tarkas-
tella vain akseleiden suuntaisten suorien kuvautumista. Laskemalla kolmen
imaginaariakselin suuntaisella suoralla x = k # 0 olevan pisteen kuvautumi-
nen saadaan

1—1 2 1+
— k)=— ] k —ik) = .

o0 PR =50 Ja folk—ik) = —p

Koska pisteet 1 — 7, 2 ja 1 + i ovat ympyrélld |z — 1| = 1, niin testipisteet

L |

kuvautuvat ympyralle ‘Z — 55| = |35|- Vastaavasti huomataan, ettd reaa-

liakselin suuntaisen suoran y = k kuva kuvauksen f, suhteen on ympyré
’z + iz‘ = ‘i . Nyt, koska f5'(z) = é = f5(z), niin jos piste z = 0 on ym-
pyralla C’, niin ympyran C” kuva kuvauksen f, suhteen on joko reaali- tai
imaginaariakselin suuntainen suora L. Lopuksi, koska f3 on lineaarikuvaus,
niin suoran L kuva kuvauksen f3 suhteen on myos suora. Néin ollen, jos na-
pa z = —% on ympyralld C| niin ympyridn C kuva kuvauksen f suhteen on
Suora.

(17) Oletetaan nyt, etta origo z = 0 ei ole ympyran f;(C) = C’ kehalla.
Talloin edellisen tapauksen nojalla kuvauksen f napa z = —% ei ole ympyran
C' kehalld. Tarkastellaan seuraavaksi ympyran ympyran C’ kaavaa |z — zg| =
p. Jos valitaan ¢ = fo(z) = T ja (o = fo(20) = %, niin kaikille pisteille z
ympyrin C’ kehalla pétee

fo(k +ik) =

1 1 z— z
(=l = 2= L = B2l g, (2.5
S 2] 20
Voidaan myo6s osoittaa, etta yhtalon
¢ —al = AlC— 0] (2.6)

toteuttavat pisteet ovat suora, jos A = 1 ja ympyra, jos A > 0 ja A # 1.
Néin ollen jos a = (o, b = 0 ja A = p|(p|, niin yhtélo (2.5) voidaan kirjoittaa
muodossa (2.6). Koska origo z = 0 ei ole ympyralla C’, eli se ei toteuta
yhtaloa |z — zp| = p, niin |z9| # p. Néin ollen A = p|(y| = r # 1, jolloin
yhtalon (2.5) toteuttavat pisteet ovat jokin ympyrd C”. Lopuksi, koska f3
on lineaarikuvaus, niin ympyran C” kuva kuvauksen f3 suhteen on edelleen

ympyré, joten ympyréan C' kuva kuvauksen f suhteen on ympyré. O]

Vastaavanlaisella paattelyketjulla voidaan osoittaa myos seuraava, edel-
listd lausetta vastaava tulos suorien kuvautumisesta Mobius-kuvausten suh-
teen. Seuraus loytyy kirjasta [16] sivulta 403.
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Kuva 2.1: Alueen kuvautuminen esimerkissa 2.13.

Lause 2.12. Jos f: C — C on Mdébius-kuvaus, niin suoran L kuva on joko
ympyrd tai suora. Kuva on ympyrd jos ja vain jos ¢ # 0 ja napa z = —2 ei

ole suoralla L. ‘

Seuraavassa esimerkissa kaydaan lapi, miten edellisid lauseita voidaan
kayttaa apuna tarkastelemaan, kuinka erilaiset suorien ja ympyroiden ra-
jaamat laajennetun kompleksitason osajoukot kuvautuvat Mobius-kuvauksen
suhteen. Esimerkki on harjoitustehtéva kirjan [16] sivulta 409 (tehtéva 15).

Esimerkki 2.13. Méaritetdan, miten Mobius-kuvaus

z+1

fe) =21

kuvaa joukon {z: ’z + %‘ > %} N {z: |z — 1| > 1}.

Koska kuvauksen f napa z = 2 on ympyran C; = {z: |z—1= 1} kehalla,
niin lauseen 2.11 nojalla ympyran C; kuva on suora L. Toisaalta napa ei
ole ympyran Cy = {z: ‘z + gf,: %} kehélla, joten sen kuva puolestaan on
ympyrda Ch. Koska ympyrat leikkaavat origossa, niin kuvajoukot f(Cy) ja
f(Cs) leikkaavat pisteessi f(0) = —1.

Huomataan, ettd molemmat ympyrat C; ja Cy ovat symmetrisia reaa-
liakselin suhteen, eli jos piste z on ympyrdan kehélla, niin my6s piste Z on
ympyran kehalla. Lisdksi huomataan, etta kaikille z pétee

§+1_z—|—1 (z+1>

e Rl Bl ) A 1O

f(z) =
Néin ollen, jos pisteet z ja Z ovat ympyralla C;, ¢ = 1,2, niin my0s pisteet
w = f(z) jaw = f(z) = f(2) ovat ympyran C;, kuvajoukossa. Néin ollen
sekd suora L ettd ympyrda C} ovat symmetrisia reaaliakselin suhteen.
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Koska suora L on symmetrinen reaaliakselin suhteen ja se kulkee pis-

teen z = —1 kautta, niin on oltava L = {z: Re(z) = —1}. Liséksi, koska
pisteet z = —3 ja z = 0 ovat ympyralla C5, niin pisteet f(—3) = % ja
f(0) = —% ovat ympyralla C) ja symmetrian nojalla ne ovat sen halkaisijan

20
ka f(3) = 4 on ympyran C% ulkopuolella ja suoran L oikealla puolella, niin

joukko {z: ‘z+ %’ > %} N {z: |z — 1| > 1} kuvautuu joukoksi

pédtepisteet. Ympyra Cy kuvautuu siis joukoksi Cf = {’z + % = g}. Kos-

1 1 9
Aiemmin Mobius-kuvaukset maériteltiin muodossa

az+b
f(z)_cd—i—d’ ad — bd # 0.

Mobius-kuvaus voidaan esittad myos eri muodossa, kunhan samat periaatteet
patevat edelleen. Seuraava lause kertoo, ettd Mobius-kuvaus

f(z) = e —

—, aeD R
1 -z

on konforminen bijektio kaikkialla yksikkokiekossa . Todistus 16ytyy lah-
teestd [10] sivulta 145.

Lause 2.14. Olkoot a € D ja 0 € R. Tdlloin Mobius-kuvaus

flz) ==

1—az’

(2.7)

madrad konformisen bijektion f: D — D, jolle f(a) = 0.

Todistus. Tarkistetaan ensin, ettd f on Mobius-kuvaus, eli normaalimuotoon
kirjoitettuna sille péatee ad — be # 0:

¢’(1 - aa) = (1 —|af’) #0,

silla |a| < 1.
Tarkastellaan nyt, mihin f kuvaa yksikkokiekon D kehdn. Kun |z| = 1,

niin
|z — qf z—al  |z—a] [z—a

IF(2) = !6"9!, — =

_ = = —1
1 —az| |z||ﬁ—a| |z —a |z — af

’

eli

f(0D) C oD.
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Yksikkokiekon keha siis kuvautuu itselleen. Lopuksi, koska o on yksikkokie-
kon sisédpiste, ja koska f(a) = 0, niin yksikkokiekon sisdpisteet kuvautuvat
yksikkokiekon sisapisteiksi. Nain ollen f on bijektiivinen konformikuvaus yk-
sikkokiekolta itselleen. ]

Osoitetaan nyt, ettd edellisen lauseen oletukset péatevat myos toiseen
suuntaan. Todistus on muotoiltu kirjan [12] sivun 388 todistuksen pohjal-
ta.

Lause 2.15. Funktiot, jotka kuvaavat yksikkokiekon ID konformisesti itselleen

ovat muotoa f: 1D — D,
Z—«

flz)=¢"

missd 6 on reaaliluku ja oo on kompleksiluku, jolle |a| < 1.

(2.8)

1—az’

Huomautus 2.16. Lauseen 2.15 todistuksessa kiytetdan apuna myohemmin
todistettavaa Schwarzin lemmaa (Lause 3.13). Néin voidaan tehda, silla
lausetta 2.15 ei kdytetd Schwarzin lemman todistuksessa.

Lauseen 2.15 todistus. Osoitetaan, ettd mielivaltainen yksikkokiekon D kon-
formisesti itselleen kuvaava funktio on muotoa (2.7). Olkoon a = f~1(0).
Tarkastellaan funktiota g: D — D, g = fok, missd k: D — D,

Z+ «
kz) = 1+az

Talloin myos funktio g kuvaa yksikkokiekon konformisesti itselleen ja sille
patee

9(0) = f(k(0)) = f(a) = f(f71(0)) = 0.

Talloin mychemmin todistettavan Schwarzin lemman (Lause 3.13) nojalla
19 (0)] < 1. Myés kéadanteisfunktio g~ kuvaa yksikkokiekon konformisesti it-
selleen ja pitad origon paikallaan, joten soveltamalla Schwarzin lemmaa kaén-
teisfunktioon saadaan epayhtilo

1
19'(0)]

=g <1,

mistd seuraa, ettd |¢'(0)] = 1. Edelleen Schwarzin lemman nojalla néin ta-
pahtuu vain, mikili g(z) = ez jollekin reaaliluvulle §. Tarkastellaan nyt
funktiota h: D — D,
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Koska

k() = 241D

1—af?

niin A on funktion k kidnteiskuvaus ja néin ollen f = go k~! = g o h, joka
on haluttua muotoa (2.8). O

Kun edellisen lauseen funktioon (2.8) valitaan o = 0, huomataan, etté
kyseessa on kiertokuvaus.

Seuraus 2.17. Olkoon f yksikkokiekon itselleen konformisesti kuvaava funk-
tio, jolle f(0) = 0. Tdlloin f on kierto, eli

f(z) =€’z
kun 6 on reaaliluku.

Huomautus 2.18. Yksikkokiekon itselleen kuvaava konformikuvaus kirjoite-
taan joskus myo6s muodossa

f(2) = A—rr,

1 -z

missa [\ < 1ja |a| < 1.

Edella tarkasteltiin joitakin Mobius-kuvausten ominaisuuksia. Seuraavak-
si herdakin kysymys, kuinka Mobius-kuvauksia voidaan muodostaa. Myo-
hemmin esiteltéava kaksoissuhde antaa keinon muodostaa Mobius-kuvauksia
kompleksitason osajoukkojen vélille. Késitellaédn sitd ennen vield kaksi lauset-
ta, jotka antavat kaksoissuhteelle pohjaa.

Muistetaan, ettd (laajennetun) kompleksitason piste z; on kuvauksen
f kiintopiste, mikdli f(z9) = 2zo. Seuraava lause kertoo, ettd Mobius-
kuvauksella on korkeintaan kaksi kiintopistettd. Todistus pohjautuu kirjan
[12] sivun 394 todistukseen.

Lause 2.19. Olkoon f Mébius-kuvaus. Jos f ei ole identtinen kuvaus f(z) =
z, niin kuvauksella f on korkeintaan kaksi kiintopistettd.

Todistus. Oletetaan, ettd f on normaalimuodossa

az+b

d—bc=1.
cz+d’ “ ¢

f(z) =
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Oletetaan ensiksi, ettd ¢ = 0. Télloin ad = 1, ja f on muotoa f(z) = az + 3,
missd a = § ja 8 = g. Kuvaus on lineaarikuvaus ja se kiinnittda adretto-
myyspisteen co. Mikali lisiksi a # 1, niin kuvaus kiinnittdd myos pisteen

—5/(a — 1), silla
—p

a—1

_—ap , ,_—af+pa—B _ -
)_a—1+6_ a—1 Ca-—-1

I

Mikéli a = 1 ja 8 = 0, niin f on identtinen kuvaus, joten yhtalolla az 4+ 5 =
z ei ole muita ratkaisuja. Nain ollen kuvauksella f on korkeintaan kaksi
kiintopistetta, kun ¢ = 0.

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta ¢ # 0. Télloin

a

d .
——) =00 ja 00) = —,
F(=2) ja floo) =~
joten kumpikaan pisteistd —d/c tai co ei ole kuvauksen f kiintopiste. Ainoat

kiintopisteet ovat siis yhtalon

az+b
=z
cz+d

aarelliset juuret. Jarjestamalld termit uudelleen saadaan toisen asteen yhtélo
c?+(d—a)z—b=0,

jolla on korkeintaan kaksi juurta. Néin ollen Mobius-kuvauksella f, joka ei ole
identtinen kuvaus, on kaikissa tapauksissa korkeintaan kaksi kiintopistetta.
m

Seuraava lause on hyvin tarked tulos Mobius-kuvauksille. Se kertoo, etta
laajennetun kompleksitason C kolmelle eri pisteelle 21, 25 ja z3 voidaan valita
toiset kolme eri pistetta wy, ws ja ws, joihin ensimmaiset kolme kuvautuvat.
Talloin on olemassa yksikasitteinen Mobius-kuvaus, joka kuvaa valitut pis-
teet halutulla tavalla. Lause ja sen todistus yhdistévat kirjan [12] lauseen ja
seurauksen sivulta 395.

Lause 2.20. Olkoot z1, z9 ja z3 kolme eri pistettd laajennetussa kompleksi-
tasossa C. Jos wy, we ja ws ovat kolme eri pistettd laajennetussa kompleksi-
tasossa C, niin on olemassa yksikdsitteinen Mobius-kuvaus f: C — C jolle

f(z1) =w1,  f(z2) =wy ja f(z3) = ws.
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Todistus. Olemassaolon osoittamiseksi oletetaan ensin, etta pisteet z1, 2o ja
z3 ovat aarellisia. Talloin

f( ) _ (21 — 23)(2' — 22) _ (Zl — 2'3)2 + (2322 — 2122)

(Zl — ZQ)(Z — 23) (21 — ZQ)Z + (2223 — 212’3)

(2.9)

on Mobius-kuvaus, joka kuvaa pisteet 21, 25 ja 23 pisteiksi 1, 0 ja oo. Jos jokin
pisteista z1, 25 tai z3 on ddrettomyyspiste oo, niin vastaava kuvaus saadaan,
kun oikea termi funktiossa (2.9) ldhestyy daretonta. Talloin

Z = Z2 .
, JOSZ =00
Z — Z3
fl2) =922
)= , JOSZzy = 00
Z — Z3
zZ — 29 .
, ]JOSz3 = O0.
21 — %2

Valitaan nyt Mobius-kuvaukset g ja h siten, ettd g(z1) = 1 = h(wy), g(22) =
0 = h(wy) ja g(z3) = oo = h(ws). Talléin f = h™' o g on Mobius-kuvaus,
joka kuvaa pisteet zy, 29 ja 23 pisteiksi wy, wo ja ws.

Yksikésitteisyyden osoittamiseksi olkoot f ja g Mobius-kuvauksia, jotka
kuvaavat pisteet 21, 29 ja 23 pisteiksi 1, 0 ja oo tassa jarjestyksessa. Talloin
kuvaus h = f~! o g on Mébius-kuvaus, joka kiinnittaé pisteet 21, 2o ja zs.
Kuvauksella h on siis kolme kiintopistetta ja néin ollen lauseen 2.19 nojalla
se on identtinen kuvaus, joten g = f~'o(fog) = foh = f. O

Tarkastellaan seuraavaksi, mika on kaksoissuhde ja miten sen avulla voi-
daan muodostaa Mobius-kuvauksia. Kuten kirjassa [16] sivulla 405 kerrotaan,
usein sovelluksissa tarvitaan konformikuvausta esimerkiksi ympyrén rajoitta-
malta alueelta € suoran rajoittamalle alueelle €2'. Aiemmin osoitettiin, etta
Mobius-kuvaukset kuvaavat yleistettyja ympyroita yleistetyiksi ympyroiksi
ja nain ollen ne soveltuvatkin tdhén tehtdvadn mainiosti. Onkin mééariteltava
keino rakentaa sellaisen Mobius-kuvaus f, joka kuvaa ldhtéjoukon €2 reunalta
halutut pisteet kuvajoukon 2’ reunan pisteiksi. Téllaisen Mobius-kuvauksen
rakentamiseen voidaan kéyttad kaksoissuhdetta.

Maaritelma 2.21. Kompleksitason C eri pisteiden zy, 29, 23 ja z4 kaksois-

suhde on
21 — R3%2 — 24

[2172272372:4] - .
Z1 — R R3 — 24
On huomattava, ettd kaksoissuhdetta laskiessa kompleksilukujen jarjes-
tyksella on valia: lukujen 0, 2, ¢ ja 1 kaksoissuhde on
0—i2-1 1 1.

0,201 =g %77 =3~ 1"
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kun taas lukujen 0, 7, 2 ja 1 kaksoissuhde on on

0—-2:-1

— 249
0_j2_1 “+4

0,7,2,1] =

Kaksoissuhde voidaan myos laajentaa laajennettuun kompleksitasoon C.
Talloin, mikali jokin pisteistd z1, 2o, 23 tai z4 on oo, kaksoissuhde saadaan
laskemalla raja-arvo, kun kyseinen piste lahestyy aaretonta:

. Rl T R3RZ2 — R4 B2 T 24

[007 29, 23, Z4] = lim = )
Z170 21 — 2923 — 24 23 — 24

Rl T R3R2 T R4 Rl T 23

(21,00, 23,24] = lim = ,
T0 L] T 223 — 24 24 23 (2.10)
. 21 T R3%2 — 24 22 — 24
(21, 22,00,24] = lim =

23—00 ’

3 Z1 — 29223 — %4 29 — 21

. 21 T R3%2 — 24 21 — 23

[21, 22, 23,00 = lim = )
A0 21 — ZoR3 — R4 Rl — R

Huomautus 2.22. Kaksoissuhde [z1, 29, 23, 24] kuvastaa kompleksilukua f(z4),
missa f on yksikésitteinen Mébius-kuvaus, jolle

flz1) =1, f(z) =0, ja f[f(z) =00,

kuten funktio (2.9) lauseen 2.20 todistuksessa. Kaksoissuhde on &érellinen
luku, joka ei koskaan saavuta arvoa 0 tai 1, silla madritelméan nojalla pisteet
z; ovat eri pisteita.

Seuraava lause on avainasemassa madriteltdessda Mobius-kuvausta
kompleksitason pisteiden avulla, silla se kertoo, ettd Mobius-kuvaus
sailyttaa kaksoissuhteen. Todistus 16ytyy kirjan [12] sivulta 396.

Lause 2.23. Jos f: C — C on Mébius-kuvaus ja z1, zo, 23 ja z4 nelja eri
pistettd laajennetussa kompleksitasossa C, niin

(21, 22, 23, 24] = [f(21), [(22), f(23), [(24)].

Todistus. Olkoon
g(z) = [zla 22,23, Z]

se yksikasitteinen Mobius-kuvaus, jolle

g(f(z1) =1, g(f(22) =0, ja g(f(z3)) = o0.

Talloin huomautuksen 2.22 nojalla

(21, 20, 23, 24) = g o f(24) = g(f(21)) = [f(21), f(22), f(23), [(24)],
kuten haluttiin. O
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Lause 2.23 antaa valineet muodostaa Mobius-kuvaus, joka kuvaa annetut
pisteet z1, 2o ja 23 kolmeksi pisteeksi wy, ws ja ws, silld kun z # 21, 29, 23,
niin f(z) voidaan ratkaista yhtélostéa

[217227Z3v2] = [wlaw27w37f(z)]’ (211)
Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkié kyseisesté prosessista.

Esimerkki 2.24. Muodostetaan Mdobius-kuvaus, joka kuvaa yksikkokiekon
D reunan pisteet 4, 1 ja —¢ origon kautta kulkevalle suoralle pisteiksi —2 — 21,

141 ja oo.
Lasketaan ensiksi pisteiden z; =1, 29 = 1, 23 = —t ja z kaksoissuhde:
| (—i) 1 1—i)(1—
[7:71,_Z.,Z]:Z. ( Z) : Z :( Z)( : Z)
1—1 —1—2z —z—1
Pisteiden w; = —2 — 2i, wy = 1 44, wy = oo ja f(z) kaksoissuhde saadaan
tuloksesta (2.10):
: . 1+i— f(2) 1+i— f(2)
991 = = -
[ bl S = T T g 3+ 3i
Nyt tuloksen (2.11) nojalla
(0,1, —i, 2] = [~2 — 20,1+ 14, 00, f(2)],

eli

(1—=19)(1—=2) _ L+i— f(2)

—z—1 34 3

josta ratkaisemalla f(z) saadaan kaava

?

(=54 i)z +5+i
Z 41 '

f(z) =

2.3 Riemannin kuvauslause

Tassa osiossa todistetaan Riemannin kuvauslause, joka on hyvin keskeinen
lause konformikuvauksia tutkittaessa. Lause kertoo, ettéd jokainen yhdesti
yhtendinen alue voidaan kuvata konformikuvauksella yksikkokiekolle. Koska
konformikuvaukset ovat bijektioita, niin Riemannin kuvauslauseen seurauk-
sena kaikki yhdesti yhtendiset alueet ovat konformisesti ekvivalentteja. Lause
on nimetty saksalaisen matemaatikon Bernhard Riemannin (1826-1866) mu-
kaan, silld han esitteli sen ensimmaisen kerran vuonna 1851 vaitoskirjassaan.
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Riemannin alkuperainen todistus lauseelle ei kuitenkaan ollut aukoton, mut-
ta myohemmin lause on todistettu aukottomasti.

Osoitetaan ensiksi kédteva lemma, jota kédytetdan Riemannin kuvaus-
lauseen todistuksessa apuna olemassaolon todistamiseen. Todistus 16ytyy
kirjan [12] sivulta 418.

Lemma 2.25. Olkoon Q2 # C yhdesti yhtendinen alue, ja olkoon zy piste alu-
eessa §2. Olkoon f: Q) — C injektiivinen konformikuvaus siten, ettd seuraavat
ehdot tayttyvdt:

(i) f(&) CD
(it) f(z0) =0 ja f'(z0) > 0.

Oletetaan, etti f(2) # D. Tdllgin on olemassa konformikuvaus g: Q@ — C,
jolla on myds naimd ominaisuudet, mutta g'(zy) > f'(20).

Todistus. Merkitaan f(2) = Q. Kirjoitetaan g yhdistettyna kuvauksena

g=gs0g20gi0f,

missa kuvaukset g1, ¢go ja g3 rakennetaan seuraavasti.

Madritelladn ensimmaiseksi funktio g;. Valitaan aluksi piste b alueesta
D\ Q. Koska origo f(z9) = 0 on alueessa €, niin b # 0. Lauseen 2.14
nojalla Mobius-kuvaus

z—0b
91(2) = 1—bz
kuvaa yksikkokiekon D konformisesti itselleen. €2y on yksikkokiekon D yh-
desti yhtendinen osajoukko, joten g; kuvaa sen toiselle yhdesti yhtenaiselle
yksikkokiekon D osajoukolle. Merkitaan sita €2 = ¢1(€y) C D. Koska piste b
ei ole alueessa )y ja koska g;(b) = 0, niin origo ei ole alueessa €2;. Toisaalta,
koska alue €0y taas siséltdd origon, niin piste

sisaltyy alueeseen €.
Todistuksen lopussa lasketaan funktion g derivaatta sekd derivaatan arvo
pisteessa zy. Ketjusddnnon nojalla ne lasketaan jokaiselle yhdistetyn funktion
osafunktiolle. Funktion g; derivaatta ja sen arvo pisteessd f(zy) = 0 ovat
1- |b’2 /

91(0) =1 — [b*.

91 () = m7 1
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Maaritelldén seuraavaksi funktio go. Koska alue €2; on yhdesti yhtenéinen,
niin lauseen 1.4 nojalla alueessa €); on olemassa logaritmin haara. Valitaan
haaroista yksi ja merkitaan sita kirjaimella L. Lisaksi tarkeimpéana, alueessa
), logaritmin haaralle L on olemassa neligjuurifunktion haara

92(2) = exp (L(;)> :

Talloin |gao(z)| = \/]z>| < 1 kaikkialla alueessa §2;. Lisdksi g on analyyttinen
injektio alueessa €y, silld jos go(2) = ¢2(2), niin 2 = (¢2(2))? = (¢2(2))* = 2.
Toisin sanoen g on konformikuvaus alueessa €7 ja Qs = ¢2(;) € D on
yhdesti yhtenéinen yksikkokiekon osajoukko. Koska alue €, siséltaéd pisteen
—b, niin ¢ = go(—b) on piste alueessa 2. Lasketaan lopuksi funktion g,

derivaatta seké sen arvo pisteessi g;(f(z0)) = ¢1(0) = —b:
1 1 1
5(2) = ga(2) - =L'(2) = go(2 =
ja
, 1 1

Maaritelldén lopuksi funktio gs. Olkoon g3 konformikuvaus yksikkokie-

kolta D itselleen,
u(z —c
g3(z) = u(z—c)
missd u = exp(iArgc). Alue Q3 = g3(€2) on yksikkokiekon yhdesti yhte-
nédinen osajoukko, joka sisaltdd origon gs(c) = 0. Lasketaan lopuksi viela
funktion gs derivaatta seké sen arvo pisteessé ga(g1(f(20))) = g2(—b) = ¢

Y

1—-r¢z

_u(d =) u

gé(z) - (1 —62)2 Ja 93(0) = 1 — ‘6‘2'

Naiden maédritelmien nojalla yhdistetty kuvaus g = g3 0 g2 0 g1 o f ku-
vaa yksikkokiekon D konformisesti alueelle )3 siten, etta piste zy kuvautuu
origoksi, silld g(z0) = ¢3(92(91(f(20)))) = g3(c) = 0. Liséksi funktion g deri-
vaatta pisteessa zy on ketjusadnnon nojalla

U 1

9'(20) = g5(c) - g3(=b) - 91(0) - f'(20) = 1_7‘(422*0(1 —[b*) f'(20)
_u (I ppa—pp) o 1+|d? :
% 1o 'f(Zo)—Wf (20) > f'(20),

2
silla 2 = L (o2 = |g2(=b)? = (/I = bl) = bl ja 1+ [c[2 > 2e]. O
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Muotoillaan nyt Riemannin kuvauslause.

Lause 2.26 (Riemannin kuvauslause). Olkoon 2 yhdesti yhtendinen alue
kompleksitasossa siten, ettd ) # C ja olkoon zy piste alueessa 2. Tdlldin on
olemassa yksikdsitteinen konformikuvaus f: Q@ — D, siten, ettd f(zo) =0 ja

f/(Z()) > 0.

Huomautus 2.27. Riemannin kuvauslause voidaan muotoilla myos seuraa-
vasti: Olkoon €) yhdesti yhtenédinen alue laajennetussa kompleksitasossa C.
Talloin 2 on konformisesti ekvivalentti joko

(a.) yksikkokickon I kanssa, mikéli komplementti C \ § siséltéa vihintaén
kaksi pistetta,

(b.) kompleksitason C kanssa, mikéli komplementti sisdltad yhden pisteen
tal

(c.) laajennetun kompleksitason C kanssa, mikéli komplementti on tyhj.

Seuraava todistus nojautuu kirjan [12] sivun 420 todistukseen.

Lauseen 2.26 todistus. Olkoon F kokoelma funktioita f: €2 — D, joille péate-
vit seuraavat ehdot: f on konformikuvaus alueelta €2 alueen D osajoukolle,
f(z0) =0ja f'(z) > 0. Lemma 2.25 varmistaa, ettd kokoelma F ei ole tyhja.

Olkoon nyt r > 0 reaaliluku ja olkoon D(zg,r) C Q. Cauchyn estimaatin
(Lause 1.5) nojalla arvio

Fl(z0) = ()| <7
pétee jokaiselle funktiolle f kokoelmassa JF. Néin ollen joukko
{f'(20): f € F}

on rajoitettu joukko positiivisia reaalilukuja, ja joukolla on ainakin supre-
mum. Merkitdan tatd kirjaimella ¢. Nyt jokaiselle positiiviselle kokonaislu-
vulle n voidaan valita funktio f,, kokoelmasta F siten, etta

1
{—— < fulzo) <L
n
Nain ollen kokoelma F on lokaalisti rajoitettu alueessa €2, ja Montelin lauseen
(Lause 1.7) nojalla kokoelma F on normaali perhe alueessa 2. Madritelméan

nojalla perheen F funktiojonolla { f,} on alueessa ) lokaalisti tasaisesti sup-
peneva osajono { f,, }. Liséksi

f(z0) = lim fo,(20) =0 ja  f'(z0) = lim f;, (20) = €>0.
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Koska funktion f derivaatta eroaa nollasta, niin se ei ole vakio alueessa ).
Liséiksi, koska jokainen funktiojonon {f,, } alkio on analyyttinen injektio
alueessa () ja jono suppenee lokaalisti tasaisesti funktioon f, niin lauseen 1.8
nojalla my6s f on analyyttinen injektio alueessa €2, sillé se ei ole vakio. Lisaksi
koska f() C D C D, niin lauseen 1.9 nojalla joukko f(€2) on avoin, joten se
on avoimen yksikkokiekon I osajoukko. Néain ollen f kuuluu kokoelmaan F.

Lopuksi konformikuvauksen f olemassaolosta on osoitettava, etta f(€2) =
D. Osoitetaan tdmé kiyttden antiteesia. Oletetaan, ettd f(€) # D. Talloin
lemma 2.25 mahdollistaisi kokoelman F sellaisen alkion, jonka derivaatan
arvo pisteessé zo ylittdisi arvon f’(z9) = ¢. Tamé ei kuitenkaan ole mahdol-
lista luvun ¢ maéritelmén nojalla. Nain ollen antiteesi ei pade, joten f kuvaa
alueen 2 konformisesti yksikkokiekoksi ID.

Konformikuvauksen f olemassaolo on nyt osoitettu, joten enda tarvitsee
osoittaa sen yksikasitteisyys. Oletetaan nyt, ettd on olemassa toinen konfor-
mikuvaus g alueelta Q2 yksikkokiekkoon ID siten, etta

g9(z0) =0 ja ¢'(z) > 0.

Tarkastellaan funktiota p: D — I, ¢ = go f . Koska seké f ettd g kuvaavat
alueen €2 konformisesti yksikkokiekkoon, niin funktio ¢ kuvaa yksikkokiekon
konformisesti itselleen, ja sille patee, etta

A0=0 i g0)=2 50

 f'(=)
Seurauksen 2.17 nojalla origon paikallaan pitéva ja yksikkokiekon konformi-
sesti itselleen kuvaava funktio on kierto origon suhteen. Ainoa kierto, jolle
¢'(0) > 0 on triviaali kierto ¢(z) = z. Nain ollen g(z) = ¢(f(2)) = f(2)
kaikkialla yksikkokiekossa, joten g ja f ovat sama funktio. O]

3 Hyperbolinen metriikka yksikkokiekossa D

Tassa luvussa esitelldan ensiksi pseudohyperbolinen metriikka, jota kutsu-
taan myos Ahlforsin metriikaksi suomalaisen matemaatikon Lars Ahlforsin
(1907-1996) mukaan. Pseudohyperbolisesta metriikasta siirrytdan hyperboli-
seen metriikkaan, jonka osalta kaydéaan lapi sen perusominaisuuksia. Lopuksi
todistetaan viela Schwarzin lemma seké Schwarzin-Pickin lause.

3.1 Pseudohyperbolinen metriikka

Maaéritelladn ensiksi pseudohyperbolinen eli Ahlforsin metriikka.
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Maaritelma 3.1. Olkoon 0 : D x D — R,

5z w) = |——

1—wz

Talloin § on metriikka, ja sitd kutsutaan pseudohyperboliseksi metriikaksi tai
Ahlforsin metriikaksi.

Lause 2.15 kertoi, ettd yksikkokiekon konformisesti itselleen kuvaavat
funktiot ovat Mobius-kuvauksia muotoa
f(Z> =e€ 1— aZ’
misséd € on reaalinen ja a on yksikkokiekossa D. Kéytetadn télle joukolle

merkintaa
z

A(D) = {ewl—@: HGR,ae]D}.

—Qaz

Seuraava lause kertoo, ettd pseudohyperbolinen metriikka on konformisesti
invariantti, eli yksikkokiekon konformikuvaus itselleen siilyttaé etdisyydet
pseudohyperbolisen metriikan suhteen. Lause 16ytyy ldhteestd [6] sivulta 3.

Lause 3.2. Pseudohyperbolinen metriikka on konformisesti invariantti, eli
kaikille f € A(D) pdtee

0(f(2), f(w)) = 0(z,w).

Todistus. Sijoitetaan yhtdlon vasemmalle puolelle

z)=ce a w) =e" ———
@) =T f(w) =
ja muistetaan, etta
’ z
=1 ja |Z|=1
Z

kaikilla reaaliluvuilla 6 ja kaikilla kompleksiluvuilla z. Nain ollen
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0(f(w), f(2)) = — o
1= (e ) e 5
— |ei® 1—_61,0_ 1—_az
(1 —aw)(l —az) ] (w—a)(z—a)
(1 —aw)(l —a@z) (1 —aw)(l —az)

(1—aw)||(l—aw)(l—-az) — (U —a)(z — «a)
B (w—2)(1 - |a]?) W= 2] s
(1 —w2)(1 — |af?) 1 —wz Ow,2),
kuten haluttiin. O

Seuraavassa esimerkissa kasitelladn kiekkoja pseudohyperbolisen metrii-
kan suhteen, sekéd miten ne suhtautuvat kiekkoihin euklidisessa metriikassa.
Esimerkki seuraa lahteen [6] sivun 2 esimerkkia.

Esimerkki 3.3. Tarkastellaan kiekkoja pseudohyperbolisen metriikan
suhteen. Olkoot w yksikkokiekossald, R reaaliakselilla ja merkitddn
Dgr = D(0, R). Olkoon liséksi

w—z

(z) = 1—wz
Tutkitaan seuraavaksi kiekon Dpg kuvaa f(Dpg). Tapauksessa w = 0 huoma-
taan, ettd f(z) = —z, eli f kuvaa origokeskisen kiekon Dy itselleen.

Kun w # 0, niin f(0) = w ja f(0Dg) on lauseen 2.11 nojalla ympyréa jos
ja vain jos w # 1/R. Voidaan olettaa, ettd w on reaaliakselilla. Mikéali nain
ei ole, se saadaan reaaliakselille kiertokuvauksella. Talloin f(R) = R, silla
w=w.

Olkoon nyt z,—z € R kiekon Dy kehan reaaliakselia leikkaavat pisteet.
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Talléin |z2| =| — 2| = R ja

w—z w—+z

)= 1(=2) = 1—wz 1+wz
(w—2)14+wz) — (w+ 2)(1 —wz)
(1 —wz)(1 +wz)

—1+ |w|?
-9 LI 3.1
Ty (3:1)
Kun yhtalosté (3.1) otetaan itseisarvot molemmin puolin, saadaan
1— |w|?
— (=] =2z —— "1
1) = =2 = 2l o
1 — |wl|?
T 3.2
1+ |w|?R? (32)

Koska w on reaaliakselilla, niin

f(z):<w—z>: w—z _ w—z _ f(2),

1 —wz l1—-wz 1—wz

joten kiekko f(Dpg) on symmetrinen reaaliakselin suhteen. Tésté seuraa, etté

(3.2) on kiekon f(Dpg) halkaisija, eli sen sidde on Rliﬁl‘;';?. Néin ollen w-

keskinen R-sédteinen pseudohyperbolisen metriikan kiekko

{zeD:i(z,w) < R}

voidaan kirjoittaa muodossa

1— |w|?
e D: R———
{Z 1+ |w|2R2}7

joka puolestaan on euklidisen metriikan kiekko. Y1la olevasta esityksesta huo-
mataan, ettd pisteen w kertoimen % vuoksi pseudohyperbolisen met-
ritkkan kiekon keskipiste on euklidisen keskipisteen ja origon kanssa samal-
la suoralla ja origoa lahempéana. Lisdksi ndhdédan, ettd pseudohyperbolisen
metriikan yksikkokiekko on topologisesti yhteneva euklidisen metriikan yk-

sikkokiekkoon.

1— |w|?

YT |w|?R?

Tarkastellaan seuraavaksi pseudohyperbolisen metriikan rajoittumis-
ta puolitasoihin. Erityisesti oikean puolitason rajoittumasta on apua
my6hemmin Haymanin-Wun lauseen todistuksessa (Lause 8.2).
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Huomautus 3.4 (Pseudohyperbolinen metriikka puolitasoissa). Kun z ja w
ovat ylemmassa puolitasossa H, niin pseudohyperbolinen metriikka saa muo-

don
zZ—w

ou(z,w) =

w—z

Koska alempi puolitaso H_ saadaan kertomalla ylempéaa puolitasoa luvul-
la —1, niin pseudohyperbolinen metriikka on alemmassa puolitasossa sama
kuin ylemmaéssé puolitasossa:

—z — (—w) z—w

w—z

om_(z,w) = og(—z,—w) =

(a0 = (s -w) = | 2=
Oikea puolitaso saadaan ylemmasta puolitasosta kertomalla sitd luvulla

—1. Nain ollen oikeassa puolitasossa —iH pseudohyperbolinen metriikka taas

saa muodon
zZ—w

5—iH<Z7w) = 5H<_Zzu —ZU)) =

Z+w

Vastaavasti vasen puolitaso saadaan kertomalla oikeaa puolitasoa luvulla
—1 eli kertomalla ylempaa puolitasoa luvulla 7, ja nain ollen pseudohyperbo-
linen metriikka vasemmassa puolitasossa on sama kuin oikeassa puolitasossa:

dim(z,w) = og(iz,iw) = EI_Z’ :

3.2 Hyperbolinen metriikka

Tassa osiossa perehdytdan hyperboliseen metriikkaan seka sen ominaisuuk-
siin. Aluksi esitelladn tarvittavat maaritelmat ja osoitetaan, ettda Mobius-
kuvaukset ovat hyperbolisen metriikan isometrioita. Maaritellaédn ensiksi hy-
perbolinen metriikka yksikkokiekossa D.

Maaritelma 3.5. Hyperbolinen metriikka yksikkokiekossa D on

|dz|

Ap(2)|dz| = T :F

Yksikkokiekkoa yhdessa hyperbolisen metriikan kanssa kutsutaan hyperboli-
sekst tasoksi.

Huomautus 3.6. Joissakin lédhteissd hyperbolisesta metriikasta kéytetdan
myos muotoa

2|dz|
1—[*
Tata muotoa kayttavit esimerkiksi Beardon ja Minda lahteessd [2]. Téassa
tyossé kaytetddn muotoa ilman kerrointa 2, kuten Garnettin ja Marshallin
kirjassa [7].

Ap(2)|dz| =

33



Hyperbolisen metriikan avulla saadaan maériteltya silean kayréan hyper-
bolinen pituus sekd Borel-mitallisen joukon ala:

Maaritelma 3.7. Siledn kayran v hyperbolinen pituus on

|dz|

5 1-— ’Z|2

to(7) = [ dn(2)ldz] =
2l
Yksikkokiekon ID Borel-mitallisen osajoukon E hyperbolinen ala on
An(B) = [[ o (2))? dedy.
E
Lopuksi, hyperbolinen pituus antaa luonnollisesti my6s hyperbolisen etéi-
syyden.

Maaritelma 3.8. Kahden pisteen z,w € D hyperbolinen etdisyys on

|dz|

1=z

dp(z,w) = irvlf p(y) = inf/z

missd infimum otetaan pisteet z ja w yhdistavien polkujen yli.

Nyt kun on maéritelty hyperbolinen metriikka 9, herda kysymys, mika
yhteys silla on pseudohyperboliseen metriikkaan dp. Tarkastellaan seuraa-
vaksi ndiden kahden metriikan yhteyttd. Huomautus seuraa kirjan [7] sivuja
16-17.

Huomautus 3.9. Olkoon f: D — D,

Talloin yksikkokiekon D kahden pisteen hyperbolinen etaisyys voidaan kir-
joittaa uudelleen muodossa
f(w) |dz|

1—[z*

do(zw) = do(0, f(w)) = |

Téasta seuraa, ettd lyhin kdyra origosta pisteeseen f(w) on jana [0, f(w)] =
{z€D: z= f(w)t, 0 <t <1} ja sen hyperbolinen pituus on

g (120

(0. f(w)]) = do(0. f(w)) = 5 1og | 7770

2
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Yleistettyna kahden pisteen hyperbolinen etaisyys saadaan muotoon

(R
1 1 —wz
dp(z,w) = §log T (3.3)
1—
1 —wz

ja hyperbolisesti lyhin kayra eli geodeesi pisteesté z pisteeseen w on yksik-
kokiekon D halkaisijan segmentti kohtisuorassa reunaa 0D vastaan. Ratkais-
taan nyt yhtalosté (3.3) termi |(z—w)/(1—wz)|. Poistamalla logaritmi yhtalo
saadaan muotoon

Z—wW
1+ 1—w
62dﬂ)(27w): wz .
Z—w

1- —

1 —wz

Nyt kertomalla yhtédlod puolittain oikean puolen nimittajélla ja ottamalla
yhtalosta termi |(z — w)/(1 — wz)| yhteiseksi tekijiksi nahdédén, etta

Z—Ww

1-w (QQdD(Z’w) + 1) = e2Ew) _ 1,
—wz

Lopuksi yhtalostd voidaan ratkaista pseudohyperbolinen metriikka, jolloin
huomataan, etté

zZ — W ezdﬂ)(sz) —

i(z,w) = = tanh dp(z, w).

1—wz|  e2dGw) +1

Néin ollen pseudohyperbolinen etéisyys d(z,w) voidaan kirjoittaa hyperbo-
lisen tangentin seka hyperbolisen metriikan avulla. Vastaavasti viimeisestéa
yhtalosta voidaan ratkaista hyperbolinen etaisyys areahyperbolisella tangen-
tilla.

Madritelladn nyt analyyttisen funktion f hyperbolinen gradientti, jotta
voidaan siityéd tarkastelemaan isometrioita hyperbolisen metriikan suhteen.

Maaritelma 3.10. Analyyttisen funktion f: D — D hyperbolinen gradientti

on e
— |z
Dif(z) = ') 75
" 1—[f(z)]?
Maaritelladn lisaksi isometriat sekd hyperbolisen metriikan ettéd hyperbo-
lisen etéaisyyden suhteen.
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Maaritelma 3.11. Analyyttinen funktio f: D — D on isometria hyperboli-
sen metritkan A\p(z)|dz| suhteen, jos kaikille z yksikkokiekossa D patee

A(f(2))If'(2)] = Ap(2).

Funktio f on isometria hyperbolisen etdisyyden dp suhteen, jos kaikille z ja
w yksikkokiekossa D patee

dp(f(2), f(w)) = dp(z, w).

Osoitetaan seuraavaksi, etta yksikkokiekon D konformikuvaukset itselleen
ovat isometrioita hyperbolisen metriikan suhteen. Todistus 10ytyy ldhteesté
[5] sivulta 56.

Lause 3.12. Olkoon f: D — D konformikuvaus. Tdlloin f on isometria
hyperbolisen metritkan suhteen.

Todistus. Kun f on konformikuvaus yksikkokiekossa, niin

g —a 291—|a|2

f(z) =€ — ja fl(z) =~ a2

Nain ollen

L—[zf  1-la’ 1—|Z|2

Dy f(z) = |f/(Z>|1 —f(2)]2  |1—az?1 -

| 2

_ (A= aP)(r = [2%)

1 —az|?— |z —al?
(1 —lal)(d = |2*)
(1 —az)(1—az) — (z —a)(z —q)
_ (A —JaP)A -2
- (= la) (1 =2
=1.
Huomataan, etta
(7)) < [ D) ’dz’ 5 ‘dz,ip-

Néin ollen yksikkokiekon konformikuvaukset moninkertaistavat hyperbolis-
ta pituutta korkeintaan kertoimella 1. Koska kédanteiskuvauksella on sama
ominaisuus, niin konformikuvaukset sailyttavat hyperbolisen pituuden. [
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3.3 Schwarzin lemma ja Schwarzin-Pickin lause

Tassé osiossa todistetaan seké Schwarzin lemma ettd Schwarzin-Pickin lause.
Schwarzin lemma on keskeinen tulos funktioiden rajoittumisen arvioimisessa.
Se kertoo, ettd jos yksikkokiekon I itselleen kuvaava analyyttinen funktio
pitaa origon paikallaan, niin se on joko kutistava kuvaus tai kierto. Lause on
saanut nimensa Hermann Schwarzilta (1843-1921), vaikka sen nyt jo klassisen
muoto on Constantin Carathéodoryn (1873-1950) ansiota. Todistus 16ytyy
kirjasta [12] sivulta 173.

Lause 3.13 (Schwarzin lemma). Olkoon f: D — D analyyttinen. Jos f(0) =
0, niin

O <1 ja |f(2)] <]
kaikilla z yksikkokiekossa . Lisdksi, ellei f ole kiertokuvaus, eli muotoa
f(2) = €z jollekin reaaliluvulle 0, pitee

FO) <1 ja [f(2)] <lzl,
kun 0 < |z] < 1.

Todistus. Méaritelldan funktio g: D — C,

() = f(;), kun z # 0
£(0), kun z=0.

Talloin g on jatkuva yksikkokiekossa ja analyyttinen alueessa D\ {0}. Yhden
pisteen poisto ei vaikuta funktion analyyttisyyteen, joten g on analyyttinen
koko yksikkokiekossa .

Kiinnitetdan nyt piste z yksikkokiekosta ID ja olkoon r reaaliluku siten, et-
ta |z| < r < 1. Masimiperiaatteen seurauksen 1.13 nojalla suljetussa kiekossa

D(0,r) patee
Q1 _ 1

l9(2)] < max|g(C)] = max =22 <

Kun r — 1, niin ndhdéén, ettd |g(z)| < 1. Koska z valittiin mielivaltaisesti
yksikkokiekosta, niin arvio patee kaikille yksikkokiekon D pisteille. Erityisesti

O =g <1 ja [f(2)] = lg(2)llz] < |z]

kaikille z yksikkokiekossa .
Maksimiperiaatteen (Lause 1.12) nojalla |g(2)| < 1 kaikkialla yksikkokie-
kossa D, ellei g ole vakiofunktio, jonka moduli on 1. Néin ollen

O <1 ja [f(2)] <z,

kun 0 < |z| < 1, ellei f(z) = €z jollekin reaaliselle 6. O
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Seuraava lause on invariantti versio Schwarzin lemmasta. Vuonna 1915
Georg Pick (1859-1942) huomasi, ettéd hyperbolisen geometrian tapauksessa
funktiolla f ei tarvitse olla kiintopistetta yksikkokiekossa D [13]. Todistus
lahteesta [6] sivulta 6.

Lause 3.14 (Schwarz-Pick). Olkoon f: D — D analyyttinen. Talloin f sdi-
lyttada tai kutistaa etdisyydet pseudohyperbolisen ja hyperbolisen metritkan
suhteen, eli

5(/(2), f(w)) = 1“_?,@;{}3 <|EEE s e
ja
(N = LG« L) (35)

L=[f(2)? = 1=z
Lisdksi, namd kaksi epdyhtdlod ovat keskenddn ekvivalentit, ja mikdli on ole-
massa piste zy yksikkokiekossa D siten, ettd jompi kumpi epdyhtdloistd saa-
vuttaa yhtdisuuruuden, niin funktio f kuvaa yksikkokiekon konformisesti it-
selleen.

Todistus. Osoitetaan ensiksi epayhtaloiden ekvivalenttius. Epayhtalo (3.5)
seuraa ensimmaisestd epayhtélosta (3.4) jakamalla puolittain termilld |z —w|,
kun w — z. Toisen suunnan osoittamiseksi valitaan kaksi pistettd z ja w yk-
sikkokiekosta ID; olkoon lisdksi v ndma pisteet yhdistava siled polku. Talloin
0(f o) < L(v), ja néin ollen dp(f(z), f(w)) < dp(z,w). Huomautuksen 3.9
nojalla pseudohyperbolinen metriikka ¢ voidaan kirjoittaa hyperbolisen tan-
gentin ja hyperbolisen metriikan dp avulla, ja koska hyperbolinen tangentti
on kasvava, niin 6(f(2), f(w)) < d(z,w).

Osoitetaan nyt epayhtalot itsessdan. Koska epayhtalot ovat ekvivalentit,
riittdéd osoittaa vain ylempi epayhtalo (3.4). Kiinnitetaan piste w yksikkokie-
kossa D ja olkoot gy, hy: D — D,

z— f(w) oz w

ja hw(z) =

) =

wz — 1
Huomataan, etta

f(w) — f(w) _

9u([ (7 (0))) = gu(f(w)) = LTl flw) 0,

joten yhdistetylla funktiolla g, o f o h, on kiintopiste origossa. Néin ollen
Schwarzin lemman (Lause 3.13) nojalla

19w (f (P (2)))] < [2]- (3.6)
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Lisdksi huomataan, etta

2 — |wl?z
hweule) = S =

eli funktio h,, on itsensi kadnteisfunktio; h,, = h,'. Néin ollen sijoittamalla
muuttujan z paikalle termi h,'(2) epdyhtdld (3.6) saadaan muotoon

0(f(2), f(w)) = lgu(f ()] < [hy,' (2)] = d(z,w).

Viimeisen viitteen osoittamiseksi osoittamiseksi oletetaan, etta yksikko-
kiekossa ID on pisteet « ja 3 siten, ettd o(f(a), f(5)) = d(«, B). Talloin

195(f (hs(a)))] = |al.

Siis ggo fohg on kierto. Koska g3 ja hg kuvaavat yksikkokiekon konformisesti
itselleen, niin myos f kuvaa yksikkokiekon konformisesti itselleen. O

4 Konforminen moduli

Tasséa luvussa esitellddn konforminen moduli seké sen perusominaisuuksia.
Lisaksi tarkastellaan myohemmin todistettavan Koeben %—lauseen todistuk-
sen kannalta tarkeita modulin ominaisuuksia seka tuloksia.

Olkoon I' kokoelma polkuja alueessa €. Kokoelmaa I" kutsutaan polkuper-
heeksi ja sen alkioita v poluiksi. Konforminen moduli on mitta polkuperheen
' koolle ja se on konformikuvausten suhteen invariantti.

Konformisen modulin teorian taustalla on Ahlforsin seké ruotsalaisen ma-
temaatikon Arne Beurlingin (1905-1986) vuonna 1950 julkaisema artikkeli [1].
Ahlfors ja Beurling kayttavat artikkelissa ekstremaalista pituutta, mutta tés-
sé tyossd kdytetdan konformista modulia, ja kuten myéhemmin huomataan,
ne ovat toistensa kaanteisluvut.

4.1 Maaritelmia ja perusominaisuuksia

Olkoon 2 avoin ja yhtendinen alue ja olkoon p: 2 — [0, 0o jatkuva positii-
vinen funktio alueessa €). Funktiota p kutsutaan tiheysfunktioksi.

Voidaan ajatella, ettd funktio p vastaa funktiota |f’|, missi f on kon-
formikuvaus alueessa Q. Tiedetaén, etta integroimalla funktiota |f’| voidaan
laskea polun f(+) pituus:

((f(v) = / F(2)] de.
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Vastaavasti polulle v voidaan laskea p-pituus integroimalla tiheysfunktiota:
G = [ plz)1dz]. (4.1)
Edelleen alueen f(£2) kuvapinta-ala voidaan laskea integroimalla funktio-

ta | f']*:

AF@) = [[ 1 () dedy,
Q
muuttujanvaihdolla

dy = Ji(2)d
/fm)wy /QwOf F(2)dz

missé J¢(z) on Jacobin determinantti, silla analyyttiselle funktiolle f Jacobin
determinantti on Jp(z) = |f/(2)|%, ja ¢ = 1 alueessa f(f2). Titd vastaavasti
voidaan laskea alueen €2 p-ala:

45(Q) = [[ (p(2))? daay, (4.2)

Huomautus 4.1. Kun p = 1 alueessa (2, niin (4.1) ja (4.2) palautuvat taval-
lisiksi kayran ~ pituudeksi £(7y) ja alueen €2 alaksi A(€2).

Madritellaédn seuraavaksi sallittu tiheysfunktio p sekd sen avulla polku-
perheen I' moduli.

Maaritelma 4.2. Olkoon I' polkuperhe ja olkoon p ei-negatiivinen Borel-
funktio alueessa 2.

Sanotaan, ettd tiheysfunktio p on sallittu polkuperheelle T', merkitaan
p € A(l), jos

) = [ plz)1dz] > 1

kaikilla polkuperheen I' poluilla ~.
Polkuperheen I' (konforminen) moduli on

M) = inf [ (p(2)? dady.
()= inf | [] (p(2))" dwdy
Q

Madritelladn nyt Ahlforsin ja Beurlingin konformisen modulin sijasta
tyossdan kayttamé ekstremaalinen etaisyys.

Maaritelmia 4.3. Olkoon I' polkuperhe, joka sisaltda kaikki kahdesti yhte-
naisen alueen () reunakomponentit yhdistavat polut. Télloin polkuperheen I
ekstremaalinen etdisyys on



Osoitetaan seuraavaksi, ettd konforminen moduli séilyy konformikuvauk-
sissa, eli se on konformisesti invariantti. Tamé& ominaisuus on yksi keskei-
simmista konformisen modulin ominaisuuksista, ja se tekeekin modulista ké-
tevian tyokalun kahdesti yhtendisten alueiden tutkimiseen. Todistus seuraa
kirjan [12] sivun 431 todistusta.

Lemma 4.4 (Modulin konforminen invarianttius). Jos I' on polkuperhe alu-
eessa ) ja f on konformikuvaus alueelta Q2 alueelle ', niin M(T") = M (f(T)).

Todistus. Riittaa osoittaa, etta M (I') < M (f(I")), silld toinen suunta seuraa,
kun tarkastellaan funktiota f~!. Edelleen voidaan olettaa, ettid M (f(T)) <
oo, silla muuten epayhtald on aina totta.

Olkoon nyt p sallittu tiheysfunktio polkuperheelle f(I'). Maaritelldén ti-
heysfunktio p alueessa () kaavalla

p(z) = p(f () ()]

Osoitetaan nyt, ettd p on sallittu tiheysfunktio polkuperheelle I'. Olkoon
7v: [a,b] — C polkuperheen I" polku. T&ll6in 5 = f o~ on polkuperheen f(I")
polku, ja koska p on sallittu tiheysfunktio polkuperheelle f(I'), niin

SNCICE /b PEONFOLd = [ HICONF GO O] d

- / ()] d = / o(2) dz,

joten p on sallittu tiheysfunktio polkuperheelle I'. Néin ollen moduli M (T")
ei ylitd arvoa A,(£2). Muuttujanvaihtokaava (1.1) kaksoisintegraaleille antaa

M) <A :// p(2)) dxdy—// '(2)|? dzdy

— // )2 dudv = A,(£(Q)).

Koska p oli mielivaltainen sallittu tiheysfunktio polkuperheelle T', niin voi-
daan paatelld, etta M(I') < M(f(T")), kuten haluttiin. O

Osoitetaan seuraavaksi, ettd konforminen moduli on monotoninen. Lem-
ma 10ytyy lahteestd [5] sivulta 12.

Lemma 4.5 (Monotonisuus). Jos I'y ja I'y ovat polkuperheiti siten, ettd
jokaisella polulla v € T'y on osapolku polkuperheessa I's, niin

M) < M(T).
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Todistus. Olkoon p sallittu tiheysfunktio polkuperheelle I's. Talloin kaikille
polkuperheen I'; poluille v patee

) = [ o) ldz| = 1

Olkoon nyt v; polkuperheen I'y alkio. Koska ~; sisaltda jonkin kéyrén -,
polkuperheesté I's, niin

ton) = [ )=l > | ple)ldzl > 1,

joten tiheysfunktio p on sallittu my6s polkuperheelle I'y ja nain ollen A(T';) D
A(Ts).

Polkuperheen moduli on maéaritelman nojalla integraalin infimum kaik-
kien sallittujen tiheysfunktioiden yli. Koska pienemmén joukon A(T'3) yli
infimum on suurempi kuin suuremman joukon A(T';) yli, niin

M(Ty) < M(Ty). O

4.2 Konforminen moduli annuluksessa

Olkoon A(rg,m1) = {z: 10 < |2] < 11,0 < 19 < 11 < co}. Aluetta A(rg, )
kutsutaan annulukseksi. Tassé osiossa osoitetaan, ettd annuluksessa méari-
teltyjen polkuperheiden konforminen moduli riippuu vain annuluksen reu-
naympyroiden siteiden suhteesta seka yhdistavien etta separoivien polkujen
polkuperheen tapauksessa.

Osoitetaan ensiksi reunaympyrét yhdistdvien polkujen polkuperheen mo-
dulus. Lemman todistus noudattelee Palkan kirjan [12] sivun 437 todistusta,
ja on nain ollen hyvin pitkéa ja yksityiskohdiltaan tarkka. Lemma voidaan
todistaa my6s helpommin; toinen todistustapa ndhdain lemman 4.7 todis-
tuksessa.

Lemma 4.6. Olkoot 0 < ry < r; < oo reaalilukuja ja olkoon A(rg,r1) annu-
lus. Jos T on polkuperhe, jonka polut yhdistdvit annuluksen A(rg, 1) Teuna-
komponentit, niin

™ -1
M(T) = 2r (log ) .
To

Todistus. Riittaa tarkastella tilannetta, jossa annuluksen keskipiste on ori-
go, silld yleinen tapaus voidaan palauttaa tahén tilanteeseen translaatiolla
modulin konformisen invarianttiuden (Lemma 4.4) vuoksi.
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Olkoon p mielivaltainen polkuperheelle I' sallittu tiheysfunktio. Osoite-
taan ensin, etta

A(C) > 2r <1og “)1 . (4.3)

To
Kiinnitetddan 0 vililta [0,27] ja médritellidn vg: [ro, 1], Ya(r) = re'.
Téalléin polku 4 on annuluksen A(rg, 1) reunakomponentit yhdistavéa polku
ja niin ollen polkuperheen I alkio, ja koska |y (r)| = |e?| = 1 kaikilla r, niin

1< Xw P(Z)|dz‘ — /n p(%(?«m%(r” dr — /m p(rew) o

0 o

Korottamalla saatu epédyhtalo toiseen potenssiin voidaan arvioinnissa kayt-
taa apuna Cauchy-Schwarz-epayhtaloa (1.2). Liséksi kertomalla ja jakamalla
funktiota p termilla /r epayhtalo saadaan muotoon

Ve ([ pteer ) < ([t ([70)
_ (bgjj;) | otre))? v

Nyt kompleksitason p-alaa A,(C) voidaan arvioida annuluksen A(rg,r1) p-
alan avulla:

A, (C) > A (A(ro,m1)) = /27r (/n (P(reie))2rd7") dp

0 0
21 -1
> (log 7’1> df =27 (log 7’1>
0 To To

Néin ollen epayhtalo (4.3) on osoitettu. Koska sallittu tiheysfunktio p valittiin
mielivaltaisesti, niin epéyhtdlon (4.3) nojalla

-1

M(D) > 2r <log :;)_1 . (4.4)

Vield on osoitettava, ettd epayhtédlo (4.4) patee myos silloin, kun epayh-
tdalomerkki kadnnetadn toisin pain. Sen néyttamiseksi osoitetaan ensin, etta

51

M(T) < 2m (log ) (log :(1)) - : (4.5)

S0

kun 0 < sg < rgjar; < s; < oo. Tama osoittaa vaiteen, kun sg — rg ja s; —
r1. Kiinnitetdén sqg ja s1, jotka tayttavat ndméa ehdot. Olkoon h: [0, co[—
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[0, oo] jatkuva funktio,

0, kun r < sg tai r > s

-1
™
wo =1 (e ) L k<<,
To
lineaarinen, kun sqg <7 <7 tai s; <r <ry.

Nyt funktion h avulla voidaan madaritella jatkuva tiheysfunktio p: C —

et E)
pe) =] e AT

0, kun z = 0.

Seuraavaksi tdytyy osoittaa, ettd p on sallittu tiheysfunktio polkuperheel-
le T'. Olkoon = siled polku, joka kuuluu perheeseen I' ja olkoot a ja b sen
alku- ja paatepisteet. Voidaan olettaa, ettd toinen polun v péaatepisteista on
annuluksen A(rg,r;) sisemméan reunaympyran kehélld ja toinen ulommalla
reunaympyralld, ja ettd polkun jalki |y| on kokonaan annuluksen sisalla. Mi-
kali padtepisteet ovat annuluksen ulkopuolella, lyhennetédan polkua ~ tarvit-
taessa niin, etta sen alku- ja paatepisteet ovat annuluksen reunaympyroilla
ja jalki |y| on kokonaan annuluksen sisdlld. Tiheysfunktion p mééritelméan
nojalla huomataan, etta p(y(t)) = (|v(t)|log(ry/ro))~", kun ¢ kuuluu vélille
[a, b]. Néin ollen

[ o) 1az = | ) O] = (log;é) ‘ Ww(()l)\dt

<log ) /W 5 ’d <0g2>1/ab36(7|(()7)’|(2t))

(log rl) /b jt(logW( t)|) dt (log :;)_1 (log Z;) =1,

joten p on sallittu tiheysfunktio polkuperheelle I'. Funktion h maéritelman
nojalla h(r) < (log(ry/re))~" kaikilla r, joten p(z) < (|z|log(ry/ro))~t. Li-
saksi, koska p(z) = 0, kun |z| < sg tai |z| > s1, niin polkuperheen I" modulin
arvioksi saadaan

M(T) < 4,(C) = // (p(2))? dady
-2
// Pudy < (lg ™) [ T
To 2|
s0<|z|<s1 s0<z|<s1

ri\ "2 27 [ rsvopdr —2
(logro> /0 (/SO 702>d0—27r<log )(log ) .
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Nyt, kun sqg — rg ja s; — 71, niin viite on todistettu. O]

Edellinen lemma antaa siis modulin polkuperheelle, jonka polut yhdista-
vat annuluksen A(rg, ) reunaympyrat. Todistuksen loppuosa, jossa osoite-
taan arvio polkuperheen I' modulin ylérajalle, on hankala ja monimutkainen;
sen voisi tehda helpomminkin kétevésti valitun tiheysfunktion p avulla. To-
distetaan téalla helpommalla tavalla seuraava lemma, joka antaa annuluksen
reunaympyrat separoivien polkujen polkuperheen modulin.

Lemma 4.7. Olkoot 0 < o < 11 < 00 reaalilukuja ja A(ro, 1) annulus. Jos T’
on polkuperhe, jonka polut separoivat annuluksen A(ry, 1) reunakomponentit,
nin ]
1
M(T) = — log —.
( ) 21 & To
Todistus. Olkoon p mielivaltainen polkuperheelle I' sallittu tiheysfunktio.
Osoitetaan ensin, etta
log I (4.6)
Kiinnitetdin luku r valilta |ro, r1[ ja médritellidn v, : [0, 27], 7,.(0) = re®.
Talldin polku ~, separoi annuluksen A(rg,r;) reunaympyrat, ja koska p on
sallittu, niin

2 . . 27 .
1 g/ p(z)|dz| :/0 r]iew\p(rew)dez/o rp(re?®) do.

Korottamalla tamé epéayhtalo toiseen potenssiin ja arvioimalla sitd Cauchy-
Schwarzin epayhtélolla (1.2) saadaan arvio

2 . 2 2m 2 .
1< </ rp(rew)cw) < (/ d@) (/ r2(p(re'?))? d@)
0 0 0
21 .
= 27r/ r2(p(re®))? db.
0
Néin ollen laskemalla annuluksen A(rg, ) p-ala saadaan

AdAGo ) = [ oz = [T ([T otre®)? o) dr

A(ro,r1) ro
ol oy NV
> — (/ r*(p(re™)) d9> dr
rog T 0
1 mdr 1 r1
L Lpd_ Ln
2w Jry T 2 To

ja koska p valittiin mielivaltaisesti, niin epayhtélo (4.6) on osoitettu.

45



Enéé tarvitsee osoittaa, ettd epdyhtalon (4.6) merkki voidaan kaantda
toisin pain. Koska kaikille annuluksen reunaympyrat separoiville poluille ~

patee
/ dz
— 1 <
v 2|

kun k& # 0 on polun v kierrosluku origon suhteen, niin p(z) = a/|z|, missé
= (27)~ !, on sallittu tiheysfunktio polkuperheelle I". Néin ollen annuluksen
A(rg, 1) p-alan avulla voidaan arvioida polkuperheen I' modulia:

|d2|

21 < |k2mi| = IEE
vy |%

M(D) < A (A(ro, ) :/A( & = /ZW/T”’”drde

r0,1) ’Z‘

= (27m) 2 27rlog— 2—log—
To

Yhdistamalla tdma tulos epayhtédlon (4.6) kanssa saadaan yhtédsuuruus

1 (&1
M) = — log —. O
( ) 2 & To
Yhdistamaélld kahden edellisen lemman tulokset huomataan, ettd annu-
luksen A(rg, 1) reunaympyrat separoivien polkujen polkuperheen I's moduli
on itse asiassa reunaympyrat yhdistavien polkujen polkuperheen I', kéén-
teisluku. Muotoillaan tdma viela seuraukseksi.

Seuraus 4.8. Olkoon A annulus. Olkoon I';, annuluksen A reunaympyrdt yh-
distdvien polkujen polkuperhe ja olkoon I's reunaympyrdt separoivien polkujen
polkuperhe. Tdlloin

4.3 Konformisen modulin symmetrisyys

Tassé osiossa tarkastellaan konformisen modulin symmetrisyytté, jota kay-
tetddn luvussa 7 apuna Koeben i-lauseen todistuksessa. Maéaritelladn ensiksi
polkujen ja polkuperheiden heijastus eli kompleksikonjugaatti seké positii-
viosa.

Maaritelma 4.9. Olkoon v polku tasossa. Polun v kompleksikonjugaatti 7
on polun heijastus reaaliakselin suhteen. Polun ~ positiiviosa saadaan hei-
jastamalla polun + alemman puolitason H_ kanssa leikkaava osa ylemmalle
puolitasolle H:

7T =(yNH)U(yNH-).
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Maéaritelladn polkuperheelle I' vastaavasti:

T={7:v€l} ja I''={y":yeTl}

Jos polkuperhe I' on symmetrinen reaaliakselin suhteen, niin sen modu-
li on kaksinkertainen ylemmaélle puolitasolle heijastetun polkuperheen po-
siitiiviosan I't moduliin nahden. Tata ominaisuutta kdytetaan myohemmin
apuna osoittamaan lause 4.12, joka puolestaan on térked Koeben i—lauseen
(Lause 7.1) osoittamisessa. Lemman todistus 16ytyy lahteesta [5] sivulta 34.

Lemma 4.10 (Symmetriasiintd). Jos I' =T, niin M(T') = 2M (I'").
Todistus. Osoitetaan ensin, etta
M(T) < 2M(T). (4.7)

Olkoon p tiheysfunktio ja mééritellidn sen avulla toinen tiheysfunktio
p(z) = max{p(2), p(z)}. Talloin kaikille polkuperheen I" poluille v péatee

L+ p(2)|dz| Z/ p(z)|dz| > 1nf/ ) |dz|.

Jos siis p on sallittu tiheysfunktio polkuperheelle T'", niin p on sallittu ti-
heysfunktio polkuperheelle . Néin ollen polkuperheen I' modulille saadaan

arvio
= inf // |dz|<// )% |dz|.
pEA(T

Koska kaikille reaaliluvuille a ja b pitee max{a,b}? < a* + b?, niin voidaan
edelleen arvioida

) < // 5(2))? dedy < // dxdy+/7(p(z))2 dxdy
< 2// dwdy.

Ottamalla nyt puolittain infimum kaikkien polkuperheelle I't sallittujen ti-
heysfunktioiden p yli epdyhtalon oikeasta puolesta saadaan 2M (I't), joten
viite (4.7) on todistettu.

Osoitetaan nyt, ettd epayhtéalon (4.7) merkki voidaan kddntéa toisin péin.
Olkoon p mielivaltainen tiheysfunktio ja maéritellidn nyt tiheysfunktio p
seuraavasti:

R z)+p(Z), kunz e H
N VORYE
0, kunz € H_,
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missa H ja H_ ovat ylempi ja alempi puolitaso. Talloin
[ 2@l = [ (6z) + () e
vy
—/ 2)|dz| +/ Z)|dz| +/ 2)|dz| +/ Z)|dz|
/ ) |dz| +/ ) |dz|

> 21nf/ ) |dz].

Néin ollen, jos tiheysfunktio p on sallittu poluperheelle I', niin tiheysfunktio
+p on sallittu polkuperheelle I'*. Koska (a +b)* < 2(a? + %), niin polkuper-
heen I'" modulille saadaan ylaraja

) < [f (5) dody

= 1 [ (02) + o)) dwdy

( / / (p(2))? ddy + / / dxdy)
é [ (6(2))* dady.

Ottamalla infimum polkuperheelle I' sallittujen tiheysfunktioiden p yli epayh-
talon oikealle puolelle saadaan %M (I"), jolloin lemma on todistettu. ]

Madritellaén seuraavaksi Grotzschin annulus, joka on keskeinen konformi-
sen modulin tutkimisessa kaytetty alue. Grotzschin annulus on kompleksita-
son osajoukko, joka saadaan poistamalla kompleksitasosta suljettu r-sateinen
origokeskinen kiekko sekéd lukua R > r suuremmat reaaliluvut. Grotzschin
annulus on nimetty saksalaisen matemaatikon Camillo Herbert Grotzschin
(1902-1993) mukaan.

Maaritelma 4.11. Olkoot 0 < r < R reaalilukuja. Kompleksitasoa, josta
on poistettu lukua R suuremmat reaaliluvut merkitaan

=C\{z: 2= Rt,t > 1}.

Aluetta
CE=cC®\ D(0,r)

kutsutaan Grétzschin annulukseksi.
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Kuva 4.1: Lauseen 4.12 alueet CI* ja .

Olkoon I'g Grétzschin annuluksen CF reunakomponentit separoiva pol-
kuperhe. Olkoon lisdksi €2 kahdesti yhtendinen alue, jonka komplementin
komponenteista yksi on suljettu yksikkokiekko ID ja toinen suljettu ja rajoit-
tamaton alue, joka yhdistad pisteen R aédrettomyyspisteeseen co. Grotzschin
lause kertoo, ettd nédista kahdesta polkuperheestd polkuperheen I'¢ modu-
li on suurempi. Grotzschin lause on my6hemmin pohjana Koeben i—lauseen
todistuksessa. Lauseen todistus mukailee ldhteen [5] sivun 39 todistusta.

Lause 4.12 (Grétzschin lause). Olkoot R > 1 ja CIt Grétzschin annulus,
ja olkoon I'q Grétzschin annuluksen reunakomponentit separoivista poluista
koostuva polkuperhe. Olkoon lisiksi D* = {z : |z| > 1} ja Q = D*\ K, missd
K on suljettu, rajoittamaton ja yhtendinen alueen D* osajoukko, joka sisdl-
tad pisteen { R} ja olkoon I' alueen 2 reunakomponentit separoivien polkujen
polkuperhe. Tdlloin

M(Tg) > M(T).

Todistus. Koska Grétzschin annulus CF on reaaliakselin suhteen symmetri-
nen alue, niin polkuperhe I'¢ on symmetrinen, eli I'¢ = ['g, joten symmet-
riaséédnnon (Lemma 4.10) nojalla

M(TE) = S M(Te). (4.8)

Perhe I'" sen sijaan ei valttamatta ole symmetrinen, mutta se voidaan korvata
suuremmalla polkuperheelld I'g, joka on symmetrinen. Olkoon I'g polkuper-
he, jonka polut separoivat kahdesti yhtendisen alueen D*\ { R} reunakompo-
nentit ja joiden kierrosluku pisteen R suhteen on nolla, mutta eroaa nollasta
origon suhteen. Koska I' C I'p, niin A(I'g) C A(T'), ja koska polkuperheen
moduli on maéritelty infimumina kaikkien sallittujen tiheysfunktioiden yli,
niin

M(T) < M(T'g) = 2M(T), (4.9)
missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa polkuperheen I'p symmetrisyydesta.
Riittda siis osoittaa, ettd M(I'}) = M(T'{). Osoitetaan tdmé niyttamalla,
ettd [';; = I'5. Koska ' C ['g, niin riittdd osoittaa, etta T C T'L.
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Olkoon ~ polkuperheen I'g polku. Méaaritelméan nojalla polun ~ kierroslu-
ku origon suhteen on nolla, joten se leikkaa seké positiivista etté negatiivista
reaaliakselia ainakin kerran. Lisédksi polun v on leikattava reaaliakselin avoin-
ta valid |0, R[, silla jos se ei leikkaisi kyseisté vélid, niin polun ~ kierrosluvut
origon ja pisteen R suhteen olisivat yha suuret.

Olkoot z_ ja z, erdit polun 7 ja reaaliakselin leikkauspisteet, joille patee

z_ €vN]—00,0] ja 2z, €~yNJ0, R

Nama kaksi pistetta jakavat polun ~ kahteen osakdyraan v; ja v,. Téalloin
vt =~ U~y . Heijastamalla positiiviosa 75 alemmalle puolitasolle ja liitté-
milld se poitiiviosaan 7" muodostuu suljettu polku 74 joka kuuluu polku-
perheeseen T, ja 74 = v*. Néin ollen 77 € T, eli M(T) = M(TY), ja
néin ollen

M(T) < M(Tg) = 2M(Tf) = 2M(T) =2 L M(Te) = M(Tg). O

5 Harmoninen mitta

Tutustutaan seuraavaksi harmoniseen mittaan ja méaritelladn Haymanin-
Wun lauseen (Lause 8.2) kannalta tarkeimmaét ominaisuudet. Koska harmo-
nisesta mitasta kdydédan lapi vain kyseiseen todistukseen tarvittava teoria,
on tama luku vain kevyt pintaraapaisu aiheeseen. Téssa luvussa on kaytetty
lahteend Garnettin ja Marshallin kirjan [7] ensimméisen luvun ensimmaéista
osiota.

Olkoot a ja b lukuja reaaliakselilla siten, etta a < b. Talloin funktio

o) = o (222) = m (i (222))

on lemman 1.11 nojalla harmoninen ylemmassa puolitasossa H. Lisaksi funk-
tion # mééritelmastd huomataan, ettd 6(z) = m, kun z on avoimella valilla
Ja,b], ja toisaalta 6(z) = 0, kun z < a tai z > b reaaliakselilla. Olkoon ¢(z)
mielivaltainen konformikuvaus, joka kuvaa vélin |a, b[ joukkoon {z: Re(z) =
7} ja joukon R\ [a,b] joukkoon {z: Re(z) = 0}. Télléin 0(z) = Re(p(2)),
kun tarkastellaan funktion 6 kédyttaytymistd geometrisesti.

Maaritelladn seuraavaksi funktion # avulla joukon E harmoninen mitta
ylemmén puolitason H pisteessa z.

Maééritelméd 5.1. Olkoon £ = Uj_,]ay, bs[, missé Ja;, b;[ ovat avoimia vélejd
reaaliakselilla. Olkoon lisaksi

0.(2) = arg (Z_ bﬂ') |

Z—(lj
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Kuva 5.1: Harmoninen funktio 6(z).

Joukon E harmoninen mitta pisteessd z € H on

w(z, B, H) = zi: 0 (5.1)

Y
T
Huomautus 5.2. Seuraavat ominaisuudet patevat harmoniselle mitalle:

(i) 0 <w(z, E,H) <1, kun z € H,
(i) w(z, E,H) — 1, kun z — FE ja
(ili) w(z, B,H) = 0, kun z - R\ E.

Lisdksi funktio w(z, F,H) on yksikésitteinen harmoninen funktio, joka to-
teuttaa ehdot (i)-(iii). Yksikésitteisyys seuraa Lindel6fin maksimiperiaattees-
ta (Lause 1.14).

Harmoninen mitta voidaan maéaritella myos integraalin avulla, silld kun
lasketaan avoimen vélin ]a, b[ harmoninen mitta ylemmén puolitason H pis-
teessd z = x + 1y saadaan

w(z + 1y, |a, b, H) = ! (arctan (x — a) — arctan (m — b))
m Y Y
b Y dt
S —— 2
/z(t—x)2+y2ﬂ (52)

Muotoillaan tdmé maéaritelméaksi.

Maaritelma 5.3. Jos £ C R on Lebesgue-mitallinen, niin joukon E har-
moninen mitta pisteessa z € H on

dt

w(z, B,H) = /E(t_x%y?ﬁ (5.3)
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Kun z = x + iy on ylemmaéssa puolitasossa H, niin ydinté
1 y
T(t—1x)?+y?

kutsutaan puolitason H Poissonin ytimeksi.

P.(t) =

Huomautus 5.4. Kun F on édérellinen yhdiste avoimia véleja, niin laskun (5.2)
nojalla yll& oleva maéaritelma on sama kuin harmonisen mitan méaritelmé
(5.1).

Haymanin-Wun lauseen todistuksessa tarvitaan harmonista mittaa puoli-
tasojen liséksi myos yksikkokiekossa. Luvussa 2 todettiin konformikuvausten
olevan usein hyodyllisid siirryttéessa puolitason ja yksikkokiekon vélilla. Ol-
koon nyt ¢ mielivaltainen konformikuvaus, joka kuvaa yksikkokiekon D ylem-
maélle puolitasolle H. Tallaisen konformikuvauksen ¢ avulla voidaan maéari-
tella yksikkokiekon reunan 0D osajoukon E harmoninen mitta yksikkokiekon
D pisteessa z.

Maaritelma 5.5. Olkoon E aérellinen yhdiste avoimia véleja yksikkokie-
kon reunalla 0D ja olkoon ¢: D — H konformikuvaus. Télloin joukon E
harmoninen mitta yksikkokiekon ID pisteessd z on

w(z, B, D) = w(p(z), p(E), H). (5.4)
Tarkastellaan nyt harmonista mittaa yksikkokiekossa.

Huomautus 5.6. Olkoon
d14+z
ple) =i—.
Koska i — (—i) # 0, niin ¢ on Mobius-kuvaus. Lauseen 2.11 nojalla ¢ kuvaa
yksikkokiekon kehan suoraksi, silld napa z = 1 on yksikkokiekon kehélla.
Testipisteiden avulla huomataan, etta kyseinen suora on reaaliakseli, ja koska
©(0) = 14, niin ¢ kuvaa yksikkokiekon D ylemmaéksi puolitasoksi H. Néin ollen
madaritelmén 5.5 nojalla

w(z, B, D) = w(p(z), p(E), H).
Nyt harmonisen mitan integraalimuodoksi saadaan
1—z* do

E |ei® — 2227

w(z, E,D) =
ja talloin Poissonin ydin on

11—z
P,(0) = ————.
(6) 27 |e? — z|?
Liséksi muuttujanvaihdon nojalla yksikkokiekon D reunan osajoukon F har-
moniselle mitalle yksikkokiekon pisteessa z patevat myos huomautuksen 5.2
ehtoja (i)-(iii) vastaavat ehdot yksikkokiekossa D.
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6 Kahdesti yhtenaiset alueet

Osiossa 2.3 kasiteltiin Riemannin kuvauslausetta, joka kertoo yhdesti yh-
tendisten alueiden olevan konformisesti ekvivalentteja yksikkokiekon ja néin
ollen toistensa kanssa. Tassa luvussa perehdytédan kahdesti yhtenéisten aluei-
den vilisiin konformikuvauksiin seké konformiseen ekvivalenttiuteen. Luvus-
sa on kaytetty lahteend Beliaevin artikkelin [3] lukua 2.7.

Ensimmaéinen lause kasittelee yksinkertaisimman esimerkin kahdesti yh-
tenaisten alueiden konformisuudesta.

Lause 6.1. Origokeskiseltd annulukselta A1 = A(ry, Ry) on olemassa bijek-
titvinen konformikuvaus origokeskiselle annulukselle Ay = A(ry, R2) jos ja
vain jos Ry/r1 = Ry /rs.

Lauseen viite seuraa, kun seuraavaa propositiota sovelletaan funktion
f liséksi kaanteisfunktioon f~!. Propositiolle 16ytyy toisenlainen todistus
lahteesta [3] sivulta 28.

Propositio 6.2. Olkoot Ay = A(r, R1) ja Ay = A(ry, Ry) origokeskisid
annuluksia. Jos on olemassa konformikuvaus f: Ay — As, niin

L)

Lo T
Todistus. Olkoon I'y polkuperhe, joka sisdltdd kaikki annuluksen A; reu-
naympyrit separoivat polut, ja olkoon I'; vastaava polkuperhe annulukselle
Ajs. Olkoon nyt v polkuperheen I'y polku. Télloin polku fo~ on polkuperheen
f(Ty) ={fon:vy eI} CTs polku, ja niin ollen

1 R, 1 Rs
—log — = M('}) = M(f(I'})) < M(I'y) = — log —=
27 108 (') (f(I'1)) < M(Ty) 5 1087
mista ratkaisemalla saadaan
R, Rs
— < =, O]
(1 ry

Y14 oleva tulos herédttda luonnollisesti kysymyksen, voiko mielivaltaisia
kahdesti yhtenéisid alueita kuvata konformisesti toisilleen. Olkoon €2 on kah-
desti yhtendinen alue ja A on jokin annulus, jonka ulomman ympyran side
on 1. Seuraava lause kertoo, ettéd on olemassa analyyttinen injektio, joka ku-
vaa joukon () joukkoon A. Tulos voidaan osoittaa myods niin, ettd sisemméan
ympyran siade on 1. Todistus 16ytyy ldhteestéa [3] sivulta 30.

Lause 6.3. Olkoon Q C C kahdesti yhtendinen alue.
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(a.) Jos C\Q = {21, 2} joillekin 2, z, € C, niin on olemassa konforminen
bijektio f: Q — C\ {0}.

(b.) Jos C\ Q = AU B, missi A # {2}, niin on olemassa konforminen
bijektio annulukselle, jonka ulkoympyrin sdide on 1. Tdmd kuvaus on
annuluksen kiertoa ja inversiota vaille yksikdsitteinen.

Todistus. Osoitetaan ensimmaiseksi funktion olemassaolo. Tapauksessa (a.)
f kuvaa alueen 2 annulukselle A(0, c0). Funktio f on Mé&bius-kuvaus, joka
kuvaa toisen komplementin pisteen origoksi ja toisen darettomyyspisteeksi.
Tapauksessa (b.) triviaali tapaus on se, jossa toinen komplementin kompo-
nenteista on yksittéinen piste. Talloin €2 voidaan kuvata annulukselle A(0, 1),
jolloin komplementin yksittédisen pisteen komponentti kuvautuu origoon.

Triviaalien erikoistapausten jélkeen jiljelle jad ainoa mielenkiintoinen ta-
paus, eli se, jossa kumpikaan komplementin komponenteista ei ole yksittéi-
nen piste. Riemannin kuvauslauseen (Lause 2.26) nojalla voidaan olettaa,
ettd kahdesti yhtendisen alueen €2 toinen komplementin komponenteista on
yksikkokiekon D komplementti ja toinen on analyyttisen kdyran rajoittama
alue yksikkokiekon sisallé, ja etté origo on jalkimmaisen komponentin sisallé
tarvittaessa yhdistamalld Mobius-kuvauksia.

Tarkastellaan ensiksi logaritmifunktiota alueessa €2. Koska origo on alu-
een ulkopuolella, niin logaritmi on analyyttinen mutta ei yksiarvoinen alu-
eessa {2, silla jokaisella kierroksella alueen sisdreunan ympaéri logaritmin arvo
kasvaa luvun 27¢ verran. Logaritmifunktio kuvaa alueen {2 imaginaariakselin
suutaiselle kaistaleelle S siten, ettd kaistaleen oikea reuna on imaginaariakseli
ja vasen reuna on 27i-jaksollinen kéyra.

Riemannin kuvauslauseen (Lause 2.26) nojalla on olemassa konformi-
kuvaus v kaistaleelta S toiselle imaginaariakselin suuntaiselle kaistaleelle
S’ = {z: —1 < Re(z) < 0}. Voidaan olettaa, ettd ¢ kuvaa pisteet +ioco
ja origon itselleen. Lisdksi kuvaus 1 kuvaa pisteen 27¢ johonkin pisteeseen
wp positiivisella imaginaariakselilla. Skaalaamalla nyt kuvausta ¢ termill&

27 /|wo| 16ydetaan kuvaus
2ms

¢ v,

ol

joka kuvaa kaistaleen S joukkoon S” = {z: — 27 /|wy|Re(z) < 0}. Kuvaus
¢ kiinnittda pisteet oo, 0 ja 2mi. Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvaukselle ¢
seké kadanteiskuvaukselle ¢! pitee seuraava yhtdsuuruus:

(2 + 2kmi) = ¢(z) + 2kmi. (6.1)

Induktioperiaatteen nojalla yll& olevan véaitteen todistamiseksi riittaa
nayttaa viitteen péatevian tapauksessa k = 1. Koska kaistaleet S ja S”
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Kuva 6.1: Kuvauksen f(z) muodostuminen

ovat 2mi-jaksollisia, niin kuvaus z +— z + 27 kuvaa kummankin kaistaleen
itselleen. Néin ollen sekd ¢(z) + 2mi ettd ¢(z + 2mi) kuvaavat kaistaleen S
kaistaleeksi S” siten, ettd reunapisteet oo, 27i ja origo kuvautuvat pisteiksi
oo, 4mi ja 2mi. Kolme eri pistettd toisiksi kolmeksi eri pisteeksi kuvaava
Riemannin kuvauslauseen antama kuvaus on yksikasitteinen, joten kuvauk-
set ¢(z) + 2mi ja ¢(z + 2mi) ovat sama kuvaus. Sama argumentti patee
kaanteiskuvaukselle ¢~

Yhdistamaélla nyt logaritmifunktio log, Riemannin kuvauslauseen avulla
rakennettu kuvaus ¢ seka logaritmin kdanteisfunktio exp, joka kuvaa pysty-
suoran kaistaleen annulukselle saadaan funktio

f(z) = e#log(2))

Analyyttisten funktioiden yhdisteend f on analyyttinen ja se kuvaa alueen
Q annulukselle A(e~27/Ivol 1), Logaritmifunktio ettd eksponenttifunktio ovat
moniarvoisia funktioita, joten ei voida heti todeta, ettd f olisi yksiarvoinen
funktio ja ndin ollen injektio. Logaritmifunktio kuvaa pisteen z imaginaariak-
selin suuntaiselle 2mi-jaksolliseksi lukujonoksi. Tuloksen (6.1) nojalla kuvaus
¢ kuvaa 2mi-jaksollisen lukujonon toiseksi 2mi-jaksolliseksi lukujonoksi. Lo-
puksi eksponenttifunktio kuvaa 2mi-jaksollisen lukujonon yhdeksi pisteeksi.
Nain ollen funktio f on injektio, seké vastaavalla argumentilla myos surjektio,
joten funktio f on etsitty konformikuvaus.

Yksikasitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, etta f ja g ovat konformiku-
vauksia alueelta Q annulukselle A. Talloin kuvaus h = ¢g~! o f kuvaa alueen
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Q) konformisesti itselleen, ja néin ollen f = g on kiertokuvaus. O]

Luvussa 4 todettiin, ettd annuluksen A(rg, 1) reunaympyrét separoivien
polkujen polkuperheen moduli on reunaympyrat yhdistavien polkujen pol-
kuperheen kaanteisluku. Nyt kahden edellisen lauseen avulla seuraus 4.8 voi-

daan yleistad annulusten lisaksi myos yleiselle kahdesti yhtenéiselle alueelle
Q.

Seuraus 6.4. Olkoon ) kahdesti yhtendinen alue. Olkoon I'y alueen € reuna-
komponentit separoivien polkujen polkuperhe ja olkoon T, reunakomponentit
yhdistdvien polkujen polkuperhe. Talloin

1
M(Ty)

Olkoon nyt € kahdesti yhtenéinen alue ja olkoon A(rg,r;) annulus. Lu-
vussa 4 laskettiin annuluksen separoivien ja yhdistavien polkujen polkuper-
heen modulit, ja koska moduli siilyy konformikuvauksessa, niin alueelta (2
on olemassa konformikuvaus annulukselle A(rg,r1) jos ja vain jos niiden se-
paroivien polkuperheiden modulit ovat yhta suuret. Ylla olevan seurauksen
nojalla sama voitaisiin todistaa myos reunakomponentit yhdistavien polku-
perheiden avulla.

M(FS) =

Lemma 6.5. Olkoon Q) kahdesti yhtendinen alue ja olkoon A(rg,r1) annulus.
Olkoon lisdksi I'q alueen €2 reunakomponentit separoivien polkujen polkuper-
he. Talloin alueelta 2 annulukselle A(rg, 1) on olemassa konformikuvaus jos
ja vain jos

1 1
— log —. 6.2
2 08 To ( )

M(Tq) =
Todistus. Osoitetaan ensin, ettd konformikuvauksen alueelta 2 annulukselle
A(rg, 1) olemassaolosta seuraa véite (6.2). Lauseen 6.3 nojalla on olemassa
konformikuvaus f kahdesti yhteniiselta alueelta {2 annulukselle A(r,1). Li-
saksi lauseen 6.1 nojalla annulukselta A(r, 1) on olemassa konformikuvaus g
annulukselle A(rg,r;), jos ja vain jos r/1 = ry/ry. Néin ollen modulin kon-

formisen invarianttiuden sekéd lemman 4.7 nojalla

1 1

M(Ta) = M(f(Ta)) = M(g(f(Ta))) = 5 -log 3 = 5 log .

Osoitetaan nyt véaitteen toinen suunta. Lauseen 6.3 nojalla on olemas-
sa konformikuvaus f alueelta 2 annulukselle A(r, 1) kuten edelld. Jos viite
(6.2) pétee, niin on olemassa konformikuvaus h annulukselta A(r,1) annu-
lukselle A(rg,r1), jos ja vain jos r/1 = ro/r1. Nyt funktio g = h o f kahdesti
yhtendiseltd alueelta 2 annulukselle A(rg, 1) on kahden konformikuvauksen
yhdisteena edelleen konformikuvaus. ]

56



7 Koeben kuvaus ja Koeben i-lause

Tassd luvussa tarkastellaan Koeben funktioita sekd todistetaan ensimméi-
nen tutkielman péatuloksista, Koeben i-lause. Aluksi tutustutaan Koeben
funktioiden muodostumiseen seké yleisemmaéssid muodossa ettd eraésséi eri-
koistapauksessa. Lisdksi tutkitaan sitd, miten Koeben funktiot kuvaavat yk-
sikkokiekon. Lopuksi osoitetaan Koeben i—lause. Luvun tulokset on nimetty
saksalaisen matemaatikon Paul Koeben (1882-1945) mukaan.

7.1 Koeben kuvaus

Tarkastellaan kuvausta )

Z .
11—z

Kyseessd on geometrisen sarjan summa, joten kuvauksen sarjakehitelméa on
talloin

=l+z+27 422+ => "
== k=0
Derivoimalla kuvauksen sarjakehitelméaa puolittain ja kertomalla taté saatua
tulosta viela puolittain luvulla z saadaan funktio

@/J(z):%:z+222+3z3+...:an".
(1—2) =

Tallaista kuvausta 1 kutsutaan Koeben kuvaukseksi.

Olkoon nyt A kompleksiluku, jolle |A| = 1. Yleinen muoto Koeben ku-
vauksesta saadaan ottamalla yhdistetty kuvaus 1(\z) ja jakamalla tulosta
luvulla A:

1 1 Az z >
= —U(lz) = — — — )\n—l n
) = SR = ST T Ao RZZI" :
Kun valitaan A = —1, niin kuvaus
z
k(z) = ——
&)=

voidaan esittdd kolmen funktion yhdisteend, joista kaksi on Mobius-
kuvauksia:

k(z):m: (hogo f)(z),
[ =E @)= b =g

57



f) = o(z) = 22 W) =1}
— — —
f(0 (F(0)) I

Kuva 7.1: Yksikkokiekon kuvautuminen kuvauksella k(z) = (ho go f)(2).

Funktion f napa z = 1 on yksikkokiekon kehélld, joten lauseen 2.11
nojalla f kuvaa yksikkokiekon kehén suoraksi. Testipisteiden avulla huo-
mataan, ettd yksikkokiekon kuva kuvauksen f suhteen on vasen puolita-
so, ja origo kuvautuu pisteeseen f(0) = —1. Kuvaus g puolestaan kak-
sinkertaistaa kulmat, joten se kuvaa imaginaariakselin negatiiviseksi reaa-
liakseliksi {z: z = t,t < 0} ja vasen puolitaso kuvautuu kompleksitasoksi,
josta on poistettu negatiivinen reaaliakseli C \ {z: z = t,t < 0}. Liséksi
g(f(0)) = g(—1) = 1. Lopuksi h kiertdé negatiivisen reaaliakselin positiivi-
selle reaaliakselille ja siirtda sekd venyttad sitd luvun i verran. Nain ollen
origo palaa paikalleen: h(g(f(0))) = h(1) = 0 ja yksikkokiekko kuvautuu
aluecksi C1 = C\ {z: 2z = 1t t > 1}

Yleinen Koeben kuvaus puolestaan kuvaa yksikkokiekon kompleksitasok-
si, josta on poistettu pisteesta —% lahteva origosta pois pain suuntautuva

puolisuora: C\ {z: z = —%t,t > 1}, silla

1 A
- = T = )\
AR
kun [A| =1, ja
z 1 =Xz 1 -
Ur(2) AP Aa-n)E x (—Az2) (—Az)

Tarkastellaan seuraavaksi, miten kuvauksen k(z) = z/(1 + z)? kédanteis-

kuvaus k~'(z) kuvaa Grotzschin annuluksen CE. Ensin kuvaus z — 5z

kuvaa Grotzschin annuluksen C Grétzschin annulukseksi C§ ja nain ol-
len k1 (éz) kuvaa Grotzschin annuluksen CF yksikkokiekon sisille an-
nulukseksi, jonka ulkoreuna on yksikkokiekon kehé ja sisdreuna on rajat-
tu ;5(1 £ O(5))-séteisten ympyréiden viliin [5]. Néin ollen modulin kon-
formisen invarianttiuden ja lemman 4.6 nojalla Grotzschin annuluksen CF

reunakomponentit separoivien polkujen polkuperheen I'¢ moduli on

1 4R €
M) = %log — +0 (R) . (7.1)
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7.2 Koeben %-lause

Olkoon f analyyttinen injektio, joka kiinnittd& origon, ja jonka derivaatta
origossa saa arvon 1. Seuraava lause kertoo, etta yksikkokiekon kuva kuvauk-
sen f suhteen sisédltda i—séteisen kiekon, eli f ei voi kutistaa yksikkokiekkoa
pienemmaksi kuin yhteen neljasosaan alkuperaisesta. Lauseen todistuksessa
on taustalla luvussa 6 késitelty kahdesti yhtendisten alueiden konforminen
ekvivalenttius sekd Grotzschin lause 4.12. Todistus on lahteestéd [5] sivulta

44 pienin korjauksin, seka artikkelista [11] sivulta 304.

Lause 7.1 (Koeben i—lause). Olkoon f: D — D analyyttinen injektio ja
oletetaan, etti f(0) =0 ja f'(0) = 1. Tdllsin D(0,5) C f(D).

Todistus. Olkoot R = dist(0,0f(D)), 0 < ¢ < 1 ja olkoon I' origokeskisen
annuluksen A(eg, 1) reunaympyrét separoivien polkujen polkuperhe. Téll6in
lemman 4.7 nojalla polkuperheen I" moduli on
1 1
M) = —log—

2m 3
ja modulin konformisen invarianttiuden nojalla (Lemma 4.4)

1 1
M(T) = -log - = M(A(D).
Olkoon nyt 0 = min{|f(2)| : |2|] = €}. Koska f’(0) = 1, niin funktion f
polynomimuoto on f(z) = z + 22 32° 1 a,2™ ja niin ollen § = & + O(£?).
Funktio f kuvaa annuluksen A(e, 1) joukkoon f(ID), josta on poistettu kiek-
ko D(0,9), eli f(A(e,1)) C f(D)\ D(0,6). Jos I's on alueen f(D)\ D(0,0)
reunakomponentit separoivien polkujen polkuperhe, niin modulin monotoni-
suuden (Lemma 4.5) nojalla

M(f(I)) < M(Ts).

Osion 7.1 lopussa todettiin Koeben funktion kaénteiskuvauksen

k1 (ﬁz) kuvaavan Grotzschin annuluksen CF yksikkokiekolle I origo-

keskiseksi annulukseksi A (ﬁ(l :I:O(%)),l). Olkoon nyt I'¢ polkuperhe,
joka siséltdéd kaikki Grétzschin annuluksen C reunakomponentit separoivat
polut. Grotzschin lauseen (Lause 4.12) avulla voidaan arvioida polkuper-
heen I's modulia polkuperheen I'¢ modulin avulla ja tulos (7.1) antaa
polkuperheen I'¢ modulille arvon

1 4R d
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Yhdistamaélla ylla olevat tulokset saadaan epayhtélo

1 4R 1) 1 1
— log — — | > —log=.
21 0g5 +O<R>_27r 0g€

Logaritmin laskusédantojen nojalla epayhtalé saa muodon
)
log4R > log —,
€

ja koska f’(0) = 1, niin g — 1, kun € — 0, joten log4R > 0, eli R > i. O

Tarkastellaan seuraavaksi Koeben i—lauseen sovelluksia. Lausetta voidaan
kayttdd apuna luvussa 4 osoitettua Grotzschin lausetta (Lause 4.12) vas-
taavan moduliongelman todistamiseksi. Osoitetaan ensiksi Koeben i—lauseen
seuraus, joka tunnetaan nimelld Koeben estimaatti. Todistus 10ytyy kirjasta
[7] sivulta 20.

Lause 7.2 (Koeben estimaatti). Olkoon Q yhdesti yhtendinen alue ja olkoon
f: D — Q konformikuvaus. Talloin kaikille z yksikkokiekossa ID pdtee

UPEI0~[e) < dist(7(2),00) < (1~ |2P). (7.2

Todistus. Kiinnitetadn piste zy yksikkokiekosta ID. Téalloin analyyttiselle in-
jektiolle

_I(ER) - f@)
YO = T =)
pétee ¥(0) = 0jay’(0) = 1. Jos nyt w ¢ f(ID), niin Koeben 1-lauseen nojalla
w — f(20)
f'(20)(1 = |20[?)

ja ndin ollen epayhtélon (7.2) vasen epéayhtalé on osoitettu.
Oikeanpuoleisen epéyhtéilon osoittamiseksi kiinnitetdéan piste z yksikko-
kiekosta D. Maaritelladn nyt funktio ¢,

p(w) = f71 (f(2) + dist(f(2), 0)w),

1
>77
4

ja olkoon
_ p(w) ==
) = )
Kun w = 0, niin epédyhtél6 seuraa soveltamalla Schwarzin lemmaa (Lemma
3.13) funktioon g. O
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Ylla oleva lause voidaan muotoilla my6s seuraavalla tavalla. Lause 16ytyy
lahteesta [3].

Lause 7.3. Olkoon f: Q — Q' analyyttinen injektio ja olkoon z piste alueessa
Q. Tdlloin

idist( F£(2),09) < |f(2)|dist(z, 09) < Adist(f(2),0).

Seuraavan moduliongelman ratkaisi saksalainen matemaatikko Oswald
Teichmiiller (1913-1943) [11], ja lause tunnetaankin Teichmiillerin lauseena.
Lause voidaan todistaa myos ilman Koeben i—lausetta kayttaen apuna alueet

separoivien polkujen polkuperheiden moduleita. Todistus 16ytyy lahteestéa
[11] sivulta 303.

Lause 7.4 (Teichmillerin lause). Olkoon Q1 kahdesti yhtendinen alue, joka
separoi parin {—1,0} parista {wy, o0}, |wo| = R, ja olkoon Ty polkuperhe, joka
sisdltdada kaikki alueen ) reunakomponentit separoivat polut. Olkoon lisdksi

D=C\({z: —t,0<t<1}U{z: Rs,s > 1})

Teichmillerin annulus ja olkoon I' polkuperhe, joka sisdltid kaikkialueen D
reunakomponentit separotvat polut. Tdlloin

M(T) > M(Iy).

Todistus. Méaéaritelladn ensiksi seuraavat Koeben funktiot:

k(z) = ek kr(z) 4R(1+Z)27 kr(p) 4R<1_p)2
_ o P . + _ .+
kr(p) = 4R<1 1 p)? ja kT =k

Olkoon nyt f konformikuvaus yksikkokiekolta ID itselleen siten, etta f(0) = 0,
jolloin piste wy jaa huomiotta. Talloin Koeben %—lauseen nojalla

[f/(0)] < 4R,
ja néin ollen Koeben estimaatin (Lause 7.2) nojalla
[F(2)] < EF([zDIf(0)] < ARE™(|2]) = K (l2])-

Olkoon F; alueen € rajoitettu komponentti, eli se, joka siséltaé pisteet 0
ja —1. Riemannin kuvauslauseen (Lause 2.26) nojalla on olemassa analyyt-
tinen injektio ¢ yksikkokiekolta I joukkoon 2 U Ej siten, ettd ¢(0) = 0.
Olkoon w pisteen —1 alkukuva, eli ¢(w) = —1. Alueen 2 reunakomponentit
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-1 0 wo b b
w
R 0

Kuva 7.2: Lauseen 7.4 todistuksen alueet D ja €.

separoivien polkujen polkuperheen I’y moduli on joukon ¢~1(E1) ja yksikko-
kiekon reunan JD separoivien polkujen polkuperheen moduli ja Grotzschin
lauseen (Lause 4.12) ja seurauksen 4.8 nojalla moduli on suurin, kun ¢~1(E)
on origon ja pisteen w yhdistivi jana. Olkoon nyt w* = kx'(—1). Tallvin ku-
vaus kg kuvaa alueen D\ {z: tw*,0 <t < 1} janojen {z: —r,0 <r <1} ja
{z: Rs,s > 1} komplementiksi.

Toisaalta, Koeben I-lauseen nojalla |¢/(0)] < 4R ja niin ollen Koeben
estimaatin nojalla

[6(2)] < KT (12DI¢'(0)] < ARK™(|2]) = kx(|2]),
kun z on yksikkokiekossa . Koska kg(w*) = —1, niin w* = —|w*|. Néin ollen
ki(lw]) = [kr(lw™ D] = | = 1 = [o(w)] < kg (|w]),

joten |w| > |w*|. Néin ollen Teichmiillerin annuluksen D separoivien polku-
jen poluperheen I' moduli on suurempi kuin alueen €2 separoivien polkujen
polkuperheen I'y moduli.

O

8 Haymanin-Wun lause

Tassa luvussa todistetaan tutkielman péaatuloksista toinen eli Haymanin-
Wun lause. Kyseinen lause kertoo, ettd jos ¢ on konformikuvaus yksikko-
kiekolta ID yhdesti yhtenéiselle alueelle €2, niin mielivaltaiselle aluetta 2 leik-
kaavalle suoralle L patee, etta kayran Q2 N L alkukuvan pituus kuvauksen ¢
suhteen on korkeintaan 4.

Osoitetaan ensiksi Haymanin-Wun lauseen todistuksen kannalta kéteva
lemma ja muotoillaan sitten itse Haymanin-Wun lause.

Lemma 8.1. Olkoot ® konformikuvaus ja v siled kdayrd. Tdlloin

(D oy) <max |VP|-{(y).
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Todistus. Kayran pituuden maaritelman seka ketjusadannon nojalla

E(CI)OW):L |dz| = /|<I>oy )| dt
—/\ 0 )(t) /(1) dt = /\Wlh()Idt

< maX|VCI>|/|7 1)) dt
= max [V®| - £(y),
missa a ja b ovat kiayran ® oy paatepisteet. O

Lause 8.2 (Hayman-Wu). Olkoon ¢ konformikuvaus yksikkikiekolta D yh-
desti yhtendiselle alueelle §2 ja olkoon L suora. Tdalldin

e HLNQ)) < d4r. (8.1)

Hayman ja Wu todistivat tuloksen ensiksi suurelle tuntemattomalle va-
kiolle vuonna 1981 [8]. @yma saavutti vakion 47 vuonna 1992 [17], ja Rohde
osoitti vuonna 2002, ettd paras vakio on aidosti pienempi kuin 47 [15]. Qy-
ma osoitti parhaan vakion olevan vihintéin 72. Lauseen tarkkaa vakiota ei
nykytiedon valossa tunneta. Seuraava todistus pohjaa Dyman todistukseen
ja sen pohja l6ytyy kirjasta [7] sivulta 23.

Todistus. Voidaan olettaa, ettd ¢ on analyyttinen injektio suljetun yksik-
kokiekon D ympéristossd ja etti L = R. Olkoot Ly, k = 1,2,... suoran
L ja alueen 2 leikkauksen L N 2 komponentit. Heijastamalla alue () reaa-
liakselin suhteen ja leikkaamalla heijastusta alueella 2 muodostuu joukko
QN {z: z € Q}. Indeksoidaan tdmén joukon komponentit samoin kuin jou-
kot L. Talloin €2, on se komponentti, jolle L C €. Lisdksi joukko 23 on
reaaliakselin suhteen symmetrinen Jordanin alue. Kun & # j, niin 0 N 0S);
on reaaliakselilla, ja koska alue 2 on yhdesti yhtendinen, niin 99 N 0€);
sisaltaéd korkeintaan yhden pisteen.

Alueen €2 symmetrisyyden nojalla on olemassa konformikuvaus
Y Qp — —iH, missd —¢H on oikea puolitaso. Funktiolle v, pétee, ettéd
r(Ly) = R*T ja Carathéodoryn lauseen (Lause 1.19) nojalla v, voidaan
jatkaa jatkuvaksi sulkeumaan Q. Olkoon nyt ¢ € 9o 1(Q) N ID ja
maéaritellaan

Q= QO(Q), T = |77Z)k:(a)|’ 5 = Q/Jk_l($)v ja z= 90_1(6)'
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Kuva 8.1: Joukko €.

Talloin yhdistetty kuvaus

o= oy (Yol (8.2)
on siled kuvaus joukolta (U9 NIQ\ P) C ID joukolle o1 (U L) \ P,
misséd P ja P’ ovat &dérellisia joukkoja (kuva 8.2).
Olkoot ay, b, € OD kiyrin ¢ !(Ly) alku- ja pédtepisteet yksikkokiekon
reunalla ja olkoon vy = |ag, bx[ avoin véli yksikkokiekon reunalla. Téll6in

SO_I(Lk) =do ks
ja lemman 8.1 nojalla
U™ (Ln) = U@ o) < [VO| - L).

Téten kiyran ¢ ' (L N Q) pituudelle saadaan arvio

(e (LN Q) = (w (z L)) iy (; Mm) - Tt L)
<[V ()
< [Vo[- 21;,
ja nain ollen riittda osoittaa, ettd
V| < 2. (8.3)

Oletetaan nyt, ettd I = |, ¢’[ on joukkoon ¢~ (9€,) NOD siséltyvi avoin
véli. Asetetaan

o =p((), =), B =y, ja =B
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Kuva 8.2: Kuvaus z = ®(().

Talloin pisteiden ®(() ja ®(¢’) etiisyys pseudohyperbolisen metriikan suh-
teen on

x—2a

T+ 2

In(®(C), ®(¢)) = da(B, B') < ba,(8,8') = d_m(x,z') =

Y

missa ensimmaéinen yhtasuuruus seuraa funktion ¢ konformisuudesta, epéyh-
talo seuraa Schwarzin-Pickin lauseesta (Lause 3.14), toinen yhtasuuruus seu-
raa pisteiden maaritelmista ja viimeinen yhtédsuuruus seuraa pseudohyper-
bolisesta metriikasta oikeassa puolitasossa (Huomautus 3.4).

Merkitaan nyt

=140 (8.4)
Téalloin
r—a'| | =0 | 6
T+ 20 +0x| 240
Osoitetaan seuraavaksi, etta
2i5 = g + 0(0),

missa o(d) on luvusta 0 riippuva termi, joka lahestyy nollaa nopeammin kuin
0. Laskemalla erotus
) 5_25—26—52_ 52

555 2 ap+re)  apre W

nidhdaan, ettd ylla oleva vaite patee. Néin ollen

)
= 5 -+ O(d)

x—a
T+
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Kuva 8.3: Kulma 6.

Tarkastellaan seuraavaksi joukon W, (p(I)) harmonista mittaa alueen
—iH pisteessé x. Harmonisen mitan maaritelman (5.1) nojalla
, 6
ol (1)), —iH) = 7. (8.5)
Tarkastellaan liséksi harmonista mittaa geometrisesti (kuva 8.3). Pisteen 2
mééritelman (8.4) sekd tangentin laskukaavan (1.4) nojalla
x ( 7T) _ tanf +1

Tamén yhtasuuruuden avulla saadaan ratkaistua yhtalostéa luku 6:

tand + 1 ) 0
1+(5—m < tane—m < «9—arctan<2+5>.

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen nojalla

1 0 0

tand —tan(O) = m(e — O) == COSQ€ == 1 Sin2§

jollakin £ € [0, 6], ja néin ollen

J
0 = tan (1 — sin®¢) < tanf = 5152
Arvioidaan seuraavaksi tulosta (8.5). Koska

=0,kunz el
w(z, [,D) —w(z, 1, (%)= 0, kunz € D N ¢~ 1(0Q) \ P
>0, kunz € ¢ 1(0Q;) N D,
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niin Lindel6fin maksimiperiaatteen (Lemma 1.14) nojalla

w(@, Ur(p(1)), —iH) = w(z, 1,07 (W) < w(®(C), 1, D),

missd ensimmainen yhtasuuruus seuraa kuvausten ¢ ja WUy konformisesta in-
varianttiudesta. Harmonisen mitan integraalimuodon (5.5) nojalla harmoni-
nen mitta on

1 2P o

w(®((), I,D) = L e —o(0)P 2

Yhdistamaélla tulokset saadaan epayhtalo

x—a

op(®(C),®(¢) < — 4]
2(B(0),2() < 25 = 2 4ol
=0=r- w(x Ui (o(1)), —iH) + 0(0)
< 7 w(®(C),1,D) + of|z — ')
1- |<1>( )|* do :
o Pan :
e DO 2 o[z — ')
Kirjoittamalla epdyhtédlon vasen puoli auki pseudohyperbolisen metriikan

mééritelman mukaisesti ja jakamalla puolittain termilld |¢ — ¢’| epayhtdlo
saa muodon

@O -9 _ 1 <7T 1 QR @
¢ = ¢t =2(N@(Q)] T IC =T\ e — S(Qf 2

Follo o))

Kun ¢’ — (, epayhtélo saadaan muotoon

Ve _ 11— [a(QP

L—[2(Q) — 2m[¢—2(¢)?
Kayttamalla tdméan epayhtalon vasemman puolen nimittajéan ja oikean puo-
len osoittajaan nelididen erotuksen laskukaavaa, arvioimalla oikean puolen

nimittdjaa kaanteisella kolmioepéayhtalolla ja kayttamalla tietoa |®(()| < 1
seuraa vaite (8.3). O
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