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Tiivistelmä

Tässä tutkielmassa käsitellään Diskreettiä Fourier-muunnosta sekä Nope-
aa Fourier-muunnosta, joka on tehokkaampi algoritmi diskreettejä Fourier-
muunnoksia varten. Diskreettiä Fourier-muunnosta varten käsitellään lisäksi
tarvittavat taustatiedot Fourier-sarjoista.

Fourier-sarja on matemaattinen työkalu, jonka avulla jaksollinen funktio
voidaan ilmaista eritaajuisten sini- ja kosinifunktioiden summana. Fourier-
sarja toimii lähtökohtana Fourier-muunnokselle, josta on olemassa jatkuva
sekä diskreetti versio. Jatkuvaa Fourier-muunnosta hyödynnetään lähinnä
matematiikan ja fysiikan teoreettisissa sovelluksissa. Reaalimaailman sovel-
luksissa käytetään käytännössä aina diskreettiä versiota, jota tässä tutkiel-
massa käsitellään.

Diskreetti Fourier-muunnos eli DFT on Fourier-analyysissä käytetty työ-
kalu, jonka avulla ajan suhteen diskreetti ja äärellinen signaali saadaan esi-
tettyä taajuuden suhteen. Tämän avulla voidaan selvittää, mitä taajuuksia
signaali sisältää ja mikä on kunkin taajuuden amplitudi.

Diskreettiä Fourier-muunnosta hyödynnetään laajasti käytännön sovel-
luksissa, mutta se on algoritmina kuitenkin hidas. Tämän vuoksi reaalimaa-
ilman sovelluksissa hyödynnetäänkin lähes aina nopeaa Fourier-muunnosta
eli FFT:tä, jonka avulla päästään samaan lopputulokseen käyttäen huomat-
tavasti tehokkaampia algoritmeja. FFT:n vaatimien laskutoimitusten määrä
on vain murto-osa verrattuna DFT:hen, mikä korostuu entisestään näyttei-
den määrän kasvaessa suureksi. FFT:n tehokkuuden vuoksi sitä käytetäänkin
laajasti erilaisia signaalinkäsittelyä vaativissa sovelluksissa, kuten äänen- ja
kuvankäsittelyssä sekä lääketieteellisessä kuvantamisessa.

Avainsanat: Fourier-sarja, ortogonaalisuus, Fourier-kertoimet, diskreetti
Fourier-muunnos, nopea Fourier-muunnos.
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Johdanto
Fourier-analyysi on saanut nimensä ranskalaisen matemaatikon Jean-Baptiste
Joseph Fourierin (1768-1830) mukaan. Fourier oli etenkin 1800-luvun alku-
puolella aikansa merkittävä matemaatikko ja fyysikko, jonka tutkimukset
mullistivat muun muassa lämpöopin teorioita.

Tämän tutkielman pääpaino on diskreetissä Fourier-muunnoksessa (DFT)
sekä nopeassa Fourier-muunnoksessa (FFT), joita varten tarvitaan tausta-
tietoa Fourier-sarjoista.

Havainnollistetaan Fourier-sarjojen tarkoitusta alla olevien kuvaajien kaut-
ta. Kuvassa 0.1 on funktioiden f(x) = −π + 2 sin x ja g(x) = −x kuvaajat.

Kuva 0.1: Suora ja sinikäyrä.

Lisätään sinifunktioon f(x) lisää sini-termejä seuraavasti:

f(x) = −π + 2 sin x + sin 2x,

jolloin kuvaajat näyttävät tältä:

Kuva 0.2: Suora ja kahden siniaallon lineaariyhdistelmä.
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Jatketaan lisäämällä samaan tapaan sini-termejä sarjan

f(x) = −π +
k∑

n=1

2
n

sin nx

mukaisesti.
Alla olevissa kuvissa näkyy kuvaajat, kun k:n arvoa kasvatetaan.

(a) k = 5. (b) k = 25.

Huomataan, että eritaajuisten siniaaltojen lineaariyhdistelmä f(x) alkaa
lähestyä funktiota g(x) = −x siniaaltojen yhteisen jakson 2π-mittaisella välil-
lä [0, 2π]. Mitä suuremmaksi f(x):n indeksi k kasvaa, sitä lähemmäksi g(x):ää
päästään.

Edeltävän esimerkin myötä herää kysymys, onko vastaavilla eritaajuisten
sini- tai kosiniaaltojen lineaariyhdistelmillä mahdollista ilmaista tai ainakin
approksimoida mitä tahansa funktiota?

Vastauksen tähän kysymykseen antaa luku 1. Luvussa 1 käsitellään tri-
gononometrista Fourier-sarjaa pääosin välillä [0, 2π], jolloin Fourier-sarja on
muotoa

f(x) ≈ a0

2 +
∞∑

n=1
[an cos nx + bn sin nx],

missä an ja bn ovat Fourier-kertoimet.
Trigonometrisen muodon lisäksi määritellään myös Fourier-sarjan eks-

ponentiaalinen muoto, jonka osoitetaan olevan ekvivalentti trigonometrisen
muodon kanssa. Eksponentiaalista muotoa käytetään enemmän tulevissa lu-
vuissa, kun siirrytään Fourier-sarjasta diskreettiin Fourier-muunnokseen.

Luvussa 2 käsitellään diskreettiä Fourier-muunnosta eli DFT:tä sekä tri-
gonometrisessa että eksponentiaalisessa muodossa. Vaikka Fourier-sarjat ovat
matemaattisesti ajatellen luonnollinen lähtökohta, valtaosassa reaalimaail-
man oikeita sovelluksia sovelletaan diskreettiä versiota. Fourier-sarjoja ja jat-
kuvaa Fourier-muunnosta hyödynnetään enemmänkin matematiikan ja fysii-
kan teoreettisissa sovelluksissa.
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Diskreetti Fourier-muunnos on Fourier-muunnoksen diskreettiaikainen yleis-
tys, jonka avulla pystytään tutkimaan jaksollisia signaaleja taajuuden suh-
teen. Luvun lopussa katsotaan esimerkkien avulla sekä Fourier-muunnoksen
laskennallista osuutta että kuvaajien tulkintaa.

Trigonometrisessa muodossa DFT määritellään

yn = 1
2a0 +

N/2∑
p=1

[ap cos ωptn + bp sin ωptn], n = 0, 1, . . . , N − 1,

missä ap ja bp ovat Fourier-kertoimet.
Luvun 1 tapaan myös eksponentiaalisen DFT:n muodon osoitetaan ole-

van ekvivalentti trigonometrisen DFT:n kanssa. Eksponentiaalista muotoa
käytetään erityisesti luvussa 3, kun siirrytään käsittelemään nopeaa Fourier-
muunnosta.

Luvussa 3 tutustutaan nopeaan Fourier-muunnokseen eli FFT:hen, joka
tarkoittaa tehokkaampaa algoritmia DFT:n laskemiseksi. Käytännön sovel-
luksissa käytetäänkin käytännössä aina FFT:tä, sillä DFT:n käyttäminen
vaativissa sovelluksissa olisi aivan liian työlästä ja aikaa vievää. Kun sig-
naalin näytemäärä kasvaa suureksi, FFT:n vaatima laskutoimituksien mää-
rä on vain murto-osa siitä, mitä DFT:tä käytettäessä tarvittaisiin. FFT-
algoritmeja on useita, joista yhteen eli Radix-2 -menetelmään tutustutaan
tarkemmin. Lisäksi katsotaan vielä tarkemmin, millaisissa signaalinkäsitte-
lyä vaativissa reaalimaailman sovelluksissa FFT:tä voidaan hyödyntää.

Ellei toisin mainita, tutkielma mukailee Russell L. Hermanin kirjaa An
introduction to Fourier analysis [5].
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1 Fourier-sarja
Fourier-sarjalla tarkoitetaan ääretöntä summaa eli sarjakehitelmää, jonka
avulla jaksollinen funktio voidaan esittää sini- ja kosinifunktioiden avulla.
Toisin sanoen esimerkiksi välillä [0, 2π] etsitään funktiolle muotoa

f(x) ≈ a0

2 +
∞∑

n=1
[an cos nx + bn sin nx],

missä an ja bn ovat Fourier-kertoimet.

1.1 Trigonometristen funktioiden ortogonaalisuus
Johdannossa jo hieman pohdittiin, onko mahdollista löytää sellaisia ker-
toimia, joiden avulla mikä tahansa funktio voidaan esittää kosini- ja sini-
funktioita summaamalla. Tällaisia kertoimia varten tarvitaan funktiojoukon
ortogonaalisuutta.

Määritelmä 1.1. Funktiojoukko ϕn(x) on ortogonaalinen välillä [a, b], jos∫ b

a
ϕn(x)ϕm(x) dx = 0,

kun n ̸= m.

Funktion ortogonaalisuudella on tärkeä merkitys, kun puhutaan Fourier-
sarjoista. Ortogonaalisuus on keskeinen käsite vektorialgebrassa, jossa kah-
den vektorin sanotaan olevan ortogonaaliset, jos ne ovat kohtisuorassa toisi-
aan vasten eli toisin sanoen niiden sisätulo on nolla. Fourier-sarjoista puhut-
taessa puhutaan vektoreiden sijaan funktioista.

Fourier-kertoimien johtamista varten osoitetaan ensin seuraava lause:

Lause 1.2. Joukko

T = {1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, . . . }

on ortogonaalinen välillä [0, 2π].

Todistus. Riittää osoittaa, että

∫ 2π

0
cos (mx) cos (nx) dx = 0, m, n ≥ 0, m ̸= n, (1.1)∫ 2π

0
sin (mx) sin (nx) dx = 0, m, n ≥ 1, m ̸= n, (1.2)∫ 2π

0
cos (mx) sin (nx) dx = 0, m ≥ 0, n ≥ 1. (1.3)
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Todistetaan näistä tarkemmin yhtälöt 1.2 ja 1.3. Yhtälön 1.1 todistus
tapahtuu samaan tapaan kuin yhtälön 1.2.

Yhtälön 1.2 todistuksessa käytetään hyväksi trigonometrista muunnos-
kaavaa

sin A sin B = cos (A − B) − cos (A + B)
2 ,

jolloin saadaan ∫ 2π

0
sin (mx) sin (nx) dx

=
∫ 2π

0

cos ((m − n))x − cos ((m + n)x)
2 dx

= 1
2

[sin ((m − n)x)
m − n

− sin ((m + n)x)
m + n

]2π

0

= 0,

kun m, n ≥ 1 ja m ̸= n.

Vastaavasti yhtälön 1.3 todistuksessa käytetään hyväksi trigonometrista muun-
noskaavaa

cos A sin B = sin (A + B) − sin (A − B)
2 ,

jolloin saadaan ∫ 2π

0
cos (mx) sin (nx) dx

=
∫ 2π

0

sin ((m + n))x − sin ((m − n)x)
2 dx

= 1
2

[cos ((m − n)x)
m − n

− cos ((m + n)x)
m + n

]2π

0

= 0,

kun m ≥ 0 ja n ≥ 1.

1.2 Trigonometrinen Fourier-sarja
Edellisessä kappaleessa osoitetun lauseen 1.2 ortogonaalisuuden tuloksien
avulla pystytään johtamaan Fourier-kertoimet. Määritetään ensin sinifunk-
tion kerroin bn:

Aloitetaan Fourier-sarjan muodosta

f(x) = a0

2 +
∞∑

n=1
[an cos nx + bn sin nx].
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Kerrotaan tätä puolittain termillä sin mx, missä m = 0, 1, 2, . . .
Saadaan

f(x) sin mx = a0

2 sin mx +
∞∑

n=1
[an cos nx sin mx + bn sin nx sin mx].

Otetaan puolittain määrätty integraali väliltä [0, 2π]:∫ 2π

0
f(x) sin mx dx =

∫ 2π

0

a0

2 sin mx dx

+
∫ 2π

0

2π∑
n=1

[an cos nx sin mx + bn sin nx sin mx] dx

=a0

2

∫ 2π

0
sin mx dx

+
∞∑

n=1
[an

∫ 2π

0
cos nx sin mx dx + bn

∫ 2π

0
sin nx sin mx dx].

Soveltamalla lauseen 1.2 ortogonaalisuuden tuloksia ja tietoa
∫ 2π

0 sin2 x = π,
päädytään tulokseen∫ 2π

0
f(x) sin mx dx = 0 + 0 + · · · + πbm,

josta Fourier-kertoimeksi bn saadaan

bn = 1
π

∫ 2π

0
f(x) sin nx dx.

Fourier-kerroin an johdetaan samaan tapaan, mutta Fourier-sarjaa kerro-
taan vastaavasti termillä cos mx. Fourier-kertoimeksi an saadaan

an = 1
π

∫ 2π

0
f(x) cos nx dx.

Katsotaan vielä tapaus n = 0. Tällöin cos (0 · x) = 1 ja sin (0 · x) = 0 ,
joten

a0 = 1
π

∫ 2π

0
f(x) dx,

b0 = 0.

Edellä johdettujen Fourier-kertoimien mukaan saadaan trigonometrisen
Fourier-sarjan määritelmä välillä [0, 2π].
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Määritelmä 1.3. Funktion f(x) Fourier-sarja välillä [0, 2π] on

f(x) ≈ a0

2 +
∞∑

n=1
[an cos nx + bn sin nx],

missä

an = 1
π

∫ 2π

0
f(x) cos nx dx

ja
bn = 1

π

∫ 2π

0
f(x) sin nx dx

ovat Fourier-kertoimet.

Katsotaan seuraavaksi muutama esimerkki, miten funktion Fourier-
kertoimet tai Fourier-sarja lasketaan.

Esimerkki 1.4. Lasketaan funktion f(x) = 3 cos (2x) Fourier-sarja välillä
x ∈ [0, 2π].

Lasketaan Fourier-kertoimet:

a0 = 1
π

∫ 2π

0
3 cos (2x) dx = 0,

an = 1
π

∫ 2π

0
3 cos (2x) cos (nx) dx = 0, n ̸= 2,

bn = 1
π

∫ 2π

0
3 cos (2x) sin (nx) dx = 0, kaikilla n.

Yllä mainitut tulokset johtuvat funktion f(x) ortogonaalisuudesta. Ortogo-
naalisuuden määritelmän nojalla ainoastaan tapaus n = m eli tässä tapauk-
sessa n = 2 määritetään erikseen:

a2 = 1
π

∫ 2π

0
3 cos2 (2x) dx (1.4)

= 3
2π

∫ 2π

0
[1 + cos (4x)] dx (1.5)

= 3
2π

[
x + 1

4 sin (4x)
]2π

0
(1.6)

= 3. (1.7)

Siispä funktion f(x) Fourier-sarjaksi saadaan sama kuin alkuperäinen funktio
eli f(x) = 3 cos (2x).
Kertoimet olisi voinut tässä tapauksessa määrittää helpomminkin, sillä funk-
tio f(x) koostuu vain yksinkertaisesta kosinifunktiosta. Katsotaan seuraavas-
sa esimerkissä, kuinka tietyissä tapauksissa kertoimet saadaan määritettyä
ilman integrointia.
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Esimerkki 1.5. Määritetään funktion f(x) = sin2 x, x ∈ [0, 2π]. Fourier-
kertoimet.

Tämänkin funktion Fourier-kertoimet voitaisiin määrittää samaan tapaan
integroimalla, mutta käytetään nyt hyväksi trigonometrisia ominaisuuksia.
Tiedetään, että

sin2 (x) = 1
2(1 − cos 2x) = 1

2 − 1
2 cos 2x.

Koska sini-termejä ei löydy ollenkaan, on oltava bn = 0, kaikilla n.

Funktiosta löytyy vakiotermi 1
2 , joten a0

2 = 1
2 . Siispä a0 = 1.

Lisäksi funktiosta löytyy termi −1
2 cos 2x, mikä viittaa tapaukseen n = 2,

eli a2 = −1
2 . Siispä lukuun ottamatta tapauksia n = 0 ja n = 2 on oltava

an = 0.

Esimerkki 1.6. Määritetään paloittain määritellyn funktion

f(x) =

1, kun 0 < x < π,

−1, kun π < x < 2π,

Fourier-sarja.

Kuva 1.1: Epäjatkuvan funktion f(x) kuvaaja.
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Kuten kuvasta 3.2 nähdään, funktio f(x) on epäjatkuva, joten jaetaan
integrointi kahteen osaan välille [0, π] ja [0, 2π].

a0 = 1
π

∫ 2π

0
f(x) dx

= 1
π

∫ π

0
1 dx + 1

π

∫ 2π

π
(−1) dx

= π

π
+ 1

π
(−2π + π)

= 0.

an = 1
π

∫ 2π

0
f(x) cos nx dx

= 1
π

[ ∫ π

0
cos nx dx −

∫ 2π

π
cos nx dx

]
= 1

π

[( 1
n

sin nx
)π

0
−

( 1
n

sin nx
)2π

π

]
= 0.

bn = 1
π

∫ 2π

0
f(x) sin nx dx

= 1
π

[ ∫ π

0
sin nx dx −

∫ 2π

π
sin nx dx

]
= 1

π

[(
− 1

n
cos nx

)π

0
+

( 1
n

cos nx
)2π

π

]
= 1

π

[
− 1

n
cos nπ + 1

n
+ 1

n
− 1

n
cos nπ

]
= 2

nπ
(1 − cos nπ).

Ennen kuin sijoitetaan saadut kertoimet määritelmän 1.3 mukaisesti, teh-
dään huomio, että

cos nπ =

1, kun n on parillinen,
−1, kun n on pariton.

Siispä

1 − cos nπ =

0, kun n on parillinen,
2, kun n on pariton.

Eli kerroin bn saa nollasta poikkeavan arvon 4
nπ

vain silloin, kun n on pariton.
Merkitään kokonaislukua n parittomana kokonaislukuna eli n = 2k−1, jolloin

bn = 4
(2k − 1)π .

11



Tällöin funktion f(x) Fourier-sarjaksi saadaan

f(x) ≈ 4
π

∞∑
k=1

sin(2k − 1)x
2k − 1 .

Miksi esimerkissä 1.4 Fourier-sarja on yhtäsuuri (=), kun taas esimerkissä
1.6 Fourier-sarjalle saadaan vain approksimaatio (≈)? Myös määritelmässä
1.3 esiintyy approksimaatiomerkki.

Seuraavaksi katsotaan ehto, jolloin funktion Fourier-sarja suppenee täs-
mälleen samaan arvoon kuin funktion arvo eli toisin sanoen näissä tapauksis-
sa määritelmässä 1.3 voisi olla yhtäsuuruusmerkki approksimaation sijaan.
Tällaista suppenemista varten tarvitaan Lipschitz − jatkuvuuden käsitettä.
Erityisesti jokainen jatkuvasti derivoituva jaksollinen funktio on Lipschitz-
jatkuva.
Määritelmä 1.7. Olkoon funktio f määritelty välillä I. Funktio f on
Lipschitz − jatkuva välillä I, jos jollakin L > 0, L ∈ R+ pätee

|f(x1) − f(x2)| ≤ L|x1 − x2|

aina, kun x1, x2 ∈ I.

Lause 1.8. Olkoon funktio f integroituva 2π-jaksollinen funktio. Jos funk-
tio f on Lipschitz-jatkuva pisteessä x, niin funktion Fourier-sarja suppenee
pisteessä x arvoon f(x).

Todistus. Todistuksen yksityiskohdat löytyvät lähteestä [3].

Jokainen Lipschitz-jatkuva funktio on jatkuva, mutta jatkuvuus ei ole
välttämätön ehto Fourier-sarjan suppenemiselle, sillä myös tietyt ehdot täyt-
tävien epäjatkuvien funktioiden Fourier-sarjat suppenevat. Erona lauseen 1.8
suppenemiseen on kuitenkin se, että suppeneminen ei tapahdu tarkalleen
funktion f arvoon kaikissa pisteissä vaan sen sijaan funktion vasemman- ja
oikeanpuoleisen raja-arvon keskiarvoon. Muun muassa tällaisten tapauksien
takia määritelmässä 1.3 on approksimaatio (≈) yhtäsuuruuden sijaan.

Esimerkissä 1.6 laskettiin Fourier-sarja epäjatkuvalle funktiolle, jonka
epäjatkuvuuskohdassa x = π Fourier-sarja suppeni vasemman- ja oikean-
puoleisen raja-arvon keskiarvoon. Tämän vuoksi kyseisen funktion Fourier-
sarjalle voitiin esittää vain approksimaatio.

Historian saatossa luultiin pitkään, että jatkuvan funktion Fourier-sarja
suppenee aina. On olemassa kuitenkin myös jatkuvia funktioita, joiden Fourier-
sarja ei suppene kaikissa pisteissä. Esimerkkinä tällaisesta funktiosta toimii
jatkuva funktio

f(x) =
∞∑

p=1

1
p2 sin[(2p3 + 1)x

2 ],
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jonka Fourier-sarja hajaantuu pisteessä x = 0. Hajaantumisen todistaminen
sivuutetaan, mutta sen löytää lähteestä [4].

1.3 Trigonometrisen Fourier-sarjan yleinen muoto
Aiemmassa luvussa olemme käsitelleet selvyyden vuoksi vain tilannetta, jossa
funktion tarkasteluvälinä on ollut [0, 2π]. Otetaan nyt tarkasteluun Fourier-
sarja, jossa tarkasteluvälinä on [a, b]. Huomataan, että seuraavan lauseen
kantafunktioiden jakson pituus on välin [a, b] pituus eli b − a.

Lause 1.9. Funktion f(x) Fourier-sarja välillä [a, b] on

f(x) ≈ a0

2 +
∞∑

n=1

[
an cos 2π

b−a
nx + bnsin 2π

b−a
nx

]
,

missä
an = 2

b − a

∫ b

a
f(x) cos 2π

b−a
nx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

ja
bn = 2

b − a

∫ b

a
f(x) sin 2π

b−a
nx dx, n = 0, 1, 2, . . .

ovat Fourier-kertoimet.

Todistus. Fourier-kertoimien johtaminen menee samaan tapaan kuin edellä,
kun tarkasteluvälinä oli [0, 2π].

Esimerkki 1.10. Lasketaan funktion f(x) = x, missä x ∈ [1, 2], Fourier-
sarja.

Nyt b − a = 1, joten lauseen 1.9 mukaisesti Fourier-sarja saa muodon

f(x) ≈
∞∑

n=1
[an cos 2nπx + bn sin 2nπx].

Lasketaan seuraavaksi Fourier-kertoimet. Kertoimien an ja bn laskemises-
sa käytetään osittaisintegrointia.
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a0 = 2
∫ 2

1
x dx = 3.

an = 2
∫ 2

1
x cos 2nπx dx, n = 1, 2, . . . ,

= 2
[ 1
2nπ

x sin 2nπx + 1
4n2π2 cos 2nπx

]2

1

= 0.

bn = 2
∫ 2

1
x sin 2nπx dx, n = 1, 2, . . . ,

= 2
[

− 1
2nπ

x cos 2nπx + 1
4n2π2 sin 2nπx

]2

1

= − 1
nπ

.

Kun saadut kertoimet sijoitetaan paikalleen, funktion f(x) = x, missä x ∈
[1, 2] Fourier-sarjaksi saadaan

f(x) ≈ 3
2 −

∞∑
n=1

sin (2nπx)
nπ

. (1.8)

Kuva 1.2: Funktion f(x) = x Fourier-sarjan osasumman kuvaaja välillä x ∈
[1, 2], kun on laskettu 20 ensimmäisen termin summa eli n = 20.

Kuvasta 1.2 nähdään, että Fourier-sarjan osasumman kuvaaja muistuttaa
jo funktiota f(x) = x. Mitä suuremmaksi kasvatettaisiin n:n arvoa, sitä
lähemmäksi päästäisiin oikeaa funktiota.
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1.4 Kompleksinen Fourier-sarja
Tähän mennessä ollaan käsitelty vain Fourier-sarjan trigonometrista muotoa.
Usein Fourier-sarjan ja etenkin seuraavassa luvussa käsiteltävän diskreetin
Fourier-muunnoksen esityksessä käytetään kompleksista muotoa.

Määritelmä 1.11. Funktion f(x) kompleksinen Fourier-sarja välillä [−L, L]
on

f(x) ≈
∞∑

n=−∞
cne

inπx
L ,

missä
cn = 1

2L

∫ L

−L
f(x)e− inπx

L dx.

Osoitetaan, että kompleksinen Fourier-sarja on ekvivalentti trigonomet-
risen Fourier-sarjan kanssa millä tahansa välillä [−L, L]. Todistus mukailee
lähteen [6] materiaaleja.

Lause 1.12.
∞∑

−∞
cne

inπx
L = a0

2 +
∞∑

n=1

[
an cos nπx

L
+ bn sin nπx

L

]
,

missä

an = 1
L

∫ L

−L
f(x) cos nπx

L
dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn = 1
L

∫ L

−L
f(x) sin nπx

L
dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

cn = 1
2L

∫ L

−L
f(x)e

inπx
L dx.

Todistus. Aloitetaan Fourier-sarjan kompleksisesta muodosta

∞∑
n=−∞

cne
inπx

L =
∞∑

n=0
cne

inπx
L +

−1∑
n=−∞

cne
inπx

L .

Tehdään jälkimmäiseen sarjaan muuttujanvaihto n = −n, jolloin saadaan
∞∑

n=0
cne

inπx
L +

∞∑
n=1

c(−n)e
− inπx

L (1.9)

=c0 +
∞∑

n=1

[
cne

inπx
L + c(−n)e

− inπx
L

]
. (1.10)
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Hyödyntämällä Eulerin kaavaa eix = cos x + i sin x, lauseke 1.10 voidaan
kirjoittaa muodossa

c0 +
∞∑

n=1

[
(cn + c(−n)) cos nπx

L
+ i(cn − c(−n)) sin nπx

L

]
. (1.11)

Seuraavaksi hyödynnetään tietoa cos x = 1
2(eix + e−ix) ja lasketaan auki

cn + c(−n):

cn + c(−n) = 1
2L

∫ L

−L
f(x)e− inπx

L dx + 1
2L

∫ L

−L
f(x)e

inπx
L dx

= 1
2L

∫ L

−L
f(x)

(
e− inπx

L + e
inπx

L

)
dx

= 1
2L

∫ L

−L
f(x)2 cos nπx

L
dx

= 1
L

∫ L

−L
f(x) cos nπx

L
dx

= an.

Vastaavasti hyödyntämällä tietoja sin x = 1
2i

(eix − e−ix) ja −i2 = 1, voidaan
laskea auki i(cn − c(−n)):

i(cn − c(−n)) = i

2L

∫ L

−L
f(x)

(
e− inπx

L − e
inπx

L

)
dx

= i

2L

∫ L

−L
f(x)(−2i) sin nπx

L
dx

= 1
L

∫ L

−L
f(x) sin nπx

L
dx

= bn.

Lisäksi

c0 = 1
2L

∫ L

−L
f(x)e− i·0·πx

L dx

= 1
2L

∫ L

−L
f(x) dx

= 1
2L

∫ L

−L
f(x) cos 0·πx

L
dx

= a0

2 .

Kun edellä johdetut c0, cn + c(−n) ja i(cn − c(−n)) sijoitetaan yhtälöön 1.11,
väite seuraa.
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2 Diskreetti Fourier-muunnos
Diskreetti Fourier-muunnos eli DFT (Discrete Fourier Transform) on muun-
nos, jonka avulla diskreetti signaali saadaan muutettua taajuusalueelle. DFT
on erittäin hyödyllinen työkalu signaalinkäsittelyssä ja datan analysoinnissa
erityisesti silloin, kun operoidaan digitaalisten signaalien parissa.

Ortogonaalisuudesta puhuttiin jo luvussa 1, mutta tutustutaan vielä dis-
kreettiin ortogonaalisuuteen, jonka avulla saadaan johdettua diskreetit Fourier-
kertoimet.

2.1 Diskreetti ortogonaalisuus
Diskreettien Fourier-kertoimien johtaminen voidaan tehdä käyttämällä avuk-
si diskreetin ortogonaalisuuden ominaisuuksia. Todistetaan aluksi seuraava
lause:

Lause 2.1.
N−1∑
n=0

cos
(

2πnk
N

)
=

0, k = 1, . . . , N − 1
N, k = 0, N.

N−1∑
n=0

sin
(

2πnk
N

)
= 0, k = 0, . . . , N.

Todistus. Todistus on helpointa tehdä käyttämällä eksponentiaalista muo-
toa, hyödyntäen Eulerin kaavaa eiθ = cos θ + i sin θ. Nyt

N−1∑
n=0

cos
(

2πnk
N

)
+ i

N−1∑
n=0

sin
(

2πnk
N

)
=

N−1∑
n=0

e
2πink

N =
N−1∑
n=0

(
e

2πik
N

)n
.

Huomataan, että edellä laskettu eksponentiaalinen muoto on geometrinen
summa, joten soveltamalla tuttua geometrisen summan kaavaa saadaan

N−1∑
n=0

(
e

2πik
N

)n
= 1 − (e2πik/N)N

1 − e2πik/N
, k ̸= N, (2.1)

= 1 − e2πik

1 − e2πik/N
. (2.2)

Eulerin kaavan nojalla 1 − e2πik = 0 ja 1 − e2πik/N ̸= 0, kun k ̸= 0. Tällöin

1 − e2πik

1 − e2πik/N
= 0.

Lisäksi kun k = 0 tai k = N , niin e2πink/N = 1.
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Tällöin
N−1∑
n=0

e2πink/N =
N−1∑
n=0

1 = N.

Siispä
N−1∑
n=0

cos
(

2πnk
N

)
+ i

N−1∑
n=0

sin
(

2πnk
N

)
=

0, k = 1, . . . , N − 1,

N, k = 0, N,

joten on oltava
N−1∑
n=0

cos
(

2πnk
N

)
=

0, k = 1, . . . , N − 1,

N, k = 0, N.

N−1∑
n=0

sin
(

2πnk
N

)
= 0, k = 0, . . . , N.

Hyödyntämällä edellä todistettua lausetta 2.1, voidaan johtaa myös mui-
ta hyödyllisiä ortogonaalisuuteen liittyviä tuloksia. Näitä tuloksia hyödynne-
tään myöhemmin, kun lähdetään johtamaan diskreetin Fourier-muunnoksen
Fourier-kertoimia.
Lause 2.2. Oletetaan, että 1 ≤ p, q ≤ N

2 . Tällöin

N−1∑
n=0

cos
(

2πpn
N

)
cos

(
2πqn

N

)
=


N/2, p = q ̸= N/2,

N, p = q = N/2,

0, muulloin.

(2.3)

N−1∑
n=0

sin
(

2πpn
N

)
cos

(
2πqn

N

)
= 0. (2.4)

N−1∑
n=0

sin
(

2πpn
N

)
sin

(
2πqn

N

)
=

N/2, p = q ̸= N/2,

0, muulloin.
(2.5)

Todistus. Hyödyntämällä trigonometrista muunnoskaavaa

cos A cos B = 1
2[cos (A − B) + cos (A + B)],

saadaan
N−1∑
n=0

cos
(

2πpn
N

)
cos

(
2πqn

N

)
(2.6)

=1
2

N−1∑
n=0

[
cos

(
2π(p−q)n

N

)
+ cos

(
2π(p+q)n

N

)]
. (2.7)
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Jakamalla lauseke 2.7 kahteen eri summalausekkeeseen, lauseen 2.1 no-
jalla saadaan

N−1∑
n=0

cos
(

2π(p−q)n
N

)
=

0, p ̸= q,

N, p = q,

N−1∑
n=0

cos
(

2π(p+q)n
N

)
=

0, p + q ̸= N,

N, p + q = N,

josta saadaan johdettua ensimmäinen tulos 2.3:

N−1∑
n=0

cos
(

2πpn
N

)
cos

(
2πqn

N

)
=


N/2, p = q ̸= N/2,

N, p = q = N/2,

0, muulloin.

Tulokset 2.4 ja 2.5 saadaan johdettua samaan tapaan:

N−1∑
n=0

sin
(

2πpn
N

)
cos

(
2πqn

N

)

=1
2

N−1∑
n=0

[
sin

(
2π(p−q)n

N

)
+ sin

(
2π(p+q)n

N

)]
.

=0,

ja

N−1∑
n=0

sin
(

2πpn
N

)
sin

(
2πqn

N

)

=1
2

N−1∑
n=0

[
cos

(
2π(p−q)n

N

)
− cos

(
2π(p+q)n

N

)]
.

=

N/2, p = q ̸= N/2,

0, muulloin.
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2.2 Diskreetti Fourier-muunnos DFT
Fourier-sarjaa käytettäessä haetaan signaalin esitystä y(t), missä t ∈ [0, T ],
siten, että

y(t) = 1
2a0 +

∞∑
n=1

[an cos ωnt + bn sin ωnt],

missä kulmataajuus ωn = 2πfn = 2πn
T

.

Huomautus 2.3. Signaaleista puhuttaessa käytetään f(t):n sijasta usein mer-
kintää y(t), jotta vältytään sekaannuksilta taajuuden symbolin f kanssa.

Fourier-sarjan analyysissä aikajakso on rajoitettu välille [0, T ] ja funk-
tio on jaksollinen ajan suhteen. Todellisuudessa dataa voidaan mitata vain
tietyillä taajuuksilla, sillä datan ottaminen ei onnistu korkeilla taajuuksilla.
Koska pystytään poimimaan vain tiettyjä taajuuksia, johtaa se myös datan
diskretoitumiseen ajan suhteen.

Datasta otetaan N kappaletta näytteitä tasaisin välein

tn = n∆t, n = 0, 1, . . . N − 1,

missä ∆t on mittauksen aikaväli.
Mittausten väliseksi ajaksi saadaan ∆t = T

N
. DFT, jota tässä johdetaan,

saa muodon

yn = y(tn) = 1
2a0 +

M∑
p=1

[ap cos ωptn + bp sin ωptn], n = 0, 1, . . . , N − 1. (2.8)

Listataan seuraavaksi muutamia aputuloksia, jotka auttavat johtamaan tri-
gonometristen argumenttien sisältöä tarkemmin.

Aputuloksia Olkoot n = 0, 1, . . . , N − 1 ja p = 1, . . . , M. Määritellään
∆t = T

N
, ω = 2πf ja ∆f = 1

T
, jolloin

tn = n∆t = nT

N
,

ωp = p∆ω = 2πp

T
,

ωptn = 2πpn

N
.

Koska yn = y(tn) sisältää näytteitä N kappaletta ja tuntemattomia kertoi-
mia on 2M kappaletta, tulee M valita siten, että näytteitä ja tuntemattomia
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kertoimia on yhtä paljon. Valitaan siis uudeksi arvoksi M = N
2 . Jotta M

säilyy edelleen kokonaislukuna, oletetaan näytteiden määrän N olevan paril-
linen kokonaisluku. Näin ollen DFT saadaan muotoon

yn = 1
2a0 +

N/2∑
p=1

[ap cos ωptn + bp sin ωptn], n = 0, 1, . . . , N − 1,

josta saadaan aputuloksia hyödyntämällä laajennettu muoto

yn = 1
2a0 +

N/2∑
p=1

[
[ap cos

(
2πpn

N

)
+ bp sin

(
2πpn

N

)]
, n = 0, 1, . . . , N − 1.(2.9)

Johdetaan ensin kerroin a0 laskemalla kaavan 2.9 mukaiset yhtälöt eri n:n
arvoille yhteen:

N−1∑
n=0

yn =
N−1∑
n=0

(1
2a0 +

N/2∑
p=1

[
ap cos

(
2πpn

N

)
+ bp sin

(
2πpn

N

)])

= 1
2a0

N−1∑
n=0

1 +
N/2∑
p=1

[
[ap

N−1∑
n=0

cos
(

2πpn
N

)
+ bp

N−1∑
n=0

sin
(

2πpn
N

)]
,

josta lauseen 2.1 nojalla saadaan

= 1
2a0N +

N/2∑
p=1

[ap · 0 + bp · 0]

= 1
2a0N.

Tästä saadaan helposti laskettua, että

a0 = 2
N

N−1∑
n=0

yn.

Kertoimien aq ja aN/2 johtamista varten kerrotaan yhtälö 2.9 termillä cos
(

2πqn
N

)
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ja lasketaan jälleen summat eri n:n arvoille yhteen:

N−1∑
n=0

yn(cos
(

2πqn
N

)
=

N−1∑
n=0

(1
2a0 +

N/2∑
p=1

[
[ap cos

(
2πpn

N

)
+ bp sin

(
2πpn

N

)])
(cos

(
2πqn

N

)

=1
2a0

N−1∑
n=0

cos
(

2πqn
N

)

+
N/2∑
p=1

ap

N−1∑
n=0

cos
(

2πpn
N

)
cos

(
2πqn

N

)

+
N/2∑
p=1

bp

N−1∑
n=0

sin
(

2πpn
N

)
cos

(
2πqn

N

)
,

mistä lauseiden 2.1 ja 2.2 nojalla saadaan

=



N/2∑
p=1

[ap
N
2 δp,q + bp · 0], q ̸= N/2

N/2∑
p=1

[apNδp,N/2 + bp · 0], q = N/2,

=


1
2aqN, q ̸= N/2
aN/2N, q = N/2.

Edellä oleva merkintä δij on Kroneckerin delta, jota käytetään tyypillisesti
matemaattisena lyhennysmerkintänä. Sen mukaan

δij =

1, jos i = j,

0, jos i ̸= j.

Edelleen saadaan

aq = 2
N

N−1∑
n=0

yn cos
(

2πqn
N

)
, q ̸= N

2 ,

aN/2 = 1
N

N−1∑
n=0

yn cos
(

2πn(N/2)
N

)

= 1
N

N−1∑
n=0

yn cos πn.

Kerroin bq saadaan johdettua lähes samaan tapaan kuin kerroin aq. Ai-
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noastaan kertoimena olevan termin kosini vaihdetaan siniksi:

N−1∑
n=0

yn(sin
(

2πqn
N

)
=

N−1∑
n=0

(1
2a0 +

N/2∑
p=1

[
[ap cos

(
2πpn

N

)
+ bp sin

(
2πpn

N

)])
(sin

(
2πqn

N

)
= . . .

= 1
2bqN.

Näin ollen kertoimeksi bq saadaan

bq = 2
N

N−1∑
n=0

yn sin
(

2πqn
N

)
, q = 1, . . . ,

N

2 − 1.

Tästä on myös helppo laskea, että

b0 = bN/2 = 0.

Näin on saatu johdettua kaikki trigonometrisen Fourier-muunnoksen kertoi-
met.

Määritelmä 2.4. Diskreetti trigonometrinen Fourier-muunnos on muotoa

yn = 1
2a0 +

N/2∑
p=1

[ap cos ωptn + bp sin ωptn], n = 0, 1, . . . , N − 1,

missä Fourier-kertoimet ovat

ap = 2
N

N−1∑
n=0

yn cos
(

2πpn
N

)
, p = 1, . . . ,

N

2 − 1,

bp = 2
N

N−1∑
n=0

yn sin
(

2πpn
N

)
, p = 1, . . . ,

N

2 − 1,

a0 = 1
N

N−1∑
n=0

yn,

aN/2 = 1
N

N−1∑
n=0

yn cos nπ,

b0 = bN/2 = 0.
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2.3 Diskreetti eksponentiaalinen Fourier-muunnos
Luvussa 1 käsiteltiin Fourier-sarjan trigonometrisen muodon lisäksi sen eks-
ponentiaalinen muoto. Määritellään nyt diskreetin Fourier-muunnoksen eks-
ponentiaalinen muoto.

Määritelmä 2.5. Diskreetti eksponentiaalinen Fourier-muunnos on muotoa

Fk =
N−1∑
j=0

W jkfj,

missä W = ωN = e−2πi/N ja k = 0, . . . , N − 1.
Osoitetaan, että määritelmä 2.5 on ekvivalentti trigonometrisen DFT:n

kanssa. Aloitetaan DFT:n laajennetusta muodosta yhtälön 2.9 mukaisesti:

yn = 1
2a0 +

N/2∑
p=1

[
ap cos

(
2πpn

N

)
+ bp sin

(
2πpn

N

)]
, n = 0, . . . , N − 1. (2.10)

Muunnetaan DFT Eulerin kaavan avulla eksponentiaaliseen muotoon:

yn = 1
2a0 +

N/2∑
p=1

[
ap

e2πipn/N + e−2πipn/N

2 + bp
e2πipn/N − e−2πipn/N

2i

]
(2.11)

= 1
2a0 +

N/2∑
p=1

[1
2(ap − ibp)e2πipn/N + 1

2(ap + ibp)e−2πipn/N
]
. (2.12)

Määritellään Cp = 1
2(ap − ibp), jolloin C0 = 1

2(a0 − ib0) = 1
2a0 ja yhtälö 2.12

voidaan kirjoittaa muodossa

yn = C0 +
N/2∑
p=1

[
Cpe2πipn/N + C̄pe−2πipn/N

]
, n = 0, 1 . . . , N − 1. (2.13)

Yhtälön 2.13 summan sisällä olevat termit voidaan yhdistää käyttämällä tie-
toa, että e2πin = cos(2πn) + i sin(2πn) = 1, kun n on kokonaisluku.
Jälkimmäisen summan eksponentiaalinen osuus voidaan kirjoittaa muodossa

e−2πipn/N = e−2πipn/Ne2πin = e2πi(N−p)n/N .

Koska p = 1, . . . , N/2, voidaan määrittää uusi indeksi

q = N − p = N − 1, N − 2, . . . , N/2.
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Näin ollen yhtälön 2.13 jälkimmäinen summa voidaan kirjoittaa muodossa
N/2∑
p=1

C̄pe−2πipn/N =
N/2∑
p=1

C̄pe2πi(N−p)n/N =
N−1∑

q=N/2
C̄N−qe

2πiqn/N .

Näin ollaan saatu yhtälön 2.13 summan molemmat termit samanmuo-
toisiksi, joten ne voidaan yhdistää. Korjataan vielä uudeksi indeksiksi p =
0, . . . , N − 1,, jolloin saadaan

yn =
N−1∑
p=0

γpe2πipn/N , n = 0, 1, . . . , N − 1, (2.14)

missä

γp =



a0
2 , p = 0,
1
2(ap − ibp), 0 < p < N/2,

aN/2, p = N/2,
1
2(aN−p + ibN−p), N/2 < p < N.

(2.15)

Seuraavaksi kirjoitamme kertoimet oikeaan muotoon:

Cp = 1
2(ap − ibp) (2.16)

= 1
N

N−1∑
n=0

yn

[
cos

(
2πpn

N

)
− i sin

(
2πpn

N

)]
(2.17)

= 1
N

N−1∑
n=0

yne−2πipn/N . (2.18)

Siispä

γp = Cp = 1
N

N−1∑
n=0

yne−2πipn/N , 0 < p <
N

2 (2.19)

ja välien p ∈ (0, N/2) ja p ∈ (N/2, N) symmetrian nojalla myös

γp = C̄N−p (2.20)

= 1
N

N−1∑
n=0

yne2πi(N−p)n/N (2.21)

= 1
N

N−1∑
n=0

yne−2πipn/N ,
N

2 < p < N. (2.22)

Myös jäljellä oleville tapauksille p = 0 ja p = N
2 pystytään helposti näyttä-

mään, että ne pätevät samassa muodossa:
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γ0 = 1
2a0 (2.23)

= 1
N

N−1∑
n=0

yn (2.24)

= 1
N

N−1∑
n=0

yne−2πin(0)/N . (2.25)

γN/2 = aN/2 (2.26)

= 1
N

N−1∑
n=0

yn cos nπ (2.27)

= 1
N

N−1∑
n=0

yn[cos nπ − i sin nπ] (2.28)

= 1
N

N−1∑
n=0

yne−2πin(N/2)/N . (2.29)

Näin saimme määriteltyä diskreetin eksponentiaalisen Fourier-muunnoksen
γp sekä lisäksi sen käänteismuunnoksen (IDFT), jonka avulla voidaan laskea
yn:t, kun γp:t tiedetään:

γp = 1
N

N−1∑
n=0

yne−2πipn/N , p = 0, 1, . . . , N − 1, (2.30)

yn =
N−1∑
p=0

γpe2πipn/N , n = 0, . . . , N − 1. (2.31)

Huomautus 2.6. Suuressa osassa kirjallisuutta edellä määritetty muunnospa-
ri esitetään muodossa, jossa kerroin 1

N
on DFT:n (yhtälö 2.30) sijaan kään-

teismuunnoksen (yhtälö 2.31) edessä.

2.4 Esimerkkejä
Esimerkki 2.7. Lasketaan DFT diskreettiä eksponentiaalista Fourier-muunnosta
käyttäen. Tuloksista käy ilmi sekä amplitudi että vaihekulma.

Tässä esimerkissä kompleksiluvut esitetään myös kulmamuodossa. Kul-
mamuodon kerroin tarkoittaa vektorin pituutta ja vaihekulma vektorin ja po-
sitiivisen reaaliakselin välistä kulmaa, missä positiivinen suunta kulkee vas-
tapäivään.

Olkoon f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 2 ja f(3) = 3. Nyt näytteitä on 4
kappaletta eli N = 4.
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Määritelmän mukaisesti

Fk =
N−1∑
j=0

W jkfj =
3∑

j=0
e

−πijk
2 fj

= f(0) + f(1)e
−iπk

2 + f(2)e−iπk + f(3)e
−iπ3k

2

= e
−iπk

2 + 2e−iπk + 3e
−i3πk

2

Näin saadaan
F0 = 1 + 2 + 3 = 6 = 6∠0◦.

F1 = e−i π
2 + 2e−iπ + 3e−i 3π

2

= −i − 2 + 3i

= −2 + 2i

≈ 2.8∠135◦.

F2 = e−iπ + 2e−i2π + 3e−i3π

= −2
= 2∠180◦.

F3 = e−i 3π
2 + 2e−i3π + 3e−i 9π

2

= −2 − 2i

≈ 2.8∠−135◦.

Fourier-muunnokseksi saadaan siis

Fk = {6, −2 + 2i, −2, −2 − 2i} (2.32)
≈ {6∠0◦, 2.8∠135◦, 2∠180◦, 2.8∠−135◦}. (2.33)

Esimerkki 2.8. Käsin laskemalla DFT on usein todella paljon työtä vaativa
prosessi, sillä DFT:n tuottaminen vaatii laskennallisesti (N − 1)2 kertolas-
kua sekä N(N − 1) yhteenlaskua. Tämän vuoksi käytännössä aina Fourier-
muunnokset suoritetaankin tietokoneen avustuksella.

Tutkitaan nyt funktiota

y(t) = 2 sin (10πt) + 3 cos (6πt),

missä t ∈ [0, 1] ja näytteiden määrä N = 128.
Funktiosta y(t) nähdään, että sinimuotoisen termin taajuus on 5Hz ja

kosinimuotoisen termin 3Hz.
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Kuva 2.1: Funktion y(t) kuvaaja.

Kuvassa 2.2 on tehty nopea Fourier-muunnos eli FFT käyttämällä Python-
ohjelmointia. Käytetty Python-koodi löytyy liitteestä A. FFT:n antama in-
formaatio on sama kuin DFT:n, mutta se käyttää hyväkseen huomattavasti
tehokkaampia algoritmeja. FFT:n toimintaperiaatteeseen tutustutaan enem-
män seuraavassa luvussa.

Kuva 2.2: Funktion y(t) taajuusspektri, kun N = 128.

Kuvasta 2.2 havaitaan piikkeinä juurikin edellä mainitut taajuudet 5Hz
ja 3Hz oikean suuruisilla amplitudeilla.
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3 Nopea Fourier-muunnos FFT

3.1 Radix-2 FFT
Nopea Fourier-muunnos eli FFT (Fast Fourier Transform) tarkoittaa teho-
kasta algoritmia, jolla pystytään laskemaan diskreettejä Fourier-muunnoksia
sekä niiden käänteismuunnoksia. Olemassa on monia menetelmiä, mutta täs-
sä kappaleessa esitellään yksi käytetyimmistä menetelmistä eli Radix-2 FFT.

Aloitetaan määritelmän 2.5 mukaisesta muodosta

Fk =
N−1∑
j=0

W jkfj,

missä W = ωN = e−2πi/N ja k = 0, . . . , N − 1.
Huomioidaan, että W N/2 = −1 ja W N = 1.
FFT:n kannalta olennainen asia on, että tämä summa voidaan kirjoittaa

kahtena samankaltaisena summana:

Fk =
N−1∑
j=0

W jkfj (3.1)

=
N/2−1∑

j=0
W jkfj +

N−1∑
j=N/2

W jkfj (3.2)

=
N/2−1∑

j=0
W jkfj +

N/2−1∑
m=0

W k(m+N/2)fm+N/2, m = j − N

2 (3.3)

=
N/2−1∑

j=0
[W jkfj + W k(j+N/2)fj+N/2] (3.4)

=
N/2−1∑

j=0
W jk[fj + (−1)kfj+N/2]. (3.5)

Näin termin W jk kerroin on muuttunut, mutta summa on edelleen pysynyt
samanmuotoisena ja summattavien termien määrä on puolittunut verrattu-
na alkuperäiseen. Summan 3.5 + ja - merkkiset termit voidaan erotella sen
perusteella, onko muuttuja k parillinen vai pariton.

Jos k on parillinen eli k = 2m, saadaan

F2m =
N/2−1∑

j=0
(W 2m)j[fj + fj+N/2], m = 0, . . . ,

N

2 − 1. (3.6)
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Jos k on pariton eli k = 2m + 1, saadaan

F2m+1 =
N/2−1∑

j=0
(W 2m)jW j[fj − fj+N/2], m = 0, . . . ,

N

2 − 1. (3.7)

Radix-2 FFT:n ideana ja nopeuden perustana on muuttaa Fourier-muunnos
pienemmiksi Fourier-muunnoksiksi, joita käytetään jälleen uudestaan saaden
vielä pienempiä muunnoksia. [7]

Havainnollistetaan tätä esimerkin avulla tapauksella N = 8:

F0 = f0 + f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7.

F1 = f0 + Wf1 + W 2f2 + W 3f3 + W 4f4 + W 5f5 + W 6f6 + W 7f7.

F2 = f0 + W 2f1 + W 4f2 + W 6f3 + f4 + W 2f5 + W 4f6 + W 6f7.

F3 = f0 + W 3f1 + W 6f2 + Wf3 + W 4f4 + W 7f5 + W 2f6 + W 5f7.

F4 = f0 + W 4f1 + f2 + W 4f3 + f4 + W 4f5 + f6 + W 4f7.

F5 = f0 + W 5f1 + W 2f2 + W 7f3 + W 4f4 + Wf5 + W 6f6 + W 3f7.

F6 = f0 + W 6f1 + W 4f2 + W 2f3 + f4 + W 6f5 + W 4f6 + W 2f7.

F7 = f0 + W 7f1 + W 6f2 + W 5f3 + W 4f4 + W 3f5 + W 2f6 + f7.

Nämä lausekkeet voidaan ryhmitellä uudelleen kertoimen W = e−πi/8

suhteen. Huomioidaan myös, että W 4 = −1.

F0 = (f0 + f4) + (f1 + f5) + (f2 + f6) + (f3 + f7)
≡ g0 + g1 + g2 + g3.

F1 = (f0 − f4) + (f1 − f5)W + (f2 − f6)W 2 + (f3 − f7)W 3

≡ g4 + g6 + g5 + g7.

F2 = (f0 + f4) + (f1 + f5)W 2 − (f2 + f6) − (f3 + f7)W 2

= g0 − g2 + (g1 − g3)W 2.

F3 = (f0 − f4) − (f2 − f6)W + (f1 − f5)WW 2 + (f3 − f7)WW 6

= g4 − g6 + g5W
2 + g7W

6.

F4 = (f0 + f4) + (f1 + f5) − (f2 + f6) − (f3 + f7)
= g0 + g2 − g1 − g3.

F5 = (f0 − f4) + (f2 − f6)W + (f1 − f5)WW 4 + (f3 − f7)WW 4

= g4 + g6 + g5W
4 + g7W

4.

F6 = (f0 + f4) + (f1 + f5)W 6 − (f2 + f6) − (f3 + f7)W 6

= g0 − g2 + (g1 − g3)W 6.

F7 = (f0 − f4) − (f2 − f6)W + (f1 − f5)WW 6 + (f3 − f7)WW 2

= g4 − g6 + g5W
6 + g7W

2.

30



Jatketaan samaan tapaan ja muutetaan saadut g-sarjat vielä pienemmäksi:

F0 = (g0 + g2) + (g1 + g3) ≡ h0 + h1.

F1 = (g4 + g6) + (g5 + g7) ≡ h4 + h5.

F2 = (g0 − g2) + (g1 − g3)W 2 ≡ h2 + h3.

F3 = (g4 − g6) + (g5 − g7)W 2 ≡ h6 + h7.

F4 = (g0 + g2) − (g1 + g3) = h0 − h1.

F5 = (g4 + g6) − (g5 + g7) = h4 − h5.

F6 = (g0 − g2) − (g1 − g3)W 2 = h2 − h3.

F7 = (g4 + g6) − (g5 − g7)W 2 = h6 − h7.

FFT:ssä laskutoimitusten määrä on N
2 kertolaskua ja N yhteenlaskua as-

kelta kohti, missä askelten määrä on log2 N . Esimerkiksi tässä tapauksessa
kun N = 8, askelia on log2 8 = 3, joista jokaista kohti on 8

2 = 4 kertolas-
kua ja 8 yhteenlaskua. Yhteensä on siis 12 kertolaskua ja 24 yhteenlaskua.
Jos olisi käytetty DFT:tä, kertolaskuja olisi (8 − 1)2 = 49 kappaletta ja
yhteenlaskuja 8(8 − 1) = 56 kappaletta. Näin pienellä näytemäärällä lasku-
toimitusten määrän ero ei vielä ole valtava, mutta käytännön sovelluksissa
näytteiden määrä on yleensä hyvin suuri, jolloin ero korostuu merkittävästi.
Jos näytteiden määrä on esimerkiksi 1024, DFT:n laskutoimitusten määrät
nousevat yli miljoonaan samalla kun FFT:tä käytettäessä riittää noin 3000
laskutoimitusta.
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Edellä olevaa prosessia voidaan havainnollistaa ns. perhosdiagrammilla.
Alla olevista diagrammeista nähdään, mikä on perhosdiagrammin idea ja
miten tapauksen N = 8 FFT muodostuu.

Kuva 3.1: FFT:n perhosdiagrammin idea.

Kuva 3.2: FFT:n perhosdiagrammi, kun N = 8.
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3.2 Sovelluksia
FFT:tä hyödynnetään useissa reaalimaailman sovelluksissa perustuen sen te-
hokkuuteen ja monipuolisuuteen signaalinkäsittelyssä.

FFT:tä käytetään laajasti äänenkäsittelytehtävissä, kuten taajuuskorjauk-
sessa, kohinan poistamisessa, äänen pakkaamisessa ja äänianalyysissä. Algo-
ritmien avulla pystytään tunnistamaan haluttuja taajuuksia sekä muita ää-
niominaisuuksia, joiden avulla pystytään parantamaan äänen laadukkuutta
huomattavasti.

Digitaalisessa signaalinkäsittelyssä FFT on välttämätön työkalu spekt-
rianalyysissä, signaalin suodattamisessa sekä datan pakkaamisessa. Se mah-
dollistaa signaalien reaaliaikaisen käsittelyn, mikä tekee siitä arvokkaan esi-
merkiksi tutkajärjestelmissä, lääketieteellisessä kuvantamisessa sekä televies-
tinnässä.

FFT:tä käytetään laajasti kuvankäsittelyssä kuvien analysoimiseen ja
käsittelemiseen niiden taajuussisällön perusteella. Se on olennainen työka-
lu muun muassa kuvan pakkaamisessa, kohinan vähentämisessä sekä kuvan
yksityiskohtaistenkin reunaviivojen havaitsemisessa. Kun kuvat muutetaan
taajuusalueeksi, FFT mahdollistaa edistyneet käsittelytekniikat.

FFT on myös tärkeä osa langattomissa viestintäjärjestelmissä, kuten Wi-
Fi, 4G ja 5G. Se mahdollistaa signaalien tehokkaan moduloinnin ja demodu-
loinnin, mikä mahdollistaa suuremmat tiedonsiirtonopeudet ja parempilaa-
tuisen signaalin langattomissa verkoissa.

Lisäksi FFT:llä on keskeinen tehtävä datan pakkaustekniikoissa, kuten
JPEG ja MP3. Muuntamalla tiedot taajuusalueeksi FFT mahdollistaa yli-
määräisten tai vähemmän tärkeiden taajuuskomponenttien tunnistamisen ja
eliminoimisen. Tämän avulla tietojen tallentaminen ja siirtäminen on tehok-
kaampaa. [1]
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3.3 FFT:n esimerkkisovellus
3.3.1 Signaalin kohinan poistaminen

Kohinalla tarkoitetaan hyötysignaaliin kuulumatonta satunnaissignaalia, jo-
ka heikentää signaalin laatua. Havainnollistetaan seuraavan keinotekoisen
signaalin avulla, miten signaalin kohinan poistaminen tapahtuu FFT:n avul-
la. Esimerkki perustuu lähteen [2] materiaaliin.

Olkoon alkuperäinen signaali

y(t) = 1
3 sin 38πt + 1

2 cos 58πt,

missä aika t ∈ [0, 1].
Signaalista y(t) nähdään kaavan ω = 2πf mukaisesti, että sini-termin

taajuus on 19Hz ja kosini-termin taajuus on 29Hz.

Kuva 3.3: Funktion y(t) amplitudin kuvaaja ajan suhteen.

Häiritään alkuperäistä signaalia y(t) lisäämällä siihen keinotekoisesti val-
koista kohinaa (white noise). Valkoisella kohinalla tarkoitetaan kaikkia äänen
taajuuksia sisältävää satunnaista signaalia, jossa arvot eivät ole riippuvaisia
toisistaan. Kohinan lisäyksen jälkeen signaali näyttää kuvan 3.4 mukaiselta.
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Kuva 3.4: Häirityn signaalin y(t) amplitudin kuvaaja ajan suhteen.

Tehdään seuraavaksi häiritylle signaalille FFT, jolloin saadaan signaalin
amplitudin kuvaaja taajuuden suhteen.

Kuva 3.5: Häirityn signaalin kuvaaja FFT:n jälkeen (sininen) ja amplitudi-
kynnys (punainen).

Kuvassa 3.5 näkyvästä sinisestä FFT-signaalista erottuu selkeinä piikkei-
nä taajuus f1 = 19Hz amplitudilla A1 = 1

3 ja taajuus f2 = 29Hz ampli-
tudilla A2 = 1

2 , jotka vastaavat alkuperäisen signaalin y(t) arvoja. Kuvassa
näkyvä punainen viiva tarkoittaa amplitudikynnystä, joka on asetettu ar-
voon A = 0.2. Tämän avulla signaalista säilytetään vain sellaiset taajuudet,
jossa amplitudi ylittää kyseisen kynnyksen. Toisin sanoen kaikki kynnyksen
alla oleva kohinasignaali eliminoidaan.

Kun amplitudikynnyksen alittava kohina on suodatettu pois, tehdään
käänteinen FFT, jolloin saadaan takaisin signaali, josta kohina on poistettu.
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Verrataan suodatettua signaalia häirittyyn signaaliin (kuva 3.6) ja al-
kuperäiseen signaaliin y(t) (kuva 3.7). Huomataan, että suodatettu signaali
vastaa melko tarkasti alkuperäistä signaalia.

Kuva 3.6: Signaali kohinan poistamisen jälkeen (punainen) verrattuna kohi-
naa sisältävään signaaliin (sininen).

Kuva 3.7: Signaali kohinan poistamisen jälkeen (punainen) verrattuna alku-
peräiseen signaaliin (sininen).
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A Python-koodi
Esimerkissä 2.8 käytetty Python-koodi.

Kuva A.1: Koodi, jolla saatiin luotun funktion kuvaaja.

Kuva A.2: Koodi, jolla suoritettiin FFT ja saatiin luotua taajuusspektri.
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