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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa késitellaan Diskreettia Fourier-muunnosta sekd Nope-
aa Fourier-muunnosta, joka on tehokkaampi algoritmi diskreetteja Fourier-
muunnoksia varten. Diskreettia Fourier-muunnosta varten késitelladn lisdksi
tarvittavat taustatiedot Fourier-sarjoista.

Fourier-sarja on matemaattinen tyokalu, jonka avulla jaksollinen funktio
voidaan ilmaista eritaajuisten sini- ja kosinifunktioiden summana. Fourier-
sarja toimii lahtokohtana Fourier-muunnokselle, josta on olemassa jatkuva
seka diskreetti versio. Jatkuvaa Fourier-muunnosta hyodynnetadn lahinné
matematiikan ja fysiikan teoreettisissa sovelluksissa. Reaalimaailman sovel-
luksissa kaytetdan kaytannossa aina diskreettid versiota, jota téssé tutkiel-
massa kasitellaén.

Diskreetti Fourier-muunnos eli DF'T on Fourier-analyysissa kédytetty tyo-
kalu, jonka avulla ajan suhteen diskreetti ja darellinen signaali saadaan esi-
tettyd taajuuden suhteen. Taman avulla voidaan selvittda, mita taajuuksia
signaali sisaltda ja mika on kunkin taajuuden amplitudi.

Diskreettida Fourier-muunnosta hyodynnetaan laajasti kaytannon sovel-
luksissa, mutta se on algoritmina kuitenkin hidas. Téman vuoksi reaalimaa-
ilman sovelluksissa hyodynnetadnkin ldhes aina nopeaa Fourier-muunnosta
eli FFT:té, jonka avulla paastaian samaan lopputulokseen kayttden huomat-
tavasti tehokkaampia algoritmeja. FFT:n vaatimien laskutoimitusten méaréa
on vain murto-osa verrattuna DFT:hen, miké korostuu entisestaén néyttei-
den maaran kasvaessa suureksi. FFT:n tehokkuuden vuoksi sité kaytetaankin
laajasti erilaisia signaalinkésittelyéd vaativissa sovelluksissa, kuten aénen- ja
kuvankasittelyssa seka ldaketieteellisesséd kuvantamisessa.

Avainsanat: Fourier-sarja, ortogonaalisuus, Fourier-kertoimet, diskreetti
Fourier-muunnos, nopea Fourier-muunnos.
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Johdanto

Fourier-analyysi on saanut nimensa ranskalaisen matemaatikon Jean-Baptiste
Joseph Fourierin (1768-1830) mukaan. Fourier oli etenkin 1800-luvun alku-
puolella aikansa merkittavd matemaatikko ja fyysikko, jonka tutkimukset
mullistivat muun muassa lampoopin teorioita.

Tamén tutkielman padpaino on diskreetissé Fourier-muunnoksessa (DFT)
sekd nopeassa Fourier-muunnoksessa (FFT), joita varten tarvitaan tausta-
tietoa Fourier-sarjoista.

Havainnollistetaan Fourier-sarjojen tarkoitusta alla olevien kuvaajien kaut-

ta. Kuvassa 0.1 on funktioiden f(z) = —m + 2sinx ja g(x) = —x kuvaajat.
,// \ g

Kuva 0.1: Suora ja sinikéyré.
Lisataan sinifunktioon f(z) lisié sini-termeji seuraavasti:

f(z) = —m + 2sinx + sin 2z,

jolloin kuvaajat nayttavat talta:

-/

Kuva 0.2: Suora ja kahden siniaallon lineaariyhdistelma.



Jatketaan lisdamalld samaan tapaan sini-termejé sarjan
b2
f(z)=—7+ > —sinnz
n=1

mukaisesti.
Alla olevissa kuvissa nakyy kuvaajat, kun k:n arvoa kasvatetaan.

(a) k = 5. (b) k = 25.

Huomataan, etté eritaajuisten siniaaltojen lineaariyhdistelméa f(z) alkaa
lahestya funktiota g(x) = —x siniaaltojen yhteisen jakson 27-mittaisella valil-
14 [0, 27]. Mita suuremmaksi f(x):n indeksi k kasvaa, sitd lahemmaksi g(z):44
paastaan.

Edeltavin esimerkin myotéa herda kysymys, onko vastaavilla eritaajuisten
sini- tai kosiniaaltojen lineaariyhdistelmilld mahdollista ilmaista tai ainakin
approksimoida mita tahansa funktiota?

Vastauksen tdhan kysymykseen antaa luku 1. Luvussa 1 késitelladn tri-
gononometrista Fourier-sarjaa péaédosin valilla [0, 27|, jolloin Fourier-sarja on
muotoa

f(z) = % + > [a, cosnx + b, sinnz],
n=1

missé a, ja b, ovat Fourier-kertoimet.

Trigonometrisen muodon lisdksi méaritelladn myos Fourier-sarjan eks-
ponentiaalinen muoto, jonka osoitetaan olevan ekvivalentti trigonometrisen
muodon kanssa. Eksponentiaalista muotoa kaytetadn enemman tulevissa lu-
vuissa, kun siirrytdan Fourier-sarjasta diskreettiin Fourier-muunnokseen.

Luvussa 2 kasitelladn diskreettia Fourier-muunnosta eli DFT:té seké tri-
gonometrisessa etta eksponentiaalisessa muodossa. Vaikka Fourier-sarjat ovat
matemaattisesti ajatellen luonnollinen lahtokohta, valtaosassa reaalimaail-
man oikeita sovelluksia sovelletaan diskreettia versiota. Fourier-sarjoja ja jat-
kuvaa Fourier-muunnosta hyodynnetadn enemmaénkin matematiikan ja fysii-
kan teoreettisissa sovelluksissa.



Diskreetti Fourier-muunnos on Fourier-muunnoksen diskreettiaikainen yleis-
tys, jonka avulla pystytdan tutkimaan jaksollisia signaaleja taajuuden suh-
teen. Luvun lopussa katsotaan esimerkkien avulla sekd Fourier-muunnoksen
laskennallista osuutta ettd kuvaajien tulkintaa.

Trigonometrisessa muodossa DFT maéaritellaan

N/2

Yn = 500 + 3 [ap coswyty, + bysinwpt,], n=0,1,...,N—1,
p=1

missé a, ja b, ovat Fourier-kertoimet.

Luvun 1 tapaan myos eksponentiaalisen DFT:n muodon osoitetaan ole-
van ekvivalentti trigonometrisen DFT:n kanssa. Eksponentiaalista muotoa
kaytetaan erityisesti luvussa 3, kun siirrytaan kasitteleméan nopeaa Fourier-
muunnosta.

Luvussa 3 tutustutaan nopeaan Fourier-muunnokseen eli FFT:hen, joka
tarkoittaa tehokkaampaa algoritmia DFT:n laskemiseksi. Kaytannon sovel-
luksissa kaytetddnkin kaytdnnosséd aina FFT:ta, silli DFT:n kdyttaminen
vaativissa sovelluksissa olisi aivan liian tyolasta ja aikaa vievaa. Kun sig-
naalin naytemaara kasvaa suureksi, FF'T:n vaatima laskutoimituksien méa-
rd on vain murto-osa siitd, mitd DFT:td kaytettdessa tarvittaisiin. FFT-
algoritmeja on useita, joista yhteen eli Radix-2 -menetelméan tutustutaan
tarkemmin. Lisdksi katsotaan vield tarkemmin, millaisissa signaalinkésitte-
lya vaativissa reaalimaailman sovelluksissa FFT:ta voidaan hyodyntéa.

Ellei toisin mainita, tutkielma mukailee Russell L. Hermanin kirjaa An
introduction to Fourier analysis [7].



1 Fourier-sarja

Fourier-sarjalla tarkoitetaan aédretontd summaa eli sarjakehitelméé, jonka
avulla jaksollinen funktio voidaan esittaéd sini- ja kosinifunktioiden avulla.
Toisin sanoen esimerkiksi valilla [0, 27| etsitdén funktiolle muotoa

~— + Z [a,, cosnx + b, sin nz],

missa a,, ja b, ovat Fourier-kertoimet.

1.1 Trigonometristen funktioiden ortogonaalisuus

Johdannossa jo hieman pohdittiin, onko mahdollista 16ytaa sellaisia ker-
toimia, joiden avulla miké tahansa funktio voidaan esittdd kosini- ja sini-
funktioita summaamalla. Téllaisia kertoimia varten tarvitaan funktiojoukon
ortogonaalisuutta.

Maaritelma 1.1. Funktiojoukko ¢,(x) on ortogonaalinen valilla [a, b], jos
b
| 0n@)om (@) dz =0,

Funktion ortogonaalisuudella on térked merkitys, kun puhutaan Fourier-
sarjoista. Ortogonaalisuus on keskeinen késite vektorialgebrassa, jossa kah-
den vektorin sanotaan olevan ortogonaaliset, jos ne ovat kohtisuorassa toisi-
aan vasten eli toisin sanoen niiden sisatulo on nolla. Fourier-sarjoista puhut-
taessa puhutaan vektoreiden sijaan funktioista.

Fourier-kertoimien johtamista varten osoitetaan ensin seuraava lause:

Lause 1.2. Joukko

kun n # m.

T = {1, cosz,sin x, cos 2z, sin 2x, cos 3z,sin 3z, . .. }
on ortogonaalinen vdlilld [0, 2.

Todistus. Riittda osoittaa, etta

2
/ cos (mx) cos (nx)dx =0, m,n>0,m #n, (1.1)
0
2m
/ sin (ma)sin (nx)de =0, m,n > 1,m #n, (1.2)
0
2m
/ cos (mx)sin (nx)dx =0, m >0,n> 1. (1.3)
0



Todistetaan naista tarkemmin yhtalot 1.2 ja 1.3. Yhtalon 1.1 todistus
tapahtuu samaan tapaan kuin yhtalon 1.2.
Yhtalon 1.2 todistuksessa kaytetadn hyvaksi trigonometrista muunnos-

kaavaa
cos (A — B) —cos (A+ B)

in Asin B =
sin A sin 5 ,

jolloin saadaan

2m
/ sin (max) sin (nx) dx
0

_ /27r cos ((m —n))x — cos ((m + n)x) .
0 2

_ 1{sin((m —n)z) _ sin ((m + n)x)rﬂ
2 m=n m+n 0

=0,

kun m,n > 1 ja m # n.

Vastaavasti yhtéalon 1.3 todistuksessa kédytetadn hyvéksi trigonometrista muun-
noskaavaa

sin (A+ B) —sin (A — B)

cos Asin B = 5 ,
jolloin saadaan

2m
/ cos (mz) sin (nz) dz

0
B /27r sin ((m 4+ n))z — sin ((m — n)x) I
o 2

}{cos ((m —n)z)  cos((m+ n)x)]%r

2 m—n m+4+n 0

kun m >0 jan > 1.

1.2 Trigonometrinen Fourier-sarja

Edellisessd, kappaleessa osoitetun lauseen 1.2 ortogonaalisuuden tuloksien
avulla pystytdan johtamaan Fourier-kertoimet. Mééritetddn ensin sinifunk-
tion kerroin b,,:

Aloitetaan Fourier-sarjan muodosta

Qo

f(z) = 5 + Y la, cosnx + by, sin na].

n=1



Kerrotaan tata puolittain termilla sin ma, missa m =0,1,2,...

Saadaan
. ao . - : : :
f(z)sinmax = 50 sinmz + Y [a, cos na sin mz + b, sin nx sin mz].
n=1

Otetaan puolittain maaratty integraali vélilta [0, 27]:

27‘(’a

27
/ f(x)sinmzx dr = / 2 sinmz dx
0 0o 2

o 2T
+ / > lay, cos nz sin ma + by, sin nx sin ma| dz
0

n=1

ap [* .
=— sin mx dx
2 Jo
o0

2m 2w
+ Z [ay, / cosnx sinmz dr + b, / sin nax sin max dx).
0 0
n=1

Soveltamalla lauseen 1.2 ortogonaalisuuden tuloksia ja tietoa f02” sin?x =,

paadytdaan tulokseen

27
/ f(x)sinmaxde =0+0+ -+ 7hy,
0

josta Fourier-kertoimeksi b, saadaan

1 2m
b, = — f(z)sinnx dx.
7 Jo

Fourier-kerroin a,, johdetaan samaan tapaan, mutta Fourier-sarjaa kerro-
taan vastaavasti termilla cos mx. Fourier-kertoimeksi a,, saadaan

1 2
ap = —/ f(x) cosnx dx.
7 Jo

Katsotaan viela tapaus n = 0. Télloin cos (0-x) = 1 jasin(0-x) =0,
joten

1 2 d
ag = ;A f(x) T,
bo :O

Edella johdettujen Fourier-kertoimien mukaan saadaan trigonometrisen
Fourier-sarjan maaritelmé valilla [0, 27].



Maiaritelma 1.3. Funktion f(x) Fourier-sarja valilla [0, 27] on

~
~

oo
d .
E E a, cosnx + b, sin nx],

misséa

1 27
an = —/ f(x) cosnx dx
0
ja
]_ 27
b, = —/ f(z)sinnz dx
mJo
ovat Fourier-kertoimet.

Katsotaan seuraavaksi muutama esimerkki, miten funktion Fourier-
kertoimet tai Fourier-sarja lasketaan.

Esimerkki 1.4. Lasketaan funktion f(z) = 3cos(2z) Fourier-sarja vélilla
z € [0,27].
Lasketaan Fourier-kertoimet:
1 27

ap = — 3cos (2x)dx =0,
7 Jo
1 2
ap = — 3cos (2x) cos (nx)dr =0, n #2,
7 Jo
1 2T
b, = — 3cos (2z)sin (nx) de =0, kaikilla n.
7 Jo

Y14 mainitut tulokset johtuvat funktion f(z) ortogonaalisuudesta. Ortogo-
naalisuuden maaritelman nojalla ainoastaan tapaus n = m eli tasséd tapauk-
sessa n = 2 maaritetdan erikseen:

1 2m

az=_| 3 cos? (22) dx (1.4)
_ 2?;/02”[1 + cos (4z)] da (1.5)
=5 {x + le sin (4I)E7r (1.6)

= 3. (L.7)

Siispé funktion f(z) Fourier-sarjaksi saadaan sama kuin alkuperéinen funktio
eli f(x)=3cos(2x).

Kertoimet olisi voinut tissa tapauksessa méarittaa helpomminkin, silla funk-
tio f(x) koostuu vain yksinkertaisesta kosinifunktiosta. Katsotaan seuraavas-
sa esimerkissa, kuinka tietyissa tapauksissa kertoimet saadaan maéritettyé
ilman integrointia.



Esimerkki 1.5. Maéiritetddan funktion f(x) = sin®z,x € [0,2n]. Fourier-
kertoimet.

Taménkin funktion Fourier-kertoimet voitaisiin méarittda samaan tapaan
integroimalla, mutta kéytetdan nyt hyvaksi trigonometrisia ominaisuuksia.
Tiedetaan, etta

1 1
sin (z) = =(1 — cos2z) = = — — cos 2.
2 2 2

Koska sini-termeja ei loydy ollenkaan, on oltava b, = 0, kaikilla n.
Funktiosta 16ytyy vakiotermi %, joten ¢ = % Siispa ag = 1.
Lisaksi funktiosta 10ytyy termi —% cos 2z, mika viittaa tapaukseen n = 2,

eli ay = —%. Siispéd lukuun ottamatta tapauksia n = 0 ja n = 2 on oltava
a, = 0.

Esimerkki 1.6. Méaritetdan paloittain méaritellyn funktion

fz) =

1, kun 0 <z <,
—1, kun 7 < x < 2m,

Fourier-sarja.

-1

-2

Kuva 1.1: Epajatkuvan funktion f(z) kuvaaja.
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Kuten kuvasta 3.2 ndhdéén, funktio f(x) on epdjatkuva, joten jaetaan
integrointi kahteen osaan vélille [0, 7] ja [0, 27].

/27r f(z)dx

0

1 T 1 2
:f/ 1d:z:+—/ (=1) da
m™Jo T Jr
1

=14 —(—27 +7)

1
ag = —
m

T
= 0.
1 2m
ay, = —/ f(z)cosnz dx
7 Jo

1 ™ 21
= —[/ cosnz dx —/ CcOS N d:c}
T 0 T

=[G sinne)] = (G sinn) |

n n ™

1 2
b, = — f(z)sinnz dx
0

- T 27
/ sinnx dx — / sin nx dx}
-JO T

( — Tllcos nx)Z + (Tll CoS nx)iﬂ]

1 1 1 1
——cosn7r+*+f——cosn7r]
n n n n

oM =A==

(1 — cosnm).

Ennen kuin sijoitetaan saadut kertoimet maaritelman 1.3 mukaisesti, teh-
dédan huomio, etta

1, kun n on parillinen,
CcoSNT = )
—1, kun n on pariton.
Siispé
0, kun n on parillinen,
1 —cosnm = ]
2, kun n on pariton.

Eli kerroin b,, saa nollasta poikkeavan arvon % vain silloin, kun n on pariton.

Merkitaan kokonaislukua n parittomana kokonaislukuna eli n = 2k—1, jolloin
4

b, = —F——+—.
(2k — 1)m

11



Talloin funktion f(x) Fourier-sarjaksi saadaan

o -
f(x) ~ 4 3 sin(2k — 1)35'
T 2k—1

Miksi esimerkissd 1.4 Fourier-sarja on yhtasuuri (=), kun taas esimerkissi
1.6 Fourier-sarjalle saadaan vain approksimaatio (/)7 My6s méaritelméssa
1.3 esiintyy approksimaatiomerkki.

Seuraavaksi katsotaan ehto, jolloin funktion Fourier-sarja suppenee tés-
mélleen samaan arvoon kuin funktion arvo eli toisin sanoen néaissa tapauksis-
sa madritelmassa 1.3 voisi olla yhtasuuruusmerkki approksimaation sijaan.
Tallaista suppenemista varten tarvitaan Lipschitz — jatkuvuuden késitetta.
Erityisesti jokainen jatkuvasti derivoituva jaksollinen funktio on Lipschitz-
jatkuva.

Maaritelma 1.7. Olkoon funktio f maédritelty vélilla /. Funktio f on
Lipschitz — jatkuva valilla I, jos jollakin L > 0, L € R pétee

|f(x1) — f(z2)] < Llwy — o]
aina, kun x1,x9 € 1.

Lause 1.8. Olkoon funktio f integroituva 2m-jaksollinen funktio. Jos funk-
tio f on Lipschitz-jatkuva pisteessd x, niin funktion Fourier-sarja suppenee
pisteessa © arvoon f(x).

Todistus. Todistuksen yksityiskohdat 16ytyvat lahteesta [3]. O]

Jokainen Lipschitz-jatkuva funktio on jatkuva, mutta jatkuvuus ei ole
valttaméton ehto Fourier-sarjan suppenemiselle, silld myos tietyt ehdot tayt-
tavien epdjatkuvien funktioiden Fourier-sarjat suppenevat. Erona lauseen 1.8
suppenemiseen on kuitenkin se, ettd suppeneminen ei tapahdu tarkalleen
funktion f arvoon kaikissa pisteissi vaan sen sijaan funktion vasemman- ja
oikeanpuoleisen raja-arvon keskiarvoon. Muun muassa téllaisten tapauksien
takia madritelméassd 1.3 on approksimaatio (/) yhtdsuuruuden sijaan.

Esimerkissa 1.6 laskettiin Fourier-sarja epajatkuvalle funktiolle, jonka
epajatkuvuuskohdassa x = 7 Fourier-sarja suppeni vasemman- ja oikean-
puoleisen raja-arvon keskiarvoon. Téméan vuoksi kyseisen funktion Fourier-
sarjalle voitiin esittda vain approksimaatio.

Historian saatossa luultiin pitkddn, ettd jatkuvan funktion Fourier-sarja
suppenee aina. On olemassa kuitenkin myo6s jatkuvia funktioita, joiden Fourier-
sarja ei suppene kaikissa pisteissa. Esimerkkina téllaisesta funktiosta toimii
jatkuva funktio

& 1 . 3 a
flz) = Z = sin[(2F" + 1)5],

p=1

12



jonka Fourier-sarja hajaantuu pisteessa x = 0. Hajaantumisen todistaminen
sivuutetaan, mutta sen 16ytaa lahteesta [4].

1.3 Trigonometrisen Fourier-sarjan yleinen muoto

Aiemmassa luvussa olemme késitelleet selvyyden vuoksi vain tilannetta, jossa
funktion tarkasteluvélind on ollut [0, 27]. Otetaan nyt tarkasteluun Fourier-
sarja, jossa tarkasteluvilind on [a,b]. Huomataan, ettd seuraavan lauseen
kantafunktioiden jakson pituus on vélin [a, b] pituus eli b — a.

Lause 1.9. Funktion f(x) Fourier-sarja vdlilld [a,b] on

~
~

i {an cos —na: + b,,sin b—nx}

ag
2

missa

9 b
an =7 /f()cosb—nxdx n=20,1,2,...,
— a Ja

ja

9 b
bn:b /f(x)smlf—”nxdx n=0,1,2,...
—a Ja

ovat Fourier-kertoimet.

Todistus. Fourier-kertoimien johtaminen menee samaan tapaan kuin edella,
kun tarkasteluvéliné oli [0, 27]. O

Esimerkki 1.10. Lasketaan funktion f(z) = x, missd x € [1,2], Fourier-
sarja.
Nyt b —a = 1, joten lauseen 1.9 mukaisesti Fourier-sarja saa muodon

z) &~ Y |a, cos2nmz + by, sin 2nmz].

Lasketaan seuraavaksi Fourier-kertoimet. Kertoimien a,, ja b, laskemises-
sa kaytetaan osittaisintegrointia.

13



2
a0:2/ zdr = 3.
1

2
an:2/ rcos2nrxdr, n=12,...,
1

1 . 1 2
=2 {Wx sin2nwx + W cos 2nmx .

=0.

2
bn:2/ rsin2nrrdr, n=12 ...,
1
1 1 2
= 2{ — Hx cos 2nmx + 22 sin 2mrx}l
1

nm

Kun saadut kertoimet sijoitetaan paikalleen, funktion f(x) = z, missd x €
[1,2] Fourier-sarjaksi saadaan

i sin 2n7m:) (18)

n=1

l\D\OJ

Kuva 1.2: Funktion f(z) = x Fourier-sarjan osasumman kuvaaja vélilla = €

[1,2], kun on laskettu 20 ensimmaisen termin summa eli n = 20.

Kuvasta 1.2 ndhdéan, etta Fourier-sarjan osasumman kuvaaja muistuttaa
jo funktiota f(x) = z. Mitd suuremmaksi kasvatettaisiin n:n arvoa, sité
lahemmaksi paastiisiin oikeaa funktiota.

14



1.4 Kompleksinen Fourier-sarja

Tahan mennessa ollaan kasitelty vain Fourier-sarjan trigonometrista muotoa.
Usein Fourier-sarjan ja etenkin seuraavassa luvussa késiteltavin diskreetin
Fourier-muunnoksen esityksessa kaytetaan kompleksista muotoa.

Maaritelma 1.11. Funktion f(z) kompleksinen Fourier-sarja valilla [— L, L]

on
IinTT

cheL,

n=—oo

1 /L inTz
Cp = ﬁ/_Lf(x)e_ L dz.

Osoitetaan, ettd kompleksinen Fourier-sarja on ekvivalentti trigonomet-
risen Fourier-sarjan kanssa milld tahansa valilla [—L, L]. Todistus mukailee
ldhteen [0] materiaaleja.

missa

Lause 1.12.
Z Cpn mm 30 Z {an Cosm + b, sin ”zx}
missa
1 L
n =7 Lf(x)cosmdx, n=0,1,2,...,
1 (L
b”:f f(:z:)smmdx n=0,1,2,...,
= 2L/ dz.

Todistus. Aloitetaan Fourier-sarjan kompleksisesta muodosta

inmTx 0 inTz inmTx
Z cpe L cheL + Z cpe L.
n=—oo n=0 n=—00
Tehdaéan jalkimmaiseen sarjaan muuttujanvaihto n = —n, jolloin saadaan
e inTe zmrac
> e L Z e (1.9)
n=0
0 inTx inTT
=co+ Y [cne L 4cepe L |. (1.10)
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Hyodyntamélla Eulerin kaavaa e = cosz + isinz, lauseke 1.10 voidaan
kirjoittaa muodossa

o+ [(cn + ¢(—ny) cOs "TE +i(Cp — C(—p)) SiN %} (1.11)
n=1

Seuraavaksi hyodynnetdan tietoa cosz = %(e” + e7'®) ja lasketaan auki
Cn + C(—n):

1 L inTx 1 L inmTx
Cn + Ccn) = ﬁ/_Lf(x)e_ L dx+ Y _Lf(x)e L dx
1 L inTx inTT
:ﬁ/ f(x) e L +elL )d:p
=57 / r)2 cos "T* dx
= z/ f(z) cos "TE dx
-L
= a,.
Vastaavasti hyodyntamaélla tietoja sinx = 2%.(6” — e ™) ja —i? = 1, voidaan
laskea auki i(c, — c(_n)):
i(Cn — C(—n)) 2L / s e%) dx
=57 / —2i) sin "7* dw
= E/ f(z)sin "7* dx
-L
Lisaksi
1 L 07z
=57/, f(x)e” L dx
1 /L
57 |, f(z)dx
1 /L

Kun edelld johdetut co, ¢, + ¢(—n) ja i(c, — ¢(—yn)) sijoitetaan yhtéloon 1.11,
vaite seuraa. L]
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2 Diskreetti Fourier-muunnos

Diskreetti Fourier-muunnos eli DFT (Discrete Fourier Transform) on muun-
nos, jonka avulla diskreetti signaali saadaan muutettua taajuusalueelle. DF'T
on erittdin hyodyllinen tyokalu signaalinkésittelyssé ja datan analysoinnissa
erityisesti silloin, kun operoidaan digitaalisten signaalien parissa.

Ortogonaalisuudesta puhuttiin jo luvussa 1, mutta tutustutaan vield dis-
kreettiin ortogonaalisuuteen, jonka avulla saadaan johdettua diskreetit Fourier-
kertoimet.

2.1 Diskreetti ortogonaalisuus

Diskreettien Fourier-kertoimien johtaminen voidaan tehda kayttamalla avuk-
si diskreetin ortogonaalisuuden ominaisuuksia. Todistetaan aluksi seuraava
lause:

Lause 2.1.

sin (%) =0, k=0,...,N.
(N)
0

3
Il

Todistus. Todistus on helpointa tehda kayttamaéalla eksponentiaalista muo-
toa, hyddyntden Eulerin kaavaa e = cosf + isin 6. Nyt

N-1 N-1 N-1 orinks N-1 ik T2
2mnk . . 2mnk L L
_— = N — N
ZCOS(N)+ZZSIH(N) e Z(e )
n=0 n=0 n=0 n=0

Huomataan, etta edelld laskettu eksponentiaalinen muoto on geometrinen
summa, joten soveltamalla tuttua geometrisen summan kaavaa saadaan

N-1 2k \ 7 1— (627rik/N)N
Z% (e " ) = T _ g2mik/N k#N, (2.1)
1— e27rik
= 1 _ g2nik/N° (2.2)

Eulerin kaavan nojalla 1 — e2™* = 0 ja 1 — e2™*/N £ 0, kun k # 0. T&lloin

1 — eQﬂ'ik

1 — e2mik/N — 0.

Lisiksi kun k = 0 tai k = N, niin e>™*/N = 1.
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Talloin
N-1
Z 627Tznk/N
n=0

Siispi

i
~—
N
:\
3
o
~—
~.
=2
L
=.
=
—
N
23
Ea
~—
I
——
=
o
|
|
—_

joten on oltava

E:l-—

R 0, k=1,...,N -1,
1;0008(27;\7;]6):{]\[7 kZO,N

N-1

nzosm(%]r(;k):O, k=0,...,N.

O

Hyodyntamaélla edella todistettua lausetta 2.1, voidaan johtaa my6s mui-
ta hyodyllisia ortogonaalisuuteen liittyvia tuloksia. Naita tuloksia hyédynne-
taan myohemmin, kun lahdetdan johtamaan diskreetin Fourier-muunnoksen

Fourier-kertoimia.

Lause 2.2. Oletetaan, ettd 1 < p,q < % Tdlloin

N-1 N/2,

cos (2”%) cos (27;§"> =< N,
n=0 0,
N—1

bl sin (%) sin (2#%) = {(])\j/Q,

p=q#N/2,
p=q=N/2,

muulloin.

p=q# N/2,

muulloin.

Todistus. Hyodyntamalla trigonometrista muunnoskaavaa

cosAcos B =

saadaan
N—-1

Z cos (2”’") cos (2’;\?”)
—0
N—

[\D\)—‘ 3
H

cosm—i—cos
L o () con

18
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2ﬂ(p+q)n>} _

N

(2.6)

(2.7)



Jakamalla lauseke 2.7 kahteen eri summalausekkeeseen, lauseen 2.1 no-
jalla saadaan

N-1
0
cos (27r(};\7q)n) _ {]\} p 7é q,
n=0 y P=4¢q,
N-1
COS (27r(p+q)n) _ 07 p+q 7& N;
n=0 N N7 ptq= N;

josta saadaan johdettua ensimméinen tulos 2.3:

N— N/2, p=q+# NJ/2,
> cos (2“%) cos (2”#) =1 N, p=q=N/2,

=0 .
" 0, muulloin.

—_

Tulokset 2.4 ja 2.5 saadaan johdettua samaan tapaan:

ja
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2.2 Diskreetti Fourier-muunnos DFT

Fourier-sarjaa kiytettaessid haetaan signaalin esitystd y(t), missa ¢ € [0, 7],
siten, etta

1 oo
y(t) = 5% + Z[an cos wyt + by, sin wpt],

n=1

2mn

missd kulmataajuus w,, = 27 f,, = =%+
Huomautus 2.3. Signaaleista puhuttaessa kaytetdan f(¢):n sijasta usein mer-
kintdd y(t), jotta valtytddn sekaannuksilta taajuuden symbolin f kanssa.

Fourier-sarjan analyysissi aikajakso on rajoitettu vélille [0, 7] ja funk-
tio on jaksollinen ajan suhteen. Todellisuudessa dataa voidaan mitata vain
tietyilld taajuuksilla, silla datan ottaminen ei onnistu korkeilla taajuuksilla.
Koska pystytddn poimimaan vain tiettyjd taajuuksia, johtaa se myos datan
diskretoitumiseen ajan suhteen.

Datasta otetaan N kappaletta ndytteita tasaisin valein

t,=nAt,n=0,1,...N — 1,

missd At on mittauksen aikavéli.
Mittausten véliseksi ajaksi saadaan At = % DFT, jota tésséd johdetaan,
saa muodon

M
ao+ Y _la, coswyty, +bysinwyt,], n=0,1,...,N—1. (2.8)

Listataan seuraavaksi muutamia aputuloksia, jotka auttavat johtamaan tri-
gonometristen argumenttien sisaltod tarkemmin.

Aputuloksia Olkoot n = 0,1,...,N —1jap = 1,..., M. Maaritellaan
At = %, w=2nfjaAf = %, jolloin

nT
t, = nAt = —,
" N
2
wp = pAw = %p’
2mpn
wptn = T

Koska y,, = y(t,) sisiltdd naytteitd N kappaletta ja tuntemattomia kertoi-
mia on 2M kappaletta, tulee M valita siten, etta naytteita ja tuntemattomia
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kertoimia on yhté paljon. Valitaan siis uudeksi arvoksi M = % Jotta M
séilyy edelleen kokonaislukuna, oletetaan nédytteiden maaran N olevan paril-
linen kokonaisluku. Néin ollen DFT saadaan muotoon

1 N/2
Yn = 500 + 3 [ap coswyty, + bysinwpt,], n=0,1,...,N—1,
p=1

josta saadaan aputuloksia hyodyntamaélla laajennettu muoto

1 N/2

Yn 50,04-2{@10(308( )—i—b sm(%ﬁ”)}, n=0,1,...,N —1.(2.9)
p=1

Johdetaan ensin kerroin a( laskemalla kaavan 2.9 mukaiset yhtalot eri n:n
arvoille yhteen:

_ N— N/2
> v = Z (70 + = [aycos (252 + by sin (*2)])
) : N-1 J\;/2 N-1 N-1
fao Z 1+ Z {ap > cos (2’;},’”> +b, > sin (2”%)},
n=0 n=0
josta lauseen 2.1 nojalla saadaan
1 N/2
— §OLOJ\7+Z[%-0+bp-0]
p=1
= ;G()N.

Téastd saadaan helposti laskettua, etté

2 N-1

aﬂzﬁzyn-

n=0

Kertoimien a, ja ay 2 johtamista varten kerrotaan yhtalo 2.9 termillé cos (27;\‘,1")
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ja lasketaan jélleen summat eri n:n arvoille yhteen:

<
3
~—~
o
o
n
/
[N~}
2‘3
3
N—

N/2  N-1

+> b, Y sin (2“#) oS (2”#»
=1 n=0

mista lauseiden 2.1 ja 2.2 nojalla saadaan
N/2

Z[apgép,q+bp'0]7 q# N/2
p=1
N/2

Z[apNap,Nﬂ + b, - 0], q=N/2,

p=1

_ )3aN,  q#N/2
CLN/QN, q = N/2

Edella oleva merkinta d,; on Kroneckerin delta, jota kiytetaan tyypillisesti
matemaattisena lyhennysmerkintdna. Sen mukaan

1, josi=y,
0ij = R
0, josi#j.

Edelleen saadaan

2 N-1 . N
aq:N Yn COS (qu)? #57
n=0
1= 2mn(N/2
n=0
_ 1 N-1
= N P Yn COSTTN.

Kerroin b, saadaan johdettua lahes samaan tapaan kuin kerroin a,. Ai-
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noastaan kertoimena olevan termin kosini vaihdetaan siniksi:

N-1 -1 1 N/2
2 wnloin (75) = 32 (g0 + 32 [faweos (537) + ysin ()] ) oin (*51)
n= n= p=

Ly

Néin ollen kertoimeksi b, saadaan

9 N1 N
5—1.

_ = in [ 2mqn —
by = N%ynsm( ~ ), q=1,...,
Tasta on myos helppo laskea, etta
bo - bN/2 = O

Néin on saatu johdettua kaikki trigonometrisen Fourier-muunnoksen kertoi-
met.

Maaritelma 2.4. Diskreetti trigonometrinen Fourier-muunnos on muotoa

] N/2
Yn = 500 + 3 [ay coswyty, + bysinwyt,], n=0,1,...,N—1,
p=1

misséd Fourier-kertoimet ovat

25 ycos (22) !,
ap = =7 Yn COS Lpn7 p:17 ‘77_17
PN &= N 2
2 = 2mpn N
bP:an:OynSIH(]\][D)7 p:1> 75_17
1 N-1
aO_NHZOyTLa
1 N-1
aN/2 = 7 Yp COSNT,
Nn:()
bp = by =0
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2.3 Diskreetti eksponentiaalinen Fourier-muunnos

Luvussa 1 kasiteltiin Fourier-sarjan trigonometrisen muodon liséksi sen eks-
ponentiaalinen muoto. Maaritellaan nyt diskreetin Fourier-muunnoksen eks-
ponentiaalinen muoto.

Maaritelma 2.5. Diskreetti eksponentiaalinen Fourier-muunnos on muotoa
N-1
_ ik
Fe=> W¥*f,
J=0

missd W =wy =e 2™V jak=0,...,N — 1.
Osoitetaan, ettd méaritelma 2.5 on ekvivalentti trigonometrisen DFT:n
kanssa. Aloitetaan DFT:n laajennetusta muodosta yhtalon 2.9 mukaisesti:

yn:;a0+1§:2[apcos(2’f$)+bpsin(2’;5")], n=0,...,N—1 (2.10)
p=1

Muunnetaan DFT Eulerin kaavan avulla eksponentiaaliseen muotoon:

N/2 2mwipn/N —2mipn/N 2mipn/N _ —2mipn/N
e +e € e
Yo = 5000+ Z a 5 +0, 5 | @
1 N/2 ‘ 1 A
fao + Z [ —iby) eZmirn/N 5(% + ibp)e_%’p”/N] (2.12)

Madritellién C, = 1(a, — iby), jolloin Cy = 3(ag — iby) = 3ao ja yhtald 2.12
voidaan kirjoittaa muodossa

N/2 - '
Yo = Co+ > [Coe?™ /N 4 Cpe 2N =01 N—1. (213)

p=1

Yhtélon 2.13 summan sisélla olevat termit voidaan yhdistaa kayttamalla tie-
toa, ettd €™ = cos(2wn) + isin(27n) = 1, kun n on kokonaisluku.
Jalkimmadisen summan eksponentiaalinen osuus voidaan kirjoittaa muodossa

—2mipn/N 727Tipn/N€27rin 2mi(N—p)n/N

e = e = e
Koska p =1,..., N/2, voidaan maarittdd uusi indeksi

gq=N-p=N-1,N-2,...,N/2.

24



Nain ollen yhtalon 2.13 jalkimméinen summa voidaan kirjoittaa muodossa

N/2 N/2
Zépe—Qm'pn/N ZC eQTrz(N p)n/N _ Z C _q627rzqn/N
p=1 p=1 q=N/2

Néin ollaan saatu yhtalon 2.13 summan molemmat termit samanmuo-
toisiksi, joten ne voidaan yhdistda. Korjataan viela uudeksi indeksiksi p =
0,...,N —1,, jolloin saadaan

N-1

Yo = > pe™N p=0,1,...,N — 1, (2.14)
p=0
missa
2, p=0,
1
5 b 0<p< N/2
Yy = 2 (ap —iby) p<N/2 (2.15)
ans2, P = N/2,
%(CLpr—i—’l'bN,p), N/2<p<N
Seuraavaksi kirjoitamme kertoimet oikeaan muotoon:
1
Cp = i(ap ib,) (2.16)
1 N-1 ) o )
=¥ > yn{cos (Tp) — i sin (Tp)} (2.17)
1 N-1 amipn/N
= — yne_ TP/ AN (218)
N n=0
Siispé,
1= N
Y = Cp = Z Ype 2PN ) < p < > (2.19)
n=0
ja vélien p € (0, N/2) ja p € (N/2, N) symmetrian nojalla myos
T =Cnop (2.20)
1T ori(vepyyn
=— ) ypeTn (2.21)
N n=0 !
1 N-1 o N
=— N S R\ 2.22
N 2 Une .oy <P (2.22)

Myos jaljella oleville tapauksille p = 0 ja p = % pystytaan helposti naytta-
maan, etta ne patevat samassa muodossa:
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1
Yo = 5&0 (223)
1 N-—1
=~ > (2.24)
n=0
1 N-1 )
— N ynefZﬂFm(O)/N' (225)
n=0
IN/2 = ANJ2 (2.26)
1 N—-1
=— > y,cosnm (2.27)
N n=0
1 N-1
=5 Yn[cos nm — isinnr] (2.28)
n=0
1 N-1 )
— N yne—QTrZTL(N/Q)/N. (229)
n=0

Nain saimme maériteltyé diskreetin eksponentiaalisen Fourier-muunnoksen
7, seka lisdksi sen kddnteismuunnoksen (IDFT), jonka avulla voidaan laskea
Yn:t, kun «,:t tiedetédan:

1 N—-1 )

Vo= D Yo TN =01, N~ 1, (2.30)
N n=0
N—-1 ]

Yo = > e N p=0,...,N 1. (2.31)
p=0

Huomautus 2.6. Suuressa osassa kirjallisuutta edelld maaritetty muunnospa-
ri esitetdan muodossa, jossa kerroin % on DFT:n (yhtélo 2.30) sijaan kaan-
teismuunnoksen (yhtélé 2.31) edessé.

2.4 Esimerkkeja

Esimerkki 2.7. Lasketaan DFT diskreettia eksponentiaalista Fourier-muunnosta
kayttaen. Tuloksista kay ilmi seké amplitudi ettd vaihekulma.

Tassa esimerkissé kompleksiluvut esitetaén myos kulmamuodossa. Kul-
mamuodon kerroin tarkoittaa vektorin pituutta ja vaihekulma vektorin ja po-
sitiivisen reaaliakselin véalista kulmaa, missa positiivinen suunta kulkee vas-
tapaivaan.

Olkoon f(0) =0, f(1) =1, f(2) = 2 ja f(3) = 3. Nyt néaytteitd on 4
kappaletta eli N = 4.
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Maéaaritelman mukaisesti

N-1 3
. —mijk
Fo=3 Whfi=3 > f
7=0 7=0

= [(0) + F()e 2 + f(2)e™ + f(3)e

—ink —13nk

—e 2 +2 432

Néin saadaan
Fo=14+2+3=6=6£0°.

3m

Fy = e '2 4+ 27 4 3¢
=—1—24+3%
=242
~ 2.8/135°.

Fv2 — e—i7r + 2e—i27r + 3e—i37r
=2
= 2/180°.

Fy=e¢ 5 42757 4 3¢7'%
— 29
~ 2.84-135°.

Fourier-muunnokseksi saadaan siis

F, = {6,-2+ 2, —2, -2 — 2}

~ {6/0°,2.8/135°,2/180°, 2.8 /—135°}.

Tutkitaan nyt funktiota

y(t) = 2sin (107t) + 3 cos (67t),

missd ¢ € [0,1] ja ndytteiden maard N = 128.

—in3k
2

(2.32)
(2.33)

Esimerkki 2.8. Kiésin laskemalla DF'T on usein todella paljon tyotéa vaativa
prosessi, silli DFT:n tuottaminen vaatii laskennallisesti (N — 1)? kertolas-
kua sekd N(N — 1) yhteenlaskua. Tadmén vuoksi kiaytannossa aina Fourier-
muunnokset suoritetaankin tietokoneen avustuksella.

Funktiosta y(t) ndhdéén, ettd sinimuotoisen termin taajuus on 5Hz ja

kosinimuotoisen termin 3Hz.
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Amplitudi

-2 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Aika (s)

Kuva 2.1: Funktion y(t) kuvaaja.

Kuvassa 2.2 on tehty nopea Fourier-muunnos eli FF'T kayttamalla Python-
ohjelmointia. Kaytetty Python-koodi 16ytyy liitteestd A. FFT:n antama in-
formaatio on sama kuin DFT:n, mutta se kdyttad hyviakseen huomattavasti
tehokkaampia algoritmeja. FF'T:n toimintaperiaatteeseen tutustutaan enem-
man seuraavassa luvussa.

5

w

Amplitudi
N

0 2 4 6 8 10 12
Taajuus (Hz)

Kuva 2.2: Funktion y(t) taajuusspektri, kun N = 128.

Kuvasta 2.2 havaitaan piikkeina juurikin edelld mainitut taajuudet HHz
ja 3Hz oikean suuruisilla amplitudeilla.
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3 Nopea Fourier-muunnos FFT

3.1 Radix-2 FFT

Nopea Fourier-muunnos eli FFT (Fast Fourier Transform) tarkoittaa teho-

kasta algoritmia, jolla pystytdan laskemaan diskreetteja Fourier-muunnoksia

seké niiden kdadnteismuunnoksia. Olemassa on monia menetelmié, mutta téas-

sé kappaleessa esitellaén yksi kaytetyimmista menetelmista eli Radix-2 FFT.
Aloitetaan méaritelméan 2.5 mukaisesta muodosta

N-1 )
Fk = Z ijfja

j=0
missd W =wy =e 2"V jak=0,...,N — 1.
Huomioidaan, ettd W/2 = —1 ja WV = 1.

FFT:n kannalta olennainen asia on, ettd tdmé summa voidaan kirjoittaa
kahtena samankaltaisena summana:

N-1 )
F= > Wik (3.1)

§=0
N/2-1 N-1 .

= > wh+ S Wik (3.2)
j=0 j=N/2
N/2—1 N N/2—1 N N
7=0 m=0
N/2—1 ' '

= Z [ijfj+Wk(]+N/2)fj+N/2] (3.4)
=0
N/2-1

= > W+ (=1 fianpel. (3.5)
=0

Niin termin W7* kerroin on muuttunut, mutta summa on edelleen pysynyt
samanmuotoisena ja summattavien termien maara on puolittunut verrattu-
na alkuperdiseen. Summan 3.5 + ja - merkkiset termit voidaan erotella sen
perusteella, onko muuttuja k& parillinen vai pariton.

Jos k on parillinen eli k& = 2m, saadaan

N/2—1 N
5L (3.6)

FQm: Z (W2m>j[fj+fj+]\//2]a m:O7"'7

J=0
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Jos k on pariton eli k = 2m + 1, saadaan

Nj2-1 N
S-L 67

F2m+1 - Z (WQm)]W][f] - fj+N/2]7 m = 07 ey

J=0

Radix-2 FFT:n ideana ja nopeuden perustana on muuttaa Fourier-muunnos
pienemmiksi Fourier-muunnoksiksi, joita kdytetaédn jélleen uudestaan saaden
vield pienempid muunnoksia. [7]

Havainnollistetaan tata esimerkin avulla tapauksella N = 8:

Fo=fo+h+tfot+fat+fatfs+ [+ fr

Fy=fo+ WhHAW2 o+ W3 + WA + WP fs + WO fs + W7 fr.
Fo=fo+ W2 H+W' s+ Wofs+ fo+ W2 fs + W fs + WO fr.
Fy=fo+ W3+ WO+ W+ WA+ W fs + W2fs + W5 £
Ey=fo+Wii+ fo+ Wifs+ fo+ W5+ fo + W

Fs= fo+ WP+ W2y + W fs + WA+ W s + WO fs + W3 £,
Fs=fo+WSfi + WAy + W2fs + fa + WO + Wfs + W25,

Fr=fo+ Wi+ WO+ Wofs + Wi+ W2 fs + W2 fo + fr.
Namé lausekkeet voidaan ryhmitelld uudelleen kertoimen W = e~™/8
suhteen. Huomioidaan myos, ettda W* = —1.

Fo=(fo+ fa) + (fi+ fs) + (f2+ fo) + (f3+ fr)
=00+ g1+ 92+ gs.

Fr=(fo—fo) +(fi = )W + (fa = f)W + (fs — f)W?
=¢gs+9ge+ gs+ g1

Fy=(fo+ fo)+ (i + W2 = (fa+ fo) — (fs+ f)W?
=g0o— g2+ (g1 — g3)W™.

Fy=(fo— f1) — (fo = fo)W + (1 = fs)WW? + (fs — fr) WW®
= ga — g6 + gsW? + gsW°.

Fy=(fo+ fa)+(fi+ f5) = (fat+ fo) = (fs + f7)
=go+ 92— g1 — Gs.

Fy=(fo—fa) + (o= f)W + (/L = [)WW* + (fs = fr)WW*
= g1+ g6 + gsW* + g W™

Fo=(fo+ fa) + (i + 5)WE = (fa+ fo) — (fs+ f)W°
=g0o— g2+ (91 — g5)W°".

Fr=(fo—fa) = (fo= f)W + (fr = fs)WW° + (fs — fr) WW?
= g1 — g6 + gsW° + g W?.
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Jatketaan samaan tapaan ja muutetaan saadut g-sarjat viela pienemmaksi:

=(go+9g2) + (g1 +93) =ho+ M
= (94 +96) + (95 + g7) = ha + hs.
= (g0 — g2) + (g1 — g3)W?> = ha + h3
= (94— 96) + (95 — 97)W? = hg + hs
= (90 +92) — (g1 +93) = ho — 1
= (94 +96) — (95 + g7) = ha — hs
= (g0 — 92) (g1 — 93)W2 = hg — h3
= (94 + 96) — (95 — 97)W2 = he — hy

FFT:ssa laskutoimitusten méara on 4 kertolaskua ja N yhteenlaskua as-
kelta kohti, missé askelten méara on log2 N. Esimerkiksi téssa tapauksessa
kun N = 8, askelia on log, 8 = 3, joista jokaista kohti on % = 4 kertolas-
kua ja 8 yhteenlaskua. Yhteenséd on siis 12 kertolaskua ja 24 yhteenlaskua.
Jos olisi kiytetty DFT:ta, kertolaskuja olisi (8 — 1) = 49 kappaletta ja
yhteenlaskuja 8(8 — 1) = 56 kappaletta. Néin pienelld ndyteméaéralla lasku-
toimitusten méaran ero ei viela ole valtava, mutta kaytdnnon sovelluksissa
nédytteiden maéréa on yleensa hyvin suuri, jolloin ero korostuu merkittavésti.
Jos naytteiden maard on esimerkiksi 1024, DFT:n laskutoimitusten maérat
nousevat yli miljoonaan samalla kun FFT:t4 kaytettaessa riittad noin 3000
laskutoimitusta.
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Edella olevaa prosessia voidaan havainnollistaa ns. perhosdiagrammilla.
Alla olevista diagrammeista ndhdéadn, mikd on perhosdiagrammin idea ja
miten tapauksen N = 8 FF'T muodostuu.

frzfj + fnso+i
fnya+g (fi — fusa+)) W

Kuva 3.1: FFT:n perhosdiagrammin idea.
fotfa=80—— g0+ 82 =ho ho + hy
htfs=& g1t8=mh >:<:f‘in —hy
fo+fo =% (30 — g2)W° = Iy hy + hy
fatfr=8—"(g1—)W?=mh Zkg —hs

(fo— f)W° = g4 —— ga+8 =Mhy hy + hs
(- fIW! =g5 8 t+87="hs Z hy — hs
(fa— fe)W? = g6 (84— 86)W' =1y Z he + hy
(fs—fIW? = g7 —" (g5 —g7)W> =y he — hy

Kuva 3.2: FFT:n perhosdiagrammi, kun N = 8.
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3.2 Sovelluksia

FFT:ta hyodynnetadn useissa reaalimaailman sovelluksissa perustuen sen te-
hokkuuteen ja monipuolisuuteen signaalinkasittelyssa.

FFT:ta kiaytetaan laajasti adnenkésittelytehtavissé, kuten taajuuskorjauk-
sessa, kohinan poistamisessa, ddnen pakkaamisessa ja danianalyysissd. Algo-
ritmien avulla pystytadn tunnistamaan haluttuja taajuuksia sekd muita aé-
niominaisuuksia, joiden avulla pystytaédn parantamaan aéanen laadukkuutta
huomattavasti.

Digitaalisessa signaalinkésittelyssd FF'T on valttaméaton tyokalu spekt-
rianalyysissé, signaalin suodattamisessa seké datan pakkaamisessa. Se mah-
dollistaa signaalien reaaliaikaisen kasittelyn, mika tekee siitd arvokkaan esi-
merkiksi tutkajéarjestelmissa, ladketieteellisessa kuvantamisessa sekéa televies-
tinnassa.

FFT:ta kaytetdan laajasti kuvankésittelyssd kuvien analysoimiseen ja
kasittelemiseen niiden taajuussisidllon perusteella. Se on olennainen tyoka-
lu muun muassa kuvan pakkaamisessa, kohinan vihentamisessa sekéd kuvan
yksityiskohtaistenkin reunaviivojen havaitsemisessa. Kun kuvat muutetaan
taajuusalueeksi, FF'T mahdollistaa edistyneet késittelytekniikat.

FFT on myos tarkeéd osa langattomissa viestintajarjestelmisséa, kuten Wi-
Fi, 4G ja 5G. Se mahdollistaa signaalien tehokkaan moduloinnin ja demodu-
loinnin, mika mahdollistaa suuremmat tiedonsiirtonopeudet ja parempilaa-
tuisen signaalin langattomissa verkoissa.

Lisdksi FFT:1la on keskeinen tehtdvd datan pakkaustekniikoissa, kuten
JPEG ja MP3. Muuntamalla tiedot taajuusalueeksi FFT mahdollistaa yli-
madraisten tai vihemman tarkeiden taajuuskomponenttien tunnistamisen ja
eliminoimisen. Taman avulla tietojen tallentaminen ja siirtdminen on tehok-
kaampaa. [!]
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3.3 FFT:n esimerkkisovellus

3.3.1 Signaalin kohinan poistaminen

Kohinalla tarkoitetaan hyotysignaaliin kuulumatonta satunnaissignaalia, jo-
ka heikentaéd signaalin laatua. Havainnollistetaan seuraavan keinotekoisen
signaalin avulla, miten signaalin kohinan poistaminen tapahtuu FFT:n avul-
la. Esimerkki perustuu ldhteen [2] materiaaliin.

Olkoon alkuperainen signaali

1 1
y(t) = 3 sin 387t + 5 cos 58,
missé aika ¢ € [0, 1].

Signaalista y(t) ndhdddn kaavan w = 27 f mukaisesti, ettd sini-termin
taajuus on 19Hz ja kosini-termin taajuus on 29Hz.

1 T T T T
0.8
0.6
04 | . . 4
0.2H
ok || || 11 | 114 ||| ‘I‘ | |4
02

0.4
0.6

08

4 1 1 | 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Kuva 3.3: Funktion y(¢) amplitudin kuvaaja ajan suhteen.
Héiritaan alkuperéistd signaalia y(t) lisidmalla sithen keinotekoisesti val-
koista kohinaa (white noise). Valkoisella kohinalla tarkoitetaan kaikkia dénen

taajuuksia sisaltavaa satunnaista signaalia, jossa arvot eivét ole riippuvaisia
toisistaan. Kohinan lisdyksen jélkeen signaali nayttaa kuvan 3.4 mukaiselta.
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Kuva 3.4: Hairityn signaalin y(¢) amplitudin kuvaaja ajan suhteen.

Tehdéan seuraavaksi hairitylle signaalille FFT, jolloin saadaan signaalin
amplitudin kuvaaja taajuuden suhteen.
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Kuva 3.5: Hairityn signaalin kuvaaja FFT:n jdlkeen (sininen) ja amplitudi-
kynnys (punainen).

Kuvassa 3.5 nakyvésta sinisestd FFT-signaalista erottuu selkeiné piikkei-
na taajuus f; = 19Hz amplitudilla A; = % ja taajuus fo = 29Hz ampli-
tudilla Ay = %, jotka vastaavat alkuperdisen signaalin y(t) arvoja. Kuvassa
nékyva punainen viiva tarkoittaa amplitudikynnysta, joka on asetettu ar-
voon A = 0.2. Tamén avulla signaalista siilytetddn vain sellaiset taajuudet,
jossa amplitudi ylittad kyseisen kynnyksen. Toisin sanoen kaikki kynnyksen
alla oleva kohinasignaali eliminoidaan.

Kun amplitudikynnyksen alittava kohina on suodatettu pois, tehdaan
kaanteinen FFT, jolloin saadaan takaisin signaali, josta kohina on poistettu.
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Verrataan suodatettua signaalia héirittyyn signaaliin (kuva 3.6) ja al-
kuperdiseen signaaliin y(t) (kuva 3.7). Huomataan, ettd suodatettu signaali
vastaa melko tarkasti alkuperéistéa signaalia.
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Kuva 3.6: Signaali kohinan poistamisen jélkeen (punainen) verrattuna kohi-
naa sisaltavaan signaaliin (sininen).
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Kuva 3.7: Signaali kohinan poistamisen jalkeen (punainen) verrattuna alku-
peréiseen signaaliin (sininen).
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A Python-koodi
Esimerkissa 2.8 kaytetty Python-koodi.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
plt.style.use(’ seaborn-poster')
%matplotlib inline
def FET(x):
N = len(x)
if N == 1:
return x
else:
X_even = FFT(x[::2])
X_odd = FFT(x[1::2])
factor = \
np.exp(-2j*np.pi*np.arange(N)/ N)

X = np.concatenate(\
[X_even+factor[ :int(N/2)]1*X_odd,
X_event+factor[int(N/2):]*X_odd])

return X

sr = 64

ts = 1.0/sr

t = np.arange(8,1,ts)
freq = 5.

x = 2*np.sin(2*np.pitfreg*t)
freq = 3

x += 3*np.cos(2*np_pi*freq*t)
plt.figure(figsize = (8, 6))
plt.plot(t, x, 'r')
plt.ylabel( Amplitudi’)
plt.xlabel( Aika (s)')
plt.show()

Kuva A.1: Koodi, jolla saatiin luotun funktion kuvaaja.

o[71]: | X=FFT(x) o S

N = len(X)

n = np.arange(N)

T = Nfsr

freg = n/T

plt.figure(figsize = (12, 6))

n_oneside = N//2

f_oneside = freq[:n_oneside]

X_oneside =X[:n_oneside]/n_oneside

plt.subplot(122)

plt.stem(f oneside, abs(X oneside), 'b', \
markerfmt=" ", basefmt="-b")

plt.xlabel('Taajuus (Hz)')

plt.ylabel(Amplitudi’)

plt.tight_layout()

ax = plt.gca()

ax.set_xlim([8, 12])

ax.set_ylim([8, 51)

plt.show()

Kuva A.2: Koodi, jolla suoritettiin FFT ja saatiin luotua taajuusspektri.
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