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Tiivistelma
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Hadronien irtikytkeytymisen mallintaminen Cooper-Frye integraalilla ultrarelativisti-
sissa raskasionitorméyksissé

Pro gradu -tutkielma

Fysiikan laitos, Jyvéskylan yliopisto, 2024, [56| sivua

Tassa tutkielmassa on esitetty, miten hadronien irtikytkeytyminen ultrarelativististen
raskasionitormaysten hydrodynaamisessa mallissa voidaan toteuttaa hyodyntéen
Cooper-Frye integraalia. Tyon toinen motiivi on laatia algoritmi, jonka avulla muo-
dostetaan yksittaisia hiukkasia irtikytkeytymispinnalle ja sampldtdan naille jokai-
selle liikeméarat. Suureen kuten litkemaédrdn simplddminen tarokoittaa, etté sille
tuotetaan arvo sen noudattaman todennakoisyystiheysjakauman avulla.

Raskasionitormayksille 10ytyy pédasiassa kaksi tapaa muodostaa virtausmekaa-
nisia malleja. Yksi on olettaa puskuinvariantti virtaus, jolloin laskenta prosessi
nopeutuu huomattavasti ja toinen on taysin kolmiulotteinen virtaus, joka antaa
realistisemman kuvan virtauksesta.

Kun oletetaan puskuinvariantti virtaus, Cooper-Frye integraali redusoituu kaksiu-
lotteiseksi integraaliksi, mikd nopeuttaa laskentaa huomattavasti. Puskuinvariantti
malli ei kuitenkaan mahdollista rapiditeetista riippuvien suureiden laskemista. Kol-
miulotteisen Cooper-Frye integraalin ratkaiseminen numeerisesti on hidasta, mutta
tdma ongelma voidaan valttad hyodyntaméalla Monte Carlo -simulaatiota.

Cooper-Frye integraalia ei tarvitse ratkaista integroiden, kun irtikytkeytyminen
toteutetaan sémplédten. Sen sijaan yksittédisessa tormayksessé irtikytkeytymispinnalla
muodostuvat hadronit ja niiden liikeméarat muodostetaan Monte Carlo metodilla.
Tamén metodin tuloksia on verrattu integroiden ratkaistuihin hiukkasjakaumiin.
Testissé menetelméat antoivat samat tulokset hiukkaslukumaarille ja poikittaislii-
kemadran seké rapiditeetin jakaumille kaikilla pioneja raskaammilla hadroneilla.

Pioneilla havaittiin pieni ero poikittaisliikemaéarén jakaumissa.

Avainsanat: Opinnéayte, Cooper-Frye integraali, Hydrodynamiikka, Irtikytkeytyminen,
Hybridimalli, Hiukkasalgoritmi






Abstract

Lappetelédinen, Tero

Modeling hadron decoupling with Cooper-Frye integral in ultrarelativistic heavy-ion
collisions

Master’s thesis

Department of Physics, University of Jyvéskyla, 2024, [56| pages.

In this thesis it is shown how the decoupling of hadrons in the hydrodynamical model
of ultrarelativistic heavy-ion collisions can be implemented utilizing the Cooper-Frye
integral. The second part of the work is to develop an algorithm, which is used to
generate individual particles from the decoupling surface and sample momenta for
each of them.

There are mainly two ways to construct fluid mechanical models for heavy-ion
collisions. One is to assume boost invariant flow, which speeds up the calculation
process, and the other is a full three-dimensional flow, giving a more realistic
description of the collision.

When boost invariant flow is assumed, the Cooper-Frye integral reduces to a
two-dimensional integral, which speeds up the calculations considerably. However,
the boost invariant flow model does not enable the calculation of rapidity dependent
quantities. Solving the three-dimensional Cooper-Fry integral numerically is slow
but this problem can be avoided by using a Monte Carlo algorithm.

It is not necessary to solve Cooper-Frye integral by direct integration, when
decoupling is realized by sampling. Instead, for a single collision the hadrons formed
on the decoupling surface and their momenta are formed using a Monte Carlo
method. The results of this method has been compared to particle distributions
obtained by direct integration. In the test, the methods gave the same results for the
particle number and transverse momentum as well as rapidity distributions for all
hadrons that were heavier than pions. A slight difference in transverse momentum

distributions was observed for pions.

Keywords: Thesis, Cooper-Frye integral, Hydrodynamics, Decoupling, Hybrid Model,
Particle Algorithm
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1 Johdanto

On tunnettua, etta vahvasti vuorovaikuttavan aineen taytyy koostua hadroneista
matalilla lampotiloilla, ja sen odotetaan kayttaytyvan kuten heikosti kytketty kaasu
kvarkkeja sekéd gluoneja suurilla lampotiloilla. Naiden kahden konfiguraation vélissa
taytyy tapahtua muunnos, missa hadroniset vapausasteet katoavat ja materia nimelta
kvarkkigluoniplasma muodostuu. Téma idea perustuu hila QCD:n antamiin ennustei-
siin kvarkkigluoniplasman esiintymiselle noin 158 MeV:n lampdétiloissa |1]. Erittain
aikaisen universumin uskotaan koostuneen kvarkkigluoniplasmasta ja mahdollisesti
my6s jonkin tyypin kvarkkigluoniplasmaa esiintyy yhé neutronitahtien sisimméssa
ytimessa. Lisdksi teoreettisesti on ennustettu, ettéd vastaavat adrimmaéiset olosuhteet
voidaan saavuttaa kontrolloidussa laboratorioymparistossé, kun kaksi raskasta ydinta
dostuukin pisara kvarkkigluoniplasmaa, sita ei voi tutkia suoraan, minké takia sen
tarkasteleminen ja kuljetusominaisuuksien mittaaminen ei ole helppoa. Tarkastelua
varten koko tormaéysprosessi taytyy mallintaa kaikkine eri vaiheineen. [2]

Raskasionitorméysten mallintamisessa yksi kdytetyimmistd metodeista on hy-
bridimalli [3]. Hybridimallin avulla pyritdédn yhdistdméén parhaat ominaisuudet
hydrodynamiikasta ja mikroskooppisesta kuljetusteoriasta. Relativistinen hydrody-
namiikka mahdollistaa materian kehityksen kuvaamisen makroskooppisten sailymis-
lakien avulla ja on erittdin hyodyllinen monissa eri tilanteissa. Hydrodynamiikkaa
voidaan kéayttda, kun on mahdollista madrittda systeemin kokoon nadhden pieni
fluidi -elementti lokaalina kokonaisuutena hiukkasia, joita on niin paljon, etta yk-
sittaista hiukkasta ei voi seurata, mutta riittavan suuri varmistaakseen elementin
homogeenisyyden [4]. Raskasionitorméysten alkuvaiheessa hydrodynamiikka on hy-
vin sovellettavissa. Lopulta hiukkaset esiintyvéit niin harvassa, etta taytyy siirtya
mikroskooppiseen kaasuteoriaan, missa hiukkasten esiintymistodennakoisyyksia kuva-
taan todennékoisyystiheysfunktioilla ja hiukkasten vélisia vuorovaikutuksia kuvataan
relativistisen Boltzmann yhtdlon [5] avulla. Koska kaikkien térméyksissa esiintyvien
hiukkasten vaikutusaloja ei tiedeté, taytyy yhtalo ratkaista approksimaatiolla, kuten
UrQMD malli [6] tai SMASH malli [7].
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Kaytannossa hybridimalli sisédltda seuraavat vaiheet. Ensimmaéinen vaihe on it-
se ytimien torméaaminen toisiinsa. Lahes valonnopeutta etenevét ytimet iskeytyvat
vastakkain, jolloin osa niiden sisaltamista protoneista ja neutroneista torméaa toisiin-
sa massiivisilla energioilla. Tasta seurauksena nukleonien rakenneosat vapautuvat
muodostaen kvarkkigluoniplasmaa. Alkuehdot makroskooppisille suureille, jotka
vaaditaan kvarkkigluoniplasmaa kuvaavan hydrodynaamiseen malliin, saadaan pa-
rametrisoimalla |8 9] tai hydodyntéden kvanttikromodynamiikkaa [10} |11]. Seuraava
vaihe on ratkaista systeemin hydrodynaaminen laajeneminen, missa reunaehtona on
tyhjio aarettomyydessa. Hydrodynamiikka kuvaa materiaa kvarkkigluoniplasmasta

lipi QCD faasitransition aina hadronikaasuksi asti. [12]

Hadronit esiintyvéit hadronikaasussa lopulta niin harvassa, ettd hydrodynaami-
sesta mallista taytyy siirrytya mikroskooppiseen teoriaan. Siirtyminen ei kuitenkaan
ole helppoa, silld mallit toimivat taysin eri vapausasteilla. Siirtyméa kutsutaan
irtikytkeytymiseksi ja se jakautuu kahteen osaan: ensin taytyy muodostaa irtikytkey-
tymispinta, missa siirrytaan mallista toiseen; tdman jalkeen irtikytkeytymispinnalla
muodostetaan hiukkasia kayttden hiukkasjakaumia, jotka muodostamme Cooper-
Frye integraalin [13] avulla. Téssé tyossa keskitytaan irtikytkeytymisen toteutukseen.
Viimeinen vaihe on kuvata irtikytkeytyneiden hadronien liikettd mikroskooppisen

kuljetusteorian avulla, kunnes hadronit voidaan ndhdé vapaina hiukkasina. [12]

Hiukkasalgoritmin tarkoituksena on tuottaa hiukkasia irtikytkeytymispinnalla o,
annettujen hydrodynaamisten suureiden avulla [14]. Naitd hydrodynaamisia suureita
ovat energiatiheys e, paine P, lampotila T, leikkausjannitystensori 7#¥, kemialliset
potentiaalit p ja kollektiiviset nelinopeudet u* [14]. Kappaleissa 2.2-2.4 on esitelty,
miten hydrodynamiikan avulla ratkaistaan fluidin energiatiheyden, nelinopeuden seké
leikkausjannitystensorin aikakehitys. Lampotilan ja paineen saa ratkaistua hadroni-
kaasun tilanyhtdlon avulla, kun tiedossa on energiatiheyden arvo |15]. Kappaleessa
2.5 on esitelty, miten eri hadronien hiukkastiheydet sekd kemialliset potentiaalit
ratkaistaan lampdtilan funktiona fluidin ollessa hadronikaasua. Tyon paaméara-
né on kasitella hiukkasalgoritmin muodostamiseen vaadittava teoria, muodostaa
hiukkasalgoritmi ja kayttaa algoritmia konkreettisten tulosten muodostamiseen. Hiuk-
kasalgoritmin toteutuksessa Cooper-Frye integraali kertoo, milla liikemééarin arvoilla
hiukkaset todennakoisimmin esiintyvat. Integraalin numeerinen ratkaiseminen on
hidasta, silld integraali taytyy ratkaista jokaiselle hadronilajille kaikilla liikemé&aran

arvoilla. Tyossa kiaydadn lapi numeerisen laskennan kannalta nopeammat ratkaisut
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kahdelle yleisimmaélle virtausta kuvaavalle tapaukselle, jotka ovat puskuinvariantti-
seké kolmiulotteinen virtaus.

Puskuinvariantti virtaus on hyvia tuloksia tuottava ja yleisesti kaytetty ap-
proksimaatio, joka nopeuttaa relativistisen hydrodynamiikan liikeyhtaloiden ratkai-
sua huomattavasti [16-18]. Vastaavalla tavalla puskuinvariantti oletus mahdollistaa
Cooper-Frye integraalin esittdmisen numeerisesti tehokkaammin integroitavassa muo-
dossa. Integraalia muokataan siten, etté aika-avaruus rapiditeetti voidaan integroida
analyyttisesti ja numeerisesti integroitavana on enaé irtikytkeytymispinnan poikit-
taissuuntaiset komponentit. Nain tulokseksi saadut hiukkasjakaumat riippuvat enaa
poikittaisliikemaarasta ja hiukkasluku on vakio liikeméardn rapiditeetin suhteen.
Lasku, miten tama toteutetaan, kiaydaan lapi kappaleissa 3.1 ja 3.2.

Kolmiulotteista Cooper-Frye integraalia ei voi redusoida laskennallisesti parem-
paan muotoon. Irtikytkeytymisté voidaan kuitenkin ldhestya toisella tavalla, missa
lilkeméaarat muodostetaan hadroneille kdyttaen Cooper-Frye jakaumaa todennakoi-
syysjakaumana. Itse integraalia ei tarvitse ratkaista tassia metodissa, vaan sen sijaan
jokaiselle infinitesimaalisen pienelle pintaelementille o, arvotaan niissa muodostu-
vat hiukkaset ja liikeméarat. Kappaleessa 3.3 kaydéaan lapi tama sdmpléys prosessi
yksityiskohtaisesti. Tyon yhteydessa on tehty koodi, joka toteuttaa hadronien irti-
kyteytymisen samplaten. Koodin toteutus on esitelty kappaleessa 4, jonka jalkeen
tarkastellaan, miten hyvin koodin tulokset noudattavat numeerisesti integroitua
Cooper-Frye jakaumaa. Testeissé alkutila madritellidn EKRT-mallin avulla [11].
Hydrodynamiikka, irtikytkeytyminen ja vertailussa kaytetyt integroidut hiukkasja-
kaumat muodostetaan ldhteen [19] koodin avulla.

Samplaysmenetelméssd hiukkasten irtikytkeytyminen yksittaisessé raskasionitor-
maéyksessa siis simuloidaan kdyttiden teoreettisia jakaumia todennakoisyystiheysja-
kaumina ja naista arvotaan hadronien tyypit, sijainnit seké liikeméarét. Kokeellisissa
raskasionitorméyksissa havaitaan vastaavalla tavalla yksittaisia hadroneja, joten té-
ma ratkaisu sopii paremmin kuvaamaan irtikytkeytymisié, kuin jatkuvat Cooper-Frye

jakaumat.
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2 Teoreettiset Lahtokohdat

2.1 Suhteellisuusteoria

Tassa osiossa kayn lapi tyon kannalta tédrkeimpiad suhteellisuusteorian tuloksia. Tyos-
sé kaytetdan luonnollista yksikkojarjestelméaéd, h = ¢ = kg = 1, missa h on redusoitu
Planckin vakio, ¢ on valonnopeus ja kg on Boltzmann vakio. Esitettaessé vektoreita
kreikkalaiset indeksit saavat arvoja nollasta kolmeen ja latinalaiset indeksit yhdesta
kolmeen. Hiukkasfysiikalle tyypilliseen tapaan tasaisen aika-avaruuden metrinen ten-
sori on g" = diag(1, —1,—1, —1). Tyossa tensoreilla tarkoitetaan toisen kertaluvun
tensoreita. Kun tensoreita esitetddn matriiseina, niin ensimméinen indeksi kertoo
rivin ja toinen sarakkeen.

Kun toinen koordinaatisto eteenee nopeudella v = dz'/dt tarkastelijan koordinaa-
tiston suhteen, vektori tarkastelijan koordinaatistosta x* voidaan muuntaa liikkuvan

koordinaatiston vektoriksi * Lorentz muunnoksella
ot = A" (1)

Lorentz muunnokselle 16ytyy neljd ratkaisua, joista kdytetdan varsinaista Lorentz

muunnosta
v —vi

AMV = + (2)
—wv I+ (y—-1)%%
missd v = |v| ja v = (1 — v?)71/2 |20, Kappale 1.7]. Viivaelementin do* = (dt, dz")
itseisaika 7 toteuttaa yhtéalon [20, Kappale 4.5]

dx,dz"
dr?

=1.
Taméan yhtalon avulla saadaan itseisajalle yhtélo
t
T=—.
8

Itseisaika on erittain hyodyllinen tyokalu raskasionitormayksia mallintaessa, silld sen
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avulla saadaan aika fluidin mukana kulkevassa koordinaatistossa. Maaritellaan seuraa-
vaksi itseisajan avulla nelinopeus hiukkaselle tai fluidielementille, jonka paikkavektori
on z* 20, Kappale 6.2]

B dz* dz*

U“—TTZVHZV(LV) (3)

Lorentz munnos voidaan esittda nelinopeuden avulla muodossa

0 i
AMI/ = ( ! j uuiuj) . (4)
—U 51’3‘ +

140

Muunnos liikkuvasta koordinaatistosta takaisin tarkastelijan koordinaatistoon saa-

daan kidanteisen Lorentz muunnoksen avulla

0 7
I e 5
(A7) (uﬂ i + ulu]) ©)

140

Projektio-operaattori A*” on tensori, joka vektoriin operoidessa projisoi sen nelino-

peuden normaalin suuntaisen komponentin [20, Kappale 12.2]
AP = g — ytu?. (6)

Tensorin symmetrisen, jaljettomén ja nopeudelle kohtisuoran projektion antaa ope-
raattori

2
Al = S(AFGAYs + A Ay — SAA ).

1
2

Jos hiukkaset muodostuvat, kun ¢t = z = 0, niin pisteessi 2 = (¢, x) sijaitsevan
vapaan hiukkasen z-akselin suuntainen nopeus on v, = z/t ja v = (1 — v2)~'/2. Koor-
dinaatistossa, joka kulkee alkuperéiseen ndhden nopeudella v = (0,0, v,), itseisaika

T on

T =" =Vt2 - 22

Maaritelladn aika-avaruuden pisteelle x# aika-avaruus rapiditeetti

=n(i22).

Bjorken virtaus [21], joka etenee z-koordinaatin suuntaan nopeudella z/t, on ku-

vattavissa katevisti edelld annetun itseisajan seké aika-avaruus rapiditeetin avulla
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[21]. Raskasionitorméyksia mallintaessa karteesisen koordinaatiston sijaan kiytetaan
usein ndin muodostettua (7, z,y, n)-koordinaatistoa. Karteesisen koordinaatiston ja

(1, n)-koordinaatiston véilinen koordinaatisto muunnos z’* — z# on

Y 00 YUz
Ox 0O 10 0
Ab, = T (8)
Qu'm 0 01 0
B L E s T B
Esitetdan muunnos 7 ja n muuttujien avulla
cosh(n) 0 0 —sinh(n)
0 10 0
AF, = (9)
0 01 0
__sinh(n) 0 0 cosh(n)

Koordinaatisto muunnos ei enda ole Lorentz muunnos, koska metrinen tensori muut-

tuu. Koordinaatisto muunnos takaisin saadaan kianteismatriisin avulla

cosh(n) 0 0 7sinh(n)
0 10 0
(AT, = (10)
0 01 0
sinh(n) 0 0 7cosh(n)
Karteesisessa koordinaatistossa metrinen tensori on ¢ = diag(1,—1,—1, —1),

joten (7, n)-koordinaatiston metrinen tensori g"” on talldin

gw/ — AupAu(sg/pé —

(11)

o o o
|
—_

Koska g#, = ¢*,,, metrinen tensori lasketuilla indekseilld on muotoa g, = diag(1, —1,
Kun aika-avaruuden metrinen tensori riippuu koordinaateista, derivaattana on kéy-

tettava kovarianttia derivaattaa. Kontravariantille vektorikentalle N* kovariantti

—1,—72).



16

derivaatta on [22]
N¥. = O, N* + T ,sN” (12)
ja kontravariantille tensorikentélle TH” kovariantti derivaatta on [22]
TH o = OnTH + T 3T + T (g TH. (13)

Toisen tyypin Christoffel symboli riippuu metrisestd tensorista seuraavan yhtalon
mukaisesti [, = 1/29"(0agpy + Osgor — Ougap) [22]. Ainoa nollasta poikkeava
derivaatta on 0. gy, joten nollasta poikkeavat Christoffel symbolit ovat I'" ., = ', =

1/t jal7, =rT.

2.2 Relativistinen hydrodynamiikka

Relativistisen hydrodynamiikan lahtokohtana ovat energia-liikeméaara tensori T+,

joka koostuu komponenteista

T% = energiatiheys,
T% = liikemaaratiheys suuntaan 1,
T = energiavuo suuntaan i,

T% = j-liikemadravirtaus suuntaan 7,
seké hiukkasten nelivirta N#, joka koostuu komponenteista

N° = hiukkasten lukumédritiheys,

N*' = hiukkasten virtausvuo suuntaan 3.

Energian, liikemaéran ja hiukkasvirran sdilyminen voidaan esittaa seuraavien yhta-
l6iden avulla
™., =0, Nt,=0. (14)
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Namaé relativistisen hydrodynamiikan perusyhtalot voidaan esittaa (7, n)-koordinaatistossa
kovariantin derivoinnin , jalkeen muodossa

iau(rzw) 0, (15)

1
Z0,(rT™) 4+ T¥ ) TH = 0. (16)
-

Téassa vaiheessa ratkaistavana on viisi yhtaloa, jotka sisaltédvat 14 tuntematonta

muuttujaa.

Seuraavaksi on tarkoitus kirjoittaa yhtalot eri komponenttien avulla, joiden
fysiikkaa on helpompi ymmaértaa. Jako tehdaén konvektioon ja diffuusioon. Konvektio
tarkoittaa fluidin virtauksen suuntaista komponenttia. Diffuusio tarkoittaa fluidin
virtaukselle kohtisuoraa komponenttia tai komponenttia ilman virtausta. Energia-

litkemaédré tensorin voi kirjoittaa seuraavassa muodossa
™ = eutn” — PA" + WHu” + WYul + 7t

missi e = T*u,ug on energiatiheys, P = —(1/3)T*? A, on isotrooppinen paine,
Wi =T At ug on energiadiffuusiovirta ja m = T*? ALY on lifkeméaéradiffuusio-

virta eli leikkausjannitystensori. Vastaava jako hiukkasten nelivirralle antaa
NP = nut + ¥

misséd n = N*u, on hiukkastiheys fluidin lepokoordinaatistossa ja v* = A#, N"
on hiukkasdiffuusiovirta. Termodynaamisessa tasapainossa materia on lokaalisti

isotrooppista, jolloin yhtalot redusoituvat muotoon
TH = egqufu” — pe, AP, N = neut. (17)

Tassa tapauksessa ratkaistavana on enéda nelja tuntematonta muuttujaa. Yleiselle
tilalle 7" terminen tasapainotila ei ole yksikasitteinen. Kiinnitetdén terminen tasa-
painotila valinnalla, missa e.,(7, 1) = e ja neo(7, 1) = n. Kédantamalld namé yhtalot
saadaan lampétila T ja kemiallinen potentiaali . Tata valintaa kutsutaan Landaun

yhteensopivuusehdoksi ja sen avulla energia-liikeméara tensori saa muodon

TH =eufu” — (peg + I AM + 2W W) 4 v
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missa I on tilavuus viskoottinen paine ja kiytossd on merkinta 2W #u”) = WHyY +

W¥ut. Fluidin nopeuden méaarittelemme Landaun kuvan mukaan
v
T u, = eqqut'.

Koska yleisesti T"u,, = e ut +W*H, energiadiffuusiovirran taytyy olla nolla Landaun
kuvassa. Tilavuus viskositeetin vaikutus jatetdan huomioimatta tassa tyossé, jolloin

TH ja NH voidaan kirjoittaa muotoon

TH =eequ'u” — peg A" + 7 ja (18)
Nt =neut + vt (19)

2.3 Kineettinen kaasuteoria

Irtikytkeytymistd varten relativistisen hydrodynamiikkan suureet N* ja TH téay-
tyy esittdd fluidia kuvaavan mikroskooppisen teorian avulla. Ta4mé mahdollistaa
siirtymisen jatkuvan fluidin mallista vapaasti liikkuviin hiukkasiin. Rajoitutaan ku-
vaamaan fluidia kineettisen kaasuteorian avulla, jolloin hiukkasten liikettd kuvaa
ainoastaan yksihiukkastiheysfunktio f(x,p), joka antaa todennékoisyyden sille, ettéa
hiukkanen on paikassa x ja silla on liikeméaara p. Kun hiukkasen massa on m, lii-
keméird on p = (ps, py, p.) ja energia E = (m? + p?)!/2, niin sen nelilitkeméérd on
p* = (F,p). Hiukkasten nelivirran voi tulkita verrannolliseksi yksihiukkastiheyden
liikeméadraintegraaliin [23]

N = [ G ) (20)

Vastaavasti energia-liikeméaré tensorin voi verrannolistaa neliliikemaaralléd painotet-

tuun yksihiukkastiheyden liikemaaraintegraaliin [23]

v Ep
Tﬂ :/<27T)3p0pup f(X,p)
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Kirjoitetaan energia-liikeméara tensorin komponentit ja nelilikemaéaran kompo-

nentit néiden yksihiukkastiheyden liikemaaraintegraalien avulla

d*p

e =T"w,u, = / (2m)3po Epf(.p) 2y
1 1 d*p
P=—-A,TYW = — | ———A_Lp'p"f(x,p), 22
T = AP T — AP / ‘p p*p’f(x,p) (23)
aff af (27?)3])0 VB
p d’p .
n=Ntu = [ o Fpfxp) ja (24)
TR\ s N
vt =A 1 :/ (27T)3p0A vD f(X, p)7 (25>

missa Fp = u,p" on hiukkasen energia lepokoordinaatistossa. Termisessé tasapainossa

yksihiukkastiheysfunktio on [23]

1

eXp(L“T‘F“) +a’

Jeo(T, 1) = (26)

missd a on +1 Fermi-Dirac statistiikassa, -1 Bose-Einstein statistiikassa ja 0 Boltz-
mann statistiikassa. Termisessa tasapainossa energia-liikeméaré tensorin integrandi

riippuu vain tensoreista u*u” ja g"”, joten saadaan jo aiemmin mainittu tulos
TH = Aufu” + Bg'" = ecqut'u” — pe AP

Pyritadn kuvaamaan yksihiukkastiheytta hyodyntden sen ratkaisua termisessa tasa-

painossa . Lahella termista tasapainotilaa
f(x,p) = f = feq+ 4,
missé 0 f on poikkeama tasapainotilasta. Esitetdan tdmaé seuraavassa muodossa
f = Jea1+ feg®),

missad feq = 1 — afeq ja vakio a on sama kuin yhtalossa . Laajennetaan yksihiuk-

kastiheysfunktio termisen tasapainon ympérille liikemaérakannassa, jolloin

¢ =c+elpy +e"pupy + " pupupy...
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Kun sarja leikataan poikki kolmannen termin kohdalta, saadaan Israelin ja Stewartin

14-momentin approksimaatio yksihiukkastiheydelle [24]

[ = fegll + feq(e +€"py +"pupy)].

Tasséd approksimaatiossa hiukkasten nelivirta ja energia-liilkeméara tensori ovat

d*p
/J‘: ,y
N / (27‘(‘) Do T a2 P feq[l +feq(5+p Ey +p p 5'\/6)].]
3

v d P ”
e / (277)3p0pup Jeall + fEQ(E + ey + 7P ess)].

Leikkausjannitystensori voidaan ratkaista ndiden approksimaatioiden jélkeen.
Liikeméaara integrointi antaa tensoreita, jotka on mahdollista esittda nelinopeuden
ut, projektio-operaattorin A*” tai ndiden yhdistelmien avulla. Koska leikkausvis-
kositeetti on nopeutta vastaan kohtisuorassa ja jaljeton, sen voi esittda helppojen

manipulaatioiden jalkeen muodossa

2
Augc (AMA,% + AYAP e 5 = 503 Ao o (27)
missa termi C3 on
1 Pp e
Cs = 5/(277)3])0(Aaﬂp p ) feqfeq = 3Jy0. (28)

Nimetéén laskuissa esiintyvat termodynaamiset integraalit lyhennemerkinnéilla [25]

(—1>q d3p . X ‘

" (2g 4 1) / @r)op P (A asp®p”)? foq ja (29)
_ (=1 Ep .

=g+ 1) / 2y P U Basp* ") fen S (30)

Osittaisintegroimalla yhtéloa saadaan seuraava tulos [25]
an = T[]n—l,q—l + (TL - QQ)In—l,q]- (31)
Tamén yhtalon avulla termi Jys saa muodon

Jag = Tl



21

Tehdéan oletus, ettéd termodynaamisen integraalin J45 ratkaisemiseen voidaan kayttaa
Boltzmann statistiikkaa. Taméa on kelpo oletus, silla numeerisen laskun perusteella
tulokset poikkeavat vain muutaman prosentin [26]. Nyt voidaan olettaa, etta f, f:q =
feq ja termodynaamisille integraaleille pétee etenkin I3y ~ J3;. Kayttamalld yhtaloa

(31) uudestaan paadytédan tulokseen
J42 ~ T2(]20 + ]21).

Yhtaloiden , ja avulla saadaan seuraavat tulokset

d*p o
[20 :/ (271') feq €eq Ja

d3
19y :/ m(Aaﬁp b )feq eqa

joten termodynaaminen integraali J4o on arviolta
Jio = T?(oq + Pry). (32)

Yhdistamaélla yhtaloiden , ja tulokset saadaan leikkausjénnitystensorille
yhtélo
T = 2T%(eoq + Pog) A" 5. (33)

Jos tilavuusviskositeetti ja diffuusio voidaan jattda huomioimatta, saadaan yksihiuk-

kastiheysfunktioon korjaustermiksi

_ A 77 . o p Pv
(5f = feqfqu‘“ Y ExsPuPv = feqfeq 2T2( eq:_ Peq) (34)

2.4 Hydrodynaamiset sailymislait

Puskuinvariantti virtaus on oletus, missa fluidin z-suuntainen nopeus on Bjorken
virtauksen tavoin z/t, minkd seurauksena hydrodynaamiset suureet ovat riippumat-
tomia aika-avaruus rapiditeetin n arvosta. On riittdvaa ratkaista hydrodynaamiset
litkkeyhtalot pisteessa n = 0, silla sama tulos patee myos muilla rapiditeetin arvoilla.
Pisteessé n = 0 nelinopeus on u* = yp(1,v,,vy,0), missi yp = (1 — 02 — 22)7/2
Koska energia-liikemééara tensori ja hiukkasten nelivirta ovat riippumattomia 7-

koordinaatista, niiden osittaisderivointi aika-avaruus rapiditeetin suuntaan &, antaa
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nollan. Energia-liikeméaéra tensorin komponentit saadaan yhtalon avulla. Koska
u” = 0 ja TH ei riipu aika-avaruus rapiditeetista, 77 = 77 = 0, kun i = 7,, .

Komponentit voidaan esittida seuraavien yhtaldiden avulla

T =(e+ P)y; — P+7", (35)
T =(e+ P)yiv + m* =T v, + (P — 77" v, + 777, (36)
T =T, + (P — 7" v, + 7", (37)
T =(e + P)yjv2 + P + 7 = T™v, — 7"%v, + P + 7™, (38)
T% = =T, — 1™, + 1 =T, — 10, + 7, (39)
% =T"v, — pi™v, + P 4+ 7%, (40)
1
m :§P+7r7m. (41)
Kun energia-liikeméara tensorin sailymislakiin sijoitetaan v = 7, saadaan
1
—[0-(TT™") 4 0u(TT*7) + Oy (tT?")] + I'",,, T"" = 0.
.
Sijoitetaan yhtalot — ja
1
=T 4+0(T"") + 0.(T" v, + P, — v, +77%)
-
1
+0, (T v, + Pvy — 770, +77Y) + P+ 7" = 0.
T
Jéarjestellaan termejé ja sievennetadn, jolloin saadaan energian sailymisyhtalo
1
0T 4+0,(T " v,) + 0 (T"v,) = —=(T"" + P + 7°xM) (42)

T

—0,(Pvy — 1w, +717F) — 0y (Pvy — vy, + 1Y),

Liikemaéran sailymisyhtalot saadaan sijoittamalla ensin v = z ja v = y yhtaloon
, jolloin saadaan

[0 (TT™) + 0, (1T*) + 0,(7T%*)] =0,

[0, (FT™) + 8, (rT™) + 8, (rT")] =0.

N =
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Seuraavaksi sijoitetaan yhtélot —, sievennetaan ja saadaan tulokseksi liike-

médrien sailymisyhtalot

1

0-(T™) T™v,) + 0,(T""vy) = —;T”’ (43)

1

T™0,) + 8,(T™v,) = —=T™ (44)
T

+0,(
0p(P — 7, + 77) — O, (— 10, + 1),
Or (T7)+04(
Ou(—

T, + 1Y) — 0y (P — "%y, + 7).

Kun vastaavat laskut tehdédan hiukkasten nelivirran sailymisyhtaloon , saadaan

tulos .
O: N7 + 0,(N*v,) + 0,(NYv,) = —;NT. (45)

Kolmiulotteisen virtauksen ratkaisu saadaan vastaavalla tavalla, mutta virtaus ei
enad ole aika-avaruus rapiditeetista riippumaton, jolloin sédilymisyhtalot saavat liséda

termeja. Energian sdilymisyhtédlo on téssé tapauksessa [22]

1
O (T™)+0,(T ;) + 0, (T v,) + 0y (T " v,)) = —;(T” + 72T (46)

—0y(Pvy — 70y +17%) — 0y (Pvy — "0y + 1Y) — 0 (Pv, — v, +777)

ja liikeméérien sdilymisyhtalot ovat [22]

64Wﬂ+8CF%Q+8CF%Q+8CWx):—iT” (47)
L0y (P — 770, + 1) — ) (=", + 1) — By (=70, + 1),
@@%+@@%@+@@%@+@@%@=—ﬁw (48)
O, (— U, +7) — 8,(P — 77V, ) — By~ + 77,
0.(T™) + 0.(T70.) 4+ 0,(T™"0,) + 0y(T"y) = 17 (49)

P
—0p(—7 vy + 1) — Oy (=7 vy + 7Y) — 8,7(—2 — ", + W"").
T
Nelivirran sdilymisyhtélo saa vield lisdtermin [22]

O-N” + 0x(N"vz) + 0,(NVv,) + 0, (NYv,) = _71—NT' (50)

Kummassakin virtaustilanteessa sailymislakien ratkaisu vaatii yhtalon leikkaus-
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jannitystensorille, joka ratkaistaan Israelin ja Stewartin teorian [24] avulla. Tulos

on

1

apm = (op APeBy o i) oyl (w4t e 51
utTh, TW(n UaB 7r) UU@(UW +u7r) (51)
1
— 571'“” (Aaﬂuﬁ;a + Ualni_,z ) — QAMVOC’B?TO[AA’B'DAéﬁ(Up;& + u(;;p),

missa 7, = 21,02 on leikkausjannitystensorin relaksaatioaika, 1, on leikkausviskosi-
teetti ja By on termodynaamisista integraaleista ratkaistavissa oleva arvo, joka on

esimerkiksi massattomalle Boltzmann kaasulle 8y = 3/(4P) [22].

2.5 Hadronikaasu ja kemiallinen irtikytkeytyminen

Materia saavuttaa laajetessaan kriittisen lampaotilan T,., missé se paétyy kvarkkigluo-
niplasman faasista hadronikaasun faasiin. Yleinen malli olettaa, ettd hadronit seké
niiden viritystilat eivat vuoro vaikuta ja ne ovat pistemaisia. Talloin hadronikaasun

suurkanonisen partitiofunktion logaritmi voidaan esittdd muodossa
In(Z) = Zln(Zi),

misséd summa on yli kaikkien hadronien ja niiden viritystilojen [27]. Tyossé tehdyissé
simulaatioissa huomioidaan maksimissaan kahden GeV:n massaiset hadronit. Summan
termit voidaan esittdd muodossa

Vg [~ , E; —
ln(Zi):j:ZWQ/o pdpln(liexp(— T )),

1/2 o1 hiukkasen

missd V' on systeemin tilavuus, g; on degeneraatio, E; = (p* + m?)
energia, m; on hiukkasen massa ja p; on kemiallinen potentiaali [27]. Kemiallisen
potentiaalin voi esittdd muodossa p; = B;jp + Sijts + Qiftg, missd B; on baryoniluku,
S; on outous, (); on hiukkasten varaus ja u:t ovat vastaavat kemialliset potentiaalit

[27]. Hadronikaasun paineen saa ratkaistua paineen perusmadritelmén [27] avulla

Tgi [> , Ei —
27?2/0 pdpln(l:l:exp(— - ))

P(T,pn) = gln(Z) = Z:I:
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Lopullinen tulos hadronikaasun paineelle on
_ Z i(z'zl)n+lT m; i 9i nuz/TK ( mz> . (52)
i n=l1 2m 2 2 T

Hiukkasten lukumaéératiheys saadaan myos kanonisen partitiofunktion avulla

) = 305 = (L2 = 5P

Derivoimalla paineen yhtaloa kemiallisen potentiaalin suhteen, saadaan

Tm i n m;
Neg(T, p) = ZZ (F) 55 9 WTK( T). (53)

i n=1

Yksittédisen hadronin hiukkastiheys hadronikaasussa on siis

00 mQ ; m;
S fes(y)

ja kokonaishiukkastiheys n., on naiden summa.

Seuraava vaihe on hadronien kemiallinen irtikytkeytyminen, jossa hadronien
lukumaéaarad muuttavat prosessit lakkaavat. Téssa tyossa kdytetty kemiallinen irti-
kytkeytyminen perustuu lahteeseen [28]. Kemiallinen irtikytkeytyminen tapahtuu
materian jidhtyessi kemialliseen laimpétilaan T < T, ja voidaan efektiivisesti ottaa
huomioon kemiallisten potentiaalien avulla. Kemiallisten potentiaalien laskua varten
oletetaan, ettéd kaikissa kemiallista ldmpotilaa pienemmissa lampotiloissa dissipa-
tiiviset termit voidaan hylata, jolloin voidaan hyodyntda ideaali fluidin yhtaloité
(L7). Ideaalifluidin hiukkasten nelivirta n* ja entropian nelivirta s* molemmat séily-
vét, jolloin suure n/s on vakio. Fluidielementit kehittyvét siis adiabaattista polkua
pitkin. Tehdaan vielé oletus, ettd baryoni kemiallinen potentiaali g on nolla, jol-
loin hadronien kemialliset potentiaalit riippuvat vain lampdotilasta. Nailla oletuksilla

limpatiloissa T < T" pétee

ni(T, i(T)) _ n;(T",0)
s(T,ps(T))  s(T",0)

(55)

Tyossa hadronit, joiden elinikd on suurempi kuin 10 fm, ovat fluidin elinikdan ndhden

stabiileja ja pienemmallé elinialla epastabiileja. [29]
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Osittainen kemiallinen irtikytkeytyminen perustuu siihen, ettéd yhtalossé (55))
hiukkastiheyden n; sijaan siilyvéa suure on efektiivinen hiukkastiheys ;. Efektiivinen

hiukkaslukumééra (NV; = 7;V) on

N = Ni+ S dPN;, (56)

missa V; on hiukkasten i oikea lukuméara, d;i) on hiukkasten 7 lukumaéara epastabii-
lien hiukkasten j hajoamisissa kerrottuna hajoamistaajuudella ja N; on epastabiilien
hiukkasten j oikea lukumaéra. Kayttamalla efektiivista hiukkastiheyttd yhtalon (55))
avulla voidaan ratkaista stabiilien hiukkasten kemialliset potentiaalit. Epéstabiilien

hiukkasten kemialliset potentiaalit saadaan hajoamistuotteiden avulla
=Y d (57)

missa d;i) on sama kuin aiemmin ja y; on hajoamistuotteen ¢ kemiallinen potentiaali.
2g)

Kaikkien hadronien kemialliset potentiaalit ratkaistaan lampotilan funktiona
osittaisen kemiallisen irtikytkeytymisen avulla. Tyossa tehtya koodia varten kemial-
listen potentiaalien laskenta on toteutettu stabiileille hadroneille jo valmiiksi ldhteen
[19] koodissa, mutta koodi sisélsi epéstabiilien hadronien kemiallisten potentiaalien
laskennan yhtéalon avulla. Kun kemialliset potentiaalit ovat tiedossa, yhtalon
hiukkastiheys riippuu enaé vain lampotilasta.
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3 Kineettinen irtikytkeytyminen Cooper-Frye in-

tegraalin avulla

Kun hadronikaasu on jaahtynyt niin paljon, ettd hiukkaset eivit endd juurikaan
siroa toisistaan, tehdadn kineettinen irtikytkeytyminen, jossa hydrodynaamisesta
simulaatiosta siirrytaén erillisiin hiukkasiin. Kineettinen irtikytkeytyminen toteu-
tetaan kemiallisen irtikytkeytymisen jalkeen infinitesimaalisen ohuella irtikytkeyty-
mispinnalla ¢. Irtikytkeytymispinan méaarittdmiseen on useita tapoja. Hiukkasten
siroamistaajuus riippuu vahvasti lampdotilasta, jolloin vakio lampdotila tai vakio ener-
giatiheys on hyva valinta. Toinen mahdollinen tapa on niin sanottu dynaaminen
irtikytkeytyminen, missa keskiméarainen sirontataajuus on suunnilleen yhtéa suuri

kuin fluidin laajenemisnopeus. [19]

Teoreettisten ladhtokohtien kappaleissa 2.2-2.5 kaytiin lapi, miten hydrodynaamis-
ten suureiden kehitys saadaan laskettua. Hydrodynaamisten suureiden avulla voidaan
maarittad irtikytkeytyvien hadronien lukumaéaréitiheydet ja liikeméarariippuvuudet,
kun kaytetddn Cooper-Frye integraalia [13]. Irtikytkeytymispinnan o lépi kulkevien
hiukkasten lukuméara on

N = / N*da,,

missé do, on pinnan o pintaclementti. Hiukkasten nelivirta yksihiukkastiheyden

avulla on ([20))
3

d
N“Z/Z;p"f(xm)-

Jokaiselle hadronille on oma yksihiukkastiheys, joten yhtélo kertoo aina vain yhden
hadronityypin hiukkasnelivirran. Sijoitetaan tama pintaintegraaliin ja kerrotaan

lauseketta energialla sekéa derivoidaan puolittain liikeméarallé, jolloin saadaan

dN d 3
% = d;gp/U/d pp'f(x, P)dau-

Leibniz integroimissddnnon nojalla pintaintegraalin ja derivoinnin jarjestys voidaan
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vaihtaa, mika mahdollistaa Cooper-Frye integraalin esittdmisen seuraavassa muodossa

AN
B = /U P f(x, p)do,. (58)

Yhtalo antaa tiedon siitd, miten hiukkaslukumaara riippuu jostain liikeméaran
komponentista, kun muut komponentit integroidaan pois. Integroimalla yli koko
liikemadraavaruuden saadaan hiukkaslukumaéralle odotusarvo. Seuraavissa osioissa

keskitytadn tamén integraalin ratkaisuun.

3.1 Puskuinvariantti ratkaisu termisessi tasapainossa

Ratkaistaan seuraavaksi Cooper-Frye integraalille yksinkertaisempi muoto puskuin-
variantissa tapauksessa. Aloitetaan muodostamalla yhtélossa esiintyville neli-
vektoreille rapiditeettien avulla muodot, mitka puskuinvariantin oletuksen avulla
yksinkertaistuvat. Fludin irtikytkeytymispinta ¢# on kolmiulotteinen pinta neliu-
lotteisessa aika-avaruudessa ja puskuinvariantti oletus tarkoittaa, ettd pinta on
riippumaton z suunnan nopeudesta. Téll6in koordinaatistossa, joka laajenee fluidin
mukana z suunnassa ja kulkee nopeudella v = (0,0, v,) laboratoriokoordinaatistoon

nahden, irtikytkeytymispinta voidaan esittdd kahden muuttujan avulla

O-/‘u = (T(x7 y)? x? y? O)?

missd 7(z,y) on irtikytkeytymispinnan 7-komponentin parametrisaatio. Tasta kaan-
teisella Lorentz muunnoksella saadaan irtikytkeytymispinta laboratoriokoordi-

naatistossa

Uu = (’}/T(:C’ y)7 x? y? 77—('1.7 y)/UZ)7

missd v = (1 — v2)71/2. Kun 7 on taas aika-avaruus rapiditeetti, niin yht&lo saadaan
muotoon
ot = (7(x,y)cosh(n), z,y, 7(z,y)sinh(n)). (59)

Yleinen muoto differentiaaliselle pinta-alkiolle on [12]

da¥ O OoP

do, = €urp—————
On = Curdo on Ox Oy

dndzdy, (60)

missa €,,5, on antisymmetrinen neliulotteinen Levi-Civita-symboli ja €123 = —1.

Differentiaalisen pinta-alkion ensimmaéaisessa komponentissa on vain yksi nollasta
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poikkeava termi irtikytkeytymispinnan sijoittamisen jalkeen

Otsinh(n) 0z Ay

I = — h .
o o ayalnala:aly rcosh(n)dndzdy

dUo =€0312

Toisessa komponentissa on kaksi termia

Otcosh(n) Orsinh(n) dy Otsinh(n) Orcosh(n) dy

doy =(€1032 on or Oy + €1302 on o7 @)dndxdy
_or, 9 _or
—Ta—x(—smh (n) + cosh®(n))dndzdy = T%dndxdy.

Kolmas seké neljas komponentti lasketaan taysin vastaavalla tavalla ja pinta-alkio

saa muodon

or Or

do-# = _[i](005h<77)7 _%7 _%’

—sinh(n))rdndzdy, (61)

missd merkki valinnan [+] = Sign(97'/97) avulla pinnan normaali osoittaa matalam-

paa lampotilaa kohti.

Termisessé tasapainossa yksihiukkastiheysfunktio saadaan yhtalon avulla

1

exp(piuu;_“) +1’

(62)

f(x,p) =

merkkivalintana plus fermioneille ja miinus bosoneille. Laajennetaan yksihiukkasti-

heysfunktio sarjakehitelména seuraavalla tavalla

1 1 00 00
[ — E —Z\N _ § 1 n—1_—xn
1 01— (Fe®) ‘ HZO(R ) nzl(]F e

missd © = (p*u, — p)/T'. Sarja suppenee tasaisesti, kun |e”*| < 1. TAm& on yhtépi-
tava ehdon p*u, = E, > u kanssa. Tama tarkoittaa sitéd, etta hiukkasen energian
lepokoordinaatistossa on oltava suurempi kuin sen kemiallinen potentiaali. Tama on
totta raskasionitorméyksissa, joten yksihiukkastiheydelle voidaan kayttaa sarjakehi-
telméaa. Cooper-Frye integraalin muokkaaminen aloitetaan sijoittamalla yhtaloon
yksihiukkastiheysfunktion sarjakehitelma. Koska integroitava sarjafunktio suppenee

tasaisesti, integrointi ja summaus jarjestys voidaan vaihtaa, minké jélkeen yhtélo
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voidaan esittdd muodossa

dN 1 & B nu —nptu
Jolmig S (1) / P exp(C My
Pp  (2n) n:1(¢ ) Uexp( T Jexp( T )ptdo, (63)

Seuraava vaihe on kirjoittaa pistetulot pu,, ja p*do, auki ja sieventaa.

Muokataan ensin integrointia varten liikeméaran ja nopeuden lausekkeiden muo-

toja. Hiukkasen liikemaaran rapiditeetti on

= -1 . 4
Y 2H<E_pz> (64)

Poikittaismassan my ja poikittaisliikeméaardn p, méaritelmat ovat:

mr =\/m?+p7 ja Pr= (P2 Dy)

Hiukkasen energia ja liikeméaran z-komponentti voidaan esittdd rapiditeetin ja

poikittaismassan avulla, jolloin neliliikemadra on

p" = (mpcosh(y), pr, mrsinh(y)). (65)

Muunnetaan hiukkasen nopeus (7, n)-koordinaatistoon. Koordinaatistossa, joka kul-
kee hiukkasen mukana z-akselin suunnassa, hiukkasen sijainti on z'* = (¢, x,y,0) ja

nopeus on

dx'™ dx'M dx'™

- = = S, = 1 T 707
i~ avE=—m=g g = L)

/
u*

missi 77 = (1 — 02 — 22)~/2. Muunnos laboratoriokoordinaatistoon onnistuu kéiéin-

teisen Lorentz muunnoksen avulla, jolloin nelinopeudeksi saadaan
ut = yp(cosh(n), vy, vy, sinh(n)). (66)

Lasketaan pistetulo neliliikemaaran ja nelinopeuden valilla ja sievennetadn

tulos hyperbolisten funktioiden erotuskaavan avulla, mika johtaa tulokseen

p"u,, = yrlmrcosh(y —n) — pr - vrl. (67)
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Vastaavalla laskulla neliliikemaéran ja pinta-alkion pistetulo antaa

pdo, = [£](~mrcosh(y — i) + p* 5 + pyg;)fdnd:vdy- (68)

ox

Kun edellé lasketut nelivektorien pistetulot sijoitetaan integroitavaan lausekkee-
seen ja jaetaan pinnan o integrointi yli aika-avaruus rapiditeetin seké pinnan

xy-tason parametrisoinnin S(z,y), saadaan integraalille seuraava esitys

dN > nu —nyp[mrcosh(y — n) — pr - vr)
joja 1)1 / /
&p (zn 7 U L e el T )
X [£](=mrpcosh(y —n) + pmg; + pya—y)rdndxdy.

Siirretdan termit, jotka eivét riipu aika-avaruus rapiditeetista ulos sen integraalista ja
liséiksi, koska hyperbolinen kosini on parillinen funktio, muuttujan vaihdon y —n — 7

jalkeen yhtéalo sievenee muotoon

N 1 & .
Ed—: (F1)" /S( [i]dedyexp(nu+n7TpT VT)

d3p (27T)3 — z,y) T
X [—mp2 /OO dn Cosh(n)exp(_n,miTCOSh(n))
0 T
or or —n~yrmgcosh(n)
— )2 .
R e A e

Toisen tyypin modifioitu Besselin funktio voidaan esittéda integraalimuodossa
K, (z) :/ dn cosh(an)e=coshn, (69)
0

missa x > 0. Kayttaen hyvaksi tata esitysta, voidaan aika-avaruus rapiditeetin

integraalit esittdd Besselin funktioiden avulla

dN -2 & np + nyrpy - Vr
ar yn-t / +)rdad
@p (27 g W S<z,y>[ Iriudy expl r ) (70)
nyrmr 87’ 87‘ nyrmr
K — Ky )

Tama on puskuinvariantti ratkaisu Cooper-Frye integraalille termisessé tasapainossa.

Yleensé hiukkasten liikeméaarariippuvuutta tarkasteltaessa kaytetadn litkeméaréan

rapiditeettia seké poikittaisliikeméaéarda, mitd varten yhtalon vasen puoli muokataan
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seuraavalla tavalla

AN AN dp,._, dN AN
E f— E f— ) f— .
d3p dp.dPpr dy~  dyd*py  dyd*pr

Esitetdan viela poikittaisliikeméaaravektori napakoordinaatistossa, missé siade on pr

ja kiertokulma on ¢. Talloin hiukkasjakauma saa muodon

AN AN
dyd*py  dyprdprdd’

Integroimalla yli kulman ja rapiditeetin saadaan funktio dN/dpr, joka kuvaa hiukkas-
ten pp riippuvuutta ja integroimalla rapiditeetin sijaan séteen pr yli saadaan funktio
dN/dy, joka kuvaa rapiditeetti riippuvuutta. Integroimalla molempien yli saadaan
odotusarvo hiukkaslukumaérélle. Huomattavaa on myos se, ettd puskuinvariantti
Cooper-Frye integraali ei endd riipu rapiditeetista y, joten jakauma dN/dy on
vakio. Puskuinvariantissa ratkaisussa hiukkastiheydet eivat siis riipu liikeméaaran
rapiditeetista ollenkaan. Seuraavassa kappaleessa lisdtaén ratkaisuun leikkausviskosi-

teetin korjaustermi ja edelleen tulos on liikeméaéaran rapiditeetista riippumaton.

3.2 Puskuinvariantin ratkaisun korjaustermi

Tasséd osiossa yksihiukkastiheysfunktioon lisdtaén leikkausjénnitystensorista 7

aiheutuva korjaustermi , jolloin funktio saa muodon

A PP T
f feq+feqfeq2T2( eq—I—Peq)

missa f., on yksihiukkastiheysfunktio termisessa tasapainossa . Cooper-Frye

integraali on talloin

do,.

dN 1 a a Al prp” T v
Bp  (2n) / Jea ¥ P Jeadeapmie 3
Integraalin voi jakaa kahteen osaan integraalin additiivisuuden nojalla. Ensimmainen

termi on sama kuin ideaalin Cooper-Frye integraalin ratkaisu ja toinen on

seuraava korjaustermi

doN) 1 apr 5 PPTw
Bp  (2n) / feqf%T?( eq+Peq)dU
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Korjaustermin laskun vélivaiheet ovat vastaavanlaiset kuin edellisen kappaleen

ideaalifluidin ratkaisun. Ensin muodostetaan funktion f, f:q sarjakehitelma, kun
x = (p"uy — @)/ T

Fafa = 7 g~ LE T E (@)

missa taas vaaditaan, ettd ehto E, > p toteutuu. Integrointi- ja summausjérjestys

voidaan taas vaihtaa, jolloin korjaustermi voidaan jakaa kahteen osaan

d(ON) _ ] _ PP T
E 1 n— / a nT H d
&p 27r 3 Z 1) l LT TP ha

a,—(n+1l)x p p Ty d
]F”/ap ¢ 3T (eeg + Pog) 0

Tehtévaksi jaa etsia yleinen ratkaisu seuraavalle funktiolle

_ PP T
OT2(e0y + Pog)° (72)

minké avulla esitettyna korjaustermi saa muodon

dﬁg) = S F) M) FuF (4 )] = F() + 3 (F) 0 Fw).  (73)

n=1 n=2

E

Edellisessé osiossa on muodostettu pistetulot p*u,, @ ja ptdoy, . Termi pHp“7,,
taytyy vield esittda muodossa, missa 7 integrointi onnistuu analyyttisesti. Liikemaéra

(t, z) koordinaatistossa on

p!* = (mrcosh(y), pr, mrsinh(y)).

Leikkausjénnitystensori on muodostettu (7, n)-koordinaatistossa, joten muunnetaan
lilkeméarda myos tahan koordinaatistoon muunnosmatriisin @ avulla. Kun tulosta vie-
la sievennetaén hyperbolisten funktioiden erotuskaavan avulla, saadaan liikemaaraksi

(7,n)-koordinaatistossa

mr .
Pt = (mpcosh(n —y), pr, 7smh(77 - y))
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leikkausjannitystensori m,, on symmetrinen, joten pistetulon jalkeen

. T
P Ty, = [cosh2( — )y, + sinh( — ) 2] (74)

+[(px)27rxx + 2p"pY sy, + (py)zﬂyy] + 2mpcosh(n — y) [P 7ry + pyﬂ‘ry]
WTU]

ﬂ—l'
+2mpsinh(n — y)[p* T” —l—py Zom + mpcosh(n — y)
Fluidin laajenemisnopeus on méaritelty samalla tavalla kuin aiemmin, joten 7 = 0
ja leikkausjannitystensori ei riipu aika-avaruus rapiditeetista. Talloin yhtalossé
Ty = Tap = Ty, = 0. Sijoitetaan funktioon F yhtdlon tulos, jaetaan integrointi
osiin ja tehdadn muuttujan vaihto n — y — n kuten aiemmassa osiossa, jolloin F

voidaan kirjoittaa muotoon

-2 ny + nyrPr - Vr 1
F(n) = / +rdad
(n) (2m)? (o HIT ATy exp( T )2T2(eeq—|—Peq)
—n~yprmrcosh(n)

X [mr /OO dn cosh(n)exp( T )

L 0T 87 —nyrmycosh(n)
—(p" P +p / dn exp( T )]

7T T T
X mi, [Cosh2(n)7rﬁ + smhz(n)g] + [(p") g + 20" P! Ty + (0¥)?7y)

+2mycosh(n) [p°mre + P70y

Muokataan seuraavaksi aika-avaruus rapiditeetin integraalit toisen tyypin modifioi-

tujen Besselin funktioiden integraaliesityksen muotoon. Avataan ensin sulkeet ja
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merkitdan 5 = ypmyp /T, jolloin funktio saa melko monimutkaisen nékoisen muodon

7)oy

X {mT m /Oo dn cosh®(n)exp(—nSBcosh(n)) .,
0

_|_m2T/ dn cosh(n)sinhQ(U)GXP(_”BCOSh(n))%
0

np + nyrPy - Vr 1
+|rdxd
/S(z,y)[ Irdady exp( T )2T2(eeq + Peq)

+2mT/O dn coshQ(n)eXp(—nﬁcosh(n))(pmwm +pYmry)

BBV e + 207 P ey + ()]

_< ‘T&_i_ y&—)
b ox b dy

—i—m%/o dn SinhQ(U)exp(_nﬁ(?OShW))% + 2mp Ky (nB)(p" e + pY1ry)

m /OOO dn cosh?(n)exp(—nBcosh(n))m»

+K0(n5)[(px)27rm + 2p"pY ey + (py)27ryy]} }

Edellisessé lausekkeessa esiintyvéa hyperboliset funktiot voidaan esittda seuraavalla

tavalla
2n 2 —2n 1
cosh () == = (cosh(2) + 1)
2n __ 2 —2n 1
sinh? () =~ = J(cosh(20) 1),

cosh®(n) :;(cosh(n)cosh(Zn) + cosh(n))
:i(cosh(?)n) + 3cosh(n)) ja

cosh(n)sinh?(n) :i(cosh(?m) — cosh(n)),
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jolloin toisen tyypin modifioitujen Besselin funktioiden integraalimuodot on

tunnistettavissa ja funktio F voidaan esittdd muodossa

—2

F(n) :W/S[:I:]dedy exp(

ny + nyrPr VT) 1
T 272 (eeq + P.y)
3
L Ka(nB) — Ka(nB) 75
Ko (nf) + Ko(nB))(p" e + p7r,)

+mr K1 (nB)[(p%) Taw + 20" P70y + (pY)7y,)

(75)

« {nfr[Kg(nﬁ) + 3K (n )] +

2

0 0 7
(o G ) | ) + Ko + S () — Ko(nd)) Ty

2 (08) (07T + '7ry) + Ko(mB)(7 )V e + 207y + ()|

Yhtédlon (75)) avulla voidaan ratkaista termit F(n) ja sijoittaa yhtdloon (73)), jolloin

saadaan leikkausviskositeetista aiheutuva korjaus.

3.3 Liikemaarien simplaysmenetelma

Kolmiulotteista Cooper-Frye integraalia ei voi sieventad ja sen ratkaiseminen on
numeerisesti tyolasta. Késitellaan tissé osiossa Conventional sampling [14] simplays-
menetelmad. Menetelméssa ensin arvotaan irtikytkeytymispinnalle hadronit ja tdméan
jalkeen yksittéisille hadroneille luodaan litkeméérat Cooper-Frye integraalin avulla.
Ratkaisutapa on vastaava kuin lahteen [26] kappaleessa 3. Lahteessa [30] on kiytetty
sdmplaysmenetelmad muodostamaan konkreettisia tuloksia hyodyntden [P-Glasma
mallia [10] alkutilalle. Taméan tyon yhteydessd muodostetaan Python-koodi, joka
toteuttaa saman sdmplaysmetodin ja sita on tarkoitus kayttda EKRT-alkutilamallin
[11] kanssa.

Koska samplaysprosessi ei ole yksikasitteisesti méaritelty, sen toteutukselle 16ytyy
useita eri tapoja Conventional sampling metodin lisdksi. Suoraviivainen ratkaisu,
joka tassa tyossa tehdaén, on olettaa suurkanoninen statistiikka, jolloin séilymislait
patevat keskimadraisesti, mutta suureiden todelliset arvot fluktuoivat ja eivat saily
[31]. Kokonaiskuvana hybridimallin on kuitenkin tarkoitus muodostaa realistisia
yksittaisten ydinten torméayksia, jotka noudattavat sailymislakeja, jolloin irtikyt-
keytyminen luontevasti noudattaisi niitda myo6s. Téssa tyossa ei tdhédn ongelmaan
syvennyta tarkemmin, mutta simplays voidaan toteuttaa myos siten, etta sdilymislait

toteutuvat koko irtikytkeytymispinnalla, mutta talléin ne eivat toteudu jokaisessa
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elementissé [31].

Jokaisen irtikytkeytymispinnan elementin do,, keskimaaraisen hiukkaslukumaaran
antaa yhtélo [12]
negutdo,, jos utdo, >0
(N) = (76)
0 muulloin
missa ne, on keskimaardinen hiukkastiheys termisessa tasapainossa ja se saadaan
yhtalon avulla. Jos irtikytkeytymispinnan elementissé fluidi virtaa takaisin
pinnan sisaan, termi u#do, on negatiivinen ja keskiméérdinen hiukkasten lukumaara
asetetaan nollaksi. Oletetaan téssé suurkanoninen statistiikka, jolloin todennéakoisyys
hiukkaslukumaédralle N keskiarvolla (N) on [14]

L(N)Ne= V), Boltzmann stat.
NYN(1+ (N))"1=¥ Bose stat. (77)
NN (1 — (NN Fermi stat.

Vaikka kaytossa onkin Bose tai Fermi statistiikka, kaytetdan todennédkoisyytend
P(N) Boltzmann statistiikan tulosta. Taméa helpottaa hiukkasten muodostamis-
prosessia huomattavasti, koska Poisson jakauma on additiivinen. Poisson jakauma
on hyva approksimaatio, silla poikkeama Bose-Einstein ja Fermi-Dirac jakaumista
lampatilavalilla 135 — 165 MeV on alle 10% [26].

Jokaiselle irtikytkeytymispinnan elementille siis arvotaan hiukkasten lukumaéra
Poisson jakaumasta keskiarvolla, joka saadaan yhtalostéa . Pintaelementtiin
muodostuneella hiukkasella on todennékéisyys nl,/neg, missé n/, on hadronin i
hiukkastiheys , ettda hiukkanen on kaikista tarkasteltavista hadroneista juuri
tyypin ¢ hadroni. Ndiden todennéakoisyyksien avulla muodostetaan kumulatiivinen
tiheysfunktio, minké avulla arvotaan hiukkasille hadronityypit. Téssa vaiheessa on
muodostettu lista hiukkasia, joista jokaiselle on tiedossa, missé pintaelementissa
hiukkanen sijaitsee ja mikd hadroni hiukkanen on. Seuraavassa osiossa kasitelldan,

miten hiukkasille muodostetaan liikeméarat.

Cooper-Frye integraali antaa hiukkasten lukuméaratiheyden integroitaessa
yli liikkeméédraavaruuden, jota voidaan ajatella todennékoisyytend. Talloin itse Cooper-
Frye integrandi on tiheysfunktio. Jokaiselle irtikytkeytymispinnalle muodostuneelle

hiukkaselle on sen paikasta ja hadronityypista riippuva oma Cooper-Frye integrandin
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antama tiheysfunktio

AN (27) 3 feq + 0 fIptdo,/p°  jos ptdo, > 0ja feg +0f >0

d’p 0 muulloin

(78)

Tiheysfunktio téytyy asettaa nollaksi tapauksissa, joissa funktio saa negatiivisia arvo-
ja. Naita ovat tapaus, missa p*do,, on negatiivinen, jolloin hiukkanen etenee takaisin
fluidiin seké tapaus, missa approksimaatio f., + Jf antaa negatiivisen arvon toden-
nakoisyydelle. Liikeméaérien arpominen yhtélon avulla on helpoin tehda fluidin
lepokoordinaatistossa, koska silloin yksihiukkastiheysfunktiossa esiintyva termi p*u,,
riippuu vain liikemaaran itseisarvosta. Hydrodynaamiset suureet ja irtikytkeytymis-
pinta maariteltiin (7,7) koordinaatistossa, mutta yksinkertaisuuden vuoksi siirrytaan
ensin tutumpaan karteesiseen koordinaatistoon muunnosmatriisilla . Merkitaan
jatkossa hiukkasen liikeméaraé fluidin lepokoordinaatistossa ¢*:lla. Kun liikeméaéré
on samplétty se muunnetaan liikemaaraksi laboratoriokoordinaatistoon p* kéanteisen

Lorentz muunnoksen avulla.

Liikemééarien arvonta vaatii paljon laskutehoa tapauksessa, jossa liikeméarien
komponentit arvotaan tdysin satunnaisesti, mutta funktio painottuu tietyille
liikeméaran arvoille. Téll6in suurin osa arvauksista joudutaan hylkadmaéan. Parempi
ratkaisutapa on muodostaa yksinkertaisempi funktio, joka peittad kyseisen tiheys-
funktion ja sen muoto mukailee tiheysfunktion muotoa. Arpominen tehddén
siis Acceptance-rejection sampling metodin avulla [30]. Kayténnossa taytyy etsié
todennakoisyystiheysfunktio g, jonka avulla osataan muodostaa liikeméaria ja se

toteuttaa epayhtalon
'7q < Mg(q), (79)

jollain vakiolla M ja kaikilla liikeméaérdn q arvoilla. Arvotaan liikemaéra q ja luku

Xrej € [0, 1]. Arvottu liikemééra hyviksytdan, jos seuraava epayhtdld toteutuu

1 dN

Mg(q) Pq (80)

Xrej <

Seuraavaksi kdydéaan yksityiskohtaisesti ldpi, miten todennakoéisyystiheysfunktio g

muodostetaan.

Hiukkasten suurin liitkemééran itseisarvo ¢ = |q| lepokoordinaatistossa on jokin

Qmaz- Jaetaan litkkeméédravali [0, QQ,nq.] tasaisiin osavéleihin 0 = qp < ¢1 < ... < @ =



39

Qmaz, missd m € N. Tarkoituksena on etsid jokaiselle osavilille vakiot P; siten, etté

mille tahansa osavilille [¢;, ¢;+1] rajoitettuna funktiolle (78)) patee

dN
e <P, (81)
q [9i,qi+1]
riippumatta siitd, mika litkeméara vektorin q suunta on. Maéritellaan vakioiden P;

avulla funktio P : {q: ¢ < Quaz} — R,

-Piv kun q € [Q’H q¢+1[
P(q) = (82)
P,_1, kunq=q,

Funktiolle P(q) pétee
T < Pla) (83)

joten se vastaa yhtdlon (79)) funktiota Mg(q). Téllaisen funktion avulla arvotut
liikeméarat seuraavat samplattavan funktion muutoksia radiaalisessa suunnassa,
mutta orientaatio muodostetaan taysin satunnaisesti. Seuraaksi katsotaan, miten

funktiota P hyodynnetddn litkeméaarien muodostamiseen.

Integroidaan ensin funktiota P(q) yli koko méarittelyjoukon

/d3qP /dQ/ ¢2dg P(q) = 47 Z /q”l ¢dq P,

Git1 47 ™ m—1 47
=Ar Z B / qu = 3 Pz(Qi-H - qf) = ?Nma
i=0
missd on kéytdssd lyhennys merkintd Ny, = S5 Pi(¢3,, — ¢?), kun k < m. Normi-
tetaan P(q) jakamalla termilld 4?’T/\/'m, jolloin etsitty todennékoisyystiheys funktio
g(q) = (AFN,,) "' P(q) ja vakio M = 2TN,,. Muodostetaan funktion g(q) integraali-

funktio, joka riippuu vain liitkem&éran itseisarvosta. Kun ¢ € [qx, qx11], saadaan

/d3qg Nm 1472/%1 ¢°dq P;
1=0 "1
1
[ZR G = @)+ Pela’ = a@))] = 5~ [Nic+ Bule’ — ).
m i=0 m

Y1l4 oleva integraali maarittdé seuraavan kumulatiivisen tiheysfuktion P : [0, Qnaz] —



P(q) = J\ﬁ {Nk + Pi(q® — qi’)}, kun g € [gr, @il (84)

1, kun g = ¢,
Muutamia térkeitd huomioita funktiosta P. Lahtojoukkona on liikeméaérén itseisarvo
eikéd kolmiulotteinen liikemaaraavaruus, kuten funktiolla g(q). Kuitenkin liikemaéran
itseisarvon voi muodostaa yhtédpitavéisti kumman tahansa funktion avulla. Koska
tiheysfunktion P muoto riippuu siitd, millé litkeméaarévélilla ollaan, kdénteisfunktiota
ei voi muodostaa suoraan. Funktio taytyy ensin rajoittaa jollekin liikemaara vélille,
minka jalkeen sen voi kiddntad. Arvotaan luku x vélin [0, 1] tasajakaumalta ja etsitaan

pienin k£ < m, jolle

Nt
N,

Kéadntden yhtilo antaa liitkeméédran P~1(x), joka on vélilla [qx, qr+1]. Voimme rajoittaa

X < Pqes1) =

funktion kyseiselle vélille, jolloin kadnteisfunktio voidaan muodostaa. Liikemaéaran

itseisarvo ¢ saadaan kadnteisfunktion avulla

¢=P(x

Nm—N 1/3
= ()

Arvotaan seuraavaksi litkeméaaralle orientaatio muodostamalla satunnaiset kulmat

0 =arccos(1 — 2xy),

¢ :27TX¢7
missé Xp ja X arvotaan nollan ja yhden valiltd. Arvottu liikkemaara on
q = ¢(sin 0 cos ¢, sin @ sin ¢, cos 0). (85)

Yhtélon (83)) nojalla liikeméaara vélin arvontaan pétee

dN 47

$ESH®=§fwm%

joten acceptance-rejection sampling metodin nojalla liikemaéara hyvaksytaan, jos

epayhtélo toteutuu eli
1 dN

PQ) Pq (86)

Xrej <
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missé Xre; on arvottu nollan ja yhden vélilta.

Hiukkasten liikemadrien samplaysmetodi on esitelty ja tehtavina on enda muo-
dostaa vakiot P;, joiden avulla voidaan muodostaa funktio P . Arvioidaan yhtéa-
loa fluidin lepokoordinaatistossa ylospéain ottamalla itseisarvot ja kayttamalld

kolmioepéayhtéloa, jolloin

dN 1

- |4"q" T | } — /0
—_— < — 1 "
d3q = (27T)3 feq(q) + feq(Q) 2T2(€€q + peq> ’q do—ll/q |7

kaikilla litkem&arilla q, joilla |q| = ¢. Ylaviivalla merkitty tensori on tensori fluidin
lepokoordinaatistossa. Leikkausviskositeetti on kohtisuoraan fluidin laajenemisno-
peutta vastaan, jolloin fluidin lepokoordinaatistossa 7, u" = 7, = 0. Liikemé&érille

pitee ¢* < ¢ < g, joten saadaan arvio
1D d"d Tl =13 d'dmyl < Y 1d e lTy] < ¢ Y 17yl
pv ij ij ij
Liikemaérien arvion avulla saadaan myos
13 Lo, < X\ L | = ool + Y 1% | < [doo] + o
7 o, < 7 o, = |dog |0 ai| < lday _ |dail.
1 1 i i

Kayttamalla viela seuraavaa tulosta skalaarille u#do, = utdo, = do, saadaan
peitefunktio F'(q) [26]
dN 1 > ¢ > [T

% S (QT)Sfeq(Q) [1 + feq(Q) 2T2(€eq + Peq)

[(udo,| + 1ol = Fla). - (87)

Peitefunktiota F' voidaan kédyttaa vakioiden P; muodostamiseen, silld se peittaa
funktion kaikilla liikemadran arvoilla ja riippuu vain liikemaéran itseisarvosta.
Liikeméaérévélien [g;, ¢;+1] lukuméaaran m taytyy olla niin suuri, etté peitefunktion
F toinen derivaatta ei muuta merkkidan vélilla. Télloin funktion kéyttaytyminen
on arvioitavissa paatepisteiden derivaatan avulla. Jos molemmat derivaatat ovat
negatiivisia, funktio on laskeva valilla [g;, ¢;1+1] ja maksimi on F'(g;) = F;. Vastaavasti
positiivisilla derivaatoilla valin maksimi on F(g;1) = Fjy1. Jos ensimmaéinen deri-
vaatta on negatiivinen ja toinen positiivinen, funktiolla on valilla lokaali minimi ja
talloin maksimiarvo on max{F;, Fi;;}. Vaikein tapaus on ensimmaéisen derivaatan

ollessa positiivinen ja toisen negatiivinen, jolloin funktiolla on lokaali maksimi vélilla
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[¢i, ¢i41]. Ratkaisumetodi télle tapaukselle esitellaan kuviossa . Pisteiden F; ja F; 4
kautta kulkevien tangenttisuorien leikkauspisteen x saa ratkaistua asettamalla niiden

yhtalot yhté suuriksi

doFix + F; =d Fipix + [Fiyn — dgFipa (i — i)
1

gt i — Yqgliit+

missa merkinta d, tarkoittaa liikemaaré derivaattaa. Funktion maksimiarvoksi ar-

vioidaan tangenttisuoran arvo pisteessi x

d,F,
max F(q)~ Fy+d,Fix = Fy+ [Fipy — F; — dyFiq (1 — ¢)] .
nax (q) g [Fita oFiv1(qin qr)]qul,_aqui+1

of X Qi+1

Kuvio 1. Kuvassa on esimerkkitapaus, miten valilla [g;, ¢;11] ratkaistaan vakio
P;, kun funktion liitkemaéra derivaatoille patee d,F; > 0 ja d,Fi;1 < 0. Pisteille
F; ja F; 11 muodostetaan tangenttisuorat ja ndiden leikkauspisteessa = saadaan
vakion P; arvo.
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Maaritelladn vakiot P; edella mainittujen funktion F' maksimiarvojen avulla

Fi= max F(q) (88)
F; jos doF; <0 ja d,Fiy <0
Fi jos dgF; >0 ja dyFip 1 >0

= ymax{F;, Fi11} jos d,F; <0 ja dyFipq >0

Fi+[Fiyn— F, — dgFi

dyF; . .
X (qiv1 — Qi)]m jos dgF; >0 ja dgFiq <0

Tehdéaan lopuksi lyhyt koonti liikeméarien sampldysmenetelman toiminnasta.
Aluksi jokaiselle irtikytkeytymispinnan elementille arvotaan hiukkasten lukumaéra.
Jos hiukkasten lukuméara on nollasta poikkeava, kaikille hiukkasille arvotaan, mita
hadroneja ne ovat. Jokaiselle hadronille muodostetaan oma kumulatiivinen tiheys-

funktio (84), minké avulla liikkemééréit arvotaan. Jos arvottu litkemdérd toteuttaa
ehdon (B0)), se hyviksytaan.
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4 Tulokset

Téssé osiossa tarkastetaan, kuinka hyvin kappaleen 3.3 hiukkasalgoritmilla muo-
dostetut hiukkasten liikeméarit noudattavat Cooper-Frye integraalia. Seuraavaksi
kaydaan lapi, miten hiukkasalgoritmi muodostettiin, miten sen testaus toteutettiin
ja mita tuloksia testit antoivat.

Tyon yhteydessa kirjoitettiin kappaleen 3.3 metodia kéyttden Python-koodi, joka
lukee hydrodynaamisesta simulaatiosta [19] saatuja irtikytkeytymispintoja, tuottaa
niissd muodostuvat hiukkaset ja sdmplad hiukkasille liikeméaarat. Kappaleen 3.3
metodia ja sen pohjalta kirjoitettua koodia testattiin vertaamalla tuloksia samasta
irtikytkeytymispinnasta suoralla integroinnilla ratkaistuihin hiukkasjakaumiin. []

Samplaysmenetelmén toteuttavan Python-koodin rakenne on seuraava. Ensin
muodostetaan kaksi taulukkoa, joista ensimmaéiseen puretaan pintaelementtien data,
joka siséltda pintaelementin paikan, fluidin nopeuden, energiatiheyden, leikkausjan-
nitystensorin ja irtikytkeytymispinnan normaalivektorin ja toiseen data alle 2 GeV
massaisista hadroneista. Vektorit seka tensorit muunnetaan karteesiseen koordinaa-
tistoon ja tamén jalkeen samplaysta varten leikkausjénnitystensori seké irtikytkey-
tymispinnan normaalivektori muunnetaan fluidin lepokoordinaatistoon. Puuttuvia
suureita ovat lampotila ja paine, jotka saadaan hadronikaasun tilanyhtélosta |15]
energiatiheyden avulla, seka kemialliset potentiaalit, mitké ratkaistaan Kappaleessa
2.4 esitellyn metodin avulla.

Tassé vaiheessa kaikki vaadittava pohjatieto samplayksen toteuttamiseen 10ytyy.
Seuraavaksi ratkaistaan hadronien hiukkastiheydet kaikissa pintaelementeissa, ja
arvotaan niiden avulla mihin elementteihin muodostuu hiukkasia ja mita hadroneja
ne ovat. Lopputuloksena muodostetaan taas uusi taulukko, joka antaa jokaiselle
generoidulle hiukkaselle pintaelementin, hadronityypin ja kemiallisen potentiaalin.
Taulukon hiukkasille muodostetaan omat peitefunktiot, joiden avulla toteutetaan
liikeméarien samplays. Liikemadrdvalin jakaminen sataan osavéliin toimi hyvin
peitefunktioita tehdessd, koska silloin funktion muodostaminen onnistui nopeasti ja

se tekee samplayksestéd tehokkaamman.

IKiitos Jussi Auviselle, joka laski kiytetyt hiukkasjakaumat ja tarjosi irtikytkeytymispinnat.
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Python-koodin optimointi vaatii kaikkien laskutoimitusten vektorisointia, mika
on erityisen haastavaa liikeméaaria sampléatessi. Toteutuksessa kaikille hiukkasille
ensin arvotaan kaksi liikeméarda ja ensimmaéinen hyvéksytty liikeméaéra tallennetaan.
Hiukkaset, joille ei muodostunut ollenkaan hyviksyttyja liikemaaria siirtyvat seu-
raavalle kierrokselle, missa arvotaan nelja lilkeméaaraé ja ensimmaéinen hyvéksytty
liikemaéra tallennetaan. Sama prosessi toistetaan aina kaksinkertaisella maarallé
liikemédrien arvauksia, kunnes kaikille hiukkasille 16ytyy liikemé&érat. Lopuksi né-
mé litkemaarat muunnetaan takaisin laboratoriokoordinaatistoon ja muodostetaan
viimeinen taulukko, missa on irtikytkeytyneiden hiukkasten hadronilajit, paikat ja

liikemadarat.

BN p; jakauma samplaten
—— pr jakauma integraalista

025 050 075 100 1.25  1.50
pr (GeV)
0.4
B 4 jakauma samplaten
< 03] — 1y jakauma integraalista
=
~
;O.Q
|
<,
0.1

-2

Y

Kuvio 2. 7" hadronille on muodostettu normitetut Cooper-Frye jakaumat
suoralla integroinnilla sekd sdmpladmalla miljoonan hadronin litkeméarét histo-
grammeihin.

Jokaiselle hadronille on ratkaistu oma poikittaisliikeméérdjakauma dN/dpr seké
rapiditeettijakauma d/N/dy numeerisella integroinnilla . Liikeméaarien muodosta-
mista kappaleen 3.3 metodilla ei voi suoraan verrata jatkuvaan jakaumaan. Metodin
testaamista varten taytyy tehda versio, joka muodostaa vain tiettya hadronia. Téta

hadronia sémplatdan miljoonia kertoja ja néistd muodostetaan normitetut pr seka y
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histogrammit, joita verrataan normitettuihin jatkuviin jakaumiin kuvioissa 2-5. Jos
histogrammien muoto on sama kuin hiukkasjakaumien, lilkeméaérien arvonta toimii
oikein. Keskiméaéraisen hiukkaslukumaéran ja Cooper-Frye integraalin nega-
tiiviset kontribuutiot taytyy hylata sampléys prosessia varten. Jos naita negatiivisia

kontribuutioita 1oytyy, kuvaajat ja histogrammit eivat valttadmatta tasmad.

I p; jakauma samplaten

— pr jakauma integraalista

000 0.5 1.0 1.5 2.0
pr (GeV)
0.4
B y jakauma samplaten

< 0.3 —— y jakauma integraalista
3
~
:Zs 0.2
|
<

0.1

0.0

-2

Y

Kuvio 3. Protonille on muodostettu normitetut Cooper-Frye jakaumat suoralla
integroinnilla sekd samplaamalld miljoonan hadronin liikeméaéréat histogrammei-
hin.

Normitettujen histogrammien ja kuvaajien vertaaminen kertoo vain arvonnan
litkeméarariippuvuudesta, mutta ei sisilld tietoa hiukkastiheyksista. Yhtalon ((76))
arvoa voidaan verrata jatkuvasta jakaumasta integroimalla saatuun hiukkasluvun
odotusarvoon, kun hiukkastiheys lasketaan vain yhdelle hadronille ja summataan
yli kaikkien irtikytkeytymispinnan elementtien.

Testatessa irtikytkeytymispinnasta tarkasteltiin vain pientéd osaa, silla talloin
laskenta aika pysyy lyhyené ja metodeja voidaan silti verrata toisiinsa aivan samalla
tavalla. Testissd muodostettiin tarkasteltavaa hiukkasta noin miljoona kappaletta ja
jokaiselle samplattiin lilkeméaarat. Liikeméarid sémplatessa negatiivisia kontribuutioi-

ta tapahtui vain noin yksi tuhatta muodostettua liikemaéra kohden, joten ne eivét
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vaikuta histogrammeihin. Myo6s jokaisessa testipinnan alkiossa fluidin nelinopeuden
ja pinnan normaalin valinen pistetulo oli positiivinen eli hiukkasvirta oli jokaisessa
pintaelementissé ulospain. Eri metodien antamat keskimaaraiset hiukkaslukumadrat
poikkesivat toisistaan vain muutaman prosentin verran, mika todennédkoisimmin

johtui integroimalla muodostetun ratkaisun integrointi tarkkuudesta.

= 101 I p; jakauma samplaten
E —— pr jakauma integraalista
=107
S
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1 —51
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Kuvio 4. Protonille on muodostettu normitetut Cooper-Frye jakaumat suoralla
integroinnilla sekd samplaamalléd miljoonan hadronin liikemaarat histogrammei-
hin. Kuvaajissa pystyakseli on logaritmisella asteikolla.

Kuviossa 2 on hadronin 7+ jakaumat molemmilla toteutuksilla. Naita verratessa
huomataan, etta rapiditeetti kiaytos on vastaava molemmilla metodeilla, mutta pr
kaytos poikkeaa hieman. Taté eroa ei kuitenkaan ole havaittavissa, kun siirrytaan
pioneja raskaampiin hadroneihin. Kuviossa 3 on vertailu protonille, jonka rapiditeetti
sekéd pr kaytokset vastaavat toisiaan. Kuviossa 4 on sama protonin vertailu, mutta
logaritmisella asteikolla, joka antaa paremman kuvan suurilla py ja rapiditeetti
arvoilla. Jakaumat vastaavat myés toisiaan kuvion 5 hadronille anti 3° (1940), joka
on hadronin sigma antihiukkasen viritystila.

Syy sille, miksi pionien py riippuvuus poikkeaa hieman, on epéselvé etenkin, kun
kaikki muut jakaumat vastaavat toisiaan. samplaysmenetelmassa pioneja muodostui

enemmén pienemmilld pr arvoilla, kuin mitd hiukkasjakauman mukaan pitaisi muo-



dostua. Ero on kuitenkin hyvin pieni ja johtuu todennakoisimmin hiukkasjakaumien

integrointitarkkuudesta.
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Kuvio 5. Anti 3° (1940) hadronille on muodostettu normitetut Cooper-Frye
jakaumat suoralla integroinnilla seké sémplédamalla miljoonan hadronin litkemaa-

rat histogrammeihin.
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5 Paatanto

Kappaleissa 3.1-3.2 on esitetty Cooper-Frye integraalin puskuinvariantti ratkaisu
toisen tyypin modifioitujen Besselin funktioiden avulla seké integraalilla yli irtikyt-
keytymispinnan xy-tason parametrisaation S(z,y). Toisin sanoen kolmiulotteinen in-
tegraali on redusoitu kaksiulotteiseksi. Cooper-Frye integraali termisessa tasapainossa
saadaan yhtalon avulla ja leikkasviskositeetin korjaustermit saadaan yhtaloiden
ja avulla. Puskuinvariantti approksimaatio tekee integraalin ratkaisemisesta
huomattavasti nopeamman verrattuna kolmiuloitteiseen integraaliin. Puskuinvariant-
ti ratkaisu on myo6s hyodyksi, vaikka ratkaistavana onkin kolmiulotteinen tapaus,
koska sen avulla voidaan arvioida integraalia, kun aika-avaruus rapiditeetti on lédhel-
14 nollaa. Puskuinvariantti malli ei kuitenkaan anna tietoa hiukkasten rapiditeetti
kaytoksesta, koska rapiditeettijakauma dN/dy on mallissa vakio.

Kappaleessa 3.3 hadronien irtikytkeytyminen on toteutettu sémpléaysmenetelmalla.
Erona tdméa menetelmé tuottaa jatkuvien hiukkasjakaumien sijaan satunnaisessa
torméayksessd muodostuneet hiukkaset lilkeméaarineen. Hyotyja tassa toteutuksessa on
sen nopeus muodostaa yksittédisia torméyksia ja mahdollisuus yhdistad muodostetut
hadronit katevasti mikroskooppiseen teoriaan irtikytkeytymisen jalkeista vaihetta
varten. Realistisissa raskasionitorméysten malleissa alkutilan geometria vaihtelee,
mika vaatii useiden eri torméysten mallintamisen alusta loppuun ja néiden tulosten
keskiarvoistamisen. Téta varten irtikytkeytymisen nopea muodostaminen on erityisen
tarkead.

Téssé tyossa muodostettiin kappaleen 3.3 simpldysmenetelman toteuttava Python-
koodi ja sen toteutus esiteltiin kappaleen 4 alussa. Koodin antamia tuloksia verrattiin
Cooper-Frye integraalin kolmiuloitteiseen toteutukseen [19]. Vertailun perusteella
kappaleen 3.3 liikeméaarien samplaysmenetelmén antamat tulokset noudattavat nu-
meerisesti integroitua Cooper-Frye jakaumaa. Eri metodeilla méaaritetyt hiukkas-
lukumaarien odotusarvot poikkesivat toisistaan vain muutaman prosentin kaikilla
hadronityypeilld. pr ja y jakaumat olivat samat lahestulkoon kaikilla eri hadroneil-
la, ainoana poikkeuksena kevyimmaéan hadronin eli pionin pr jakaumat poikkesivat

hieman. Testeissa litkeméaarien simplaédmiseen kaytetty Cooper-Frye integrandi
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ei saanut negatiivisia kontribuutioita. Saman testauksen voisi tehda erilaisille irti-
kytkeytymispinnoille, joissa tilanne voisi olla toinen ja tulokset eroaisivat hieman
negatiivistien kontribuutioiden takia.

Seuraava vaihe olisi soveltaa menetelméaé realistisiin raskasionitormaysten mallei-
hin, ja muodostaa koko irtikytkeytymispinnalla muodostuvat hiukkaset sampléyksen
avulla kaikille eri tormayksille. Lisaksi koodiin taytyy lisata epéastabiilien hiukkas-
ten hajoamiset ja hiukkasten kehityksen mallintaminen havaitsimille asti. Koska
samplaysmenetelméa generoi yksittaisia hiukkasia, niiden kehitysté irtikytkeytymisen
jalkeen voitaisiin helposti mallintaa kineettisen teorian mallien avulla, kuten UrQMD

[6] tai SMASH [7].
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