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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa tutustutaan optimaalisen kontrollin ongelmiin seka
satunnaispeleihin osittaisdifferentiaaliyhtaloiden (ODY:jen) avulla. Tutkiel-
ma jakautuu kolmeen osaan, joista ensimmaisessé kasitelladn kontrolliteo-
riaa, seké etenkin Bellmanin dynaamisen ohjelmoinnin periaatetta (DOP).
DOP:n avulla usein monimutkaiset optimointiongelmat voidaan jakaa pie-
nempiin osaongelmiin. Lisdksi DOP:n avulla saadaan naytettyd arvofunk-
tion olevan yksikéasitteinen viskositeettiratkaisu ODY:lle nimeltd Hamilton-
Jacobi-Bellman-yhtalo, joten ODY-teoriaa voidaan soveltaa tietynlaisten kont-
rolliongelmien ratkaisemiseksi.

Toisessa osassa tutustutaan stokastiikan ja ODY:jen yhteyteen satun-
naiskévelyn ja Laplacen yhtalon kautta. Ensin todistetaan, ettd funktio on
harmoninen, eli ratkaisu Laplacen yhtélolle, jos ja vain jos se toteuttaa kes-
kiarvoperiaatteen. Témaén jélkeen naytetdan, ettd satunnaiskavelyn arvo tie-
tyssé pisteessa toteuttaa keskiarvoperiaatteen, jolloin saadaan luotua yhteys
ODY:jen ja satunnaiskédvelyn vélille. Téssé tilanteessa keskiarvoperiaate voi-
daan tulkita ehdollisen odotusarvon kautta.

Kolmannessa osassa tarkastellaan satunnaiskohinallista kéydenvetopelia
ja p-Laplacen yhtidlod. Koydenvetopelille saadaan rakennettua (p, €)-harmoninen
arvofunktiokandidaatti dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen avulla. Kap-
paleessa saadaan todistettua (p,e)-harmonisten funktioiden tasaisesti sup-
penevan jonon rajafunktion olevan yksikésitteinen viskositeettiratkaisu p-
Laplacen yhtélolle. Lisdksi Arzela-Ascolin muunnelmalla péastdan todista-
maan pelin arvofunktioiden muodostaman jonon suppenevan tasaisesti, kun
otetaan raja-arvo € — 0.
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Johdanto

Tassé tutkielmassa tutkitaan optimaalisen kontrollin ongelmia, satunnaispe-
lejé ja osittaisdifferentiaaliyhtaloitd. Tarkoituksena on néyttdéd, kuinka néi-
den kolmen késitteen, eli kontrolliteorian, stokastiikan ja osittaisdifferentiaa-
livhtaloiden (ODY:jen), vélille 16ydetéén yhteys.

Tutkielma on jaettu kolmeen kokonaisuuteen sekéa taustatietoihin. Ensim-
méisenéd kappaleessa 2 kaydaan lapi perustietoja stokastiikan ja osittaisdif-
ferentiaaliyhtaloiden puolelta. Tésséd seurataan padasiassa Evansin julkaisua
[9] sekd Williamsin kirjaa [29] stokastiikkaan liittyen ja Evansin kirjaa [10]
ODY:ihin liittyen.

Kun tarvittavat taustatiedot on kayty lapi, siirrytaédn kappaleessa 3 en-
simmaiseen kokonaisuuteen eli kontrolliteoriaan ja ensimmaisen asteen osit-
taisdifferentiaaliyhtaloihin. Tavoitteena on todistaa Bellmanin dynaamisen
ohjelmoinnin periaate, jonka avulla rakennetaan optimaalinen palautekont-
rolli. Richard Bellman kehitti 1950-luvulla matemaattisen optimointimeto-
din, joka tunnetaan dynaamisen ohjelmoinnin periaatteena (DOP) [1]. Sen
idea on monimutkaisen ongelman pilkkominen pienempiin, helpommin rat-
kaistavissa oleviin osaongelmiin. Tété ideaa kaytetdan myos tassa tutkielmas-
sa: aikavalilla [¢, 7] méaritelty optimointiongelma jaetaan osavileilld [¢, 7] ja
[T, T] méériteltyihin ongelmiin, jotka ovat helpommin ratkaistavissa. DOP:ta
hyodyntamalla saadaan naytettyd arvofunktion u olevan yksikasitteinen wvis-
kositeettiratkaisu niin kutsutulle Hamilton-Jacobi-Bellman osittaisdifferen-
tiaaliyhtalolle. Téman avulla saadaan lopulta rakennettua palautekontrolli,
jonka todistetaan olevan optimaalinen. Luvun péalahteind ovat toimineet
Bardin ja Capuzzo-Dolcettan kirja [2] sekd Todorovin julkaisu [28].

Kontrolliteorian jalkeen kappaleessa 4 siirrytadn satunnaiskdvelyn puo-
leen. Satunnaiskavelyssa rajataan pelialue 2 C R”, josta valitaan pelinappu-
lalle aloituspiste. Kun kiinnitettyné on € > 0, valikoituu seuraava piste tasa-
jakauman mukaan e-sateisesta pallosta nykyisen pelipisteen ymparilta. Talla
tavalla saadaan muodostettua satunnaiskavely, joka paatyy pelialueen reu-
nalle melkein varmasti. Lisdksi pelialueen reunalle méaaritellidn maksufunk-
tio. Tarkoitus on tutkia talld tavalla toteutetun satunnaiskavelyn yhteytta
Laplacen yhtaloksi kutsuttuun toisen asteen osittaisdifferentiaaliyhtaloon

Au =0,
jonka ratkaisuja u kutsutaan harmonisiksi funktioiksi. Ideana on néyttaa

w on harmoninen ~ u(x) = ][ )u(y)dy ~ satunnaiskéavely.
Be(z
Tassa ~ voidaan tulkita "on yhteydessa' ja merkinndlld {5, tarkoitetaan
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keskiarvointegraalia pallon yli. Tama todistetaan samassa jérjestyksessé va-
semmalta oikealle: ensin syvennytdan harmonisiin funktioihin ja keskiarvo-
periaatteeseen keskiarvointegraalin avulla ja saadaan todistettua erdaédnlainen
jos ja vain jos -tilanne harmonisten ja keskiarvoperiaatteen toteuttavien funk-
tioiden vélille. Tamén jalkeen naytetaédn, etta pallossa tapahtuvan sopivaan
maksufunktioon sidotun satunnaiskéavelyn arvo on yksikésitteinen harmoni-
nen funktio. Keskiarvoperiaate voidaan tulkita satunnaiskévelyssa ehdollisen
odotusarvon kautta, silld odotusarvo tietyssé pisteessa voidaan laskea katso-
malla yhta askelta ja summaamalla viereiset ehdolliset odotusarvot yhteen
ottaen huomioon yhden askeleen todennékoisyysmitta. Paaasiallisia lahteita
ovat olleet Parviaisen artikkeli [21], Evansin kirja [10] sekd Lewickan kirja
[16].

Viimeisessa kokonaisuudessa, kappaleessa 5, tarkastellaan satunnaiskohi-
nallista koydenvetopelia ja p-Laplacen yhtéloé, joka on epélineaarinen yleis-
tys Laplacen yhtéalolle. Satunnaiskohinallisessa kdydenvetopelissd satunnais-
kavelyyn otetaan mukaan kaksi pelaajaa. Kierroksen alussa heitetadn pai-
notettua kolikkoa, joka méarittda kierroksen etenemisen. Kolikon antaessa
kruunan, pelinappula siirretdédn satunnaiseen pisteeseen aivan kuten satun-
naiskéavelyssa. Jos taas heitosta saadaan klaava, pelataan koydenvetoa: toi-
nen, télla kertaa painottamaton, kolikko maarittad, kumpi pelaajista saa
siirtda pelinappulan mieleiseensé pisteeseen e-séteisen pallon sisalla senhet-
kisesté pelipisteestd. Koydenvedon pelista tekee maksufunktio, silld kun péa-
dytédan pelialueen ulkopuolelle, pelaaja II maksaa pelaajalle I maksufunktion
méaaradaman summan. Néin ollen pelaaja IT pyrkii minimoimaan maksun, kun
taas pelaaja I pyrkii maksimoimaan sen, ja aikaan saadaan koydenveto. Sa-
tunnaiskohinallisen kéydenvedon ja p-Laplacen valinen yhteys on huomattu
jo noin 15 vuotta sitten Peresin ja Sheffieldin [20] sekd Peresin, Schrammin,
Sheffieldin ja Wilsonin [25] toimesta.

Ideana on néyttaa, etta lyhenevalld askelpituudella pelin arvofunktioi-
den muodostama jono suppenee tasaisesti yksikasitteiseen p-Laplacen yh-
talon viskositeettiratkaisuun. Todistaminen aloitetaan tuloksella, joka ker-
too (p,e)-harmonisten (engl. p-harmonious) funktioiden tasaisesti suppe-
nevan jonon rajafunktion olevan viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtélolle.
Tamén jalkeen todistetaan, etta pelilla on olemassa yksikasitteinen (p,e)-
harmoninen arvo. Lopuksi Arzeld-Ascolin muunnelmalla todistetaan arvo-
funktioiden jonon tasainen suppeneminen, kun otetaan raja-arvo £ — 0, jol-
loin todistus on valmis. Péaasiallisina lahteina ovat olleet Parviaisen artikkeli
[21], Manfredin, Parviaisen ja Rossin artikkeli [18] seké Lewickan kirja [16].



1 Merkintoja

Merkinta

Selitys

Luonnollisten lukujen joukko {0,1,2,3,...}
n-ulotteinen euklidinen avaruus

a4 ...a,, kun a = (aq,...,q,) € N”

o1t tan,, o n
m, kun oo = (Ozl,...,ozn) eN

:n jatkuvien funktioiden avaruus

Q:n k-kertaa jatkuvasti derivoituvien funktioiden avaruus
Avoin pallo {y € R" : |z — y| < ¢}

Suljettu pallo {y € R" : |z — y| < e}

Joukon ) reuna

Joukon €2 sulkeuma €2 U 0f2



2 Taustaa

Tassa luvussa kdydaan lapi joitain taustatietoja, jotta lukijan on helpompi
seurata tulevia kappaleita. Ensimmaéisessé alaluvussa 2.1 tutustutaan stokas-
tiikkaan eli todennékoisyysteoriaan pintapuolisesti kaymaélla léapi perussanas-
toa ja maaritelmia. Lopulta paadytdan satunnaismuuttujien kautta martin-
gaaleihin ja pysédytysaikaan, joiden avulla todistetaan Doobin vaihtoehtoisen
pysayttamisen lause. Stokastiikkaa tullaan tarvitsemaan satunnaiskavelyn
yhteydessa kappaleessa 4 seka koydenvetopelien yhteydessé kappaleessa 5.
Stokastiikasta voi lukea liséé esimerkiksi Evansin julkaisusta [9], Hannah ja
Stefan Geissin monisteesta [ 1] tai Williamsin kirjasta [29].

Seuraavassa alaluvussa 2.2 syvennytadn hieman osittaisdifferentiaaliyh-
taloiden maailmaan. Kyseessa on lyhyt johdattelu aiheeseen, jossa paapaino
kulkee myohemmissé kappaleissa tarvittavissa maéritelmissa ja selkeyttavis-
sé esimerkeissd. ODY:ihin liittyvié tuloksia tullaan todistamaan my6hemmis-
sé kappaleissa tarpeen mukaan. Aiheesta voi lukea lisdéd esimerkiksi Evansin
kirjasta [10] sekd Parviaisen luentomonisteista [22] ja [23].

Luvuissa 4 ja 5 lasketaan katoavia pallointegraaleja, joten seuraavan apu-
tuloksen todistaminen on hyddyksi:

Lemma 2.1. Olkoon a,b € R ja ¢ > 0. Tdlldin

/ ( )(ami + bx;x;)de =0, kun i # j.
(0

Todistus. Pallo B.(0) voidaan ajatella koordinaattien tulojoukkona, jolloin
voidaan hyodyntaa Fubinin lausetta. Merkitdan

jolloin tulojoukko on jarjestetty niin, ettd seuraavan koordinaatin rajat riip-
puvat edellisista. Lisdksi viimeinen koordinaatti vastaa integroitavaa koordi-
naattia x;. Nyt Fubinin lauseen nojalla integraali saadaan laskettavaan muo-
toon:

\/€2—Si
/ ( )(a:vl- + bzxj)de = / .. / \/2_(axi + bx;z;)dz; . .. dxy.
5 0 — & —Si

Symmetrian nojalla yllaoleva lauseke yksinkertaistuu ja saadaan
\/62—51' \/62—31'
/_\/m(axi + bxx;)dx; = (a + bx;) /_\/ﬂxzdacz =0,
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joten
/6(0)(ax x;2;)dx

kaikilla 7,57 € {1,...,n}, kun i # j. ]

2.1 Stokastiikka

Seuraavaksi kidydadn lapi joitain stokastiikkaan eli todennédkoisyysteoriaan
liittyvid tuloksia ja maaritelmia. Tarkoituksena on tehda pikakertaus mitta-
teorian puolelle ja siirtaéd tuttuja tuloksia todennakoisyysavaruuksiin. Taméa
osio seuraa péadasiassa Evansin julkaisua [J] ottaen vaikutteita Hannah ja
Stefan Geissin luentomonisteesta [11].

Kolmikkoa (€2, F,P), missd 2 on epéatyhja joukko, F on :n o-algebra,
ja P : F — [0,1] on todennékoisyysmitta, kutsutaan todenndkéisyysava-
ruudeksi. Taman luvun tulokset péatevit todennakoisyysavaruuksissa, joten
on luonnollista ldhtea liikenteeseen o-algebroista ja todennékoisyysmitois-
ta. Mittateorian pédpaino on suurimmalta osin mitallisissa funktioissa, ja
samoin on myos stokastiikassa: todennakoisyysavaruuksissa mitallisia funk-
tioita kutsutaan satunnaismuuttujiksi. Satunnaismuuttujien avulla pystytain
todistamaan keskeisia tuloksia, joiden avulla paastdan méaarittelemaan muun
muassa odotusarvo ja martingaalit. Naista paastaan lopulta luvun paatulok-
sen eli Doobin vaihtoehtoisen pysdyttamisen lauseen todistamiseen.

Maaritelma 2.2. Epatyhjan joukon () osajoukkojen kokoelmaa F, jolla on
seuraavat ominaisuudet:

i) 0,2 e F
(ii) Jos A € F, niin A° € F
(iii) Jos Ay, As, ... € F, niin

UAk,ﬂAkGF

k=1 k=1

kutsutaan o-algebraksi. Paria (€, F) kutsutaan mitalliseksi avaruudeksi, jos
F on epatyhjan joukon () o-algebra.

Maaritelma 2.3. Borelin o-algebra B(£2) on pienin o-algebra, joka sisaltda
kaikki joukon 2 avoimet joukot.

Maaritelma 2.4. Olkoon F epéatyhjén joukon () o-algebra. Funktiota p :
F — [0, 00| kutsutaan mitaksi, jos:



(i) (@) =0ja
(ii) Joukkojen Ay, Ay, -+ C F erillisyydestd seuraa

M(G A)= f: (A,

Kolmikkoa (€2, F, ) kutsutaan mitta-avarvudeksi.

Esimerkki 2.5. (i) Diracin mitta (engl. Dirac measure): kiinnitetdén wy €
Q ja maaritellaan Diracin §-mitta

(5(14)— 1,(4)0614,
o o O,WO¢A.

(ii) Laskentamitta (engl. counting measure): Maaritellaén

1(A) == #A,
eli joukon A kardinaalisuus eli alkioiden lukuméara.

Maaritelma 2.6. Mitta-avaruutta (2, F, i) tai mittaa p kutsutaan aéarel-
liseksi, jos u(€2) < oo. Mitallisen avaruuden (2, F) éérellistd mittaa pu kut-
sutaan todenndkoisyysmitaksi, jos p(€2) = 1. Kolmikkoa (€2, F, 1) kutsutaan
tassa tapauksessa todenndkdoisyysavaruudeksi.

Huomautus 2.7. Jatkossa todennékoisyysmitasta kaytetdan merkintaa IP. Kol-
mikolla (2, F,P) viitataan todennékoisyysavaruuteen ellei toisin mainita.
Talloin  on epétyhja joukko, F on Q:n o-algebra ja P : F — [0,1] on
mitallisen avaruuden (€2, F) todennékoéisyysmitta.

Todennékoisyysmitan lisaksi stokastiikka eroaa yleisemmasta mittateo-
riasta suurelti sanastonsa puolesta. Stokastiikassa joukkoa €2 kutsutaan ylei-
sesti otanta-avaruudeksi tai tapahtuma-avaruudeksi. Télla viitataan ajatuk-
seen siité, ettd tarkastelun alaisena oleva tapahtuma-avaruus €2 sisaltaa kaik-
ki mahdolliset lopputulokset. Nain ollen alkiota w € ) kutsutaan perusta-
pahtumaksi tai tilaksi (my6s otantapisteeksi, engl. sample point), ja joukkoja
A € F tapahtumiksi. Sanotaan, ettd tapahtuma tapahtuu, jos w € A, ja ei
tapahdu, jos w ¢ A. Néin ollen todennakoisyysavaruuden (2, F,P) o-algebra
F voidaan tulkita tarkasteltavana olevien tapahtumien joukkona: siis mitat-
tavana olevien tapahtumien kokoelmana. Tapahtuman A € F todenndkdi-
syydelld taas viitataan todenndkoisyysmitan P antamaan arvoon P(A).



Maaritelma 2.2 antaa luonnollisen tulkinnan todennékoisyyksille o-algebrojen

avulla: puhuttaessa tapahtuman A todennédkoisyydestéa, voidaan yhté hyvin
puhua my6s todennékoisyydesta, ettd tapahtuma A ei tapahdu, silla méaari-
telmén nojalla myo6s komplementti kuuluu o-algebraan. Lisédksi todennékoi-
syysmitan ominaisuus P(€2) = 1 kertoo, ettd jokin lopputulos tulee varmasti
tapahtumaan. Tasté paastadn stokastiikan kasitteeseen melkein varmasti, jo-
ka on vastaava, kuin mittateoriasta tuttu késite melkein kaikilla. Sanotaan,
ettd ominaisuus P(w), joka riippuu pisteesta w € €2, patee melkein varmasti
(voidaan lyhentaa jatkossa m.v.), jos {w € Q : P(w) pétee} € F ja

P({w € Q: P(w) ei pade}) = 0.
Maaritelma 2.8. Olkoon (€2, F,P) todenndkoisyysavaruus. Kuvausta
X:Q—=>R"

kutsutaan n-ulotteiseksi satunnaismuuttujaksi, jos jokaiselle B € B(R") péa-
tee
XY(B) e F.

Ylldoleva maéritelma on yhtapitava yleisen mitta-avaruuden mitallisten
funktioiden madritelman kanssa. Nain ollen satunnaismuuttujat ovat vain
mitallisten funktioiden osajoukko. Toisinaan satunnaismuuttujat mééritel-
la4n ekvivalentisti yksinkertaisten funktioiden rajafunktioina ([11], Def 4.1.2
ja Prop. 4.1.3).

Maaritelma 2.9. Integraalia
E[X] = / XdP
Q

kutsutaan X:n odotusarvoksi.

Satunnaismuuttujiin torméataan satunnaispelien puolella, jossa tyypillisia
satunnaismuuttujia ovat koydenvetopelin sijainti k:nnella kierroksella. Tél-
laista merkitdan zy, jolloin odotusarvo pelille on E[F ()], missd F' on myo-
hemmin maariteltdva maksufunktio.

Maaritelma 2.10. Olkoon (€2, F,P) todenndkdisyysavaruus ja V C F o-
algebra. Integroituvalle satunnaismuuttujalle X : 0 — R™ maéaritelldan eh-

dollinen odotusarvo
E[X[V]

olemaan miké tahansa (2:n satunnaismuuttuja, jolle



(i) E[X]|V] on V-mitallinen ja
(ii) [, XdP = [, E[X|V]dP kaikille A € V.

Huomautus 2.11. Ehdollisen odotusarvon maéaritelma yhdessa odotusarvon
madaritelméan kanssa implikoi, etta

E[E[XV]] = E[X],
jos satunnaismuuttujan X odotusarvo on olemassa ja E[X|V] on satunnais-

muuttuja samassa todennédkoisyysavaruudessa kuin X.

Téssé tutkielmassa merkitaan tyypillisesti E[F(z)|Fx—1] tai
E[F(x)|(zo, ..., Tk_1)], jolloin voidaan heuristisesti ajatella tdmén olevan
odotusarvo, kun satunnaismuuttujien (zo, . . ., zx_1) sisdltdma informaatio on
tiedossa. Ehdollisella odotusarvolla on monia mielenkiintoisia ominaisuuksia.
Naistd yhta, seuraavassa lemmassa 2.13 todistettavaa, tullaan tarvitsemaan
martingaalien ominaisuuksien todistamisessa. Muut ominaisuudet sivuute-
taan, mutta niista voi lukea esimerkiksi Williamsin kirjasta [29] kappaleesta
9. Esimerkiksi s. 84 10ytyy ehdollisen odotusarvon olemassaolo.

Merkinta 2.12. Merkinnalla
L'(Q, F,P)

viitataan integroituvien funktioiden avaruuteen. Téssé tapauksessa, jos f €
LY, F,P), niin

[ 1l < o,
Q

missé | - | viittaa Euklidiseen normiin.

Lemma 2.13. Olkoon X € LY(Q, F,P) satunnaismuuttuja ja Fy, Fo C F
o-algebroja. Jos Fy C Fo, niin

E[X|F ] = E[E[X|Fs]Fi| melkein varmasti.

Todistus. Olkoon A € Fi. Ehdollisen odotusarvon maéritelméan 2.10 nojalla
/ E[X|F]dP = / XdP,
A A

jolloin satunnaismuuttujan X integroituvuudesta seuraa, ettd myos satun-
naismuuttuja E[X|F;] on integroituva. Liséksi inkluusiosta F; C F» saadaan
saman madgritelman nojalla

/AE[X].FQ]d]P’:/AXdIP,
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joten yhdistamaélla ndma kaksi yhtdsuuruutta saadaan
/ ELX|F)]dP = / E[X|F]dP.
A A

Liséiksi odotusarvon E[X|F] integroituvuudesta seuraa, ettd saatu yhtasuu-
ruus toteuttaa ehdollisen odotusarvon maaritelman 2.10, joten

/AE[E[XyBHﬂ]dP:/AE[X\J-}]dP.

Nyt ehdollisen odotusarvon yksikésitteisyys yhdessd odotusarvon maaritel-
man 2.9 kanssa kertoo, etta

E[E[X|F,]|F1] = E[X|F1] melkein varmasti. O

Maaritelma 2.14. Olkoon (2, F,P) todennékoisyysavaruus. Kokoelmaa o-
algebroja {F; }ien, joille pétee

Fi C Fiy1 C F kaikilla i € N,
kutsutaan filtraatioksi.

Intuitiivinen idea filtraatiossa on, ettd informaatio alkiosta w € 2, joka on
saatavilla ajanhetkelld n, koostuu arvoista X (w), missd X on F,-mitallinen
funktio. Tamé yhdesséd ehdollisen odotusarvon kanssa antaa tavan approksi-
moida arvoja, kuten seuraava esimerkki nédyttaé:

Esimerkki 2.15. Otetaan todennékoisyysavaruudeksi ([0, 1], B([0, 1[), A), mis-
sa \ viittaa Lebesguen mittaan, ja tarkastellaan valilla [0, 1[ maariteltya funk-
tiota

f(z) :=cos(x® — 4z) + =

seka sen ehdollisia odotusarvoja. Tehdédan funktion kuvaajalle filtraation avul-
la puolitushaku heittamalla kolikkoa. Kolikonheitto tulkitaan tassé tapauk-
sessa satunnaismuuttujana, joka kertoo mennéanké oikean- vai vasemman-
puoleiseen osavéliin. Kolikonheitto voidaan kuvata bindarisesti merkitsemél-
la kruunaa 1 ja klaavaa 0, jolloin perdkkéiset kolikonheitot muodostavat
bindariluvun. Néain ollen voidaan merkitda esimerkiksi z; = 1, jos ensim-
méisesta heitosta saadaan kruuna. Talloin saadaan jono satunnaismuuttu-
jia (21,9, ...,x,). Jokaisen heiton jilkeen hakuvélin pituus puolitetaan ja
funktion arvoa estimoidaan ehdollisen odotusarvon avulla jokaisella osavélil-
la. Tata jatkettaessa filtraatio tihenee, jolloin ehdollinen odotusarvo approk-
simoi yha paremmin funktion arvoja.
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Ennen ensimmaista jakoa o-algebrana toimii triviaali o-algebra Fy =
{0, [0, 1]}, jolloin ehdolliseksi odotusarvoksi saadaan vakiofunktio.

Kuva 2.1: Funktion f(x) := Kuva 2.2: Odotusarvo o-
cos(x? — 4x) + = kuvaaja. algebran F, suhteen.

Ensimmaisen jaon jéalkeen ehdollinen odotusarvo jakautuu kahdeksi pa-
laseksi. Tilannetta vastaa o-algebra F; = {0;[0,1[;[0, 3[; [3, 1[}, jolloin eh-
dollista odotusarvoa voidaan merkita E[f|F] tai vastaavasti E[f|x;]. Toisen
jaon tapauksessa o-algebra on jo huomattavasti suurempi ja kuvasta nékee,
etta ehdollinen odotusarvo alkaa approksimoida yhéa paremmin funktion ku-
vaajaa. Téssé tilanteessa ehdollinen odotusarvo voidaan merkita E[f|F3] tai
yhtapitavasti E[f|(z1, z2)].

Kuva 2.3: Odotusarvo o- Kuva 2.4: Odotusarvo o-
algebran F; suhteen. algebran F» suhteen.
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Maéritelmd 2.16. Olkoon X = {X;}%, satunnaismuuttujien jono siten,
ettd E[|X;|] < oo kaikille j, ja {F;}32, filtraatio, jolle X; on Fj-mitallinen.

(i) Jos
X; =E[X;41]| F;] m.v kaikille j,

niin X on martingaali suhteessa filtraatioon {F;}52,.
(ii) Jos
X; <E[X;+1| Fj] m.v kaikille j,
niin X on alimartingaali suhteessa filtraatioon {F;}52,.
(iii) Jos
X; > E[X;11| F;] m.v kaikille ,

niin X on ylimartingaali suhteessa filtraatioon {F;}3,.

Martingaali on siis satunnaismuuttujien jono, jossa jokaisen alkion ehdol-
linen odotusarvo tuleville alkioille on sama kuin kyseisen hetken alkio, riip-
pumatta aikaisemmista arvoista. Ylimartingaalin voidaan ajatella vihenevan
keskimaaréisesti, ja alimartingaalin taas kasvavan.

Seuraavaksi todistetaan kaksi martingaalin ominaisuutta, joita tullaan
tarvitsemaan myohemmin Doobin vaihtoehtoisen pysdyttamisen lauseen 2.22
todistamisessa. Martingaalin méaéritelméssé ideana on tarkastella kahta pe-
rakkaista satunnaismuuttujaa, kun taas seuraava lause nayttaa, etta satun-
naismuuttujien ei tarvitse olla perakkaisia. Taman jélkeen tarkastellaan py-
saytysaikoja seké niiden ominaisuuksia yhdessa martingaalien kanssa.

Lause 2.17. Olkoon (2, F,P) todenndkdisyysavaruus ja { X;}32, martingaali
suhteessa filtraatioon {F;}32,. Tdlloin

(1) X; = E[X|F;] melkein varmasti kaikilla 0 < j < k.
(it) E[X;] = E[Xo] kaikille j > 0.

Vastaavasti, jos {Xj}]?’io on alimartingaali, niin yhtdsuuruden tilalla on <.
Jos {X;}32, on ylimartingaali, on yhtdsuuruuden tilalla >.

Todistus. (i) Epayhtélosta 0 < j < k seuraa, ettd F; C Fi_1, jolloin
lemmasta 2.13 yhdessa maéaritelméan 2.16 kanssa seuraa, etta

E[X,|Fj] = E[E[Xk| Fr-1]|F5] = E[X) 1| Fj]
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melkein varmasti. Toistamalla samaa paattelyd niin kauan, kuin F; C
Fi_n, missa n € N, saadaan

E[Xy1|Fj] = E[E[Xy—1|Fr—o][ F]
= E[X)—2|F}]

= E[E[Xj o] Fj]| 7]
= E[X; 1|7
= X

melkein varmasti kaikilla 0 < j < k.

(ii) Edellisen kohdan nojalla Xy = E[X}|Fo] melkein varmasti kaikilla j >
0. Lisaksi o-algebran méaaritelméan nojalla 2 C Fy, joten maaritelméasta
2.9 seuraa, etta

E[X,] = / X,dP = / E[X;|FoldP = / XodP = E[X,].
Q Q Q
Samat paattelyt voidaan tehda myos ali- ja ylimartingaalien kohdalla péi-
vittamélla yhtasuuruuksien kohdalle tarpeen mukaan epéayhtéalomerkit. [

Maéritelmd 2.18. Olkoon (2, F,P) todennékdisyysavaruus ja {F;}32, o-
algebrojen filtraatio. Satunnaismuuttujaa 7 : Q2 — N kutsutaan pysdytysa-
jaksi suhteessa filtraatioon {F;}32,, jos

{r <n} e F, kaikille n € N.

Pysédytysaika kertoo joukon {7 < n} olevan F,-mitallinen. Tamén avulla
paastaan tarkastelemaan mita tapahtuu, jos martingaalin pysayttaa satun-
naisesti. Vaihtoehtoisen pysdyttamisen lauseesta 2.22 kay ilmi, ettd martin-
gaalin odotusarvo pysdytyshetkelld on yhtd suuri kuin sen aloitushetkellé.
Néin ollen, jos tulevaisuutta ei voi ennustaa, mahdollisuus pysayttaa sopi-
vaan aikaan ei hyodyta. Ennen taman todistamista taytyy kuitenkin todis-
taa viela joitain aputuloksia.

Lemma 2.19. Olkoon 11,1 pysdytysaikoja. Tdlloin myds
T A Ty i= min{7, 7}

on pysaytysaika.
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Todistus. Kaikille ¢t > 0 patee {r; <t} € F; ja {m <t} € F;, joten
{7'1 /\T2 S t} = {min{Tl,TQ} S t} = {7'1 S t} U {T2 S t} € E,
joten 1 A 75 on pysaytysaika. O]

Lause 2.20. Olkoon X = {Xj};’io martingaali ja T pysaytysaika suhteessa
filtraatioon {F;}32,. Tdlloin {X:;}52, on martingaali suhteessa filtraatioon
{.7-}};";0 Vastaava tulos patee myds ali- ja ylimartingaaleille.

Todistus. Todistetaan lemma alimartingaaleille. Tiedetaédn, ettéd jokainen sa-
tunnaismuuttuja X, ,; on F,,;-mitallinen ja siten myos Fj-mitallinen. Taman
liséksi X5; on P-integroituva melkein varmasti. Olkoon A € F;. Téll6in méé-
ritelmén 2.10 nojalla

AE[XTA(J'H)V:J‘]CZP = /A Xong+ndP

= XongiendP + XongiendP
An{r<j} A(G+1) An{r>j) A(G+1)

- XT/\jd]P —|— XjJr]_dP.
An{r<j} An{r>j5}
Yllaoleva paattely pitaa, silla jos 7 < j, niin min{7,j + 1} = min{r, j} ja
jos 7 > 1, niin min{7,j + 1} = j + 1. Liséksi oletuksesta A € F; seuraa,
ettda AN{r > j} € F;. Nyt oikeanpuoleinen integraali on alhaalta rajoitettu,
joten voidaan arvioida

/ X0 dP + E[Xpi1 F;|dP
An{r<j} An{r>j5}

> X pidP + X;dP

T JAn{r<j} An{T>3}

— XTA]dP+ XT/\]dIP

An{r<j} An{r>j}

- / X0 dP.
A

Nyt médritelmén 2.16 nojalla { X;,;}52, on alimartingaali suhteessa filtraa-
tioon {F;}22,. O

Seuraavaksi siirrytdan luvun paatulokseen eli vaihtoehtoisen pysayttéami-
sen lauseeseen. Todistuksessa tarvitaan myos dominoitua konvergenssia, jo-
ka on tuttu mittateorian puolelta (kts. esimerkiksi Lehrbackin moniste [15]).
Siirretdan tama tulos kuitenkin martingaalien tapaukseen. Lauseen péaésisél-
t0 pysyy oleellisesti samana eika sita todisteta.
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Lause 2.21 (Dominoitu konvergenssi). Olkoon {X;}32, jono satunnaismuut-
tujia todenndkdisyysavaruudessa (Q, F,P). Oletetaan, ettd jono suppenee pis-
teittdain melkein varmasti satunnaismuuttujaan X . Oletetaan lisiksi, ettd on
olemassa satunnaismuuttuja Z € L'(Q, F,P) siten, etti |X;| < Z melkein
varmasti kaikilla j € N. Tdlloin X, X; € LY(Q, F,P) ja

lim / X;dP = / XdP.
Q Q

j—00

Lause 2.22 (Vaihtoehtoisen pysédyttamisen lause). Olkoon (€2, F,P) toden-
nakoisyysavaruus. Olkoon X = {Xj};?‘;o martingaali ja T pysaytysaika suh-
teessa filtraatioon {F;}32,. Oletetaan, ettd joko

(1) pysdytysaika T on rajoitettu, tai

(2) on olemassa integroituva satunnaismuuttuja Z € L*(Q), F,P) siten, ettd
|X;| < Z melkein varmasti kaikille j > 0.

Tilloin X, € LY, F,P) ja

E[X;] = E[X,).
Jos X on alimartingaali, niin

E[X;] > E[X]
ja jos X on ylimartingaali, niin

E[X,] < E[X,].

Todistus. Todistuksessa kdytetddn Williamsin kirjan [29] todistuksen ide-
aa (s. 100 Theorem 10.10). Todistetaan tapaus, jossa {X;}?2, on martin-
gaali. Ali- ja ylimartingaali seuraavat samankaltaisilla argumenteilla ottaen
tarvittavat epayhtélot maaritelmista huomioon. Ensimmaisenéd todistetaan
E[X;r;] = E[X(] kiyttdmalld lemmaa 2.13 ja lausetta 2.17. Taméan jélkeen
oletuksesta (1) voidaan j valita olemaan kyseinen rajoitus pyséytysajalle 7,
jonka avulla saadaan naytettyd yhtasuuruus. Oletuksen (2) ollessa voimassa
kaytetdan dominoidun konvergenssin lausetta 2.21.

Oletetaan, ettd T on pyséytysaika suhteessa filtraatioon {F;}52,. Télléin
lauseen 2.20 nojalla {X;,;}52, on martingaali filtraation {F;}52, suhteen.
Néin ollen lauseen 2.17 kohdan (ii) nojalla

E[X, ;] = E[X,).
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Pysaytysajan méaritelmésté seuraa, ettd 7 on aarellinen melkein varmasti,
joten satunnaismuuttuja X, on hyvin maaritelty melkein varmasti. Néin ollen
lim;_,oo (7 A j) = 7 melkein varmasti, joten

lim X.,; = X; melkein varmasti.

J—00

Oletuksen (1) ollessa voimassa, on pysédytysaika 7 rajoitettu. Tasta seu-

raa, ettd on olemassa ng € N siten, ettd 7 An = 7 kaikilla n > ng, jolloin
Xoan = X7 Koska {X4;}52, on martingaali suhteessa filtraatioon {F;}52,
niin maaritelman nojalla X,,; on integroituva. Nain ollen, kun n > ng, on
myo6s X, integroituva, joten

E[X.] = E[X,,] = E[X,)].

Oletuksen (2) ollessa voimassa tiedetéén, ettd on olemassa integroituva
satunnaismuuttuja Z € LY(Q, F,P) siten, ettd |X;| < Z melkein varmasti
kaikilla 5 > 0. Koska maéaritelmdn mukaan pysdytysaika 7 on &arellinen
melkein varmasti, niin kaikilla 5 > 0 melkein varmasti

| Xonjl < Z.

Talloin dominoidun konvergenssin lause 2.21 kertoo, etta X, on integroituva
ja
lim E[X, ;] = lim / X, pydP = / X,dP = E[X,],
Q Q

Jj—00 Jj—o0
joten
E[X,] = lim E[X,,;] = lim E[X,] = E[X,]. 0
Jj—o0 Jj—o0

2.2 Osittaisdifferentiaaliyhtalot

Seuraavaksi siirrytaan kasittelemaén osittaisdifferentiaaliyhtaloita. Téassa tut-
kielmassa tullaan tarkastelemaan seké ensimméisen etté toisen asteen ODY:ja.
Taméan luvun tarkoitus on kayda lapi perusteoriaa, jota tullaan hyodynta-
maan muissa kappaleissa.

Osittaisdifferentiaaliyhtélot (ODY:t, engl. partial differential equations
tai PDEs) ovat yhtéloita, jotka koostuvat tuntemattoman funktion osittais-
derivaatoista useiden riippumattomien muuttujien suhteen. Nama eroavat
tavallisista differentiaaliyhtaloista (engl. ordinary differential equations) sii-
né, ettd ODY:t sisdltdvit derivaattoja kahden tai useamman muuttujan suh-
teen, kun taas tavalliset differentiaaliyhtédlot vain yhden. ODY:ill& pystytadn
mallintamaan esimerkiksi monia fysikaalisia ilmi6ita, kuten lammon johtu-
mista tai sahkopotentiaalia. Muita sovelluskohteita 10ytyy niin mekaniikasta,
kvanttifysiikasta kuin monista muistakin fysiikan haaroista.
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Téstéd eteenpdin merkinnalld €2 C R” viitataan avoimeen, rajoitettuun ja
yhtendiseen joukkoon. Jatkossa todennakoisyyden perusjoukkoa, jota edel-
lisessé luvussa merkittiin myos €2, ei merkitd nakyviin, joten epéselvyytta
téssa tapauksessa ei ole. Tamén osion pédasiallisena lahteend on toiminut
Evansin kirja [10]. Vaikutteita on otettu my6s Parviaisen luentomonisteista
22 ja 23]

Osittaisdifferentiaaliyhtéloita tutkittaessa taytyy ottaa huomioon funk-
tioiden sileys. Tamén vuoksi usein rajoitutaan k-kertaa jatkuvasti derivoitu-
vien funktioiden avaruuteen, missa k =1,2,....

Merkinta 2.23. Olkoon u : €2 — R funktio. Jos u on jatkuva maéarittely-
joukossaan, niin merkitdan

u e C(Q).
Olkoon k € N. Jos u on k-kertaa jatkuvasti derivoituva, niin merkitdan
u e CH(Q).
Huomautus 2.24. On syyta muistaa, etta
u € CHQ) <= D e ()
kaikille multi-indekseille o = (ay, ..., ) € N, joille |a] := ay + ... + o, <k,

missa

aal + + 8an
Qrom”

(07 [
D% = e
Yllaoleva huomautus viittaa vektorianalyysin kurssilla lapikaytyyn k-kertaa
jatkuvasti derivoituvien funktioiden ominaisuuteen (kts. esimerkiksi Kilpe-
ldisen luentomoniste [11] luku 3.4). Funktio u on siis k-kertaa jatkuvasti de-
rivoituva jos ja vain jos jokaiselle multi-indeksille « = (a, ..., ;) € N, jolle
la| == a1 + ... + a, < k pitee, etta

D%u € C(Q).
Toisin sanoen jokainen osittaisderivaatta k:hon asti on jatkuva.

Merkinta 2.25 (Gradientti). Olkoon u : 2 — R funktio, jonka kaikki osit-
taisderivaatat ovat olemassa. Talloin u:n gradientti on vektori

ou ou
pu= (2t 9wy
6171 6mn
misséa % on w:n i:s osittaisderivaatta.
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Gradientti antaa tietoa siitd, miten funktio v muuttuu eri muuttujien
suhteen. Se osoittaa funktion maksimaalisen kasvun nopeuden ja on kohti-
suorassa funktion tasa-arvojoukkoja kohtaan. Tassa tutkielmassa osittaisde-
rivaatasta voidaan kéyttaa myos merkintdéd u,,, jolloin gradienttia voidaan
merkitd Du = (ug,, ..., Uy, ).

Esimerkki 2.26. Olkoon 2 C R? ja u : Q — R. Oletetaan, etta u € C%(Q)
ja (1, x9) € Q. Talloin yhtélo
ua)lxl (xla $2) + u:chz(xh 'IQ) == 07

missa u,,,, viittaa toiseen derivaattaan muuttujan z; suhteen, on osittaisdif-
ferentiaaliyhtalo. Usein tarkastellaan niin kutsuttuja reuna-arvo-ongelmia,
joissa etsitddn ratkaisua osittaisdifferentiaaliyhtalolle, kun annettuna ovat
jotkin reunaehdot, jotka ratkaisun tulee toteuttaa:

(.’El,xg) € Q= (07 1) X (07 1) - R27

Upyzy + Uz, = 0 joukossa
u=gq joukossa 0f).

Esimerkki 2.27. Olkoon v :  — R C'-funktio. Kuljetusyhtélo (engl. trans-
port equation)

ur+b-Du=0 joukossa R" x (0,00)

u=g joukossa R™ x {t = 0},

missa
u: R™ x (0,00) — R (tuntematon, joka taytyy 10ytéa),
g:R" — R (annettu),
b= (b1, ...,b,) (annettu),
Du = (ugy, ..., uy, ) gradientti,

kuvaa jonkin aineen, energian tai muun ominaisuuden kulkeutumista avaruu-
dessa ja ajassa. Merkinnéalla u; viitataan derivaattaan ajan suhteen.

Maaritelma 2.28. Lauseke, joka on muotoa
F(DFu(z), D" u(z), ...,u(x),z) =0, (zeU) (2.1)
on k:nnen asteen osittaisdifferentiaaliyhtdlé eli ODY, missé
FiR" xR" ' x..xR"xQxU—R

on annettu ja
u: Q) — R.

on tuntematon funktio.

19



Gradientin lisdksi toinen derivaattojen avulla maaritelty operaattori, jota
hyodynnetadn téassé tutkielmassa, on divergenssi. Divergenssi maéritellaan
pisteittdin summana osittaisderivaatoista:

Maaritelma 2.29. Olkoon A C R™ avoin, f : A — R”, ja zy € A piste,
jossa f on derivoituva. Talloin funktion f divergenssi pisteessd xg on

v (o) = 3 L ).

i=1 9Li

ODY:ja voidaan luokitella useiden eri ominaisuuksien perusteella. Esi-
merkissd 2.27 esitelty kuljetusyhtalé on lineaarinen. ODY:jen tapauksessa
lineaarisuudella tarkoitetaan sita, ettd ODY:sséd esiintyvat funktio u sekd sen
osittaisderivaatat esiintyvéat lineaarisesti eli niita ei ole kerrottu keskenéan.
Tamén tutkielman kannalta yksi olennaisimmista osittaisdifferentiaaliyhta-
16isté on epélineaarinen yhtalé nimeltdan p-Laplacen yhtdlo:

Ayu = div(|DulP"2Du) = 0, kun p > 1.

Tahan tutustutaan tarkemmin satunnaiskohinallisten kéydenvetopelien yh-
teydessa kappaleessa 5, jossa keskitytaan tilanteeseen 2 < p < oo. Jos p = 2
tésta saadaan lineaarinen versio nimeltaén Laplacen yhtdlo:

Au=> Uy, =0.

i=1

Tahén taas tutustutaan satunnaiskavelyn yhteydessd kappaleessa 4. Opti-
maalisen kontrollin puolella kappaleessa 3 tullaan hyodyntaméan epéalineaa-
rista Hamilton-Jacobi yhtaloa:

us + H(Du,x) = 0.

Huomautus 2.30. o Funktiota u kutsutaan k:nnen asteen ODY:n klassi-
seksi ratkaisuksi, jos se toteuttaa ODY:n pisteittain ja on k-kertaa jat-
kuvasti derivoituva eli u € C*(2). Esimerkiksi u € C%(2), jolle Du = 0,
on klassinen ratkaisu Laplacen yhtéalolle.

« Joskus, etenkin epélineaaristen ODY:jen kanssa, voi kdyda niin, etta
klassisia ratkaisuja ei ole olemassa. Télloin, jotta ratkaisuja ja niiden
ominaisuuksia olisi mielekasta tutkia, voidaan siirtya heikkojen ratkai-
sujen seka erityisesti viskositeettiratkaisujen puolelle. Viskositeettirat-
kaisuja tullaan kayttaméan seuraavassa kappaleessa 3 seké viimeisesséa
kappaleessa 5.
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3 Optimaalinen kontrolli ja ensimmaisen as-
teen osittaisdifferentiaaliyhtalot

Optimaalinen kontrolliteoria on matematiikan haara, jolla on paljon sovel-
luskohteita niin eri tieteen- kuin tekniikan aloilla. Nimensa mukaisesti kont-
rolliteoriassa pyritadn loytamaan paras mahdollinen eli optimaalinen kont-
rollistrategia annetulle dynaamiselle systeemille halutun lopputuloksen saa-
vuttamiseksi. Kappaleessa tullaan todistamaan Bellmanin dynaamisen ohjel-
moinnin periaate sekéd rakentamaan optimaalinen palautekontrolli sen avul-
la. Pédasiallisina 1&hteind ovat toimineet Evansin moniste [3] sekd Bardin ja
Capuzzo-Dolcettan kirja [2], ottaen lisiksi vaikutteita Todorovin julkaisusta
[28]. Useat todistukset seuraavat myos Evansin kirjaa [10].

Kontrolliteoria kasittelee systeemeja, joita voidaan kontrolloida eli joiden
kehitykseen voi vaikuttaa jokin ulkoinen tekija. Tavoitteena on loytad kont-
rolli, joka minimoi tai maksimoi maéritellyn maksufunktionaalin, kun annet-
tuna on aloituspiste x € R" seka aikavali 0 < ¢t < T'. Tallaisista optimaa-
lisen kontrollin ongelmista nousee esimerkiksi seuraavanlaisia matemaattisia
kysymyksié.:

(i) Onko optimaalinen kontrolli olemassa?
(ii) Kuinka optimaalinen kontrolli voidaan karakterisoida matemaattisesti?

(iii) Kuinka optimaalinen kontrolli voidaan muodostaa?

Ensimmaisené tutustutaan Hamilton-Jacobi-yhtéloon yhdessé viskositeet-
tiratkaisujen kanssa. Téamén jalkeen tarkastellaan ndiden yhteytta kontrolli-
teoriaan dynaamisen ohjelmoinnin kautta ja l0ydetadn yhteys arvofunktion
seka Hamilton-Jacobi-Bellman-yhtalon valille.

3.1 Hamilton-Jacobi-yhtilo ja viskositeettiratkaisut

Tavoitteena on tutkia sopivalla tavalla méaariteltyjen heikkojen ratkaisujen,
viskositeettiratkaisujen, olemassaoloa, yksikasitteisyytta sekd muita ominai-
suuksia Hamilton-Jacobi-yhtdloksi kutsutulle ajasta riippuvalle alkuarvo-ongelmalle

{ut + H(Du,z) =0 joukossa R" x (0, 00) (3.1)

u=g joukossa R™ x {t = 0},
missa annettuina ovat Hamiltonin funktio (engl. Hamiltonian) H : R"xR" —
R seké reunafunktio g : R™ — R. Muuttujalla ¢ viitataan aikaan: Hamilton-

Jacobi-yhtélon tapauksessa lahdetdan litkkeelle ajanhetkestéd t = 0 ja seura-
taan differentiaaliyhtdlon kehitysta ajan edetessa. Ajan muutosta kuvastaa
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tuntemattoman funktion u : R" x [0,00) — R, u = u(z,t), osittaisderivaatta
ajan t suhteen, jota merkitaan yhtélossa u,. Lisdksi tuntemattomana on u:n
gradientti Du = D,u = (ug,,...,u,, ). Monesti kirjoitetaan H = H(p, x),
missd p on sen muuttujan nimi, jolla gradientti Du korvataan ODY:ssé.

Téastéa eteenpéin oletetaan, etta yhtéalossa (3.1) esiintyvat funktiot H ja g
ovat jatkuvia. Taman tutkielman kannalta oleellisessa tilanteessa H riippuu
seké pisteesta x, ettd muuttujasta p, eika vélttaméattéa ole konveksi p:n suh-
teen. Téllaisessa tilanteessa klassisia ratkaisuja ei valttamatta ole. Téméan
vuoksi méaaritellaan heikompi ratkaisujen késite, jotta on mielekéasta puhua
Hamilton-Jacobi-yhtalon ratkaisemisesta. Téssa tutkielmassa kéasitellaan vis-
kositeettiratkaisuja.

Maaritelma 3.1. Sanotaan, ettd rajoitettu ja tasaisesti jatkuva funktio w :
R™ x (0,7) — R™ on viskositeettiratkaisu Hamilton-Jacobi-yhtélolle (3.1),
jos

1. u = g joukossa R™ x {t =0}

2. jokaiselle testifunktiolle ¢ € C*(R™ x (0, 00)), jolle funktiolla u — ¢ on
pisteessa xg € R™ x (0, 00)

(a) lokaali maksimi pétee
¢ + H(D¢(x0), 20) <0
(b) lokaali minimi pétee

¢ + H(D¢(20),20) 2 0.

On syyta huomioida, ettd méadritelmén toisen kohdan molempien alakoh-
tien (a) ja (b) tulee pated kaikille testifunktioille, joiden kanssa u — ¢ saavut-
taa lokaalin &ériarvonsa. Jos u toteuttaa maaritelmén kohdan (a), sita kut-
sutaan viskositeettialiratkaisuksi. Jos u toteuttaa médritelman kohdan (b)
sita kutsutaan viskositeettiyliratkaisuksi. Néin ollen ratkaisu, joka on seké
viskositeettiali- etta -yliratkaisu, on ratkaisu viskositeettimielessa. Seuraa-
vaksi on syyta tarkistaa, ettd tama maéaaritelma ei ole ristiriidassa klassisten
ratkaisujen kanssa.

Lemma 3.2. Hamilton-Jacobi-yhtdlon (3.1) klassiset ratkaisut ovat viskosi-
teettiratkaisuja. Lisdaksi jatkuvasti derivoituvat viskositeettiratkaisut ovat klas-
sisia ratkaisuja.
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Todistus. Oletetaan, ettd u on klassinen ratkaisu Hamilton-Jacobi-yhtélolle.
Talloin jokaiselle testifunktiolle ¢, jolle u—¢ saavuttaa lokaalin maksimin (tai
minimin) pisteessé z € 2, patee Du(xg) = Do(xg). Tésté seuraa, ettd myos
aikaderivaatat ovat samat. Néin ollen u:n viskositeettius seuraa triviaalisti.
Jos taas u on jatkuvasti derivoituva viskositeettiratkaisu, niin valitsemalla
testifunktioksi ¢ = u saadaan u klassiseksi ratkaisuksi. O]

On syyta huomauttaa, ettd tdma tulos patee ensimmaisen asteen osit-
taisdifferentiaaliyhtaloille, mikali viskositeettiratkaisujen maéritelméassa 3.1
puhutaan yleisestd ODY:std Hamilton-Jacobin sijaan. Sopiville toisen asteen
ODY:ille tulos patee myo6s, mutta triviaalius ei ole selvda ja todistus on hie-
man monimutkaisempi.

Todistetaan viela testifunktion olemassaolo tilanteessa, jossa u on derivoi-
tuva yhdessé pisteessé. Lauseen todistus seuraa Evansin kirjan [10] todistusta
s.544-545.

Lemma 3.3. Oletetaan, ettd u : R® — R on jatkuva ja lisiksi derivoituva
jossain pisteessd xqy. Tdlldin on olemassa funktio v € C*(R™) siten, etti

u(zo) = v(xo)

ja
u — v saavuttaa aidon lokaalin miniminsd pisteessd xg.

Todistus. Voidaan olettaa, etta
zg =0, u(0)= Du(0)=0,

silld muutoin voidaan késitella funktiota u(x) := u(zx+xo) —u(xo) — Du(zo) -«
funktion u sijaan. Téma yhdessd jatkuvuuden ja derivoituvuuden kanssa
kertoo, etta

u(z) = |z|p(z),
missd p; : R" — R on jatkuva ja p;(0) = 0. Maéaritelladn funktio py :
[0,00) — [0, 00) asettamalla

palr) i= max {|pr(a)l} (2 0)

Talloin ps on jatkuva ja kasvava funktio, jolle py(0) = 0. Nyt kirjoittamalla
2|a| )
v(x) = p2(r)dr + |z|* (x € R"),

||
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ja huomaamalla, ettd |v(x)| < |z|p2(2]x]) + |z|?, saadaan
v(0) = Dv(0) = 0.

Lisaksi, jos x # 0, saadaan yhdistetyn kuvauksen derivointisdantojé kaytté-

malla
2x x

Do(z) = mﬂz@lxl) - mpz(lxl) + 2z,

joten v € C*(R"). Lopuksi, jos x # 0, niin

u@w—vwwzuwmw—[fbme—Mf

2|z

< lalpa(lel) = [ par)dr = Jaf?

||
< —|z]* (py kasvava)
< 0=u(0) —v(0).

Néin ollen v — v saavuttaa aidon lokaalin miniminsa nollassa. OJ

Viimeisena viskositeettiratkaisuihin liittyen taytyy varmistaa niiden yk-
sikdsitteisyys. Tarkemmin sanottuna kiinnitetdén lopetusaika 7' > 0 ja tar-
kastellaan alkuarvo-ongelmaa

. (32)
u=yg joukossa R™ x {t = 0}.

{ut + H(Du,x) =0 joukossa R™ x (0,T]
Sanotaan, ettd rajoitettu ja tasaisesti jatkuva funktio u on ylldolevan
ongelman viskositeettiratkaisu, jos sekd alkuarvo, ettd epayhtalo (a) (myos
(b)) pétevat paikallisen minimin (maksimin) kohdalla pisteessa (xg,tg) €
R™x (0,T). Jatkossa oletetaan, ettd Hamiltonin funktio H tayttaa Lipschitz-
jatkuvuuden oletukset, siis

[H(p.x) ~ Hig.2)| < COlp—qf .

[H(p,z) — H(p,y)| < Clz —yl(1+ |p]),

missa x,y, p,q € R", jollekin vakiolle C' > 0.
Seuraava lause varmistaa viskositeettiratkaisujen yksikasitteisyyden. Lauseen
todistus 16ytyy Evansin kirjasta [10] s. 548-550.

Lause 3.4. Oletuksien (3.3) ollessa voimassa ongelmalla (3.2) on korkein-
taan yksi viskositeettiratkaisu.
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3.2 Dynaaminen ohjelmointi

Dynaamisen ohjelmoinnin tavoitteena on tutkia optimointiongelmia arvo-
funktion kautta. Tarkoituksena on tarkastella arvofunktiota u, joka kuvaa
paikan z ja ajan t tilaa. Aloittaen aloituspisteesta xy ja -ajasta tg, kontrol-
liongelma upotetaan laajempaan luokkaan samankaltaisia ongelmia, joissa
paikan kehitys ajan suhteen muuntelee.

Optimaalisen kontrollin formulointi dynaamisessa optimointiongelmassa
keskittyy yhteen tai useampaan kontrollimuuttujaan, jotka toimivat opti-
moinnin valineina. Toisin kuin tavallisessa variaatiolaskennassa (engl. calcu-
lus of wvariations), jossa pyritddn 10ytdmaan optimaalinen aikapolku tila-
muuttujalle x, optimaalisen kontrollin tavoitteena on loytad optimaalinen
aikapolku kontrollimuuttujalle a. Kun tdmé polku o*(¢) on maaritetty, voi-
daan maarittda optimaalinen tilapolku x*(¢) vastaamaan sité.

Huomautus 3.5. On syyta huomauttaa, ettd kontrollipolun ei tarvitse olla
jatkuva ollakseen hyvaksyttavi: paloittainen jatkuvuus riittdd. Nain ollen
kontrollipolulla voi olla hyppéysepajatkuvuutta, mutta ei sellaisia pisteita,
missa «a(t) = oo jollain 0 < ¢ < T'. Liséksi tilapolun z(¢) tulee olla jatkuva
koko aikavélilla [0, T, mutta siind voi olla aarellinen méaara epaderivoituvia
pisteita.

Esimerkki 3.6. Merkitidan z(t) € R? veneen paikkaa joella ja v(z) veden
nopeutta paikassa x. Jos vene ajautuu pelkédstdan virran mukana, voidaan
sen paikkaa kuvata differentiaaliyhtéalolla

& =v(zx).

Jos taas oletetaan, ettd veneesséd on moottori, joka mahdollistaa liikkumisen
mihin tahansa suuntaan nopeudella < p suhteessa veden virtaukseen, voidaan
kehitysté kuvata kontrollisysteemilla

T = f(z,a) =v(z) + pa la| < 1.

Tama vastaa differentiaali-inkluusiota, jossa nopeuksien joukko on p-séteisten
pallojen joukko (kts. kuva 3.1):

& € B,(v(z)).

Maaritelma 3.7. Kontrollifunktio tai kontrolli on ajan funktio «(t), joka
kuvaa ajan t € [0, 400) joukkoon A.
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Kuva 3.1: Nopeuksien joukko p-sdteisen pallon muodossa.

Vastaisuudessa oletetaan, ettd joukko A on kompakti, ja kiytetdén mer-
kintéa
A={a:[0,00) = A | a-) mitallinen}
kaikkien hyvdaksyttavien kontrollien kokoelmasta. Lisaksi tilapolkua eli dy-
naamisen systeemin vastetta ajan funktiona merkitaan x(-).

Maaritelma 3.8. Kontrolloitu dynaaminen systeemi voidaan karakterisoida
dynamiikkojen
X(t) = f(x(t), a(t)) (3.4)

avulla yhdessé systeemin alkuarvojen
x(0) = zo, (3.5)
missd x(-) € R"”, kanssa. Téssé ¢t € [0, +00) ja f: R" x A — R™
Jatkossa oletetaan funktion f olevan rajoitettu ja Lipschitz-jatkuva:
[f(z,a) <C, |f(z,a) = fy,a)| < Cle =y (z,y €R"aeA), (3.6)

jollain vakiolla C. Téstd seuraa, ettd jokaiselle kontrollille a(-) € A dif-
ferentiaaliyhtélolld (3.4)-(3.5) on Picard-Lindelofin teorian nojalla olemassa
yksikésitteinen, Lipschitz jatkuva ratkaisu x(-) (kts. [20] kappale 13). Tadma
ratkaisu on olemassa vélilla [¢, T ja se ratkaisee annetun differentiaaliyht&lon
melkein kaikilla ajoilla ¢t < s < T

On syyta huomata, etta vaste x(-) riippuu seka kontrollista a(-), etta aloi-
tuspisteestéd (zo,tp). Néin ollen merkinnalld x(t) tarkoitetaan x(t; xg, to, @).
Talla tavalla merkittyna vaste tulkitaan muuttujan ¢ funktiona, joka riippuu
myos aloituspisteesta zg, -ajasta ty ja kontrollista a.. Jatkossa voidaan kéyt-
tda kumpaa vain merkintdtapaa: jos tilanteesta on selvaa, misté kontrollista
(ja aloituspisteestd) on kyse, kaytetaan lyhyempéaa merkintaa x(t). Jos jokin
muuttujista on epaselva, merkitadn se myos nakyviin.
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Maaritelma 3.9. Dynaamisen systeemin maksufunktionaali on muotoa

T
Podla()] = [ r(x(s). a(s))ds + g(x(T)),
missi x(-) = x*0)(-) ratkaisee differentiaaliyhtélon (3.4)-(3.5) jar : R*x A —
R" ja g : R™ — R ovat annettuja funktioita.

Funktiota r kutsutaan juoksevaksi maksuksi (engl. running payoff) ja
funktiota g pddtemaksuksi (engl. terminal payoff). Tasta eteenpéin oletetaan,

etta
[r(z,a)|, |g(z)| <C

kaikilla z,y € R™ a € A, jollekin vakiolle C. Toisin sanoen oletetaan, etté
maksufunktio P on jatkuva ja tasaisesti rajoitettu.

Maiaritelmé 3.10. Olkoon z € R" ja 0 <t < T'. Funktiota u : R" x[0,7] —
R

Y

x,t) ;== inf P,la(-)],
u(z,t) a(l-I)lel tla()]
kutsutaan arvofunktioksi.

Yllaoleva maéaritelma yhdessd maksufunktionaalin maéritelman kanssa
antaa

u(z, T) = g(x(T)).

Tama toimii rajachtona tasta eteenpain.
Lemma 3.11. Arvofunktiolle u on olemassa vakio C' siten, ettd
u(z, )] < C,
u(z,t) —u(@, )] < Clz — 2| + [t — 1))
kaikille z,2 € R® ja 0 < t,t < T.
Todistus seuraa Evansin kirjaa [10] s. 555-556.

Todistus. Ensimmaéaisend huomataan, ettd funktioiden r ja g epayhtaldisté
(3.7) seuraa arvofunktion u rajoittuneisuus joukossa R™ x [0, T']. Kiinnitetaan
nyt pisteet x,z € R" ja aika 0 <t < T'. Olkoon ¢ > 0 ja valitaan kontrolli
& € A siten, etta

W@ ) + & > /t " r(k(s), a(s))ds + g(X(T)),
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missa X(-) ratkaisee differentiaaliyhtélon

{ X(s) = f(%(s),6(s)) (t<s<T)

Téalloin
u(e, t) — u(@, 1) < / (s), a(s))ds + g(x(T)) (3.8)
—/ s))ds — g(x(T)) + e,

missa x(-) ratkaisee yhtdlon

Funktion f Lipschitz-jatkuvuus yhdessa epayhtéalon (3.8) sekd Gronwallin
epayhtalon (kts. [10] Appendix B 5.624-635) kanssa implikoi, etta |x(s) —
x(s)| < Clz—2| (t < s <T). Tama yhdessa funktioiden r ja g epayhtéloiden
(3.7) kanssa implikoi, ettd u(z,t) —u(Z,t) < Clz — 2| + . Kédantdmalla x ja
Z roolit ja argumentoimalla samalla tavalla saadaan

u(z,t) —u(@, )] < Clo— 3 (2,6 €R",0< ¢ <T).

Kiinnitetdén vielda © € R" ja 0 < t < < T. Oletetaan, ettid ¢ > 0, ja
valitaan « € A siten, ettéd

u(x,t) 5>/ s))ds + g(x(T),

missa x(-) ratkaisee kontrolloidun dynaamisen systeemin (3.4)-(3.5) eli

{ x(s) = f(x(s),a(s)) (t<s<T)

Maaritelladn
a(s):=a(s+t—1), kunt<s<T,

ja annetaan X(-) ratkaista

{ %(s) = f(%(s),a(s)) (f<s<T)
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Tallsin %(s) = x(s +t — ), joten

u(z,t) — u(z,t) </ s))ds + g(x(T))
_/ ))ds — g(x(T')) + ¢
==/ tr(x(s) a(s))ds + g(x(T +t — 1)) — g(x(T)) + ¢
< Clt — i +e. (3.9)

Valitaan seuraavaksi &(-) siten, etté

u(z,t) + & > / (s))ds + g(x(T)),

missa

{ %(s) = f(x(s),a(s)) (E<s<T)

ja maaritellaan

() a(s+t—1t), jost<s<T+t—1
alLs) = A
a(T), josT+t—-1<s<T,

A~
A

ja annetaan x(-) ratkaista (3.4)-(3.5). Télloin a(s) = a(s +t —t) ja x(s) =
X(s+t—1t), kunt < s < T +t—1, joten

(e t) — ueB) < [ Tr(x(s) o(s))ds + g(x(T))

_/ s))ds — g(X(T)) + ¢
) r(x(s),a(s))ds + g(x(T)) — g(x(T +t —1t) + ¢
<Clt -1t +e.

Tama epayhtélo yhdessé (3.9) kanssa todistavat, etta
lu(z,t) —u(z, )| < Clt -1 (0<t<t<T,zeR"). O

Tavoitteena on néyttad, ettd arvofunktio u on yksikésitteinen viskositeet-
tiratkaisu Hamilton-Jacobi-yhtélolle (3.1). Tata varten tarvitaan Bellmanin
dynaamisen ohjelmoinnin periaatetta.
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Lause 3.12 (Dynaamisen ohjelmoinnin periaate). Jokaiselle T € [t,T] ja
x € R"™ pdtee

w(z,t) = inf {/t r(a(s), a(s))ds + u(a(7), 7)}. (3.10)

a(-)eA

Dynaamisen ohjelmoinnin periaate kertoo, ettd optimointiongelma aika-
valilla [¢, T] voidaan jakaa kahteen erilliseen ongelmaan:

» Ensimmaéisend ratkaistaan optimointiongelma osavélilla [7, 7] yhdessé
juoksevan maksun r ja paatemaksun g kanssa. Talld tavoin pystytéaan
maarittamadn arvofunktio u(7,-) ajanhetkella 7.

« Seuraavaksi ratkaistaan optimointiongelma jiljelle jadneelld osavélilla
[t, 7] juoksevalla maksulla r ja paatemaksulla u(7,-), joka méaritettiin
edellisessa kohdassa.

t T T

Kuva 3.2: Optimointiongelma vélilla [¢t,T] voidaan jakaa kahteen osaongel-
maan osavaleille [t, 7] ja [, T].

Todistus seuraa Bressanin monistetta [5] s. 51-52. Todistuksessa oleelli-
sessa osassa on arvofunktion sekd yhtédlon oikean puolen arvioiminen pdd-
temaksun avulla. Edelld on paljon puhuttu ldhtdajasta, mutta nyt katse siir-
tyy pddateaikaan ja sen avulla paatemaksuun. Nain ollen ajan suunta muut-
tuu: sen sijaan, ettd aika kuluisi eteenpéin, sitd kuljetaankin takaperin, jo-
ten edellisella askeleella aikaa on kulunut taméanhetkisestéd ajasta vihemman.
Néin ollen alkuehto muuttuu lopetusehdoksi, jolloin epayhtalot kayttayvat
eri tavalla.
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Todistus lauseelle 3.12. Olkoon PT yhtalon (3.10) oikea puoli. Todistus jae-
taan kahteen osaan molempien epayhtaldiden, > ja <, todistamiseksi.

(1) Néytetaan, ettd PT < wu(z,t). Kiinnitetddn ¢ > 0 ja valitaan kontrolli
a:[t,T] — A, a(-) € A, siten, ettd P, a(-)] < u(z,t) + . Talloin

) < / ))ds + g(x(T)),
joten
PT</ s))ds + u(x(7),T)
< Pia ()] < u(x,t) +e.
Koska ¢ > 0 oli mielivaltainen, on ensimmaéainen epéyhtélo todistettu.

(2) Toista epayhtalod varten kiinnitetdén jalleen € > 0. Télloin on olemassa
kontrolli ay : [t, 7] — A, oy € A, siten, etta

/tTr(X(s),al(s))ds—|—u(x(7'),7') <P e (3.11)

Lisaksi on olemassa kontrolli as : [7,T] — A, ay € A, jolle
P, laa(-)] < u(x(1),7) + €. (3.12)
Nyt voidaan méaritelld kontrolli o € A liittamalla yhteen kontrollit oy

ja ao:

as(s), jos s €|, T].

o(s) = {al(s), jos s € [t, 7|
Ottamalla huomioon ajan kulkusuunnan (¢ < 7), on epéyhtaléiden
(3.11) ja (3.12) avulla helppo tarkistaa, etta

u(z,t) < Ppifa(s)] < P74 2e. O

Lause 3.13 (Hamilton-Jacobi-Bellman). Oletetaan, ettd arvofunktio u on
muuttujien (z,t) Ct-funktio. Télloin u on yksikdsitteinen viskositeettiratkaisu
osittaisdifferentiaaliyhtdlolle

ut(x,t)—i-géiil{f(x, a)-Dyu(z,t)+r(z,a)} =0 (zeR", 0<t<T), (3.13)

lopetusehdolla
u(@,T) = g(z) (2R,
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Ylldoleva yhtélo tunnetaan Hamilton-Jacobi-Bellman-yhtaloné (lyhennet-
ty jatkossa HJB). Yhteys edellisessd kappaleessa kasiteltyyn Hamilton-Jacobi-
yhtéloon (3.1) saadaan, kun Hamiltonin funktio kirjoitetaan muodossa

Fféii?{f(x’ a) - Dyu(z,t) +r(z,a)} = H(x, Du),
jolloin HJB saadaan tutumpaan muotoon
u; + H(x, Du) =0 ((x,t) € R"x]0,T7).
Lauseen todistuksessa seurataan Evansin monistetta [3] s.74-75.

Todistus lauseelle 3.13. 1. Olkoon x € R™", 0 <t < T ja 7 > 0 annettu.
Valitaan miké tahansa parametri a € A ja kaytetadn vakiokontrollia

al-)=a

ajoille t < s < t+4 7. Taméin jilkeen dynamiikat saapuvat pisteeseen x(t+7),
missd t + 7 < T. Oletetaan, ettd ajanhetkelld ¢t + 7 vaihdetaan optimaaliseen
kontrolliin ja kaytetdan sita loppuaika t +7 < s < T.

Konstruoidaan télle menetelmaélle arvo. Ajoille ¢t < s <t 4 7 pétee

x(s) = f(x(s),a)
x(t) = x.
Arvo télle ajalle on [/*7 r(x(s), a)ds. Lisiksi aikavaliltd ¢ + 7:sta T:hen arvo

on u(z(t+7),t+7) arvofunktion u mééritelman nojalla. Néin ollen kokonai-
sarvoksi muodostuu

/tt+T r(x(s),a)ds + u(x(t + 7),t + 7).

Toisaalta pienin mahdollinen arvo aloitettaessa pisteesta (z,t) on madritel-
méan nojalla u(x,t). Nain ollen

t+7
u(z,t) < /t r(x(s),a)ds + u(x(t +7),t + 7). (3.14)

2. Seuraavaksi halutaan muuttaa tdméa epayhtalod differentiaalimuotoon.
Nain ollen uudelleenjarjestelemalla ja jakamalla kiinnitetylla 7 > 0 saadaan

wx(t+71),t+7) —u(x,t) N 1

t+1

/ r(x(s),a)ds > 0.
t

Ottamalla raja-arvo 7 — 0 saadaan

ur(z,t) + Dyu(x(t), t) - x(t) + r(x(t),a) > 0.
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Toisaalta tiedetddn, ettd x(-) ratkaisee differentiaaliyhtélon
{ x(s) = f(x(s),a)  (t<s<T)
x(t) =z,
joten lisdamalla tamén yllaolevaan huomataan, etta:
u(x,t) + f(x,a) - Dyu(x(t),t) + r(z,a) > 0.
Tama epayhtalo pétee kaikille kontrolliparametreille a € A, joten

ggﬁl{ut(%t) + f(x,a) - Dyu(z,t) +r(x,a)} > 0. (3.15)

3. Viimeisena naytetaan, etta yllaoleva minimi on itseasiassa 0. Taté var-
ten oletetaan, ettd a*(-),x*(-) ovat optimaalisia yllédolevalle ongelmalle. Ote-
taan kdyttoon optimaalinen kontrolli a*(-) ajoille t < s < ¢ + 7. Arvo télle
on

/tt+T r(x*(s),a*(s))ds

ja loppuarvo on u(x*(t + 7),¢ + 7). Néin ollen kokonaisarvoksi muodostuu
t+1
/ r(x*(s),a(s))ds + u(x*(t + 7),t + 7) = u(x, t).
¢

Jélleen jarjestelemélla uudelleen ja jakamalla 7:1la saadaan

u(x*(t+7),t+7)—u(z,t) N 1/tt+T7-(X*(S),Oé*(S))d3 —0.

T T

Péaastamalla 7 — 0 ja olettamalla, ettd a*(t) = a € A, saadaan

u(x,t) + Dyu(z,t) - X*(t) +r(x,a*) = 0;
——
f(x,a*)

joten
ug(x,t) + f(x,a*) - Dyu(z,t) +r(x,a*) =0

jollekin parametrin arvolle a* € A. O

Lause 3.13 kertoo HJB:n viskositeettiratkaisun olevan optimaalisen kont-
rollin ongelman arvofunktio, jota voidaan méarittdmisen jalkeen kéyttaé op-
timaalisen kontrollin 16ytdmiseen ottamalla minimi (tai maksimi) siihen liit-
tyvastd Hamiltonin funktiosta. Optimaalisen kontrollin rakentaminen dynaa-
misen ohjelmoinnin avulla sisdltda kaksi askelta. Ensimmaisena taytyy rat-
kaista HJB eli laskea arvofunktio u. Taman jalkeen voidaan rakentaa op-
timaalinen palautekontrolli o*(-) HJB:n osittaisdifferentiaaliyhtaléon ja wu:n
avulla.
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Huomautus 3.14. On syytd huomauttaa, ettd talld tavalla rakennettu op-
timaalinen kontrolli sisaltad huomattavia ongelmia. Esimerkiksi kontrollille
a voi olla useita ratkaisuja. Lisdksi allaolevan yhtélon (3.16) ratkaiseminen
vaatii kontrollin o saédnnollisyytta eikd aina toimi. Esityksen yksinkertai-
suuden vuoksi oletetaan kontrollilta riittava sdannoéllisyys. Sadnnollisyyden
puutteesta loytyy esimerkki Parviaisen luentomonisteesta [21] s. 13 esimerkki
2.9.

Toinen askel voidaan toteuttaa seuraavalla tavalla: méaaritellaédn jokaiselle
pisteelle z € R™ ja jokaiselle ajalle 0 < ¢ < T kontrolli

a(z,t)=a€ A

olemaan se parametrin arvo, jolla HJB:hen liitoksissa oleva minimi saavute-
taan. Toisin sanoen valitaan «(x,t) siten, etta

ur(z,t) + f(z, oz, t)) - Dyu(x,t) + r(x, a(z,t)) = 0. (3.16)

Téamaén jalkeen ratkaistaan differentiaaliyhtdlo olettaen, ettd «f(-,t) on tar-
peeksi sdannollinen sen tekemiseen:

X'(s) = f(x*(s), (x*(s),5)) (t<s)<T
x(t) = .
Viimeisend maaritellaan palautekontrolli
a’(s) == a(x*(s),s). (3.17)

Esimerkki 3.15. Oletetaan, ettd maaritelmén (3.17) mukainen kontrolli
a*(+) on olemassa. Koska

Pola’ (] = [ ' (s), *(s))ds + g0 (T),

saadaan yhdessi o*(-):n mééritelméan (3.17) nojalla:

P’ (] = [ (~ulx(s),) = F(x'(5),°(5)) - Dyl (5),))ds + g0 (T)
= [ w(x(5), 8) + Daul(x*(s),8) - % (s)ds + g (x*(T))
T d

t

t %u(x*(S), s)ds + g(x*(T))

= —u(x*(T),T) + u(x*(t),t) + g(x*(T))
= —g(x*(T)) +u(x"(t),t) + g(x*(T))
=u(z,t) = g(lg Py ila(-)].

Néin ollen o*(-) on optimaalinen.
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4 Satunnaiskively ja toisen asteen osittais-
differentiaaliyhtalot

Edellisessa kappaleessa késiteltiin determinististd optimaalista kontrollia. Ky-
seessa on loppujen lopuksi yksinkertainen tilanne, jossa ilmenee monenlaisia
ongelmia ja puutteita jo kasiteltyjen asioiden lisdksi. Esimerkiksi dynamiik-
kojen oletukset deterministisesta kehityksesté sekéa ennustettavuudesta sulke-
vat ulkopuolelleen monia sovelluskohteita: monesti halutaan ottaa huomioon
mahdollisuus satunnaistekijoistd. Lisdksi edellisessa kappaleessa kasitellys-
sé tapauksessa kyseessa oli yhden kontrollimuuttujan systeemi, mutta usein
prosesseja voi ohjata useaan eri suuntaan eri muuttujien toimesta. Télloin
edellé kasitellyt tekniikat eivat ole riittavia. Nain ollen luonnollisena jatkona
aiheelle on siirtyminen satunnaispelien maailmaan, jossa ensimméisena li-
satdan satunnaisuustekija tarkastelemalla satunnaiskavelya pallossa. Téméan
jalkeen kappaleessa 5 satunnaiskévelyyn otetaan mukaan kaksi pelaajaa, jot-
ka yrittavit kontrolloida systeemia kohti itselleen suotuisaa tilaa.

Keskitytadn seuraavaksi toisen asteen osittaisdifferentiaaliyhtdl6on nimel-
tad Laplacen yhtdlé ja sen yhteyteen satunnaiskdvelyksi kutsuttuun stokasti-
seen prosessiin. Laplacen yhtdloon tutustuttiin hyvin nopeasti osittaisdiffe-
rentiaaliyhtaloiden yhteydessé kappaleessa 2.2. Kyseesséd on lineaarinen toi-
sen asteen ODY, jonka ratkaisuja kutsutaan harmonisiksi funktioiksi.

Satunnaispelit yhdistévat stokastiikan osittaisdifferentiaaliyhtéloihin ja,
jos kyseessé on pelaajallinen versio, myos optimoinnin periaatteeseen. Taman
kappaleen tavoitteena on rakentaa teoriaa, joka yhdistdd Laplacen yhtélon
satunnaiskévelyyn arvofunktion ja dynaamisen ohjelmoinnin kautta. P&a-
asiallisena lahteené télle kappaleelle on toiminut Parviaisen artikkeli [21].
Lisdksi on hyédynnetty Evansin kirjaa [10], Lewickan kirjaa [10] ja Parviai-
sen luentomonistetta [22].

Esimerkki 4.1. Olkoon © = (0,1) C R. Kiinnitetdén ¢ > 0 ja asetetaan pe-
linappula aloituspisteeseen zy € €). Pelinappulaa siirretadn € verran oikealle
tai vasemmalle kolikonheiton perusteella. Toisin sanoen pelinappula siirtyy
e-ruudukossa

{0,¢,2¢,...,1}\ {0,1}
« vasemmalle todennakoisyydella % tai
 oikealle todennékoisyydella %

Oletetaan, ettd askeleen pituus on muotoa

e =27 jollekin k € N.
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N
N | =

r—e T x+¢

Kuva 4.1: Satunnaiskévely 1-ulottuvuudessa.

Kun saavutaan pelialueen reunalle pisteeseen 0 tai 1, kolikonheitto lopete-
taan. Reunamaksun suuruuden méaarittaa F'(1) tai F(0) riippuen paddyttiin-
ko reunalla pisteeseen 0 vai 1, missd F' on annettu reaaliarvoinen funktio.

Kysymykseksi tassa tilanteessa nousee, miké on odotetun maksun suu-
ruus, kun liikkeelle lahdetédan jostain pisteesta xq € Q7 Merkitdan

u(zo) := B [F(z-)],

misséd odotusarvo otetaan kaikkien mahdollisten polkujen (vierailtujen pis-
teiden muodostamien jonojen) yli, 7 merkitsee lopetuskierroksen numeroa
ja z, kertoo kumpaanko pisteista 0 tai 1 on lopulta paadytty. Télloin yhta
askelta katsottaessa dynaamisen ohjelmoinnin periaate (lyhennetty jatkossa
DOP) pétee kaikilla x € {e,...,1 —¢}:

Ratkaisu télle on
u(ic) = ie, i=0,1,...,e".

Yllaolevan esimerkin tilannetta kutsutaan 1-ulotteiseksi satunnaiskdve-
lyksi. Kyseisessa tilanteessa arvo u(xg) kuvastaa todennékoisyytté, ettd pis-
teeseen 1 saavutaan ensin. Téllainen prosessi paiatyy pisteeseen 0 tai 1 mel-
kein varmasti, joten patee

u(zg) = E°[F(z,)] =P*(z, =1)- 14+ P*™(x, =0)-0
=P*(z, =1).
Uudelleenjarjestelemalld esimerkissa saatu DOP saadaan muotoon
1
2¢2
Yhtalon vasen puoli on tunnettu diskretisaatio toisesta derivaatasta %um,
joten kyseinen satunnaiskavely vaikuttaa olevan yhteydessa ongelmaan

Uzz =0 joukossa (0, 1)
u(0) = 0,u(l) = 1.

(u(z —e) —2u(x) +u(z +¢)) =0.
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Satunnaiskévely on yksinkertaistettu tilanne satunnaispeleiksi kutsutuis-
ta stokastisista prosesseista, jossa pelaajia ei ole. Kun kiinnitettyné on avoin
ja rajoitettu pelialue €2 C R”™ seké aloituspiste xy € €2, satunnaiskédvelyn seu-
raava piste maaraytyy € > 0 siteisestd ja xg-keskisestd pallosta tasajakau-
man mukaisesti. Yllaolevassa 1-ulotteisessa tapauksessa tasajakauman virkaa
toimitti kolikonheitto. Satunnaiskévelyé jatketaan uudesta pisteestéd, kunnes
saavutaan pisteeseen ., joka on alle € pédassa alueen ulkopuolella. Téméan
jalkeen annettu reaaliarvoinen maksufunktio F' kertoo maksun suuruudeen.
Maksufunktio on maaritelty alueen e-laajennuksessa, joka méaaritelldan alla.

Tallaisella asetelmalla dynaamisen ohjelmoinnin periaate voidaan kirjoit-
taa muodossa

ule) = f o)y, (11)

missd merkinnalld f5_ () tarkoitetaan keskiarvointegraalia pallon yli, joka
madaritelldan tarkemmin seuraavassa alaluvussa. Seuraavassa alaluvussa tut-
kitaan lisaksi DOP:n yhteyttd satunnaiskédvelyyn ja lopulta todistetaan, et-
td satunnaiskavelyn tapauksessa DOP:n toteuttava funktio, joka noudattaa
annettua reunafunktiota, on satunnaiskévelyn odotusarvo. Tallé tavalla saa-
daan luotua yhteys Laplacen yhtalon ja satunnaiskavelyn vélille.

Dynaamisen ohjelmoinnin periaate késittelee e-séteisia palloja, joten on
otettava kayttoon joukon 2 e-laajennus:

Maaritelma 4.2. Joukon €2 C R" e-laajennus on
[.:={zeR"\ Q:dist(z,Q) <e}.
Jatkossa kaytetaan lisdksi merkintéaa

Q. =QuUT..

Tésté eteenpéin oletetaan, ettd u : . — R ja F': ', — R ellei toisin
mainita.

4.1 Harmoniset funktiot ja keskiarvoperiaate

Téassa luvussa on hyodynnetty pasasiassa Evansin kirjaa [10]. Vaikutteita on
otettu myds Parviaisen luentomonisteesta [22].
Oletetaan edelleen, etta joukko 2 C R™ on avoin, rajoitettu ja yhtendinen.
Muistutetaan mieleen kappaleessa 2.2 mainittu Laplacen yhtalo
" 0%u
Au = = 0. (4.2)
; (0x;)?
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Témén ODY:n ratkaisevia funktioita v € C?(Q) kutsutaan harmonisiksi
funktioiksi.

Huomautus 4.3. Jos u on harmoninen joukossa €2, niin v € C*°(2) eli u on
siled. Tama seuraa tassid kappaleessa todistettavasta keskiarvoperiaattees-
ta. Nain ollen Laplacen yhtalon yhteydessa voidaan puhua klassisista ratkai-
suista eiké esimerkiksi viskositeettiratkaisuille ole tarvetta. Tama ominaisuus
16ytyy muotoiltuna lauseena Evansin kirjasta [10] s. 28 Theorem 6.

Esimerkki 4.4. Olkoon  C R? avoin. Tallin funktio

u: Q= R, u(r,z) =2 — 22,

on harmoninen:

0%u 0%u
Au = =2—-2=0.
U= o2 T om) 0

Seuraavaksi naytetdan, etta jos v on harmoninen funktio, niin se toteuttaa
keskiarvoperiaatteen (engl. mean value theorem). Keskiarvoperiaate kertoo,
ettd harmonisen funktion w arvo wu(z) pallon keskipisteessd on sama kuin
pallon pinnalla olevien arvojen keskiarvo ja pallon sisallé olevien arvojen
keskiarvo. Taman jéalkeen naytetdan, ettd keskiarvoperiaatteen toteuttava
funktio u on harmoninen.

Merkinta 4.5. Keskiarvointegraalille kaytetdan jatkossa merkintad

1
]{95 . u(y)dy = B0 J. u(y)dy. (4.3)

Pallopinnan tapauksessa keskiarvointegraali saa muodon

1

]gBE(x) UWASW) =GR Josw MWW (4.4)

Téssd merkinnalld | - | viitataan Lebesguen mittaan.

Lause 4.6 (Keskiarvoperiaate harmoniselle funktiolle). Olkoon u € C?(Q)
harmoninen funktio. Tdalloin jokaiselle pallolle B.(x) C € pdtee

uw) = f uldSw)=f, )iy (45)

Tdata ominaisuutta kutsutaan keskiarvoperiaatteeksi.
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Todistus. Méaéaritellaan

1
6€) =, uwdSW) = e ul)as()

Olkoon z € B(0) ja tehdddn muuttujanvaihto y = €z + x, jolloin dS(y) =
e"1dS(z). Tallsin merkinnén 4.4 nojalla saadaan

1
0B.(x)] Jos. o
_ 1 9B,)
9B.(«)] [0B:(0)]

)
_|0B,(0)
= 95.) ][831(0) u(ez + 2)dS(2)

| o
[0B.(z)|”
u(ez + x)dS(z).

o(e) = u(y)dS(y)

n—1
/831(0) u(ez + x)e" 1 dS(z)

0B1(0)

Oletuksen nojalla u € C?(f2), joten se on jatkuvasti derivoituva. Talloin
funktion ¢ derivaataksi saadaan

P(e) = ]éBs( )Dyu(sz +1)dS(z)

—x
"dS
|aB0 719 ‘][ - s
_ [0B:(2)| L1- ][
Tds

~ 9B, (1)[° )

[ D) s ().
Merkitsemalla ylld esiintyvié yksikkonormaalivektoria v = =%, voidaan hyo-

dyntédé divergenssilausetta (kts. Liite A.1). Taméa yhdessd harmonisen funk-
tion méaritelmén kanssa antaa

be)=1,  Duly) viS(y)
1
B

]aB / Quly)

Nain ollen funktio ¢ on vakiofunktio, joka voidaan ratkaista raja-arvona

div(Dyu(y))dy

¢(e) = lim ¢(e) = lim u(y)dS(y) = u(x),

e—0 e—0 9B (c(z)
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joten ensimméinen yhtasuuruus on naytetty.
Toinen yhtésuuruus saadaan yllaolevan seké napakoordinaattien avulla:

1
Loy 2y = s [ wl)dy
1

y)dSd
|B€:L’|//aBs Sds

()
1
()
1

= G 103t |aB< >| ooy ) 358

_\ng\/’ ][ y)dSds

‘Bsx |/ OBy (2)|u(z )ds

(

1

) [ 1B w)las

L @)B.(2)] = u(a). 0

~[B(w)]

~B()]

Lause 4.7. Jos u € C?*(Q) toteuttaa keskiarvoperiaatteen (4.5) jokaiselle
pallolle B.(z) C Q, niin u on harmoninen.

Todistus. Todistetaan antiteesin avulla: oletetaan, ettd u ei ole harmoninen.
Téall6in on olemassa xg € (2 siten, ettd Au(zg) > 0 tai Au(zg) < 0. Oletuksen
u € C%(Q) nojalla Au on jatkuva, joten on olemassa avoin pallo B.(x) siten,
ettd Au(z) > 0 tai vastaavasti Au(x) < 0 kaikilla x € B.(z¢). Néin ollen
hyodyntamaélla lauseen 4.6 todistuksen derivaattafunktiota ¢, (e) saadaan

1
0u(e) = i [ Auly)dy >0
|0B:(x)| /B.(x)
tai
RO p——
* |0B.(x)| JB.(2)
Nain ollen funktio ¢ ei voi olla vakio, mika on ristiriidassa keskiarvoperiaat-
teen (4.5) kanssa. Néin ollen antiteesi on epatosi, joten u on harmoninen. [

Au(y)dy < 0.

4.2 Harmoniset funktiot ja satunnaiskavely

Seuraavaksi ldhdetaén tutustumaan tarkemmin satunnaiskévelyn ominaisuuk-
siin. Kuten aikaisemmin keskusteltiin, tavoitteena on néyttaa, etta pallossa
tapahtuvan satunnaiskavelyn odotusarvo toteuttaa keskiarvoperiaatteen, jo-
ka voidaan tulkita yksinkertaistettuna dynaamisen ohjelmoinnin periaattee-
na. Talloin voidaan edellisen alaluvun perusteella todeta, ettd odotusarvo
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on harmoninen funktio eli ratkaisu Laplacen yhtélolle. Koska késittelyssa on
odotusarvo, taytyy lahtokohtana olla todennéakoisyysavaruus. Tamén raken-
taminen jatetdan kuitenkin seuraavaan kappaleeseen, jossa tilanne viedaan
viela askeleen pidemmaélle ottamalla satunnaiskdvelyyn mukaan pelaajia. To-
dennékoisyysavaruuden konstruktion voi lukea seuraavasta kappaleesta 5. Li-
séksi reunafunktion ja pelialueen séannoéllisyydesta tehddan huomioita myo-
hemmin.

Maaritelma 4.8. Olkoon F' : I, — R jatkuva ja rajoitettu funktio ja
F-: Q. — R joukko epénegatiivisia, jatkuvia ja rajoitettuja funktioita. M&a-
ritellidn operaattori T': F, — F.,

To(z) = 4 50 VW)Y, kunz €9,
= F(x), kun x € I'..

Lause 4.9. Olkoon F : I'. — R annettu jatkuva ja rajoitettu funktio. Til-
loin on olemassa jatkuva ja rajoitettu funktio u, joka toteuttaa dynaamisen
ohjelmoinnin periaatteen (4.1) reuna-arvoilla F.

Todistus. Ensimmaisena todistetaan u:n pisteittaisen raja-arvon olemassaolo
induktiotodistuksella. Olkoon w;;; = Tu;, missa j = 0,1,... ja

infyer. F, kun z € Q,
ug(x) =
F(z), kun z € I'..

Osoitetaan, etta jono u; on kasvava.
Perusaskel: Kun = € I',, niin operaattorin 7' méaaritelmésté seuraa, etta

ur(z) = Tug(x) = F(x) = ug(x).

Jos x € (), saadaan

uy(z) = Tup(x) :][ up(y)dy > inf F(y)dy = inf F(y) = uo(z).

Be(x) B.(x) y€Tl'- yel.

Néin ollen ui(x) > ug(x) kaikilla z € Q..
Induktioaskel: Oletetaan, etta u; > u;_; jollain j = 2,3,... ja todiste-
taan vaite indeksille j 4+ 1: Kun z € {2, niin

ujr1(z) = Tu;(x) = ]é @) ujdy > ]g @) uj—1(y)dy = Tuj1(x) = uj(z).

Néin ollen u;y; > wu; kaikilla j = 0,1,..., joten jono u; on kasvava. Jos
x € I';, niin vaite seuraa triviaalisti.
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Reunafunktion F rajoittuneisuudesta seuraa, ettd sup,cp_ F'(y) < oo, jo-
ten jono u; on ylhaalta rajoitettu. Méaéritellaan jatkuva ja rajoitettu funktio
u olemaan monotoninen pisteittdinen raja-arvo

u(z) = lim u;(z) kaikilla z € Q..

j—00

Talloin dominoidun konvergenssin nojalla, kun x € 2, pétee

u(zr) = lim u;(r) = lim Uj_ d:][ u(y)dy,
() = Jim wj(x) = Jim £ wialy)dy =1 uly)dy
joten u toteuttaa dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen (4.1) ja konstruktion
nojalla silla on oikeat reuna-arvot. O

Lause 4.10. Olkoon F : T'. — R jatkuva ja rajoitettu, ja u harmoninen funk-
tio joukossa €., jonka reuna-arvot mdarda funktio F'. Oletetaan, ettd funk-
tio u. toteuttaa dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen (4.1) reunafunktiolla
F = w. Tdlloin mille tahansa xo € € pdtee

u(zo) = uc(xo) = E™[F(z)],
missd x, on ensimmdinen piste joukon €2 ulkopuolella ja T on pysdytysaika.

Todistus. Tutkitaan satunnaiskévelyé pallossa: seuraava piste valitaan satun-
naisesti joukosta B.(x) C () tasajakauman perusteella. Kun edelliset pisteet
ovat tiedossa, seuraava piste xj valitaan pallosta B.(zg_1). Oletuksen no-
jalla funktio u. toteuttaa dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen (4.1), joten
pisteessi x saatavan arvon ehdollinen odotusarvo on

E*[u(xg)|xo, - -y 1] = ]{3 ( )ug(y)dy = U (Tp_1), (4.6)
e(Tk—1

joka vastaa martingaalin mééritelmad 2.16 kaavan (4.1) merkinn6illd. Néin
ollen voidaan merkitd M; := u.(x;) martingaalia satunnaiskévelyssa. Nyt,
koska vakion odotusarvo on vakio itse ja pysaytysajan piste x, € I'. on alueen
Q) ulkopuolella, vaihtoehtoisen pysdyttamisen lauseen 2.22 nojalla saadaan

ue(ro) = B [uc(x0)] = B [Mo] = E*[M;] = E*[uc(z-)] = E*[F(x-)].

Sama todistus pétee, kun kaavassa (4.6) kiytetdan funktiolle v harmonisen
funktion keskiarvoperiaatetta (4.5). Néin ollen funktiot u ja u. ovat samat.
Tama tarkoittaa sita, ettd dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen ratkaisu-
funktio vastaa satunnaiskévelyn odotusarvoa pallossa. O]
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Jos u on viskositeettialiratkaisu Laplacen yhtalolle eli se toteuttaa epayh-
talon
Au <0,

niin M, := u(z;) on alimartingaali satunnaiskévelyssé, silla
E*[u(zg)|zo, .-y xra] = ][ u(y)dy > u(zg_1).
Be(zp-1)

Talloin lauseen 2.22 nojalla vastaavilla perusteluilla kuin lauseen 4.10 todis-
tuksessa saadaan
u(zg) = E*°[My] < E*[F(z,)].

Sama paattely toimii my6s viskositeettiyliratkaisujen tapauksessa, jolloin
saadaan ylimartingaali.

Seuraavassa kappaleessa satunnaiskavelyyn otetaan mukaan kaksi pelaa-
jaa, jotka yrittavat kontrolloida pelin kulkua itselleen suotuisaan suuntaan
tiettyjen sdantéjen vallitessa. Téssa tilanteessa tullaan huomaamaan yhteys
satunnaiskohinallisen kéydenvetopelin ja p-Laplacen yhtalon vélilla. Satun-
naiskévelyn ja harmonisten funktioiden kasittely on yksinkertaisempaa muun
muassa sen takia, ettd harmoniset funktiot ovat sileitd, kuten aikaisemmin
huomautettiin. Talloin tilannetta on helppo késitella, silla voidaan puhua
klassisista ratkaisuista. Epélineaarisen p-Laplacen kohdalla tilanne on toinen
ja joudutaan jalleen palaamaan viskositeettiratkaisujen puoleen.
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5 Satunnaiskohinalliset koydenvetopelit ja p-
Laplacen yhtalo

Tassa luvussa lahdetdan tarkastelemaan stokastisiin peleihin kuuluvia kéy-
denvetopeleja satunnaiskohinalla lisadmalla edellisessé kappaleessa kasitel-
tyyn satunnaiskavelyyn mukaan kaksi pelaajaa, jotka yrittdvat kontrolloida
satunnaiskéavelya itselleen suotuisaan suuntaan. Ensimmaisend kéydaan l&-
pi pelin yleiset sadnnot ja madritelméat ja rakennetaan pelialue sekd muun
muassa pelaajien strategiat. Taman jalkeen ldhdetadn tarkastelemaan pe-
lin arvofunktioiden odotusarvoja ja lopulta 10ydetdan yhteys p-harmonisiin
funktioihin. Tarkastelussa keskitytdan ajasta riippumattomaan tilanteeseen.
Pédaasiallisena ldhteend tédssd kappaleessa on toiminut Parviaisen artikkeli
21].

Yksinkertaisuudessaan stokastiset kdydenvetopelit satunnaiskohinalla toi-
mivat seuraavalla tavalla:

(1) Rajataan avoin pelialue @ C R™ ja méiritellddn jatkuva ja rajoitettu
maksufunktio F': ', — R pelialueen e-laajennukseen. Valitaan aloitus-
pisteeksi xq € €.

(2) Heitetdaén painotettua kolikkoa, joka antaa kruunan todennakoéisyydel-
14 3 ja klaavan vastaavasti todennédkoisyydella o (a+5 =1, > 0,a >
0). Jos heitosta saadaan kruuna, seuraava pelipiste 1 mééaraytyy satun-
naisesti pallosta B.(zg) C 2 C R” tasajakauman mukaan, siis samoin
kuin satunnaiskavelyssé.

Jos heitosta saadaan klaava, heitetddn tavallista (painottamatonta) ko-
likkoa, joka maarittda kumpiko pelaaja saa valita mielivaltaisesti seu-
raavan pelipisteen x; x-keskisesta e-séteisesta pallosta.

(3) Tallaista pelia jatketaan uudesta pelipisteestd, kunnes saavutaan jo-
honkin pisteeseen x, € I'. pelialueen e-laajennuksessa. Taméan jalkeen
pelaaja II maksaa pelaajalle I maksufunktion F'(z,) méadrddmén mak-
sun verran.

Pelin ideana on, ettéd pelaaja II haluaa minimoida maksufunktion arvon, kun
taas pelaaja I haluaa maksimoida sen. Nain ollen pelisté tulee "kdydenve-
to", missé pelaajat yrittdavit kontrolloida pelin ajautumista kullekin suotui-
sampaan suuntaan, kts. kuva 5.1 alta. Lisaksi, koska pelissd toinen pelaaja
voittaa sen méaardan, mité toinen haviaa, kutsutaan pelid yleisesti myos kah-
den pelaajan nollasummapeliksi. Tama kategoria kuitenkin sisaltda monia
muitakin peleja, kuin vain ylla kuvaillun kéydenvedon.
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Lopussa pelaaja II maksaa pelaajalle I

F(z,) verran.

satunnainen piste,
satunnaiskohina

max pelaaja

min pelaaja

Kuva 5.1: Esimerkki satunnaiskohinallisen kéydenvetopelin kulusta.

Intuitiivisesti ajateltuna odotettu maksu tietyssé pisteessé voidaan laskea
summaamalla yhteen kolme eri tapausta: pelaaja I valitsee pisteen, pelaaja II
valitsee pisteen, tai piste valitaan satunnaisesti, ottaen huomioon vastaavat
todennakoisyydet. Pelaaja I valitsee pisteen, joka maksimoi odotetun mak-
sun, kun taas pelaaja II valitsee pisteen, joka minimoi sen. Satunnaiskohinan
peleihin aiheuttaa painotettu kolikko. Tarkoituksena on néyttaa, etta tallai-
sessa tilanteessa pelin arvot toteuttavat dynaamisen ohjelmoinnin periaat-
teen

a
us(z) = 2(sup Us + 1nf u€>+6 Ue,

Be () B:(z)

misséa 5 94
a:p ja pf=l—a= n’
pt+n pP+n

kun p € [2,00). Jos p < o0, niin § > 0.

Tamén jalkeen todistetaan, ettd kun otetaan raja-arvo € — 0, niin arvo-
funktioiden muodostama jono suppenee yksikésitteiseen p-harmoniseen funk-
tioon. Tapauksessa p = 2 nahdéaan, ettd o = 0 ja f = 1, jolloin tilanne su-
pistuu satunnaiskavelyksi, jota kasiteltiin edellisessd kappaleessa 4. Tassé
tilanteessa naytettiin, ettd arvofunktio on harmoninen. Tamén vuoksi olete-
taan jatkossa, ettd p > 2, jolloin a > 0 ja § < 1. Alla olevalla merkinnall&
u. = F tarkoitetaan, etta funktio u. saavuttaa funktion I’ arvot jatkuvasti
maéarittelyalueensa osassa I'..

Maaritelma 5.1. Funktiota u. : QU T, — R, joka toteuttaa DOP:n yl-
laolevilla valinnoilla yhdessd reunaehdon u. = F' kanssa kutsutaan (p,e)-
harmonisiksi funktioksi (engl. p-harmonious).
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Jotta voidaan puhua odotusarvosta, taytyy pelin asetelma siirtda toden-
nékoisyysavaruuteen, silld odotusarvo (mééritelma 2.9) on mééritelty toden-
nékoisyysavaruudessa. Tarvitaan siis hyvin maéaaritelty joukko, kyseisen jou-
kon o-algebra, sekéd todenndkoisyysmitta. Liahdetddn liikkeelle maksufunk-
tiosta, jonka avulla saadaan perusteltua joukon méarittely. Maaritelmét seu-
raavat padasiassa artikkelia [19].

Kuten edellisessa kappaleessa satunnaiskavelyn kohdalla, peli ei valtta-
mattd lopu alueen reunaan 0€). Tamén vuoksi pelialueen (2 sijaan myo6s tés-
sé luvussa késitelladn pitkélti (2:n e-laajennusta ', seka aluetta yhdessa sen
kanssa, siis . := QU ', C R” varustettuna euklidisella topologialla. Na-
mé méériteltiin edellisessa luvussa (madritelmé 4.2). Siirrytadn seuraavaksi
maksufunktioon:

Maaritelma 5.2. Maksufunktio F': ', — R on jatkuva ja rajoitettu funktio.

Suurimmassa osassa ldhteistd maksufunktiosta oletetaan jatkuvuuden si-
jaan Borel-mitallisuus. Esityksen yksinkertaistamiseksi tassa tutkielmassa ra-
joitutaan tilanteeseen, jossa maksufunktio on jatkuva ja rajoitettu.

Koydenvetopelissa pelaajat ovat tietoisia siitd, mitd aikaisemmilla kier-
roksilla on tapahtunut aina nykyhetkeen asti. Néin ollen heilla on kaytossaan
pelin historia. Tarkemmin sanottuna pelin historia askeleeseen k € N asti on
vektori

r = (1o, 11,...,23) € QFFL,

Kyseinen vektori muodostuu pisteisté, joissa pelin aikana on vierailtu.
Merkitdan pelin kaikkien mahdollisten k:n askeleen historioiden joukkoa
H, = H?:o Q) ja kaikkien &éarellisten historioiden kokoelmaa merkinnéalla

keN

Tietdessdan pelin historian pelaajat pystyvat tekemaéan paatoksia sen suh-
teen, mitd kannattaa tehdi seuraavaksi. Téllaista paatosta kutsutaan stra-
tegiaksi. Pelaajan voittaessa kolikonheiton, hanen kayttdmansa strategia S
maarittad mika piste valikoituu seuraavaksi pelipisteeksi.

Maaritelma 5.3. Pelaajan X strategia on funktio Sx : H — R,
Sx (o, ..., 1) = Thy1 € Be(x),

kun on paadytty pelaamaan koydenvetoa, jonka pelaaja X on voittanut, ja
tiedossa on pelin historia Hy € H.
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Strategioissa on mahdollista ottaa huomioon pelin aikaisemmat tilat seka
pelin aikana tapahtuneet kolikonheitot. Artikkelissa [17] on kuitenkin osoitet-
tu, etta riippumatta otetaanko strategioissa huomioon vain tdman hetkinen
sijainti, kaikki pelin sijainnit nykyiseen asti, vai seka kaikki sijainnit, etté
myos jokainen tapahtunut kolikonheitto, pelin arvo on olemassa ja toteut-
taa DOP:n ([17] Corollary 3.3). Néin ollen esityksen yksinkertaistamiseksi
voidaan kayttaa lyhyempad merkintaa

Sx (k) = w41 € Be(a),

jolloin pelin seuraava siirto riippuu vain tdméan hetkisesté sijainnista.

Avaruuteen H saadaan rakennettua todenndkéisyysmitta Pg o H —
[0, 1] karteesisena tulona Kolmogorovin laajennuslausetta kiyttden. Hahmo-
telman télle 16ytaa esimerkiksi artikkelin [19] sivuilta 6-7. Kolmogorovin laa-
jennuslause 16ytyy muun muassa Bassin kirjasta [3] (Appendix D). Huomion
arvoista on, etta talla tavalla méariteltyna todennakoisyysmitta riippuu vain
aloituspisteestéd seka pelaajien strategioista.

Siirrytéén seuraavaksi filtraation méaérittelyyn. Merkitaéin F = @52, B(€2.).
Olkoon By, € B(f).) kaikilla k € N. Maéritellddn todennédkoisyysavaruuteen
(H, F,Pg 5 ,) filtraatio {F;}32, asettamalla

Fi=Byx By x---xBj x Q. x ...

kaikilla £ € N. Selvésti kyseessa on filtraatio, silla F; on o-algebra jokai-
sella j, minka lisiksi patee F; C Fj;;. Taman filtraation avulla saadaan
maéariteltyd kuvaus

xp: H— Q. xp(wy,...)=ws, keN,

Fr-mitalliseksi satunnaismuuttujaksi, jota taas voidaan kéyttaa pysaytysajan
maéarittelyssa: Olkoon 7 : . — N,

T(w) :=inf{k : zx(w) € T, k € N},

Talla tavalla maariteltyna pysaytysaika voidaan tulkita ensimmaéisena aske-
leena, joka on paidtynyt pelialueen ulkopuolelle.

Maaritelma 5.4. Olkoon S ja Sp; pelaajien I ja II strategiat ja F' pelin
maksufunktio. Kiinnitetdan pelin aloituspiste xy €  ja merkitaan z, € I'.
pelin paattymispistetta. Talloin pelin odotettu maksu on

E%) s, [F(e)] = [ Flo, @)y s, ().
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Mééritelméassd 7 viittaa pysédytysaikaan filtraation {F;}jen suhteen eli
askeleeseen, jolloin pelialueelta poistutaan. Tamé maéaaritelma yhdessa mak-
sufunktion méaritelmén kanssa on mielekéas: Pelialue {2 on rajoitettu ja sa-
tunnaisen siirron todennakoéisyys on 3 > 0, riippumatta edellisisté askeleista.
Néin ollen todennéakoisyys 6, ettéd astutaan ldhemmaés pelialueen reunaa pe-
rakkaisilla askeleilla kunnes alueelta poistutaan, on positiivinen. Talloin tois-
tojen perusteella on olemassa yliraja muodossa (1 — #)* — 0, kun k& — oo,
tapahtumalle, etté tallaista perakkaisten askeleiden sarjaa ei koskaan tapah-
tuisi. Néin ollen peli paattyy €2:n ulkopuolelle melkein varmasti.

Viimeisena satunnaiskohinallisiin kdydenvetopeleihin liittyen tarvitaan vie-
1a kasitys pelin arvosta. Koska pelin paédtyttya pelaaja II maksaa pelaajalle I
maksufunktion F méardamén maksun verran, on selvia, ettd pelaaja I halu-
aa ohjata pelida kohti pistetta, jossa maksufunktion arvo on mahdollisimman
suuri. Toisaalta pelaaja II haluaa ohjata pelia kohti pistettd, jossa maksu-
funktion arvo on mahdollisimman pieni. Néin ollen méaritellaan arvofunktio
siten, etté se kertoo maksimoivalle pelaajalle (siis pelaajalle I) miké on pienin
voitto, jonka hén voi itselleen taata. Vastaavasti méaritellian minimoivalle
pelaajalle (pelaaja IT) arvofunktio siten, etta se kertoo pienimmén hévion,
jonka hén voi itselleen taata.

Téllainen méarittely on mahdollista pelin odotetun maksun avulla: mo-
lemmat pelaajista olettavat vastapelaajansa toimivan taydellisesti. Talloin
pelaajalle I pelin arvo maaritelladn ottamalla ensin infimum pelaajan II stra-
tegioiden yli odotetusta maksusta, jonka jilkeen saadusta arvosta otetaan
viela supremum pelaajan I omien strategioiden yli. Télla tavalla saadaan ku-
vattua tilanne, jossa oletetaan pelaajan Il yrittdvin minimoida arvoa (infi-
mum) ja tdmén jilkeen pelaajan I yrittdvan maksimoida arvoa jaljelle jaa-
neistd mahdollisuuksista (supremum). Pelaajalla II inf ja sup ovat luonnolli-
sesti painvastoin.

Maaritelma 5.5. Arvofunktio pelaajalle I on

u;(wo) = supinf EY) g, ()
I

ja pelaajalle 1I
ul!(2¢) ;= infsup EL ¢ F(x,).
Si1 S; i1

Téstd nahddén, ettd aina pétee ul < ull] silli molemmissa funktioissa

minimoidaan ja maksimoidaan odotettua maksua: Tiedetaéan, etté

}Sl}f Ezg,S]] [F(ﬂj-,—)] S Eg(;,S[] [F(:UT” S Sglp Eg([),S[] [F(:UT)]’
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joten
supinf Eg o [F(7;)] < S;lp ES s, [F(xr)].
I

s Sir

Vastaavasti patee

supinf EQ o [F(x;)] <infsupEQ 5 [F(x.)],

Sy Sir S sy

joten
I

ui < ui :
Maaritelmastd myos nahdaan, ettd yleisesti ottaen ensimmaéisend vuoron-
sa tekevd joutuu epaedulliseen tilanteeseen: jos esimerkiksi pelaaja II tekee
minimoivan valinnan pelaajan I maksimoivan valinnan jalkeen, jattaa tama
pelaajan I huonompaan tilanteeseen. Myohemmin tuloksista kay ilmi, ettéa

u! = u!’] jolloin sanotaan, ettd pelilli on arvo.

5.1 Peliteoreettinen p-Laplace

Seuraavaksi tarkastellaan epélineaarista yleistysté Laplacen yhtéalostd nimel-
té p-Laplacen yhtdlo, joka mainittiin nopeasti kappaleessa 2.2. Jatkossa ole-
tetaan, ettd 2 < p < oo, silld tapauksessa p = 2 paadytdan kappaleessa
4.1 kasiteltyyn Laplacen yhtdloon. Tassa kappaleessa tarkastellaan seké p-
Laplacea, ettd normalisoitua eli peliteoreettista p-Laplacea. Lopulta saadaan
naytettya, ettd p-harmoniset funktiot toteuttavat dynaamisen ohjelmoinnin
periaatteen, eli ovat (p, e)-harmonisia funktioita. Lisdksi saadaan naytettya,
ettd tasaisesti suppenevan (p,e) -harmonisten funktioiden muodostaman jo-
non rajafunktio on viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtalolle. Tamé kappale
seuraa péadasiassa artikkeleita [19] ja [18].
Epélineaarista osittaisdifferentiaaliyhtaloa
Apu = div(|DuP~?Du) =0  joukossa (5.1)
u=F joukossa 0f2, '

missd F' on jatkuva ja rajoitettu reaaliarvoinen funktio, kutsutaan p-Laplacen
yhtdloksi ja sen ratkaisuja p-harmonisiksi funktioiksi. Kuten kappaleessa
2.2 huomautettiin, epélineaarisilla ODY:illa ei valttaméatta ole klassisia rat-
kaisuja. Tamén vuoksi, jotta ratkaisujen tarkastelu olisi mielekasté, siirre-
tdan viskositeettiratkaisujen kasite optimaalisen kontrollin Hamilton-Jacobi-
yhtalosta p-Laplacen yhtaloon. Luontevampaa olisi kayttaa heikkoja ratkai-
suja distributiivisessa mielessa. Myohemmin kuitenkin tarkastellaan peliteo-
reettista p-Laplacea, joka ei ole divergenssimuodossa, minka vuoksi otetaan
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viskositeettiratkaisut kdyttoon jo tédssi vaiheessa. On todistettu (kts. artik-
keli [13]), ettd p-Laplacen tapauksessa heikot, distributiiviset ratkaisut ovat
ekvivalentteja viskositeettiratkaisujen kanssa.

Maiéritelmé 5.6 (Viskositeettiratkaisu p-Laplacelle). Olkoon u € C(Q).
Sanotaan, ettd u on viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtéalolle (5.1), jos

1. u = F joukossa 02

2. jokaiselle testifunktiolle ¢ € C?(Q), jolle funktiolla u — ¢ on pisteessé
Xo € Q

(a) lokaali maksimi pétee

Apﬁb(xo) >0

(b) lokaali minimi patee
Ap¢<x0) <0

Samoin kuin Hamilton-Jacobi-yhtalon tapauksessa, ylldolevan maéaritel-
mén kohdan (a) toteuttavaa funktiota u kutsutaan viskositeettialiratkaisuk-
si, ja kohdan (b) toteuttavaa viskositeettiyliratkaisuksi. Seuraava lause, joka
loytyy artikkelista [13], kertoo viskositeettiratkaisujen yksikésitteisyyden:

Lause 5.7. Olkoon g € C(992) ja u € C(Q)) p-Laplacen yhtilon viskositeetti-
ratkaisu siten, ettd u = g joukossa 0S). Tdlloin funktio u on yksikdsitteinen.

Tarkoituksena on tarkastella p-Laplacen yhteytta edella kasiteltyihin sto-
kastisiin kdydenvetopeleihin. Tata varten tarvitaan peliteoreettisen eli nor-
malisoidun oo-Laplacen késite, jonka maarittely voidaan tehda seuraavalla
tavalla: Oletetaan, ettd u on siled ja | Du| # 0. Télloin p-Laplacen operaattori
voidaan kirjoittaa myos muodossa

Ayu = div(|DulP"2Du) = | DulP~? div(Du) + (D|Du|P~2, Du).

Divergenssin méaaritelmén 2.29 mukaan
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joten

()" | |
(&))" e GE)) )

=1

- (P EE)) T S G )

" Oou  0*u
—(p—2)D p-4( o )
-20Dup (3 g 500

= (p — 2)|DulP~*(D*uDu)).

pipu? = p( 35"

1=

Néin ollen p-Laplacen operaattori saadaan muotoon
Ayu = |DulP2Au + (p — 2)|DulP~*{D*uDu, Du),
jolloin p-Laplacen yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa
| DulP~?Au + (p — 2)|DulP~*(D*uDu, Du) = 0.

Jakamalla tamé puolittain termilld (p — 2)|DulP~* saadaan

ja ottamalla raja-arvo p — oo saadaan
(D*uDu, Du) = 0.
Tama motivoi maérittelemadan oo-Laplacen operaattorin olemaan
Asou := (D*uDu, Du).

Maéaritelladn taman avulla peliteoreettinen eli normalisoitu oco-Laplacen ope-
raattori AY lausekkeella

ANy .= |Du|?>(D*uDu, Du) = ( D*’u—rn , ——
Nu = [Dul ) = (D5 Tl
josta paastaan peliteoreettisen p-Laplacen operaattorin méaritelmaan:

Misritelma 5.8. Olkoon p € (2,00) ja u € {v € C*(Q) : Dv # 0}. Ope-
raattoria
N, . N
Aju = Au+ (p—2)A%u

kutsutaan peliteoreettiseksi (normalisoiduksi) p-Laplacen operaattoriksi.

o1



Huomautus 5.9. On syyta huomata, etta
Apu = div(|DulP"*Du) = |[DulP*(Au+ (p — 2)AJu) = |DufP A u,

joten p-Laplacen yhtalolla on useita ekvivalentteja merkintatapoja. Voidaan
myo6s méaritelld peliteoreettinen p-Laplacen yhtalo:

(5.2)

Afu=0 joukossa {2
u=F joukossa 0f).

Maiaritelmé 5.10. Olkoon u € C(f2). Funktio u on viskositeettiratkaisu
peliteoreettiselle p-Laplacen yhtéalolle, jos

1. u = F joukossa 0f2

2. jokaiselle testifunktiolle ¢ € {¢p € C*(Q) : Dy(z) # 0}, jolle funktiolla
u — ¢ on pisteessi o € 2

(a) lokaali maksimi pétee

Al p(w0) > 0

(b) lokaali minimi patee

On syytd huomauttaa, etté ei ole selvaa, miten peliteoreettinen p-Laplacen
operaattori A;V w tulisi tulkita, jos Du = 0. Viskositeettiteoriassa (kts. esi-
merkiksi [12]) viskositeettiratkaisut méadritelldén konveksina verhona, mutta
on myos todistettu (kts. artikkeli [13]), etta testifunktiot, joiden gradientti
hévida, voidaan jattda huomiotta. Taméan vuoksi ylldolevassa maaritelmassa
testifunktioiden joukko on rajoitettu sopivaan tilanteeseen jo valmiiksi.

Itseasiassa maédritelméat 5.6 ja 5.10 viskositeettiratkaisuille ovat ekviva-
lentit eli u on viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtélolle jos ja vain jos se on
ratkaisu peliteoreettiselle p-Laplacen yhtalolle. Nain ollen yksikasitteisyystu-
los (lause 5.7) pétee my6s normalisoidulle p-Laplacelle ja tilanteesta riippuen
voidaan valita kumpaako lahestymistapaa kaytetaan. Tamé 16ytyy lahteen
[19] sivulta 3:

Lause 5.11. Olkoon u € C(R2). Tdlloin
Ayu = 0 viskositeettimielessd

jos ja vain jos
A;f u = 0 viskositeettimielessd.
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Seuraavaksi néytetdan, ettd p-Laplacen reuna-arvo-ongelman ratkaisut
toimivat raja-arvona (p,€)-harmonisille funktioille

a a .
us(x) = 5 Egu(g) Ue + 5 Blgrg) u. + o) Ue, (5.3)

kun naistd muodostetaan tasaisesti suppeneva jono. Tata tulosta tullaan
kayttaméaan seuraavassa kappaleessa, jossa naytetddn satunnaiskohinallisen
koydenvetopelin arvofunktioiden muodostavan tasaisesti suppenevan jonon,

kun otetaan raja-arvo € — 0 tiettyjen lisdoletusten vallitessa. Télloin tiede-
tdan, etta kyseessa on yksikasitteinen ratkaisu. Muistetaan, etta

p—2 2+n
o= ja f=1l—a= ,
p+n p+n

missé p € (2,00).

Todistetaan ensin kaksi tulosta, joita tarvitaan havainnollistamaan p-
harmonisten ja (p,e)-harmonisten funktioiden yhteytta. Todistuksessa tar-
vitaan n-ulotteisen pallon tilavuutta w, ja pinta-alaa o,_1, kuten kappalees-
sa 4. On syytd muistaa ndiden valinen yhteys: 0, 1 = nw,, jolloin yleisen
e-séiteisen pallon tilavuutta ja pinta-alaa voidaan merkita

wn(€) == e"wy, ja On1(g) i=e"1o,_1.
Lemma 5.12. Olkoon u C?-funktio. Tdlléin
u(x) —][ W)y = ——5— Au(z) + O()
Be(z) Y= 2(n+2) ’

missd O-notaatio kuvastaa funktion asymptoottista kdyttaytymista.

Todistus. Otetaan keskiarvointegraali u:n Taylorin sarjasta pallon B.(x) yli,
jolloin saadaan

]{Bg(m) u(y)dy = o) u(z)dy + ]{Ba(m) Du(z) - (y — z)dy
+ﬁww;D%@Ny—@Jy—@ﬂyféwaW—ﬂﬂ@.

Lahdetaén kasittelemaan yhtalon oikeaa puolta pala kerrallaan. Ensimméi-
nen osa voidaan laskea auki seuraavalla tavalla:

][E(w) u(z)dy = | /Bg($) ldy = u(z). (5.4)
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Seuraavaksi muuttujanvaihdolla z := y — x saadaan

1 &/ 0u
i D)~ =y = (5

/ z,»dz) )
B:(0)

Nyt lemman 2.1 nojalla [ B.(z) 2idz = 0 kaikilla ¢, joten

Du(z) - (y — x)dy = 0. (5.5)

B (z)

Samalla muuttujanvaihdolla saadaan lisdksi

i=1j=1
1 n n
= =3 Dyula) [ (g =)y~ w)dy
|B€| i=1j=1 <(z)
1 n n
= D;u(x / 2;2:dz.
\Ba!;j; 7))

Saman lemman 2.1 nojalla

/ zizidz = 0,
=(0)

kaikilla 7 # j, joten

2 1 & )
£ o (PP =)= 2y = 5 3 D) [ (= )iy

i—1 Be(z)

Liséksi
| w-apdy= [ (g, Kaikilaij,
Bs(l‘) Bg(l‘)

koska vektorin komponentit kayttaytyvat samalla tavalla kun integroidaan
pallon yli. Néin ollen

> i1 fB (y - f)zdy
2 J < () J
y—a)idy =
Z?:l(y - x)?dy
B:(x) n

2
:/ ly — | .
. n

o4




joten

n 2
D*u(x)(y — z), (y — z))dy = Diiux][ ﬁdz.
Fy o (PP =), (= 00y = 3 Daut@)f,
Nyt Fubinin lauseen nojalla
2 1 e
][ ﬁdz = 7/ / r2dSdr
(0) N e™w,n Jo JoB.(0)
1 €
= / 2" o, dr
e"wpn Jo
— In-t /E " dr
e"wpn Jo
n 871—}—2
Cemn 2
2
Con+2
Maaritelmén nojalla >0 | Dyu(x) = Au(z), joten
&2
£, o, (Do) = ).ty = )y = = du). (5.6)
Lopulta yhdistdmalla yhtalot (5.4)-(5.6) saadaan
g2 5
w(y)dy = u(x) + ———Au(x) + O(e”),
Fy o 1)y = () + 5055 Au(a) + O
joten
2
£
u(x) — u(y)dy = —————Au(z) + O(e?). O
()~ o)y =~ s Aula) + O)

Seuraavaksi tarkastellaan dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen (5.3) jal-
jelle jadnytté osaa, siis supremumia ja infimumia. Kuten kappaleessa 2.2 mai-
nittiin, gradientti antaa tiedon suurimman kasvunopeuden suunnasta, joten

Du(x) ) . : Du(z)
supu~ulzr+e——=% a mfu%(x—a). 5.7
swumu(oteipuey) ot Du@)) B0

Yksinkertaistetaan merkint6ja ja merkitdan

_ Du(x)
~ “Du(x)

h:
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Heuristisesti voidaan olettaa supremumin 16ytyvan pallon reunalta, silla tar-
kasteltavana on tilanne, jossa ¢ — 0. Koska gradientti ei ole nolla, suurin
arvo loytyy joko pallon siséltd (pois lukien sen keskipiste) tai sen reunalta.
Tamén perusteella voidaan paatellé, ettd jossain vaiheessa e:n arvoa eteen-
péin siirrettéessa suurin arvo osoittaa aina pallon reunaan. Vastaava péaattely
pétee myos infimumin tapauksessa.

Kéytetdan seuraavaksi Taylorin sarjakehitelmééa funktioon u, jolloin yh-
dessé arvion (5.7) kanssa saadaan

sup v+ inf u=u(z+h)+u(z—h)
Be(z) Be ()

L (D2u()(h). () + O(IhP)

= 2u(z) + Du(x) - h + 5

+ Du(z) - (=h) + ;(D%(aﬁ)(—h), (—h)) +O( = hP)
+ZZDUu Yhihj + O(|h|?)

= 2u(a) |m@ Qzaw u(@))i(Du(a)); + O()

= 2u(x) + |Du€(2 )|2<D2u(x)Du(x), Du(z)) + O(g?)

= 2u(z) + ?Allu(z) + O(?),

joten

1 |
u(z) — (;}(E)u + Bf%ﬁ) u)
~ u(z) — ;(Zu(:r;) + AN u(z) + O(e) (5.9)
= —&;Affou(x) + O(e%).

Lisdaamalla nyt lemmaan 5.12 ja yhtéloon (5.8) kertoimet a ja 3 ja laske-
malla naiden tulokset yhteen saadaan

o1~ )t~ )
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Uudelleenjarjestelemalléd ja kiyttdmalld a:n ja f:n madritelmia saadaan lo-
pulta seuraavanlainen arvio:

_ﬁjgs(z)u(y y—2<]§u(p)u+315nf u)—irO( 3
B

n+ 2

€2

) (aAﬁu(x) +

Q

Au(m))

__i P—2 1 )
- -2 <n+pAoou(x) + o dule)

_ _5<”2+p)((p — 2)AN u(x) + Au(z)).

Jos nyt ajatellaan p-Laplacen reuna-arvo-ongelmaa

{Apu(x) =0, z€

u(z) = F(z), x €09, (5.9)

niin heuristisesti ratkaisut ovat muotoa

u(z) = a(sup u+ mf u>+6][ (y)dy + O(£%),
2 \B.(2)
kun € — 0.

Néin ollen on saatu heuristinen perustelu p-harmonisten funktioiden yh-
teydesté (p, e)-harmonisiin funktioihin. Yllaoleva paattely ei kuitenkaan ole
tasmaéllinen ja yhtasuuruuksien saaminen vaatii vahvempaa argumentointia.
Tarkka perustelu 16ytyy esimerkiksi Lewickan kirjasta [16] sekd Peresin ja
Sheffieldin julkaisusta [20].

Siirrytaan nyt tarkastelemaan tilannetta, jossa jono (p, €)-harmonisia funk-
tioita maksufunktion F' madradamilla reuna-arvoilla suppenee tasaisesti jo-
honkin funktioon u. Kéy ilmi, ettd téssd tapauksessa funktio u on viskosi-
teettiratkaisu p-Laplacen yhtalolle (5.1). Tété tulosta kiytetdan seuraavassa
kappaleessa, kun tutkitaan mita kdy pelin arvofunktioille, kun askelpituu-
desta otetaan raja-arvo ¢ — 0. Téssé tilanteessa saadaan aikaiseksi (p,€)-
harmonisten funktioiden jono, joka suppenee tasaisesti. Nain ollen seuraavan
tuloksen nojalla rajafunktioksi saadaan yksikéasitteinen p-Laplacen yhtéalon
viskositeettiratkaisu.

Lause 5.13. Olkoon Q0 C R™ avoin ja rajoitettu, ja F maksufunktio. OI-
koon lisiksi {um,} jono (p,e)-harmonisia funktioita, jotka suppenevat tasai-
sesti funktioon w. Tdlloin u on viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtdaldlle

{Apu(x) =0 2€()
u(z) = F(z) zel..
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Todistus. Tehddan ensin huomio reunafunktiosta F': huomataan, etta koska
um(z) = F(z) kaikilla m € N ja z € T ja u,, — u tasaisesti, niin u(x) =
F(zx) kaikilla x € T..

Olkoon nyt ¢ € C? viskositeettiyliratkaisun mééritelman mukainen testi-
funktio. Pééttely voidaan tehdi myos C%-funktiolle eri virhetermilld Taylorin
sarjassa, mutta C®-funktio yksinkertaistaa tilannetta. Valitaan seuraavaksi
piste x € 2 ja maéaritellddn =5 olemaan se piste, jossa ¢ saavuttaa suljetussa
pallossa B.(x) miniminséi. Toisin sanoen

¢(27) = min ¢(y).

yEB:(z)

Laskemalla ¢:n Taylorin sarjat seka pisteessa x] etta minimipisteen pei-
lauspisteessé z:n suhteen 2x — z§, saadaan

¢(x7) = o(x) + Do(x) - (27 — x) + 1<D2¢($)(fﬂ‘i — ), (2] — 2)) + O(|2§ — )

2
seké
6(20 — 25) = 6(x) + Do(a) - (22 — 5 )
+ ;(D2¢(a¢)(2x — 2] — ), (2 — 2§ — 2)) + O(|2z — 2] — z]?)
— o(w) - Dola) - (5 ~ )
+ {D%() a5~ 2), (5 — ) + Ola% — af"),

kun ¢ — 0. Lasketaan nimé yhteen, jolloin
¢(2x — a9) + d(27) = 26(x) + (D?*¢(x) (2] — ), (21 — 2)) + O(|2] — 2]*),
joten
¢(20 — a9) + ¢(27) — 2¢(x) = (D?*¢(x)(2] — ), (21 — 2)) + O(|2] — «[*).

Nyt ¢ on maédritelmansa mukaan jatkuva, ja lisaksi piste 2] on sen minimi-
piste, joten péatee

¢(2x — x7) + ¢(27) — 20(x) < sup G(y) + inf @(y) —2¢(z).

yEBe () YyEB:(x)

Néin ollen

;(sup oY) — inf) ¢(y)>—¢(:v)

Be(x) Be(z
1
> S(D*¢(x)(a] — x), (27 — @) + O(|af — af).

28



Nyt lemman 5.12 seké a:n ja [S:n méaritelmien avulla saadaan arvio

2<gu(p b+ mf ¢)+B][ y)dy — ¢(x)

pe?
§< 2(n +2)
Be?

= 5y (0= 2(D%6@) (F5), (B0 +0(e) +0().

Jos kyseessé olisi jatkuvat funktiot, niin 10ytyisi suppeneva jono pisteeseen
x siten, ettd funktiolla u,, — ¢ olisi minimi pisteessad x,, (kts. [10] s. 541).
Funktiot w,, eiviat kuitenkaan valttaméatta ole jatkuvia, joten otetaan avuksi
Nm > 0, jolloin

| \/

D(x) (a5 — ), (a5 — 2)) + Ag(z) — O (5.10)

U (Y) — O(Y) > U (Tm) — ¢(Tm) — M-

Mikéli tarve vaatii, on funktiota ¢ mahdollista siirtdé pystysuunnassa: ¢ :=
& — U (T1) — &(x,,). Néin ollen voidaan olettaa, ettd ¢(z,,) = um(x,y,), joten

o(y) < tum(y) + M-

Nain ollen
a( sup ¢ + mf ¢> +/3][ y)dy — ¢(wm)
2 Bs(l’m)
< = (2nm + sup u,, + inf um) + (nm +][ um(y)dy> —¢(Tm)
2 B:(zm) Be(zm) Be(m)
i+ S (0wt inf )48 un(y)dy — o)
2 \B.(zm) < (Tm Be(m

Yhtalon (5.10) kanssa saadaan

i 2 5 (0= D (D70(0) (T 2), (B2 b 80 +O(E).

Valinnalla 7,, = O(&3) ja jakamalla epiyhtélé puolittain 2 saadaan

> 2<nﬁ+2)((p — 2)<D2¢(:€m)($i _gxm)’ (Zﬁ ;xm)>+A¢(l’m)),

jolloin raja-arvosta ¢ — 0 seuraa

B
= 2n+2)

((p — 2)A%(z) + Ad(z)), (5.11)
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joten mééritelman nojalla v on yliratkaisu p-Laplacen yhtalolle (5.1).
Vastaavalla paéttelylla saadaan u myo6s aliratkaisuksi kdyttamalla maa-
ritelmén mukaista testifunktiota ¢ € C? ja tarkastelemalla sen maksimia

¢(25) = max (y).

y€Be(z)
Talloin epayhtalo (5.11) kidantyy ympaéri ja saadaan

s N
0< —((p—2)A A
joten u on seké yli- ettéd aliratkaisu viskositeettimielessé ja néin ollen visko-
siteettiratkaisu yhtélolle (5.1). O

5.2 Arvofunktioiden olemassaolo, yksikisitteisyys ja sup-
peneminen

Palataan takaisin satunnaiskohinalla varustetun koydenvetopelin pariin. Koy-
denvedon sekéd a:n ja G:n méaritelmét voi kerrata luvun 5 alusta. Tarkoituk-
sena on osoittaa, ettd satunnaiskohinalliselle koydenvetopelille on olemas-
sa yksikésitteinen arvo. Aloitetaan nayttamalla (p,e)-harmonisen funktion
olemassaolo ja yksikéasitteisyys mille tahansa rajoitetun alueen (). Borel-
mitalliselle reunafunktiolle. Borel-mitallisuudesta voi lukea esimerkiksi Mitta-
ja Integraaliteorian luentomonisteesta [15]. Olemassaolo ja yksikésitteisyys
todistetaan samankaltaisen operaattorin 7" avulla, kuin mita kaytettiin kap-
paleessa 4, kun todistettiin harmonisten funktioiden yhteyttd satunnaiské-
velyyn. Kyseiselld operaattorilla operoitaessa Borel-mitallisia funktioita saa-
daan uusi Borel-mitallinen funktio T'u,.

Merkinta 5.14. Olkoon M > 0. Merkitaan Borel-mitallisten ja M-rajoitettujen
funktioiden joukkoa merkinnéalla

V. .= {u. : Q. — R : u. Borel-mitallinen ja u. < M joukossa ).}.
Lemma 5.15. Kaikille u. € V. pdtee Tu. € V., kun

Tu.(z) = %(supBe(x) U + inf g, (y) ug) +B84p. (x) uedy, kun x €,
: ue (), kun x € T'..

Todistus. Koska u. on rajoitettu, niin joukossa I'. patee

|Tu| = |ue| < M < 0.
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Vastaavasti joukossa ) patee

a e
|Tu.| = ’2;11(13) Ue + §B1Ilf Ue + B][ ugdy’

A

’— sup U —I—’ 5 inf u, —1—‘6][ ugdy‘

B:(x)

§—supM—{——1nfM—|—ﬁ Mdy
2 B.(a) 2 Be(a B:(x)

=aM+ M = M < oo,

missd ensimmainen epéayhtéalo seuraa normin kolmioepéayhtalosté. Nain ollen
funktio Tu. on rajoitettu ja jaljelle jaa Borel-mitallisuuden todistaminen,
joka voidaan tehda osissa. Lebesgue-integraalin jatkuvuuden nojalla kuvaus

T ue(y)dy
B.(z)

on jatkuva ja nain ollen Borel-mitallinen. Infimumin ja supremumin Borel-
mitallisuutta varten kiinnitetdén A € R ja osoitetaan, etta péatee

A={zeQ: supug>)\}:§2ﬂ< U Bg(y)>::B.
Be(z) YyEQ,,
ue(y)>A
Olkoon x € A. Talléin on olemassa y € B.(x) C (), jolle A < u.(y) <
SUpPp, () U, joten
r€QNB.(y) CB.

Jos olisi olemassa z € B, jolle z ¢ A, niin sup B.iy) < A, jolloin z ei kuulu
mihinkaan palloon yhdisteessa

U B.(y)

yeQle,
Ue (y)>/\
mistad seuraisi ristiriita. Nain ollen yhtasuuruus pitda. Lisédksi nahdaén, etta
A on avoimena joukkona Borel-joukko, jolloin suppg_(,) u. on Borel-mitallinen.
Tiedetdan, ettd —u. on Borel. Lisdksi patee

sup (—u,) = — inf wu,,
BE(E)( ) Be(z)
joten ylldolevan perusteella myo6s infp, (,) u. on Borel. O]

Seuraavaksi todistetaan, ettd jokaiselle maksufunktiolle F' on olemassa
(p, €)-harmoninen funktio. Koska maksufunktio méaariteltiin rajoitettuna ja
jatkuvana funktiona, on se nain ollen my6s Borel-funktio, joten ylldolevaa
lemmaa voidaan soveltaa. Todistuksessa kéytetddn samanlaista induktiota
kuin harmonisen funktion tapauksessa lauseen 4.9 todistuksessa.
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Lause 5.16. Olkoon F : T'. — R maksufunktio, j € N ja T edelld mddritelty
operaattori. Olkoon lisiksi vl : Q. — R siten, ettd

infp_ £ Q . :
ud(z) = mir. £, T e ja ul Tt = Tul.
F(z), xzel.

Talléin on olemassa rajoitettu Borel-funktio u. : Q). — R siten, ettd

i tasaisesti . .
uw T—" U, u.=Tu. ja u.=F joukossa ..

Todistus. Huomataan ensin, ettd mikali funktiojono toteuttaa tasaisen sup-
penemisen, niin konstruktion nojalla u. = F joukossa I'.. Nyt halutaan todis-
taa induktiolla, ettd ul™! > u! kaikilla j € N. Operaattorin 7' méaéritelmésté
on selvad, ettd tdma pétee triviaalisti joukossa I'., joten voidaan keskittya
joukkoon €.
Perusaskel:
1 «

uz(z) = 2(gu(p)u + lnf u? —}—ﬁ][

22(1an+1an —{—B][ inf F

yels ) yels

:alan+B1an

yEE y€s
— inf F =
ylélrg ul(z),

joten ul(x) > ul(z) kaikilla x € Q.
Induktioaskel: Oletetaan, ettd ul™ > u! jollain j. T&lloin

Wt =Tt = (sup w! T+ inf W/t + ﬁ u”l
13 g BE( ) BE("E

«
> —(sup u! + mf ul) —1—6][ u?
B:(x)

5 (
2 ' B.(a)
— ungl

joten w/ ™ > ul kaikilla j = 0,1,2,....

Iteroimalla operaattorilla T" saadaan siis kasvava funktiojono, jota rajoit-
taa ylhaéltapain sup,p. F' < oo. Méaaritelldin nyt funktio u. pisteittdisend
raja-arvona

ue(r) := lim v/(z), x € Q..
J—00

Tehdéaan seuraavaksi antiteesi ja oletetaan, ettd suppeneminen ei ole ta-
saista. Talloin .
M := limsup (u. — ul)(x) > 0. (5.12)

J—ooxEN:
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M(l—a)
3+«

Kiinnitetdan ¢ € (O, ) ja valitaan k > 1 siten, etté

u. —uf < M + § joukossa Q.. (5.13)
Dominoidun konvergenssin nojalla patee, etta
]é (x)(ua —u") — 0 kaikilla 2 € Q,
joten k voidaan valita siten, etta lisdksi patee

sup 8 (ue — u¥)(y)dy < 6. (5.14)

zeN Be(x)

Nyt epayhtdlon (5.12) nojalla voidaan valita zp € Q siten, ettd u.(xg) —
ubt(zg) > M — §. Valitaan vield | > k tarpeeksi suuri, etti u.(zy) —
ult(x) < §. Niilld valinnoilla péitee

ult (mo) — ul ™ (20) > M — 20. (5.15)

£

Lisaksi mielivaltaiselle joukolle A pétee

supul —supu® < sup(ul —ub). (5.16)
A A A

Nyt funktiojonon v/ méiritelmén sekid monotonisuuden nojalla yhdessa epéyh-
taloiden (5.12)-(5.16) kanssa saadaan

M — 26 < u Y (mg) — uF T ()

1>
o I

= — su u—i-flnfu—l— u
2 Ba(alt?)) 2 Be(zo0) b Be(z0) }
o
— su u+f1nfu+ uf)
(2 e(ﬂg)) 2 Be xO) /8 Bg(azo)
< sup (ul —ug) + (ul — uf)
Be(zo) Be(z0)
< a sup (u. —u¥) + B (ue — uk)
Be(z0) Be (o)
<a(M+46)+9.
Néin ollen M1
Ml-a) s
3+a T
miké on ristiriita valinnan § € (0, Méi;a)) kanssa. Nain ollen antiteesi on

vaara, joten suppeneminen on tasaista ja vaite on todistettu. L]
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Seuraus 5.17. Mille tahansa maksufunktiolle F' on olemassa rajoitettu Borel-
funktio u. : Q. — R, joka toteuttaa DOP:n funktion F' mdardiamilla reuna-
arvoilla.

Néin ollen (p,e)-harmoninen funktio on todella olemassa. Todistetaan
seuraavaksi, ettd kun annettuna on reuna-arvot, niin kyseinen funktio on
yksikésitteinen.

Lause 5.18. Olkoon u.,v. : Q. — R (p,e)-harmonisia funktioita, joiden
reuna-arvot madradvdat maksufunktiot F, ja F,. Tdlloin

sup Iua - UE| < sup |Fu - Fv|‘
Q I

Todistus. Symmetrian nojalla riittad todistaa

m = sup(u. — v;) < sup(F, — F,) =: M.
Q Ie
Todistetaan tdmé antiteesin avulla: Oletetaan, ettd m > M. Nyt, koska wu.
ja v ovat (p, e)-harmonisia funktioita, ne totetuttavat DOP:n kaikilla z € €,
joten patee

(@ — v = 5 )2t v — ot )
U () — V() = — | sup us — sup v | inf u. — inf v
) ) Bs(g) ) BE(E) °) 2\B:e) ~ Belw)

+ 5 (ue —ve)(y)dy

Be(z)

<o sup (ue —ve)(y) + 6]2 " (ue —v:)dy

yEB:(x)

<am+ B]ge(x) (ue — ve)(y)dy. (5.17)

Merkitaan
C:={zx € Q. :ur) —v(x) =m},

jolloin antiteesin nojalla C' C €. Naytetdan, ettd C' # (). Joukon 2 rajoit-
tuneisuudesta seuraa, ettd on olemassa jono (zy), C € ja rajapiste z, € Q
siten, etta

(ue — ve)(xg) = mja o, — x, kun k — oo. (5.18)

Lebesguen integraali on absoluuttisesti jatkuva, joten

ﬁk(m(“f —v)(y)dy = lim £ (ue —v:)(y)dy.

k—o0 Be (k)

Nyt epayhtélostd (5.17) saadaan, etté

lim (u.(zy) = vo(2x)) < lim (am+ BF (ue = v)(y)dy).

k—o0 Bs(xk)
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joka yhdessé (5.18) kanssa implikoi, etta

m < am+ [ lim (ue —ve)(y)dy.

k—o00 Be(z1,)

Vahentamalla vakion am ja jakamalla vakiolla S puolittain padadytadn lopul-
ta

1
m(l—a)-= < lim U — Ve dy,
SR EFES ARCRBL

joka saadaan sievennettya epayhtéloksi

m < lim (ue — ve)(y)dy.

T k—oo Be (k)

Lisaksi u. — v. < m joukossa ()., joten

lim (us — v:)(y)dy < lim mdy = m,

k—o0 Be(xy) k—o0 Be(xy)
eli
u: — v:)(y)dy = m.
ARSI

Néin ollen se, ettd u. — v. < m péatee pallossa B.(z,) C €., implikoi, ettd
us(r) — v.(x) = m melkein kaikilla € B.(x,). Tastd saadaan, etta |B:(z,) \
C| = 0, joten C' # (. Lisaksi, jos (us — ve)(x) = m, niin x € Q, jolloin
yhtalosta (5.17) yhdessé ylldolevan paéttelyn kanssa seuraa, etti u. —v. = m
melkein kaikkialla pallossa B.(x). Téten patee

reC = |B.(z)\C|=0. (5.19)

Olkoon nyt e; € R™ ensimmainen standardikantavektori. Ylldolevan (5.19)
nojalla

€
C'N Bs (v + 561)7& 0.
Jos nyt tarkastellaan konstruktiota
To € C
r1 e CnN Bi (a:o + %61)

€
Tpy1 € C'N Be (xk + 561>,
niin huomataan, etta raja-arvoksi saadaan limg ... €1 - T Tama on

= 0.
ristiriita, silla €2 on rajoitettu ja z, € C' C Q kaikilla £ € N. Néin ollen
antiteesi on vadra eli alkuperdinen véite pétee. O
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Seuraavaksi todistetaan, ettd pelattavalla pelilld on olemassa arvo. Ky-
seinen arvo on itseasiassa yksikésitteinen (p,e)-harmoninen funktio, jonka
reuna-arvot maaria pelin maksufunktio.

Lause 5.19. Olkoon u! ja ul’ mddritelmien mukaiset pelaajien I ja IT arvo-
funktiot, ja u. (p,e)-harmoninen funktio siten, ettd sen reuna-arvot madrdid
pelin maksufunktio F. Tdlloin

Erityisesti pelin arvo on Borel-funktio ja se on mddritelty joukossa ).

Todistus. Riittaa osoittaa epayhtalo
ul! <., (5.20)

koska talloin symmetrian nojalla u! > wu.. Lisdksi arvofunktioiden mééritel-
mien yhteydessd todettiin, ettd aina péatee ul < ull.

Oletetaan, ettd pelaaja IT kiyttdd strategiaa SY;, jossa melkein minimoi-
daan funktio u.. Téma tarkoittaa sitd, ettd pelipisteessa xz, € ) pelaaja II
liikkuu pisteeseen xy1 € B.(xy), jossa

Ue(Tpa1) < inf we + n2~ (k1)
Be(z)
jollain kiinnitetylld 1 > 0. Liséksi kyseinen strategia saadaan lemman A.2
nojalla Borel-mitalliseksi.
Nyt mille tahansa pelaajan I strategialle S; voidaan pelin méaritelmén,
strategian SY, mééritelmén seké funktion u. oletuksen nojalla arvioida

Eg(;,gtll] [u6<xk) + 772_k|($0, e ,xk_l)]
= %(Us (S?I(mk—l))+us (&(%-1)))

+6f  wdy 2
Be(xk—1)

o
< —( inf wu.+n27%+ sup w.)+ uedy + n27"
2 (Bs(xkfl) /r’ Bg(zkl:il) ) 5 B Tr—1 y 77

_ o
< ue(rp—1) + n2~ k=1,

Yllaolevassa arvioitiin pelaajan I toimea supremumilla.
Niin ollen riippumatta strategiasta S;, prosessi u.(xy) + n27% on mar-
tingaalin maaritelmén 2.16 nojalla ylimartingaali suhteessa pelin historiaan.
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Liséiksi huomiosta F'(x,;) = u.(x,) seuraa, ettd kyseinen ylimartingaali on
rajoitettu. Nain ollen vaihtoehtoisen pysdyttamisen lauseen 2.22 nojalla voi-
daan paatella, ettéa

Ugl = inf sup Eg’?ﬂu [F('CET)] S sup ]Exo [F(‘IT) + 772_T]
S sy St H

< S}glp E?},S?I [ue(@0) + 1] = ue(wo) + 1.
I

Koska 7 oli mielivaltainen, viite on todistettu. O]

Ylldolevan tuloksen nojalla voidaan todeta, ettd arvofunktiot johtavat
samaan, kuin dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen ratkaiseminen: voidaan
siis tarkastella joko arvofunktioita tai (p, €)-harmonisia funktioita. Halutaan
viela todistaa, ettd kun otetaan raja-arvo e — 0, niin arvofunktioiden muo-
dostama jono suppenee tasaisesti johonkin funktioon u joukossa Q. Tamén
jalkeen voidaan kayttdd lausetta 5.13 ja todeta, ettd kyseinen rajafunktio
u on itseasiassa viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtédl6on maksufunktion F
antamilla reuna-arvoilla. Taémén todistamista varten kidydadn ensimmaéisené
lapi muunnelma Arzeld-Ascolin kompaktisuuslauseesta, jonka todistamisessa
seurataan artikkelia [19]:

Lause 5.20 (Arzela-Ascoli). Olkoon {v.: Q — R :e > 0} joukko funktioita,
joille

(i) on olemassa C' > 0 siten, etti |v.| < C kaikilla € > 0 ja z € Q,

(ii) mille tahansa n > 0 loytyy vakiot d ja g siten, ettd jokaiselle € < gg ja
mille tahansa x,y € () pdtee

ve(z) —ve(y)| <, kun |z —y| <.

Téllgin on olemassa tasaisesti jatkuva funktio u : Q — R ja osajono {v.}
siten, etta B
v — v tasaisesti joukossa €2, kun e — 0.

Todistus. Etsitddn ensimmaisend raja-arvoehdokas v ja todistetaan sitten,
ettd jono {v.} suppenee tasaisesti. Olkoon D C Q numeroituva ja tihed.
Funktioiden tasaisesta rajoittuneisuudesta saadaan diagonalisaation avulla
osajono {v.}, joka suppenee kaikilla x € D. Merkitddn osajonon indekseja
edelleen epsilonilla ja méaaritellaén v olemaan kyseisen osajonon pisteittainen
raja-arvo. On syytd huomata, etta talla hetkella v on maéritelty vain pisteissa
xeD.
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Toisen oletuksen nojalla funktio v voidaan laajentaa jatkuvasti joukkoon
Q asettamalla

v(z) = Dlaiwlgzv(x).

Seuraavaksi osoitetaan {v.} tasainen suppeneminen saatuun funktioon v. Va-
litaan aarellinen peite

i=1
ja €9 > 0 siten, etta

n
(@) = ve(@i)], o(@) —vlza)| < 5
jokaiselle kiinnitetylle x; ja € < gq, ja

[v=(21) = w(w:)] <

w3

kaikilla z; ja € < go. Néin ollen jokaiselle z € € voidaan 16ytéé piste x; siten,
ettd x € B,(z;) ja

ve(2) — v(@)| < [ve(@) = velai)| + Jve(2:) — v(@:)] + [v(zi) —v(2)] <7
kaikilla € < gy, missé gy ei riipu tarkastelupisteesta x. 0

Seuraavaksi johdetaan estimaatti (p, €)-harmonisten funktioiden perheen
asymptoottiselle jatkuvuudelle. Tata tarvitaan todistamaan kyseisen per-
heen toteuttavan ylldolevan Arzela-Ascolin, joka puolestaan antaa riittavéit
ehdot (p,e)-harmonisten funktioiden tasaiselle suppenemiselle. Jos otetaan
raja-arvo £ — 0, niin muodostuva (p, €)-harmonisten funktioiden perhe {u.}
on ylinumeroituva. Tastd voidaan kuitenkin valita tarkasteltavaksi osajono
{ue, } siten, ettd e, — 0. Merkitaan osajonoa yksinkertaisuuden vuoksi myos
{u.}. Jos saadaan néytettyd tasainen suppeneminen osajonolle, niin yksiké-
sitteisyyden nojalla koko perhe suppenee samaan funktioon.

Tassé vaiheessa tehdaén kuitenkin viela kaksi huomiota ja niihin liittyvaa
oletusta pelialueesta 2 sekd maksufunktiosta F'. Yksinkertaisuuden vuoksi
oletetaan, ettd ) toteuttaa ulkoisen palloehdon. Toisin sanoen oletetaan, et-
ta jokaiselle y € 09 16ytyy Bs(z) C R™ \  siten, ettd y € 0Bs(z). Lisdksi
oletetaan merkintojen yksinkertaistamiseksi ja eksplisiittisen estimaatin saa-
miseksi, ettd maksufunktio F' on Lipschitz-jatkuva méarittelyjoukossaan I';.

Lemma 5.21. Olkoon 2 ja F kuten ylld. Tdlloin maksufunktioon liittyvdlle
(p, €)-harmoniselle funktiolle u. pdtee

|ue () — ue(y)] < 2Lip(F)d + C(R/6)(|x — y[ + O(1))

jokaiselle tarpeeksi pienelle 6 > 0 ja jokaiselle pisteparille x,y € ..
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Kéydaan lapi todistuksen idea. Tarkan todistuksen voi lukea artikkelista
[19] Lemma 4.6. Lemman todistamisessa kéytetédén erddnlaista strategiapelid
(p, €)-harmonisen funktion analysointiin. Lisdksi sovelletaan ulkoista palloeh-
toa yhdessd martingaaliteorian kanssa odotettujen arvojen arvioimiseen peli-
strategioiden avulla. Ensimmaisena kaydaan lapi reunapisteet: jos x,y € I',
niin véite seuraa suoraan funktion F' Lipschitz-jatkuvuudesta, koska talloin
u. = F. Nain ollen jaljelle jaa kaksi tapausta, (1) z € Q,y € I'. ja (2)
x,y € S

Ensimmaisessa tilanteessa apuna kaytetadn ulkoista palloehtoa: on ole-
massa pallo Bs(z) alueen Q ulkopuolella siten, ettd y € 0Bs(z). Pelaajal-
le I maaritelldan strategia S7, joka pyrkii pallon keskipistettd z kohti. Té-
mén avulla saadaan odotusarvolle yliraja Eg g [lvx — 2| [zo,..., 2p-1] <

|zx_1 — 2| + Ce?, kun arvioidaan lisiksi
][ |z — z|dr < |2pg — 2| + €2
B (k1)

Nyt |zx_1 — 2| + Ce? on ylimartingaali tarpeeksi suurella vakiolla C, joka
ei riipu e:sta. Kéyttamaélla sopivan ODY:n ratkaisua tdhéan, pdastadn tilan-
teeseen, jossa vaihtoehtoisen pysédyttamisen lauseen 2.22 oletukset téyttyvat.
Taméan avulla puolestaan saadaan arvio odotetusta ajasta, jonka pelaaja I
tarvitsee saavuttaakseen reunan.

Toisessa tapauksessa pisteestéd = alkavalle pelille kiinnitetdan strategiat
St ja Srr. Néiden avulla méaritellaan pisteestéd y alkava peli, jossa kaytetadn
samoja kolikonheittoja ja satunnaisaskeleita kuin pisteesta = alkavassa pelis-
sd. Nédiden avulla ndytetdédn, ettd |zx — yx| pysyy rajoitettuna: kun saavutaan
ensimmadiseen pisteeseen xy, € I'. tai yp € [, niin patee |z, — yx| = |z — y|.

Lopullinen asymptoottisen Lipschitz-jatkuvuuden takaava epayhtalo saa-
daan, kun arvioidaan |u.(x) —u.(y)| kdyttaméalla yllamainittujen strategisten
pelien seké martingaalien avulla saatuja odotusarvoja seka niiden rajoituksia.

Lemma 5.22. Olkoon ) C R™ rajoitettu ja siled, ja F : T'. — R maksufunk-
tio. Olkoon lisaksi u. satunnaiskohinallisen kéydenvetopelin arvofunktio mak-
sufunktiolla F'. Talloin joukolle {u.} on olemassa C' > 0 siten, ettd |u.| < C
kaikilla e > 0 ja x € Q.

Todistus. Koska F' on rajoitettu, niin on olemassa C' > 0 siten, etté
|F| < C.

Liséksi u. on tasaisesti rajoitettu. Nain ollen integraalin monotonisuudesta
seuraa, etta

uc(r) = infsupEg, ¢, [F(z,)] < infsupEg, ¢ [C]=C

Srr St Srr S
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kaikilla x € 2 ja ¢ > 0. O]

Seuraus 5.23. Olkoon 2 C R™ rajoitettu ja siled joukko, joka toteuttaa
ulkoisen palloehdon, ja F : I'. — R Lipschitz-jatkuva maksufunktio. Olkoon
lisdksi u. satunnaiskohinallisen kéydenvetopelin arvofunktio maksufunktiolla
F. Tdlloin

u. — u tasaisesti joukossa Q, kun e — 0,

missd u on viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtdlolle

Apu=0 FkunzeQ
uw=F kun x € I',.

Todistus. Lemmojen 5.21 ja 5.22 nojalla arvofunktiot u. toteuttavat Arzela-
Ascolin lauseen 5.20 ehdot, kun ¢ — 0. Néin ollen on olemassa funktio wu,
johon u. suppenee tasaisesti, kun ¢ — 0. Lisdksi lauseen 5.13 nojalla kysei-
nen funktio on viskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtéalolle maksufunktion F
méaraamilla reuna-arvoilla. O]
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A Liite

Lause A.1 (Divergenssilause). Olkoon Q C R" avoin ja 002 € C'. Oletetaan,

etti u € Ct avoimessa joukon Q ympdristéssd. Télloin jokaisellei =1,...,n

/uxidxi :/ uv;dsS,
Q o0

missd v : 02 — R™ on ulkopuolelle suunnattu yksikkonormaalivektori. Valit-
semalla w = F; ja summaamalla indekst yli saadaan

/ divFdz = [ Fvds.
Q o0

Divergenssilauseen todistus sivuutetaan. Se 16ytyy esimerkiksi Altin kir-
jasta [1] s. 270-272.

Lemma A.2. Olkoon u : Q). — R rajoitettu Borel-funktio ja 6 > 0. Tdlloin
on olemassa rajoitetut Borel-funktiot Sine, Ssup : 2 — Qe siten, ettd Sine(x) €

B.(z), Seup € B:(z) ja

u(Sint(x)) < Bigrg)u—ir 5,  u(Ssup(z)) > Biargc)u—ir )

Todistus. Osoitetaan viite funktiolle Si;. Olkoon B numeroituva pallojen
B C Q kokoelma, jossa side ja keskipiste ovat rationaalisia. Nyt jokaiselle
B € B valitaan piste xg € B siten, etta

<i —.
u(zrp) < 1%fu—l- 5

Talloin kokoelman B numeroituvuudesta seuraa, ettd myos kokoelma M :=
{zp : B € B} on numeroituva.

Nyt mielivaltainen avoin pallo B,.(z) C 2 voidaan kirjoittaa yhdisteen
kokoelman B palloja, joten jokaiselle x € €2 pétee

. . )
inf w> inf uw-——.
B.(z) SNB-: () 2
Soveltamalla Lusinin lausetta (kts. esimerkiksi [27] Theorem 5.8.11) Borel-

joukkoon

{(z,y) €eAXxQ i |z —y| <eja Bir%f)u>u(y)+5}ﬂR” x S),

saadaan funktio Siys. Vastaavalla argumentilla saadaan myos funktio Sgp.

]
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