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1 Johdanto

Induktiiviset tyypit (engl. inductive types) ovat algebrallisten tietotyyppien (engl. al-
gebraic datatypes) yleistys, eli niilld voi mallintaa kaikkia tavallisten ohjelmointikielten
tietotyyppeja. Ne helpottavat ohjelman oikeaksi todistamista, ja matematiikan kan-
nalta tyyppiteoria, jossa on induktiiviset tyypit, on yksinkertainen perusta, jolla voi

mallintaa hyvin suuren osan matematiikasta (Avigad 2023).

Induktiivinen tyyppi viritetddn konstruktoreilla, jotka maérittavéit tyypin rakenteen.
Tyypiin konstruktoreista johtuvat eliminaattorit, jotka madrittavit sen, miten tyyppi
vuorovaikuttaa muiden tyyppien kanssa ja millaisia operaatioita silld voi tehda (The

Univalent Foundations Program 2013).

On olemassa myos korkeampia induktiivisia tyyppeja (engl. higher inductive types),
joilla voi luoda tyypin alkioiden vélisié ekvivalenssirelaatioita. Korkeammat induktiivi-
set tyypit helpottavat joidenkin tyyppien méarittdmisen ja esimerkiksi mahdollistavat

todistamisen ekvivalenssiluokille (Fiore, Pitts ja Steenkamp 2022).

Curry-Howard-vastaavuus (engl. Curry—Howard correspondence) on matemaattinen
teoria, jonka mukaan tyypit ovat vaitteita ja ohjelmat ovat todistuksia niille. Se mah-
dollistaa induktiivisten tyyppien kdyton matemaattisissa todistuksissa. Talla tavalla
kirjoittamalla ohjelmia voidaan todistaa erilaisia matemaattisia teoreemoja ja todistaa
oikeiksi erilaisia algoritmeja. Samalla tavalla voidaan esimerkiksi kirjoittaa ohjelma ja
todistaa, ettd se toteuttaa tietyt vaatimukset, mikd on suotavaa kriittisissa jérjestel-

missé, joissa vaaditaan ohjelmien tarkkuutta ja vakautta (Leroy 2009; Chlipala 2013).

Induktiivisia tyyppeja kdytetadn paljon todistusassistenteissa, esimerkiksi Coq- ja Lean-
todistusassistenttien standardikirjastojen monet tietorakenteet, kuten totuusarvot, luon-
nolliset luvut, listat ja rationaaliluvut, on toteutettu induktiivisina tyyppeina (Avigad

2023; Chlipala 2013).

Tassa kirjallisuuskatsauksessa perehdytéaan induktiivisten ja korkeampien induktiivis-

ten tyyppien teoriaan, niiden toteutuksiin ohjelmointikielissi Coq, Lean ja Agda, seka



tutustutaan induktiivisten tyyppien reaalimaailman sovelluskohteisiin. Luvussa 2 kasi-
tellaan induktiivisten tyyppien teoria. Luvussa 3 esitelldan erilaiset ohjelmointikielet,
joissa on kaytossd induktiiviset tyypit, seké kirjastot, jotka laajentavat induktiivisia
tyyppeja. Luvussa 3 esitelladn induktiivisten tyyppien kayttokohteet. Lopuksi luvussa

4 kootaan tutkielman keskeiset asiat.



2 Teoria

Induktiivinen tyyppi on tyyppi X, jonka voi mielivaltaisesti luoda rajallisesta joukosta
konstruktoreita. Konstruktorit ovat kuvauksia, joiden maalijoukko on X ja joilla ei ole
laskusédantoja. Konstruktoreilla ei valttdmatta ole parametreja, jolloin ne ovat vain X:n

alkioita (The Univalent Foundations Program 2013).

Induktiiviset tyypit ovat uniikkeja, eli yhden tyypin alkiot eivét voi olla toisen tyypin
alkioita. Univalenteissa tyyppiteorioissa, kuten homotopiatyyppiteoriassa (engl. homo-

topy type theory), on kuitenkin univalenssiaksiooma

(A~B)— (A=B),
jonka avulla on mahdollista todeta kahden rakenteeltaan samanlaisten tyyppien olevan

ekvivalentteja (The Univalent Foundations Program 2013).

2.1 Induktiiviset tyypit

Yksinkertaisin ei-triviaali induktiivinen tyyppi on luonnolliset luvut. Esimerkiksi seu-

raavat konstruktorit virittavéit tyypin N.
O:N
S:N—N
Tassa luonnolliset luvut muodostuvat alkupisteesta eli nollasta ja seuraavasta luvusta,
jolloin:
S(0) =1, S(5(0)) =2, S(5(8(0))) =3...

Tassa onkin tyyppiteorian merkittava ero joukko-opista. Joukko-opissa todistukset ovat

usein muotoa: "Onko olemassa alkio x, joka kuuluu joukkoon X?” ja joukolle X on



annettu predikaatti, joka kertoo, kuuluuko alkio x joukkoon X seka joukon X alkion
rakenne. Tyyppiteoriassa sen sijaan ei ole olemassa predikaattia, joka kertoo kuuluuko
alkio tyyppiin vai ei. On olemassa vain konstruktorit ja eliminaattorit, joilla tyypin
alkiot muodostetaan ja muunnetaan. Konstruktorit ja eliminaattorit antavat paattely-

ja laskusaannot, joilla voidaan tehdé todistuksia.

Esimerkiksi on madritelty rationaalilukujen tyyppi @Q’. Olettaen, ettd on olemassa ko-
konaislukujen tyyppi Z ja positiivisten lukujen tyyppi P, voidaan maaritella rationaa-

lilukujen tyyppi Q' seuraavasti.

0
—:Z—-P—-Q
5 Q

Taméan konstruktorin avulla on mahdollista todistaa, ettd jos n:7Z ja m: P, niin on

olemassa rationaaliluku — : Q'. Tama maéritelma ainoastaan kertoo, etta on olemassa
m

alkiot muotoa —, eikd kerro mitdan niiden suhteesta toisiin rationaalilukuihin. Té&-
m

mé muodostuu ongelmaksi rationaaliluvuissa, koska 1 #q %, vaikka todellisuudessa
ne ovat ekvivalentteja. Ongelma ratkeaa silla, ettd luodaan uusi tyyppi Q. Sen teh-
tavana on muuttaa kaikki tyypin Q' alkiot normaalimuotoon jakamalla osoittajan ja
nimittdjin niiden suurimmalla yhteisella tekijalla. Tama ratkaisu ei kuitenkaan ole
kovin kaytannollinen, koska silloin lukuja pitaéd sieventdd normaalimuotoon jokaisen

laskutoimituksen jélkeen.

2.2 Korkeammat induktiiviset tyypit

Korkeammat induktiiviset tyypit ovat homotopiatyyppiteorian ja kuutiomaisen tyyp-
piteorian (engl. cubical type theory) merkittavé lisiys tyyppiteoriaan perustuksiin. Kor-
keammilla induktiivisilla tyypeilla on mahdollista mallintaa homotopiateorian rakentei-
ta, tekijatyyppien (engl. quotient types) avulla virittda tyypin alkioden valisia ekviva-
lenssirelaatioita, sekéd toteuttaa muita monimutkaisempia tietorakenteita. Se tehddan
lisaamallé tyypille konstruktorit, jotka méaarittavat, milla tavalla tyypin alkiot ovat suh-

teessa toisiin alkioihin. (The Univalent Foundations Program 2013; Cohen ym. 2016;



Lumsdaine ja Shulman 2020)

Yhtena hyvané esimerkkind korkeammat induktiiviset tyypit helpottavat rationaalilu-
kujen maarittdmistd. Sieventamisen sijaan rationaaliluvuille voidaan maéaritelld seu-

raava ekvivalenssirelaatio.

~Q - Q %
k
ﬁNiznxl:mxk
m

Tamén relaation avulla voidaan muodostaa tekijatyyppi Q/ ~, joka edustaa rationaa-

lilukujen tyyppié.

Ekvivalenssirelaatio voidaan myos méaarittaa heti tyypin esittelyn yhteydessa.



3 Induktiiviset tyypit eri ohjelmointikielissa

Koska induktiivisia tyyppeja kidytetddn péaasadntoisesti todistusassistenteissa, ohjel-
mointikielissa induktiivisille tyypeille on asetettu tietyt rajoitteet. Yksi tallainen rajoi-
te on tiukka positiivisuus (engl. strict positivity). Tyypin positiivisuus tarkoittaa sita,
ettd tyypin konstruktorin parametreissa maéaritettava tyyppi ei saa esiintya negatiivi-
silla paikoilla. Jos parametri on positiivisessa paikassa, negatiivinen paikka on nuolen
vasemmalla puolella. Jos parametri on negatiivisessa paikassa, negatiivinen paikka on
nuolen oikealla puolella. Tiukka positiivisuus tarkoittaa sité, etta tyyppi ei saa olleen-

kaan esiintyd parametreissa nuolen vasemmalla puolella (Dolan ym. 2024).

Tiukkaa positiivisuutta vaaditaan, koska jos funktion argumenteissa on méaritettava
tyyppi, voi syntya padttymaton rekursio jolloin mité tahansa vaitteita voidaan todis-
taa. Tata ilmiota kutsutaan Curryn paradoksiksi (Chlipala 2013). Témén takia kaik-
kien ohjelmien tulee todistusassistenteissa aina paattya. Positiivisuuden vaatimuksen
lisiksi on olemassa muita raijoitteita. Esimerkiksi jokaisen funktion pitda olla méari-

telty parametrien kaikilla arvoilla.

Chlipala (2013) antaa hyvan esimerkin induktiivisesta tyypistd, joka ei ole tiukasti

positiivinen, ja eliminaattorista, joka aiheuttaisi paattymattoman rekursion.

Fail Inductive term : Set :=
| App : term -> term -> term

| Abs : (term -> term) -> term.

Fail Definition uhoh (t : term) : term :=
match t with
| Abs f => f t

| _ =>t end.

Funktio uhoh kutsuu itsedan loputtomasti, jos se on Abs-konstruktorin parametri, mika

johtaisi Curryn paradoksiin, jolloin voitaisiin todistaa mita tahansa vaitteita.



My6s seuraava tyyppi ei ole sallittu, koska se ei ole tiukasti positiivinen. Vaikka term
esiintyy ainoastaan positiivisilla paikoilla suhteessa koko lausekkeeseen, se on nuolen
vasemmalla puolella, eli se on negatiivisella paikalla suhteessa omaan lausekkeeseen

(Dolan ym. 2024).

Fail Inductive term : Set :=
| App : term -> term -> term

| Abs : ((term -> nat) -> term) -> term.

3.1 Coq

Coq on vuodesta 1984 kehitetty todistusassistentti, joka perustuu induktiivisten raken-
teiden kalkyyliin (engl. calculus of inductive constructions). Induktiivisten rakenteiden
kalkyylin kaksi perustaa ovat funktiotyypit ja induktiiviset tyypit (Chlipala 2013).

Coqg-kielelld luonnolliset luvut voidaan maéritelld seuraavalla tavalla:

Inductive nat : Set :=
| 0 : nat

| S : nat -> nat.

Cog-kielessa on myos kéytossa induktiivisista tyypeistd muutama erikoistapaus. Yksi
erikoistapauksista ovat koinduktiiviset tyypit (engl. coinductive types), joilla on mah-
dollista maéaritella darettomia tietorakenteita kuten esimerkiksi virtoja, joiden avulla
voidaan toteuttaa laiska laskenta (engl. lazy evaluation). Chlipala (2013) antaa seuraa-

van esimerkin koinduktiivisesta tyypista ja erdasta korekursiivisesta funktiosta:

CoInductive stream (A : Type) : Type :=
| Cons : A -> stream -> stream.

End stream.

CoFixpoint ones_zeroes : stream nat :=
Cons _ 1 zeroes_ones

with zeroes_ones : stream nat :=



Cons _ O ones_zeroes.

Cons-konstruktoria hytdyntéden voidaan toteuttaa korekursiivinen funktio, joka palaut-

taa loputtomasti lukuja nolla ja yksi toistensa perdan.

Aédrettomistéa virroista rekursiivisella funktioista voidaan ottaa aérellinen likiarvo. Ch-
lipala (2013) antaa seuraavan esimerkin funktiosta, jolla voidaan ottaa darettomastéa

virrasta n alkiota ja palauttaa ne listana:

Fixpoint approx A (s : stream A) (n : nat) : list A :=
match n with
| 0 => nil
| S n' => match s with
| Cons _h t =>h :: approx _ t n'
end

end.

Induktiivisten tyyppien toinen erikoistapaus ovat induktiiviset perheet (engl. inductive
families), eli induktiiviset tyypit, jotka madrittaviat muita tyyppejé toisen induktiivisen
tyypin alkioiden avulla, eli induktiivinen perhe on tyyppiperhe, joka on indeksoitu in-
duktiivisen tyypin alkioilla, ja se on yleistys parametrisoidusta tyypistéd (Bauer 2018).
Induktiivisilla perheilld voidaan mallintaa esimerkiksi erilaisia samankaltaisia tietora-
kenteita, jotka vaihtelee indeksin mukaan. Chlipala (2013) antaa esimerkin induktiivi-
sesta perheesté, joka méaarittelee pituus-indeksoidut listat. Tama tyyppi on indeksoitu

luonnollisen luvun mukaan, joka madrittele listan pituuden (Chlipala 2013).

Inductive ilist (A : Set) : nat -> Set :=
| Nil : ilist O

| Cons : forall n, A -> ilist n -> ilist (S n).

Cog-kielelle on myo6s olemassa kirjasto, joka toteuttaa ja formaalisti todistaa suurim-
man osan homotopiatyyppiteoriasta. Eli se toteuttaa korkeammat induktiiviset tyypit

ja univalenssiaksiooman (Bauer ym. 2016).



3.2 Lean

Lean on vuonna 2013 julkaistu todistusassistentti. Kuten Coq, myos Lean pohjau-
tuu induktiivisten rakenteiden kalkyyliin ja Leanissa on kaytossa induktiiviset tyypit
(Moura ja Ullrich 2021). Ominaisuuksiltaan Lean on hyvin l&dhelld Coq-kieltd. Coqg-
kielen ominaisuuksien lisaksi Leanissa on propositional extensionality-aksiooma, joka

on erikoistapaus homotopiatyyppiteorian univalenssiaksioomasta:

(P Q)= (P=0)

Tama tarkoittaa sité, etta kaksi propositiota ovat ekvivalentteja, jos ne implikoivat
toisiaan. Taman aksiooman avulla Lean toteuttaa tekijatyypit ilman korkeita induk-
tiivisia tyyppeja (Avigad 2023). Tekijatyyppien lisdys ilman korkeampia induktiivisia
tyyppeja on joidenkin tyyppiteorian tutkijoiden mielesté ristiriitaista, koska se rikkoo
tiettyja induktiivisten rakenteiden kalkyylin saantéja ja vaikeuttaa joissakin tapauk-

sissa tyyppitarkistusta.

3.3 Agda

Agda on vuodesta 1990 kehitetty funktio-ohjelmointikieli ja todistusassistentti. Agda
toteuttaa Martin-Lof tyyppiteorian ja lisdéd siithen muita konsepteja, joten Agdassa on
kaytettavissd induktiiviset ja koinduktiiviset tyypit. Niiden lisdksi Agdassa on kdytosséi
induktiiviset perheet ja induktiiviset-rekursiiviset tyypit (engl. inductive-recursive ty-
pes), jotka mahdollistavat tyypin alkioden ja eliminaattoreiden samanaikaisen maarit-
tdmisen, mika mahdollistaa esimerkiksi uusien indeksoitujen universumien méarittami-
sen. Induktiivisia-rekursiivisia tyyppeja ei ole kaytettavissi Coqg-todistusassistentissa

(Bove, Dybjer ja Norell 2009).

Agdalle on olemassa kirjastoja, jotka laajentavat Martin-Lof tyyppiteorian. Yksi sel-
lainen kirjasto formalisoi suuren osan homotopiatyyppiteoriasta ja toinen toteuttaa

kuutiomaisen tyyppiteorian.

Cubical on kuutiomainsen tyyppiteoriaan perustuva kirjasto, joka mahdollistaa kor-



keampien induktiivisten tyyppien kdyton Agda-kielessa. Vezzosi (2021) antaa seuraa-
van esimerkin kokonaislukujen tyypisté, joka on méaéritelty Cubical-kirjaston korkeam-

pien induktiivisten tyyppien avulla (Vezzosi, Mortberg ja Abel 2021).

data Z : Set where
pos : (n : N) ->2Z
neg : (n : N) ->2Z

posneg : pos O = neg 0

Kuutiomaisen tyyppiteorian antamat korkeammat induktiiviset tyypit mahdollistavat
sellaiset asiat, joiden toteuttaminen olisi muuten hankalaa tai jopa mahdotonta Agda-
kielella. Yksi asia, jota korkeammat induktiiviset tyypit mahdollistavat on homotopia-
teoriassa ja topologiassa kédytettdvien rakenteiden mallintaminen ja niiden ominaisuuk-
sien todistaminen. Seuraavassa esimerkissa on madaritelty ympyra, joka on yksinkertai-

sin esimerkki téallaisesta homtopiateorian rakenteesta.

data S1 : Set where
base : S1

loop : base = base

base on siis jokin ympyran piste. Se on samanlainen konstruktori kuin esimerkiksi
nolla luonnollisten lukujen tapauksessa. Tamé konstruktori luo uusia tyypin alkioita, ja
sellaisia konstruktoreita kutsutaan pistekonstruktoreiksi. loop on konstruktori joka luo
polun pisteesté takaisin pisteeseen luoden taten ympyran. Konstruktoreita, jotka luovat
polun alkiosta toiseen kutsutaan polkukonstruktoreiksi (The Univalent Foundations

Program 2013).
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4 Kayttokohteet ja sovellukset

Induktiivisten tyyppien kéyttd ohjelmointikielissd rajoittuu todistusassistenteihin ja
tutkimusohjelmointikieliin kuten edelld mainitut Agda, Coq ja Lean. Lisdksi ohjel-
mointikielet ja todistusassistentit kuten Idris (Brady 2013) ja Isabelle/HOL (Bergho-
fer ym. 2023) kéyttévat induktiivisia tyyppejd. Induktiivisia tyyppeja kdytetaan to-
distusassistenteissa, koska ne mahdollistavat erilaisten tietorakenteiden mallintamisen
sellaisella tavalla, jolla tyyppitarkistin osaa tarkistaa tyyppien, funktioiden ja todis-

tuksien oikeellisuuden.

Koska suuri osa todistusassistenteista kayttaa induktiivisia tyyppejé, ldhes kaikessa
formaalissa tietokoneavusteisessa todistamisessa kaytetdan induktiivisia tyyppeja. Té-
mén takia vaikka induktiivisten tyyppien kaytto on hyvin rajallista, niiden vaikutus
ulottuu pitkalle. Induktiivisten tyyppien avulla voi mallintaa kaikki yleisessa kéytossa
olevien ohjelmointikielten tietotyypit, jolloin induktiivisten tyyppien avulla on mah-

dollista kehittaa ja mallintaa ohjelmia, joita kaytetdan oikean maailman tehtavissa.

4.1 Matematiikka

Todistusassistenteilla on todistettu useita matemaattisia teoreemoja, joiden todistami-
nen ilman tietokonetta olisi erittédin tyolasta tai jopa mahdotonta, kuten esimerkiksi
neljén vérin teoreema (Gonthier 2008). Ennen formaalia todistusta teoreema on yritet-
ty todistaa tapausanalyysilld, jossa tietokoneen avulla on kéyty lapi yli 10 000 tapausta.
Tallaisten todistuksien tekeminen ja vertaisarviointi on hyvin tyolds prosessi ja taytyy
luottaa siihen, ettd ohjelma on kirjoitettu oikein. Gonthierin (2005) todistuksessa Coq-
todistusassistentin tyyppitarkistin varmistaa sen, ettd kirjoitettu ohjelma on oikein,

miké lisédé todistuksen uskottavuutta ja luotettavuutta (Gonthier 2005).

Yksi toinen viime aikojen merkittava todistusprojekti on Lean-yhteison aloittama pro-
jekti, jonka tarkoitus on formalisoida mahdollisimman paljon matematiikka Lean-
todistusassistentilla. Projektiin osallistuu suuri méaaré ihmisia, joilla on eri taustat ja

osaamistasot, mikéd perinteisessd tapauksessa tekisi todistuksien tarkistuksesta hyvin
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tyoldan. Todistusassistentti kuitenkin takaa sen, etta todistus on tehty oikein, eli ei
tarvitse luottaa siihen, ettd ihminen on tehnyt todistuksen oikein, sen sijaan taytyy
luottaa ainoastaan siihen, etta todistusassistentti on oikeassa, mika mahdollistaa néain
suuren mittakaavan yhteistyon eritaustaisten ihmisten valissd matemaattisessa todis-

tusprojektissa (Doorn, Ebner ja Lewis 2020).

Koska korkeammat induktiiviset tyypit ovat tulos homotopian ja tyyppiteorian yhdis-
tamisesta, Korkeammilla induktiivisilla tyypeilla on myos luontevaa esittda homoto-
pian rakenteita (The Univalent Foundations Program 2013). Esimerkiksi Cubical Ag-
dan korkeampien induktiivisten tyyppien avulla on formaalisti tarkistettu Guillaume

Brunieren viitoskirjan seuraava viite: m4(S%) ~ Z/27 (Ljungstrom ja Mértberg 2024).

4.2 Ohjelmointi

Tietotekniikan maailmassa Xavier Leroy vuonna 2009 kehitti formaalisti todistetun
CompCert C-kielen kaédntéjin, jonka todistamisessa on kiytetty induktiivisia tyyppeja
esimerkiksi C-kielen syntaksipuun mallintamiseen (Leroy 2009). Taméi kaantdja takaa
sen, ettd kadntaja kadntad ohjelman oikein. Kédantaja ei kuitenkaan varmista sita, etta
ohjelma linkittyy oikein, tai sen, ettd ohjelmassa ei ole muita ongelmia. Ainoastaan

kaannosvaihe on todistettu.

Ohjelmien formaali todistaminen on hyvin tyolasta ja se ei poista kaikkia ohjelmisto-
kehityksen ongelmia. Vaikka ohjelma olisi formaalisti todistettu, taytyy silti luottaa
esimerkiksi Cog-kielen ytimeen ja siihen, ettd Coq-kdéntdjé tuottaa korrektia koo-
dia. Cog-ytimessd on loydetty kriittisid ongelmia noin kerran vuodessa (Monniaux
ja Boulmé 2022). Chlipala (2013) kuitenkin viittéé, etta todistettu ohjelma kuiten-
kin on astetta parempi, kuin sellainen jonka toiminnasta ei ole formaalia todistusta
(Chlipala 2013). Tésta viitteesta 10ytyy néytteita kdytannon sovelluksista. CompCert-
kadntajasta on 1oydetty paljon vihemmén ongelmia, kuin muista kaéntajistd (Monni-

aux ja Boulmé 2022).

CompCertin liséksi on olemassa muita isoja ohjelmia, joita on formaalisti todistettu,

esimerkiksi sel.4 kdyttojarjestelmiydin, joka on todistettu Isabelle/HOL todistusassis-
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tentilla. sel.4 on mikrokayttojarjestelmaydin, joka on nykyaan kaytossa monissa kriit-
tisissé tehtavissa. Projektin tavoite on kehittda kéayttojarjestelmaydin, jolla on hyvé
suorituskyky ja tietoturva. sel.4 on todistettu toimivaksi kaytannossa. Esimerkiksi lait-
teet, joita on muokattu kayttdmaan sell4d kayttojarjestelmaydinta, ovat olleet paljon

kestavampia kyberhyokkayksid vastaan (Andronick 2019).

Todistusassistentteja ja induktiivisia tyyppeja on myos sovellettu tekodlyn kanssa. Ope-
nAl on tutkinut todistusassistentin yhdistamista kielimalliin, jolloin kielimalli kykeni
suoriutumaan matematiikan ja logiikan testeistd paremmin (Polu ym. 2022). Lisak-
si Meta on tutkinut todistuksien automatisointia tekoalyn avulla kayttaen HyperTree

todistuksenhakumenetelmédd (Lample ym. 2022).

Tutkimusprojektien lisdksi induktiivisia tyyppeja kaytetadn kaupallisessa ohjelmistos-
sa. Esimerkiksi Bedrock Systems kayttda Coq-todistusassistenttia omien ja asiakkaiden
palveluiden tietoturvan parantamiseksi. Yksi toinen esimerkki on Formal Land, joka
tarjoaa ohjelmien oikeaksitodistamisen palveluna. Heidan merkittavin projekti tahan

asti on ollut Tezos-lohkoketjun protokollan muodollinen varmistaminen.
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5 Yhteenveto

Induktiiviset typpit ilmaisevat erilaisia tietorakenteita ja niilla on péaéttely- ja las-
kusadnnot, joiden avulla on mahdollista todistaa tiettyja vaitteitd, minka ansiosta in-
duktiivisia tyyppeja kdytetadn paljon todistusassistenteissa kuten Coq, Agda ja Lean.
Homotopiatyyppiteoria ja mychemmin kehitetty kuutiomainen tyyppiteoria laajenta-
vat induktiiviset tyypit korkeammilla induktiivisilla tyypeilla, joiden avulla on mah-
dollista tehda tyypin alkioiden vélisia ekvivalenssirelaatioita, miké mahdollistaa homo-
topian rakenteiden mallintamisen, helpomman tyyppien maarittelyn tietyille tyypeille,

ekvivalenssiluokille todistamisen seka helpomman todistuksien korjaamisen.

Matematiikassa on todistettu erilaisia teoreemoja niiden avulla ja varsinkin homoto-
piateoriassa niille on loytynyt paljon kayttoa. Tietojenkésittelytieteessa induktiivisia
tyyppeja on kaytetty esimerkiksi CompCert kaantédjéssd C-ohjelmointikielen erilais-
ten rakenteiden mallintamiseen. Tama helpottaa ohjelman oikeaksi todistamista, miké
helpottaa isojen todistettujen jarjestelmien kehittdmisen, miké vuorostaan vahentaa
merkittavisti ohjelmassa olevien virheiden méaran, silla tyyppitarkistin 1oytad suuren

osan virheisté ja tarkistaa tehdyt todistukset.

Tulevaisuudessa kun todistuksien automatisointi tai tekoédlyavusteinen todistaminen
kehittyy, yha useampi kriittinen jarjestelma tulee olemaan muodollisesti mallinnet-
tu tai varmistettu, koska suuri automaatioaste tai tekoalyn avustus tulevat helpotta-
maan todistamista merkittdvasti. Induktiivisten tyyppien yleistymisen my6ta funktio-
ohjelmointikielet tulevat olemaan joustavempia ja varmempia, silla induktiivisten tyyp-
pien avulla ohjelmoijalla on enemmaén vapautta maaritella, miten tyyppi kayttaytyy ja

tyyppitarkistin pystyy paremmin tarkistaa ohjelman oikeellisuuden.
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