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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa kasitellaan toisen asteen imaginaaristen lukukuntien luok-
kaluvun yhteytta kunnan kokonaislukurenkaan virittamén hyperbolisen ava-
ruuden isometrioiden ryhmén PSLy(Ok) eli Bianchin ryhmén muodosta-
maan perusalueeseen. Tutkielma perustuu padosin Jirgen Elstrodtin, Fritz
Grunewaldin ja Jens Mennicken kirjaan Groups Acting on Hyperbolic Spaces;
Harmonic Analysis and Number Theory kappaleeseen 7. [9] Tutkielma esitte-
lee kappaleen sisdallon todistaen sen tulokset lahdeteosta perusteellisemmin.
Liséksi tutkielmassa esitetadn vaadittavat algebralliset ja geometriset esitie-
dot.

Keskeisena tyokaluna téssé tutkielmassa kéytetdaan ideaalien teoriaa. Tut-
kielmassa esitellaan keskeisten maaritelmien lisdksi merkittavia algebrallisia
tuloksia kuten Kiinalainen jadnnoslause ja Minkowskin lause. Algebrallisia
tuloksia ei vilttamétté esitella yleisimmaésséd mahdollisessa muodossa todis-
tusten selkeyden vuoksi.

Tutkielmassa esitelladn lisdksi kolmiulotteisen hyperbolisen avaruuden
maaritelmé ja joitain sen geometrisia ominaisuuksia. Keskeisena maéaritel-
ména on 2 X 2-matriisien erityinen lineaarinen ryhmaé, jonka todetaan toimi-
van isometrioilla hyperbolisessa avaruudessa. Erityisen lineaarisen ryhmén
aliryhmaélla, jonka kertoimet ovat toisen asteen imaginaérisen lukukunnan
kokonaislukuja, todistetaan olevan algebrallisesti merkittavia ominaisuuksia.

Tutkielman kaksi viimeista kappaletta osoittavat yhteyden luokkaluvun
ja Bianchin ryhméan hyperbolisen perusalueen vélilla. Lukukunnan perusalu-
een konstruktio esitellaédn ensin ja taman jalkeen joukon todistetaan olevan
perusalue. Perusalueen konstruktiosta paatellaéan joitain joukon geometrisia
ominaisuuksia. Lopuksi esitelliin ja visualisoidaan kuntien Q(4), Q(v/=3) ja
Q,/=5 perusalueet sekd huomioidaan perusalueen ja kompleksitason leikkaus-
pisteiden yhteys kunnan luokkalukuun.
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Johdanto

Lukukunta K ja sen kokonaislukujen rengas Ok vastaavat joiltain ominai-
suuksiltaan intuitiivisesti rationaalilukujen kuntaa Q ja kokonaislukujen ren-
gasta Z. Algebrallinen lukuteoria tutkii muun muassa lukukuntia ja niiden
kokonaislukurenkaiden ominaisuuksia erityisesti, kun ne poikkeavat kunnan
Q ja renkaan Z ominaisuuksista. Esimerkiksi renkaan alkioiden uniikki al-
suus. Tekijoihinjaon uniikkiutta mittaa kunnan luokkaluku, joka maéaritel-
laan kunnan ideaaliluokkien maarana. Ideaaliluokka on kunnan murtoideaa-
lien ekvivelanssiluokka. Kaksi murtoideaalia kuuluu samaan ideaaliluokkaan,
jos niiden ideaalitulot joidenkin paaideaalien kanssa tuottavat saman ideaa-
lin. Téssa tutkielmassa esitetdén erityinen yhteys toisen asteen imaginaé-
risten lukukuntien luokkalukujen ja Bianchin ryhman PSLy(Ok), joka on
kunnan kokonaislukujen renkaan maarittaméa kolmiulotteisen hyperbolisen
avaruuden isometrioiden diskreetti ryhma, perusalueen valilla. Lukukunnan
ja perusalueen yhteys havaitaan kunnan Bianchin ryhmén algebrallisten kar-
kien joukosta, jotka voidaan geometrisesti tunnistaa perusalueen sulkeuman
ja kompleksitason leikkauspisteista.

Tutkielman tarkoituksena on esittad tulokset selkedlla tavalla ilman ai-
empaa syventavamman algebrallisen lukuteorian tai geometrian tuntemusta.
Lukijalta kuitenkin odotetaan muutaman perustavan konseptin tuntemus ku-
ten renkaan, kunnan ja isometrian maaritelmaét.

Tutkielmassa todistetaan joitain merkittavié algebrallisen lukuteorian tu-
loksia. Ensimmaisissa kappaleissa todistetaan useita perustavia ideaaliteo-
rian tuloksia. Lahteet [1], [2], [7] ja [11] antavat tata tutkielmaa kattavam-
man perehdyksen lukukuntiin, algebralliseen lukuteoriaan ja ideaaliteoriaan.

Tutkielmassa todistettava Kiinalainen jéd&nnoslause (Lause 3.1) on sato-
ja vuosia tunnettu tulos, jolla on useita esitystapoja. ([13], luku 5.3) Téassa
tutkielmassa todistetaan lause kommutatiivisen renkaan ideaaleille. Kiina-
lainen jaannoslause kertoo, etta aérelliselle joukolle renkaan ideaaleja on ole-
massa homomorfismi renkaalta renkaan tekijaavaruuksien ideaalien suhteen
muodostamaan tuloavaruuteen. Liséksi kyseisen homomorfismin ydin on ide-
aalien leikkaus. Lausetta kaytetdan muodostamaan hyodyllinen bijektio ren-
kaan tekijaavaruudelta ideaalien tulon suhteen R/(I115 . .. I,) tuloavaruuteen
renkaan tekijaavaruuksia ideaalien suhteen R/I; x R/Iy X --- X R/1,.

Tutkielmassa todistetaan myos Minkowskin lause (Lause 3.6). Lause to-
distetaan vain toisen asteen imaginaarisissa lukukunnissa, mutta lauseesta on
olemassa yleisempi muotoilu. [15] Minkowskin lause kertoo, etta origon suh-
teen symmetrinen konveksi joukko, jonka pinta-ala on kokonaislukurenkaan
hilan perussuunnikkaaseen verrattuna nelinkertainen, sisaltaa kokonaisluku-



renkaan pisteen. Lause on geometrisesti merkittéava ja sita kaytetdan tassa
tutkielmassa todistamaan Minkowskin epayhtéalé (Lause 3.7). Minkowskin
epayhtélo kertoo, ettd on olemassa positiivinen reaaliluku M siten, etté jo-
kaisessa ideaaliluokassa on kokonaislukurenkaan ideaali, jonka normi on alle
M. Minkowskin epayhtalon seurauksena todetaan, etta ideaaliluokkien ryh-
mé on aarellinen.

Tutkielman kannalta tarkea tulos on méaritella bijektio kunnan algebral-
lisilta karjilta, jotka madritellian kappaleessa 6.1, ideaaliluokkien ryhméan.
Lause mahdollistaa luokkaluvun tutkimisen geometrisesti. Lisdksi tutkiel-
massa maaritellaan perusalue Bianchin ryhmalle hyperbolisessa avaruudessa.
Alue muodostuu adrettomyyspisteen stabilisoijan perusalueen ja euklidisten
puolipallojen rajaaman alueen leikkauksena. Perusalueen rajaavien puolipal-
lojen keskipisteet ovat kompleksitasossa olevia kunnan murtolukuja, joiden
osoittaja ja nimittdja virittavat kunnan kokonaislukujen renkaan.

Keskeisin tulos tutkielman kannalta on osoittaa, ettd toisen asteen ima-
ginadrisessa lukukunnassa luokkaluku on 1, jos ja vain jos kunnan Bianchin
ryhman kolmiulotteisen hyperbolisen perusalueen sulkeuman ja kompleksi-
tason leikkaus on tyhja. Tulos antaa geometrisen tavan tutkia kunnan luok-
kalukua.

Ensimmaiset kolme kappaletta sisdltavat tarvittavan algebrallisen taus-
tan tutkielman tuloksiin. Tarkoituksena on esitella riittava tuntemus algebral-
lisiin objekteihin kuten algebrallisiin kokonaislukuihin, lukukuntiin ja ideaa-
leihin, ettd lukija pysyy tulosten todistusten mukana. Lukijalle esitellaan
hilojen ja ideaalien ominaisuuksia, joita hyodynnetdan tutkielman eri todis-
tuksissa. Kappaleessa kolme esitelladn Kiinalainen jéannoslause ja Minkows-
kin lause. Naiden merkittavien algebrallisen lukuteorian lauseiden seuraukset
ovat hyodyllisia tutkielman mychemmissé todistuksissa.

Tutkielman kappaleessa nelja esitellian hyperbolinen avaruus ja maéri-
telladn Bianchin ryhmad, joka on hyodyllinen isometrioiden ryhma hyperboli-
sessa avaruudessa. Téman jalkeen viidennessa kappaleessa esitelladn yhteys
kompleksitason kunnan pisteiden ja luokkaluvun valilla.

Kappaleet kuusi ja seitsemén kokonaisuudessaan esittelevit geometrisen
tavan késitella toisen asteen imaginaarista lukukuntaa. Kappaleessa kuusi
maéaritelldan algebrallinen karki ja méaritelméa yhdistetadn kappaleen nelja
ja viisi tuloksiin. Kappaleessa seitseméan méaritellaan perusalue ja esitelldan
Bianchin ryhmén perusalueen konstruktio.

Viimeisessa kappaleessa esitelldan joitain konkreettisia esimerkkeja tut-
kielman yleisista tuloksista. Kappaleessa esitetyt kuvat antavati intuitiivi-
semman kasityksen perusalueen geometriasta ja sen yhteydesta luokkalu-
kuun.

Tutkielman kappaleet 5-8 perustuvat péadosin Jiirgen Elstrodtin, Fritz
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Grunewaldin ja Jens Mennicken kirjaan Groups Acting on Hyperbolic Spaces;
Harmonic Analysis and Number Theory [9].



1 Toisen asteen lukukunta

1.1 Lukukunta ja kokonaislukujen rengas

Tassa kappaleessa maéaritelladn joitain algebrallisen lukuteorian térkeita maa-
ritelmid. On hyodyllistd tutkia kokonaislukujen ja rationaalilukujen kaltai-
sia renkaita ja kuntia esimerkiksi kompleksitasossa. Ensimméiset méaaritel-
mat mahdollistavat rationaalilukujen ja kokonaislukujen laajentamisen hyvin
maéariteltyyn kuntaan ja renkaaseen.

Maaritelma 1.1. Olkoon K kunta. Kunta L on kunnan K n asteinen al-
gebrallinen laajennus, jos kaikki [ € L ovat kunnan K C L kertoimisten nol-
lasta poikkeavien n asteisten polynomien juuria. Algebrallisen laajennoksen
alkioita kutsutaan algebrallisiksi luvuiksi. Murtolukujen kunnan Q algebral-
lista laajennusta kutsutaan lukukunnaksi.

Maaritelma 1.2. Olkoon B rengas ja A C B sen alirengas. Alkiota b € B,
jolle on olemassa n € N siten, ettd b + a,_ 0"t + -+ + ag = 0 jollain
(p_1,...,0a0 € A, kutsutaan kokonaiseksi kunnassa A.

Lukukunnan K alkio, joka on kokonainen kokonaislukujen renkaassa Z, on
algebrallinen kokonaisluku.

Lukukunnat ovat yksi algebrallisen lukuteorian tarkeimmista objekteista.
Ne mahdollistavat lukuteorian esimerkiksi tietyilla kompleksilukujen osajou-
koilla. Jos lukukunta voidaan kuvata kuntahomomorfismilla reaalilukujen ali-
kunnaksi kutsutaan sité reaaliseksi. Muuten on olemassa kuntahomomorfismi
kompleksilukujen oalikunnaksi ja lukukuntaa kutsutaan imaginaariseksi. ([1],
luku 13.1) Téssé tutkielmassa merkittévia ovat erityisesti toisen asteen ima-
gindariset lukukunnat. Esitetadn eksplisiittisesti toisen asteen imaginaarisen
lukukunnan alkiot.

Maiiritelma 1.3. Kokonaisluku d € Z on neliéton, jos d # ab millidin
kokonaisluvuilla a, b € Z.

Rationaalilukujen kunnan Q toisen asteen imaginadrinen lukukunta Q(+/d)
jollain neliottomaélla kokonaisluvulla d < 0 on kompleksilukujen osajoukko,
joka muodostuu alkioista a + bv/d, missé a,b € Q.

Toisen asteen imaginédarisen lukukunnan K alkioiden esitys ylld mainitus-
sa muodossa muodostuu luonnollisesti tutkimalla toisen asteen polynomeja.
On hyva huomioida, ettéd algebrallisten kokonaislukujen joukko muodostaa

renkaan Og. ([11], s.10-11) Lukukunnan alkiot ovat toisen asteen ratkaisu-
kaavan mukaan eksplisiittisesti muotoa x = % murtoluvuilla a b ja c



seké diskriminantilla D = b? — 4ac, jolle D < 0. Téten toisen asteen imagi-
niérisen lukukunnan alkion voi kirjoittaa muodossa a + bv/D. Huomioidaan,
ettd diskriminantin ollessa ¢>D murtoluvulla ¢, = a + by/¢?D saa murto-
luvuilla a ja b samat ratkaisut kuin yhtalé = a + bv/D. Téten kirjoitetaan
lukukunnan alkio muodossa a + bv/d jollain nelivttomélla kokonaisluvulla
D=d<0.

Tutkitaan seuraavaksi toisen asteen imagindarisen lukukunnan kokonais-
lukuja. Lukukunnan kokonaislukujen renkaan O alkioiden muodostuksessa
mainittakoon, ettd Z C Ok pétee aina. Huomioidaan, ettd yhtalon

B —b+Vb? —4c
N 2

X

tulee pated kokonaisluvuilla b ja c. Yhtalon diskriminantti D = b? — 4¢ on
selkedsti kongruentti lukuun 0 tai 1 modulo 4, koska 4¢ on kongruentti luvun
0 kanssa ja b? on kongruentti lukuun 0 tai 1 modulo 4.

Jos D =1 mod 4 saadaan b*> — 4c = 4r — 1 eli ¢ = 1/4 + b*/4 — r jollain
D = 4r — 1. Saadaan yhtalo

by te=a+br+ b4+ 1/4—r=(z+b/2)*+1/4—7r =0,

josta kertomalla puolittain neljilld saadaan (2z + b)? + 1 — 47 = 0. Huomioi-
daan, etta yhtalolle on ratkaisuja vain kun kokonaisluku b on pariton. Lisaksi,
koska D on pariton, kokonaisluku ¢, jolle pitee c2d = D kokonaisluvulla d,
on myo6s pariton. Taten z = i_bgﬁ =+=214 1+2‘5.

Jos puolestaan D = 0 mod 4, b* — 4c = 4r eli ¢ = b*/4 — r jollain ko-
konaisluvulla r. Jos r = 1 mod 4 pitee Q(vD) = Q(y/7). Koska kunnat
ovat identtiset, niiden kokonaislukurenkaat ovat identtiset ja tapaus vastaa
tilannetta, missd D = 1 mod 4.

Muutoin saadaan yhtélo

P 4br+ce=a>+br+b0*/4—r=(x+b/2)>—r=0,

josta kertomalla puolittain neljélla saadaan (2z+b)% —4r = 0. Téten saadaan
T =xbyr .

Kokonaislukujen renkaan alkioiden summat ovat myos renkaassa eli, kos-
ka kaikilla a € Z on polynomi x — a = 0, renkaan O alkiot ovat seuraavaa
muotoa.

Lemma 1.4. Olkoon Q(v/d) toisen asteen imaginddrinen lukukunta jollain
neliottomdlld kokonaisluvulla d < 0. Sen kokonaislukujen rengas muodostuu
alkioista

ZB+y\/E, jos d # 1 mod 4,
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tal
14+ Vd

T+y , jos d =1 mod 4,

missd x,y € Z. ([2], 5.383-384)

Nyt ollaan osoitettu, etta toisen asteen imagindéarisen lukukunnan ja sen
kokonaislukujen renkaan méaéritelméa on konsistentti. Huomioidaan vield, etté
lukukunnan Q(v/d) diskriminantti on D = d, kun D = 1 mod 4, ja muutoin
D = 4d. Jos algebrallisten kokonaislukujen joukkoa tarkastellaan geometri-
sesti, on hyva maaritelld vastaava geometrinen objekti.

1.2 Hilat

Imaginaarisissa lukukunnissa on hyodyllista kasitelld kompleksitason sum-
maoperaatiolla suljettuja diskreetteja osajoukkoja. Geometrista tulkintaa var-
ten madristelmét madritelladan R? tasossa, mutta médritelmii kiytetaan ima-
ginddrisiin lukukuntiin tulkiten kompleksiluvut R? tason alkioina.

Miiritelma 1.5. Aédreton joukko L C R? on hila, jos:
e 0L
o kaikille [t € L pateel+te€ Ljal—te L

e on olemassa a,b € L, jotka ovat lineaarisesti riippumattomat eli a # rb
milladn r € R

e jajos L on diskreetti, eli kaikille a,b € L péatee a+b € L ja on olemassa
€ > 0 siten, etta |ja — b|| > € kaikille a # b.

On kohtuullisen helppoa ndhdéa esimerkiksi Lemman 1.4 avulla, etta al-
gebrallisten kokonaislukujen joukko tulkittuna R? tason alkioina on hila. Esi-
tellddn lukukuntien Q(7) kokonaislukurenkaan eli Gaussin kokonaislukujen ja
Q(\/—_B) kokonaislukurenkaan eli Eisensteinin kokonaislukujen hilat.

Gaussin kokonaisluvut ovat Lemman 1.4 mukaan muotoa a+ bi kokonais-
luvuilla a ja b. Kuten kuvasta 1.2 ndkee Gaussin kokonaislukujen hila muo-
dostaa neliolaatoituksen kompleksitasoon. Gaussin kokonaisluvut siséltéavat
nelja luvun 1 juurta 1, i, —1 ja —i.

Eisensteinin kokonaisluvut ovat Lemman kok mukaan muotoa a+b1+2£,
missd a,b € Z. Ne muodostavat tasasivuisten kolmioiden laatoituksen. On

hyva huomioida, ettd Eisensteinin kokonaisluvuissa on yhteensa kuusi erillista
luvun 1 juurta 1, @, 177\/53’ -1, *1*2\/:9’ ja *1*2\/773.
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Kuva 1.1: Gaussin kokonaislukujen hila. Joitain kokonaislukurenkaan perus-
suunnikkaita on esitetty vihreilla. Kokonaislukurenkaan priméaérinen perus-
suunnikas on esitetty punaisella.
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Kuva 1.2: Eisensteinin kokonaislukurenkaan hila. Luvun 1 juuret muodosta-
vat sadnnollisen kuusikulmion. Joitain kokonaislukurenkaan perussuunnik-
kaita on esitetty vihredlld. Kokonaislukurenkaan primaérinen perussuunni-
kas on esitetty punaisella.



Maiiritelma 1.6. Olkoon L C R? hila ja olkoon a,b € R? siten, ettd ar # b
milldén r € R ja {an+bm : n,m € Z} = L. Maaritellaan hilan perussuunni-
kas joukoksi

{r=ar +bry €R*:0<7r; <1,0< 1y <1},
Lemma 1.7. Hilalla L on olemassa perussuunnikas.

Todistus. Koska jollain € > 0 patee ||a — b|| > € kaikilla a,b € L, on olemassa
piste z, jolle |z| <|a| kaikille « € L —{0}. Nyt hilan mééritelmén mukaan on
olemassa pisteen z kanssa lineaarisesti riippumaton piste y, jolle vastaavasti
ly| < |b| kaikille b € L — (aR). Joukko

P={z=ar +yr, eR*:0<r <1,0<7, <1}

on perussuunnikas. Todistetaan vaite antiteesilla. Jos P ei ole perussuunni-
kas, on piste [ € L, jolle | € xZ + yZ. Nyt on olemassa piste [; siten, ettéd
li =1—(sx+ty) € Pjollain s,t € Z,jolle l; #0, [y £ x, 3 #yjaly #x+y.
Taten pisteen [ etéisyys perussuunnikkaan P johonkin kulmapisteeseen p;
on pienempi kuin |y|. Taten |l; — p;| < |y|. Pisteen y valinnan mukaan piste
[, rajoittuu joukkoon [y — p; € aR. Méaaritellaan nyt lo = [ — p; — st = ra
jollain s € Z ja 0 < r < 1. Téten on piste Iy € L, jolle |l5] < |z| aiheuttaen
ristiriidan pisteiden x ja y valinnan kanssa. O]

On hyva huomioida, ettd perussuunnikas ei ole uniikki. Huomataan kui-
tenkin, etta toisen asteen lukukunnan kokonaislukurengas on Lemman 1.4

{n+wm:n,m e 7},

missa w = HT‘@, kun d = 1 mod 4, ja muutoin w = v/d. Téten yksi imagi-

néarisen toisen asteen lukukunnan kokonaislukujen hilan perussuunnikas on
joukko {z =1 +rw € C:0<r; <1,0 <17y <1}. Taméa perussuunnikas
on ominaisuuksiltaan riittava tassa tyossa.

Misritelms 1.8. Olkoon Q(v/d) toisen asteen imaginddrinen lukukunta.
Kunnan Q(\/E) kokonaislukujen renkaan primddrinen perussuunnikas on

{z=r+rweC:0<r <1,0<ry <1},

missi w = 1+T‘/E, kun d = 1 mod 4, ja muutoin w = V/d.

Nyt esimerkiksi Fisensteinin kokonaislukujen primééarisen perussuunnik-
kaan kérjet ovat luvut 0, 1, @ jal+ %ﬂ Perussuunnikkaan méaaritel-
méstd huomaa myos, ettd perussuunnikas sisdltaa tasan neljé hilan pistetta,
jotka ovat suunnikkaan nelja kulmapistetté.

Maaritelladn lopuksi vield tapa vertailla hilojen kokoja.
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Maaritelma 1.9. Olkoon hila H hilan L osajoukko. Méaritelladn kaikille
joukon L pisteille x,y € L ekvivalenssi

=1y,
jos
r—y€eH
ja merkitdén joukon L pisteiden ekvivalenssiluokkien joukkoa L/H. Hilan H
indeksi hilassa L maéaaritelladn

[L: H) = #(L/H).

2 Ideaalit

2.1 Ideaali

Algebrallisten ominaisuuksien kasittelyssa voi olla hyodyllisempéaa kasitella
yksittaista alkiota laajempaa joukkoa. Ideaalit ovat merkittava osa algebral-
lista lukuteoriaa.

Maaritelma 2.1. Kommutatiivisen renkaan R osajoukko I C R on ideaali,
jos (I,+) on ryhmén (R, +) aliryhmaé ja jos ir € I kaikilla i € I jar € R.

Maaritelméastd huomataan, ettd rengas on aina itsensé ideaali. Tata kut-
sutaan triviaaliksi ideaaliksi. On my6s hyvd huomioida, ettd summan nolla-
alkio muodostaa ideaalin {0}. Mé&éritelman tuloehdosta voidaan myds huo-
mata, ettd valitsemalla miké tahansa renkaan R alkioiden joukko A C R
voidaan madritella pienin ideaali, joka sisdltda joukon A. T&ll6in sanotaan,
ettd valitut alkiot virittavat ideaalin. Jos ideaali I siséltda renkaan R yksikot,
ideaali on koko rengas. Huomataan myos, ettd toisen asteen imagindarisen
lukukunnan kokonaislukujen renkaassa ideaali on myos hila. Tama mahdol-
listaa ideaalien geometrisen kasittelyn, mika on relevanttia kappaleen kolme
todistuksissa. On usein myos hyodyllistéd esittda ideaali sen virittavilla al-
kioilla.

Maaritelma 2.2. Alkiot aq, s, ..., a, € R virittdvat ideaalin

(a1, Q9,0 ) = {Zrkak € R:re R}
k=1
Yksittaisen alkion a € R virittdméé ideaalia (a) = {ar € R : r € R}
kutsutaan pddideaaliksi.
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Se, etté ideaali on padideaali, on erityisen hy6dyllinen ominaisuus. On hy-
va, huomioida, ettd ideaalin esittdminen virittavien alkioiden avulla ei valt-
tamatta ole yksikasitteista. Esitys kuitenkin mahdollistaa intuitiivisemman
ymmarryksen ideaaleihin. Maarittelemalld ideaalin J ja renkaan R alkion a
tulo

al ={ajeR:je J}

huomataan péadideaalin madritelmésta, ettd renkaan R péaaideaalille péatee
(a) = aR. Maaritelladn seuraavaksi summan ja tulon laskutoimitukset ide-
aaleille.

Maaritelma 2.3. Olkoon I,J C R renkaan R ideaaleja. Ideaalien summa
madritellaan

I+J={a+b:aclbe J}.
Ideaalien tulo maéaritellaan
IJ = {a1by + asby + -+ + apb, : ax € 1,by € J,n € N}
Lemma 2.4. Ideaalien tulo 1J ja summa I + J ovat ideaaleja.

Todistus. Olkoon a =iy +j1 € I+ J jab=1iy+ jo € I + J jollain iq,i5 € 1
ja j1,J2 € J. Olkoon lisiksi alkiot

c=i1j1+ - Finjn €1J

ja
d:/ln+1]n+1++2mjm€[<]
jollain 41,..., %, ..., tm € L ja J1,. .., Jn, -+, Jm € J seké olkoon r € R. Nyt

ra=rj +ri

ja

a+b =112 +i1j2 + i2J1 + JiJ2,
missa ideaalin méaaritelman mukaan riy,2119,4172,7271 € I ja rj1,7192 € J.
Nyt ra,a + b € I + J. Vastaavasti

rec=riJ1 + -+ rigjn,

ja

C"—d:i1j1+"'+injn+in+1jn+1 +"'+imjma
missa 7y, ...,ri, € I. Nyt ideaalien tulon maéritelman perusteella saadaan
re,c+d € 1J. Taten IJ ja I + J ovat ideaaleja. ]
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On helppo huomata, etté renkaan ideaalille J C R ja alkiolle a € R pétee
aJ = (a)J. On hyva lisiksi huomioida, ettd madritelman mukaan ideaalien
yhdiste sisaltyy ideaalien summaan / U J C [ + J ja ideaalien tulo sisaltyy
ideaalien leikkaukseen IJ C I N J. Nyt pédaideaalien tulolle huomioidaan
seuraava ominaisuus.

Lemma 2.5. Pddideaalien tulolle pitee (a)(b) = (ab).

Todistus. Todistetaan lemma pédaideaalien ja ideaalitulon méaritelméan kaut-
ta. Yhtalo

(a)(b) = {ar bty + arsbts + - - - + arybt, : vty € R,n € N}
= {abr :r € R}
= (ab)

todistaa lemman. O

Huomioidaan viela toisen asteen imaginaérisessé lukukunnassa ideaalille
hyodyllinen geometrinen tulkinta.

Lemma 2.6. Toisen asteen imaginddrisen lukukunnan kokonaislukujen ren-
kaan ideaali I # (0) on hila.

Todistus. Huomataan aluksi, ettd 0 € [ ja [ on ryhmén (R,+) aliryhmé.
Lisdksi kokonaislukujen renkaassa alkioille a,b € I a # b patee |a — b| > 1.
Téten riittda todistaa, ettd ideaalissa on alkiot x ja y jolle péitee x # ry
kaikilla » € R. Toisen asteen imagindarisen lukukunnan kokonaislukuren-
kaassa on alkio v/—d ¢ R. Titen valitsemalla # € I — {0} saadaan alkiot
x,v/—dx € I, joille x # rv/—dx millaén r € R. m

Nyt toisen asteen imaginadrisen lukukunnan ideaalia voidaan késitella
geometrisesti hilana. Kayttdmalla kappaleessa 1 méariteltyja hilan ominai-
suuksia voidaan todistaa seuraava merkittava seuraus.

Seuraus 2.7. Olkoon K toisen asteen imaginddrinen lukukunta ja Ok sen
kokonaislukujen rengas. Ideaalille I C Ok on olemassa alkiot a,b € I, joille
(a,b) = 1.

Todistus. Jos I = (a) valitsemalla b = a (a,b) = (a) = I. Lemman 2.6
mukaan ideaalia I voidaan tarkastella hilana. Lemman 1.7 perusteella on
olemassa alkiot a ja b, joille {an 4+ bm : n,m € Z} = I. Koska lukukunnassa
K 7 C Ok, voidaan péaatella

I={an+bm:nmeZ} C{ary+bry:r,r € O} = (a,b).
Huomioimalla vield, ettd kaikille alkioille a,b € I, jos ¢ € (a,b), saadaan

c=ary+bry € I. Taten I = (a,b). O

13



Nyt kaikki toisen asteen imagindarisen lukukunnan ideaalit voidaan esit-
tdd kahdella alkiolla. On hyvd huomioida, ettd kokonaislukurenkaassa Oy
patee (1) = Ok kaikilla a € Og. Seuraavaksi kiyttéden seurausta 2.7 voidaan
todistaa lukukunnan ideaaleille vield yksi keskeinen ominaisuus.

Lemma 2.8. Olkoon K toisen asteen imaginddrinen lukukunta ja kokonais-
lukurenkaan ideaalit I C J C Og. On olemassa ideaali H C O jolle
HJ=1.

Todistus. Ideaalin J alkioiden konjugaatit muodostavat kokonaislukurenkaan
ideaalin J.

Todistetaan ensin, ettid JJ on kokonaislukurenkaan pédideaali. Seurauk-
sen 2.7 mukaan on olemassa alkiot z,y € J jolle (x,y) = J ja vastaavasti
(z,y) = J. Huomataan, ettd JJ = {(|z|?, ¥, yZ, |y|?). Olkoon b kokonaislu-
kujen |z|?, |y|?, 2y + Ty € R suurin yhteinen tekiji, jolloin

(b) = (||, [y*, 2y + zy).

Todistetaan, ettd JJ on kokonaislukurenkaan péadideaali (b), todistamalla,
etta

zy, yx € (b).
Todistetaan, ettd zy € (b). Huomataan, etté ‘96'2#‘2, @%byi € Z. Taten yhtalo
o atyE el
b b2

on kokonaislukukertoiminen. Silla on ratkaisut %g ja y% eli

Ty YT
g € Ok.
Titen saadaan zy,yz € (b) ja JJ on kokonaislukurenkaan pédideaali.

Nyt, koska I C J, saadaan I.J C (b) ja kaikki ideaalin I.J alkiot ovat
jaollisia luvulla b. Olkoon H = {r € Ok : zb € IJ}. Huomataan, etti
kaikille hy, hy € H ja r € Ok, koska bhy + bhy € IJ, hy + hy € H ja, koska
brhy € IJ, rhy € H. Titen H on ideaali ja saadaan ideaalitulo (b)H = I.J.
Nyt yhtélo I.JJ = I{b) = (b)H.J osoittaa, ettd [ = H.J. O

2.2 Dedekindin rengas ja luokkaluku

Seuraavaksi késitelladn Dedekindin renkaita. Ne ovat renkaita joilla on tiet-
tyja lukuteorian kannalta hyodyllisid ominaisuuksia. Jotta kuitenkin Dede-
kindin renkaat voidaan maéritelld, maéritelladn ensin alkuideaali.
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Maaritelma 2.9. Kommutatiivisen renkaan R epatriviaalia ideaalia P C R
kutsutaan alkuideaaliksi, jos kaikille a,b € R, joille ab € P pétee a € P tai
be P.

Alkuideaali méaarittyy luonnollisesti ideaalitulosta. Alkuideaalilla on tie-
tyissa renkaissa alkuluvun kaltaisia ominaisuuksia, mika on lukuteorian kan-
nalta olennaista. Téatd varten maaritellian Dedekindin rengas.

Maaritelma 2.10. Kokonaisaluetta R, jossa kaikki nollasta poikkeavat epéat-
riviaalit ideaalit ovat uniikkeja aérellisia alkuideaalien tuloja, kutsutaan De-
dekindin renkaaksi.

Dedekindin renkaalla on useita yhtéapitdvid méaritelmia, mutta tamén
tutkielman kannalta Dedekindin renkaan merkittdvin méarittelevd ominai-
suus on uniikki alkuideaaleihin jako. ([11], .39, s.42) Dedekindin renkaassa
alkuideaalit eivat sisélly muihin epétriviaalisiin ideaaleihin eli niité kutsutaan
maksimaalisiksi.

Lemma 2.11. Olkoon R Dedekindin rengas. Alkuideaalille P C R pdtee
P C J vain jos ideaali J = P tai J = R.

Todistus. Olkoon P C J. Lemman 2.8 mukaan on olemassa ideaali / C R
jolle JI = P. Jos ideaali J ei ole triviaali, sill& on uniikki alkuideaaleihinjako
J =P P,...P,ja koska P # JjalJ = P, I ei myoskéén ole triviaali ja silld
on uniikki alkuideaaleihinjako I = Q1Q)s ... Q,,. Nyt ideaalilla P on kaksi ei
uniikkia alkuideaaleihinjakoa P ja PP, ... P,(QQ1Qs ... Q,,, mikd muodostaa
ristiriidan Dedekindin renkaan maéritelman kanssa. O

Seuraavaksi huomioidaan, ettd lukukunnan kokonaislukurenkaalla on té-
mé hyodyllinen ominaisuus.

Lemma 2.12. Lukukunnan kokonaislukurengas on Dedekindin rengas.

Vaikka lukukuntien kokonaislukurenkaiden jako uniikkeihin alkuideaalien

tuloihin on taman tutkielman kannalta merkittavd ominaisuus, tuloksen pe-
rusteellinen todistaminen ei ole taman tutkielman kannalta mielekéasta. To-
distus on esitty esimerkiksi lahteen [2] sivulla 394 seké l&dhteen [11] sivulla
40.
Todistetaan seuraavaksi, etta toisen asteen imaginaarisessa lukukunnassa va-
litsemalla minka tahansa alkio a € [ ideaali I voidaan esittad muodossa
I = {(a,b) jollain b € I. Tulos on Lemman 2.7 vahvempi muoto, joka pétee
erityisesti Dedekindin renkaassa. Téata tulosta varten on hyodyllista todistaa
seuraavat lemmat.
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Lemma 2.13. Olkoot I = P"Py;?... P ja J = PlﬁlF’fQ...Pff" toisen
asteen lukukunnan kokonaislukurenkaan O ideaaleja joillain alkuideaaleilla
P, P, ..., P, C Ok ja kokonaislukukertoimilla o; > 0 ja B; > 0. Tdlloin
patee

I+ J= H Pimin{aiﬂi}'

i=1

Todistus. Jos I C J, niin I + J = J = PJ*P}> ... PP Lisiksi Lemman 2.8
perusteella a; < 3; kaikilla 1 <7 <n.
Oletetaan taten, ettd I ¢ J ja J ¢ I. Huomioidaan aluksi

n
I+J= ( H [)fi + H F)Z-ai) HPimm{aiﬂi}-
Bi>au; ;>0 i=1
Téten riittda todistaa, etta

H Piﬁi_‘_ H ]Diai:OK~

Bi>a a;>p;

Uniikin alkuideaaleihinjaon perusteella ideaalin [] Pf ¢ kaikki tekijat ovat
Bi>a;

muotoa [[ P jollain A € {i € N: 3; > a;}. Koska
i€A

H Piﬁic H Piﬁz‘_i_ H Piaiv

Bi>a; Bi>a; a;>B;

Lemman 2.8 perusteella [] Pf "+ I P/ onideaalin [] Pf * tekija, mutta

Bi>a; o;>B5 Bi>a;
koska I ¢ J ideaali [] P ei sisélly ideaaliin [] P millian A # {0}.
a;i>pBi icA
Téten
IT 27+ II P20k
Bi>a a;>pB;
ja lemma on todistettu. ([7], 124-125) O

Lemma 2.14. Toisen asteen lukukunnan kokonaislukurenkaan nollasta poik-
keaville ideaaleille J C I C Ok pdtee I = J + (a) jollekin a € J.

Todistus. Olkoon J = PPy . .. PP ideaaleihinjako joillain alkuideaaleilla
P, P, ... P, C Ok ja kokonaislukukertoimilla 8; > 0. Vastaavasti olkoon
I = P Py? ... P2 joillain kokonaisluvuilla 5; > «; > 0. Mééritellaan

L=1 ] P
G€{1,2,...,n}—{i}
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kaikilla 1 <4 < n ja valitaan a; € I; — (I;F;). Esimerkiksi saadaan
a; € (pl(JqPQaerl o PTernJrl) o (Pla1+1p2az+1 o PS"JA).

Kaikilla 1 < i < n ideaali (a;) voidaan esittda muodossa I;Q; jollain ideaalilla
Q;, jolle P; ei ole tekija. Maaritellaan

H = (a1) + (ag) + -+ (an),

jolle patee induktiolla lemman 2.13 mukaan
H=QI P
i=1

jollain ideaalilla (), jonka uniikissa alkuideaaleihinjaossa ei esiinny yksikaan
ideaali P;. Méaéaritelladn seuraavaksi

a=a,+ay+---+a, € H

Nyt (a) € H eli (a) = W [T P* jollain ideaalilla W Q. Jos P; olisi ideaalin
i=1

W tekiji jollain 4, P*! olisi ideaalin (a) tekiji. Talloin, koska P*' on

ideaalien (a;) tekija kaikilla j # ¢, yhtaloisté

a; = a — Z Q;
jE({I,Q 7777 Tl}—{’L})

ja I;QQ; = (a;) seuraa, ettd P; on ideaalin @); tekiji muodostaen ristiriidan.
Taten P; ei ole ideaalin W tekija millaan ¢. Taten lemman 2.13 perusteella

J+(a)= PPy .. PP+ PP PO = .
([7], 125-126) O
Nyt Lemmasta 2.14 saadaan valittomésti haluttu hyodyllinen seuraus.

Seuraus 2.15. Olkoon ideaali I C Ok ja sen alkio a € I. On olemassa alkio
bel, joille (a,by = 1.

Todistus. Valitsemalla jokin a € I — {0} saadaan, koska (a) C I, lemman
2.14 perusteella (a) + (b) = I jollain b € 1. O

Seuraavaksi on hyodyllistd laajentaa kunnan renkaan ideaalin mééritel-
maa vastaaviin kunnan osajoukkoihin. Téatd varten tarvitaan seuraava al-
gebrallinen maéritelma.
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Maaritelma 2.16. Olkoon R rengas. Abelin ryhmé (M, +) ja tulo-operaatio
-1 R x M — M muodostavat R-moduulin, jos kaikille a,b € R ja z,y € M
pétee yhtalot

r-(z+y)=r-x+r-y,

(r+s)-z=r-z+s-uz,
(rs)-x=r-(s-x)

ja

R moduulin M osajoukko N C M on R alimoduuli, jos N on ryhmén (M, +)
aliryhmé ja r-n € N kaikillan € N jar € R.

Alimoduulin méaéaritelmélla voidaan laajentaa ideaalien teoriaa kunnan
alkioihin renkaan ulkopuolella.

Maaritelma 2.17. Olkoon K lukukunta ja kokonaisalue Ok sen kokonais-
lukujen rengas. Kunnan K alimoduuli I on murtoideaali, jos on olemassa
r € Ok — {0} siten, ettd (r)/ C Og. Murtoideaalien joukkoa lukukunnassa
K merkataan M.

Murtoideaalien I, J C K summa ja murtoideaalien tulo maéritellaén vastaa-
vasti kuin ideaalisumma ja -tulo renkaassa

I+J={a+b:aclbe J}
IJ = {aiby + asby + -+ + apb, - ax € 1,b, € J,n € N}
Lemma 2.18. Murtoideaalien I, J C K summa ja tulo ovat murtoideaaleja.

Todistus. Todistus vastaa lemman 2.4 todistusta. Taten riittda osoittaa, etta
murtoideaalien tulolla I.J ja summalla I + J on kokonaislukurenkaan alkiot
x,y € Ok, joille

() J (y)(I + J) C Ok.

Olkoon a,b € Ok siten, etta (a)] C Ok ja (b)J C Ok. Lemman 2.5 mukaan
(ab)(I + J) = (b){a)I + (a){b)J C Ok
ja
(ab)IJ = (a)I{b)J C Ok.

Taten kokonaislukurenkaan alimoduuleille 7.J ja I + J on olemassa alkio
ab € Ok, jolle (ab)IJ ja (ab)(I + J) ovat kokonaislukurenkaan ideaaleja. [J
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Huomataan, ettd Ok on kunnan K murtoideaalien tulon neutraalial-
kio. Murtoideaalit mahdollistavat kunnan ominaisuuksien tutkimisen ren-
kaan ideaaleja laajemmin. Maaritelméasta nakee valittomasti, ettd kokonais-
luujen renkaan ideaalit ovat myos murtoideaaleja. Intuitiivisesti murtoideaa-
lit kayttaytyvit jossainmaédrin murtolukujen kaltaisella tavalla. Esimerkiksi
murtoideaalille on murtoluvun nimittajaé vastaavaa alkio (r) € R—{0}, jolle
rI on renkaan ideaali. Vastaavasti seuraava méaritelméa vastaa intuitiivisesti
kaanteisluvun maaritelmaa.

Maaritelma 2.19. Olkoon K lukukunta, kokonaisalue R sen kokonaisluku-
jen rengas ja I kunnan nollasta poikkeava ei triviaali murtoideaali. Murtoi-
deaalin I kddnteisideaali I~' on murtoideaali, joka maaritellian

['={reK: ()] CR).

Huomioidaan, etté toisen asteen imagindarisessa lukukunnassa K nollasta
poikkeavalle ei triviaalille ideaalille I, alkioille a,b € I~! ja alkiolle r € O
pitee (a + b)I C Ok ja (ra)l C Ok eli a+ b,ra € I~'. Lisiksi, koska
murtoideaalin méiéritelmén perusteella jollain m € Ok pétee (m)I C Ok ja
Lemman 2.7 perusteella jollain ¢,d € Ok — {0} patee (m)I = (¢, d), (¢) C I
ja titen (c)I~! C Ok. Téten ollaan todistettu, ettd kdanteisideaali I~ on
murtoideaali.

Lemma 2.20. Olkoon K toisen asteen imaginddrinen lukukunta, Ok sen
kokonaislukujen rengas ja I kunnan murtoideaali. Télloin 117! = Ok

Todistus. Koska (r)I C Ok jollain r € Ox — {0} riittda osoittaa, ettéd koko-
naisalueen ideaalilla J pitee JJ ! = Ok.

Renkaasta Ok poikkeavalle kokonaislukuideaalille J on olemassa alkio
x € K — Ok, jolle (z)J C Ok. Tama voidaan todistaa valitsemalla nol-
lasta poikkeava a € J. Selkeésti (@) C J. Lemman 2.8 mukaan (a) = HJ
jollain kokonaislukurenkaan ideaalilla H. Koska Dedekindin renkaassa ide-
aalien (a) ja J tekijoihinjaot ovat uniikit, on alkuideaalit Py, P, ... P,,, joille
patee PP, ... P, = (a). Nyt ideaalin J jokin alkuideaali on P, = P jollain
indeksilla 1 < k < n. Valitaan P, = P. Voidaan valita b € (P ... P,_1)—(a).
Maaritelladn alkio x = a~'b € Ok ja

()] C{aYBYP C (aYP,...P,_1 P, = {a ") {a) = Ok

Todistetaan nyt lemma antiteesilld. Jos JJ ' # Ok, ideaali JJ~! on
silti kaanteisideaalin maaritelméan mukaan kokonaislukuideaali ja téten on
r € K — Ok siten, ettd (z)JJ ' C Ok. Téten kdanteisideaalin J~! méa-
ritelman mukaan (x)J~' C J~! eli (z)"J~! C J~! kaikilla kokonaisluvuilla
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luvuilla 7 > 0. Nollasta poikkeaville alkioille a € J C Ok ja j € J~! piitee
ajz™ ¢ Ok jollain n. TAmA on ristiriita, koska jaz™ € (z)"J~t C J71, jol-
loin kéaédnteisideaalin méaritelméan mukaan ajz™ € Ok kaikilla a € J. Téaten

JJleOK. ]

Lemma mahdollistaa Dedekindin renkaassa ja erityisesti lukukunnassa
yhtéalon kertomisen puolittain kaénteisideaalilla ideaalin havittamiseksi. Méaa-
ritellaédn vield ideaaliluokka. Tamé on hyodyllinen késite renkaan alkioiden
tekijoihinjakoa tutkiessa.

Maaritelma 2.21. Olkoon R kokonaisalue, K sen murtolukujen kunta ja I
sen murtoideaali. Joukko

I* ={J € Mg : {a)I = (b)J,a,b € R}

on murtoideaalin I ideaaliluokka. Ideaaliluokkien joukkoa merkataan Jg.
Kunnan K luokkaluku on |Jk|.

Luokkaluvun merkittdvin ominaisuus on se, etta toisen asteen imaginaa-
risen lukukunnan K kokonaislukurenkaassa Ok on nollasta poikkeaville al-
kioille luvun 1 juuria lukuun ottamatta yksikasitteinen tekijoihinjako, jos ja
vain jos kunnan K luokkaluku on 1.

Tamé johtuu siita, ettd luokkaluvun ollessa 1 kaikille ideaaleille I pa-
tee I#* = O eli ideaaliluokan méaritelmin mukaan I = (ba~")O jollain
alkioilla a,b € Og. Nyt kaikki kokonaislukurenkaan ideaalit ja erityisesti
alkuideaalit ovat padideaaleja.

Téaten ideaalilla (a) C Ok, jossa a # 0, on Dedekindin renkaassa uniikki
alkutekijoihinjako (a) = (p1)(ps) ... (pn) # (0). Nyt a € (p1){(ps)...(p,) eli
a=bpips...p, jollain b € O —{0}.

Huomioimalla |p1ps ... p,| > |za| kaikilla 2 € O — {0}, jos b ei ole luvun
1 juuri, niin

[p1p2 - - pa| < |zal
kaikilla x € O —{0}. Talloin py1ps . .. p, & (a) muodostaen ristiriidan. Téten
a = bpips . ..p, jollain luvun 1 juurella b.

Todistetaan vield, etta alkioiden p valinta on yksikasitteista luvun 1 juuria
lukuun ottamatta. Olkoon alkuideaali (p) = (p'). Télloin p = p'z ja p' = py
eli p = pyx ja xy = 1 jollain z,y € Ok. Nyt = ja y ovat toisen asteen
imaginaarisen lukukunnan kokonaislukurenkaan esityksen perusteella selvésti
luvun 1 juuria ja taten kaikilla alkiolla a € Og on luvun 1 juuria lukuun
ottamatta uniikki alkutekijoihinjako a = pips ... p,.
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3 Kiinalainen jaannoslause ja Minkowskin lause

Tasséd kappaleessa esitelladn Kiinalainen jaénnoslause ja Minkowskin lause,
jotka ovat kaksi merkittavaa lukuteorian lausetta.

3.1 Kiinalainen jaannoslause

Kiinalainen jadnnoslause on todennakéisesti jo 200-luvulla muotoiltu luku-
teorian lause, joka esiintyy keskeisesti ideaaliteoriassa. ([13], luku 5.3) Se on
muotoiltu alunperin kokonaisluvuille, mutta tassa kappaleessa esitelty muo-
toilu ja seuraus 3.2 seké niiden todistukset on esitelty lahteen [¢] sivuilla 265,
266 ja 768.

Lause 3.1 (Kiinalainen jaannoslause (Sunzin lause)). Olkoot Iy, I, ..., I
kommutatiivisen renkaan R ideaaleja. Kuvaus

¢:R— R/I} x R/Iy x ... x R/}
maariteltynd
QZ5<T) = (T+11,T+IQ,...,T+Ik)
on homomorfismi ja sen ydin on I NIy N ---NIy. Jos I, + I; = R kaikilla
1 <i<y <k, nitn ¢ on surjektitvinen ja [y N Is - - NI, = L5 ... I}.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla.
Olkoon k = 2. Nyt kuvaus ¢ : R — R/I; X R/I; on mééritelty

é(r) = (r mod I1,r mod Ip).

Koska ¢ on renkaan R projektio tekijaavaruuksien R/I; ja R/, tuloava-
ruuteen, se on rengas-homomorfismi. Kuvauksen ydin muodostuu pisteisté,
jotka ovat ideaaleissa I; ja I eli ydin on Iy N I5.
Olkoon [; + I = R. Téten on olemassa alkiot a € I ja b € I, siten, etta
a+b = 1. Nyt, koska alkio a = 1 —b € 1+ I, saadaan ¢(a) = (0,1) ja
vastaavasti ¢(b) = (1,0). Taten kaikille pisteille

(7”1 mod 1177’2 mod [2) € R/[l X R/[z
on olemassa piste rya + r1b € R siten, etté

P(raa +11b) = ¢(r2)p(a) + ¢(r1)p(b)
= (re mod I, mod I3)(0,1) + (r; mod I, mod I3)(1,0).

= (r;y mod Iy, ry mod I5)
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Taten kuvaus ¢ on surjektio.

Lopulta huomioidaan, etté pisteelle ¢ € I N Iy patee ¢ = ¢l = ca + cb, jollain
a+b=1siten, ettd a € I jab € I,. Nyt ca,cb € I 15 ja taten [y NIy C 1115
todistaen lauseen, kun k = 2.

Oletetaan ettd lause péatee, kun £k = n — 1. Olkoon k£ = n. Nyt saadaan
o(r) = (¢n_1(r),r mod I,). Koska projektio renkaasta R joukkoon R/I,
on homomorfismi ja oletuksen mukaan ¢,_; on homomorfismi, kuvaus ¢ on
myo6s homomorfismi, jonka ydin on ideaalien /; leikkaus. Olkoon I; +1; = R
kaikilla 1 <7 < j < n. Nyt kaikille 1 < ¢ < n on olemassa a; € I; ja b; € I,
siten, etta a; + b; = 1. Taten

n—1

1= H(aﬁ—bl) € <[1[n71)+[n

i=1

Tamé todistaa, ettd (I ...1, 1) + I, = R. Nyt vastaavalla paattelylla kuin
kohdassa k = 2, kuvaus ¢ on surjektio ja (Iy...I, 1) NI, C I;...1I,. Ta-
ten induktio-oletuksen perusteella I; NI, N --- N1, C I ..., viimeistellen
todistuksen. O

Kiinalainen jaannoslause on merkittava lukuteoreettinen tulos, joka esiin-
tyy useissa konteksteissa. Se muotoillaan tyypillisesti algebrallisessa lukuteo-
riassa yllé esitetylla tavalla ideaaleille. Tassa tyossa relevantteja ovat seuraa-
vat lauseesta johdetut seuraukset.

Seuraus 3.2. Olkoon Iy, Iy, ..., I renkaan R ideaaleja. Jos I; +1; = R
kaikilla 1 <1 < j <k, niin

R/(Liy...I)=R/(LNLN--NI) =R/ x R/I; x -+ x R/I.

Todistus. Ensimmainen yhtédsuuruus tulee suoraan Kiinalaisesta jaannoslausees-
ta ja koska funktion ¢ : R — R/} X R/I5 X - -+ x R/I méériteltyna

¢(7") = <T+[1,T+[Q,...,T+Ik)

ydin on I1N 1N - -N 1, renkaat R/(I1NI;N---N1y) ja R/ i X R/ Iy x - - - x R/ I},
ovat isomorfiset. ]

3.2 Ideaalin normi

Lukuteorian kannalta on hyodyllisté vertailla ideaalien kokoja. Tata varten
maéaritelldan kokonaislukurenkaan ideaalin normi.
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Maaritelma 3.3. Olkoon K imaginaérinen lukukunta ja I C Ok nollasta
poikkeava ideaali. Ideaalin normi méaritellaan

N(I) =n € 1,

siten, ettd I = (n), missi I on ideaalin I alkioiden konjugaattien muodos-
tama ideaali.

Nyt imagindérisessi lukukunnassa K pétee N(nOg) = n? kaikilla n € Z.
Erityisesti N(Ok) = 1. Huomioidaan myo6s, ettd imaginaarisella ideaalil-
la ja sen alkioiden konjugaattien muodostamalla ideaalilla on sama normi
N(I) = N(I). Kokonaislukurenkaan ideaalin normi méérittyy hyvin luon-
nollisesti ja silla on kétevia ominaisuuksia. Erityisesti ideaalinormi ja sen
ominaisuudet ovat hyodyksi Minkowskin lauseen todistuksessa. Aloitetaan
maarittamalla ideaalinormin ja ideaalitulon yhteys. Verrataan lisaksi toisen
asteen lukukunnan péaaideaalin normia kompleksiluvun normiin. Kayttamaél-
la kiinalaisen jadnnoslauseen seurauksia tulokset saadaan todistettua. On

liséiksi tarkedd huomioida, ettd N(I) = #(Ok/I). ([2], 5.398)

Lemma 3.4. Olkoon kokonaislukurenkaan ideaalien I ja J normit ddrelliset.

Téllsin N(I1J) = N(I)N(J)

Todistus. Olkoon N(I) =n ja N(J) = m. Télléin ideaalin normin mééritel-
mén mukaan 7 = (n) ja JJ = (m). Nyt

IJTJ = I11JJ = (n){m) = (nm)
ja taten N(IJ) =nm = N(I)N(J). ([7], s.397) O

Lemma 3.5. Imaginddarisen toisen asteen lukukunnan kokonailukurenkaan
Ok pddideaalin normille pitee N({a)) = |a|?.

Todistus. Huomioidaan aluksi, etta N((a)) = N((a)). Talloin

Nyt Lemman 3.4 perusteella

N({a)N({a)) = N((la|*)) = N((|al})*.

Taten riittaa todistaa lemma kokonaisluvulle a € Z. Nyt kokonaisluvulle a
pétee ideaalin normin méaritelmén perusteella N((a)) = a?. O
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3.3 Minkowskin lause

Minkowskin lause on toinen lukuteoriaan keskeinen lause. Se on alunpe-
rin muotoiltu vuonna 1910 Hermann Minkowskin teoksessa Geometrie der
Zahlen.[15] Tama lauseen alkuperédinen muotoilu on kuitenkin yleisempi, kuin
mita tassa tutkielmassa tarvitaan. Taten lause ja sen seuraukset muotoillaan
vain toisen asteen imaginaarisessé lukukunnassa.

Lause 3.6 (Minkowski lause). Olkoon O C R? algebrallisten kokonais-
lukujen hila toisen asteen imaginddrisessd lukukunnassa K sekd olkoon A
kokonaislukujen hilan perussuunnikkaan pinta-ala. Konveksi origon suhteen
symmetrinen joukko, jonka pinta-ala on suurempi kuin 42 sisdltdd vahintddan
yhden kokonaislukupisteen.

Todistus. Todistetaan lause geometrisesti tulkitsemalla O avaruuden R?
hilana. Olkoon A konveksi origon suhteen symmetrinen joukko, jonka tilavuus
on suurempi kuin 4A. Nyt joukon

1 T

b= {( 272
pinta-ala on suurempi kuin A. Téaten tekijakuvaus z — = + Ok kuvaa jotkin
joukon B pisteet a = (a1,as) # b = (b, be) samaksi pisteeksi. Nyt saadaan
b—a € Ok —{0}. Olkoon = = (—2ay, —2as) ja y = (2by, 2b2). Joukon B méé-
ritelmén ja origon suhteen symmetrisyyden perusteella x,y € A. Pisteiden
valinen keskipiste

r+y (201 — 2ay1,2by — 2as)
2 2

on konveksisuuden takia myos joukossa A. Taten A sisaltad kokonaislukupis-
teen. O

D (xy,x9) € A}

:b—CLEOK—{O}

Vaikka Minkowskin lause vaikuttaa puhtaasti geometriselta, koska koko-
naislukurenkaan ideaali muodostavaa hilan, se on hyvin hyodyllinen tutkies-
sa ideaaleja. Minkowskin lauseen seurauksena voidaan arvioida raja koko-
naislukurenkaan ideaalin normille. Seuraava lause ja sen todistus perustuvat
lahteen [3] luvussa 5.3 esitettyyn yleisesti lukukuntiin péatevddn lauseeseen.
Tassa tutkielmassa esitetaén lause suppeammin toisen asteen imaginaérises-
sé lukukunnassa.

Lause 3.7 (Minkowski epayhtalo). Imaginddrisen toisen asteen lukukunnan
nollasta poikkeavalle murtoideaalille I on ideaali J C Og /=g siten, ettd

J eI ja
2
N(J) < =|D|'? = M,
v

missd D on lukukunnan diskriminantts.
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Todistus. Aloitetaan todistamalla ideaalinormista riippuva ylaraja kokonais-
lukujen renkaan ideaalin I C Og /=5 alkiolle.

Olkoon ideaali I C Ogy=g ja B: = {# € C: 2[z| < t} origon suh-
teen symmetrinen kiekko, jonka pinta-ala V' (B;) = t%”. Nyt valitaan ¢ siten,
ettd kiekon pinta-alalle patee V(B;) = 4A;, missd A; on ideaalin I perus-
suunnikkaan pinta-ala. Huomioidaan, ettda kokonaislukujen renkaan ideaalin
I perussuunnikkaan pinta-alalle patee

Ar = A#(Ogry=a/T) = AN(D),

missd A on kokonaislukujen renkaan perussuunnikkaan pinta-ala. Taten saa-
daan V(B;) = 4N(I)A. Jos d # 1 mod 4, perussuunnikkaan pinta-ala on

A = \/|d|l = @ ja muutoin A = Irn(H—Q\/E) = @ = @. Yhdistamalla
yhtalot saadaan

£ = i\/ﬁN(z).

Huomioidaan, ettd lauseen 3.6 mukaan on piste 2/ € B; N 1. Joukon B
madritelman mukaan |2| < L. Saadaan epayhtalo

122 < i\/ﬁN(I). (3.1)

Nyt voimme todistaa lauseen. Olkoon J # (0) murtoideaali. Murtoide-
aalin mééritelmdn mukaan on olemassa padideaali (a), jolle pétee yhtdlo
JHa) C Og(—a)- Ideaaliluokan mééritelméasté néahdadn J# = (J(a)~")*.
Selkedsti (J{a)~")~! = J71{a) ja titen voidaan valita ideaaliluokan edustaja
J, jolle J~1 on kokonaislukujen renkaan ideaali. Nyt valitaan piste z € J1,
joka toteuttaa epdyhtdlén 3.1. Olkoon ideaali I = (z)J € J#. Huoma-
taan, ettd, koska (z) C J~! pisteelle z € I, pitee z € J jax € J ! eli
re JU = Og(v=a)- Téten I on myds kokonaislukujen renkaan ideaali.
Lisaksi lemmojen 3.4 ja 3.5 perusteella

NN = N(2)) = |2 < ZVDN(I™)

ja titen supistamalla N(J~1) lause on todistettu. O

Minkowskin lause ja epayhtalo esitetadn tyypillisesti yleisessa R™ x C™
avaruudessa, mutta tdméan tyon kannalta, toisen asteen imaginaéristen lu-
kukuntien tapaus on riittavia. Epayhtalon yldrajan tarkka arvo ei ole tassa
tutkielmassa merkittava. On riittavaéd tietda, ettd normin yliraja on vain
lukukunnasta riippuva darellinen luku.
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3.4 Luokkaluvun ominaisuudet

Seuraavaksi todistetaan toisen asteen imaginaérisen lukukunnan luokkalu-
vulle muutama hyodyllinen ominaisuus. Aloitetaan todistamalla Minkowskin
epayhtaloa kayttaen, ettda luokkaluku on aarellinen.

Lemma 3.8. Olkoon K toisen asteen imaginddarinen lukukunta. Ideaaliluok-
kien joukko Jx on ddrellinen.

Todistus. Lauseen 3.7 mukaan jokaisessa ideaaliluokassa on kokonaislukujen
renkaan ideaali I, jolle

2
N(I) < Z|D|"? = M.
m

Téaten riittdé osoittaa, ettd on dérellinen mééra ideaaleja I, joille N(1) < M.
Tulkiten ideaalia I hilana

N(I) = #(Ok/I) = [Ok : 1].

Taten riittda todistaa, ettd on darellinen madra hiloja L C O, joille hilain-
deksi [OK . L] < M.
Olkoon [Ok : L] = n. Téten tekijaavaruudessa O /L on n alkiota, eli tekija-
avaruudessa x = x + n. Nyt kaikille a € O /L pétee na = 0. Téten an € L
kaikilla a € Ok eli nOg C L. Osoitetaan, ettd on darellinen méara hiloja
L joille patee nOg C L C Og. Olkoon P hilan nOg perussuunnikas, jonka
karjet ovat joukossa
{0, aq, 09, (X1 + 062}.

Nyt joukossa Ox N P on geometrisesti tarkasteltuna korkeintaan (n + 1)2
pistettd ja taten joukossa L N P on myos darellinen maéra pisteita. Nyt
pisteelle a € L patee tekijaavaruudessa tutkittuna yhtalo

a+nOg =b+nOk
jollain b € L N P. Téaten hila L voidaan esittdd muodossa
L={l4+2€0k:1le(LNP),zenOk}.

Téten hila L, jonka indeksi on n, voidaan maéritelld uniikisti joukon Og N P
pisteilld. Koska on olemassa vain darellinen maédrda permutaatioita pisteitéa
joukossa Ok N P, on olemassa vain aarellinen méaaré uniikkeja hiloja

([2], 5.406, 5.430) 0
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Lemma 3.9. Toisen asteen imaginddarisen lukukunnan K ideaaliluokkien
joukko Jx varustettuna ideaaliluokkien tulolla I#J# = (IJ)# on Abelin ryh-
ma.

Todistus. Ideaaliluokkien tulo méaarittyy ideaalitulon kautta ja on téten lii-
tdnndinen ja vaihdannainen. Koska murtoideaalien tulo on murtoideaali, ide-
aaliluokkien tulo on myos ideaaliluokka. Ideaaliluokkien ryhmén neutraalial-
kio on 0%, koska kaikille murtoideaaleille I C K pitee

OLT* = (O ) =17,

Lopulta huomioidaan, etti ideaaliluokalle I# on olemassa kiinteisalkio (I~1)#
eli I#(1-Y)# = (1I"Y)# = OF. O

Nyt, koska luokkaluku on aérellinen kokonaisluku, kaikille ideaaliluokkien
ryhmén alkioille /# on olemassa kokonaisluku n jolle (I#)"* = (I")# = OF..
Todistetaan seuraavaksi ideaaliluokille esitys murtoideaalien avaruutena.

Lemma 3.10. Olkoon K toisen asteen imaginddrinen lukukunta Jx sen
tdeaaliluokkien ryhmd ja My sen murtoideaalien joukko. Tdlloin

Ik = Mg /(K —{0}).

Todistus. Ideaaliluokan maaritelman mukaan ideaaleille I, J C K on olemas-
sa kokonaisluvut a,b € O — {0}, joille (a)I = (b)J eli I = {a)~'(b)J, jos ja
vain jos J ja I kuuluvat samaan ideaaliluokkaan. Kaanteisideaalin méaaritel-
méstd nihddan, ettd (a) ™' = (1). Taten I = (2)J, jos ja vain jos J € I#. O

Lemma antaa paremman kasityksen ideaaliluokkien avaruudesta ja mah-
dollistaa Riemannin pallon pisteen ideaaliluokkan yhdistamisen.

4 Hyperbolinen geometria

Seuraavissa kappaleissa késitellaédn algebrallisia ominaisuuksia hyperbolises-
sa avaruudessa. Téaten on hyvd maéaritella tarvittavia ominaisuuksia hyper-
bolisessa geometriassa. n-ulotteinen hyperbolinen avaruus on luokka metri-
sid avaruuksia (H",d), jotka ovat isometrisid keskendén. ([10], s. 49) Téssa
tutkielmassa kasitelladn kolmiuloitteista hyperbolista geometriaa puoliava-
ruusmallissa.
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4.1 Hyperbolisen avaruuden méaaritelma

Maaritelma 4.1. Hyperbolinen avaruus on CxR™, jonka pisteitd merkitdan
P = (p1,p2,p3) = z+ jr, missa z = z + iy € C,r € RT, varustettuna
hyperbolisella metriikalla

(28 R O

d((p17p27p3)7 (qh 42, 93)) = arcosh(l + 2p3q3

Y1la madriteltyd metriikkaa kutsutaan hyperboliseksi metriikaksi. Hyper-
bolisella metriikalla varustetulla puoliavaruudella on euklidisesta avaruudes-
ta poikkeavia algebrallisesti hyodyllisi&d ominaisuuksia. Hyperbolisessa ava-
ruudessa geodesinen suora on joko kompleksitasoon ortogonaalinen suora tai
Euklidinen ympyran, jonka keskipiste on kompleksitasossa, kaaren puoli-
kas. Vastaavasti hyperboliset tasot ovat kompleksitason kanssa ortogonaa-
lisia Euklidisia tasoja tai Euklidisia puolipallojen, joiden keskipisteet ovat
kompleksitasossa, reunoja. Hyperbolinen taso jakaa avaruuden kahteen hy-
perboliseen puoliavaruuteen. Lisaksi hyperbolisen monitahokkaat ovat hype-
bolisten puoliavaruuksien leikkauksia. ([16], luku 5.3)

Hyperbolisen geometrian kannalta on hyodyllista tutkia avaruutta rajaa-
vaa kompleksitasoa darettomyyspisteelld laajennettuna. Jotta kompleksita-
soa olisi helpompi kasitelld, maéritelladn projektiivinen kompleksiavaruus.

Mairitelma 4.2. Projektiivinen kompleksiavaruus P"(C) on joukko pis-
teiden z € C"™!' — {0} ekvivalenssiluokkia méarittaen, ettd kompleksiava-
ruuden pisteet 2,2’ € C"™' — {0} ovat ekvivalentit, jos z = Az’ jollain
A € C — {0}. Mééritellddn Riemannin pallo projektiiviseksi kompleksiava-
ruudeksi P'C. Pisteen (21, 29) € C? — {0} ekvivalenssiluokkaa merkitédan
[21, 22] ja maaritelladn ekvivalenssi 21, 20] = [A21, A2o] kaikilla A € C — {0}.

Huomioidaan nyt, ettd Riemannin pallo P'C ja ddrettomyyspisteelld laa-
jennettu kompleksitaso CU{oo} ovat isometriset esimerkiksi kuvaamalla piste
[21, 2] pisteeksi 2L, kun 2, # 0 ja piste [21, 0] pisteeksi oo. ([5], luku 1.3)

4.2 PSLy(C) -kuvaukset

Tutkitaan seuraavaksi joitain hyodyllisia hyperbolisen puoliavaruuden iso-
metrioita. Taten on tarkeda huomioida hyperbolisen puoliavaruuden isomet-
rioiden ryhmén ominaisuuksia. Aloitetaan méarittelemalld erityinen ryhmé
matriiseja.

Maaritelma 4.3. Olkoon R rengas. Renkaan yleinen lineaarinen ryhmé
GL,(R) on ryhmé, joka muodostuu n x n matriiseista, joilla on kééntei-
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salkio ja joiden alkiot ovat renkaassa R. Vastaavasti renkaan erityinen line-
aarinen ryhméa SL,(R) on n X n matriisien ryhmé, joiden alkiot ovat ren-
kaassa R ja joiden determinantti on 1. Projektiivinen erityinen lineaarinen
ryhmé PSL, (R) on SL,(R)/SZ,(R). SZ,(R) on n X n matriisien skalaari-
kuvausten, joiden determinantti on 1, ryhmaé, eli matriisien a-/ ryhma, missa
I on identiteettimatriisi ja alkiolle a € R pétee a™ = 1. Erityisesti SL, (C) on
vastaavalla tavalla n x n matriisien ryhma, jonka alkiot ovat kompleksiluku-
ja. PSL,(C) maaritelldén tekijaavaruutena SL,, (C)/SZ,(C), missa SZ,(C)
on n X n matriisien skalaarikuvausten ryhma, joiden determinantti on 1 ja
joiden alkiot ovat kompleksilukuja.

Téassd tyossi on erityisen hyodyllista kasitelld joukkoa PSLy(Ok). On
taten hyva huomioida, ettd toisen asteen lukukunnan kokonaislukujen ren-
1
kaassa Ok péatee SZy(Ok) = {j: 0 ?
ettd toisen asteen lukukunnan kokonaislukurenkaan yleisen lineaarisen ryh-
mén GL,(Ok) matriisien determinantit ovat luvun 1 juuria. Mééritelldén
nyt joukolle SLy(C) kuvaus Riemannin pallolla.

}. Lisdksi on tarkeda huomioida,

Maaritelma 4.4. Olkoon a,b,c,d € C siten, ettd ad # be. Maéaritelldan

kuvaus CUoo — CU oo z — Z;st, kun z ¢ {=%,o00}. Lisiiksi maéritellidn

_7‘1 — 00 ja 0o — <. Kuvausta kutsutaan Mobius-kuvaukseksi.

Mobius-kuvaus on hyperbolisilta ominaisuuksiltaan geometrisesti merkit-
tava kuvausten luokka. ([11], luvut 1.7, 1.8, 2.7) Mobiuskuvausten esitys, ei
ole uniikki, esimerkiksi (z +— 2) = (z — %) kaikilla @ € C. Todistetaan
seuraavaksi, ettd Mobiuskuvaukset muodostavat ryhméan PSLo(C) kanssa
isomorfisen ryhmén.

Lemma 4.5. Modébiuskuvaukset varustettuna yhdistetyllia kuvauksella muo-
dostavat ryhmdan Mob.

Todistus. Yhdistetyt kuvaukset ovat liitdnnaisia. Lisdksi huomataan, etta
Mobiuskuvaus z — 2% = 2 on selkeasti identiteetti. Taten riittaa todis-

0z+1

taa, ettd kuvaukselle T'(z) = %j:g on olemassa kaanteiskuvaus, joka on Mo-
biuskuvaus. Maéritelladn
,  —dz+0
7= ——.
cz—a

Nyt, jos z & {%Cl,oo}, saadaan

—adz—bd+bcz+bd_ be — ad

acz +cb — acz — ad —Zcb—ad:

T(T(2)) =

z.
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Lisaksi maaritelman mukaan

ja
—d —d
() = 7(00) = (ZY)
Téaten T = T~ ! todistaen lemman. m

Lemma 4.6. Kuvaus ¢ : SLy(C) — Mob mddriteltynd

q)((Z Z>) o az—i—b)

cz+d

on surjektitvinen homomorfismi, jonka ydin on { + <(1) (1)> }

Todistus. Aloitetaan todistamalla surjektiivisuus. Alkioille a, b, ¢, d € C, joil-
le ad — bc # 0 on olemassa A € C, jolle \2 = —L_. Nyt kaikille kuvauk-

~ ad—bc
) on olemassa matriisi < )\CCL ifl) € SLy(C), jolle

az+b __ Aaz+)b

sille <Z = co+d  AcztAd

Aa ADY,  ae
Ac Ad )= cztd’
Todistetaan seuraavaksi, ettd kuvaus on homomorfismi. Olkoot

aq bl a9 bg
(o 2).( %) esue
Huomioidaan aluksi yhtalo
a; b as by ajag + bicy  aiby + bids
o =0
<<Cl dl) (Cz d2>) (<Cla2 + dlcg Clbz + d1d2>>

(alag + blcg)Z + a1b2 + bldg
(Cla2 + d162)2 + Cle + dldg '

o

aztby gu oy @2t gl distettyd ku-

Tutkitaan nyt Mobiuskuvausten z +— Py P N

vausta:

a2z+bo
agz + b2 ay caz+d2 + bl

Coz + dy 01% + d
2012 + baay + cab1z + bady
a9z + bycy + codyz + dody
_ (aag 4 bico)z + arby 4 bids

n (Cla2 + d102)2 + Clbg + dldg
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taten osoittaen, ettd ®(v) o ®(y') = &(y9/) kaikilla v, € SLy(C).
Lopulta huomioidaan, ettd kuvauksen ytimen muodostavat matriisit

(o) e{=( 1))

Taten SLy(C) on ryhmé ja ryhméat Mob ja PSLy(C) ovat isomorfisia.
b) € SLy(Ok) kiidnteisal-

]

On myo6s hyvd huomioida, ettd matriisille <(2 d

-1
Z) = _cd _ba> € SLy(Ok). Liséksi, koska 0,1 € Ok,
identiteettimatriisi kuuluu joukkoon SLy(Ok) ja taten se on ryhméan SLy(C)
aliryhmé. Jotta Mobiuskuvauksia voidaan kayttda hyodyksi hyperbolisessa

geometriassa, on hyva méaaritella joitain hyperbolisen puoliavaruuden isomet-
rioita.

kiolle patee (Ccl

Lemma 4.7. Olkoon P = z + jr € H. Kuvaukset
e Ty(P)=P+b, missibe C
o Ly(z+jr) = Az +j|A|r, missa A € C
. S(P) = ik

|PJ?
e Ulz+gr)=2z+gr
seka ndiden kuvausten yhdistetyt kuvaukset ovat kolmiulotteisen hyperbolisen

avaruuden isometrioita.

Todistus. Todistus perustuu lahteen [16] sivuihin 59 ja 60.
Todistetaan yksi kerrallaan, etta kuvaukset ovat isometrioita:
((+b) = (y+ D)
223Ys3
Az — Ay|? )
2[Alzs|Alys

Mﬂﬁ—mw
|)\‘223§'3y3

o d(Ty(z), Ty(y)) = arcosh(l + ) = d(z,y)

e d(Ly(x),Lx(y)) = arcosh(l +

= arcosh(l +

= d(z,y)
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Ty |2\$I2\y|2>

z2 |yl 2wsys
zly|? — ylz|? 2 !xl2!y|2>
|z [?|y|? 213y

2 Py|* — 2|zy||z*|y]* + le“lylz)
|z|2|y|?223y;

2 2 2
— arcosh (14 = 2yl + [a] )
223Yy3
= d(z,y)
_ [z -y’ _
o d(Up(z),U(y)) = arcosh| 1+ —=—) =d(x,y).
223Yy3

Koska kuvaukset ovat isometrioita, selkeasti myos niiden yhdistetyt kuvauk-
set ovat isometrioita. O

Yhdistamaélla ylla méariteltyjé isometrioita voidaan muodostaa uusia iso-
metrioita. Maaritellaan taten hyodyllinen Mébiuskuvauksen kaltainen neljan
muuttujan maarittdma hyperbolisen avaruuden kuvaus.

Maaritelma 4.8. Olkoon P = z + jr € H ja v = (CCZ Z) € PSL,(C).
Maaritellddn kuvaus

_ (az +b)(cz +d) + aer? r

T ez +dP + |22 Nez v dP + [c2r?

Kuvausta v kutsutaan Mébiuskuvauksen Poincarén laajennukseksi. ([1], kap-
paleet 4.1 ja 4.2.)

Huomioidaan, ettd Maaritelman 4.8 kuvaus voidaan laajentaa jatkuvas-
ti kompleksitason pisteelle, jolloin, kun r lahestyy nollaa, kuvaus ldhestyy
muotoa yz = gjis On kuitenkin huomioitava, ettei hyperbolinen metriik-
ka ole maaritelty hyperbolisen avaruuden reunalla ja taten Méaritelméan 4.8
kuvausta kasitellaén laajentamatta kompleksitasoon. Tarkempi yhteys yl-
la maariteltyjen kuvausten ja kompleksitason Mobius-kuvausten valilla on
myo0s esitelty Beardonin kirjan The Geometry of Discrete Groups [1] luvus-
sa 4. Vastaavasti, jos pistettd tulkitaan projektiivisen avaruuden pisteena,
saadaan Mobius-kuvaus [z, 22] = [az1 + bz, cz1 + dz3]. Huomioidaan, etta
v[Az1, Aze] = [A(az1 + bza), AM(cz1 + dz2)] = 7]z, 2], joten kuvaus on hy-
vin méaritelty. Seuraavaksi todistetaan, ettd méaaritelty kuvaus on isometria
hyperbolisessa puoliavaruudessa.
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b

Lemma 4.9. Olkoon v = (Z d

) € PSLy(C) on isometria joukossa H
Todistus. Osoitetaan, ettd kuvaus muodostuu lemman 4.7 kuvausten yhdis-
tettynd kuvauksena. Huomioidaan aluksi, ettd joukon PSL,(C) matriiseille
ad — bc = 1. Nyt yhdistetty kuvaus

Toet(Loemt (U(L 5 (S(U(Tae1 (2 + j7)))))))

[e=

on hyperbolisen avaruuden isometria. Avataan kuvausta

Tae1 (Loc1(U(L 5 (S(U(Tae1 (2 + jr)))))))

i
= Toer (Lot (U(L ;jj//fjﬁp))))

cz+d+ |c|jr
)
|z 4+ d/c+ jr|
cz+d+|c|jr
= dac— L—c* .
e (G T el

cHez+d)+jr a

T ez+dA4jler? T e

= Tyt (L1 (U(|c7?

Y

1

misté, koska ad — bc = 1 ja taten adc™ = b, saadaan yhtalo

cez+d)+jr  a

:_]cz+d+j|c]r|2 c
c ez +d) + jr — aclz +d/c+ jr|?
a lcz + d|? + |c[?r?
—c Yez 4+ d) + jr + aclc|2(cz + d)(cz + d) — acr?
lcz + d|? + |c|?r?
cY(cz + d)(a(cz + d)) + jr — acr?
lcz + d|? + |c|?r?
(cz +d)(az + adc™t)) + jr — acr?
lcz + d|? + |c[?r?

_ (ez+d)(az +b) + jr — acr?
B lcz 4+ d|? + |c|?r?

todistaen lemman. ([1], kappale 4.1) O
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5 Geometrian ja luokkaluvun yhteys

Tassé kappaleessa méaritelldan bijektio kunnan projektiivisen avaruuden pis-
teiden ja ideaaliluokkien valilla. Taten kunnan luokkaluvulle saadaan geo-
metrinen esitys Riemannin pallolla.

5.1 Ideaaliluokkien ja kunnan alkion yhdistava bijektio

Téssd kappaleessa esitetdan bijektio joukolta PSLy(Of ) \P'K ideaaliluok-
kien joukkoon. Merkinnélld PSLy(Ox)\P' K tarkoitetaan projektiivisen ava-
ruuden pisteitda P'K varustettuna ekvivalenssireaktiolla [z, 20] = o[21, 23]
kaikilla [21, 25] € P'K ja o0 € PSLy(Ok). Merkitadn pisteen [zy, 2] ekviva-
lenssiluokkaa [21, 2]#. Téssi kappaleessa esiteltivin kuvauksen tavoitteena
on muodostaa linkki luokkaluvun ja hyperbolisen geometrian valilla. Ennen
méaritelméa on kuitenkin vield todistettava seuraava hyodyllinen lemma.
Seuraavassa lemmassa tulkitaan ryhméan SLy(Of ) toimintaa lineaarisena toi-
mintana avaruudessa K x K eli matriisitulona. Kaytannossa tamaé tarkoittaa,
ettd matriiille

y = (ﬁ Z) € SLy(Ok)

ja alkiolle (z,y) € K x K) maaritellaan

(£ 0)

Lemma 5.1. Olkoon pisteet (x1,22), (y1,y2) € K x K. Tdlldin seuraavat
vaittamdt ovat ekvivalentteja:

1) {1, w2) = (Y1, 92)
2) On olemassa 0 € SLo(Ok) siten, ettd o(x1,x2) = (Y1, Ya).

Todistus. Jos kohta (2) pétee, on olemassa a, b, ¢,d € Ok, jolle
(axy + bxg, cxy + dxg) = o(x1,x2) = (Y1, Y2),
joten (y1,y2) C (x1,x2). Vastaavasti
(21, 22) = 0 (y1,2)-
Jos kohta (1) patee, olkoon I = (xy,x2) = (y1,¥2). Jos I = (0), saadaan
(x1,22) = (y1,92) = (0,0) ja jokainen matriisi kiinnittd4 pisteen (0,0). Jos

I # (0), lemmojen 3.8 ja 3.9 mukaan, koska I € Mg ja Jx on éérellinen
ryhmé, on olemassa dérellinen luonnollinen luku n siten, ettd I" € (Of)7.
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Nyt lemman 3.10 mukaan on olemassa 6§ € K — {0}, jolle I" = (0). Téten
alkioille (1, z2) ja (y1,y2) on olemassa alkiot oy, ao, 1, B2 € I"! siten, etté
T10q + Toag = 0 = y1 01 + yo Bo. Madrittelemalld matriisi

yioa+wefe  yias—z182
o — 9 9
yeoa—x261  yeaetziB1 | 0
0 [

jolle patee

~ (aa + 29B2) (o + 2181) (Y2 — 2B1) (12 — 71 32)
det(o) = B — B

_ Y1oay2as + Tafaypas + Y1007 By + 11017252

- o

_ YpoayiQn — Tafhyian — Yaon i Py + 201215,

02
_ YafaTay + T1a1y1 B1 + Y1 17200 + T1001Y2 5
= s
(T101 + 2002) (Y181 + y2/52)
92

=1.

Koska matriisin o alkioiden osoittajille patee x;a;, z;5;, yicu, yi i € 1™ = (0),
luku 0 jakaa osoittajat ja tdten matriisi on kokonaislukukertoiminen.
Lopulta yhtalo

z1(y1014+x262) w2 (Y102 —7152)
_ 0

U(xl’ .%’2) = |\ z1(y2a1—z261)+w2(y202+7151)
0

y1(rror+zocs)
= (yz(mlaf+x2a2)>
6
- (yb yQ)
todistaa lemman. ([9], s.314) O

Lemma 5.1 yhdistad kunnan tuloavaruuden K x K pisteet, alkioiden virit-
tamiin ideaaleihin. Nyt, jotta voidaan muodostaa geometrinen yhteys luok-
kalukuun on maériteltava kuvaus kunnan pisteilta ideaaliluokkaan.

Miaritelma 5.2. Madritellddan kuvaus j : P'K — Jx

J([z1, 20]) = (m1,22)7

([9], s.315)
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Koska (21, 29)% = (Axy, Azo)# kaikilla A € K, kuvaus j on hyvin méé-
ritelty. Se yhdistdd Riemannin pallon pisteen ideaaliluokkaan. Kuvauksen
avulla saadaan muodostettua linkki kuntalaajennoksen geometrian ja luok-
kaluvun valilla.

Lause 5.3. j : PSLy(Ok)\P'K = Jx mddriteltynd

J(lw, 2a]*) = (21, 22)*
on bijektio. ([9], s.315)

Todistus. Aloitetaan toteamalla, ettd kuvaus j on hyvin maééaritelty. Koska
kuvaus j on hyvin madritelty, riittid osoittaa, ettd j([zy,za]) = j7(co[y1,y2])
kaikilla 0 € PSLy(Of). Lemma 5.1 osoittaa, etta (z1,x9) = (y1,y2) kaikille
oz, xa] = [y1, 2]

Todistetaan seuraavaksi kuvauksen j surjektiivisuus. Seurauksen 2.7 mu-
kaan mille tahansa ideaalille I on olemassa alkiot x1,z5, € O siten, etti
(1, x9) = I. Nyt

j(lwr,@]) = 17

todistaen surjektiivisuudeen.
Todistetaan seuraavaksi kuvauksen injektiivisyys. Olkoon pisteet

[3317 x?]a [yh y2] € ]PlK

siten, ettd oq[x1,xs] # o2fy1, 2| kaikilla 01,09 € PSLy(Ok). Nyt Lemman
5.1 mukaan )\1<[I)1, ZL‘2> 7é )\2<y1,y2> millaan )\1, )\2 S C eli

(w1, 22)% # (Y1, y2) ™.
O

Taten on todistettu konkreettinen yhdistava tekija kunnan K antamien
Riemann-pallon pisteiden ja idealiluokkien valilla.

6 Algebrallinen karki

6.1 Algebrallisen karjen maaritelméa

Edellisessa kappaleessa on tuotettu lause, joka yhdistda ideaaliluokat ja ryh-
man PSLy(Ok) madrittdmien kunnan K antamien Riemannin pallon pis-
teiden ekvivalenssiryhmat. Nyt, jotta Riemanin pallon pisteiden yhteyttéa
hyperboliseen geometriaan voidaan tutkia tarkemmin, on méariteltava al-
gebralllinen kérki. Maaritelma muodostuu diskreettien ryhmien kautta.
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Maiaritelmé 6.1. Aliryhma I' C PSLo(C) on diskreetti, jos kaikille jonoille
uniikkeja kuvauksia (7,,),>1 C I eli T, = T, jos ja vain jos n = m ja kaikille
pisteille P € H pétee, etta jono (7,,P),>1 ei suppene.

On tarkedd huomioida, ettd PSLo(Of) on diskreetti aliryhma. (][], s.95)
Maaritellaén ryhmille seuraava merkittava ominaisuus.

Maaritelma 6.2. Olkoon G ryhmé. Aliryhméat I'y, 'y C G ovat yhteismital-
liset, jos
[Fl . Fl N PQ} ja [FQ . Fl N FQ]

ovat aarellisié.

Yhteismitalllisuus on hyodyllinen tapa varmistaa, etté kaksi ryhmaa kayt-
taytyy vastaavalla tavalla.

Lemma 6.3. Olkoon G ryhmd ja I'y,T'5,T's C G sen aliryhmid. Jos ryhmdt
[’y ja T's ovat yhteismitalliset ja ryhmdat U's ja I's ovat yhteismitalliset, niin
ryhmdat T'y ja I's ovat yhteismitaliset.

Todistus. Méaéaritellaan kuvaus
b : Fl ﬁFg/Fl ﬂFQ ﬁFg — FQ/FQ ﬂrg

maarittelemalla
(ID(a(Fl N FQ N Fg)) == CL(FQ N Fg)

Jos G(Fl NI'yN F3) = b(F1 NIy N F3), saadaan b~ la € NIy NIy eli
erityisesti b='a € Ty N T3, joten a(l'y N T3) = b(I'y N ['3). Téten funktio
on hyvin maéaaritelty. Maaritelladn alkiot a,b € I'y N 'y siten, ettda yhtélo
O(a(lyNTeNTy)) = &by NTyNTy)) pitee. Koska a,b € I'y ja 'y on
ryhmi, saadaan b~'a € I';. Lisiksi médritelmin mukaan b~'a € T'y N s,
joten b_lCL S Fl N FQ N Fg. Nyt CL(Fl N FQ N F3) = b(F1 N FQ N F3) eli kuvaus
® on injektiivinen ja #(I'y N Ty /Iy NTe NT3) < #(Ty/TeNTy).

Olkoon nyt ryhmat I'y ja I's ovat yhteismitalliset ja ryhmat I'y ja I's ovat
yhteismitalliset. Taten saadaan epayhtalo

#(I /Ty NTy) <#(I/THiNTaNnTy)
=#([/TiNDy)#([NTy /Ty NTyNTy)
< #(T /Ty NTy)#(Te /Ty NTy).
Huomioidaan myos, etta yhteismitallisuuden maéritelman perusteella lu-
vut #(Fl/Fl N FQ) ja #(FQ/PQ N F3) ovat adrelliset eli #(Fl/Pl N Fg) on

aarellinen. Vastaavalla paattelylla #(I's/I'y N ') on dérellinen.
Téaten yhteismitallisuus on transitiivinen ominaisuus. ]
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Todistetaan seuraavaksi hyodyllinen lemma ryhmélle PSLy(Of) kéyt-
téden yhteismitallisuutta.

Lemma 6.4. Olkoon K toisen asteen imaginddrinen lukukunta ja v € PSLy(K).
Ryhmit PSLy(Of) ja v *PSLy(Ok)y ovat yhteismitalliset.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd ryhméit GLo(Of) ja v 'GLy(Of)y ovat
yhteismitalliset kaikilla v € GLy(K'). Todistus seuraa ldhteen [J] sivun 76
todistusta.

Valitaan A € Oy siten, etta \ab € Ok kaikilla matriisin ~ alkioilla a ja
matriisin y~! alkioilla b. Lisdksi maaritellaan

I'={weGLy(Ok):w= (é ?) mod AOk},
missd w = w’ mod A\Og, jos ja vain jos matriisin w — w’ kertoimet ovat

ideaalissa AOf. Maaritelldan kuvaus

D . GLQ(OK) — GLQ(OK/)\OK)

o @ ) _ (a+20k b+20k
¢ d] T e+ 0k d+NOx)

Huomataan, ettda & on homomorfismi, jonka ydin on selkedsti I". Ryhméan
GL2(Ok/AOk) alkiot ovat 2 x 2-matriiseja joiden kertoimet ovat renkaassa
Ok /AOk. Téten osoittamalla, ettd Ok /AOf on dérellinen, saadaan todistet-
tua, ettd #(GLy(Ok)/T) on ddrellinen. Huomioidaan, ettd (A\)Ox C AOx
ja taten

#(Ok /(M) Ok) = #(0k /AOk).

Koska A\ € Z, ideaalin (A\)Og priméadrisessi perussuunnikkaassa on kor-
keintaan (A + 1)? kokonaislukurenkaan Oy hilapistetté eli

#(Ok/(AN)Ok) < (AN +1)%
Nyt #(GLy(Ok)/T") on aéarellinen. Lisaksi, jos
M eT,

niin matriisin A kertoimet ovat ideaalissa AOf ja yhtalo

10 (10 -
7((0 1) + A = (0 1) +7Ay7" € GLy(Ok)
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osoittaa, etti, koska matriisin vA~~! alkiot ovat kokonaislukurenkaassa lu-

vun \ valinnan mukaan, I' on ryhmén v 'GLy(Of )y aliryhméa. Téaten

#(GLQ(OK)/<’7_1GL2(OK)7) N GLQ(OK)> < #(GLy(Ok)/T)

on aarellinen. Vastaavalla paattelylla myos

#(7'GL2(Ok)7/ (7' GL2(Ok)7) N GLy(Ox))

on darellinen.

Nyt determinantti on homomorfismi ryhméltd GLy(Of) kokonaisluku-
jen renkaaseen. Se on surjektiivinen luvun 1 juurille, joita on Lemmasta 1.4
paattelemalld korkeintaan 6. Determinanttikuvauksen ydin muodostuu mat-
riiseista, joiden determinantti on 1 eli SLy(Ok). Téten

#(GLa(0k)/(GLa(Ox) N SLy(O))) < o0

eli GL2(Ok) ja SLy(Of) ovat yhteismitallisen. Koska matriisin v € SLy(K)
determinantti on 1, vastaavalla paattelylla

7 GLy(Ok)y
ja

7 'SLy(Ok )y
10
0 1
nen, ryhméan PSLy (O ) maaritelmén mukaan se on yhteismitallinen ryhmén

SL;(Ok) kanssa. Taten Lemman 6.3 perusteella PSLy(Ox) ja 7 'PSLy(Ok )y
ovat yhteismitalliset. ([9], s.76) O

ovat yhteismitalliset. Vastaavasti, koska SZ,(Ok) = {j: < } on aarelli-

Maaritelladn seuraavaksi kuvauksien aliryhmén osajoukko, joka ei siirra
jotain avaruuden pistetta.

Maéritelma 6.5. Olkoon I' C PSLy(C) aliryhmé. Pisteen P € HU P'C
stabilisoija on aliryhma

I'p={yel:yP =P}

Jokaisella hyperbolisen aruuden pisteelld on epatyhja stabilisoija, koska
neutraalialkio siséltyy aina stabilisoijaan. Eri pisteiden stabilisoijissa on kui-
tenkin eroa ja taten méaritelldan pisteiden stabilisoijien avulla algebrallinen
kérki (englanniksi cusp). Algebralliset karjet ovat hyodyllinen joukko pisteité
ryhmén operaatioiden tutkimiseen geometrisesti.
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Maaritelma 6.6. Olkoon joukolla I' C PSLy(C) diskreetti aliryhmé. Jos
Riemannin pallon pisteen P € P!C stabilisoijalla I'p on aliryhmé, joka on
isomorfinen additiivisen ryhmén (Z?,+) kanssa, kutsutaan pistettd P al-
gebralliseksi kdarjeksi. Aliryhmén I' algebrallisten kérkien joukkoa merkitdan

Cr.
Aédrettomyyspisteen stabilisoija I's, muodostuu matriiseista -, joille pétee

yhtélo v[1,0] = [A, 0], jollain A € C — {0}. Taten ndhdaan, etta v = (8 Z>7

missd ad =1 eli I'no = I'N (PSLy(C)) . Joukon esittdmiseksi on hyodyllista
maaritelld seuraava ryhma.

Maaritelma 6.7. Maaritelladn matriisitulon suhteen ryhma

N(Ox) = { (é i) beOx).

.. (1A} (1 itee (19 (L0
Ryhmén N(O) alkioille <O ?) ) (0 1) € N(Ok) pétee (0 Cf) (O 1)

1 a+b

o 1 ) Nyt matriisitulo joukossa N(Of) on suljettu ja liitAnnainen. Li-

1 b e . (1 —=b
0 01 € N(Og) kdanteisalkio (0 1)

sisaltyvit joukkoon N(Ok). Téten joukko N(O) on ryhma.
Nyt, jos diskreetti aliryhma I' sisaltaéd esimerkiksi ryhmén matriiseja muo-
1 z
oa |y ]
lan, niin co € Cr. Esimerkiksi ryhmésséd SLy(Op) piste oo on algebrallinen

karki, koska { (é i) iz € OK} C SLy(Ok).

siksi neutraalialkio (1 (1)> ja alkion

t missa kompleksilukujen 2z arvot muodostavat kompleksitason hi-

6.2 Algebralliset kiarjet kompleksitasossa

Tassa kappaleessa todistetaan, etta algebralliset kérjet voidaan suoraan yh-
distaa toisen asteen lukukunnan pisteiksi Riemannin pallossa. Téma mahdol-
listaa lukukunnan késittelyn geometrisesti ryhméssa PSLy(K). Tata varten
todistetaan ensin seuraava lyhyt lemma.

Lemma 6.8. Olkoon G ryhma ja H ja K sen aliryhmia. Tdlloin patee

[H: HNK]<|[G:K].
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Todistus. Méaéaritellaan kuvaus
¢:H/(HNK)—G/K

maarittelemalla

O(xz(HNK)) =zK.

Jos z(HNK) # y(HNK), niin y 'z ¢ HN K. Koska H on ryhmé, saadaan
y~lr € H ja titen y 'z € K eli 2K # yK. Téten kuvaus ® on injektio eli

#(H/HNK) <#(G/K).

Nyt voidaan todistaa haluttu lause.

Lause 6.9. Olkoon K toisen asteen imaginddrinen lukukunta. Tdlloin, jos
[' C PSLy(K) on ryhmdn PSLy(Ok) kanssa yhteismitallinen aliryhmd, niin
Cr =P'K.

Todistus. Todistetaan ensin, ettd P!K C Cr.

Olkoon I' € PSLy(K) ryhmén PSLy(Ok) kanssa yhteismitallinen ali-
a b
0 d
alkioilla a,d € K, joille ad = 1, ja mielivaltaisella b € K. Koska oletuksen
mukaan

ryhmé. Huomioidaan aluksi, ettd ryhméan I',, alkiot ovat muotoa

# (PSL2(OK)/F n PSLQ(OK)>

on darellinen, Lemman 6.8 mukaan
#(N(Ok)/N(Ok) NT N PSLy(Ox))

on adrellinen ja taten joukossa 'NPSLy(Ok) on dédrettomasti alkioita muotoa

14\ (1t
(0 3)-6 7)<

jollain t1,t5 € Ok, missi pisteet t; ja to méarittavat kompleksitason hilan.
Taten pisteen oo stabilisoija ryhmaéssé I sisaltad ryhman, joka on isomorfinen
additiivisen ryhmén (Z?, +) kanssa. Vastaavasti, koska Lemman 6.4 perus-
teella ryhméa yI'y~! on yhteismitallinen ryhméan PSLy(Ofk) kanssa kaikilla
v € PSLy(K),

#(N(Ox)/N(Ox) N7y NPSLy(Ok))
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on adrellinen. Téten oo € C,r,-1 kaikilla v € PSLy(K).
Pisteelle P = [z1,29] € P'K — {00}, jolle pétee z; # 0, miaritellain
—1
kuvaus v = (0 TR
2 —XA
7t =2t € K ja det(y) = 1. Téiten vP = oo ja v € PSLy(K). Nyt kaikille
o € (yI'y7 1) pétee

>. Huomioidaan, etté, koska z1, 29 € K, niin saadaan

v loyP=~y"loc0 =7 loo =P
eli
7 (T ey =Tp.

Koska piste oo sisdltyy joukkoon C.r,-1, joukko I'ss on isomorfinen ryhman
(Z?,+) kanssa. Huomioimalla, ettd v on isomorfismi, joukko I'p on isomor-
finen ryhmén (Z?2, +) kanssa. Titen piste P € Cr ja P*K C Cr.

Seuraavaksi todistetaan Cr C P'K. Olkoon I' ryhmén SLy(K) aliryh-
mé, joka on yhteismitallinen ryhmén SLy(Ok) kanssa. Olkoon piste P =

[21, 22] € Cp. On olemassa y = b) € PSLy(C), jolle vP = oo. Liséksi on

d

olemassa aliryhmé H C T'p, joka on isomorfinen additiivisen ryhmén (Z?, +)
kanssa. Lemman 6.8 perusteella saadaan

#(H/(H N PSLy(Ok))) = #(H/(H N SLy(Ok) NT))
< #(I/(T N PSLy(Ox))).
Yhteismitallisuuden perusteella #(I'/(I' N SLy(Of))) on aéarellinen ja téten,
koska ryhmé H on dareton, joukko H N SLy(Of) on myods dareton.

Osoitetaan, ettd joukossa H N SLy(O), on ddrettomasti alkioita, joiden
jalki on 2. Huomioimalla, etta

(7T ee € N(C)
ja
7Ty ey =Tp
huomataan, etta
H CTpCy 'N(C)y.
Nyt matriisille A € N(C) pétee

1, (—d b 1 z\[(a b

" AV_(C —a)\0 1) \c d
_(—=d —dx+Db\ [a D
\ey cx—a)\c d
_(bc—cdw—ad bd—bd—d%)

Ax+ac—ac be+ cdr — ad
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saadaan laskettua

tr(yAy™!) = be — cdr — ad + be + cdx — ad

= 2(bc — ad)
=£2
eli kaikille 0 € H pétee tr(o) = +2. Olkoon nyt o € H—{:I: (1) (1) } kuvaus,

jonka jalki on 4+2. Téten matriisi ¢ maarittaada kuvauksen tekijaavaruudessa
PSL,(K), jolle saadaan esitys o = (; 5 i e) € PSLy(K) joillain alkioilla
e, f,g € K. Yhtélosta

spo PHf
gP+2—e

saadaan ratkaistua
gP*+2(1—¢e)P — f =0

eli

2(1—¢) = \/A(1 —e)? + dgf

P:

29
B (1—e) £ /(2 —2e+1)+ (2e—e2— 1)
g

1-—ce
P

Nyt huomataan, ettd o stabilisoi pisteen [%, 1]. Jos o stabilisoi pisteet P

ja P, niin yoy~! stabilisoi pisteet oo ja yP’. Télléin yP' = P’ + z jollain
2 € C—{0} eli yP' = ¢ ja tidten P = P'. Téten
1—e
g

P=[—=1=[l-¢g4|

jollain e, g € K, mika todistaa, ettdi P € P'K todistaen lemman. ([9], 5.315)
[

Taten algebralliset karjet ovat toisen asteen imaginédarisen lukukunnan
K pisteitd Riemann-pallossa. Onkin hyodyllistd maéritella hyperbolisen ava-
ruuden joukko, joka toimii algebrallisen kérjen kanssa vastaavalla tavalla.
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7 Perusalueen geometria

7.1 Perusalueen mairitelma ja konstruktio

Ryhmaélle isometrioita voidaan maaritella geometrinen alue, joka peittaa ava-
ruuden ryhmén toiminnoilla ilman, ettd sen sisépisteet leikkaavat toisiaan.
Tata geometrista aluetta kutsutaan perusalueeksi.

Maaritelma 7.1. Olkoon I' ryhmé isometrioita metrisessa avaruudessa S.

Suljettu joukko F' C S on ryhmén I' perusalue, jos U vF = S ja joukolla
~yel

v1F N F ei ole sisdpisteita milladn vy,v2 € I', 1 # 7o.

Esimerkiksi nyt perussuunnikas on kokonaislukurenkaan summaoperaa-
tioiden ryhman perusalue. Toisen asteen imaginédarisen lukukunnan K ryh-
méssid PSLy(Of) hyperbolinen perusalue konstruoidaan ensin ja todistetaan
my6hemmin perusalueeksi. Maaritelmé on esitetty lahteen [9] kappaleessa 7.

Miaritelmé 7.2. Olkoon K = Q(v/d),d < 0, missé d on nelioton ja Dy on
diskriminantti. Maaritelladn joukot

Br = {z+7rj € H: |cz+d|* +|c|*r* > 1, kaikille ¢, d € Ok joille (¢, d) = O}

ja
Prx ={2:0<Re(z) <1,0<Im(z) < \/@/2}

Jos d # —3 ja d # —1, maaritellddn
Fr = Pxk.
Lisaksi maaritellaan
Fou) = {z € C:0<|Re(z)] <

ja

Lopulta méaritellaan

FK:{2+TjEBK:z€FK}.

44



28 26 24 22 2 -8 -6 14 -2 -1 08 06| 04 =02 0 02 04 | 06 08 1 12 14 18 18 2 22 24 26 28

Kuva 7.1: Fg() siniselld ja sen rotaatio —1Fg;) punaisella.

06

-0.2

-04

-0.8

Kuva 7.2: Fg /=3 siniselld ja sen rotaatiot #‘73}"@(\/_*3) ja %E.FQ(N)

punaisella. Lukukunnan primééariperussuunnikas on merkitty vihrealld. Sen
pinta-ala A = ‘/73 on kolminkertainen joukon Fg,/—3) pinta-alaan verrattuna.
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Huomataan, ettd Px on primaarinen perussuunnikas kokonaislukuhilal-
le. Joukot Fq@) ja Fg( =3 on madritelty muista kunnista poiketen eri ta-
valla, koska tarkoituksena on maaritella Fjx perusalueeksi matriisien ryh-
mille PSLy(Ok)o ja kunnat Q(i) ja Q(v/—3) puolestaan sisiltivit luvun
1 juuria (" = 1, jolle n > 2. Nyt asettamalla a = ¢ ja d = ("' kuvaus
2+ (2/C™ D = 2¢? # z on ryhmissi PSLy(Ox)s ja titen joukko Fx
on hilan Ok perussuunnikasta pienempi osajoukko. Tarkemmin sanottuna
kunnassa Q(7) asettamalla a =i ja d = —i,

(z = —2) € PSLy(Z[i]) o

ja taten perusalue on puolet kokonaislukurenkaan perussuunnikkaasta kuten
kuvasta 7.1 nékee.

Vastaavasti kuten kuvasta 7.2 huomaa kunnassa Q(y/—3) perusalueen
pinta-ala on kolmasosa perussuunnikkaan pinta-alasta.

Joukko By on puolestaan Euklidisten puolipallojen rajaama alue. Yhtélo
|2+ 42412 = ﬁ kertoo, ettd puolipallojen séteet on ﬁ ja niiden keskipisteet
ovat kompleksitasossa pisteissa _Td. Kuva 7.3 kuvaa aluetta Bg /=3 ylhaal-
téd pain. Kuvasta voidaan huomata, ettéd kunnassa Q(v/=3) joukko By /=
muodostaa heksagonaalisen laatoituksen.

Vastaavasti kuva 7.4 kuvaa aluetta By, =5 ylhaéltd pain. Todetaan, ettd

kunnan kokonaisluvut Z[y/—5] voidaan virittaa
(1,0) = (2,v/=5) = (2v/=5,4+ V/—5) = Z[V—5].

Viite todistetaan kappaleessa 8.3. Huomataan, etta priméaarisessa perussuun-

nikkaassa ainakin murtolukupisteiden @ ja %+ % keskeiset puolipallot ra-

jaavat joukkoa B, —5). Kuvasta huomataan, ettd kunnassa Q(v/—5) joukko
Bg(,/=5) seuraa kolmen monikulmion muodostamaa laatoitusta.
Vastaavia joukon By laatoituksia on esitelty lahteen [10] sivulla 346.
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Kuva 7.3: Alue By, /=3, origon ymparilld ylhaélta pain kuvattuna. Siniselld
merkitylla alueella puolipallolla S on ympardéivia puolipalloja S; korkeampia
pisteita eli kyseiselld alueella S on joukon Bg,/=3) ainoa merkittava rajaava
puolipallo.
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Kuva 7.4: Alue By, /=) origon ymparilld ylhaélta pain kuvattuna. Siniselld
merkitylld alueella origokeskeisella puolipallolla on ymparéivia puolipalloja
korkeampia pisteitda. Vastaavasti vihreélla alueella % siteinen Y= keskeinen
puolipallo on korkein ja punaisella alueella %5 sateinen % + 2—25 keskeinen
puolipallo on korkein. Véritetyilla alueilla ndméa pallot ovat joukkojen ainoa
merkittéavat rajaavat puolipallot.
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7.2 Todistus, ettid Fx on perusalue

Seuraavaksi kdydaan lapi todistus, etta ylla muotoiltu Fx on ryhméan PSLy(Ok)
perusalue. Ennen todistusta osoitetaan hyodyllinen lemma.

Lemma 7.3. Joukolla Bx on seuraavat ominaisuudet:

1. Piste P = z +rj € H sisdltyy joukkoon Bk, jos ja vain jos jokaiselle
kuvaukselle v € PSLo(Ok) piste yP = 2/ +1'j toteuttaa r' < r.

2. Jokaiselle pisteelle P € H on olemassa kuvaus v € PSLy(Of) siten,
ettd vP € Bk.

b
d

B NyBrx = B N{z+71j: |cz +d|)* + |¢|[*r? = 1}.

3. Olkoon v = € PSLy(Ok) siten, ettd ¢ # 0. Tdalloin

4. Bi =By, kaikilla v € PSLy(Ox )wo.

b

Todistus. 1. Olkoon v = (Z J

) € PSLy(Ok). Pisteille P = z +1rj € Bk ja
P = 2 4+ 1'j, koska

lcz +d|* + |c]*r? > 1,
patee Maaritelman 4.8 mukaan yhtélo

’ r

= <
" lcz +d|> + |c|?r? —

Pisteelle P ¢ By on méaaritelmidn mukaan olemassa + siten, etta

lcz +d]* +|d*r* < 1

ja taten
r = r >
lcz + d|? + |d|?r? '
2. Olkoon v = 2) € PSLy(Ok), piste P = z + ri ja vakio M > 0.

Huomioidaan, etta
lcz +d|* + 7%|c|* > r?|c|?
ja
lcz +d|* + || > ||cz| — |d|]*.

Taten on olemassa vain aarellinen méara kokonaislukuja c¢,d € Ok, joille
ez + d* + r*|c]* < M, koska karkeasti arvioiden saadaan |c| < /% ja
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|d| < VM+|ze| < \/M+\/rﬂ2lz\. Kaikilla ¢, d € O , joille patee (¢, d) = Ok,
on a,b € Ok, jolle ad — bc = 1 ja titen voidaan valita

b
v = (Z d) € PSLy(Ox)

siten, ettd |cz + d|* + 7?|c[* on minimaalinen, eli
e+ dP + 2P < Jaz + B + r%af?

kaikilla «, 5 € O, joille («, 5) = Ok. Kuvausten PSLy(Ok) maaritelman
mukaan pisteen v P j-komponentti on maksimaalinen. Téaten kohdan (1) pe-
rusteella vP € Bg.

3. Pisteelle 7P € Bg kohdan 1 perusteella ' = r ja taten
B NyBy =B N{z+7j:|cz +d)* + |c|*r® = 1}.
4. Olkoon z +rj € Bg. Kuvaukselle v € PSLy(Of )+ pétee
Y(z4rj)=ez+w+rj

jollain kompleksiluvulla w € C ja luvun 1 juurella €* = 1. Riittaa osoittaa,
ettd z +w+rj € Bg jaez+1rj € Byg.

Maééritelmén 4.8 perusteella, jos ryhman PSL(Ok)s kuvaus kuvaa pis-
teen z +rj — 2’ 4+ r'j, niin se kuvaa myos pisteen €z +w +rj — w' +1'j
jollain w’ € C. Kohdan 1 perusteella, koska z +rj € By, r > r' kaikilla ryh-
mén PSL(Ok) kuvauksilla z + w + rj — w' + 1’5 ja téten riittdd osoittaa,
ettd ez +rj € Bg.

Pisteille ¢,d € Ok pétee (c,d) = Ok, jos ja vain jos xc + yd = 1 jollain
z,y € Ok. Nyt pisteelle ec pitee ¢ tzec + yd = 1 eli {ec,d) = Of. Nyt
yhtalo

lecz + d)*+c|r|* < 1

pétee kaikilla ¢,d € Ok, joille {(¢,d) = Ok. Taten ez + rj € Bg. ([9], s.319)
[

Lemman 7.3 avulla voidaan osoittaa, ettd F on ryhméan PSLy(Ok) pe-
rusalue.

Lause 7.4. Fx = {z+rj € Bk : z € Fx} on ryhmdn PSLy(Ok) perusalue.
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Todistus. Tarkistetaan méaritelman 7.1 vaatimukset. Fx ja Bx ovat hyper-
bolisen avaruuden suljettujen puoliavaruuksien leikkauksia ja taten perus-
alue Fix = Fx N Bg on myos suljettujen puoliavaruuksien leikkaus. Huo-
mioidaan, ettd Fx on ryhméan PSLy(0O),., perusalue kompleksitasossa. Nyt

lemma 7.3 osoittaa, etté U vFx = H. On selkedd, ettd joukon Bg
YEPSL(0)

reuna sisiltyy joukkoon | {z+rj : |cz +d|? + |d|*r* = 1}. Téten ryh-
(c,d)y=0
mén PSLy(Ok) kuvaukselle 7 = (Z Z), jossa ¢ # 0, lemman 7.3 mukaan

int(Bx) Nint(yBx) = 0. Taten
int(Fr) Nint(vFx) = int(Fx NyFx) = 0
kaikille 7 € PSLy(0), v # 1. (9], 5.319-320) O

Koska Fy C By, joukko B rajoittaa perusalueen ja kompleksitason leik-
kausta. Méaaritelladn taten kompleksitason pisteet, jotka voivat olla joukon
sulkeuman By alkioita.

Maaritelma 7.5. Olkoon K toisen asteen imaginaérinen lukukunta. Piste
s € C on singulaaripiste kunnassa K, jos |cs + d| > 1 kaikilla (¢, d) = Ok.
Kunnan K singulaaristen pisteiden joukkoa merkitaan Sk. ([9], s.317)

Todistetaan seuraavaksi, etta singulaariset pisteet ovat kunnassa K. To-
distusta varten todistetaan ensin approksimaatiotulos.

Lemma 7.6. Olkoon K toisen asteen imaginddarinen lukukunta. On olemassa
vain kunnasta K riippuva vakio M, jolle kaikille z € C — K on darettomdsti

alkioita c,d € Ok joille
M

‘z + d < —-
et ™ e

Todistus. Olkoon P = {r; +wry : 0 <17 < 1,0 <7y <1} kunnan primééari
perussuunnikas ja ¢ sen halkaisija. Luonnolliselle luvulle m jaetaan perus-
suunnikas P m? yhtiasuureen osaan P, jakamalla joukko P vilien 0 < r; <1
ja 0 < ro < 1 suhteen m yhtésuureen osaan. Joukon P, halkaisija on nyt
%. Koska priméarin perussuunnikkaan P kérjet ovat kokonaislukurenkaassa,
joukossa mP N Ok on (m+1)? alkiota. Jos z ¢ K, koska joukkoja P; on vain
m? kappaletta, on erilliset alkiot ¢, co € mPNOk joille ¢1 2, caz € P, mod O
jollain P;. Taten on alkiot di,ds € Ok jolle |c1z + dy — caz — dy| < %. Maa-
ritellaén ¢ = ¢; — ¢3 ja d = dy — dy, jolloin, koska ¢y, co € mP,

le] = ler = eof < [m(1 4+ w)].
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Taten saadaan
d o M
< <
¢~ mlc T |
vain kunnasta K riippuvalla vakiolla M = 6|1 + w|. Koska z € K, ja m voi
olla vapaavalintaisen suuri, alkioita ¢,d € Ok on darettomasti. ([9], s.315-

316) 0

Lemma 7.7. Toisen asteen imagindadarisen lukukunnan singulaaripisteille pd-
tee

S x C K.
Todistus. Olkoon z € C — K. Maaritelmien 2.17 ja 2.21 mukaan voidaan
valita jokaiselle ideaaliluokalle edustaja Iy, I, ..., I, C Ok. Maaritetaan

N =max{N(I1),N(L),...,N(I,)}.

Nyt alkioille ¢,d € Ok, joille pitee |z + %l < %, on olemassa ¢ € K — {0},
jolle {q){c,d) = I, jollain i. Téten |¢|*> < N(I,)(N({c,d)))™" < N(I;) < N.
Alkioille ga = ¢, gb = d saadaan

o=
a C
M
G
_ Miqf?
lal”
MN

= e

Koska ideaaliluokkien edustajat valittiin kokonaislukurenkaassa, niin myos
qa, gb € Og. Taten jollekin kiinnitetylle I; on Lemman 7.6 mukaan daretto-
miisti alkioita ¢, d € O, joille pétee |z+ 2| < % vakiolla NM ja (c,d) = I,.

Todistetaan seuraavaksi, etté ideaalille J C Ok ja alkiolle j € J — {0} on
vakio K €]0, o[, joka riippuu vain ideaalista J ja alkiosta j siten, etté, jos
(¢,d) = J ja d # 0, on olemassa a,b € Ok, joille pétee yhtalo ac — bd = j,
epayhtélo |b] < K|d| ja (a,b) = Ok. Lemman 2.15 perusteella on k € J, jolle
J = (j, k). Vastaavasti kuin Lemman 5.1 todistuksessa valitaan 6 € K — {0},
jolle J™ = (0) ja ay, ag, By, Ba, X € J™ 1 siten, etta

clag +dX\) +day =0 = jB1 + ks
ja |ai| < r|d| jollain r € R. Mééiritellddn

_ j(Oél + d)\) + dﬁg

b
0
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ja
J—cBa
0

Nyt ac + bd = w = j ja (a,b) = Ok. Lisaksi saadaan

b < d| = K1d|

‘jT’ + ]/\ + 62 ”
0
Olkoon alkio p € I;—{0}. Kaikille Lemman 7.6 ehdot toteuttaville pareille
c,d € Ok, missa d # 0, voidaan nyt Lemman 2.15 perusteella valita alkiot
z,y € Ok jolle |z| < K|d|, (z,y) = Ok ja zc — yd = p. Koska pareja
c,d € Ok on aidrettomasti, kaikille vakioille v € R on darettomésti pareja,
joille patee v < |d|. Oletetaan, etta |d| > |p|. Nyt

Y- gl
<MN+‘cm—dy’
— |d|? dx
_MN L
P Jda]

Nyt, koska |z| K~ < |d|, saadaan

MN |p| _ MNK? [|p|K
+ o < +
jd*  [dx] ki |z[?
C

R

missi C = MNK? + |p|K. Koska |d| voidaan valita epiyhtélossi mielival-

taisen suureksi saadaan aarettomasti pareja z,y € Ok, joille |z,y| = Ok
ja

Yy C

x|

Téten, jos z € K, voidaan valita z,y € Ok joille (z,y) = Ok ja |z|*> > C.
Télléin |2 — £| < 1 ja 2 & Sk. Téten Sk C K. ([9], 5.316-318) O

Seuraava huomio on tdman tutkielman keskeinen geometrinen havainto.

Lause 7.8. Jos ryhmdn PSLy(Ok) perusalueen sulkeuma leikkaa kanoni-
sessa muodossaan kompleksitasoa C, niin ryhmdssd Jx on vihintddn kaksi
alkiota.
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Todistus. Perusalueen méaritelméan mukaan darettomyyspiste kuuluu perus-
alueen sulkeumaan ja se on algebrallinen kérki. Jos perusalueen sulkeuma
leikkaa kompleksitasoa pisteesséa z, niin

zeBxkNCC Sk CK

osoittaa, ettd perusalue leikkaa kompleksitasoa kunnan K pisteessa. Lause
6.9 osoittaa, etta z = % € C, missa z9 # 0, tulkittuna projektiivisen avaruu-
den pisteend [z1, 20] € P1K on myos algebrallinen kérki. Todistetaan antitee-
silld, etta kérjet eivit kuvaudu toisikseen ryhméan PSLy(Ok) kuvauksilla.
Jos 7[1,0] = [z1, 22] jollain v = (Z 2
29 = ¢, joten z1d + z3b = 1 ja téten (21, 22) = Og. Nyt joukon By mééaritel-
méan perusteella piste w + rj jollain w € C siséltyy joukkoon By vain, jos
lw — j—;| + |22]?r? > 1. Téten on olemassa hyperbolinen puoliavaruus, joka
on z-keskeinen Euklidinen puolipallo, joka se ei leikkaa joukkoa Bj. Téten
piste z ei sisélly perusalueen sulkeumaan. Lauseen 5.3 perusteella,

#(JTk) = #(PSLy(Ok)\Cpsr,(0)) > 1.

€ PSLy(Ok), saadaan z; = a ja

8 Esimerkkeja perusalueiden geometriasta

Esitellédén vield esimerkeiksi algebrallisten kuntien Q(7), Q(v/—3) ja Q(+/—5)
perusalueet ja luokkaluvut. On hyva huomioida, ettd (1,0) = Ok kaikissa
kunnissa. Tamén kappaleen tulokset perustuvat ldhteen [9] sivuihin 324-327.

8.1 Kunnan Q(i) perusalue

Aloitetaan esittelemélld Gaussin kokonaislukujen Oguy = Z[i] perusalue.
Gaussin kokonaisluvut on yksinkertaisin toisen asteen lukukunnan kokonais-
lukujen rengas ja sen perusalue on vastaavasti kohtuullisen helppo havain-
noida.

Esimerkki 8.1 (K = Q(i)). Kunnassa K = Q(i) mééritelman perusteella

1 1
Fow = {2 €C:0< [Re(z)] < 5 0<1Im(z) < 5}

ja joukon By ainoa joukon JFq;) leikkauksessa merkittédva puolipallon ra-
jaama joukko on
{z+71j:|2]* > 1} D Bop).
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Kuva 8.1: Kunnan Q(4) perusalue hyperbolisessa puoliavaruudessa.

Taten perusalue on

1
Fou = {z+rj € H:0<|Re(z)| < 2 0<Im(z) <2,2z> 1}.

Huomataan, ettd Fg(;) on hyperbolinen pyramidi, jonka karjet ovat pisteet
P=14i8 P= 48 =il 2 p= il 42
P5 = co. Piste P; = 0o on sen ainoa algebrallinen karki.

Kuten kuvasta 1 nikee, kunnan Q(i) perusalue ei leikkaa kompleksitasoa
missddn pisteessd. Taten voimme havainnoida, ettd kunnan Q(7) luokkaluku
on 1.

8.2 Kunnan Q(1/—3) perusalue
Késitelldén seuraavaksi kunnan Q(v/—3) perusaluetta.

Esimerkki 8.2 (K = Q(v/—3)). Méaaritelmdn mukaan kunnassa Q(v/—3)

Fow=s) = {z € C: 0 < Re(z), Re(z)ﬁ <Im(z) < (1 - Re(z))\/g}

3 3
U {Z € C:0 < Re(z) < ;, —Re(z)\ég <Im(z) < Re(z)\gg}



Kuva 8.2: Kunnan Q(1/—3) perusalue hyperbolisessa puoliavaruudessa.

ja joukon By /=3 ainoa joukon Fq,/—3) leikkauksessa merkittévéd puolipallon
rajaama joukko on

{z+rj:]zP+r*>1}D Byv=s)
Nyt perusalue Fg /=3 muodostuu leikkauksesta
{z+rjeH: 2z € Fy ), 22+1r°>1}.

Huomioidaan, ettéd Fg =3y on my6s hyperbolinen pyramidi, jonka karjet ovat
pisteet Py = j, P, =1 — ‘/_+ij —i—z‘[—i-j‘/_P—z*/_—i-j‘é_Ja
P5; = co. Piste P; = oo on sen ainoa algebralhnen kérki.

Vastaavasti kuin kunnassa Q(¢) kuvasta 8.2 nikee, ettd kunnan Q(1/—3)
luokkaluku on 1. Taten molempien kuntien kokonaislukujen renkaissa on

olemassa yksikésitteinen alkutekijoihin jako. Seuraavaksi esitelldén kunta,
jonka luokkaluku on suurempi kuin 1.

8.3 Kunnan Q(y/—5) perusalue

Kun kuvaillaan kunnan K = Q(v/—5) perusaluetta on symmetrian kannalta
hyodyllista ensin kuvata perusalue matriisilla

= <(1) _1_?%—5) € PSLy(Q(v~-5)).
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Joukko v Fq =5 = ]:"@( v/=5) on selkedsti myos adrettomdn stabilisoijan perus-

alue, mutta kuvaus siirtda perusaluetta fQ( V=5 = FK— HT‘/?E’ Maaritellaan
vield

Fow=) = Faw=s) N Bows):
Esimerkki 8.3 (K = Q(v/—5)). Huomataan aluksi, etté
(V=5 +22)2 =1

: (2v=5)* 4+ (4 +V=5)(4 —V/=5) = 20 + 21 = 1.

Nyt kunnan Q(1/—5) kokonaisluvulle a € Z[v/—5] on olemassa kokonaisluvut
b,c,d,e € Z[/—5] joille

V—=5b + 2c = a(\/—_52 +2%)? =q
ja
2v/—=5d+ (4 +vV—=5)e = a((2v=5)? + (4 + V=5)(4 + V=5 — 2/=5)) = a.
Téten alkiot vitittavat kokonaislukurenkaan
(£1,0) = (£2, £V -5) = (+2/—5,+4 + /—5) = Ok.

Talloin saadaan

=5 Im(z) > */g}.

1 1
Fowmm = {z: —5 2 Rela) 2 5, — :

Liséiksi joukkojen Bgy,=5) ja Fg(/=5 leikkaus on identtinen puolipallojen
rajaaman joukon

{Z—|—Tj JzP+ 12> 1, 22 £ V=52 +4r% > 1,
2V =5z £ 44 V=5 + 20 > 1}

leikkauksen joukon Fg /=5 kanssa. ([15], 5.65-70)
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Kuva 8.3: Kunnan Q(v/—5) perusalue hyperbolisessa puoliavaruudessa. Al-
gebralliset karkipisteet Py, P, P3 ja P, on merkitty punaisella.

Huomataan, etta perusalue on monitahokas, jonka karjet ovat

1 V5 -1 5
Pi=5+i5 Pe=—- 45

1 5 | 5
Py=-— i; P4:*—i£7

2 9 9 9

2 2V5 1 -2 25 1
Po=Z42Y2 0 Py= = 4 2¥Y2 4 42
5 5+Z 5 +]5, 6 5 +1 5 +]5,

2 25 1 -2 25 1
Po=2 2" 0 Py=— —i—~" 4=
7 5 l 9 +.]57 8 5 [/ 9 +.]57

1 3/5 3 -1 3V5 /3
p_ L V3 P V3
9 2+272 +7 3 10 5 +272 +.]8a

1 35 V3 -1 3v5 V3.
Pu=g—im+ig Po=—5—im=+iga
Pi3 =00

On hyva huomioida, ettd pisteet Py, P, P35, P, ja P53 ovat algebrallisia karkia.

Nyt algebrallisista kirjistd huomataan selkedsti, ettd kunnan Q(y/—5)
luokkaluku on suurempi kuin 1. Taten luokkaluvun ja hyperbolisen perus-
alueen vélinen yhteys on selkeédsti demonstroitu. Perusalueen ja kompleksi-
tason leikkauspisteiden mééara ei kuitenkaan vield itsessdén kerro tarkkaa
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luokkalukua. Tarkan luokkaluvun méarittdminen ei kuitenkaan tyypillisesti
ole tarpeellista, koska kunnan kokonaislukujen renkaan alkiot voidaan jakaa

Itseasiassa on tunnettua, etté toisen asteen imaginaérisistd lukukunnis-
ta Q(v/d) vain yhdeksin luokkaluku on 1. Némé lukukunnat ovat Q(i),
Q(\/__2>7 Q(\/__3)7 @(\/__7)7 Q(V T 1)7 Q(V T 9)7 Q(V _43)7 Q(V _67) ja
Q(v/—163), kuten Harold Starkin kirjassa An Introduction to Number Theo-
ry sivulla 295 on esitelty. [17] Tulos osoittaa ettd hyvin harvassa toisen as-
teen imagindarisessa lukukunnassa on yksikasitteinen tekijoihinjako ja vas-
taavasti perusalueen ja kompleksitason leikkauspisteiden tutkiminen ei paa-
asiallisesti ole triviaalia. Tamén lisiksi ldhteen [0] sivulla 233 on esitelty
algoritmi toisen asteen imaginaarisen lukukunnan luokkaluvun laskemiseen
kunnan diskriminantista. Algoritmi mahdollistaa luokkalukujen laskemisen
automatisoinnin ja titen kuntien Q(v/d) luokkaluvut onkin esitetty kaikille
de{1,2,...,1000} lédhteessa [12].
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