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Tiivistelma

Taman tutkielman tarkoituksena on tarkastella kolmiulotteisen avaruuden
isometrioita eli kuvauksia, jotka sailyttavit pisteparien etéisyydet, seka tet-
raedrin symmetriaryhméd. Symmetriaryhmé tarkoittaa kuvauksia, jotka ku-
vaavat tetraedrin takaisin itsekseen.

Kolmiulotteisen avaruuden isometriat ovat samat kuin tason isometriat:
siirto, kierto, peilaus ja siirtopeilaus. Nama isometriat muodostavat seka ta-
sossa etta kolmiulotteisessa avaruudessa ryhman. Koska tavoitteena on tar-
kastella tetraedrin symmetriaryhmaé, halutaan valita ne isometriat, jotka
kuvaavat tetraedrin itsekseen. Téata varten ainakin origon pitdé pysya pai-
koillaan, joten siirrot ja siirtopeilaukset ovat poissa laskuista. Kuitenkaan
kaikki peilaukset tai kierrotkaan eivat pidé origoa paikoillaan; vain ne joiden
akselit kulkevat origon lapi. Kutsutaan naitd isometrioita pallogeometrian
isometrioiksi.

Pallogeometriassa liikutaan yksikkopallon eli pallon, jonka sidde on yksi
pinnalla. Peilaukset pallogeometriassa voidaan ajatella siten, ettd peilausak-
selina on isoympyré. [soympyré on tason, jonka kulkee origon lépi seka pallo-
kuoren leikkaus. Peilauksiin liittyy kiintedsti myos kolmen peilauksen lause,
jonka mukaan jokainen pallogeometrian isometria voidaan esittdd yhden,
kahden tai kolmen peilauksen yhdisteena. Kierrot ovat kahden peilauksen
yhdisteitd. Yleisimpien kiertojen lausekkeet voidaan péaitella tason kiertojen
esitysten avulla, mutta se ei ole tehokas tai tarkka tapa.

Talloin otetaan kayttoon kvaterniot eli kompleksikertoimiset kaksi kertaa
kaksi -matriisit, joiden avulla kierrot saadaan esitettya. Kvaternioiden myo-
ta paastdan tutustumaan kompleksilaskentaan, kun kvaterniot maéaritellaan
seké neliulotteiseen etta kolmiulotteiseen avaruuteen ja osoitetaan, etté kva-
terniot muodostavat jakorenkaan. Namé tiedot yhdistamaélla 16ydetdan ku-
vaus, joka kuvaa pallogeometrian ja yleisemmin kolmiulotteisen avaruuden



kierrot.

Tutkielman lopuksi tarkastellaan tetraedrin symmetriaryhman kiertoja ja
miten ne esitetdan kvaternioiden avulla. Kiertoja on kolmenlaisia ja yhteensé
12. Ensinnédkin on niin sanottu nollakierto eli tetraedri, jota ei ole kierretty.
Tata kutsutaan neutraalialkioksi. Toinen kiertotyyppi on niin sanotut puo-
likierrot, joissa kierretaén 180 asteen verran ja naita kiertoja on kolme. Vii-
meinen kiertotyyppi on niin sanotut kolmasosakierrot, joissa kierretaén 120
asteen verran ja naita on yhteensa kahdeksan.
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Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on kertoa avaruuden R? isometrioista ja
niiden muodostamista ryhmisté. [sometriat avaruudessa maaritellaan samoin
kuin tasossa; isometria on kuvaus, joka siilyttdd pisteparien etédisyydet |3,
s.144]. Tsometriat itsessdén ovat mielenkiintoisia, mutta ryhmien ottaminen
mukaan saa aikaan sen, ettd voidaan tarkastella isometrioiden aliryhmia ja
néista yksi on tetraedrin symmetriaryhma, johon kuuluvat kaikki tetraedrin
kierrot. Avaruuden isometriat siis yhdistavit sekd geometriaa, ryhméteoriaa
etta kompleksilukujen teoriaa.

Tasossa isometriat ovat siirto, kierto, peilaus ja siirtopeilaus. Naista vii-
meisin eli siirtopeilaus on peilauksen ja siirron yhdiste. Lisaksi tiedetaén, ettéa
ei ole muunlaisia isometrioita kuin edelld mainitut nelja. Taméa johtuu kol-
men peilauksen lauseesta, jonka mukaan jokainen tason isometria on yhden,
kahden tai kolmen peilauksen yhdiste [3, s.57].

Avaruudessa R? on tdsmilleen samat isometriat kuin tasossa ja sama kol-
men peilauksen lause. Isometriat niin tasossa kuin avaruudessa muodostavat
ryhmén, ja ryhmén ominaisuuksien nojalla voidaan valita osa isometriois-
ta, jolloin saadaan aliryhma. Tetraedriin liittyvd symmetriaryhma koostuu
kierroista, jonka vuoksi tédssa tyosséa keskitytdan kiertojen tarkasteluun.

Siirrot voidaan esittdd samaan tapaan kuin tasossa, mutta kiertojen mal-
lintaminen on paikoin haasteellista. Siksi kiertoja tutkitaan pallogeometrian
avulla. Pallogeometriassa liikutaan yksikkopallon pinnalla ja siihen liittyvat
ne isometriat, jotka pitédvat origon paikoillaan eli toisin sanoen peilaukset ja
kierrot, joiden akselit kulkevat origon lapi. Peilauksissa peilaustasoina toi-
mivat isoympyrat. Isoympyréit ovat tasojen, jotka kulkevat origon lapi ja
pallokuoren leikkauksia.

Peilauksiin liittyy kolmen peilauksen lause, jonka mukaan kaikki pallo-
geometrian isometriat voidaan esittad yhden, kahden tai kolmen peilauksen
avulla [3, s.156]. Kahden peilauksen yhdisteet ovat kiertoja. Yksinkertaisim-
pien kiertojen lausekkeet voidaan péaatella tason kiertojen avulla, mutta tama
ei ole tarkka tapa, niinpa avuksi saadaan viela kvaterniot.

Kvaterniot on loytanyt Sir William Rowan Hamilton vuonna 1843. Ha-
nen mukaansa kvaternioiden joukkoa merkitddn symbolilla H. Alun perin
Hamilton merkitsi kvaternioita identiteettien i? = j* = k? = ijk = —1 avul-
la, kunnes Arthur Cayley osoitti, ettd kvaternioita voidaan merkita (2x2)-
kompleksikertoimisten matriisien avulla. [3, s.137]. Kvaternioiden avulla saa-
daan esitys kierroille ja lopuksi voidaan laskea tetraedrin symmetriaryhmaén
kierrot.

Tassa tyossa padlahteendni olen kédyttanyt John Stillwellin kirjaa Four
Pillars of Geometry [3]. Kvaternioita késittelevissa luvussa olen hyddynté-



nyt lisidksi Stillwellin kirjaa Number theory [1]. Esitiedoissa olen hydodyntéanyt
sekd Four Pillars of geometry kirjaa etta Zillin ja Shanahanin kirjaa A first
course in Complex analysis with Applications [5]. Algebran perusominaisuuk-
sien méaritelmiin olen kdyttanyt sekd Libinin ja Kaiming’n kirjaa Introduc-
tion to Abstract Algebra [1] ettd Jouni Parkkosen Algebra 1-luentomonistetta
2]

Tutkielman ensimméisessd luvussa kerrotaan tarkemmin tason isomet-
rioista, kompleksiluvuista ja niiden laskusadannoistd. Lukiessa voit aloittaa
naistd tai palata naihin lukiessasi tyota eteenpéin. Toisessa luvussa maéari-
tellaidn avaruuden R? isometriat ja niiden muodostama ryhmé. Kolmannes-
sa luvussa tarkastellaan avaruuden R? yksikkopallon kuorta ja siihen liitty-
via isometrioita. Neljannessé luvussa esitelladn kvaterniot, jotka helpottavat
avaruuden R? kiertojen esittamistd. Viidennessa luvussa kvaterniot méaaritel-
laan avaruuteen R? ja méiritellddn kiertokvaternio. Tutkielman viimeisessé
luvussa kuusi tarkastellaan tetraedrin kiertoryhmaé eli isometrioita, jotka
kuvaavat tetraedrin itsekseen.



1 Esitietoja

Taman tyon esitiedoiksi oletetaan kurssit: Algebra 1: Ryhmét seka Algebra
1: Renkaat ja kunnat. Lisdksi tarvitaan tietoa isometrioista tasossa seka
kompleksilukujen laskennasta. Naista olen kirjoittanut esitietoja, joten niihin
voi tarvittaessa tutustua etukateen tai palata tarvittaessa.

1.1 Tason isometriat

Tason isometriat ovat kuvauksia, jotka siilyttdvat pisteparien etdisyydet.
Tasossa on neljanlaisia isometrioita: siirto, kierto, peilaus ja siirtopeilaus.
Tason isometrioista voi lukea lisééa Stillwellin kirjasta Four Pillars of geometry
[3] luvusta 3.6.

Maéritelma 1.1. Olkoon piste P € R? siten ettd P = (z,y) ja a,b € R.
Nyt tason isometriset kuvaukset kuvaavat pisteen P seuraavasti:

i) Siirto s : R — R? on muotoa

s(P)=(x+a,y+0b).
ii) Kierto k : R? — R? kulman 6 verran on muotoa
k(P) = (cos(0)x — sin(0)y, sin(0)y + cos(f)x).
iii) Peilaus p, : R? — R? z-akselin suhteen on muotoa
pa(P) = (2, —y).
iv) Siirtopeilaus on siirron ja kierron yhdiste.

Kaikki peilaukset voidaan samaistaa peilaukseen z-akselin suhteen ensin
tarvittaessa siirtamélla peilausakseli leikkaamaan origoa ja tamén jalkeen
kiertamaélla siten, ettd peilausakseli on z-akseli. Taman jalkeen peilataan.
Sitten kierretadn takaisin alkuperéiseen ja tehdaan tarvittaessa siirto.

Tasossa on lisaksi kolmen peilauksen lause, joka méarittelee, ettéa tasossa
ei ole muunlaisia isometrioita kuin edelld mainitut neljé.

Lause 1.2. Jokainen tason R? isometria on yhden, kahden tai kolmen pei-
lauksen yhdiste.

Tamaé lause on todistettu Stillwellin kirjassa Four pillars of geometry [3,
s. 64] ja siihen voi tutustua lisda kirjan avulla. Kuvaukset menevit seuraa-
vasti: peilaus on itsestdan selvasti yksi peilaus, siirrot ja kierrot ovat kahden
peilauksen yhdisteité ja siirtopeilaus on kolmen peilauksen yhdiste.



1.2 Kompleksiluvuista

Kompleksiluvut on kehitetty kiinnostuksesta ratkaista polynomiyhtaloita ku-
ten 22 = —1. Yhtélon ratkaisut £+/—1 eiviit ole reaalilukuja vaan komplek-
silukuja ja yhtilo 22 = —1 maarittdd kompleksilukujen imagrindiriyksikon
i, jolle 2 = —1. Kompleksilukuja merkitdin usein kirjaimella z [, s.2].

Maéritelma 1.3. Avaruuden R? alkiot 2z = (a,b) = a + ib mééritelmén 1.5
laskutoimituksilla varustettuna muodostavat kompleksilukujen kunnan C.

Maaritelmassa lukua a kutsutaan reaaliosaksi ja sitd merkitaan
Re(z) = a,
lukua b kutsutaan puolestaan imaginaariosaksi ja sitd merkitdan
Im(z) =0b.

Kompleksiluvut muodostavat kompleksitason, joka muistuttaa reaalitasoa.
Verrattuna reaalilukujen tasoon z-akselia vastaa reaaliakseli eli Re ja y-
akselia vastaa imaginaariakseli Im [, s.10]. Télloin esimerkiksi komplek-
siluvun z = 2 4 3i koordinaatit voidaan kirjoittaa (2, 3) ja tdma vastaa reaa-
lilukujen tason koordinaatteja.

Im L

4

A\ 4

-2 -1 [ 1 2 3 4

Re

-2

Kuva 1.1: Kompleksiluvut ovat z; =24 3i, 20 =3 — 1 ja 23 = —1 + 2i.

Maaritelladn seuraavaksi kompleksilukujen laskutoimitukset [5, s.3] seka
kompleksilukujen konjugaatti [0, s. 4].
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Maaritelma 1.4. Olkoon z € C. Kompleksiluvun z = a + ib konjugaatti on
z=a—1b (1.1)

Esimerkiksi kompleksiluvun z = 2 + 3¢ konjugaatti on kompleksiluku

z = 2 — 3i. Konjugaattia hyodynnetdan kompleksilukujen jakolaskussa seké
kaanteisalkion laskemisessa.

Maaritelma 1.5. Olkoon zq, z5 € C, jossa z; = a; + by ja 29 = as + ibs.

Yhteenlasku:

21+ 2 = (a1 + ag) +i(by + by)
Vahennyslasku:

21— 29 = (a1 — ag) + i(by — by)
Kertolasku:

21 Ry = (al -+ Zbl) . (ag + ZbQ) = 109 — ble + i(blag + albg)

Jakolasku:

z 21 - 2 ai1as + bibs  bias — aib L

202 1; ;2 zli ;Q,zQ#OJa@onmuotoa(l.l)
Z9 Z9 * 29 a2+b2 0/2+b2

Nyt voidaan miaritelld kompleksiluvuille z kiddnteisluku z—1.
Maaritelma 1.6. Kompleksiluvun z # 0 kaédnteisluku on

4, 1z a b
=== = —1 )
z  zz  a?+b? a? + b2

(1.2)

Kompleksilukuja sovelletaan luvussa 4 Kvaterniot ja siitd eteenpéin.



2 Avaruuden R? isometriat

Tissé luvussa esitelliin avaruuden R3 isometriat seké niiden ominaisuuksia.
Liséksi todistetaan, ettd isometriat muodostavat ryhmaén. Isometriat avaruu-
dessa R? méadritelladn samoin kuin tasossa; isometria on kuvaus, joka séilyt-
taa pisteparien etéisyydet [3, s.58].

Mairitelméa 2.1. Kuvaus f : R® — R? on isometria, jos

1f(a) = f(O)|| = [la — bl
kaikilla a,b € R3.

Tasossa isometrioita ovat siirto, kierto, peilaus ja siirtopeilaus. Namé ku-
vaukset siirtyvit myos avaruuteen R3. Lisiksi tasossa on kiytossd kolmen
peilauksen lause 1.2, joka pitee myos avaruudessa R?, mutta tdssi tyossa
sitd tarkastellaan avaruuden erikoistapaukselle, joka on pallopinta S?. Taté
kasitellaan tarkemmin seuraavassa luvussa. Kolmen peilauksen lauseesta seu-
raa, etta jokainen avaruuden isometria koostuu parillisesta tai parittomasta
maéaarasta peilauksia eli isometriat voidaan jakaa parillisiin ja parittomiin.

Maaritelma 2.2. Parilliset isometriat ovat kuvauksia jotka koostuvat kah-
den peilauksen yhdisteesta tai peilauksien yhdisteesté joita on parillinen maé-
ra.

Huomautus 2.3. Jokainen avaruuden R? isometria on joko parillinen tai pa-
riton.

2.1 Isometrioiden ryhma

Muodostetaan seuraavaksi avaruuden R3 isometrioiden joukko ja lisitidin
sithen yhdistetyn kuvauksen operaatio. Tamé joukko muodostaa ryhmén
Isom(R?) [3, s.146]. Muotoillaan siitd ensin lause ja osoitetaan se ryhmén
madritelmad kayttaen [1, s.9].

Lause 2.4. Avaruuden R3 isometrioiden joukko

Isom(R?) = {f :R® = R*: f on isometria avaruudessa R*}

varustettuna yhdistetylld kuvauksella on ryhmd.

Todistus. Olkoon f,g € Isom(R?) ja olkoot pisteet pi,py € R3. Osoitetaan
ensin, ettd isometrioiden yhdiste on edelleen isometria eli kuvaus joka sailyt-
téda pisteparin etdisyyden. Olkoon isometrioiden f ja g yhdistetty kuvaus h
muotoa

h:R® = R* h(P) = (fog)(P) = f(g(P)).
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Osoitetaan nyt, ettd pisteparin etdisyys sailyy

|7 (p1) — h(p2) || = | f(9(p1)) — f(g(p2))]l
= |lg(p1) — g(p2)|| || f on isometria
= |[p1 — p2|| || g on isometria.

Titen o : Isom(R3) x Isom(R3) — Isom(R3?) eli kahden isometrian yh-
distetty kuvaus kuvautuu edelleen isometriaksi. Osoitetaan viela, ettd yhdis-
tetylle kuvaukselle patee liitannéisyys eli

((sof)og)(P)=(so(fog)(P),

silld yhdistetyn kuvauksen méaaritelmén nojalla (f o g)(z) = f(g(x)) voidaan
laskea molemmat kuvaukset

((sof)og)(P)=(so f)g(P)) =s(f(9(P)))
(so(fog)(P)=s((feg)(P))=s(f(g(P)))

ja paastdan samaan lopputulokseen. Téhan voidaan soveltaa viela etaisyyden
kaavaa ja saadaan, ettd isometrioiden yhdiste on on aina isometria ja lisaksi
liitdnnainen eli asossiatiivinen, jolloin isometriat toteuttavat ensimmaéisen
ryhmaominaisuuden.

Osoitetaan sitten, ettd jokaisella isometrialla on kidnteiskuvaus f~!, jo-
ka on myos isometria. Jokainen avaruuden R? isometria koostuu yhdesté
kahdesta tai kolmesta peilauksesta kolmen peilauksen lauseen nojalla. Pei-
lauksen kadnteiskuvaus on peilaus itsessaén. Eli yhdistamalld kaksi samaa
peilausta paastaan alkupisteeseen. Tama sama paattely voidaan toistaa kah-
den peilauksen yhdisteelle ja kolmelle peilaukselle. Ryhméan neutraalialkio on
identiteettikuvaus 1.

Nyt on osoitettu, ettd isometrioiden yhdiste on edelleen isometria ja jo-
kaiselle isometrialle f on olemassa kadnteiskuvaus. Namé todistavat, etta
avaruuden R3 isometriat muodostavat todella ryhmén. ]

Huomautus 2.5. Tsometrioiden ryhmé I'som(R?) ei ole Abelin ryhmé eli vaih-
dannainen ryhmaé: olkoon piste D = (1,1,1) ja kuvataan se seuraavien iso-
metrioiden yhdisteelld. Olkoon kahden peilauksen yhdiste

f : Rg - RS?f(:I;?yvz) = (—l’,y, _Z)

ja olkoon kierto z-akselin suhteen kulman 7 verran muotoa

g: R = B g(r,y,2) = (cos(5)a—sin(3 )y, sin(5)a-+cos(3)y, 2) = (=y,,7)

10



Lasketaan nyt yhdistetyt kuvaukset pisteessa D

(fog)(D)=f(-1,11)=(—(-1),1,-1) = (1,1,-1)
gof(D)=g(-1,1-1)=(-1,-1,-1)
Koska (1,1,—1) # (—1,—1, —1), niin ryhma4 ei ole vaihdannainen.

Avaruuden R? isometrioiden ryhmésté voidaan ottaa tarkasteluun aliryh-
ma, jossa on ne kuvaukset, jotka koostuvat peilauksista, joita on parillinen
médrd. Kutsutaan titd ryhmad nimella Tsom™ (R3). Siirrot ja kierrot kuulu-
vat ryhmédn Isom™(R?), silld ne koostuvat parillisista mééristd peilauksia.
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3 Pallogeometrian isometriat

Pallogeometria on geometria avaruudessa R3, jossa liikutaan yksikkopallossa.
Maaritellaan seuraavaksi yksikképallo [3, s.154] ja keskeisimpié pallogeomet-
rian ominaisuuksia. Alaluvuissa maéritellddn pallogeometrian isometriat ja
niille keskeisimpia lauseita. Aloitetaan méarittelemélla pallokuori sekéd pal-
lokuoren isomypyrat.

Miiritelma 3.1. Avaruuden R3? yksikkopallo
S = {(@,) € B[22 47 422 = 1)

varustetaan euklidisella etédisyydella. Yksikkopalloa kutsutaan téastéd eteen-
péin pallokuoreksi.

Madiritelméa 3.2. Osajoukko A C S? on pallokuoren S? isoympyri, jos
A=8*NT

jollekin T' = {(x,y,2) € R® : ax + by + cz = 0,a,b,c € R}. Jonkin luvuista
a, b tai c tulee olla erisuuri kuin nolla.

Tassé taso T on origon kautta kulkeva taso. Téten isoympyra koostuu
origon kautta kulkevan tason ja pallokuoren leikkauspisteista, jotka muodos-
tavat suurimman mahdollisen ympyran pallokuorelle. Tastéd esimerkki seu-
raavassa kuvassa.

Kuva 3.1: Pallokuoren ja tason x +y = 0 leikkaus eli isoympyré on merkitty
kuvaan violetilla.

Pallogeometrian isometriat pitavat yksikkopallon paikallaan, joten siirrot
ja siirtopeilaukset ovat poissa laskuista. Kuitenkaan kaikki kierrot tai pei-
lauksetkaan eivat pidéd origoa paikallaan — ainoastaan ne kuvaukset, joiden
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peilaus- tai kiertoakselit kulkevat origon lipi. Avaruudessa R3 ja joukossa S?
puhuttaessa kuvausten akseleista voidaan tarkoittaa suoria tai tasoja ja pal-
logeometrian tapauksessa erityisesti tasoja ja suoria, jotka kulkevat origon
lapi. Nama pallogeometrian isometriat muodostavat ryhmén.

Lause 3.3. Pallokuoren S? isometrioiden joukko
Isom(S?) = {f :S* = S*: f on isometria, joka kuvaa origon itsekseen}

yhdistetylla kuvauksella varustettuna on ryhmd.

Ryhmaiin Isom(S?) kuuluvat seka kierrot, joiden peilausakseli kulkee ori-
gon lapi etta peilaukset, joiden peilausakseli tai -taso kulkee origon lapi. Néi-
den osoittaminen ryhméksi todistetaan samaan tapaan kuin lause 2.4, jossa
avaruuden R? isometrioiden joukko osoitettiin ryhmiksi. Tarkastellaan seu-
raavaksi kiertoja ja peilauksia omissa alaluvuissaan.

3.1 Pallogeometrian peilaukset

Tarkastellaan peilauksia esimerkkien avulla.

Yhden tason peilaus, jossa taso kulkee origon lapi on yksinkertaisin esi-
merkki avaruuden R? peilauksesta ja pallogeometriassa sitd vastaavat pei-
laukset isoympyroiden kautta.

Esimerkki 3.4. Olkoon piste C' = (0,0, 1) ja peilaustaso isoympyré A,, jolle

pitee A, =S*NT,,jaT, = {x,y,2 € R: z = 0}. Nyt peilaus isoympyrin A,
kautta on kuvaus

Dz - SZ — S27pz(x7y7 Z) = (ZE,y, _Z)'

Peilaus vastaa avaruuden R?® peilausta, jossa peilataan (z,y)-tason suhteen.

L

x TC

Kuva 3.2: Isoympyra A, on sininen ja pisteet C' ja p,(C) = C” ovat violetilla.
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Kahden peilauksen yhdiste on kierto suoran suhteen, joka kulkee kahden
peilaustason leikkauspisteen ja origon halki. Kierron kulma on kaksinkertai-
nen tasojen kulmaan verrattuna.

Esimerkki 3.5. Olkoon piste F' = (0, 1,0) ja peilaustasot isoympyrat A_,
ja A, joille pétee

A, =S*NT.,, jossa T, ={x,y,z€R:y+x=0}
ja
A, =S*NT,, jossa T, = {z,y,2 €R:y —x =0}
Nyt peilaus isoympyran A_, kautta on
Pe:S? =S pou(x,y,2) = (—y, —x,2)
ja peilaus isoympyrian A, kautta on kuvaus
pe ST = S? pa(z,y,2) = (y, 2, 2).

Yhdistetty kuvaus h = p, op_, saadaan, kun peilataan ensin tason x +y = 0
suhteen ja sitten tason —x + y = 0 suhteen. Nyt

px(p—:c(F)) = px(—l,0,0) = (07 _170)'

Kuva 3.3: Kuvassa on esitetty peilaukset vaiheittain. Violetilla ovat isoympy-

ra A_, ja peilattu piste F'(—1,0,0). Siniselld ovat isoympyrda A, ja peilattu
J y J

piste " = (0,—1,0).

Peilaustasojen valinen kulma on 90° ja tasojen leikkaussuora on z-akseli.
Taten kuvaus h on kierto, jossa kulma on 180° ja kiertoakseli on z-akseli.
Siis:

h:S* = S% h(z,y, 2) = (zcos(m)—ysin(r), y cos(m)+xsin(n), 2) = (—x, —y, 2).
Nyt kiertamélld pistettd F' saadaan h(F) = (0,—1,0), joka on sama tulos
kuin edelld kahden peilauksen yhdisteena.
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Esimerkki kolmen peilauksen yhdisteesté on niin sanottu antipodaalinen
kuvaus, jossa pisteet kuvautuvat seuraavasti: p(z,y, z) = (—x, —y, —z). Tés-
sa peilaukset tehddan isoympyréiden A,, A, ja A, suhteen. Peilaus A, on
sama kuin esimerkissa 3.4 eli peilaus tason (x,y) suhteen ja A, sama kuin
esimerkissé 3.5 eli peilaus tason (y, z) suhteen. Peilaus A, on samaan tapaan
peilaus (z, z)-tason suhteen ja muotoa

A, =S*NT,, jossaT,={zx,y,z€R:y=0}

Peilausten jalkeen paastdan taman alaluvun paatulokseen eli kolmen pei-
lauksen lauseeseen. Todistus menee Stillwellin kirjan harjoitusta mukaillen
[3, s.156].

Lause 3.6. Jokainen avaruuden S® isometria on yhden, kahden tai kolmen
petlauksen yhdiste.

Todistuksen loppupuoli voidaan mukailla Stillwellin kirjan luvusta 3.7 [3,
s.61].

3.2 Pallogeometrian kiertoryhméa

Maaéritelladn seuraavaksi pallogeometrian kiertoryhma. Siihen kuuluvat kier-
rot, joiden kiertoakseli kulkee origon lapi.

Lause 3.7. Pallokuoren isometrioiden joukko

Isom™(S?) = {f € Isom(S?) : f on parillinen}
varustettuna yhdistetylld kuvauksella on ryhmd.

Todistus menee samaan tapaan kuin lauseen 2.4 todistus. Lisaksi pitaa
osoittaa, ettd parillisten isometrioiden yhdiste on edelleen parillinen, jotta
yhdistetty kuvaus kuuluu edelleen ryhméaan maaritelmén mukaisesti. Kierrot
ovat parillisia, silld kolmen peilauksen lauseen nojalla tieddmme, etté kahden
peilauksen yhdiste on kierto. Pitéisi siis osoittaa, etté yhdistelemélla mika ta-
hansa parillinen méara peilauksia saadaan aina kierto. Taman osoittamiseksi
riittdéd ndyttad, ettd kahden kierron yhdiste on aina kierto [3, s.157].

Lause 3.8. Yhdistamalla kaksi kiertoa saadaan aina kierto.

Todistus. Olkoon kierrot kp,kg € Isom™(S?). Olkoon kp kierto kulman 6

verran pisteesta P. Olkoon kg kierto kulman ¢ verran pisteesté Q.
Aiemmin on mainittu, ettd kierto kp voidaan esittdd myos kahden pei-

lauksen avulla. Ndméa peilausten akselit ovat ne isoympyrat L ja M, jotka
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leikkaavat pisteessa P ja joiden kulma on g Voimme valita sellaisen isoym-
pyran, joka kulkee seké pisteen P etta () kautta.

Vastaavalla tavalla kierto kp voidaan esittda kahden peilauksen avulla.
Valitaan ensimméiseksi peilauksen isoympyraksi M ja toiseksi isoympyra N,
jonka kulma isoonympyradn on £. Merkitdén nyt kierrot kp ja k¢ peilausten
avulla.

kp = pLpm
kg = pmpn
Nyt yhdistaméalld kuvaukset saadaan
kp o kg = pLpmpmpN = PLPN,

silla kuvaus pypyr = I4. Nyt on osoitettu, ettd mitka tahansa kaksi kiertoa
koostuvat kahdesta peilauksesta, joka on kierto. Taten voidaan yhdistaa mika
tahansa parillinen maara kiertoja ja saadaan aina kierto. O]

QY

Kuva 3.4: Lauseen 3.8 todistuksessa kahden kierron yhdiste kp o kg on nyt
selvasti kg = prpn.

Yksinkertaisimpien kiertojen kuvaukset voidaan paétella tai arvata, mut-

ta tamé ei ole tarkka tapa. Tamén vuoksi seuraavissa luvuissa esitellaan
kvaterniot, joiden avulla kiertojen kuvausten laskemiseen saadaan tyokalu.
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4 Kvaterniot

Tassé luvussa tutustutaan kvaternioihin, jotka voidaan esittaa kompleksiker-
toimisten matriisien avulla. Kvaternioiden avulla on hyodyllista esittaéd ava-
ruuden R? tai S? kiertoja [3, s.159]. Aloitetaan méadritteleméalla kvaterniot ja
osoitetaan, etta kvaterniot muodostavat renkaan. Toisessa alaluvussa késitel-
laan keskeisimpia kvaternioihin liittyvid ominaisuuksia kuten determinanttia
ja normia. Naiden lukujen tiedot yhdistelemallé saadaan, ettd kvaternioiden
muodostama joukko on vield tarkemmin jakorengas [1, s. 98].

Maaritellaan kvaterniot sekd kompleksikertoimisten (2x2)-matriisien etté
identiteettien avulla.

Maiiritelmé 4.1. Merkitaan kvaternioiden joukkoa avaruudessa R* symbo-
lilla H*. Kvaterniot, jotka kuuluvat tahin joukkoon ovat kompleksikertoimi-
sia (2x2)-matriiseja ja muotoa:

[ a+ib c+id
=\ —c+id a—iv)
jossa a,b,c,d € R ja i = —1. Varustetaan H* kompleksikertoimisten (2x2)-
matriisien yhteen- ja kertolaskulla.

Kvaterniot voidaan kirjoittaa myos identiteettien avulla [3, s.159].

Huomautus 4.2. Kvaternion identiteettimuoto on

q = al + bi + ¢j + dk,

1o\ . (i 0\ . (0o 1y . . (0
A R e S I )

4.1 Kvaternioiden rengas

misséa

Tassa alaluvussa on tarkoitus tarkastella kvaternioiden laskutoimituksia ja
paatella niiden avulla kvaternioiden joukon muodostavan renkaan. Lasketaan
ensin kvaternioiden summa seka tulo ja osoitetaan, ettd molemmat kuulu-
vat edelleen kvaternioiden joukkoon. Tamén jalkeen esitellaan neutraalialkio.
Luvun lopuksi osoitetaan vield, etta renkaan kertolasku ei ole kommutatiivi-
nen.
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Yhteenlaskulle patee

ap + ibl c1 + id1> ( as + ibg Co + id2>

q + 92 = <—C1 +idy a; —iby —cy +idy  ap — iby

. a1+a2+ibl+ib2 Cl+C2+id1+id2
- —61—02+id1+id2 a1+a2—ib1—ib2

_ a; + as + l(bl + bQ) c1+ co + i(dl + dg)
—(c1 4+ ) +i(dy +do) a1 +ax—i(by +bs))°

Nyt voidaan merkitd A = a1 + as, B =014+ by, C =1 + o ja D = dy + do,
jolloin saadaan

([ A+iB C+iD 4
Q1+Q2—<_O+1D A—iD)eH'

Taten kahden kvaternion on summa on kvaternio.
Tulolle patee

a; +iby ¢ +id as +iby ¢y +id
= (443 ) (i i)

—C1 + id1 a; — ib1 —Cy + id2 a9 — ibg

A+iB C+1iD
—-C+iD A-iB)~

Lasketaan esimerkin vuoksi tulo kvaternion q; ensimmaisen rivin ja kva-
ternion gy ensimmaéisen sarakkeen vélilla. Samoin kvaternion q; toisen rivin
ja kvaternion q» toisen sarakkeen valilla.

Néistd ensimmaiselle saadaan

(a1 + ibl)(ag —+ ib) -+ (Cl -+ idl)(—CQ -+ idg)
= a0y — biby — c1c0 — didy + i(a1by + bras + c1dy — caby)

ja jalkimmaiselle

(—c1 +idy)(co + ids) + (a1 — iby)(ag — ibg)

= —c109 — C1idy + doicy — didy + a1as — a1iby — biiag — bibs

= aray — biby — c1c9 — didy + i(—c1dy + dicg — arby — bras)
a1by — byas — c1dy + dycs)
a1by — bras — c1dy + cady)

= a1 — ble — C1Cy — d1d2 — i(Cleg + blag + C1d2 — Cle)-

= 109 — blbg — C1Cy — dldQ + l(—
i(—

= a1a9 — blbg — C1Co — d1d2 +
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Merkitaan nyt
A = ayas — biby — c1co — didy ja B = a1by + bias + c1dy — by,
joten saadaan
(aq +iby)(ag + 1b) + (¢1 +idy)(—co + idy) = A+ iB
ja
(—cy +1idy)(co + idy) + (ay — iby)(ay — iby) = A —iB.

Nama alkiot vastaavat kvaternion ensimmaéisen sarakkeen ensimmaisté alkio-
ta ja toisen sarakkeen toista alkiota. Muut alkiot saadaan vastaavasti, jolloin
kvaternioiden tulo on edelleen kvaternio ja voidaan kirjoittaa q;qo € H*.

Nyt on osoitettu, ettéd kvaternioiden summa ja tulo kuuluvat kvaternioi-
den joukkoon. Laskusdannot kuten liitdnnéisyys ja yhteenlaskun vaihdan-
naisuus seuraavat suoraan matriisien laskusdannoista. Kvaternioihin kuuluu
lisdksi neutraalialkiot. Yhteenlaskun neutraalialkio on nollamatriisi ja kerto-
laskun neutraalialkio on identiteettimatriisi. Merkitaan

00
v=(o )
10
(1),

Osoitetaan vield, ettd kvaternioiden tulo ei ole vaihdannainen. Témaéan
osoittamiseksi riittad loytaad yksi esimerkki, jossa vaihdannaisuus ei toteudu.

Valitaan
1+21 344
q1 = . .
—3+4i 1-2i
(244 5+6i
L=\ 5460 2-4i)

Lasketaan nyt tulot qiq2 ja q2q1

(1420 3+4i\(2+4i 5+6i
D=\ 34045 1-92i)\=5+6i 2—4i

B (—45+6i 15+121>

ja

—15+ 121 —45 — 6i
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(2440 5461\ 1+20 344
LUZN 54061 2—4i)\—3+4i 12

(454100 74 16i

T\ =74+ 160 —45—10i)

Nyt huomataan, ettd qi;qs # qoq1, joten kvaternioiden tulo ei ole vaihdannai-
nen. Kun naihin laskuihin lisataan viela kvaternion kaanteisalkio, joka esitel-
ldan seuraavan luvun lopussa saadaan, etta kvaterniot muodostavat renkaan,
joka ei ole kommutatiivinen kertolaskun suhteen.

4.2 Kvaternioiden ominaisuuksia

Téassd luvussa esitelladn kvaternioiden keskeisimpid ominaisuuksia. Kvater-
nion matriisimuodon ansiosta voidaan laskea determinantti ja kompleksilu-
kujen laskutoimituksia hyodyntamalla voidaan maéritelld kvaternioille kasn-
teisluku. Yhdistamalla nama tiedot saadaan, ettd kvaterniot muodostavat
jakorenkaan. Lisaksi erittain hyodylliseksi kéasitteeksi osoittautuu normi eli
euklidinen etéisyys.

Aloitetaan méarittelemalld kvaternion determinantti matriisilaskennasta
tutulla kaavalla, alkioiden paikalla vain on kompleksilukuja [/, s.142]

det (; ‘Z) =eh—gf, jossae,f,gheC.

Taten kvaternion determinantti on
a+ib c+id
det(a) = (—c +id a— bi)
= (a+bi)(a—bi) — (—c+di)(c+ di)
=a® — abi+ abi + b* — (—c* + cdi — cdi — d?)
=a*+ b+ +d2
Maéaritelladn seuraavaksi kvaternion kadnteisluku, silla sitéd tarvitaan seké
seuraavan luvun laskuissa etta osoittamaan kvaternioiden olevan jakorengas.

Kvaternion kaénteisluku merkitéan kompleksilukujen kaanteisluvun 4.1 ja
konjugaatin (1.1) avulla.

Madiritelmé 4.3. Olkoon kvaternio q € H*. Kvaternion kidnteisluku q—*
on

q al—-bi—c¢—dk 1
qq @+ +c2+d>  det(q)

q =

(al —bi—cj — dk). (4.1)

1
q
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Kaava (4.1) pétee, silla
qq = (a1l + bi + ¢j + dk)(al — bi — ¢j — dk)
= a? — abi — acj — adk + abi + b* — bck - - - + ¢ + dak — dbj + cdi + d*
=a®+bV++d°
=qq
(4.2)

Huomautus 4.4. Kvaternion ja sen kadnteisluvun tulo

qq ! = (al +bi +cj+ dk)(det(q) (al — bi — ¢j — dk))

1

2+t a2l

1 2 2 2 2
= b &) | (4.2
drErares trrerd)e (4.3)

1 0
-1 = (g §)=n

1 _
VRN R

=q 'q.

Huomautuksen mukaan kvaternioiden kaikki nollasta poikkeavat alkiot
ovat yksikoitéd eli jokaisella nollasta poikkeavalla renkaan alkiolla on kaan-
teisluku [2, s.37]. Jakorengas on rengas jonka kaikki nollasta poikkeavat al-
kiot ovat yksikoitd [2, s.38]. Téten kvaterniot muodostavat jakorenkaan ja
koska kvaternioiden kertolasku ei ole kommutatiivinen ne muodostavat vino-
kunnan.

Maaritetadn seuraavaksi kvaternioille normi.

Maaritelma 4.5 (Normi). Olkoon kvaternio q € Hy. Kvaternion normi eli
euklidinen etéisyys origosta saadaan kaavalla

lall = lla — 0] = Va2 + b2 + 2 + d2 = /det(q).

Huomautus 4.6. Toisin sanoen det(q) = ||q|*.

Nyt yhdistdmaélla determinantti ja kertolasku voidaan kahden kvaternion
normien tulo lopulta kirjoittaa erikseen [3, s.160].

Lause 4.7. Olkoon q,p € H* kvaternioita. Kvaternioiden normeille pitee
lpall* = [[pl*[lall*.
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Todistus. Osoitetaan, etté lause patee kvaternioiden normeille determinantin
laskusédantojen nojalla

lpql|? = det(pq) |[Huomautus 4.6
= det(p) det(q)||Determinantin laskusaannot
= ||p|I?||a/?|[Huomautus 4.6.

]

Lauseen 4.7 myoté erityisesti ||gqp|| = ||p||||q]| eli kahden kvaternion tulon
normi voidaan kirjoittaa normien tulona. Osoitetaan sitten, etté kvaterniolla
kerrottaessa kahden pisteen etiisyytta voidaan samalla tavalla laskea normit
erikseen kvaterniosta ja pisteiden vélisesta etéisyydesta.

Lause 4.8. Olkoon pisteet p1, ps € R* ja kvaternio q € H*. Tdlloin

Ip1a — paa|l = |lp1 — p2llllall-

Todistus. Matriisien laskusddnt6jen nojalla piq — poq = (p1 — p2)q. Néin
ollen viite seuraa Lauseesta 4.7.
O

Taten etaisyys kahden pisteen vélilla kerrotaan kvaternion q normilla.
Jos ||q]] = 1, ja kuvaus p — gqp on isometria [3, s.160].

Niin on tutustuttu kvaternioihin avaruudessa R* ja niiden ominaisuuk-
siin. Seuraavassa luvussa paastdan itse asiaan eli kiertokvaternioihin ja niiden
muodostamiseen.
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5 Avaruuden kierrot kvaternioiden avulla

Tassa luvussa esitellidn miten avaruuden R? ja erityisesti pallopinnan kier-
toja voidaan esittad kvaternioiden avulla. Aluksi méadritellidn avaruuden R3
kvaterniot. Taman jélkeen muodostetaan kiertokvaternio ja osoitetaan, ettéa
se on avaruuden R3 kierto.

Méaritelldin ensin avaruudelle R? kvaternio [3, s.160] ja kéaytetddn tdssa
edellisen luvun huomautusta kvaternioiden toisesta kirjoitusmuodosta.

Huomautus 5.1. Kvaternio voidaan kirjoittaa myos muodossa [3, s.159]
q = al + bi + ¢j + dk,

misséa

) () m () e

Mairitelméa 5.2. Avaruuden R? kvaternioiden joukko on

H? = {p=al +bi+cj+dk € H":a =0}

5.1 Avaruuden R? kvaternioiden ominaisuuksia

Tassd luvussa etsitdén kuvaus isometrialle avaruudessa R? ja esitetddn se
kvaternioiden avulla. Aloitetaan etsimilli kuvaus avaruuden H* ja H? kva-
ternioiden avulla, joka kuvautuu takaisin avaruuteen R3. Téstd saadaan seu-
raus, ettd kyseinen kuvaus on avaruuden R? isometria valitsemalla sopivat
kvaterniot. Taman jalkeen kirjoitetaan kuvaus uudessa muodossa, joka joh-
dattelee avaruuden R? kiertoihin [3, s.160].

Luvun neljin lopussa kerrottiin, etté isometria avaruudessa R* saadaan
kuvauksella p — qp, kun ||q|| = 1. Kay ilmi, ettd kertomalla kuvausta
puolittain kvaternion kiénteisluvulla saadaan kuvaus p — qpq~!, joka ku-
vaa avaruuden R? kvaternion takaisin avaruuteen R? tai (i, j, k)-avaruuteen.
Avaruus (i, j, k) koostuu reaalilukujen kolmikoista (z,y, z), joten samaistus-
ta voidaan kayttdd [3, s.160]. Aloitetaan osoittamalla, ettd esitelty kuvaus
p — qpq ! kuvautuu avaruuteen R3.

Lause 5.3. Olkoon p € H? ja q € H*, q # 0. Télléin qpq~"* € H3.

Todistus on suoraviivainen, mutta se vaatii hieman laskutyotéa, joten kir-
joitan auki vain tarkeimmét véalivaiheet.
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Todistus. Olkoon p = xi + yj + 2k ja q = al + bi + ¢j + dk. Kuvauksessa
p — qpq ! kerrotaan kvaterniota p vasemmalta puolelta kvaterniolla q ja
oikealta puolelta kvaternion q kédanteisalkiolla. Muodostetaan ensin kvater-

nion q kéénteisalkio kaavalla (4.1).

1
1 . .
q = (a1 —bi — ¢j — dk).
lalf?

Lasketaan sitten qp:

qp = (al 4+ bi + ¢j + dk)(zi + yj + zk)
= alzi+ alyj+ alzk + bz (—1) + byk + - - - + czi + dxj — dyi + dz(—1)
= 1(—bx — cy — dz) +i(ax + cz — dy) + j(ay — bz + dx) + k(az + by — cx).
Kirjoitetaan nyt laskemisen helpottamiseksi

a=—br—cy—dz
B=ar+cz—dy
v =ay —bz+dx
0 =az+ by — cx.

Nyt tulo voidaan kirjoittaa

qp = al + Bi+~vj + dk.

Lasketaan sitten qpq~!:

(a1l — bi — ¢j — dk)

apq ' = (al + Bi +7j + k) E

(a1 + Bi+vj+ 0k)(al — bi — c¢j — dk)

~ lal®

=

Lasketaan nyt termin 1 kertolaskut o - a, - b,7-cja § - d) auki ja saadaan
tulokseksi 1 - 0 eli kuvaus on muotoa

J(L(aa+ Bb+vye+6dd) +i(—ab...)+j(—ac...) + k(—ad...)).

1

W)(i(—ab...)+j(—OzC--~)+k(—Oéd---)) € 1.

apq ' = (
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Nyt on osoitettu, ettd haluttu kuvaus kuvautuu takaisin avaruuteen R3.
Kayttamalla kvaternioiden laskusédantoja huomataan, ettd valitsemalla ava-
ruuden H* kvaternio jonka normi on 1, on 16ydetty avaruuden R3 isometria
[3, 5.160], koska tulos on térked muotoillaan siita lause.

Lause 5.4. Olkoot q € H*, ||q|| = 1. Télldin kuvaus p — qpq™" on avaruu-
den R3 isometria.

Todistus. Osoitetaan, ettd kuvaus p — qpq~! siilyttdd kahden pisteen etéi-
syyden. Olkoot p; ja ps kvaternioita R?:ssa. Kuvataan niméi molemmat ku-
vauksen p — qpq ! avulla ja osoitetaan, ettd niiden etiisyys on tdsmailleen
sama kuin ennen kuvausta.

l(apia™") — (ap2a )| = [la(pia™" — p2q )|
= |a(p1 —p2)a”’|
= [laflllp1 — p2llla”"|| | Lause (4.8)

1
=1||p1 — P2Hm

= ||P1 - P2||-

1

Taten on osoitettu, etta kuvaus p — qpq " on isometria, silld etdisyys

sdilyy samana. O]

Kirjoitetaan nyt kvaternio eri muodossa, silla haluamme loytéa avaruuden
R? kierron. Havaitaan ensin, ettd miké tahansa kvaternio, jonka pituus on 1
voidaan kirjoittaa muodossa q = cos (g) + (li + mj + nk) sin (g) [3, s.161].

Lause 5.5. Jokainen kvaternio q € Hy, ||q|| = 1 voidaan esittid muodossa
0 . . (0
q=cos ||+ (li 4+ mj + nk) sin 5] (5.2)

jossa 1> +m? +n? = 1.
Huomautus 5.6. Jokaiselle muotoa (5.2) olevalle kvaternioille q pétee ||q|| =
1.

Osoitetaan ensin, ettd mikéd tahansa kvaternio q € H* voidaan esittid
halutussa muodossa ja osoitetaan sitten, ettd halutun kvaternion pituus to-
dellakin on 1.
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Todistus. Olkoon q € H* q = al+bi+cj+dk. Kirjoitetaan tama nyt uudella
tavalla
q=al +bi+cj+dk
0
= COS(§) + bi + ¢j + dk
0 . 0., . 0. .0
= COS(§) + lsm(§)1 + m81n(§)J + nsm(§)k
0 0
= COS(i) + (li + mj + nk) sin(ﬁ)

Merkitsemdlld a = cos(%), b = Isin(%) ja niin edelleen pédstdin halut-

tuun lopputulokseen. Osoitetaan vield, etté ||q|| = 1.

lall = /det(a)

0052(2) + (1 sin(g))2 + (m sin(Z))2 + (n sin(g))2

0 0
0082(5) + Sin2(§)(12 + m? + n?)

0 0
cos2(§) + Sin2(§)

|

I
"5

]

Nyt on osoitettu, ettd jokainen kvaternio q € H*, jonka pituus on 1
voidaan kirjoittaa edelld maéritellyssi muodossa. Tatda muotoa kutsutaan
kiertokvaternioksi, silld se méarittdé kierron avaruudessa R3.
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5.2 Kiertokvaternio avaruudessa R®

Edellisessa luvussa esitetty Lause 5.5 antaa uuden muodon kvaterniolle. T&-
mé muoto on hyddyllinen, silli kun se esitetddn kuvauksena p — qpq™*
huomataan, etti se edustaa avaruuden R? kiertoa.

Lause 5.7. Olkoon q € H*,
0 . . . (0
q=cos | + (li +mj + nk) sin 5]

Talloin kuvaus p — qpq~! on avaruuden R? kierto vektorin v = li+mj-+nk
mdadarittamdn kiertoakselin suhteen vektorin v kdrjestd katsottuna kulman 6
verran vastapaivaan.

Jos q = nk, jossa n > 0, niin vastapaivaan tarkoittaa suuntaa, jossa
valitaan positiivinen k-akseli ja sitd vastassa oleva kohtisuora taso (1, j), jo-
ta kierretddn vastapaivaan eli i-akselilta pisteestd (1,0) j-akselin suuntaan
pisteeseen (0,1) ja niin edespéin. Vastapdividn kierroissa kulma 6 on po-
sitiivinen ja kuuluu vélille [0, 27]. Osoitetaan seuraavaksi, ettd tdméa péatee
(i, k)-tasolle seké kiertoakseleille j.

Todistus. Osoitetaan Lause 5.5 kiertoakseleille j ja (i, k)-tasolle. Nyt kierto-

kvaternioksi saadaan q = cos (g) +jsin (%) ja kiertokvaternion kaanteisluku

on q~! = cos (g) — jsin (g) Osoitetaan ensin laskemalla, ettd ndin méari-

telty kiertokvaternio kuvaa akselin yj pisteet itsekseen.

qyjq ' = (cos (g) + jsin (g))yj(cos <Z> — jsin (Z))

(2 s (Oten(2) 0o (2]

= yj cos® ) + y cos (Z) sin (Z) — 7/ COS (Z) sin (Z) + yj sin? <Z
o)
sl

Lasketaan seuraavaksi pisteet i ja k akseleilta.

N———

= y/j cos®

/N -~
N D

= yj(cos”

/N
N>

= yJ-
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qiq ! = (cos (g) +jsin (g))i(cos (g) ~jsin <g>)
R
= (cos (Z) +jsin @)(icos (Z) ~ ksin (‘;))) lii= kjk=i
vl g )
0

Il
—
—
o
=}
1)
(V)
\_/A
N D
~—
|
12}
Z.
=
(V)
VR
N D
~__—
SN—
|
b
—
[\
o
=}
15}

\
~__—
<
]
VR
N D
~—
SN—

= kcos(0) + isin().

Nyt on osoitettu kierrot kvaternioille i ja k, ja lisdksi tiedetdan, etta
jos origoa kierretddn se sailyy samana, kun kiertoakseli kulkee sen lépi, niin
ollen kierto méérittaa nyt (i, k)-tason, silla se kuvaa kolme eri pistetté kierron
avulla. Edella esitetty (i, j, k)-avaruuden isometria kuvaa yj-akselin itselleen
ja kiertad (i, k)-tason kulman 6 verran vastapéivaén, joten kyseessa on kierto
yj akselin suhteen [3, s.162]. O

Sama padttely voidaan toistaa myos muille avaruuden akseleille i ja j
samaan tapaan. Toisaalta voidaan valita mika tahansa suora, joka kulkee
origon halki kiertoakseliksi. Seuraavaksi huomautus kierroista myotapaivaan.
Huomautus 5.8. Jos q, on kiertokuvauksen kvaternio kulman 6 verran vasta-
paivadn kierrettiessi, niin kidnteisalkio q;' on vastaavan kiertokuvauksen
kvaternio kulman 6 verran myotipaivadin kierrettiessi eli q; ' = qn.

Huomautus kierrosta myotapaivaan perustuu siihen, etta valitsemalla ne-
gatiivinen kulma ja hyodyntéamaélla trigonometrisia laskusadntoja saadaan

Q= COS (—z>+(li+mj—|—nk) sin (—g) = cos (Z)—(li+mj+nk) sin (Z) =q, !,

ja vastaavasti
q;nl = qy-

Lasketaan seuraavaksi esimerkki seké vasta- ettd myotapaivadn kierrosta.
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Esimerkki 5.9. Kierretdan kvaterniota p = 1i + 1j kulman ¢ = 7 verran

vastapaiviaan ja myotapaivaan, jolloin kiertokulmana on 6 = —7 ja valitaan
kiertoakseliksi k. Muodostetaan ensin kiertokvaternio ja sen kaanteisalkio

vastapéivaan kierrolle

T T 1 1
Qv :cos(%)—i-ksin(%) —cos(4)+ks1n(1) E—Fkﬁ,
- m . T 1 1
q, L — COS(Z) — kSln(Z) = ﬁ — kﬁ

Lasketaan nyt kuvaus p — q,pq,*

1 1
a.pq, (7+k\/—)( )(ﬁ_kﬁ)
(k)i i i i)
! v AR R v,
= (s k) )
(753073
.2 .2
ave T Vave
— —i+].

Kierretdan nyt myotapaivaan, joten kiertokvaternio ja sen kaénteisalkio ovat

W S N I
- o I T e

NGNINIE

>

) + ksin(—

NONINIE

Q= cos(—

ja kuvaus p — q,,pq,,'

a1 1
amP4,, —(\/5 \/—)( )(\/— 5

Kuva 5.1: Kierto vastapaivaan on oranssilla ja kierto myotapaivaan vihrealla.
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6 Tetraedrin kierrot

Tassa luvussa tarkastellaan tetraedrin kiertoryhméa eli kiertoja, jotka sai-
lyttavat tetraedrin olemuksen. Toisin sanoen, jos valitaan tetraedrista tiet-
ty kulma huipuksi ja tietty tahko pohjaksi, niin kierroilla saadaan tetraedri
kuvattua siten, etté aina jokin kulma on huippu ja jokin sivu on pohja. Tet-
raedri on yksi Platonin kappaleista. Platonin kappaleet ovat kaikki saannol-
lisid. Muita esimerkkeja ovat hieman tutumpi kuutio seké oktaedri.

A —

N

C

Kuva 6.1: Tetraedri yksikkokuution sisallé.

Tetraedrissa on nelja tahkoa ja jokaisella tahkolla on kolme kulmaa, siis
kiertoja on yhteensa 12 [3, s. 164]. Kiertoryhmé muodostuu 12 alkiosta, jois-
ta ensimméinen on neutraalialkio, jossa ei kierretd minkédan suhteen. Témén
jalkeen loput kierrot voidaan jakaa 1/2- kiertoihin eli puolikiertoihin, joita
on 3 ja 1/3-kiertoihin eli kolmasosakiertoihin, joita on 8. Naistd muodostuu
tetraedrin kiertoryhma, jota voidaan kutsua myos tetraedrin symmetriaryh-
méksi.

Maaritelma 6.1. Tetraedrin kiertoryhma on

Sy ={f:R>—= R®: Kkierrot, jotka kuvaavat tetraedrin itsekseen}

Tarkastellaan seuraavaksi puoli- ja kolmasosakiertoja seka niiden kvater-
nioesityksia.
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6.1 Tetraedrin 1/2-kierto

Tetraedrin 1/2-kierrossa kiertoakselit ovat vastakkaisten sivujen keskinor-
maalit eli kulkevat kohtisuorasti vastakkaisten sivujen keskipisteen lapi ja
kiertokulma # = m = 180°. Mahdollisia sivupareja on kolme, joten tésté saa-
daan kolme eri kiertoa. Kiertosuunnalla ei ole véilia, silla kierrettaessa 180
asteen verran paadytaan samaan lopputulokseen kierrettiin sitten myoté- tai
vastapaivaan.

Tetraedrin sivujen keskinormaalit leikkaavat toisensa kohtisuorassa, joten
valitaan kiertoakseleiksi (i, j, k)-avaruuden akselit ja esitetéén kierrot seuraa-
vien kuvien avulla. Kuviin on merkitty eri karjet eri véreilld, jotta kiertojen
erottaminen on helpompaa. Koordinaattiakselit leikkaavat myos aina kaksi
tetraedrin sivua, jolloin puolikierrossa on tietyt pisteparit, jotka "vaihtavat”
paikkaa.

Maaritelladn ensin neutraalialkio eli tetraedri, jota ei kierretty. Olkoon
tdma kuvassa 6.2. Valitaan téstd tetraedristd huipuksi piste A ja pohjaksi
kolmio BC'D. Tahén kuvaan verrataan muiden tetraedrien kierrot.

Kuva 6.2: Kuvassa on tetraedrin yksikkokuution sisallé. Pisteiden koordinaa-
tit ovat A =(-1,1,1), B=(1,-1,1), C =(1,1,—-1) ja D = (—1,—1,—1).

Kuvataan nyt loput puolikierrot.
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Kuva 6.5: Kierto kulman 7 verran k-akselin suhteen myotapéivaén.
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6.2 Tetraedrin 1/3-kierto

Tetraedrin 1/3-kierrossa kiertoakselit kulkevat kérjen ja sitd vastaavan tah-
kon lapi. Eli myo6s tassa tapauksessa puhutaan suorasta, joka on tahkon keski-
normaali ja kulkee tahkon keskipisteen kautta. Kun hyodynnetaan kuutiota,
niin voidaan kiertoakselin ajatella kulkevan kuution vastakkaisten karkien la-
pi. Kiertokulma on 1/3 tidydesta ympyrésté eli § = 120° = %’T Kiertoakseleita
on nelja. Kolmasosakierroissa kiertosuunnalla on vélia ja kierrot myotapéi-
vaan antavat eri tulokset kuin kierrot vastapéivian. Kiertosuunta katsotaan
aina huipun mukaan. Taten saadaan yhteensa kahdeksan eri kiertoa. Otetaan
taas sama nollakierto vertailuksi ja kuvataan kierrot pareittain.

Kuva 6.6: Verrataan taas tahidn neutraalialkioon.

Valitaan ensimmaiseksi kiertoakseliksi vektori, joka kulkee origosta huip-
puun A toisin sanoen v = —i + j + k.

A=(1,1.1) Ka(C) o

Kuva 6.7: Vasemmalla on kolmasosakierto vastapaivadn ja oikealla myotéa-
paivaan.
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B=(1,-1,1)

Kuva 6.8: Vasemmalla on kolmasosakierto vastapéivaan ja oikealla myo6ta-
paivaan.

-1,-1,1)

C=(1,1,-1)

ko(®)

Kuva 6.9: Vasemmalla on kolmasosakierto vastapéivaan ja oikealla myota-
paivaan.

Kuva 6.10: Vasemmalla on kuva kolmasosakierrosta vastapaivain ja oikealla
myotapaivaan.
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6.3 Kierrot kvaternioiden avulla

Yhdistetadn nyt tetraedrin kiertoihin kvaterniot. Lasketaan kiertokvaterniot
seka puolikierrolle ettd kolmasosakierrolle ja tehddén muutama esimerkki
miten niita kdytetdan.

Puolikiertojen kiertokvaterniot ovat muotoa +i, +j ja £k [3, s.165]. Las-
ketaan esimerkin vuoksi kierto i-akselin suhteen. Muut akselit saadaan las-
kettua vastaavasti.

Esimerkki 6.2. Puolikierron kiertokvaternio q kiertoakselin i suhteen on
lauseen 5.7 nojalla

<7T> +. . <7T> O+. i
= — isin(—=| = i=1i
q = cos 5 S 5 ,

ja kiertokvaternion kaanteisluku

q'l= detl(q) (cos (g) —isin (;T)) =1-(0—-1i)=—i

Maaritelladn seuraavaksi kolmasosakierron kiertokvaternio [3, s.165]. Kier-
toakselit kulkevat yksikkokuution kulmien lapi, joten kertoimet ovat 1. Kier-
toakselille saadaan seuraava esitys +i+ j + k. Kiertoakseleiden pituus ei kui-
tenkaan ole 1, joka on ehtona kiertokvaternion kaavan kéyttamiselle, joten
normitetaan akseli

+i+jtk 1
Z4+124+12 V3
Nyt kiertokvaterniot saadaan sijoittamalla kiertoakseli ja kulmat kiertokva-

ternion kaavaan. Lasketaan esimerkki kiertoakselin %(—i + j + k) suhteen
myotdpaivadn, jolloin kulma on positiivinen.

(+i+j+k).

Esimerkki 6.3. Kolmasosakierron kiertokvaternio p, kun kiertoakselina on

(=i +j+ k) muotoa:
)+
(—i+j+k)sin <g

V3
pzcos(
_I_i
V3
V3

< 1
= COS
3 3 ki
(—i+j+ )2

o
3

(—i+j+k)sin<

ool
~

13 s
Sl
w

~— N

Sl

11
L1
SRS SRS

| —
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ja kiertokvaternion kaénteisluku

1 2m 1 2m
-1 _ EN A . k) si 3
p det(q)<COS<2> \/§( i+j+ )Sm<2>)
1 1 1 1
=—+-i—-j— =k
53 T T
Tasta voidaan yleistdd, ettd kaikki kolmasosakiertokvaterniot ovat muo-

toa

E + li + L j* 1k7

22 2 2
jossa plus ja miinusmerkit voivat olla missa kohtaa tahansa. Kvaterniot tu-
levat pareittain ja pkp~! = (—p)k(—p)~!. Néin ollen p ja —p ovat saman
kierron kiertokvaternioita. Taten kvaterniot voidaan kirjoittaa muodossa

el
2 2 20 2

Neutraalialkio voidaan myos esittéda kvaternion avulla olkoon se 1 ja koska
kvaterniot tulevat pareittain neutraalialkion kvaternio on muotoa +1.

Lasketaan nyt yksi puoli- ja yksi kolmasosakierto esimerkin vuoksi, muut
kierrot voidaan laskea vastaavasti. Otetaan kayttoon kuvan 6.2 tetraedri,
siiné tetraedrin huippujen koordinaatit ovat A = (—1,1,1), B = (1, -1, 1),
C=(1,1,-1) ja D = (—1,—1,—1). Muutetaan nadmé kvaternioiksi, jolloin
saadaan A = —i+j+k, B=i—j+k, C=i+j—kjaD=—-i—-j—
k. Kvaternioiden matriisimuodoista voidaan muodostaa laskutaulukko, joka
helpottaa kiertojen laskemista

1 i j k
111 i j k
i|li -1 k —j
jli -k -1 i
k|lk j —-i -1

Esimerkki 6.4. Lasketaan puolikierto akselin i suhteen:
ki(A) =i(—i+j+k)(-i) = (1 + k —j)(-i
ki(B) =i(i—j+k)(-i) = (-1 -k —j)(-i) =i+j-k=C,
kE(C)=i(i+j—k)(—i) = (— 1+k+J)(—1)—1—J—|—k B,

k(D) =i(—i—j—k)(—i)=1-k+j)(-i)=—-i+j+k=A

Saadaan siis, ettd pisteparit ovat vaihtaneet paikkaa, kuten puolikierrossa
pitaakin. Tama kierto on esitetty kuvassa 6.3.
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Esimerkki 6.5. Lasketaan kolmasosakierto akselin —i + j + k suhteen vas-
tapaivdan, jolloin kiertoakseli kulkee kdrjen A halki. Kiertokvaterniot ovat
esimerkin 6.3 !
ja
I ..
b, = (i k)

Kierrot ovat:

1 1
kA,v(A):5(1—i+j+k)(—i+j+k)§(1+i—j—k):—i+j+k:A,
1 1
kao(B) = 5(1—i+j+k)(i—j+k(1+i-j-k =i+j-k=C

1 1
kao(C) = (A —it+j+k)(i+j-k);(1+i-j-k)=-i-j-k=D,

1 1
kan(D) =51 —i+j+k)(-i-j-k)(1+i-j-k) =-i+j+k=5.

Taméa on tasmélleen samoin kuin kuvassa 6.7 nahdéan. Piste A kuvautuu
itselleen ja loput pisteet kuvautuvat seuraavasti B — C', C' — D ja D — B.

Vastaavasti myotapaivaan kierrot saadaan, kun kiertoakseli kulkee karjen
A kautta kulman —120 verran, joten kiertokvaterniot ovat

1
pm:§(1+i_j_k)

ja

Lasketaan kierrot:

k’A,m(A) = A,
kam(B) =D,
kam(C) = B,
kam(D) =C

Eli myotapaivaan kierrossa pisteet menevat: B — D D — C ja C' — B.

Muut kolmasosakierrot voidaan laskea vastaavasti.
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