7.-8.-luokkalaisten virheet geometriassa ja virheiden vai-
kutukset ryhmin viliseen dialogiin

Hanna Jokiaho
Emma Maaranen

Matematiikan pro gradu -tutkielma
Kevitlukukausi 2024
Matemaattis-luonnontieteellinen tiedekunta
Jyvéaskyldn yliopisto



TIIVISTELMA

Jokiaho Hanna, Maaranen Emma. 2024. 7.-8.-luokkalaisten virheet geometri-
assa ja virheiden vaikutukset ryhmin viliseen dialogiin. Matematiikan pro
gradu -tutkielma. Jyvdskylin yliopisto. Matemaattis-luonnontieteellinen tie-
dekunta. 94 sivua.

Taman tutkielman tarkoituksena on antaa informaatiota siitd, millaisia ovat 7.-
8.-luokkalaisten yleisimmadt virheet geometriassa, ja miten muut oppilaat reagoi-
vat vertaistensa tekemiin virheisiin. Tutkimustulosten on tarkoitus hyodyttda
erityisesti opettajia tarjoamalla tietoa oppilaiden geometrian taitotasosta sekd ar-
gumentaatiotaidoista.

Tassd tutkimuksessa hyddynnetddn Jyvaskyldn opettajankoulutuslaitoksen
valmiiksi kerddamaa DARLING-aineistoa. Aineistossa on videoitu 7.-8.-luokka-
laisten yldkoululaisten matematiikan ryhmaétydétilanteita. Téhdn tutkimukseen
valikoitui viisi eri oppitunnin aihetta, joista pienryhmdvideoita tuli yhteensa 69
kappaletta. Aineistoa analysoidaan laadullisin tutkimusmenetelmin, ja dialogi-
suutta tarkastellessa hyodynnetddn sovellettua dialogin ulottuvuuksien mallia.

Tamdn aineiston tutkimustulokset osoittavat, ettd yli puolet oppilaiden te-
kemistd virheistd liittyvit termien nimiin ja madritelmiin. Yleisin tapa reagoida
virheeseen oli kommentointi, eli tilanteessa ei oteta kantaa virheeseen, vaan se
ainoastaan kuitataan joko sanallisesti tai sanattomasti, esimerkiksi nyokkaa-
millé. Toiseksi yleisin tapa oli kuitenkin haastaminen, eli oppilaat melko rohke-
asti uskaltavat osoittaa epakohtia toisten virheissa.

Nayttdisi siltd, ettd oppilaiden matemaattiseen puheeseen tulisi kiinnittdaa
huomiota. Virheet termeissa liittyi suurelta osin vddran termin kdyttamiseen, esi-
merkiksi pallon sijasta kdytetddn termid ympyrad. Myos maddritelmien osaamiseen
tulee kiinnittdd huomiota. Oppilaiden rohkeus ja taidot virheisiin reagoimiseen
ja sen haastamiseen ovat jo suhteellisen hyvilld tasolla haastamisen ollessa

toiseksi yleisin reagointitapa, mutta siind on vield kehitettavaa.
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1 JOHDANTO

Matematiikassa virheiden tekeminen ja virheiden kautta oppiminen on arkipai-
vad. Vaikka virheet mielletddn usein negatiivisena asiana, niin parhaimmassa ta-
pauksessa virhe voi kuitenkin tarjota merkittavid oivalluksia ja oppimistilanteita
myo6s muille, kuin virheen tekijdlle itselleen. Esimerkiksi koulussa ryhmaétyoti-
lanteessa jonkun tehdessa virheen, myos ryhman muut jasenet sen jalkeen liitty-
vét tilanteen etenemiseen. Korjaako joku ryhman jdsenistd virheen? Puuttuuko
rohkeus huomauttaa virheestd, jolloin virhe kuitataan hyvaksytyksi? Huomat-
tiinko virhettd edes?

Néakemykset virheistd jakaantuvat yha negatiivisiin ja positiivisiin. Negatii-
vinen késitys on kuitenkin jo jokseenkin vanhentunut ajattelutapa. Bandura
(1986), Barnes ja Underwood (1959) ja Skinner (1953) ovat aikanaan ajatuksillaan
vahvistaneet negatiivista ndkemystd, ja heidan mukaansa virheitd tulisi valttaa
kaikin keinoin. Myos Ausubel (1968) pitdd virheitd vaarallisena, silld hdnen mie-
lestddn virheiden salliminen kannustaa ihmisid harjoittelemaan vaérid ja tehotto-
mia tapoja, joita on hankala jalkeenpdin korjata kohti oikeita tapoja. Virheit tut-
kitaan paljon nykypdivand voidakseen vaikuttaa niihin ennaltaehkdisevasti,
mutta ndkemykset virheiden tekemisestd ovat nykyisin positiivisemmat. Met-
calfe (2017) kuvailee virheitd tienviittoina ratkaisua rakentaessa. Virheiden teke-
minen auttaa oppijaa kohdentamaan huomionsa paremmin sekd padsemédn oi-
keaan vastaukseen. Myos Palkki (2022) korostaa virheiden sekavuuden ja hdirion
sijaan niiden mahdollisuutta toimia oivallisena pohjana opetukselle.

Oppilaiden tekemien virheiden kautta myds opetusalan ammattilaiset voi-
vat kehittdd tyotansa. Yleisimmin ilmenneiden virheiden kautta opettajat voivat
saada arvokasta tietoa opetuksen kehittamistd varten, ja oppikirjojen laatijat op-
pikirjojen tdismentamisen tueksi. Esimerkiksi opettajilla on kddet tdynnd opetuk-
sen ja muiden tyotehtdvien parissa, joten tutkimukset tarjoavat heille merkityk-
sellistd tietoa.

Tassd tutkimuksessa haluamme tuottaa tietoa 7.-8.-luokkalaisilla yleisim-

min ilmenevista virheistd geometriassa. Yleisimmin esiintyvét virheet ilmaisevat



kehityskohtia niin opetukseen, kuin oppimateriaalien laatimiseen. Aiemmin vas-
taavaa virhetutkimusta on tehnyt muun muassa Kivi (2020) algebrallisiin virhe-
kasityksiin liittyen ja Kéarki (2015) opettajaopiskelijoiden geometristen maéritel-
mien osaamisesta. Geometrisia virhekasityksid on tutkinut esimerkiksi Ozerem
(2012). Hanen tutkimuksensa kuitenkin keskittyy ainoastaan 7.-luokkalaisiin ja
otos on varsin pieni, ainoastaan 28 oppilasta. Meiddn tutkimuksemme laajentaa
otosta sisdltden viisi luokkaa, joissa on yhteensd 106 oppilasta.

Ozeremin (2012) aineisto koostuu koetuloksista ja haastatteluista, joissa op-
pilailta kysytdan kysymyksia liittyen kiinnostukseen ja ajatuksiin geometrian op-
pitunneista. Vastaavasti myos Kivi (2020) ja Kéarki (2015) ovat kerdnneet aineis-
tonsa kokeiden tuloksista. Tadssa tutkimuksessa aineistona olemme kiytténeet vi-
deomateriaalia oppitunneilta. Tdlld tavoin saamme autenttisempaa tietoa virhe-
tilanteesta, silld tilanne ndhddian kokonaisuudessaan. Testituloksista ndhdiin ai-
noastaan virheelliset ratkaisut, mutta videoaineiston ansiosta niemme koko ti-
lanteen, miten ja miksi oppilaat virheellisiin ratkaisuihin paatyvat.

Tilanteet virheen ilmenemisen jidlkeen jatkuvat aina jotenkin, joko virheelli-
seen ratkaisutapaan puuttuen tai sen huomiotta jattden. Ryhmatyotilanteessa rat-
kaisutapaansa, oli se virheellinen tai ei, voi joutua puolustamaan ja perustele-
maan. Matematiikka pohjautuukin pitkalti argumentaatiotaidoille ja johdonmu-
kaiselle perustelulle. Jo varhaisessa vaiheessa oppilaille opetetaan taitoja esittdd
matemaattinen ratkaisu vélivaiheita, eli perusteluja, kdyttden. Argumentaatiotai-
toja ja dialogisuutta yleisesti on tutkittu paljon, ja esimerkiksi Hahkioniemi ym.
(2019) ovat tutkineet nimenomaan argumentaatiotaitojen kehittymistd matema-
tiikassa. Webb ym. (2009) tutkimus keskittyy oppilaiden toimimiseen toistensa
ideoiden parissa sekd Wood ja Kalinec (2012) ovat tutkineet dialogisuuden vai-
kutusta oppimismahdollisuuksiin. Tutkimukset keskittyen virhetilanteiden jal-
keiseen keskusteluun ovat kuitenkin vihdisid. Tutkimuksia 16ytyy paljon siitd,
miten opettaja reagoi oppilaiden virheisiin, mutta ei juurikaan siitd, miten oppi-
laat reagoivat toistensa tekemiin virheisiin. Tadssd tutkimuksessa haluamme tar-

jota tietoa, mitkd ovat oppilaiden yleisimmit reagointitavat toistensa tekemiin



virheisiin, ja miten dialogi siitd jatkuu. Tamad tarjoaa mielenkiintoista informaa-
tiota oppilaiden kyvyistd ja rohkeudesta puuttua virheisiin.

Tutkimusta ldhestytddn laadullisin tutkimusmenetelmin. Jo alkuun oletuk-
sena on, ettd virheitd tulee olemaan useita. Tavoitteena olisi 16ytda sekd yleisim-
mistd virheistd geometriassa ettd yleisimmista tavoista reagoida virheeseen sel-
kedsti eniten ilmenevét tapaukset, jolloin tehty tutkimus tarjoaa uutta tietoa eika
jdd vain yleiselle tasolle. Luvussa 2 ja 3 esitellddn tarvittavia taustatietoja tutki-
musta varten. Luvussa 4 on esitelty tarkemmat tutkimuskysymykset ja tutkimus-
tehtdvd, ja luvussa 5 kuvaillaan tutkimuksen toteuttamista. Luvussa 6 esitelldan
saadut tutkimustulokset. Lopuksi luvussa 7 tarkastellaan ilmenneitd tuloksia, ar-
vioidaan tutkimuksen toteutusta seké esitellddn mahdollisia jatkotutkimuside-

oita.



2 TEOREETTINEN TAUSTA

2.1 Argumentaatio

Perinteisesti argumentaatiossa pyritddn vakuuttamaan vastapuoli usko-
maan esitettyd vditettd. Usein argumentaation tutkimus keskittyy keskustelui-
hin, joissa oppilaat tekevit vditteitd, puolustavat niitd sekd kritisoivat toisten ar-
gumentteja. (Hiltunen ym., 2016). Argumentoinniksi voidaan késittdad kaikki ne
tilanteet, joissa oppilaat tai opettajat tekevit matemaattisen viitteen ja esittavit
todisteita sen tueksi. (Conner ym., 2014). Stylianideksen ym. (2016) mukaan ma-
temaattinen argumentaatio ja todistaminen muistuttavan ldheisesti tosiaan. Ha-
rel ja Sowder (2007) mainitsevat todistamisen tarkoittavan usein matemaatikoi-
den tarkkaa argumentointia. Heidén mukaansa todistaminen voidaan jakaa kah-
teen prosessiin: varmistamiseen sekd taivutteluun. Varmistamisessa yksilo tai
ryhmaé pyrkivét poistamaan omat epdilyksensd, kun taas taivuttelussa pyritaan
vakuuttamaan ulkopuoliset. Argumentaatio matematiikassa muistuttaakin to-
distamista, mutta voi olla kieleltdan vapaampaa.

Argumentoinnin sekd dialogin analysointiin Hiltunen ym. (2016) ovat ke-
hittdneet mallin Toulminin argumentaatiomallin pohjalta. Toisin kuin Toulminin
argumentaatiomallissa, Hiltusen ym. mallissa ei tarvitse tunnistaa takeita eli lau-
suntoja, jotka yhdistavat vditteisiin tietoa. Sen sijaan tutkitaan, sisdltddako argu-
mentti pddttelyd, eli esitetddnko tiettyjd perusteluja johtopadtoksen tekemiseksi.
He ovat tutkineet matematiikan oppitunneilta 16ytyvdd argumentoivaa keskus-
telua.

Hiltusen ym. (2016) mukaan olennaisimpia argumentaation elementtejd
ovat vdite, kuvaileva tuki ja artikuloitu pdéttely. Viite on lausunto, joka on tuettu
esimerkiksi faktalla, havainnolla, laskennalla tai selitykselld, miksi vdite voidaan
pddtelld. Vditteen validiteetti voidaan kyseenalaistaa tai haastaa. Kuvailevalla tu-
ella tarkoitetaan tosiasioita, lausuntoja, laskelmia tai lukuja, joita vaitteen tueksi
esitetddn. Muodostaakseen argumentin tulee vahintddn osoittaa viite sekd perus-

tella sitd kuvailevan tuen tai artikuloivan paattelyn avulla. Artikuloitua paattelya



voi olla deduktiivista ja ei-deduktiivista. Deduktiivista perustelua on perustelu
vastaesimerkin avulla, todiste vditteen olemassaolosta esimerkilld, nojautuminen
tunnettuun faktaan tai teoriaan, eteneminen loogisten askelten ketjuna, kaikkien
tilanteiden listaaminen sekd epdsuora perustelu vastavditteen avulla. Ei-deduk-

tiivista perustelua on esimerkiksi induktiivinen perustelu.

Tarkastellaan seuraavaksi edelld mainittuja kasitteitd esimerkin avulla:
Oppilas 1: Pitda piirtdd nelikulmio, jonka sivut ovat yhta pitkat. Eli nelio
Oppilas 2: Voihan se olla my6s suunnikas

Oppilas 3: Koska jos me kaadetaan noi sivut nii ne on edelleen yhta pitkat

Yl1l& olevassa tilanteessa oppilas 1 véittdd nelikulmion, jonka sivut ovat yhta pit-
kit, olevan nelid. Oppilas 2 esittdd uuden viitteen nelikulmion voivan olla
my09s suunnikas. Oppilas 3 perustelee oppilaan 2 viitettd kuvailevan tuen

avulla.

Artikuloidussa pédéttelyssd tilanne voisi menné seuraavalla tavalla:

Oppilas 1: Pitda piirtdd nelikulmio, jonka sivut ovat yhta pitkat. Eli nelio

Oppilas 2: Voihan se olla my6s suunnikas.

Oppilas 3: Niin koska me voidaan piirtdd neljd yhta pitkdd janaa, joista
vastakkaiset ovat yhdensuuntaiset.

Oppilas 2: Joo, me voidaan kaataa samaan suuntaa ndd janat (osoittaa
vastakkaisia janoja)

Oppilas 3: Silloin my®6s toi yldoleva siirtyy

Oppilas 1: Eli voidaan tehdd nelio tai suunnikas.

Nyt oppilas 2 sekd oppilas 3 selostavat tarkemmin ajatteluaan loogisen ajattelun
ketjuna toisiaan tukien. Artikuloidussa pdittelyssd perustellaan, miksi véite
voidaan péadtelld siitd, mitd jo tiedetddn. Oppilaat kuvailevat ajatteluaan ja toi-
miaan edeten kohti ratkaisua. Hahkioniemen ym. (2019) mukaan oppilaiden va-
linen argumentointi on mahdollista, jos heille annetaan tarpeeksi tilaa keskus-

tella, mutta ohjataan samalla pysymddn aiheessa.
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2.2 Dialogi ja dialogisuus

Hahkioniemi ym. (2019) ovat tutkineet dialogisuutta ja dialogia. Dialogi
ndhdddn usein vuoropuheluna ihmisten valilld. Asterhan ja Schwarz (2009) ovat
jakaneet dialogiset liikkeet argumentatiiviseen ja ei-argumentatiiviseen katego-
riaan. Argumentatiivinen dialogi keskittyy vditteiden esittdmiseen, pyytamiseen,
tukemiseen tai haastamiseen. Sen sijaan ei-argumentatiivinen dialogi keskittyy
tarkennusten tai informaation pyytdmiseen tai tarjoamiseen.

Hahkioniemi ym. (2019) mukaan dialogisuus tarkoittaa toimimista toisen
ideoiden parissa, ja se ilmenee kysymyksen esittdmisend, haastamisena, tarken-
tamisena, kommentoimisena sekd vastaamisena. Esittdessdaan kysymyksen oppi-
las pyytdd tarkennusta tai lisdtietoa toisen ideaan liittyen. Haastaessaan oppilas
osoittaa epdkohdan toisen oppilaan ideassa. Syventdessddan oppilas analysoi, ke-
hittdd tai vahvistaa toisen oppilaan ideaa. Kommentoidessaan oppilas kommen-
toi toisen oppilaan vditettd ilman haastamista, kysymyksen esittamistd tai syven-
tamistd. Vastatessa oppilas vastaa toisen oppilaan ideaan kysymysta esittamattd,
syventamattd tai kommentoimatta sitd. Luokkahuoneessa dialogisuus voidaan
jakaa kolmeen ulottuvuuteen: opettajan dialogisuuteen, oppilaiden keskindiseen
dialogisuuteen sekd dialogisen opetuksen jdrjestimiseen. (Hdhkioniemi ym.,
2019). Keskitymme tutkielmassamme oppilaiden viliseen dialogisuuteen.

Webb ym. (2014) ovat tutkineet opiskelijoiden suhdetta heiddn ideoidensa
selittdmisen, toimimisen muiden ideoiden parissa ja opiskelijoiden oppimistu-
losten valilld. Tutkimuksen mukaan opiskelijoiden sitoutuminen toisten opiske-
lijoiden ideoihin voidaan jakaa kolmeen tasoon. Matalalla tasolla opiskelijat
haastoivat toistensa ideoita ilman perusteluja. Keskitasolla opiskelijat sanoivat
yksiselitteisesti olevansa eri mieltd muiden ideasta. Korkealla tasolla opiskelijat
ehdottivat muiden ideaan parannusta, lisdsivat yksityiskohtia tai saattoivat kasi-
telld erimielisyyksidan. Tutkimus osoitti, ettd opiskelijoiden omien ideoidensa se-
littdminen oli yhteydessa korkeisiin oppimistuloksiin. Opiskelijoiden sitoutuessa
korkealla tasolla toisen ideoihin oli heiddn suhteensa korkeaan oppimistulokseen
suurempi kuin omia ideoita selittdessa. Webbin ym. (2014) tulokset kertovat,

kuinka oppilaiden ilmaistaessa omia ideoitaan ja sitoutuessaan toistensa ideoihin



11

luokkahuone dialogisuudesta voi tulla hedelmallisempdd. Jos oppilaiden sitou-
tumisen toistensa ideoihin oli korkealla tasolla virheiden tapahtuessa, saattoi se
johtaa keskusteluihin, idean kyseenalaistamiseen ja virheellisen ratkaisun kor-

jaantumiseen.

2.3 Virhe ja virhekdisitys

Palkki (2022) on tutkinut vaitoskirjassaan matemaattista joustavuutta sekd
vertailutehtdvien ja virheiden roolia matematiikan oppimisessa. Hanen mu-
kaansa virheitd voidaan kutsua yldkasitteelld spontaanivirhe, joka sisdltdd vir-
heet ja virhekésitykset. Virheet voidaan jakaa virheellisiin vastauksiin ja virheel-
lisiin ratkaisuihin seka lipsahduksiin. Téllaiset virheet voivat kasittdd esimerkiksi
kasitteellisid virheitd sekd huolimattomuusvirheitd. Palkin mukaan huolimatto-
muusvirheistd on muita virhetyyppeja helpompi pddstd eroon. Koska virhekasi-
tyksistd on vaikeampi pddstd eroon kuin virheistd, tutkielmassamme ei esiinny
ylédkdsitettd spontaanivirhe vaan kidytossd on Palkin méadritelmét virheille ja vir-
hekdsityksille. Virheelld tarkoitetaan virheellisid vastauksia ja ratkaisuja seka lip-
sahduksia. Virhekésitykset ovat syvddn juurtuneimpia ja laajempia kuin virheet.

Palkin (2022) mukaan virheet voivat myo6s olla matematiikan opetuksen
kannalta hyodyllisid, koska niiden avulla voidaan saavuttaa jotain merkityksel-
listd. Virheitd kohti pitdisi rohkeasti mennd ja hyvaksyd ne osana oppimista. Met-
calfe (2017) on tutkimuksessaan huomannut virheiden parantavan mieleen pa-
lauttamista, helpottavan aktiivista oppimista sekd tukevan oppijaa kohdista-
maan huomionsa tarkoituksenmukaisemmin. Opiskelijoiden tulisikin olla avoi-
mempia virheille.

Aiempi tutkimus on osoittanut, ettd useita eri virhekésityksia esiintyy lapi
kaikkien yldkoulun luokka-asteiden. Vaikka Kiven (2020) tutkimustuloksissa ha-
vaittiin toistojen mddrdn vahentdvan virheitd, algebraan keskittyvat virheet ja
virhekasitykset seurasivat oppilasta ldpi yldkoulun. Hanen mukaansa yldkoulun
matematiikka keskittyy paljolti mekaanisen laskutaidon kehittymiseen, eiké ai-

kaa ole tarpeeksi sanallisten tehtdvien pohdinnalle. Samankaltaisiin tuloksiin on
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pdédssyt Silfverberg (1999) viitoskirjassaan. Hanen mukaansa geometrinen ajat-
telu ei pddse kehittymédan tehtdvien keskittyessd geometrian laskuihin. Virheet
eivdt ole sidoksissa vain yhteen matematiikan osa-alueeseen, vaan niitd esiintyy
aiheesta riippumatta. Vaikka virheet ovat luonnollinen osa matematiikkaa, niista
voi olla vaikeaa pé&dstd eroon ja ne voivat muuttua virhekésityksiksi.

Karki (2015) havaitsi opettajaopiskelijoita tutkiessaan virheitd esiintyvan
geometrian kasitteiden maarittelyssa esimerkiksi terminologiassa, puutteellisina
tietoina tai virheellisend tulkinnassa kasitteitd madritellessd. Hanen mukaansa
virheelliset vastaukset johtuivat esimerkiksi vahdisestd osaamisesta méaaritelmia
kirjoittaessa tai termien sekoittuessa keskenddn. Myos virheellisissd vastauksissa
havaitut puutteelliset tiedot saattoivat johtua ulkoa opetellun asian vadrin muis-
tamisesta tai vastaesimerkin keksimisen puutteesta.

Tuohilammen (2017) mukaan matemaattisten taitojen kehittymistd hidasta-
vat my0s vaatimukset siistin ja virheettomdn vastauksen kirjoittamisesta alusta
alkaen. Hanen mukaansa oppilaat eivit ldhde kokoamaan tietoja, hahmottele-
maan kuvia tai prosessoimaan ajattelua, mikéli he epdilevit ratkaisun olevan vir-
heellinen. Matematiikassa on vahvasti lasnéd pyrkimys oikeaan ratkaisuun ja vir-
heelliset ratkaisut tai valivaiheet saatetaan pyyhkid pois tai jdttdd kokonaan sa-

nomatta.
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3 MATEMAATTINEN TAUSTA

Téssd osiossa tarkastellaan tdhdn tutkimukseen hyodyllistd matemaattista taus-
taa. Esitellddn seuraavaksi tyossd kdytettdviat merkinnit ja tarvittavat esitiedot.
Tutkielma keskittyy taso- ja avaruusgeometriaan, ja tason R? sekd avaruuden R3
pisteitd merkitddn isoilla kirjaimilla A, B, C, ... Téstd poiketen luvussa 3.4 isoilla
kirjaimilla A, B ja C merkitddn véitelauseita. Pienilld kirjaimilla a, b, ¢, ... merki-
tddan asiayhteyden mukaan kappaleiden sivujen pituuksia tai tuntemattomia lu-
kuja. Merkintdtapa A*B*C kuvaa pisteiden jdrjestystd, missd piste B on pisteiden
Aja C vdlissd sekd piste B ei ole piste A eikd piste C. Pisteiden A ja B kautta kul-
kevaa suoraa merkitddn kirjainyhdistelmalld AB.

Seuraavat esitietoina vaadittavat madritelmat ovat Kurittu ym. (2006) Geo-

metria-luentomonisteesta.

Madiritelma (jana ja puolisuora): Olkoot A ja B eri pisteita.
1) Jana AB on pisteiden A ja B vilinen joukko
AB :={C onpiste | A*C+*Btai C = Atai C = B}.
2) Puolisuora AB on pisteestd A pisteen B suuntaan oleva joukko

AB = AB U {Conpiste | A*B *C}.
Mairitelméd (kulma): Kulma 4ABC muodostuu puolisuorista BA ja BC.

Mairitelmad (yhdensuuntaisuus): Olkoot k ja | suoria. Suorat ovat yhdensuuntai-
set, jollei niilld ole pistettd, jonka kautta molemmat kulkevat. Merkintatapa k ||

tarkoittaa yhdensuuntaisia suoria, muulloin merkitdan k 4 I.

Muut mahdollisesti tarvittavat esitiedot ja merkintdtavat on mainittu alaluvuit-

tain.
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3.1 Geometrian historiaa

Téssd alaluvussa perehdytddn lyhyesti geometrian historiaan kayttden péadldh-
teind Matti Lehtisen (2014) luentomonistetta Matematiikan historia sekd Carl Bo-
yerin (1994) Tieteiden kuningatar: Matematiikan historia osat I ja II.

Geometrian historia voidaan jdljittdd muinaiskulttuureihin kuten Egyptin
ja Mesopotamian matematiikkaan ja se onkin yksi varhaisimmista tutkimuksen
aloista, joita ihmisyhteiskunnat ovat harjoittaneet. T&dtd ennen geometrisia muo-
toja ja kuvioita on havaittu jo kivikautisessa keramiikassa ja tekstiileissd koriste-
kuvioiden merkeissa. Nditd kuvioita on hyodynnetty esteettisissd tarpeissa sekd
rituaalisessa merkityksellisyydessd. Geometrian kauneus perustuukin erilaisten
muotojen vdlisiin suhteisiin, joita voidaan pitdd visuaalisen taiteen perustana. Sa-
nan geometria historia juontaa juurensa maan mittaamiseen, ja sen tiedetdankin
vastanneen ihmisten tarpeisiin maanomistuksessa ja viljelyksessa. Geometria on-
kin matematiikan osa-alueista kdytannollisin ja sen ymmaértdminen antaa tarvit-
tavia tietoja ja taitoja, joista on hy6tyd monilla muilla aloilla.

Egyptildisten tietdimys geometriasta on ollut varsin heikkoa, mutta Rhindin
papyruksesta on 16ydetty erilaisia geometrian likiarvomenetelmia esimerkiksi piin
arvolle ja nelikulmion pinta-alalle. Moskovan papyruksesta, joka on perdisin sa-
malta ajalta kuin Rhindin papyrus, 16ytyy ratkaisutapa katkaistun neliopohjaisen
pyramidin tilavuudelle kaavalla V = S(a2 + ab + b?), joka on téndkin pdivina
kaytossa.

Toisin kuin egyptildiset, babylonialaiset tunsivat Pythagoraan lauseen sisal-
16n ja he ovat osanneet laskea kateetin pituuden. Babylonialaisten laskutoimituk-
set Pythagoraan lauseelle ovat aritmeettisia, ja he ovatkin kehitelleet seksage-
simaalilukuja sisdltdvan savitaulun Plimton 322. Taulussa jdljelld olevat luvut liit-
tyvit lukuteoriaan ja todenndkoisesti trigonometrian alkeisiin.

Noin puoli vuosituhatta ennen ajanlaskumme alkua matematiikka oli ke-
hittynyt omaksi tieteenalakseen osana kreikkalaista kulttuuria. Eukleideen al-
keet, jotka on kirjoitettu noin 300 vuotta ennen ajanlaskun alkua, ovat geometrian

osalta tarkeimpid teoksia. Tamaén jalkeen geometriaa ovat kehittdneet esimerkiksi
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keskiajalla vaikuttaneet Al-Khwarizmi ja Omar, joiden tyot keskittyivit tayden-
tamaan antiikin Kreikan matematiikkaa.

Galileo Galilei kehitti 1600-luvun vaihteessa geometrisen harpin, joka on
osoittautunut historiassa erityisen kayttokelpoiseksi. Galileon harppi eroaa ny-
kypdivana kaytettdvastda harpista tankoihin kaiverretuilla asteikoilla, joiden
avulla voidaan esimerkiksi jakaa annettu jana viiteen osaan. Francois Viete to-
disti Apolloniuksen ongelman, missd kolmea ympyraé sivuaa yksi ympyrd, mah-
dolliseksi toteuttaa harppi-viivain-konstruktiolla. Tam& konstruktio oli yksi
Vieten hienoimmista saavutuksista, ja myohemmin konstruktiot kiinnostivat esi-
merkiksi René Descartesia, jota pidetddan analyyttisen geometrian perustajana.
Toisena tdrkednd analyyttisen geometrian kehittdjand pidetddn Pierre de Ferma-
tia, joka tyoskenteli Descartesista tietamattd, muttei julkaissut teoksiaan elinaika-
naan.

Nykypdivdan geometriaan on suuresti vaikuttanut 1800-luvun loppupuo-
lella eldnyt David Hilbert. Aksiomaattisen geometrian pohjana toimivat hanen
22 aksioomansa, jotka pyrkivit vastaamaan Eukleideen piilossa oleviin oletuk-
siin. Lisdksi hédn esitti 23 avointa ongelmaa, jotka sisdlsivit pohdintoja my6s geo-

metriasta. Namé ongelmat tyollistavat matematiikoita vield tandkin pdivana.

3.2 Kuvioiden mairitelmii

Tdssd tutkimuksessa on olennaista tuntea tiettyjd matemaattisia termeja. Esitel-
ld&n tassd alaluvussa tutkimuksen ja analyysin ymmartdmisen kannalta tarkeim-
maét termit ja niiden méaaritelmaét. Termien méaédritelmét ovat Kalle Viisalan (1959)
Geometria-teoksesta, Kurittu ym. (2006) Geometria-luentomonisteesta ja John M.
Leen (2010) Axiomatic Geometry -teoksesta.

Vaikka erilaiset kuviot ja kappaleet ovat universaalisti tunnettuja, niin nii-
den mééritelmissd on joskus hieman poikkeavuuksia. Tédssd alaluvussa esitelldan

ylld mainittujen teosten kdyttamia madritelmia.
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3.21 Tasokuviot
Tasokuviot ovat kaksiulotteisessa xy-koordinaatistossa sijaitsevia kuvioita.

Monikulmio: Monikulmio on yhdistelmd n kappaletta erillisid janoja jollekin

n = 3, ja sen tulee tdyttdd seuraavat ehdot.

i) On olemassa n kappaletta erillisid pisteitd 4,, ..., A, siten, ettd anne-

tutjanat ovat A;A; , A,A3, A3Ay, ..., Ap_1Ay , ARA;.

ii) Kaksi janoista leikkaavat vain, jos ne jakavat saman pédtepisteen. Li-

sdksi leikkaavat janat eivit ole yhdensuuntaisia.

Nyt ehdosta i) seuraa, ettd monikulmion tulee olla suljettu, kuten esimerkiksi ku-
viossa 1. Suljettu tarkoittaa sitd, ettd kuvion murtoviiva loppuu samaan pistee-
seen, mistd se alkoi. Kuvio 6 on esimerkki ei-suljetusta kuviosta, joka ei talloin

ole monikulmio.

Ehto ii) rajaa pois tilanteet, joissa jotkin janat leikkaisivat siten, ettd monikulmi-
osta tulisi kaksiosainen, kuten Kuviossa 4. Tamén ehdon nojalla ei mydsk&an ole
mahdollista, ettd monikulmiossa useampi kuin kaksi pistettd olisi samalla suo-

ralla.

Esimerkiksi seuraavat ovat monikulmioita:

Kuvio 1




Kuvio 2

AN

Kun taas seuraavat eivit ole monikulmioita:

Kuvio 3

Pas

Kuvio 4

A

l |

Kuvio 5

=
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Kuvio 6

Kuvio 3 ei ole monikulmio ehdon ii) nojalla, silld nyt kaksi janaa, jotka eivét ole

yhdensuuntaisia, leikkaavat muualla kuin janojen paétepisteessa.

Kuvio 4 ei ole monikulmio ehdon i) nojalla, silld nyt erillisistd pisteistd ei muo-

dostu murtoviivaa, joka muodostaisi suljetun kuvion.

Kuvio 5 ei ole monikulmio ehdon ii) nojalla, silld ehto ii) sulkee pois tapaukset,

joissa useampi kuin kaksi pistettd ovat samalla suoralla.

Kuvio 6 ei ole monikulmio ehdon i) nojalla, silld kuvio ei ole suljettu, eli sen alku-

ja paéatepiste eiviit sijaitse samassa pisteessa.

Monikulmiossa on aina yhtd monta kérked kuin sivua, joiden mukaan monikul-
mioiden nimedminen tapahtuu. Monikulmion kulmien yhteenlaskettu summa

voidaan laskea kaavalla (1-2) - 180°, missd n on kulmien mééara.

Madritelmét esitellddn usein hieman eri tavoin. Esimerkiksi yldkoulun matema-
tiilkan oppikirjassa Adreton 7 monikulmiota kuvaillaan seuraavasti: “Monikul-
mio on suljettu itseddn leikkaamaton murtoviiva.” Tama sisaltdd kattavasti mo-
nikulmion ehdot, mutta jos oppilaalle ei ole selvadd, mitd tarkoittaa suljettu tai
itseddn leikkaamaton murtoviiva, voi syntyd helposti virhekasityksid. Virhekasi-
tysten pohjalta voi syntyd mielikuvia, ettd Kuvion 3 ja Kuvion 4 kaltaiset kuviot

olisivat myds monikulmioita.

Nelikulmio: Monikulmio, jolla on nelja karkea.
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Kuvio 7

Nyt monikulmion maarittamien ehtojen nojalla nelikulmion mitkaan kolme pis-
tettd eivat voi sijaita samalla suoralla, eikd nelikulmion janat leikkaa toisiaan kuin

toistensa pddtepisteissd. Nelikulmion kulmien summa, kun n = 4, on
(n-2) - 180° = (4-2) - 180° = 2 - 180° = 360°.

Suorakulmio: Nelikulmio, jonka molemmat parit vastakkaisia sivuja ovat yhden-

suuntaisia ja sen kaikki kulmat ovat suoria, eli 90 astetta.

Kuvio 8

Nyt ehdosta, ettd suorakulmion vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaisia seuraa,

ettd vastakkaiset sivut ovat silloin myos yhté pitkia.

Suunnikas: Nelikulmio, jonka molemmat vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntai-

sia.

Kuvio 9




20

Koska suunnikkaan vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaisia, niin siitd seuraa,

ettd niiden tulee olla my®os yhta pitkia.

Nelid: Suunnikas, jonka vierekkdiset sivut ovat yhtd pitkié, ja jossa on ainakin yksi

suora kulma.

Kuvio 10

Suunnikkaan ominaisuuksien nojalla vierekkdisten sivujen ollessa yhtd pitkid
seuraa, ettd kaikki sivut ovat yhtd pitkid. Lisdksi kun neliolld on ainakin yksi
suora kulma, ja sen vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaisia, niin jokaisen kul-

man tdytyy olla suora kulma.

Kolmio: Monikulmio, jolla on kolme karked.

Kuvio 11

Kolmion kulmien summa, kun n = 3 on
(n-2) - 180° = (3-2) - 180° =1 - 180° = 180°.

Suorakulmainen kolmio: Kolmio, jonka yksi kulma on suora eli 90 astetta.
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Kuvio 12

Ympyri: Ympyraviivan, eli kehdn, rajoittama tason osa. Ympyraviivan muodos-
taa piste, kun sitd kierretddn keskipisteen ympari pysyen koko ajan samalla etdi-

syydelld keskipisteesta.

Kuvio 13

3.2.2 Avaruuskappaleet

Avaruuskappaleet ovat kolmiulotteisessa xyz-koordinaatistossa olevia kappa-

leita.
Monitahokas: Kappale, jonka pinta koostuu monikulmioista.

Monikulmiot ovat monitahokkaan tahkoja, monikulmioiden sivut ovat sen sar-
mid ja kédrjet sen kdrkid. Monitahokkaan lavistdjdaksi kutsutaan kahden sellaisen

kdrjen yhdysjanaa, jotka eivét ole samalla tahkolla.
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Kuvio 13

Kuutio: Monitahokas, jolla on kuusi tahkoa, jotka ovat nelioita.

Kuvio 14

Pallo: Puoliympyran kaari pydrahtdessddn halkaisijansa ympéari muodostaa pal-
lopinnan. Puoliympyran keskipiste on pallopinnan keskipiste, ja keskipisteen ja

pallopinnan yhdistysjana on sdde.

Kuvio 15
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3.3 Pinta-ala

Tdamén alaluvun tiedot ovat John M. Leen (2010) Axiomatic Geometry -teoksesta.
Alaluvussa 3.3.4 on hyodynnetty myos Jasmin Valkosen (2021) pro-gradu tut-
kielmaa aiheesta Pinta-ala euklidisessa tasogeometriassa.

Pinta-ala tarkoittaa jonkin alueen tai pinnan kokoa. Yksinkertaisimmillaan
se on hyvinkin helppoa laskea, mutta kisite on monimutkainen maaritelld. Yk-
sinkertaisimpia laskettavia pinta-aloja ovat suorien rajaamien alueiden pinta-
alat, mutta esimerkiksi kdyrien véliseen pinta-alaan vaaditaan jo integrointitai-
toja.

Tassd tutkimuksessa esiintyvit pinta-alalaskut pitdytyvat yksinkertaisissa
tasokuvioissa. Téllaisia ovat neli6t, suorakulmiot, suunnikkaat ja kolmiot.

Ennen pinta-alojen mé&aritelmien esittelyd esitellddn niiden pohjana toimiva
euklidinen postulaatti, sekd maaritelmissa kdytettavat merkinnat pinta-alafunk-

tiosta.

Merkintédtavat: Kuvion R pinta-alafunktio: a(R)

Nelion pinta-alafunktio sivun pituudella x: s(x)

Euklidinen pinta-alan postulaatti. On olemassa ainutlaatuinen pinta-alafunktio

a, jolle patee: a(R) = 1 aina kun R on neli6 sivun pituudella 1.

Euklidinen pinta-alan postulaatti on sovittu pinta-alafunktio, johon kaikki pinta-
alalaskut pohjautuvat. Yksinkertaistettuna pinta-alaa voi postulaatin nojalla se-

littd4 siten, ettd miten monta neliotd kuvioon mahtuu.

Pinta-alalle pédtee seuraavat postulaatit:
i) Jos Ry ja R, ovat yhtenevid monikulmioita, niiden pinta-aloille pitee

a(Ry) = a(Ry).

ii) Jos Ry, ..., Ry, ovat erillisid monikulmioita, niiden pinta-aloille péatee

a(R,U..UR,) =a(R,) + -+ a(R,).
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Nelion pinta-ala riippuu sen sivun pituudesta. Nyt Euklidisen pinta-alan postu-

laatin nojalla pdtee seuraava lemma.
Lemma 3.3 Jos x < y, niin s(x) <s(y).

Todistus. Aloitetaan neliolld, jonka sivun pituus on y. Valitaan jokaiselta neljalta
sivulta piste x. Nyt voidaan muodostaa pienempi neli, jonka sivun pituus on x.
Téten nelion y X y pinta-ala yhtd suuri kuin x X x nelion, lisdttynd kolme aidosti

positiivista nelikulmiota.
Nelion pinta-alan laskemista varten médéritellidn myos seuraava lemma.

Lemma 3.33 Olkoon x miké tahansa positiivinen reaaliluku. Jos n on positiivinen

kokonaisluku, niin s(nx) = n?s(x).

Kuvassa nx x nx -neli6. Kuva John M. Leen (2010) teoksesta.
Todistus. Loytyy John M. Leen (2010) teoksesta.
Tulevia todistuksia varten maaritelldan seuraus kolmion liu’uttamisesta.

Lemma 3.34 (Kolmion liu"utus) Olkoon kolmio AABC ja kolmio 4A’BC kolmi-

oita, joilla on yhteinen sivu BC siten, ettd sekd A ettd A’ ovat samalla suoralla,

joka on yhdensuuntainen suoran BC kanssa.
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E A A F

Télloin a(AABC) = a(AA’BC).
Todistus perustuu Eukleideen postulaattin ja sen todistukseen.

Todistus. Olkoot AABC ja AA’BC kolmioita, joille patee AA” || BC. Olkoon piste E
pisteen B kautta piirretyn suoran ja suoran AA’ leikkauspiste seké piste F pisteen
C kautta piirrettyyn suoran ja suoran AA’ leikkauspiste. Suunnikkaat EBCA ja
A’BCF ovat yhtd suuret, koska suunnikkailla on yhteinen sivu BC seki vastak-
kaiset sivut ovat samalla suoralla. Suunnikkaan ldvistdjd jakaa suunnikkaan kah-
teen yhtenevaddn osaan, jolloin AABC on puolet suunnikkaasta EBCA ja AA’BC on
puolet suunnikkaasta A’BCF. Tdten kolmiot ovat yhtenet. Jolloin pinta-alan pos-

tulaatin ominaisuuksien i) nojalla kolmioiden pinta-alat ovat yhta suuret.
3.3.1 Nelio

Nelion pinta-alalle pétee seuraava lause:

Lause 3.3.1 (Nelion pinta-ala) Nelién pinta-ala sivun pituudella x on x2.

Todistus. Viite on, ettd s(x) = x* kaikille positiivisille reaaliluvuille x. Tehd&&n

todistus kolmelle eri tapaukselle.

1. x on positiivinen kokonaisluku.
Téssd tapauksessa x = n. Nyt Lemman 3.33 ja euklidisen postulaatin no-
jalla pétee
s(n) =s(n - 1) =n%s(1) = n?.

2. x on positiivinen rationaaliluku.
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Olkoon x = %, missd m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja. Olkoon P

mikd tahansa nelio sivun pituudella m, ja osoitetaan, ettd

2
S (m) = (E) osittamalla neli6 kahdella eri tavalla.
n

n

)

P

m/nI

m m/n

-~

Kuvassa vasemmalla m X m -nelio ja oikealla n-kokoisiin osiin jaettu % -nelid.
Kuvat ovat John M. Leen (2010) teoksesta.
Ensimmadisen tapauksen nojalla a(P) = s(m) = m?. Toisaalta voidaan aja-
tella P ositettuna pienempiin n? nelidihin sivun pituudella % Talloin ne-

lién sivun pituudeksi voidaan merkitd m = n (%) ja Lemman 3.33 nojalla

a(P) =s (n (%)) =ns ().

Ratkaistaan s (%) yhtilostd s(m) = n?s (m), kunm=n (Z)

n

m

s(m) = n?s (z)

Siispd nelion pinta-alan laskukaava pétee.

3. x on mikd tahansa positiivinen reaaliluku.
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Nyt on kolme vaihtoehtoa: s(x) < x?, s(x) > x? tai s(x) = x%. Oletetaan
ensin, ettd s(x) < x%. Koska s(x) ja x ovat positiivisia, pitee \/@ <x.
Téten voidaan valita jokin rationaaliluku r siten, ettd /s(x) < r < x ja si-
ten s(x) < r? < x2. Tapauksen 2 nojalla s(r) = r?, joten tdstd seuraa, ettéd
s(x) < s(r) . Toisaalta, kun r < x pédtee s(r) < s(x) Lemman 3.3 nojalla.
Tamaé on ristiriita, joten s(x) < x? ei voi péted. Todistus menee vastaa-

vasti toiseen suuntaan s(x) > x?. Siispa ainut vaihtoehto on s(x) = x?2.

3.3.2 Suorakulmio

Suorakulmion pinta-alalle pétee seuraava lause:

Lause 3.3.2 (Suorakulmion pinta-ala) Suorakulmion pinta-ala on minké tahansa

vierekkdisten sivujen tulo.

Todistus. Olkoon PQRS suorakulmio sivujen pituuksilla x ja y. Taytyy osoittaa,
ettd a(PQRS) = xy. Kaikki suorakulmiot, joilla on samat sivujen pituudet, ovat

yhtenevid. Siispa riittdd laskea pinta-ala jollekin suorakulmiolle samoilla sivujen

pituuksilla.
A X E vy B
»
X X
X
He + o F
y y

Kuvassa vasemmalla suorakulmio PQRS, ja oikealla se kasvatettuna sivujen pi-
tuuksien avulla nelioksi. Kuva John M. Leen (2010) teoksesta.

Olkoon ABCD nelio sivun pituudella x + y. Valitaan pisteet E, F, G, H si-
ten, ettd AE = DG = AH = BF = x, ja olkoon X piste, jossa EG ja HF leikkaavat.
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Tama jakaa nelion ABCD nelioon AEXH sivun pituudella x, nelioén XFCG si-
vun pituudella y, ja kahteen suorakulmioon EBFX ja HXGD, joiden sivujen pi-
tuudet ovat x ja y. Nyt a(ABCD) on sama kuin (x 4+ y)? Lauseen 3.3.1 nojalla.
Toisaalta patee my0s seuraava summa:
a(ABCD) = x?> + y? + a(EBFX) + a(HXGD) = x? + y? + 2a(HXGD).
Nyt kun ratkaistaan yhtdlo a(HXGD) suhteen, saadaan:
a(HXGD) = %(x +y)? —x? —y2 =xy.

Siispd vdite pétee.

3.3.3 Kolmio

Esitellddn ensin suorakulmaisen kolmion pinta-alan kaava ja todistus.

Lause 3.3.4 (Suorakulmaisen kolmion pinta-ala) Suorakulmaisen kolmion pinta-

ala on puolet sen kateettien tulosta.

Todistus. Olkoon ABCD suorakulmio sivujen pituuksilla x ja y.

A y B
x X
D y C

Kuva John M. Leen (2010) teoksesta.

Liavistdja AC jakaa suorakulmion ABCD kahteen yhteneviin kolmioon, joiden
kateettien pituudet ovat x ja y. Siten a(ABCD) on yhtd suuri kuin kumpi tahansa

kolmioista kaksinkertaisena. Koska a(ABCD) = xy, niin kummankin kolmion

pinta-ala on %xy, kuten vditettiin.

Minké tahansa kolmion pinta-ala lasketaan samalla tavalla kuin suorakulmaisen

kolmion pinta-ala. Sen todistus on kuitenkin hieman erilainen.

Lause 3.3.41. (Kolmion pinta-ala) Kolmion pinta-ala on puolet mikd tahansa

kanta kerrottuna vastaavalla korkeudella.
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Todistus. Kannan ja korkeuden valinnalla ei ole merkitystd, silld pinta-ala pysyy

aina samana.

Olkoon kolmio AABC. Olkoon piste D samalla suoralla pisteiden A ja C kanssa
siten, ettd kulma 2CDB muodostaa suoran kulman. Nyt pisteen D sijainnille on

kolme vaihtoehtoa:

1. JosA=D.

] b

A=D

Télloin kolmio AABC on suorakulmainen kolmio, ja Lauseen 3.3.4 nojalla
. 1

pinta-ala on - bh.

2. Jos pdtee A*D*C.

Olkoon AD = b, jaﬁ = b,. Tiedetddn, ettd a(ABC) = a(BDA) + a(BDC).
Nyt suorakulmaisten kolmioiden pinta-alat ovat a(BDA) = %blh ja
a(BDC) = %bzh. Siispd nyt saadaan

a(ABC) = a(BDA) + a(BDC) = Zbih + Sbh.

Otetaan %h yhteiseksi tekijdksi, jolloin saadaan %(bl +by)h. Nyt

AC=b, , b,=b, joten siispa a(ABC)=-bh 1.

N | =
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3. Jos pdtee D*A*C.

Olkoon sivu AD = b’ Lauseen 3.3.4 nojalla tiedetddn, ettd suorakulmaisten

N

kolmioiden pinta-alat a(BDC)= = (b’ + b)h ja a(BDA)= %b’h. Nyt ison kol-
mion pinta-ala on pienempien kolmioiden summa, eli a(BDA) +
a(ABC) = a(BDC). Sijoitetaan tiedetyt pinta-alat ja ratkaistaan a(ABC),

jolloin saadaan a(ABC)=~ (b’ + b)h — > b’h= > bh. Siispa a(ABC)= > bh.

N |~

Siispd on todistettu, ettd minka tahansa kolmion pinta-ala on puolet kannan ja

korkeuden tulosta. Tasta tuloksesta seuraa myos Lemma 3.34.

3.34 Suunnikas

Suunnikkaan pinta-alalle pétee seuraava lause:

Lause 3.3.3. (Suunnikkaan pinta-ala) Suunnikkaan pinta-ala on minka tahansa

sivun pituus kerrottuna vastaavalla korkeudella.

Todistus. Olkoon suunnikas ABCD. Nyt piste F ja E sijaitsevat samalla suoralla,

kuin pisteet D ja C. Pisteen F ja E sijainnille on kolme eri vaihtoehtoa.
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1. PisteF=DjaE=C.

F E

D

=

- - -

Tilanteessa missd piste F = D ja E = C, havaitaan suunnikkaan ABCD olevan

yhteneva suorakulmion AGEF kanssa.

2. Pistejarjestys F*"D*E*C.

A b B

Kuviossa esiintyy suunnikas ABCD, puolisuunnikas ABCF, suorakulmio
ABEF sekéd kolmiot AADF ja ABCE. Suorat AB ja FC ovat yhdensuuntaiset,
ja suoralle FC patee pisteiden jarjestys F*D*E*C. My0s suorat AD ja BC ovat

yhdensuuntaiset. Jana FA on kohtisuorassa suoraa AB vastaan. Myos jana

BE on kohtisuorassa suoraa AB vastaan. Ilmaistaan suunnikas puolisuun-
nikkaan ja kolmioiden avulla seuraavasti: ABCD = AABCF - AADF. Samalla
tavalla voidaan ilmaista suorakulmio ABEF = ABCF - ABEC. Nyt kolmiot
AADF ja ABCE ovat yhtenevit KKS-sdannon nojalla, joten suunnikas ja suo-

rakulmio ovat yhtd suuret.
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3. Pistejdrjestys F*E*D*C.

E E D c
1! ]
|
hi
1
A b B J

Kuviossa esiintyy suorakulmio AJCF, suorakulmio ABEF, suunnikas ABCD
sekd kolmiot ABJC, AEBC ja AADF. Suorille pétee AJ || FC sekd AF || CJ. Kol-
miot ABJC sekd ABCE ovat yhtenevit SSK-sdannon nojalla. Samoin kolmiot
AADF sekd ABCE ovat yhtenevit SKK-sdadannon nojalla. Suorakulmio ABEF
saadaan kuviosta seuraavasti:

ABEF = AJCF - AB]JC - ABCE

Samoin suunnikas voidaan ilmaista seuraavasti:

ABCD = AJCF - ABJC - AADF.

Nyt huomataan, ettd suunnikas ABCD sekd suorakulmio ABEF ovat yhtd suu-

ret.

Nyt on todistettu, ettd minkd tahansa suunnikkaan pinta-ala voidaan laskea sa-

malla tavalla kuin suorakulmion pinta-ala Lauseessa 3.3.2.

Tapaus 3 on tilanne, joka usein jad huomiotta. Sitd ei voi todistaa tapauksen 2
kaltaisesti, joka kuitenkin on yleinen tapa, jolla suunnikkaan pinta-alan lasku-
kaavaa havainnollistetaan. Seuraavan kuvan havainnollistus on yldkoulun ma-

tematiikan oppikirjasta Adreton 7:

Suunnikkaan pinta-alan laskukaava voidaan havainnollistaa muuttamalla suunnikas

suorakulmioksi.
<0 y
korkeus| ' / korkeus | / // korkeus |
/ : / / : 4 // :
' [V ? [V : []

kanta kanta kanta
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Tassdkin suunnikkaan pinta-alan laskukaavaa havainnollistetaan ainoastaan ta-

pauksen 2 kaltaisesti. Tama tapa ei kuitenkaan toimi tapaukselle 3.

3.4 Pythagoraan lause

Tdssd alaluvussa on hyddynnetty John M. Leen (2010) teosta Axiomatic Geometry.

Pythagoras (570-490 eKr.) oli kreikkalainen filosofi ja matemaatikko, joka vai-
kutti merkittdvasti matematiikassa, astronomiassa ja musiikin teoriassa. Hanen
opettajakseen on sanottu Pherekydestd. Lisdksi kaksi filosofia, jotka eivat suora-
naisesti opettaneet Pythagorasta, mutta heilld oli suuri vaikutus hidneen ja hénen
tyohonsd, olivat Thales ja Anaximander. Pythagoraan toistd ei voida varmaksi
sanoa, mitkd ovat hdnen tekemidédn ja mitkd hanen koulukuntansa tekemia. Ha-
nen koulukuntansa harjoittivat kommunalismia ja he tyoskentelivit salassa,
mika teki haastavaksi tunnistaa, kenen kddenjalked mikékin tyo oli.

Yksi Pythagoraan merkittavimmistd 16ydoksistd on Pythagoraan lause. Se
ei tosin valttamatta ole Pythagoraan keksimd, silld kyseinen lause oli tunnettu jo
tuhat vuotta aiemmin Babyloniassa. On kuitenkin uskottu, ettd Pythagoras oli
ensimmadinen, joka todisti kyseisen lauseen olemassaolon. Vaikka Pythagoraan
uskotaan olevan ensimmadinen lauseen todistuksen tehnyt henkilo, niin aikaisin
tdysin sdilynyt Pythagoraan lauseen todistus on kuitenkin Eukleideen todistus
hinen teoksessaan Elements.

Pythagoraan lause koskee suorakulmaisia kolmioita. Se antaa kaavan hy-

potenuusan ja kateettien suhteelle.

Lause 3.4 (Pythagoras) Olkoon AABC kolmio, missd kulma #ACB on suora kulma
jaa=BC,b=ACjac=AB.
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Talloin a? + b? = c2.

Esimerkki 1. Olkoot suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet a = 2ja b = 3.
Mika on hypotenuusan pituus?
Ratkaisu: Ratkaistaan Pythagoraan lauseen avulla.
2% +32 = ¢?
4+9=c?
c* =13
c?2 =13
Siispa hypotenuusan pituus on V13.

Pythagoraan lauseessa siis kateettien nelididen summa on sama, kuin hy-
potenuusan nelio. Kateettien ja hypotenuusan neli6t voidaan esittda pinta-aloina,

mikéd havainnollistaa lausetta. Pinta-aloina tilanne néyttdisi seuraavalta:
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Nyt jos kateettien nelivitd A ja B leikattaisiin ja muotoiltaisiin uudelleen, niiden
pinta-aloista saataisiin koottua nelio, joka on hypotenuusan nelion C kokoinen.
Y114 esitelty tapa on Eukleideen tapa todistaa lause. Ensimmadisessa kirjas-

saan hin esitti lauseen seuraavasti:

Lause 3.41 Suorakulmaisissa kolmioissa hypotenuusan neli6 on yhtd suuri kuin

kateettien nelididen summa.

Pythagoraan lauseelle on olemassa lukemattomia maéédrid todistuksia.
Eukleideen tekemien kahden todistuksen jdlkeen uusia todistuksia on luotu sa-
toja. Esimerkiksi matemaatikko Elisha Loomis on kirjassaan 16ytanyt jopa 370
erilaista todistusta. Esitellaan seuraavaksi erds todistus. Esiteltdva todistus ldhei-
sesti muistuttaa Eukleideen tekemaéd todistusta. Ero alkuperdiseen on siind, ettd
Eukleideella ei ollut kédytdossddn numeroita, vaan hin on kadyttanyt pinta-alojen
yhtasuuruutta. Tdssd todistuksessa kdytetddn modernimpaa terminologiaa,

mutta kuitenkin Eukleideen ajatusta sdilyttden.

Todistus. (Pythagoras) Todistuksessa kadytettdvid merkintoja:
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Pinta-ala: etuliitteend kreikkalainen kirjain a ja perdssd suluissa kappale, jonka
pinta-alaa tarkoitetaan
Kulman suuruus: etuliitteend m ja perdssd suluissa kulma, jonka suuruutta tar-

koitetaan

Olkoon AABC suorakulmainen kolmio, jolla on suora kulma pisteessa C. Olkoot

lisiaksi ABDE, ACFG JA BCJK nelioitd, joiden sivut ovat AB, AC ja BC.

Nyt halutaan osoittaa, ettd a(ACFG) + a(BCJK) = a(ABDE).
Piirretddn pisteestd C normaali sivua AB vasten, ja olkoon X sen leikkaus-
piste sivulla AB. Koska ABDE on neli6, niin piirretty normaali on kohtisuorassa

myos sivua ED vasten. Merkitdan normaalin ja sivun ED leikkauspistetta pis-

teelld Y.
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’ E
/
/
/
7
K B ,
/
X/
(o]
a ’
/
7
J 7]
A
c b
B G

Koska janoilla CX ja AE on yhteinen kohtisuora jana AB, niin voidaan todeta, etta

CX ja AE ovat yhdensuuntaiset. Janan AB ja AE kohtisuoruus voidaan todeta ne-
lion ominaisuuksien nojalla, silld nelion kulmat ovat aina 90 astetta, eli sen sivut
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Huomataan, ettd nyt patee a(ABDE) + a(AXYE) = a(BXYD). Jos voidaan
osoittaa, ettd a(ACFG) = a(AXYE) ja a(BCJK) = a(BXYD), niin lause on todis-
tettu. Molempien todistus menee vastaavasti, joten osoitetaan vain a(ACFG) =
a(AXYE).

Nelikulmion lavistdja jakaa nelikulmion pinta-alan kahteen yhtad suureen
osaan. Todistaaksemme, ettd a(ACFG) = a(AXYE) hyddynnetddan kolmioita, jol-
loin voidaan osoittaa, ettd kolmioille pidtee a(ACG) = a(AEX). Kadytetddn kuvia

todistuksen havainnollistamisen tukena.
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D
Y
’
’
’
/ E
’
’
K B /
Xy
c
a ’
’
J 1
A
c b
F G

Nyt kuvassa ndkyvien vdritettyjen osien tulisi olla pinta-aloiltaan yhtd suuret.
Tehd&an todistus osissa.

1. Osoitetaan, ettd patee a(ACG) = a(ABG).

D
Y
’
/
y
y E
/
K B ,’
Xy
C
a
/
J 7]
A
c b
F G

Sivu CF on yhdensuuntainen sivun AG kanssa ja pisteet F, C ja B ovat sa-
malla suoralla. Nyt kolmioilla AACG ja AABG on yksi yhteinen sivu, ja sitd
vastaavat karkipisteet sijaitsevat yhteisen sivun kanssa olevalla yhden-
suuntaisella suoralla. Siispd Lemman 3.34 nojalla voidaan todeta, ettd kol-

mioiden pinta-ala ovat samat.
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2. Osoitetaan sitten, ettd patee a(ABG) = a(AEC).

D
Y
/
/
y
, E
/
/
K B ,
Xz
(o]
a
/
J
c 9 A
F G

Tamaén todistus toteutetaan osoittamalla, ettd kolmiot AABG ja AAEC ovat
yhtenevit. Koska ABDE ja ACFG ovat nelioitd, ja nelion jokainen sivu on
yhti pitka, niin siitd seuraa, ettd sivu AB on yhta suuri kuin sivu AE ja sivu
AG on yht suuri kuin sivu AC. Nyt pétee
m(EAC) = m(BAC) + m(EAB) = m(BAC) + 90°
ja
m(BAG) = m(BAC) + m(CAG) = m(BAC) + 90°.

Taten kolmioilla AABG ja AAEC on yhtd suuret kulmat 4BAG ja 4EAC. Li-
saksi niilla on yhta pitkat sivut AE ja AB sekéd AG ja AC, joten kolmiot ovat

yhtenevit sivu-kulma-sivu-saannon nojalla.

3. Osoitetaan, ettd a(AEC) = a(AEX) .

Todistus menee vastaavasti kuin kohdassa 1.

Nyt on osoitettu, ettd a(ACG) = a(ABG) = a(AEC) = a(AEX),joten a(ACG) =
a(AEX). Siispd voidaan todeta, ettd tdlloin patee myds a(ACFG) = a(AXYE),ja
todistus menee vastaavasti tilanteessa a(BCJK) = a(BXYD). Siispd saatiin ha-

luttu lopputulos, eli Pythagoraan lause pitee.
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3.5 Geometrinen piirtiminen

Perehdytddn seuraavaksi geometriseen piirtdamiseen. Pddldhteind Carl Boyerin
(1994) Tieteiden kuningatar: Matematiikan historia osat I ja II, Robin Hartshornen
(2000) Geometry: Euclid and beyond sekd Benjamin Boldin (1982) Famous problems
of geometry and how to solve them. Mahdolliset muut ldhteet on mainittu erikseen.

Geometrinen piirtaminen tarkoittaa matematiikassa harppi-viivain-kon-
struktiota. Naissd konstruktioissa kédytossd olevalla viivaimella saa tehd& vain
suoria viivoja, mutta silld ei saa mitata sekd kulmaviivaimen kaytto on kielletty.
Harppi-viivain-konstruktioilla on madollista konstruoida esimerkiksi
Eukleideen geometrisia ongelmia. Myohemmin ndiden on osoitettu onnistuvan
pelkdn harpin tai viivaimen avulla, mutta viivaimen avulla konstruoidessa harp-
pia tarvitaan yhden ympyran piirtdmiseen.

Harppi-viivain-konstruktioissa viivaimen ja harpin kdyttoon liittyy sdan-
tojd, joiden mukaan konstruktiot tulee toteuttaa. Ndissd sddannoissd pisteet ovat
sekd viivaimen ettd harpin kdyton perustana. Pisteet voidaan valita satunnaisesti
tai ne voivat olla konstruoitu aikaisemmin esimerkiksi suorien leikkauskohtina.
Pisteilld voi my®s olla ehtoja, esimerkiksi pisteen tulisi sijaita suoran vasemmalla
puolella tai ympyran kehalla.

Viivaimen avulla voidaan piirtdd suora tai jana kadyttden kahta eri pistettd
apuna, mittaamatta silld etdisyyksid tai kulmien suuruuksia. Namd pisteet voivat
olla valittu satunnaisesti tai ne ovat konstruoitu aiemmin. Harpin avulla voidaan
piirtdd ympyra kayttden keskipisteend jo konstruoitua tai satunnaisesti valittua
pistettd. Sdde mitataan kahden eri pisteen vililtd, ja ndmdkin pisteet ovat joko
aiemmin konstruoitu tai tilanteessa annettuja.

Konstruktioiden alussa on usein oletuksena annettu pisteitd, suoria tai ym-
pyroitd. Ndiden jalkeen uutena askeleena pidetddn suoran konstruoimista ja har-
pin kdyttod ympyran konstruoimiseen. Erillisiksi askeleiksi ei lasketa aiemmin
konstruoitujen suorien jatkamista, pisteiden valitsemista satunnaisesti tai leik-
kauspisteistd saatuja pisteitd. Askelten maarilld ei ole konstruoinneissa valid,

mutta ne auttavat hahmottamaan prosessia.
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Eréds tutkimukseen valikoitunut tehtdvé kasitteli geometrista piirtamistd, ja
siind pyydettiin piirtimddn geometrisesti nelikulmio, jonka kaikki sivut ovat

yhtd pitkid. Taméa voidaan konstruoida viidelld askeleella seuraavasti:

Valitaan satunnaisesti pisteet O ja P ja aloitetaan konstruointi.
1. Piirretddn ympyrd a, jonka keskipiste on O ja
side OP.

2. Piirretsdn jana OP.

3. Piirretddn jana OK, missd piste K on ympy-
ran kehalla.

(Piste K ei saa olla suoralla OP.)

4. Piirretdan ympyra f3, jonka keskipiste on K ja séde OP.

5. Piirretaan ympyra §, jonka keskipiste on P ja sdde OP.

Nyt ympyroiden f ja 6 leikkauspiste muodostaa neljannen pisteen ja ndin on

saatu konstruoitua nelikulmio, jonka kaikki sivut ovat yhtd pitkia.
Esimerkkiratkaisu oppilaiden vastauksista:

1. Piirretddn suora.
2. Piirretddn suoralle normaali.
3. Piirretddn normaalille normaali. =
4. Mitataan harpilla normaalien vélinen etdisyys |
ja katsotaan pisteestd (normaalien leikkaus-
piste) yhtd kaukana oleva piste.
5. Etsitddn myos ensimmadiseltd suoralta yhta
kaukana oleva piste

6. Piirretdan viimeiselle normaalille normaali.

Ndin on saatu nelikulmio, jonka kaikki sivut ovat yhtd pitkid. Matemaattisesti

tama olisi pateva seuraavien konstruktioiden mukaan:
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Piirretddn suora AB.
Piirretdan suoralle AB normaali AC.

Piirretdan suoralle AC. normaali CD.

Ll

Piirretddan ympyrd a, jonka keskipiste on Cja
side AC.

5. Piirretddn ympyra 5, jonka keskipiste on A ja

side AC.

Siten konstruoitiin ympyran « ja suoran CD leikkauspiste L sekd ympyran f ja
suoran AB leikkauspiste K. Namad pisteet L ja K sekd pisteet C ja A muodostavat
nelikulmion, jonka kaikki sivut ovat yhta pitkid. Oppilaiden ratkaisu on geomet-
risesti piirrettdavissd harppi-viivain-konstruktiolla, mutta ratkaisu ottaa huomi-
oon vain nelikulmiot, jotka ovat neligita.

Kaikkia geometrisia ongelmia ei pystytd konstruoimaan harpin ja viivai-
men avulla. Antiikin kreikasta perdisin olevat kolme kuuluisaa ongelmaa, ym-
pyran nelidiminen, kulman kolmijako ja nelion kahdentaminen, kiinnostivat ma-
temaatikkoja pitkddn. Edelld mainitut ongelmat on osoitettu mahdottomiksi to-
distaa vasta 1800-luvulla, jolloin Pierre Wantzel todisti kulman kolmijaon seka
nelion kahdentamisen mahdottomaksi. Ympyran nelidiminen todistettiin mah-
dottomaksi 1800-luvun lopulla Ferdinand Lindemannin todistaessa piin olevan
transsendenttiluku.

Ympyran nelidimisessd konstruoidaan nelio, jonka pinta-ala on sama kuin
annetun ympyran pinta-ala. Harpin ja viivaimen avulla on mahdollista tuottaa
vain algebrallisia lukuja, jolloin lukua m on mahdotonta konstruoida. Kulman
kolmijaon konstruointi onnistuu esimerkiksi 90 ja 30 asteen kulmille, kuitenkaan
60 asteen kulmaa ei ole mahdollista jakaa harpin ja viivaimen avulla kolmeen
osaan. Kolmijaon ongelma perustuu kolmannen asteen yht&lon ratkaisun puut-
tumiseen. Nelion kahdentamisessa, eli Deloksen ongelmassa harpilla ja vii-
vaimella pyritddan piirtimadan kuution sarmd, joka on kaksi kertaa kuution tila-
vuus. Myo6s Deloksen ongelman ratkaisun mahdottomuus perustuu kolmannen

asteen yhtadloon.
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Harpilla ja viivaimella tehtdvat konstruktiot ovat rajoitettu algebrallisten
ehtojen vuoksi, minkd takia kaikkia geometrisia ongelmia ei ole mahdollista
konstruoida. Y14 esitellyt kolme klassista ongelmaa eivit ole ainoita mahdotto-
mia konstruktioita. Kaikilla matematiikan osa-alueilla voi olla olemassa véitta-
mid, joita ei voida ratkaista. Ndiden tutkiminen ja todistusten etsiminen ovat

edistdneet matematiikkaa jo vuosisatojen ajan.

3.6 Logiikka ja todistaminen

Seuraavissa alaluvuissa syvennytddn propositio- ja predikaattilogiikkaan seka
todistamiseen. Padldhteind on kdytetty Salmisen ja Vadndsen (1992) teosta Johda-
tus Logiikkaan, Miettisen (2002) Logiikka -perusteet kirjaa, Gary Chartrandin (2008)
Mathematical Proofs: A Transition to Advanced Mathematics sekd Keefin ja Guichar-
din (2010) teosta An Introduction to Higher Mathematics. Mahdolliset muut ldhteet
on mainittu erikseen.

Boyerin mukaan (1994) logiikka voidaan historian aikana jakaa kolmeen
osaan. Ensimmdisessd osassa, Kreikan logiikassa, pddttelyn kaavat rakennettiin
arkisen kielen sanoista syntaktisten sddntdjen vaikutteisena. Seuraavassa vai-
heessa, skolastisessa logiikassa, logiikka kehittyi abstraktimmaksi kieleksi, jossa
huomioitiin poikkeamat. Kolmannessa, eli matemaattisessa vaiheessa logiikka
kehittyi keinotekoiseksi kieleksi, jossa semanttiset funktiot médrittelevit sanoja
ja merkkejd. Ndistd kaksi ensimmadistd vaihetta johdattelee loogisen teorian arki-
kielestd, mutta kolmas vaihe muodostaa ensin formaalisen kielen ja pyrkii tdiman
jalkeen tulkitsemaan sitd arkikielelle. Matemaattisen logiikan vaiheen yhtend
vaikuttajana pidetdan George Boolea. Teoksessaan Mathematical Analysis of Logic
(1847) Boole pyrki haastamaan matematiikan ajatusta vain suureiden ja lukujen
tieteend sekd kannatti laajempaa nikemystd matematiikasta.

Todistaminen on tdrked osa matematiikkaa ja sen historia ulottuu Antiikin
Kreikasta nykypdivadn asti. Antiikin Kreikassa todistamista tiedetdan harjoitta-
neen ainakin Thales, Pythagoras ja Eukleides. Todistaminen alkoi 1800-luvulla

lahestyd kohti tasmaéllisempdd ja formaalimpaa muotoaan. Induktiotodistus on
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saanut alkunsa Pascalin todistuksesta 1650-luvulla. Matematiikassa aksioomia
sekd madritelmid pidetddn totena ilman erillistd todistamista. Sen sijaan vditelau-
seet, lemmat sekd seuraukset vaativat todistamista, joita varten on olemassa eri-
laisia todistamisen strategioita. Tutustutaan ensin viitelauseisiin ja niiden mer-
kintatapoihin.

Logiikassa arkista kieltd pyritddn muuttamaan matemaattisiksi kaavoiksi ja

lauseiksi. Esimerkiksi

A = "Matematiikassa kiytetiin numeroita”
B = "Viisikulmio ei ole monikulmio”

C = "Matematiikka on paras tieteenala”

Nyt vditelauseille A ja B voidaan asettaa totuusarvot tosi (1) tai epatosi (0). Vii-
telauseille on pystyttdva asettamaan totuusarvot, joten lause C ei ole viitelause.
Uusia vditelauseita voidaan muodostaa jo olemassa olevista vditelauseista loogi-
sia konnektiiveja kdyttden. Perehdytddn seuraavaksi totuustauluihin ja konnek-

tiiveihin.

1. Negaatio eli vastakohta. Viitelauseen A negaatio —A, tarkoittaa ettd ” A on
epdtosi”. Vditelauseella A ja sen negaatiolla —=A on aina eri totuusarvot.

Namai voidaan ilmaista totuustaululla seuraavasti:

A -A
1 0
0 1

2. Konjunktio eli ja. Kun véitelauseet A ja B ovat tosia, niin myos véitelause
(A A B) on tosi. Esimerkiksi A = ”Kulma on kupera” ja B = “Kulma on yli
90 astetta”. Konjunktio (A A B) = "Kulma on kupera ja on yli 90 astetta”
siis vain, jos molemmat véitelauseista A ja B ovat tosia. Namaé voidaan il-

maista totuustaululla seuraavasti:
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A | B |(AAB)

1] 1 1 ”Kulma on kupera ja on yli 90 astetta”
1|0 0 ”Kulma on kupera ja ei ole yli 90 astetta”
0 1 0 ”Kulma ei ole kupera ja on yli 90 astetta”
0 0 0 ”Kulma ei ole kupera eiké ole 90 astetta”

3. Disjunktio eli tai. Jos toinen véitelauseista A tai B on tosi, niin my0s véite-
lause (A V B) on tosi. Esimerkiksi A =” Nelikulmio on neli6” ja B ="Ne-
likulmio on suorakulmio”. Disjunktio (A Vv B) = “"Nelikulmio on nelié tai
suorakulmio”, pédtee toisen vditelauseista A tai B ollessa totta. Tama mate-
maattisesti yksiselitteinen konnektiivi voi aiheuttaa ongelmia arkikielen

pdéttelyketjuissa. Namaé voidaan ilmaista totuustaululla seuraavasti:

A | B | (AVB)

1 1 1 ”Monikulmio on neli6 tai suorakulmio ”

1 0 1 “Monikulmio on neli6 tai ei ole suorakulmio ”
01 1 ”Monikulmio on neli6 tai suorakulmio ”
010 0 “Monikulmio ei ole neli6 eikd suorakulmio ”

4. Implikaatio eli jos ..., niin. Jos vditelause A on totta, niin my0s vditelause
B on totta. Esimerkiksi A = "Monikulmio on neli¢" ja B = "Monikulmion
kulmien summa on 360 astetta" Implikaatio (A = B) = ”Jos monikulmio on
nelio, sen kulmien summa on 360 astetta”, on epétotta vain, jos véitelause

B on epitosi. Namd voidaan ilmaista totuustaululla seuraavasti:
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A B (A = B)
”Jos monikulmio on nelis, sen kulmien summa
! ! ! ei ole 360 astetta”
”Jos monikulmio on nelid, sen kulmien summa
! 0 0 ei ole 360 astetta”
”Jos monikulmio ei ole nelis, sen kulmien
0 ! ! summa on 360 astetta”
”Jos monikulmio ei ole nelio, sen kulmien
0 0 ! summa ei ole 360 astetta”

5. Ekvivalenssi eli jos ja vain jos. Talloin véitelauseita A ja B voidaan kutsua
ekvivalenteiksi. Patee siis, ettd A = B ja B = A. Esimerkiksi A = "Kolmio
on tasasivuinen” ja B = "Jokainen kolmion kulma on 60 astetta”. Nyt ekvi-
valenssi (A & B) = "Kolmio on tasasivuinen, jos ja vain jos kolmion jokai-
nen kulma on 60 astetta.” Néain ollen ekvivalenssi padtee. Naméd voidaan

ilmaista totuustaululla seuraavasti:

A | B|(A=>B)| (B«A) | (AeB)
1 1 1 1 1
1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

Totuustauluissa esiintyville konnektiiveille voidaan Saarimé&en (2007) mukaan

maddritelld peruslaskutoimituksia mukaileva suoritusjdrjestys.

Mairitelma 3.6 (Suoritusjdrjestys): Konnektiivit suoritetaan seuraavassa jdrjes-

tyksessa:
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1) negaatio

2) konjunktio sekd disjunktio
3) implikaatio

4) ekvivalenssi

Totuustaulujen avulla voidaan maéritellda minka tahansa propositiolauseiden

totuusarvo. Médritellddn seuraavaksi tautologisuus.

Maaritelmad 3.61 (tautologia): Viitelause A on tautologia, jos kaikilla totuusja-
kaumilla t patee v(A) = 1. Tautologinen véitelause saa aina totuusarvon 1.
Viitelauseiden tautologisuus voidaan osoittaa totuustaulujen avulla, jolloin jo-

kaisen kohdan totuusarvoksi tulee 1. Esitellddn seuraavaksi De Morganin lait.

Lause 3.6 (De Morganin lait):
1. (=(4 A B) & (=4 VvV =B))
2. (—|(A \% B) = (ﬂA \% —|B))

Tutkitaan jalkimmadistd totuustaulun avulla:

A | B |-A|-B|A=B | | -B=-4
1 1 0 0 1 1 1
1 0 0 | 1 0 1 0
0 1 1 0 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1

Totuustaulusta ndhdddn De Morganin lain kohdan 2 saavan arvon 1 kaikissa
kohdissa. Sama voitaisiin tehdd my6s kohdalle 1. Molemmat De Morganin lait
ovat tautologioita Kootaan Saarimden (2007) mukaan seuraavaan lauseeseen

muutamia yleisid pdattelysaantojd, jotka kaikki ovat tautologioita:

Lause 3.61.
1. ——-A4 < A Kaksoiskiellon poisto
2. (A= B) © (=B = —4) Kontraponointilaki
3. (A= B) © [(A= B) A(B = A)] Ekvivalenssilaki



4. A v —=A Vaihtoehtopakko

5. =(A A =A) Ristiriidattomuuspakko

Lisdksi listaan voidaan lisdtda De Morganin lait.

Todistus. Kdyddan lapi muut kohdat totuustaulujen avulla.

1. Kaksoiskiellon poisto

2. Kontraponointilaki:

——4 | & A
1 1
0 1
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A|—-4| B |-B| (AvB) | -(AVB) < | (=AV-=B)
1,010 1 1 0
1,001 1 1 0
0 1 1 0 1 1 0
0O, 1[0 1 0 1 1
3. Ekvivalenssilaki
A| B| A=B) | (A= B) A (B=4) S
1 1 1 1 1 1
1|0 0 0 0 0 1
0|1 0 0 0 0 1
00 1 1 1 1 1
4. Vaihtoehtopakko
Al v | -4
1|1 0
0| 1 1
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5. Ristiriidattomuuspakko

A |=4| (AA=4) | =(A A=A)
1 0 0 1
0|1 0 1

Nyt tarkastelemalla totuustauluja ndhd&an, ettd jokainen lauseen kohdista saa-
daan osoitettua tautologioiksi.

Madritellddn seuraavaksi universaali- ja eksistenssikvanttorit, jotka ovat
tarked osa predikaattilogiikkaa. Vditelause A(x) on avoin lause, koska vditelause
riippuu muuttujasta x. Universaalikvanttoria (kaikille x) merkitdan symbolilla ¥

ja eksistenssikvanttoria (on olemassa x, jolle...) merkitdan symbolilla 3.

Mairitelma 3.62.
1) Universaalikvanttori V: Lause Vx A(x) pdtee jos ja vain jos A(x) on totta
riippumatta x:n arvosta.
2) Eksistenssikvanttori 3: Lause 3x A(x) pédtee jos ja vain jos on olemassa (ai-

nakin yksi) x, joka toteuttaa vditelauseen A(x).
Kvanttoreille patevit Saariméden (2007) mukaan seuraavat vaihtosdannot:

Maairitelmd (Negaation ja kvanttorin vaihtosdanto):
Avoimelle lauseelle A(x) pdtee seuraavat tautologiat:
1.-(vx: A(x)) & 3x: —AX)
2.2(3x: AX)) © Vx: —AX)
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Namai vaihtosdannot voidaan Kdenmaéen (2005) mukaan havainnollistaa arki-
kielelle seuraavasti:
1.”Ei ole totta, ettd jokainen monikulmio on neli6” < ”"On olemassa moni-
kulmio, joka ei ole nelio”
2.”Ei ole olemassa monikulmioita, joka olisi neli¢” < “Jokainen monikulmio

on ei-nelio”

Kvanttorit voivat esiintyd myos yhdessd, mutta tdlloin on kiinnitettava erityista
huomiota niiden esiintymisjarjestykseen.

Perehdytddn seuraavaksi todistamiseen vditelauseiden ja konnektiivien
avulla. Suora todistus (modus ponens) sekd kddnteinen suora todistus (modus
tollens) koostuvat joko annetuista tai péatellyistd lauseiden joukoista. Nama lau-
seet ovat joko alkutietoa, lisdttyjd oletuksia tai pdittelyitd, jotka seuraavat logii-
kan sdantojd. Jos viitelause halutaan osoittaa epdtodeksi, riittdad 1oytad yksi vas-
taesimerkki, jolla lause ei pade.

Usein suoran todistuksen sijaan on helpompaa kayttdd epdsuoraa todis-
tusta, missd vditettd lahestytddn vaihtoehtojen poissulkemisen kautta. Epdsuo-
rassa todistuksessa (reductio ad absurdum) tehdddn alussa antiteesi eli vasta-
vdite, joka pyritddn saattamaan ristiriitaan ja tdlloin saadaan alkuperdinen véite
osoitettua todeksi.

Saarimden (2007) mukaan vditelauseista saadaan loogisia konnektiiveja

hyodyntden muodostettua todistamisen menetelmat:

Lause 3.62. Olkoon A, B ja C viitelauseita, tdlloin seuraavat ovat tautologioita:
1) [A A (A= B)] = B Suora piittely
2) [A A (=B = =A)] = B Kiinteinen suora pdittely
3) {A A [(A A=B) = (C A =C)]1} = B Epdsuora piittely

Todistus.
Kohta (1): Suorassa todistamisessa vditelauseesta A (eli oletuksesta) pyritddan suo-

raan viitelauseeseen B.

A| B |(A=B)| AN(A>B) | [ANA=>B)]>B
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o o Rr| =
o Rr| o ~
Y N =
ol o o =
Y Y -

Nyt viitelause [A A (A = B)] = B on tautologia, joten péittelyketju on osoitettu
todeksi. Myos kohdat 2 ja 3 voidaan osoittaa totuustaulukoiden avulla tautolo-
gioiksi.

K&anteinen suora péddttely on epdsuoran pdéttelyn alalaji, koska vditelause
B kuvastaa epdsuoran paattelyn vditelausetta C. Kontraponointilain mukaan kor-
vataan véitelause (4 = B) vditelauseella (=B = —4), jolloin suorasta pdattelysta
saadaan kddnteinen suora pdittely. Vastavditteestd eli antiteesistd —B johdetaan
oletuksen vastakohta —A.

Epédsuorassa todistamisessa vastavditteestd —B johdetaan oletuksen A
avulla jokin epétosi viitelause (C A =C), jolloin syntyy ristiriita eli kontradiktio.
Nyt vditelause C avulla ristiriidaksi voidaan valita mika tahansa viitelause, ei

pelkédstddn oletuksen vditelause A.

Esimerkki (Suora todistus):

Viite: Nelio, jonka sivun pituus a + b, pinta-ala on a? + b? + 2ab.

Todistus. Muodostetaan pinta-alan lauseke (a + b)2.
(a+b)*=(a+b):-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=a*+b*+2ab.

Ndin saadaan osoitettua suoraan laskemalla, ettd viite pétee.

Esimerkki (kddnteinen suora pdaittely):
Viite: Olkoon suorakulmion kanta a > 0 ja korkeus h > 0, a ja h € N. Jos suora-
kulmion pinta-ala on positiivista, molempien lukujen tulee olla aidosti positiivi-

sia.

Todistus. Todistus voidaan jakaa seuraaviin Kdenmé&en (2005) mukaan:
1) Oletetaan ettd oletus A on totta

2) Muodostetaan antiteesi =B
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3) Yritetddn johtaa antiteesin avulla —=A

4) Jos kohta 3 onnistuu, antiteesi —B ei voi olla totta, joten vdite B on totta.
Oletus A = “Lukujen a ja h tulo on aidosti positiivista.” Vdite B = “Molemmat
luvut ovat aidosti positiivisia.” Antiteesi =B = “ainakin toinen luvuista on nolla.”

Valitaan, ettd a = 0 ja h mika tahansa luonnollinen luku. Pinta-alan lasku

a*h = 0*h = 0, jolloin pinta-ala on nolla eli ei-aidosti positiivista. Nyt johdettiin

antiteesin avulla = A, joten B = ”"Pinta-ala on aidosti positiivista” on totta.

Epédsuora todistus voidaan jakaa seuraaviin vaiheisiin Kienmden (2005) mukaan:

1. Oletetaan ettd oletus A on totta

2. Muodostetaan antiteesi —B

3. Yritetddn johtaa jokin ristiriita oletuksen A ja antiteesin =B avulla

4. Jos kohta 3 onnistuu, niin antiteesi =B ei voi olla totta, joten vdite on totta.
Kddnteinen suora péddttely on epdsuoran pddttelyn erikoistapaus, missa C = A.
Sekd kadnteisessd ettd epdsuorassa todistuksessa on osatta muodostaa vditteen

negaatio.

Yll4 esiteltyjen kolmen tavan lisdksi matematiikassa yleinen todistusmenetelma
on kayttdd induktioperiaatetta. Induktioperiaate perustuu ketjureaktioon: jos
vdite pitdd paikkansa yksittdisessd tilanteessa se yleistetddn patemddn kaikissa
seuraavissa tilanteissa. Perehdytddn seuraavaksi matematiikan induktioperiaat-
teeseen Chartrandin (2008) mukaan. Matematiikan induktioperiaate koostuu al-
kuaskeleesta, induktioaskeleesta sekd induktio-oletuksesta. Induktio-oletus

mahdollistaa induktioaskeleen ottamisen.

Matematiikan induktioperiaate:

Olkoon lause A(x) kaikille positiivisille kokonaisluvuille x. Jos
1) A(1) on totta ja
2) Vx €N, A(x) = A(x + 1) on totta

Niin A(x) péatee kaikille positiivisille kokonaisluvuille
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Matemaattinen induktio on varma todistusmenetelmd, mutta oppilaat kayttavat
usein virheellistd induktiota. Oppilaiden todistuksissa onkin usein kyse induk-

tiivisesta pddttelystd matemaattisen induktioperiaatteen sijaan.

Esimerkiksi: Piirin ja pinta-alan tunnilla oppilaiden selvittdessd monikulmion
pinta-alaa. Kdytossd on 12 tulitikkua ja oppilaat rakentavat ensimmadista moni-
kulmiota, jonka pinta-alaksi he saavat 5 ruutua. He rakentavat erilaista monikul-
miota ja saavat taas pinta-alaksi viisi. Tdmaén jalkeen oppilaat toteavat pinta-alan

olevan aina viisi, jos tikkuja on 12.

Induktiivisessa pdittelyssd yleistetddn yksittdisistd havainnoista tai paattelyista
johtopdatoksid, minka takia padttely voi olla epdvarmaa ja ongelmallista. Esimer-
kissd ollut paittelyketju kohtaa ongelman, kun oppilaat saavatkin pinta-alaksi
yhdeksan.

Y114 esitellyt tavat keskittyvit suoraviivaiseen todistamiseen, missd todiste-
taan vain yksi suunta véitelauseesta. Viitelause voi koostua useammista propo-
sitiolauseista, jolloin vditteen osoittaminen todeksi voi vaatia propositioiden tar-
kastelua yksittdin sekd suunta huomioiden. Monimutkaisten propositiolausei-
den todistaminen perustuu luonnolliseen paittelyyn, mikd pyrkii mukailemaan
ihmiselle luontaista loogisen ajattelun ketjua. Sddntojen, lauseiden ja oletuksien
avulla luonnollinen péaéttely rakentuu kohti johtopédatostd. Luonnollisen péadttely
helpottaa ihmisen monimutkaisen pdittelyketjun ilmaisemista matemaattisin
termein.

Erilaisten todistamistapojen avulla on mahdollista perehtya viitelauseiden
todistamiseen. Menetelmi& on erilaisia ja tyossd on perehdytty vain muutamiin.
Lauseiden todistamisessa on tdrkedd pyrkid huomioimaan kaikki mahdolliset ti-
lanteet, jolloin todistaminen on jaettava vaiheisiin. Todistamisen avulla voidaan
osoittaa, ettd matematiikka tarvitsee laskemisen lisdksi myos loogisen paattelyn
ja perustelun taitoja, joiden avulla rakennetaan ja laajennetaan matemaattista

ajattelua.
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4 TUTKIMUSTEHTAVA JA TUTKIMUSKYSY-
MYKSET

Taman tutkimuksen tavoitteena on saada informaatiota siitd, millaisia virheiti
7.-8.-luokkalaiset tekevit geometriassa ja miten he suhtautuvat vertaistensa te-
kemiin virheisiin. Olemme tutkimusvaiheessa seuranneet, millaisia virheitd op-
pilaat ryhmétyon aikana tekevéat, millaisia mahdollisia virhekasityksid 16ytyy,
sekd miten muut oppilaat reagoivat virheen ilmaantuessa. Tutkimuksen tehtava
yleiselld tasolla on tarjota merkittavaa tietoa 7.-8.-luokkalaisten argumentaatio-
taidoista tilanteessa, jossa joutuu joko puoltamaan omaa virheellistd kdsitystddn,
tai haastamaan toisen virheellistd ajatustapaa.

Yksi tutkimuskysymyksistd on, mitd virheitd tai virhekéasityksid aineistossa
mukana olleilla ryhmilld esiintyy. Olemme seuranneet aineiston videoilta, miten
oppilaat tyoskentelevit tehtdvan parissa, ja miten he tekemiddn ratkaisuja perus-
televat. Tassd tutkimuksessa paneudutaan tilanteisiin, joissa oppilas pddtyy teke-
maédn jossain vaiheessa tehtdavaa virheen. Téllaiset voivat olla sekd spontaaneja
virheitd, ettd syvdllisempid virhekasityksid. Tulosten pohjalta tarkastellaan,
missd kategoriassa virheitd esiintyy eniten, ja pohditaan mahdollisia syitd siihen.

Toinen tutkimuskysymys on, miten virheet vaikuttavat dialogin etenemi-
seen. Kun virhe esiintyy, seuraamme, miten keskustelu siitd jatkuu. Analy-
soimme tapoja, miten oppilaat reagoivat toistensa tekemiin virheisiin. Analyysi-
vaiheessa titd tarkastellaan erilaisten dialogiulottuvuuksien avulla, jotka esitel-

laan Luvussa 5.
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5 TUTKIMUKSEN TOTEUTTAMINEN

5.1 Tutkimuskonteksti

Matematiikka on paljon muutakin, kuin laskuja ja ratkaisuja. Ratkaisuun p&as-
takseen tulee edetd loogisesti, ja omia ratkaisumenetelmidén tulee osata perus-
tella. Jo varhaisessa vaiheessa opetusta oppilaille painotetaan, ettdi matematii-
kassa pelkka vastaus ei riitd. Talld pyritaan kehittdmaan oppilaiden argumentaa-
tiotaitoja, silld tehdessddn vélivaiheita ndkyviin, he kdytdnnossd perustelevat
omaa ratkaisuaan.

Tassd tutkimuksessa keskitytddn argumentaatioprosessiin, kun 7.-8.-luok-
kalaiset perustelevat tehtdvidan vertaisilleen. Tarkastelun alla ovat tilanteet,
joissa oppilas tekee virheen. Virheen esiintymisen jdlkeen dialogi jatkuu, joko vir-
heellistd menetelmééd haastaen tai sen tdysin sivuuttamalla. Tutkimuksessa ana-

lysoidaan sitd, millaisia virheitd oppilailla esiintyy, ja miten dialogi siitd jatkuu.

5.2 Tutkimusaineisto

Tutkimuksessa on hyodynnetty DARLING-aineistoa, eli Dialogic argumentation
for learning-aineistoa. Sen on kerannyt Markus Hahkioniemi, Pasi Nieminen,
Sami Lehesvuori, Kaisa Jokiranta, Jenna Hiltunen ja Jouni Viiri Jyvaskylan opet-
tajankoulutuslaitokselta. Aineistossa seurataan samoja oppilaita samojen opetta-
jien ohjaamina sekd matematiikassa ettd fysiikassa 7.-luokan alusta 8.-luokan lop-
puun. Aineisto koostuu videomateriaalista, jota on kuvattu oppitunneilla. Oppi-
laat ovat noin kolmen-neljan hengen ryhmissa ratkaisemassa ryhmatyotehtavaa.
Tunnin puolessavilissd jokaisen ryhmén tehtédvit asetetaan kaikkien nakyville,
ja niitd kdydadan yhdessd lapi. Esittelytilanteessa ryhman tulee osata perustella
omaa ratkaisuaan ja muut saavat kyselld ratkaisusta. Videointi on tapahtunut si-
ten, ettd jokaisen ryhméan luona on kamera, sek lisdksi opettajaa kuvaa oma ka-

mera.
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Téhén tutkimukseen valikoitui 12 eri oppituntia ja viisi eri oppitunnin ai-
hetta. Jokaisella oppitunnilla oli noin kuusi ryhmdd, joissa tyoskenteli kolme-
nelja oppilasta. Kamera kuvasi koko tunnin ajan aina tietyn ryhman tyoskente-
lya. Télla otannalla tutkimukseen valikoitui yhteensa 69 videota. Tuntien aiheita
olivat geometrinen piirtaminen, 3D-geometria, piiri ja pinta-ala, Pythagoraan pa-
lapeli ja nelikulmion kulman suuruus. Ndistd 7.-luokalla olevia oppitunteja ovat
nelikulmion kulman suuruus, geometrinen piirtdminen sekd piiri ja pinta-ala. 8.-
luokalla olevat oppitunnit ovat Pythagoraan palapeli sekd 3D-geometria.

Tutkimukseen osallistujat ovat 7.-8.-luokkalaisia peruskoulun oppilaita.
Tutkimustuloksia tulkittaessa kdytetdan pseudonyymeja. Tunnistekoodeina kay-
tetddn oppilaita numeroituina, esimerkiksi Oppilas 1 ja Oppilas 2. Koodausta
kaytetdan videokohtaisesti, ei koko aineiston kohdalla. Esimerkiksi videolla 1
esiintyvd Oppilas 1 saattaa olla eri, kuin videolla 2 esiintyva Oppilas 1. Lisdksi
opettajille kdytetddn tunnistekoodeja Opettaja 1 ja Opettaja 2. Namd pysyvit va-
kioina, joten esimerkiksi Opettajasta 1 puhuttaessa tarkoitetaan aina tiettyd opet-

tajaa.

5.3 Tutkimuksen oppituntien aiheet

Tutkimusaineistosta kayttoon valikoitui viisi eri oppitunnin aihetta, joita olivat
nelikulmion kulman suuruus, geometrinen piirtdiminen, piiri ja pinta-ala, Pytha-
goraan palapeli ja 3D-geometria. Téassd luvussa esitellddan oppituntien aiheet ja
ryhmatoiden tehtdvanannot. Késitellddn myos sitd, millaisia matemaattisia tai-

toja oppilailta edellytetddn tehtavan ratkaisemiseksi.

5.3.1 Nelikulmion kulman suuruus

Oppitunnit nelikulmion kulman suuruudesta on pidetty seitsemdnnen luokan
puolivélissd. Tehtdvand on GeoGebra-appletin avulla selvittdd, mikd on suurin
mahdollinen nelikulmion kulman suuruus. Oppilaille tunnilla jaettu tehtdavapa-

peri on seuraavanlainen:
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Kuva 14

Nimet:

Kuinka suuri voi nelikulmion kulma olla suurimmillaan?

Alustavat arviomme ennen tutkimista:

Tutkikaa asiaa oheisella nettisivulla: http://ggbtu.be/m1910199

Tutkimuksen jalkeen vastauksemme on:

Perustelut (piirré/kirjoita):

Oppilaita ohjeistetaan ensin arvioimaan itsendisesti, mika voisi olla suurin
mahdollinen nelikulmion kulma. Sen jdlkeen kolmen-neljan hengen ryhmissa he
jakavat arvionsa, ja kirjoittavat ryhména yhteisen arvionsa tehtavapaperille. Ar-
viointien jdlkeen oppilaille jaetaan iPadit, joilla he avaavat tehtdvapaperissa lu-
kevan linkin, joka vie Markus Hahkioniemen luomaan GeoGebra-applettiin. Ap-

pletista aukeaa seuraavanlainen tiedostondkyma:
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Kuva 15

Nelikulmion kulma

Tekija: Markus Hahkioniemi

0

81.64°

ra
Ld

Nyt appletissa olevaa nelikulmiota pystyy tutkimaan siirtelemalld sen jokaista
kulmaa. Applettiin on jdtetty ndkyviin vain yhden kulman suuruus, joka muut-
tuu sen mukaan, kun nelikulmion kulmia liikuttaa. Kulmasta, jossa asteluku on
nakyvilld, olisi tehtdvéassd tarkoitus saada mahdollisimman suuri. Lopuksi ap-
pletin avulla saatu ratkaisu tulee kirjoittaa tehtdvéapaperiin, ja perusteluina piir-
tdd kyseinen nelikulmio ja sanallisesti selittda sita.

Tehtdvéassd onnistuminen edellyttdd oppilaalta tietdmysta siitd, mikd on ne-
likulmio. Nelikulmion ominaisuuksista seitsemésluokkalaisen oletetaan tieta-
vdn, ettd nelikulmiossa on nelja kulmaa, joiden astelukujen yhteenlaskettu
summa on 360 astetta. Tehtdvéassd edellytetdan my6s hahmottamista, miten yh-
den kulman muuttaminen vaikuttaa muihin kulmiin. On my6s olennaista osata
ottaa huomioon kaikkien kulmien yhteisvaikutus yhden kulman suuruuteen.
Matemaattisesti tamd tarkoittaa sitd, ettd koska jokaisen kulman on oltava aidosti
suurempaa kuin nolla astetta ollakseen kulmia, niin pohtiessa yhden kulman

suurinta mahdollista astelukua tulisi muistaa, ettd mukana on my6s kolme
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muuta kulmaa, jotka eivét voi olla nolla astetta. Siispd yhden kulman suurin

mahdollinen asteluku on aidosti pienempédd kuin 360 astetta.

5.3.2 Geometrinen piirtiminen

Geometrisen piirtdmisen oppitunnit sijoittuvat myos seitsemdnnen luokan puo-

livdliin. Tehtdvananto on seuraavanlainen:

Kuva 16

Geometrinen piirtaminen

Nimet:

1. Piirtdkda geometrisesti nelikulmio, jonka kaikki sivut ovat yhta pitkat.
Valmistautukaa selittdmaan muille, miksi piirtdmistapa toimii.

Kuva 17

Geometrinen piirtaminen

Nimet:

2. Piirtakaa geometrisesti kaksi samankokoista ympyraa, joilla on tasan yksi
yhteinen piste. Valmistautukaa selittdmaan muille, miksi piirtdmistapa toimii.
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Kuva 18

Valmistautukaa kommentoimaan tai kysymaan muiden ratkaisuista.
Ainakin yksi kommentti tai kysymys jokaiselta ryhmalta.

« Mihin kohtaan ratkaisussa haluaisitte lisdselitysta?

« Mitd kohtaa ratkaisussa pitdisi teidan mielestanne kehittaa?

« Miksi ratkaisu on mielestanne toimiva?

Kuva 19

Mitad mielta tdsta ratkaisusta?

Jokainen tehtdva oli omalla pdf-sivullaan, joten tdhédn tutkielmaan tuotiin vain
tehtdvanannon nayttava osa.

Tunnin alussa opettaja kertaa oppilaille, mitd tarkoittaa geometrinen piirta-
minen. Opettaja ohjeistaa, ettd tehtdvissd saa kdyttdd vain harppia ja viivainta.
Viivainta ei kuitenkaan saa kdyttdd mittaamiseen, vaan ainoastaan suorien viivo-
jen piirtdmiseen. Varsinaisia tehtdvid on kaksi kappaletta, jotka ndkyvat Kuvissa

16ja 17. Kuvassa 18 on ohjeistukset loppukeskustelua varten. Kuvassa 19 nakyva
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ratkaisu on tarkoitettu esitettdviksi tunnin lopussa, jolloin oppilaat padsevdt ar-
vioimaan esitettyd ratkaisutapaa ja sen oikeellisuutta.

Télld tunnilla olennaista on ymmadrtdd, mitd geometrinen piirtdiminen on.
Esitietoina on myos nelikulmion ja ympyran méaéritelma. Haastavin osuus tehta-
vdssd on se, kun oppilaan on osattava hyodyntad ja kdyttdd erilaisia geometrisia

menetelmid, kuten keskinormaaleja ja kulmanpuolittajia padstikseen ratkaisuun.

5.3.3 Piiri ja pinta-ala

Piiri ja pinta-alan oppitunnit sijoittuvat seitsemédnnen luokan kevatlukukaudelle.

Tehtdvananto tédlld oppitunnilla on seuraavanlainen:



Kuva 20

Tikut ja pinta-ala

Nimet:

Neljastd tikusta muodostetun nelidn pinta-ala on 1.
Kuinka pienen monikulmion saatte koottua 12 tikusta?

Piirtdkaa ratkaisunne ja valmistautukaa selittdmaan, mista tiedatte
monikulmionne pinta-alan.

62



63

Kuva 21

Valmistautukaa kommentoimaan tai kysymaan muiden ratkaisuista.
Ainakin yksi kommentti tai kysymys jokaiselta ryhmalta.

« Mihin kohtaan ratkaisussa haluaisitte lisdselitysta?

« Mitd kohtaa ratkaisussa pitaisi teiddn mielestanne kehittaa?

« Miksi ratkaisu on mielestanne toimiva?

Nyt oppilaiden tulee siis muodostaa 12 tulitikusta monikulmio, jonka pinta-
ala on mahdollisimman pieni. Neljdstd tikusta muodostetun nelion pinta-ala on
yksi, eli yksi tikku vastaa tehtdvéapaperissa olevan ruudukon yhden ruudun si-
vun pituutta. Monikulmiolle ei ole muuta ehtoa, kuin se, ettd pinta-ala tulee pys-
tyd laskemaan siitd tarkasti.

Oppilaan tulee tuntea monikulmion madritelma ja hénen tulee myos osata
laskea erilaisten kuvioiden pinta-aloja. Tdssd tehtdvassd pinta-alan laskemisen
apuna on ruudukot, joten pinta-alan voi laskea niiden mukaan, eli varsinaisia
laskukaavoja ei vadlttamattd tarvitse. Halutessaan pinta-alan voi kuitenkin tehté-
védssd laskea myos laskukaavoja kédyttden, jos monikulmio on rakennettu sen mu-
kaisesti. Joidenkin monikulmioiden laskeminen laskukaavoja hyddyntden voi
kuitenkin olla tdssd tehtdvidssa seitsemdsluokkalaiselle haastavaa, joten tehta-
vdssd on hyvé hallita hyvaa hahmottamista. Hahmottaminen tulee olennaiseksi
siind vaiheessa, kun tikkuja ei asetella endd ruutujen sivujen mukaan, vaan vi-

nosti ruudun sisille.

5.3.4 Pythagoraan palapeli

Oppitunti Pythagoraan palapelistd on pidetty kahdeksannen luokan loppupuo-

lella. Tehtidvananto on kaksiosainen:
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Kuva 22

Palapeli Nimet:

Kéyttdkad apuna paperisia paloja.

Tehtéva 1. Valitkaa vaihtoehdoista oikea pinta-ala kullekin kuviolle. Perustelkaa.

a? b? @ a (a+b)? (a-b)?

o
-
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Kuva 23

Tehtdvd 2. Perustelkaa onko vdittama tosi vai epatosi. Kopioikaa kuva tai kuvat perusteluksi.

Vaittama Tosi/epitosi | Perustelu
1.

Suurimman nelién (ruskea) pinta-ala on
al+ bl

2.

Suurimman nelidn (ruskea) pinta-ala on
al+ b2+ 2ab.

3.

Suurimman nelidn (ruskea) pinta-ala on
c + 2ab.

a.

Neljidn kolmion pinta-ala on yhteensé c2.

5.

Mustan nelién ja neljdn kolmion pinta-ala
on yhteensd c2.

6.

Mustan nelién ja neljédn kolmion pinta-ala
on yhteensd a2 + b

7.
c?=a’+b?

Vihje: Mitd hyotya on edellisistd
vaittdmista?

Kuvassa 22 nidkyy ensimmadinen tehtévd, jossa oppilaiden tulee osata yhdis-
tdd oikein, milld kaavalla saa mink&kin kappaleen pinta-alan laskettua. Tehta-

vdssd tulee hyodyntdd tietoa kolmioista, joihin on merkattu sivujen pituudet a, b
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ja c. Muut kuviot ovat nelivitd, ja niiden sivujen pituudet saa etsittyd kolmion
annettujen sivujen pituuksien avulla. Tehtdvéssd jokainen annettu pinta-alan las-
kukaava tulee kaytetyksi.

Kuvassa 23 on toinen tehtdvd, jossa tulee tutkia vditteitd ja niiden todenmu-
kaisuutta. Oppilaan tulee vastata, pitddko annettu vdite paikkansa vai ei, ja pe-
rustella vastauksensa. Tehtdvad johdattelee Pythagoraan lauseen todistukseen,
joka on a? + b? = c?.

Tama tehtdva edellyttdd oppilaalta tietoa, mikad on pinta-ala ja miten se las-
ketaan. Oikeaan ratkaisuun padseminen vaatii myos hahmottamiskykya osatak-
seen verrata oikein sivujen pituuksia annettujen kolmioiden sivujen pituuksien
kanssa. Olennaisia taitoja ovat myo6s potenssien laskusdannot ja binomin nelion
kaava. Tassakddn tehtdvassa ei valttamatta tarvitse laskea ollenkaan, jos osaa tar-
peeksi hyvin hyodyntdd annettuja kappaleita. Jokaisen viitetehtdvan pystyisi
ratkaisemaan annettujen kappaleiden avulla. Esimerkiksi kohdassa 1 oppilas voi
koittaa asettaa nelitt, joiden pinta-alat ovat a* ja b? ruskean nelitn pélle, ja tut-
kia, tayttavatko kyseisten nelididen pinta-alat ruskean nelion pinta-alan. Vastaa-
vasti kohdan 1 saa myos laskettua. Ruskean nelién pinta-ala on (a + b)?, josta

ratkaisemalla laskemalla sulut auki oppilas voi tutkia, tuleeko siitd a® + b?.

5.3.5 3D-geometriaa

3D-geometrian tunti on pidetty kahdeksannen luokan kevatlukukauden loppu-
puolella. Oppitunnin aiheeseen kuului kolme GeoGebra-appletilla suoritettavaa
tehtdvad. Tehtdvét oli jaettu kahteen tiedostoon, joista toinen oli muodostettu
kolmiulotteiseksi, jolloin kayttoon sai 3D-lasit, ja toinen tiedosto oli tavallinen

GeoGebra-tiedosto. Tehtdvanannot olivat seuraavanlaiset:



Kuva 24

Nimet:

Osoite: https://ggbm.at/qRXX9yav
Tehtdva 1. Tutkitaan appletin kuutioita.

a) Kuinka monta eripituista janaa voidaan piirtda yhdistamalla kaksi kuution
karkea?

b) Mika a-kohdan janoista on pisin? Perustelkaa.

c) Kuinka monta erikokoista kolmiota voidaan piirtda yhdistdmalla kolme
kuution karkea?

d) Mika c-kohdan kolmioista on pinta-alaltaan suurin? Perustelkaa.
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Kuva 25

Nimet:

Tehtéva 2. Tutkitaan appletin laatikkoa (suorakulmainen sarmio).

Mika on lyhin reitti laatikon karjestd A kdrkeen B laatikon pintaa pitkin?
Montako erilaista vaihtoehtoa lyhimmalle reitille on?

Perustelkaa.

Piirtakaa reitit oheisiin kuviin.

A A
B B

A A
B B

68
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Kuva 26

Nimet:

Tehtdva 3.

Piirtakaa appletilla kysytty pallo. Perustelkaa, miksi piirtdmistapanne on tarkka.
a) Piirtdkaa pienin mahdollinen pallo, jonka sisilld on koko kuutio.

b) Piirtakaa suurin mahdollinen pallo, joka mahtuu kuution sisaan.

Kuvia muistiinpanoja varten:

Tehtdvidssa yksi (Kuva 24) on tarkoitus appletin avulla itse piirtamalld tut-

kia tehtavad. Tehtdvandakymad on seuraavanlainen:
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Kuva 27

3D-argumentaatio

Author: Markus Hahkiéniemi

(%]~ > @

Nayta kuution sisus ra /
4

Téssd tehtdvdssd oppilaan tulee ymmartdd janojen pituuksien suhteita. Olen-
naista on hahmottaa avaruuskappaleen rakennetta, tdssd tapauksessa kuutiota.
C-kohdassa tarvitaan myos taitoa laskea kolmioiden pinta-aloja.

Tehtdvassa kaksi (Kuva 25) oppilasta auttaa appletissa ndkymad, jossa kuu-

tion saa levitettyd auki. Levitettynd kuutio ndyttdd seuraavanlaiselta:
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Kuva 28

Tekija: Markus Hahkisniemi

(%]~ &

~
w/

® Levits

Nyt oppilaan tulee selvittdd lyhin reitti pisteestd A pisteeseen B. Tehtdva vaatii
avaruudellista hahmottamista, mutta sen tukena on GeoGebra-appletti. Kun
osaa appletilla pyorittdd suorakulmaisen sarmion ylld olevaan muotoon, tulee
ensin hahmottaa lyhin reitti, eli jana valilld AB, jonka jilkeen sen pituus tulee
osata ratkaista Pythagoraan lauseen avulla.

Tehtdviassa kolme (Kuva 26) oppilaan tulee piirtdd halutun kokoisia palloja.

GeoGebra-appletista aukeava ndkyma on seuraavanlainen:
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Kuva 29

3D-argumentaatio

Author: Markus Hahkioniemi

(k] X~ X @ @

=

Tassd tehtdvdssda onnistuakseen oppilaan tulee tuntea pallon ominaisuudet hy-
vin. Tulee ymmartad, mika pallon sédteen tulee olla, missd kohdassa pallon tulee
sivuta kuutiota, ja miten sivuamispisteet 16ytyviat. Sivuamispisteiden loyta-

miseksi tulee osata hyodyntda lavistdjid oikeaoppisesti.

5.4 Aineiston analyysi

Tutkimuksessa kdytetddan laadullista sisdllonanalyysia, joka voidaan jakaa nel-
jddn vaiheeseen. Ensimmadisessd vaiheessa on tarkedd tehdd paéatos siitd, mika ai-
neistosta on kiinnostavaa sekd relevanttia (Tuomi ja Sarajarvi, 2018). DARLING-
aineistosta on jo tutkittu argumentaatiota. Tdssa tutkimuksessa rajasimme tutki-
muskysymykset keskittyméddn pienryhmdtyoskentelyyn matematiikan parissa,
ja vield tarkentaen tilanteisiin, joissa oppilas tekee virheen. Virhetilanteiksi on
laskettu kaikki virheet, mutta tilanteet, jotka ovat selkeitd lipsahduksia, ovat ja-
tetty huomiotta. Tdllainen voi olla esimerkiksi tilanne, jossa oppilas tarkoittaa sa-

noa “kaksi kertaa kaksi on nelja”, mutta sanookin vahingossa “kaksi kertaa kaksi
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on kaksi, ei kun siis nelja”. Tdllaisissa tilanteissa oppilas huomaa valittomasti lip-
sauttaneensa vddran sanan, ja korjaa tilanteen heti. Toisessa vaiheessa aineistoa
lapikdydessd merkitddan systemaattisesti kiinnostavat kohdat sekd pidetddn ne
erillddn muusta aineistosta. Olemme listanneet aineistosta kaikki kohdat, joissa
virhe syntyy, ja kuvailleet niitd lyhyesti. N&din olemme voineet helposti palata ti-
lanteisiin, joissa virhe on ollut.

Kolmannessa vaiheessa aineistosta poimitut osat luokitellaan, tyypitelldan
tai teemoitetaan (Tuomi ja Sarajarvi, 2018). Dialogia tutkiessa on keskitytty vain
oppilaiden véliseen dialogiin, joten tilanteissa, joissa opettaja vastaa oppilaan vir-
heeseen, on jatetty dialogia analysoidessa huomiotta. Aineiston ositteluun
olemme kdyttineet Hihkioniemen ym. (2019) artikkelissa esittelemid erilaisia
dialogisia liikkeitd hieman soveltaen itse sitd soveltumaan tutkimukseemme par-
haimmalla mahdollisella tavalla. Hahkioniemi ym. (2019) artikkelissa erilaisia
dialogin ulottuvuuksia ovat kysymyksen esittdminen, haastaminen, syventami-
nen, kommentointi ja vastaaminen. Kysymyksen esittdessdan oppilas kysyy ky-
symyksen toisen ideaan liittyen. Haastaessaan oppilas osoittaa epdkohdan toisen
oppilaan ideassa. Syventdessddn oppilas analysoi, kehittdad tai vahvistaa toisen
oppilaan ideaa. Kommentointi pitdé sisédllddan sen, kun oppilas kommentoi toisen
oppilaan véitettd haastamatta, kysymystd esittamdtta tai syventamatta sitd. Vas-
taaminen tarkoittaa sitd, kun oppilas vastaa toisen oppilaan kysymykseen haas-
tamatta, kyseenalaistamatta, syventamatta tai kommentoimatta sita.

Hahkioniemi ym. (2019) artikkelissa nditd ulottuvuuksia on tutkittu yksit-
tdisind puheenvuoroina. Tadssd tutkimuksessa ei ole analysoitu jokaista puheen-
vuoroa erikseen, vaan tutkitaan dialogia yleiselld tasolla. Tastd lisdd seuraavassa
kappaleessa. Ulottuvuuksia on hieman tdsmennetty ja muokattu soveltumaan
paremmin tdhan tutkimukseen. Olemme kéyttaneet ulottuvuuksina kysymyksen
esittdminen, haastaminen, syventaminen, kommentointi, vastaaminen ja ei huo-
mioida. Kysymyksen esittdminen on sitd, kun esitetddn kysymys liittyen toisen
ideaan. Tadssd halutaan saada lisdd informaatiota toisen ideasta, mutta ei esitetd
kysymystd kyseenalaistavassa muodossa. Esimerkiksi seuraavanlainen tilanne

luokiteltaisiin kysymyksen esittamiseksi:
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Oppilas 1: Monikulmios on enemman ku 4 kulmaa
Oppilas 2: Onko siis nelio monikulmio?

Oppilas 1: Ei ku se on nelio

Kun taas seuraava luokiteltaisiin kyseenalaistuksen vuoksi haastamiseksi:
Oppilas 1: Md mittaan tdn sivun et saadaa toi toinen sivu saman mittaseks

Oppilas 2: Voiko nii muka tehd? Eihdn geometrises piirtdmises saa mitata?

Haastaminen tarkoittaa sitd, kun esitetddn jokin epdkohta toisen ideaan liittyen.
Tdhan ulottuvuuteen kuuluu myos kyseenalaistavat kysymykset, joista tulee
ilmi, ettd kysymyksen kohteena olevassa ideassa on epdkohta. Syventdminen on
toisen idean vieminen eteenpdin ja sen tarkentaminen. T&dssd tutkimuksessa sy-
ventdmiseen on otettu mukaan vain vddran idean kehittiminen eteenpdin vaa-
rélld tavalla. Jos oppilas osaa kertoa vadrdan ideaan oikean idean ja viedd eteen-
pdin omaa oikeaa ideaansa, niin se kuuluu haastamiseen eikd syventdmiseen.
Kommentointi on mitd tahansa kommentointia ilman kysymyksen esittamistd,
syventdmistd tai haastamista. Kommentointiin kuuluu my6s sanaton kommen-
tointi, esimerkiksi nyokkays tai jonkinlainen reagointiin kuuluva ilme. Vastaami-
nen on sitd, kun toinen kysyy kysymyksen, ja sithen vastataan. Tahéan ulottuvuu-
teen lasketaan tdssd tutkimuksessa tilanteet, kun oppilas kysyy virheellisen ky-
symyksen, ja saa siihen vastauksen toiselta. Vastaamisesta on kuitenkin poissul-
jettu vastaukset, jotka sisdltavat haastamista, tai epdkohdan korjaamisen. Esimer-
kiksi seuraavanlainen tilanne luokiteltaisiin tutkimuksessamme vastaamiseksi:
Oppilas 1: Eikos kolmion pinta-ala oo kanta kertaa korkeus?

Oppilas 2: Joo on.

Kun taas seuraava tilanne luokiteltaisiin haastamiseksi:
Oppilas 1: Nyt ku tdn kolmion kateetit on kolme ja kaks, nii eikos sen
pinta-ala oo kolme kertaa kaks eli kuus?

Oppilas 2: Ei, vaan se on kolme kertaa kaks jaettuna kahella, eli kolme.

Viimeisenid ulottuvuutena on ei huomioida. Tdhdn ulottuvuuteen kuuluvat

kaikki virheiden huomiotta jattamiset. Téllaiset tilanteet ovat niitd, kun yksikdan
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oppilas ei vastaa tai reagoi mitenkddn toisen esittimddn virheeseen. Alla vield

taulukon muodossa oma analysointimenetelmamme.

Taulukko 1

Dialogiset liikkeet virheen

esiintymisen jdlkeen

Kysymyksen esittdminen

Oppilas esittdd kysymyksen liittyen toisen oppilaan virheelli-

seen ideaan. Kysymys ei ole kyseenalaistavaan sdvyyn esi-

tetty.

Haastaminen Oppilas esittdd epdakohdan toisen oppilaan ideassa.

Syventiminen Oppilas kehittdd eteenpdin toisen oppilaan virheellistd ideaa
virheelliseen suuntaan.

Kommentointi Oppilas ainoastaan kommentoi toisen oppilaan ideaa ilman
kysymyksen esittdmistd, syventdmistd tai haastamista. Kom-
mentointi voi my0s olla sanatonta reagointia, kuten nyokkays
tai kasvojen ilme.

Vastaaminen Oppilas vastaa toisen oppilaan esittiméddn kysymykseen,

mutta vastaus ei sisilla haastamista.

Ei huomioida

Oppilas ei huomioi millddn tavalla toisen oppilaan tekemad

virhetts.

Ylld olevaa analysointimenetelméd on kaytetty luokittelemaan koko dialo-

gitilanne. Olemme katsoneet aineiston videoilta tilanteen, jossa esiintyy virhe ja

sen jdlkeen listasimme ylos, millainen virhe on kyseessd. Taman jdlkeen seura-

simme videolta tilannetta, mitd tapahtuu virheen esiintymisen jdlkeen. Ndiden

tilanteiden analysointiin on kéytetty Taulukkoa 1. Tilanteita on analysoitu ylei-

sesti koko tilanteena, ei yksittdisind puheenvuoroina. Analyysissamme ei siis ole

ratkaisevaa se, mitd ensimmadisessd ja toisessa puheenvuorossa tarkalleen sano-

taan ja mihin ulottuvuuteen ne menevit, vaan tiarkedd on se, millaisena tilanne

yleisesti jatkuu. Jos edes yksi oppilas tilanteessa haastaa virheen tekijan, niin

koko tilanne on luokiteltu haastamiseksi. Jos taas kukaan muu ei reagoi virhee-

seen, mutta yksi oppilas nyokkdd virheen esittdjélle, niin tilanne luokitellaan

kommentoinniksi.
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Tilanteiden luokittelun jdlkeen olemme koonneet Excel-tiedostoon yhteen-
vedon. Listasimme aineiston oppitunnit kronologiseen jdrjestykseen, ja koko-
simme niiden alle eri tunneilla esiintyneiden ulottuvuuksien maarat. Eri oppi-
tunneilla oli eri mdéréat osallistuneita ryhmid, niin laskimme oppitunneittain yh-
teensd olevat ulottuvuuksien maarat. Naistd laskimme prosenttiosuudet, jolloin
ndimme, mikd ulottuvuus esiintyy eniten/véhiten eri oppitunneilla. Ndiden pe-
rusteella analysoimme, mikd on oppilaiden yleisin tapa reagoida muiden teke-
miin virheisiin. Kdyttamamme Excel-taulukon pohjalta saisi myos tietoa siitd,
onko prosenttiosuuksissa muutosta, kun verrataan oppitunteja 7.-luokalta 8.-
luokkaan.

Taulukoissa ndkyvit oppituntien aiheet ja tuntien pitdneet opettajat. Dialo-
giulottuvuuksien riville on merkattu opettajittain maarat, millaisina dialogitilan-
teet jatkuvat virheen jdlkeen. Oikeanpuolimmaisessa sarakkeessa on prosentti-
osuus, eli laskettuna oppitunnin kaikki dialogitilanteet yhteen, saadaan ulottu-
vuuksien prosenttiosuudet.

Neljannessd eli viimeisessd vaiheessa kirjoitetaan yhteenveto. Tutkielmassa
tamd nakyy kahdessa seuraavassa luvussa, tuloksissa sekd pohdinnassa. Tulok-
sissa avataan analyysin tarjoamat tiedot. Pohdinnassa lopuksi pohditaan saatuja

tuloksia ja niiden merkitysta.

5.5 Eettiset ratkaisut

Tutkimusaineiston kayttod varten molemmat tutkielman tekijét ovat kirjoittaneet
salassapitovelvollisuuden aineistoa varten. Aineistoa ei saa ndhda tai kuulla ku-
kaan muu, kuin tutkielman tekijdt. Aineistoa on kaytetty tietoturvallisesti, eli mi-
tdan kuvia tai videointeja aineistosta ei ole tallennettu omalle tietokoneelle. Tut-
kielman ollessa valmis, oikeudet aineistoon poistetaan tekijoiltd, ja kaikki mah-
dolliset tallennetut tiedot ja muistiinpanot aineistoon liittyen poistetaan.
Tutkimuksessa kdytetddn pseudonyymeja. Kun tutkielmassa esitetddan dia-
logitilanteita litteroituna, niin ei kdytetd aineistossa esiintyneiden henkildiden oi-

keita nimid, vaan tunnistekoodeina kaytetdaan esimerkiksi Oppilas 1 ja Oppilas 2.
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My0s opettajat on koodattu tunnistein Opettaja 1 ja Opettaja 2. Opettajilla tun-
niste on vakio, eli esimerkiksi Opettajasta 1 puhuttaessa kyseessd on aina sama

henkil6.
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6 TUTKIMUSTULOKSET

Tulokset on jaettu kahteen kategoriaan. Luvussa 6.1 késitellddn erilaisia virhe-
tyyppejd. Tassd osiossa esitellddan, millaisia olivat yleisimmaét aineiston geometri-
sissa aiheissa esiintyneet virheet ja virhekésitykset. Luvussa 6.2 syvennytdan vir-
heen esiintymisen jdlkeiseen dialogiin. Dialogia analysoidaan luvussa 5.4 esitel-
lylla sovelletulla mallilla, joka 16ytyy Taulukosta 1. Tamé osio antaa informaa-

tiota siitd, miten oppilaat yleisesti reagoivat muiden tekemiin virheisiin.

6.1 Erilaiset virhetyypit

Yksi tdméan tutkimuksen tutkimuskysymyksistd pohjautuu siihen, millaisia vir-
heitd/ virhekasityksid aineistossa mukana olleilla ryhmilld esiintyy. Olemme poi-
mineet aineistosta yleisimmin ilmenneitd virheitd ja virhekésityksid, ja esitte-
lemme ne tdssd luvussa. Olemme kategorisoineet erilaisia yleisimpid aihealueita,
joilla virheitd eniten esiintyy.

Kaikki aineiston oppitunnit ovat geometrian tunteja. Eri oppitunteja on viisi
kappaletta, ja aiheita ovat piiri ja pinta-ala, geometrinen piirtdminen, 3D-geomet-
ria, nelikulmion kulman suuruus ja Pythagoraan palapeli. Oppituntien aiheet on

esitelty tarkemmin luvussa 5.3.

6.1.1 Termit ja niiden madritelmat

Kaikista yleisin aihealue, jossa virheitd ilmenee, on termit ja niiden maéritelmat.
Nadissd virheissd ilmeni paljon samankaltaisuuksia oppilaiden kesken ja tatd
esiintyi lahes jokaisella oppitunnin aiheista. Virheiden mééréat kategorioittain esi-

tetdan Taulukossa 2.
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Taulukko 2

Virheiden midrit tyypeittiin
Virhetyyppi Madra
Termit 84
Pinta-ala & lavistdjan pituus 44
Geometrinen piirtdiminen 7
Kulman suuruus 22
Yhteensi 157

Téastda huomataan, ettd virheet termeihin liittyen kattaa yli puolet kaikista vir-
heistd. Lisdksi oppitunneittain jaoteltuna virheet jakautuivat kategorioittain seu-

raavasti:

Taulukko 3

Virheiden midrit tunneittain sekd tyypeittiin

Nelikulmion kul- ~ Geometrinen Pythagoraan 3D geo-
Piiri ja ala
man suuruus piirtdiminen palapeli metriaa
Termit 12 14 26 9 23
Pinta-ala & l4vista-
0 1 19 20 4
jan pituus
Geometrinen piir-
0 7 0 0 0
tdminen
Kulman suuruus 22 0 0 0 0
Yhteensi 34 22 45 29 27

Yleisimmét termeihin liittyvat virheet koskivat kuvioiden mddritelmia.
Naihin kuvioihin sisdltyy sekd kaksiulotteisia tasokuvioita ettd kolmiulotteisia
avaruuskappaleita. Tasokuvioissa ndytti olevan selkeitd mddritelmid koskevia
virhekésityksid, kun taas avaruuskappaleissa kyseessd oli useassa tapauksessa
vain virheellisesti sanottu termi, esimerkiksi kuutiosta puhuttaessa mainitaan

kuution sijasta nelio, tai pallosta puhuttaessa pallon sijasta ympyra.
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Tasokuvioita koskevat virheet painottuivat monikulmion, nelikulmion ja
nelion médritelmiin. N&itd ilmeni oppitunneilla aiheissa piiri ja pinta-ala sekd ne-
likulmion kulman suuruus. Monikulmion mé&aritelma 16ytyy luvusta 3.2. Moni-
kulmio on suljetun murtoviivan rajaama tason osa, jonka janat eivit leikkaa toi-
siaan muualla, kuin janojen pdatepisteissd. Tastd huolimatta oppilaat kuitenkin
useassa tilanteessa ajattelivat, ettd monikulmio voisi olla useassa eri osassa. Esi-
merkiksi piiri ja pinta-alan tunnilla vastaan tuli useita tdméankaltaisia ehdotuksia

monikulmioksi:

Kuvio 30

Toinen usein ilmenevéd virheellinen ajatus monikulmiosta oli kuvio, jossa on

reiki keskella.

Kuvio 31

Nadistd kumpikaan Kuvioista 30 ja 31 ei kuitenkaan ole monikulmio. Nyt kyseessa

on sisdllollinen virhekésitys. Oppilaat ymmartdvat monikulmion maééritelméan
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vddrin, ja siten syntyy virheellisid ratkaisutapoja. Téllaiset tilanteet eivit olleet
aineistossa yksittdistapauksia, vaan niitd ilmeni useita.

Kolmiulotteisten avaruuskappaleiden virheet koskivat paddasiassa tilan-
teita, joissa avaruuskappaleen termin sijasta kédytettiin vastaavan kaksiulotteisen
kuvion nimed. Téllaisia olivat esimerkiksi pallon sijasta ympyra tai kuution si-
jasta nelio. Seuraava esimerkki on Opettajan 5 tunnilta 3D-geometriaa:

Opettaja 5: Mihin te haluatte sen pallon keskipisteen?

Oppilas 1: Varmaan keskelle

Opettaja 5: Ja mita?

Oppilas 2: Nelioo

Opettaja 5: Sitd kuutioo

Tdssd tilanteessa ei varsinaista virhekésitystd ole havaittavissa, silld virheellinen
ilmaisu vaikuttaa tilanteessa vain epdtarkalta termien kaytoltd. Tilanteessa kui-
tenkin syntyy virhe, silld kyseessd on vaara termi.

Oppitunnilla nelikulmion kulman suuruus ilmeni paljon nelikulmioon ja
nelioon liittyvid virheitd. Nelio on erés tietynlainen nelikulmio, jolla on nelitlle
tyypilliset ominaisuudet. Oppilaat kuitenkin useassa tapauksessa yhdistavét jo-
kaisen nelikulmion olevan nelio, vaikka niin ei kuitenkaan ole. Seuraava tilanne
esiintyi Opettajan 1 oppitunnilla nelikulmion kulman suuruus:

Oppilas 1: [piirtdd ipadilld] Ndin, no vieldhdn toi neljd nelit peri eikse oo

nelid jos siin on neljd kulmaa

Oppilas 2: Jooh hyva (Oppilas 1) osaatkin ton

Neliossd on kylld nelja kulmaa, mutta ollakseen nelio, sen kaikkien sivujen tulisi
olla samanmittaisia ja jokaisen kulman tulisi olla 90 astetta. Nyt kuitenkin tilan-
teessa Oppilas 1 piirtdd iPadilla nelikulmiota, joka ei taytd nelion ominaisuuksia,
mutta viittaa siihen kysymyksensa nelioon liittyen.

Toinen merkittdva virhe nelikulmion ominaisuuksiin liittyvistd virheista
liittyi nelikulmion kulman suuruksiin. Monessa tilanteessa luultiin, ettd mikddn
nelikulmion kulmista ei voisi olla kupera, eli suurempaa kuin 180 astetta. Toinen

ajatus oli se, ettd suurin kulma voisi olla 360 astetta. Kulman ollessa 360 kyseessa
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ei kuitenkaan ole endd nelikulmio, vaan kuviosta tulee piste. Opettajan 2 oppi-
tunnilla nelikulmion kulman suuruudesta kaytiin seuraava keskustelu:

Oppilas 1: Se kévi 360.

Oppilas 2: Hah.

Oppilas 1: Se kévi 360.

Oppilas 2: Mis vaihees.

Oppilas 3: Asken. Siis se (ESS). Siin tulee se 360.

Oppilas 1: Siit tulee 360. Siin ei 0o. Yhes vaihees nékyy et siin ei oo enda

noit juttuja.

Oppilaat tutkivat GeoGebralla annettua tehtdvdd. Kun he saivat sovelluksella
kulman muutettua 360 asteiseksi, niin nelikulmion muut osat katosivat jattden
GeoGebra-tiedostoon pelkdan pisteen. Oppilaat huomasivat kuvion katoavan,
mutta olettivat sen silti vield olevan nelikulmio. Myds monessa muussa tilan-
teessa oletettiin suurimmaksi mahdolliseksi kulmaksi 360 astetta. T&lloin ei osata
ottaa huomioon kolmea muuta kulmaa, joiden tulisi olla suurempia kuin nolla.
Nelikulmion kulmien yhteenlaskettu summa on 360 astetta, joten yksi kulma ei
voi olla sitd kokonaan. Kulman kasvaessa 360-asteiseksi jdd jdljelle vain piste. Op-
pilaiden olettaessa kuitenkin 360-asteisen nelikulmion kulman mahdolliseksi,
voi taustalla olla joko virheellinen kasitys nelikulmion ominaisuuksista, tai puut-
teellinen hahmottaminen kappaleesta. Puutteellinen hahmottaminen voi olla néa-
kyvéd juuri siind, kun ei osata ottaa kokonaisuutta huomioon. Kokonaisuus jaa
huomiotta, kun keskitytddn ainoastaan yhden kulman suuruuteen, ja muut kul-

mat jadvat huomiotta.

6.1.2 Kuvion pinta-ala ja sivujen pituudet

Virheet pinta-alaan liittyen olivat yleisid. Oli kédytetty vaarid laskukaavoja, kek-
sitty yhteyksid piirin ja pinta-alan vililld sekd virheellisid silmamaéaréisia lasku-
tapoja pinta-alan laskemiselle. Pinta-alan laskemisen yhteydessa yleisid virheitd

aiheutti myos vddranlainen kisitys sivujen ja pinnan lavistdjan yhteydesta.
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Erilaisia laskukaavoja pinta-alalle oli kédytetty paljon. Vastaan tuli muun

muassa seuraavanlaisia laskukaavoja pinta-alalle: (a + b)? @ ja (a+b)-2.

Viimeisimpand mainittu on Opettajan 4 tunnilta, ja tilanne eteni seuraavasti:

Oppilas 1:

Oppilas 2:
Oppilas 1:
Oppilas 3:
Oppilas 1:
Oppilas 3:
Oppilas 1:
Oppilas 2:
Oppilas 3:
Oppilas 2:
Oppilas 3:
Oppilas 2:
Oppilas 3:
Oppilas 1:
Oppilas 3:

Noni, eli monikulmio, eli meijdn pitéis, eli se pinta-ala, nii eihdn
periaattees, onks se niinku niitten tikkujen pituus, niinku sillee.
Piiri oli se kaikki yhtee.

Nii.

Oliks se pituus ja leveys...

Joo.

...yhtee kertaa kaks.

Eiks pinta-ala, miten se laskettii.

Eiks se ollu leveys...

Se laskettii leveys ja...

...kertaa.

...levey, eiku se oli leveys ja pituus kertaa 2.

Joo. Tuliks siihen sitd kahta.

Siis ne yhtee, ne yhtee. Sitte kertaa 2.

Joo eli se oli vaikka niinku 10 kertaa 2, eli joo.

Kato, tds on vaikka boksi. Tdd on esimerkiks 5 senttimetrid, ja

tdd on 10. Se on niinku 15, 15 kertaa 2 on 30.

Ylld olevassa tilanteessa suorakulmion pinta-alan laskukaava muistetaan vaarin.

Oppilas 2 muistelee suorakulmion pinta-alan kaavaa oikein, mutta oppilas 3 ker-

too sen olevan kannan ja korkeuden summa kerrottuna kahdella. Tilanteessa op-

pilas 2 jopa haastaa virheellistd ideaa, mutta vakuuttuu lopulta oppilaan 1 ja op-

pilaan 3 laskutavasta. Oppilailla on tdssd tilanteessa sekoittunut piirin laskemi-

nen pinta-alan laskemisen kanssa. Kyseiselld laskukaavalla saa laskettua nelikul-

mion piirin, jonka oppilaat ovat nyt mainitsemassaan esimerkissd laskeneet,

mutta pinta-ala jdd kyseisessd tapauksessa ratkaisematta.

Ilmeni my®0s toinen tapa, milld oppilaat sekoittavat piirin ja pinta-alan kes-

kenddn. Tunnilla piiri ja pinta-ala oppilaille annetaan 12 tulitikkua, joiden avulla
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tulisi tehdd monikulmio, jonka pinta-ala on mahdollisimman pieni. Koska tikku-
jen mddrd pysyy samana, niin piiri on vakio. Oppilaat kuitenkin sekoittivat sen
koskevan my0s pinta-alaan, jolloin pinta-alakin pysyisi vakiona. Opettajan 4 tun-
nilla oppilaat kédvivit seuraavan keskustelun:

Oppilas 1: Nyt tdn pinta-ala on yheksan

(oppilas 1 rakentaa ison nelion ja siirtdd nelion kulman kohti keskustaa)

Oppilas 2: Nii sit siit tulee viis vaa ku si teet tollei

Oppilas 1: Voi vitsi

Oppilas 2: [ess]

Oppilas 1: Thanko oikeesti tédst tulee viis

Oppilas 2: Niin tulee. Ihan miten sen tekee nii tulee viis [ess] katoin nyt

oikein.
Oppilas 3: [ess]

Oppilas 1: Tds on viis ruutuu.

Yl1ld olevassa tilanteessa ryhma on kokeillut erilaisia ratkaisuja saaden viimeisim-
pdnd yhdeksan ruudun kokoisen nelion. Pienentdessddn tdtd neliotd he saavat
jalleen viiden ruudun kokoisen monikulmion. Oppilas 2 toteaakin pinta-alan py-
syvdn aina viiden ruudun kokoisena piirin pysyessd vakiona. Tilanne ei ole yk-
sittdistapaus, silld useammalla ryhmalld ilmeni samaa ajattelutapaa pinta-alan
vakiona pysymisesta.

Piiri ja pinta-alan tunnilla oppilailla oli kdytossddn tulitikut, joilla tuli tehda
ruutupaperille monikulmio, jolla on mahdollisimman pieni pinta-ala. Tikkuja sai
asetella miten halusi, kunhan pinta-ala on laskettavissa. Yksi tikku oli ruudukon
yhden sivun pituinen. Tehtédvad ratkaistessaan ldhes jokaisella ryhmalléd ilmeni
jossain vaiheessa samanlainen virhekésitys ruudun ldvistdjan pituudesta. Tehta-
vdnannossa oli annettu ruudun sivun pituus, joka oli yksi tulitikku. Todella moni
siirsi tikun ruudun lavistdjdksi, ja oletti talloin lavistdjan pituudeksi yksi. Tastd
on silmadmaddrdisestikin huomattavissa, ettd tikku ei lavistdjand ylld kulmasta kul-
maan, mutta se jédtettiin huomiotta. Seuraavassa tilanteessa oppilaat huomasivat,
ettd tikku ei ylld ldvistdjand reunasta reunaan. Tilanne on Opettajan 5 tunnilta

piiri ja pinta-ala:
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Oppilas 1: Pitdsko tehd semmonen niinku siksak sinne ylos niin siitd sais

Oppilas 2: Niin puolet

Oppilas 1: laittaa ni siitd saa sen niinku pinta-alan

Oppilas 3: No ei oo tarpeeks [ESS]

Oppilas 2: Ne menee ihan hyvin, riittdd pituudeks

[Puhuvat muista asioista]

Oppilas 3: Miten tost voi laskee sen pinta-alan

Oppilas 1: Kato ku tdstd sit niinku tavallaan kun tekee

Oppilas 2: Puolet on tota toista

Oppilas 1: Nii

Oppilas 2: Ne ei mee tuonne yldreunaan asti [tikku ldvistdjaan]

Oppilas 3: Jos ndd laittaa keskemmiille, niin sit noist molemmista saman
verran

Oppilas 2: Saaks ne tehd silleen

Oppilas 3: En ma tiedd

Vaikka oppilaat huomasivat, ettd tapa ei toimi, he paattivat silti jatkaa tehtdvaa
virheellistd tapaa hyodyntéden.
Ajatus siitd, ettd nelion lavistdjd olisi sama kuin sivun pituus, oli todella

yleistd ja sitd esiintyikin ldhes jokaisella ryhmalla.

6.1.3 Geometrinen piirtiminen

Yksi oppituntien aiheista oli geometrinen piirtdminen. Geometrinen piirtdiminen
tapahtuu ainoastaan harppia ja viivainta kdyttden, mutta mittaaminen on kiellet-
tyd. Viivainta saa siis kdyttdd vain suorien piirtdmiseen. Tunnin alussa oppilaille
kerrottiin, mitd on geometrinen piirtdiminen, ja mitd saa, ja mit4 ei saa tehda. Silti
talld oppitunnilla ilmeni todella paljon silmdmaddrdistd tekemistd ja mittaamista
viivaimen avulla.

Suurimmat virheet liittyivat sithen, mitd oikeasti on mittaaminen ja viivai-
men hyodyntdminen. Monessa tilanteessa yritettiin mitata jollain tavoin piirret-

tyd kuviota. Ongelmia oli myos siind, mikd on perustellusti piirretty geometri-
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sesti, ja milloin ratkaisu oli tehty silmdmaéérdisesti. Esimerkiksi Opettajan 4 tun-
nilla erds ryhma piirsi ensin kaksi janaa, jotka silmamaéréisesti olivat kohtisuo-
rassa toisiaan vastaan. T&lloin janojen leikkauskohdassa syntyy oletetusti nelja
90 asteen kulmaa. Tamdn jdlkeen oppilaat puolittivat jokaisen oletetun 90 asteen
kulman. Kulmat saatuaan he harpin avulla etsivit janoilta yhtd kaukana olevat
pisteet, ja piirsivét tehtdvanannossa halutun nelion. Lopuksi he perustelivat rat-
kaisunsa olevan geometrisesti tehty, silld he kayttivat harppia ja viivainta kul-
manpuolittajiin, jolloin he saivat mielestddn varmasti 90 asteen kulmat. Lisdksi
harpin mitan avulla he saivat nelién sivut samanmittaisiksi, jolloin ratkaisu olisi
perustellusti nelio. Tehtdva eteni lopussa oikeaoppisesti, mutta kuitenkin védrin
alun virheen vuoksi. Silmdmaééarédisesti piirretyt janat eivét valttamatta olleet koh-
tisuorassa, joten kulmanpuolittajilla ei valttamattd saatu 90 asteen kulmia piirret-
tyd, joten ratkaisu ei valttamattd ollut nelio.

Virheet geometriseen piirtimiseen liittyen voivat olla oikeita virhekésityk-
sid siitd, mitd geometrinen piirtdiminen oikeasti on, ja milloin ratkaisu on perus-
tellusti tehty, eikd silmdmaddrdisid vaiheita ole. Toisaalta virheitd tdssd kategori-
assa saatetaan tehdé paljon siksi, kun tehtdvéssa ei osata edetd, jolloin yritetddn

kaikkia mahdollisia keinoja pddstdkseen jonkinlaiseen ratkaisuun.

6.2 Dialogin jatkuminen virheen jilkeen

Toinen tutkimuskysymyksistaimme késittelee virheiden vaikutusta argumentaa-
tioprosessin etenemiseen. Virhetilanteiden jalkeiset tilanteet jaetaan eri ulottu-
vuuksiin, joita kdsittelemme tdsséd luvussa.

Havaitessamme virheen olemme seuranneet dialogin jatkumista ja jakaneet
tilanteet kuuteen eri ulottuvuuteen. Mallimme on sovellettu Hahkioniemen ym.
(2019) mallista ja loytyy Taulukosta 1. Mallissamme emme analysoi virhetilan-
teita yksittdisten puheenvuorojen perusteella, vaan luokittelemme koko tilanteen
vain yhteen ulottuvuuteen. Olemme listanneet kuusi ulottuvuutta ja laskeneet
prosenttiosuudet aihepiireittdin. Kasittelemme seuraavaksi jokaista ulottuvuutta

ja niiden yleisyyttd tutkimuksessamme. Taulukoissa ovat oppituntien aiheittain
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tunnin pitdneet opettajat, dialogin eri ulottuvuudet sekd niiden prosenttiosuudet
oikeanpuoleisessa sarakkeessa. Prosenttiosuudessa on laskettu yhteen kaikki ti-

lanteet.

Taulukko 4

Seitsemdnnen luokan prosenttiosuudet

Nelikulmion kulman suuruus

Opettaja2  Opettaja 1 %
Kysymyksen esittiminen 1 1 6.25%
Haastaminen 6 3 28.13%
Syventdminen 0 1 3.13%
Kommentoiminen 8 6 43.75%
Vastaaminen 0 2 6.25%
Ei huomioida 0 4 12.50%
Geometrinen piirtiminen

Opettaja4  Opettaja 5 %
Kysymyksen esittiminen 0 1 5.00%
Haastaminen 4 3 35.00%
Syventdminen 0 0 0.00%
Kommentoiminen 8 2 50.00%
Vastaaminen 9 0 0.00%
Ei huomioida 0 2 10.00%
Piiri ja ala

Opettaja3  Opettaja4  Opettaja 5 %

Kysymyksen esittiminen 0 0 1 2.38%
Haastaminen 2 4 5 26.19%
Syventdminen 3 4 0 16.67%
Kommentoiminen 4 8 7 45.42%
Vastaaminen 1 0 1 4.76%
Ei huomioida 1 1 0 4.76%



Taulukko 5

Kahdeksannen luokan prosenttiosuudet

Pythagoraan palapeli
Opettaja4  Opettaja 5 %

Kysymyksen esittdminen 1 10.34%
Haastaminen 4 2 20.69%
Syventdminen 1 4 17.24%
Kommentoiminen 7 4 37.93%
Vastaaminen 0 0 0.00%
Ei huomioida 3 1 13.79%
3D geometriaa

Opettaja2 Opettaja4d Opettaja 5 %
Kysymyksen esittiminen 0 1 0 3.70%
Haastaminen 2 1 0 11.11%
Syventdminen 1 0 1 7.41%
Kommentoiminen 5 6 2 48.15%
Vastaaminen 0 0 0 0.00%
Ei huomioida 1 1 6 29.63%

6.2.1 Kommentoiminen

88

Dialogi jatkui eniten kommentoimisella sekd seitseménnen ettd kahdeksannen

luokkien virhetilanteissa. Kommentoidessa oppilas reagoi toisen oppilaan vas-

taukseen joko sanallisesti tai sanattomasti esimerkiksi nyokkayksella.

Opettajan 1 tunnilta nelikulmion kulman suuruus:

Oppilas 1: no kirjotetaan eli 6m onkse niinku onks meidn perustelu se etta

se ei voi olla 179 koska

Oppilas 2: jos jos 60 laittaa enemmaén kun 171 se muuttuu kolmioksi

Oppilas 1: joo
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Y14 olevassa tilanteessa ryhmd on saanut nelikulmion suurimmaksi kulmaksi
virheellisen vastauksen 179 astetta. Kirjoittaessa perusteluja oppilas 2 sanoo vir-
heellisesti 171, johon oppilas 1 kommentoi sanallisesti. Tilanteessa oppilas 1 ei
lahde haastamaan oppilaan 2 vastausta vaan my®étdilee virhettd. Oppilas 1 saat-
taa epdilld omaa ideaansa tai sen perusteluja, jolloin tilanteessa hyviksytddan vir-
heellinen vastaus. Koska virheellistd kulman suuruutta ei korjata, ryhma padtyy
lopulta vastaamaan 171 astetta. Samankaltaisia tilanteita kommentoimisesta
esiintyy tutkimuksessa useasti.

Kaikissa viidessd aihepiirissd kommentoimista esiintyi eniten emmeka ha-
vainneet suurta kannatuksen muutosta. Kommentoimisen esiintyvyys oli aalto-
maista ja vaihteli aihepiireittdin. Tunnin aiheella ja tehtdvilld onkin vaikutusta
kommentoimisen yleisyyteen. Oppilaat saattavat kokea kommentoimisen hel-
poksi tavaksi reagoida virheeseen ollessaan epdvarmoja joko omasta tai toisen

ideasta tai sen perusteluista.

6.2.2 Haastaminen

Havaitsimme toiseksi eniten haastamista, missd oppilas osoittaa epdkohdan toi-
sen ideasta kommentoimalla tai kysymalld. Haastamista esiintyi prosentuaali-
sesti ldhes saman verran kaikissa aihepiireissd lukuun ottamatta 3D-geometrian
tunteja, missd esiintyvyys oli vahdisempaa.

Alla olevassa esimerkissd pienryhmd on aikaisemmin saanut yhdistettya
pinta-alat ja tasokuviot oikein. Pinkin nelion pinta-alaksi on onnistuttu saamaan
a? ja vihredn nelion pinta-alaksi on onnistuttu saamaan b?. Ryhma aloittaa késit-
telem&én uudelleen viitettd 1 eli suurimman nelién pinta-ala olisi a® + b?, mika oli

heididn mielestddn totta.

Opettajan 4 tunnilta Pythagoraan palapeli:
Oppilas 1: Ei, ku.
Ei, ku venaa. Tdd on epétosi. [osoittaa vditettd 1]
Oppilas 2: Mika.
Ei oo epétosi.

Oppilas 1: Kylld on, ku se on tamaé plus tama.
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Tama plus tamad (ESS). [osoittaa a? ja b? nelivitd]
Oppilas 3: Méhan sanoin.
Oppilas 2: Ei ole. Se on tosi. [viittaa vditteeseen 1]
Oppilas 1: Miké on ab.
A kaks.
Mikd on a kaks. Tamad. [osoittaa pinkkid a2 neliotd]
Oppilas 2: Tdamaé on tosi.
Oppilas 1: Nii, nii. Mikd on a kaks. Se on tamad. [osoittaa pinkkid a2 neliotd]
Mikéi on b kaks. Se on tdma. [osoittaa vihredd b2 nelioti]
Ja namdko sind sanot et se on yhtd sama ku tama.
Mad en tiid, mitd, mitd huumeit sun pitdd vetdd sd saat et timd on
sama kuin tdima [suurin neli6 sekd vihred ja pinkki nelit]
Oppilas 2: Niin, mutta se on sama

Oppilas 3: Ei se (ESS). Ei tosta voi tulla A plus B (ESS).

Tilanteessa oppilas 1 huomaa vditteen yksi olevankin epédtosi, mutta oppilas 2
uskoo sen olevan tosi. Oppilas 1 ldhtee haastamaan tétd virhettd ja ndyttdmaan
geometrisesti nelidilld vditteen olevan epatosi. Vaikka oppilas 1 osoittaa geomet-
risesti apukuvioiden avulla véitteen olevan epétosi, oppilas 2 ei meinaa uskoa
tatd. Tilanteessa oppilas 3 on samaa mieltd oppilaan 1 kanssa, joka haastoi vir-
heellistd vastausta.

Vaikka epdkohdan osoittaminen toisen ideasta voi vaikuttaa epdsuositulta
tavalta reagoida virheeseen, huomasimme oppilaiden haastavan pienryhmissa
rohkeasti toisten ideoita. Prosentuaalisesti haastaminen oli hieman suositumpaa

seitsemannelld vuosiluokalla.

6.2.3 Syventiminen

Syventdmisessd toisen oppilaan virheellistd ratkaisua tai vastausta kehitetdan
virheelliseen suuntaan. Syventdmisen esiintyvyydessd oli vaihtelevuutta eri ai-

hepiirien valilla.

Opettajan 5 tunnilta 3D geometriaa:
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Oppilas 1: pistettiin pallon keskipiste
Oppilas 2: md sanoin, ettd sain ympyran keskipisteen (ESS)
Oppilas 1: sit pistettiin ympyran kaari just ja just kuution kulman ulkopuo-

lelle

Tilanteessa Oppilas 1 on kdyttanyt oikeaa termid pallo, mutta Oppilaan 2 virheen
takia Oppilas 1 muuttaa terminsd ympyradksi. Tilanteessa vahvistetaan Oppilaan
2 virheellistd termid. Ryhman lopullisessa vastauksessa kdytetddn virheellista
termié.

Osassa aiheista syventdminen oli olematonta tai todella vahdistd. Oppilaat
eivit lahteneet vahvistamaan toisten opiskelijoiden virheellistd ideaa. Syventa-
minen oli prosentuaalisesti suositumpaa ainoastaan piiri ja pinta-alan seka Pyt-

hagoraan palapelin tunneilla.

6.2.4 Kysymyksen esittiminen

Esittdessdan kysymyksen oppilas haluaa saada lisdtietoa toisen oppilaan virheel-
lisestd ideasta, mutta ei kyseenalaista virhettd. Oppilaat esittivit vain vahan ky-

symyksid toisten virheisiin liittyen.

Opettajan 5 tunnilta piiri ja pinta-ala:
Oppilas 3: Mikd on monikulmio?
Oppilas 1: Monikulmio on enemman kuin neljakulmainen kolmio --- Siis
se on, siind on enemmdn kulmia kuin nelja mun mielesta
Oppilas 2: Ai oikeesti

Oppilas 3: Riittddko jos siind on nelja

Yl1l4 olevassa tilanteessa oppilas 1 vastaa virheellisesti oppilaan 3 kysymyk-
seen monikulmion maédritelméstd. Tahdn virheelliseen ideaan oppilas 3 kysyy
tdydentdvan kysymyksen. Oppilaan 2 ja oppilaan 3 puheenvuorot tulevat ldhes

yhtdaikaisesti, joten oppilaan 3 puheenvuoro analysoitiin.



92

Kysymyksen esittdiminen vaatii oppilailta vdhemmain rohkeutta, mutta
ulottuvuus ei silti ollut kolmen suosituimman karjessd. Toisaalta kysymyksen

esittdminen asettaa kysyvéassd olevan oppilaan haavoittuvaan asemaan.

6.2.5 Vastaaminen

Vastaaminen oli vihiten kdytetty ulottuvuus. Havaitsimme oppilaiden esittdvan
harvoin kysymyksid ja usein muotoillen kysymyksen siten, ettei niissd esiinny

virhetta.

Opettajan 1 tunnilta nelikulmion kulman suuruus:
Oppilas 1: [piirtdd ipadilld] Miltd nayttdad ees nelivkulma neliokulma
Oppilas 2: Neliskulma
Oppilas 1: Emmé&a muista

Oppilas 2: Siis ihan normaalilta nelioltd varmaan

Tilanteessa Oppilas 1 esitti virheen sisdltdvan kysymyksen kdyttden virheellistd
termid neliokulma nelikulmion sijaan. Oppilas 2 vastaa tdhdn kysymykseen ne-
lickulman nédyttdavan normaalilta nelioltd. T&td tilannetta ei luokitella kommen-
toimiseksi, sillda Oppilaan 1 virheellinen késitys esitettiin kysymyksen muodossa.

Syventdaminen ei sovi tilanteeseen, koska ideaa ei ldhdetd kehittamé&an eteenpéin.

6.2.6 Ei huomioida

Mallimme kuudes ulottuvuus, ei huomioida, kattaa kaikki virhetilanteet, joissa
virhettd ei késitelld tai se jatetddn kokonaan huomioimatta. Oppilaan ideassa
esiintyy virhe, mutta muut ryhmén jasenet eivat reagoi tilanteeseen sanallisesti
eikd sanattomasti. Tamé ulottuvuus oli kolmanneksi yleisin yli puolessa tutki-
muksemme aiheista. Oppilaat saattoivat huomata virheellisen idean, mutta eivét
uskaltaneet haastaa tdtd. Virhe saattoi myos jadda toisilta oppilailta tdysin huo-

maamatta, jonka takia he eivdt kommentoi tilannetta milldédn tavalla.
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7 POHDINTA

7.1 Tulosten tarkastelu

Taman tutkielman tavoitteena on tarjota tietoa 7.-8. -luokkalaisten tyypillisim-
mistd virheistd geometriassa. Analyysi ei pddty vain virheiden késittelyyn, vaan
halutaan myos selvittdd, miten muut oppilaat reagoivat vertaistensa tekemiin
virheisiin.

Kuten tutkimuksen alussa saattoi jo olettaa, virheitd esiintyy joka tunti ldhes
jokaisella ryhmalla. Virheiden méaériin liittyen ei siis ilmennyt mitddan uutta, vaan
oli ryhma- ja tehtdvikohtaista, missd médrin virheitd esiintyy.

Virheitd analysoidessamme huomasimme niiden olevan suhteellisen sa-
mankaltaisia oppilaiden valilld. Kategoria, jossa virheitd esiintyi kaikista eniten,
oli terminologia. Termien nimet sekoittuivat sekd maéaritelmét ja ominaisuudet
muistettiin vajavaisesti. Tutkimusta tehdessa tuli ilmi my6s oppilaiden puutteita
spesifien termien kaytossd. Puheessaan ja ratkaisuissaan oppilaat kadyttivét pal-
jon termien yldkésitteitd, vaikka tilanteessa olisi ollut mielekkdampaa kayttaa
spesifimpid termejd. Esimerkkind tdstd on geometrisen piirtdmisen tunnilla use-
asti toistunut viiva-sanan kaytto. Tehtdvassa kdytettiin paljon janoja, mutta usein
oppilaiden kdyttama termi oli kuitenkin janan sijasta viiva. Tétd ei olla tutkimuk-
sessa luokiteltu virheeksi, joten sitd ei tutkimustuloksissa lue. Tama ilmeni kui-
tenkin havaintona tutkimusta tehdessg, ja se liittyy vahvasti termien puutteelli-
seen hallintaan.

Vastaavan kaltaista geometrian virhetutkimusta on tehnyt Ozerem (2012).
Han tutkimuksessaan on tutkinut koetuloksien kautta 7.-luokkalaisten geomet-
rian virheitd, ja tuloksiin listannut kaikki virhetyypit, joita tuli vastaan. Hanen
tuloksissaan on paljon samankaltaisia tuloksia, kuin tdssa tutkimuksessa. Myos
Ozeremin (2012) tuloksista kdy ilmi, ettd puutteita on kuvioiden hahmottami-
sessa ja monikulmioiden tunnistamisessa ja niiden ominaisuuksien hallitsemi-
sessa. Siispd myos hanen tuloksensa tukevat tietoa siitd, ettd termien hallinnassa

on puutteita.
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Oppilaiden termien tarkkuuteen vaikuttaa sekd oppilaan oma osaamistaso
ettd kiinnostus, mutta my06s opettajan opetus. Opettajan tulisi opetuksessaan
kayttad tarkkoja termejd ja opettaa oppilaat puhumaan matematiikkaa. Kuulles-
saan opettajalta oikeaoppista termien hallintaa oppilaat ehdollistuvat oikeanlai-
seen matemaattiseen kieleen. Karki (2015) on havainnut tutkimuksessaan opet-
tajaopiskelijoiden tekevan virheitd madritellessddn geometrian termejd, jolloin on
esimerkiksi puutteita yldkésitteissd tai médritelmissd sekd maaritelmien ehdot
ovat riittamattomid. Silfverbergin (1999) véitoskirjassa kerrotaan opettajien puut-
teellisten tietojen geometriasta vaikuttavan tasokkaaseen opetukseen negatiivi-
sesti. Jos siis opettaja tekee paljon virheitd ja on huolimaton termien kaytossd,
niin se voi ndkyd myos oppilaissa. Tdmd patee 1dhinnd termien hallintaan ja oi-
kean termin oikeaoppiseen kdyttoon, mutta madritelmien virhekasityksiin vai-
kuttaa niiden sisdllollinen ymmartaminen. Oppikirjoissa tulisi selkedsti ja tar-
kasti kuvailla termien mé&aritelmét. Matematiikan oppiminen tapahtuu rakenta-
malla uutta tietoa vanhan tiedon péélle. Oppikirjojen tulisi rakentaa tietoa sel-
kednd jatkumona ja ikdluokalle sopivalla tavalla, jolloin oppilaan on helpompi
yhdistdd uusi tieto vanhan tiedon kanssa, ja siten optimoida oppiminen ja valttaa
mahdollisesti syntyvid virhekasityksia.

Analyysin toinen vaihe keskittyi oppilaiden tapoihin reagoida toisten oppi-
laiden tekemiin virheisiin. Yleisimmaksi tavaksi reagoida toisen oppilaan teke-
maédn virheeseen ilmeni kommentointi. Kommentoinnin méaéritelma 16ytyy Tau-
lukosta 1. Positiivista oli huomata, ettd toiseksi yleisin tapa ndytti olevan kuiten-
kin haastaminen. Haastamisen ja kommentoinnin véliseen eroon voi vaikuttaa
monta eri asiaa. Virhettd ei vilttamaéttd tunnisteta, siitd ei uskalleta sanoa tai
omaa kantaansa ei véalttamattd osata perustella, jolloin oppilas ei uskalla sanoa
mielipidettddn vaan paattdd hyviksyd toisen virheen ja jdttdd reagoinnin kom-
mentoimiseksi. Jos oppilas tunnistaa virheen, mutta ei kuitenkaan sano sitd da-
neen, voi kyse olla itseluottamuksen puutteesta ja epavarmuudesta. Vahdiseen
dialogisuuteen voi Webbin (2009) tutkimuksen mukaan vaikuttaa ilmapiiri, jossa

oppilailta vaaditaan oikeaa tai tdydellistd selittdmistd tehtdvalle.
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Ryhmé&dynamiikalla huomattiin myos olevan selkedsti vaikutusta virhei-
siin reagoimiseen tai reagoimatta jattamiseen sekd yleiseen aktiivisuuteen tehta-
vien teossa. Aineistossa olevien pienryhmien kokoonpanot vaihtelivat, ja silld oli
vaikutusta ryhmaén roolien jakaantumisessa sekd oppilaiden ulosannissa. Oppi-
las, joka saattoi jossain ryhmdsséd olla paljonkin ddnessé ja johtavassa asemassa,
olikin toisen ryhmaén kesken tdysin hiljaa. Videoilta oli my0s selkeésti huomatta-
vissa tiiviitd kaveriporukoita. Ystdvyyssuhteet joissain tapauksissa vaikuttivat
negatiivisesti tehtdvaan keskittymisessd, mutta positiivisesti rohkeuteen haastaa
ryhmén muiden jdsenten ideoita heiddn ollessa ldheisid ystdvid. Vaikka tdméan
perusteella voisi olla perusteltua harjoittaa argumentaatiotaitoja tutussa ryh-
maéssd, niin on oppilaan itseluottamuksen ja tulevaisuuden tilanteiden osalta kui-
tenkin tarkedd oppia nditd taitoja erilaisissa ryhmissd myo6s vieraampien henki-
loiden kesken. Vuorovaikutustaitojen kehittyminen yhteisossd on myos osa pe-
rusopetuksen (2014) laaja-alaisia opetustavoitteita, joten my0s se tukee ajatusta

ryhmien vaihtuvuuden kannattamisesta.

7.2 Tutkimuksen arviointi

Tutkimustulosten luotettavuuteen vaikuttavat muun muassa ryhmien vaihtelu,
oppilaan mieliala sekd tehtdvien haastavuus ja mielekkyys. Pienryhmaét vaihteli-
vat tehtdvien kesken, jolloin ryhm&ddynamiikalla oli vaikutusta varsinkin analyy-
sin toisessa vaiheessa. Oppilaiden roolit olivat erilaisia eri ryhmien kesken, jol-
loin rohkeutta virheiden haastamiseen ei vélttamatta ollut jokaisessa ryhmassa.
Oppilas, jolta jossain ryhmdssd tuli laadukkaita vasta-argumentteja, saattoi
vaieta tdysin toisessa ryhmaéssa.

My®6s oppilaan mielialalla voi olla vaikutusta tehtdvassd osallistumiseen.
Mielialaa on mahdotonta neutralisoida tutkimusta varten, joten se vaikuttaa tu-
loksiin vaistamattd. Vaikutusta on myos tehtdvien vaativuustasolla ja mielekkyy-
delld. Ne vaikuttavat innokkuutena tehtdvéassa osallistumiseen, joilla on merki-

tystd ideoiden syntyyn ja halukkuuteen pddstd oikeaan ratkaisuun tehtdvassa.
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Tutkimusta rajoitti hieman videoiden laatu sekéd tekniset haasteet. Osassa
videoista oppilaiden puheesta ei meinaa saada selvaa taustahélindn takia. Oppi-
laat puhuvat my6s vélilld hiljaa ja epdselvasti, joten puheenvuorojen sisdllosta ei
voinut olla aina varma. Tehtdvat tehtiin joko paperille tai tabletille. Vaililla kame-
ran sijainnista ja suuntauksesta johtuen oppilaiden tydalustaa ei nakynyt kun-
nolla, jolloin oli haastavaa seurata, mitd oppilaat tekevat. Oppilaat kayttivét pal-
jon “tuolta tuonne” tai “tdhdn tédllainen” -ilmaisuja, jotka vaikeuttivat tilanteiden
analysointia.

Tutkimuksen luotettavuutta arvioidessa on tarkeda huomioida myos objek-
tiivisuus. Tulokset eivit ole tdysin objektiivisia, silld analyysiin vaikuttaa véista-
miéttd meiddn omat tulkintamme. Analyysia varten on pyritty tehdd mahdolli-
simman tarkat mddritelmadt, mutta haastavissa ja moniulotteisissa tilanteissa
olemme joutuneet neuvottelemaan ja yhdessd tekemadn ratkaisuja.

Tulosten yleistettdvyyteen vaikuttaa suhteellisen pieni aineisto. Kaytossa
oli viisi oppitunnin aihetta, viisi eri opettajaa ja yhteensd 69 pienryhmaévideota.
Télld otoksella saatiin merkityksellistd tietoa, mutta suuremmalla otoksella voi-
taisiin tulosten yleisyydestd olla varmempia.

Tutkimusaineiston keruu on toteutettu eettisyys huomioiden. Tutkimuk-
seen osallistuminen oli vapaaehtoista, ja tutkittavien ollessa alaikdisid, osallistu-
minen tapahtui vanhempien suostumuksella. Tutkimukseen osallistuvat oppi-
laat eivit joudu eriarvoiseen asemaan tutkimukseen osallistumattomien oppilai-

den kanssa, silld opetus on kaikille ryhmille samanlaista.

7.3 Jatkotutkimusideat sekd kdytinnon sovellukset

Tamaén tutkimuksen keskittyessa virheisiin geometriassa, voisi tutkimusta jatkaa
muillakin matematiikan osa-alueilla, kuten algebrassa tai trigonometriassa. Dia-
logisuutta virheiden jdlkeen voisi tutkia pitkittdistutkimuksena, jolloin nahtai-
siin, tapahtuuko mahdollisesti kehitystd argumentaatiotaidoissa virheen jalkeen.
Pitkittaistutkimuksessa tulisi kuitenkin pohtia, olisiko olennaista vakiinnuttaa

pienryhmit pysymédan samoina ldpi tutkimuksen. Talldin voitaisiin ehkd ndhda
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paremmin henkilokohtaista kehitystd, kun ympdéristotekijat pysyvit samana.
Kuitenkin argumentaatiotaitoja tulisi osata osoittaa eri tilanteissa ja eri ihmisten
seurassa, joten voisi olla my06s perusteltua antaa ryhmien vaihtua.

Eréds mahdollinen jatkotutkimusidea olisi myos ldhted tutkimaan tuottavaa
ponnistelua. Tuottavalla ponnistelulla tarkoitetaan Warshauerin (2014) mukaan
tehtdvan yllapitamid kognitiivisia tavoitteita ja vaatimuksia, oppilaiden ajatus-
tyota sekd ponnistelua tehtdavan ratkaisemiseksi. Tehtavit aiheuttavat oppilaille
haasteita, jolloin he joutuvat vililld suurestikin ponnistelemaan paédstidkseen teh-
tdvadssd eteenpdin. Ndistd tilanteista voisi tutkia, millaista ponnistelu on ja miten
ryhmilld on sithen vaikutusta, esimerkiksi tukeeko ryhmaé ponnistelua vai tapah-
tuuko sitd enemman yksilokeskeisesti.

Taman tutkimuksen pohjalta voisi olla aihetta tutkia, miten geometriaa ope-
tetaan ldpi luokka-asteiden. Talloin voisi paneutua opetettujen madritelmien
tarkkuuteen ja siihen, miten geometriset opit rakentuvat. Tallaisen tutkimuksen
avulla voitaisiin konkreettisesti tunnistaa opetuksen ja oppimateriaalien kehitys-

kohdat, seki aloittaa niiden kehittiminen.

Tdmén tutkimuksen tuloksista on hyotya erityisesti opetuskdytossa. Matematii-
kan alalla Tuohilammen mukaan (2017) virheet ndhdddan usein negatiivisessa
mielessd sekd oppimista hidastavana. Virheitd tietysti pyritddn ehkdisemddn,
mutta joskus virheet voivat kuitenkin heréattdd oivallusta ja oppimista. Tadssa tut-
kimuksessa yksi tarkoituksista olikin ndhdd, miten virheet oppilaiden kesken
vaikuttavat. Tulosten nojalla voidaankin sanoa virheiden synnyttdneen useasti
oppimistilanteita ryhmien kesken, kun virheitd on haastettu ja siten ryhman kes-
ken opittu virheestd ja harjoitettu argumentaatiotaitoja.

Kokonaisuudessaan tdima tutkimus vastasi asetettuihin tutkimuskysymyk-
siin. Nyt tieddimme enemmdn, millaisia ovat yleisimmadt virheet geometriassa, ja
miten oppilaat yleisesti reagoivat toisten oppilaiden tekemiin virheisiin. Tamé&n
tutkimuksen pohjalta ndhd&dan, mitd opetuksessa ja oppimateriaaleissa tulisi jat-

kossa kehittia.
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LIITTEET

Taulukko 1
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Dialogiset liikkeet virheen

esiintymisen jdlkeen

Kysymyksen esittiminen

Oppilas esittdd kysymyksen liittyen toisen oppilaan virheel-

liseen ideaan. Kysymys ei ole kyseenalaistavaan sdvyyn esi-

tetty.

Haastaminen Oppilas esittdd epakohdan toisen oppilaan ideassa.

Syventiminen Oppilas kehittdd eteenpdin toisen oppilaan virheellistd ideaa
virheelliseen suuntaan.

Kommentointi Oppilas ainoastaan kommentoi toisen oppilaan ideaa ilman
kysymyksen esittamistd, syventamist4 tai haastamista. Kom-
mentointi voi my6s olla sanatonta reagointia, kuten nyok-
kays tai kasvojen ilme.

Vastaaminen Oppilas vastaa toisen oppilaan esittiméddn kysymykseen,

mutta vastaus ei sisdlld haastamista.

Ei huomioida

Oppilas ei huomioi milldén tavalla toisen oppilaan tekeméa

virhetta.

Taulukko 2

Virheiden midrit tyypeittiin
Virhetyyppi Maara
Termit 84
Pinta-ala & ldvistdjan pituus 44
Geometrinen piirtdiminen 7
Kulman suuruus 22
Yhteensa 157



Tau

lukko 3

Virheiden midrit tunneittain sekd tyypeittdin

103

Nelikulmion kul- Geometrinen Pythagoraan 3D geo-
Piiri ja ala
man suuruus piirtdminen palapeli metriaa
Termit 12 14 26 9 23
Pinta-ala & ldvista-
0 1 19 20 4
jan pituus
Geometrinen piirta-
0 7 0 0 0
minen
Kulman suuruus 22 0 0 0 0
Yhteensi 34 22 45 29 27
Taulukko 4
Seitsemdnnen luokan prosenttiosuudet
Nelikulmion kulman suuruus
Opettaja2  Opettaja 1 %
Kysymyksen esittiminen 1 1 6.25%
Haastaminen 6 3 28.13%
Syventdminen 0 1 3.13%
Kommentoiminen 8 6 43.75%
Vastaaminen 0 2 6.25%
Ei huomioida 0 4 12.50%
Geometrinen piirtiminen
Opettaja4  Opettaja 5 %
Kysymyksen esittiminen 0 1 5.00%
Haastaminen 4 3 35.00%
Syventdminen 0 0 0.00%
Kommentoiminen 8 2 50.00%
Vastaaminen 9 0 0.00%
Ei huomioida 0 2 10.00%
Piiri ja ala
Opettaja3 Opettaja4  Opettaja 5 %
Kysymyksen esittiminen 0 0 1 2.38%
Haastaminen 2 4 5 26.19%
Syventdminen 3 4 0 16.67%
Kommentoiminen 4 8 7 45.42%
Vastaaminen 1 0 1 4.76%
Ei huomioida 1 1 0 4.76%



Taulukko 5

Kahdeksannen luokan prosenttiosuudet

104

Pythagoraan palapeli
Opettaja4  Opettaja 5 %
Kysymyksen esittiminen 2 1 10.34%
Haastaminen 4 2 20.69%
Syventaminen 1 4 17.24%
Kommentoiminen 7 4 37.93%
Vastaaminen 0 0 0.00%
Ei huomioida 3 1 13.79%
3D geometriaa
Opettaja2  Opettaja4  Opettaja 5 %
Kysymyksen esittdminen 0 1 0 3.70%
Haastaminen 2 1 0 11.11%
Syventdminen 1 0 1 7.41%
Kommentoiminen 5 6 2 48.15%
Vastaaminen 0 0 0 0.00%
Ei huomioida 1 1 6 29.63%
Taulukko 6
Tuntien aiheet ja opettajat
Nelikulmion kul- ~ Geometrinen Pythagoraan pa-
Piiri ja ala 3D geometriaa
man suuruus piirtiminen lapeli
Opettaja 1 X
Opettaja 2 X X
Opettaja 3 X
Opettaja 4 X X X X
Opettaja 5 X X X X
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Taulukko 7

Virheiden mddrat luokittain

Nelikulmion kul- ~ Geometrinen Pythagoraan
Piiri ja ala 3D geometriaa
man suuruus piirtdiminen palapeli
Luokka A (20) 17
Luokka B (19) 17 9
Luokka C (17) 11
Luokka D (23) 14 17 17 9

Luokka E (27) 8 17 12 9
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