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Tiivistelma

Vastamaa, Jesse

Gradienttiekspansion sovelluksia: primordiaalisten mustien aukkojen synty primordi-
aalisista perturbaatioista

Pro gradu -tutkielma

Fysiikan laitos, Jyvaskylin yliopisto, 2023, [69] sivua

Kosmologiassa on saatu joitakin havaintoja viime vuosikymmenten aikana, jotka
eivat sovi hyvin teorioihimme. Havaitsemme pimeén aineen olemassaolon muun
muassa gravitaatiolinssien avulla, mutta emme tieda, mistd se mikroskooppisesti
koostuu ja on mahdollista, ettd olemme myo6s havainneet enemmén mustia aukkoja
maailmankaikkeudessa kuin teoriat ennustavat. Epavarmuuteen vaikuttaa paljon
mallinnusten puutteellisuus. Ajattelemme yleensd mustan aukon syntyvian tdhden
romahduksesta, mutta jos niité voisi syntyéd voimakkaista energiatihentymista sateilyn
dominoivassa maailmankaikkeudessa (= primordiaalinen musta aukko), ne voisivat
selittaé osan molempia ongelmia. Emme kuitenkaan viela tieda niiden olemassaolosta.

Tutkielmassani lasken Einsteinin yhtalot pallosymmetriselle metriikalle ja gra-
dienttiekspansoin ne, jotta voin kuvata avaruuden mielivaltaisen pisteen ylitihenty-
méa, joka voi synnyttda primordiaalisen mustan aukon. Lisédksi tutustun inflaation
synnyttamiin perturbaatioihin ja esittelen, kuinka niistd saadaan ylitihentyméan suu-
ruus primordiaalisen mustan aukon syntymiselle. Lopuksi saan laskettua esimerkin
primordiaalisen mustan aukon massalle ja sen massaisten primordiaalisten mustien
aukkojen madrin syntyhetkelld pohjaten valittuun malliin. Vertaamalla tulosta pi-
meddn aineeseen, saamme arvion paljonko tdman massaisia primordiaalisia mustia

aukkoja olisi maailmakaikkeudessa mallin mukaan.

Avainsanat: primordiaalinen musta aukko, primordiaaliset perturbaatiot, gradient-

tiekspansion sovellus, primordiaalisten mustien aukkojen massa ja méaara






Abstract

Vastamaa, Jesse

Gradienttiekspansion sovelluksia: primordiaalisten mustien aukkojen synty primordi-
aalisista perturbaatioista

Pro gradu -tutkielma

Fysiikan laitos, Jyvaskylin yliopisto, 2023, [69] sivua

There have been a few observations in cosmology in recent decades that do not fit our
theories well. We detect the existence of dark matter for example by gravitational
lensing, but we do not know what it consists of in microscopic scale and there is a
chance that we have discovered more black holes in the universe than theories are
predicting. The uncertainty rises from the imperfection of simulations. We usually
think of a black hole as being born from the collapse of a star, but if they could arise
from a strong energy density fluctuations in the radiation dominated universe (=
primordial black hole), they could explain part of both problems. However, we do
not know about their existence yet.

In my thesis, I calculate Einstein’s equations for a spherically symmetric metric
and make use of the long wavelength approximation to describe an overdensity in an
arbitrary point in space which can give birth to a primordial black hole. In addition,
I familiarize myself with perturbations created from inflation and derive the theory of
how to get the magnitude of overdensity from them for the formation of a primordial
black hole. Finally, I calculate an example mass of the primordial black hole and
the corresponding abundance at the time of birth, based on a chosen model. By
comparing the result with dark matter abundance, we get an estimate for the amount

of Primordial black holes in the universe in the chosen model.

Keywords: primordial black hole, primordial perturbations, application of long

wavelength approximation, abundance and mass of a primordial black holes
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1 Mita ovat primordiaaliset mustat aukot ja kuin-

ka ne saattavat syntya?

Mustat aukot ovat olleet viime vuosina kovassa suosiossa sosiaalisessa mediassa, kun
niista julkaistiin Event Horizon Telescopen ottama kuva vuonna 2019 [I]. Tadma
on ensimmainen kerta, kun musta aukko on oikeasti kuvattu ja kuvan resoluutio
on tarpeeksi hyva erottamaan musta aukko avaruudesta. Musta aukko itsessaén on
aarimmaéisen tihed massakeskittyma aika-avaruudessa, mista edes valo ei voi karata.
Havaitsemme siis mustan aukon kuvassa vain sen reunat, jossa valo on kiertanyt
mustan aukon reunan ldheisyydessa ja padsee vield karkuun. Taman maéritelmén
idea on syntynyt jo 1700-luvulla ja se on mydhemmin todettu oikeaksi [2]. Tutkijoille
mustat aukot ovat herdttdneet kiinnostusta myos gravitaatioaaltojen 16ytédmisen
jalkeen LIGO:n avulla vuonna 2016 [3] ja LIGO on sittemmin havainnut lukuisia
vastaavien kohteiden gravitaatioaaltoja [4]. Nama gravitaatioaallot muodostuivat
kahden mustan aukon tormayksesta. Kiinnostus johtuu mustien aukkojen ainutlaa-
tuisuudesta ja hyodynnammekin niita paljon, jotta ymmartaisimme eri kosmologisia
malleja, inflaatiota ja adrimmaéisen heikkoja vuorovaikutuksia, kuten gravitaatiota.
Taman takia ei ole yllattavaa, ettd tutkijat ovat miettineet, voisiko mustia aukkoja
olla myés erilaisia ja miksi nain olisi.

Tamén hetkisen teorian ja erityisesti havaintojen pohjalta uskomme, etté kaikki
mustat aukot olisivat syntyneet suurten tdhtien romahtamisen seurauksena, koska em-
me ole onnistuneet havaitsemaan muita syntytapoja mustille aukoille [5]. Kuitenkin,
jos aiemmat kosmologiset mallit ovat oikeassa, maailmankaikkeudessa on mahdollises-
ti havaittu enemmén mustia aukkoja kuin teoriat ennustavat [6] ja uusi data James
Webb -avaruusteleskoopista tukee tété kantaa [7]. Lisdksi, esimerkiksi massiivisten
mustien aukkojen syntyperéd on edelleen epavarma [§]. Ratkaisua edelld mainittuihin
ongelmiin on etsitty muun muassa inflaatio- eli avaruuden laajenemismalleista, jotka
mahdollistavat mustien aukkojen synnyn voimakkaiden energiatihentymien seurauk-
sena. Naitd energian kasaumia olisi voinut syntya heti alkurdjahdyksen jalkeen, kun

avaruus oli viela tdynné voimakkaita energiafluktuaatioita ja niin kuuma sekéa tiheé,
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ettd edes kvarkit eivéit pystyneet luomaan vélilleen sidoksia ja sen seurauksena muun
muassa protoneita ja neutroneita ei myoskaan muodostunut [6]. Téllaisissa olosuh-
teissa voisi teoriassa tietyin edelletyksin syntya primordiaalisia mustia aukkoja (PBH
= Primordial Black Hole) [9].

Yksi suurimmista fysiikan ongelmista on pimeé aine [10], joka ei vuorovaikuta
tuntemamme materian tai sateilyn kanssa, muuta kuin gravitaation kautta. Em-
me vield tiedd, mistd se koostuu tai miten sitd voitaisiin kiinnittdéd teorioihimme.
Taman vuoksi tutkijat ovat myos ehdottaneet, ettda PBH:t voisivat kattaa suuren
osan pimedstéd aineesta [I1]. Kuitenkin, varsinkin viime vuosikymmeniné lukuisat
havaintomme ovat karsineet suuren alueen PBH:en mahdollisista kokoluokista pois
ja ne eivat todennakoisesti selitd kuin pienen osan pimeéastéd aineesta jos niitd on

olemassa [12][13].

1.1 PBH ja tutkielman sisalto

Suuria kysymyksid tdméan paivan tutkijoille on, onko primordiaalisia mustia aukkoja
olemassa ja jos on, niin kuinka ne voisi edes erotella tdhden romahduksen seurauksena
syntyneista mustista aukoista, koska molemmilla tavoilla syntyy sama lopputulos,
musta aukko. Mahdollinen tapa erottaa mustan aukon syntytapa on pyorimismaara.
Tahdilla on pyorimisméaéarid, joten niistd syntyvat mustat aukot sailyttiavat tdmén,
mutta energiatihentymasté syntynyt primordiaalinen musta aukko ei valttaméatta
sisalla yhta paljon pyorimismaéraa, koska energiatihentymallé ei ole voimakasta
ulkoisesti havaittavaa kokonaispyorimisméadraa toisin kuin tahdella [14].

Téma ei kuitenkaan kuulu tutkielmani sisaltoon. Téassa tutkielmassa tutustutaan
primordiaalisten mustien aukkojen syntyyn inflaatiosta syntyvien primordiaalisten
perturbaatioiden pohjalta ja tamé toteutetaan soveltamalla gradienttiekspansiota.
Lisaksi kaydédan lapi tdméanhetkisia numeerisia tuloksia teorian pohjalta ja lopuksi
tarkastellaan tiettyd mallia, johon tuloksia voidaan soveltaa.

Tutkielman lopullinen pdamaéaara on saada johdettua yhtélot primordiaalisten
mustien aukkojen massalle ja maéralle maailmankaikkeudessa. Téata varten kiymme
lapi useita yksittaisia aihealueita, jotka ovat tarkeita paloja kokonaisuuden luomi-
selle. Kuviossa [1f on kayty lapi tarkeimmat osa-alueet, jotka tarvitsemme PBH:n
massan ja maaran maarittamiseen seka kuinka osa-alueet liittyvat toisiinsa ja minka
teorian pohjalta ne muodostuvat. Aloitamme analyysin valitsemalla pallosymmetri-

sen metriikan ja ratkaisemme Einsteinin yhtalot haluttuun muotoon, jotta voimme
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matemaattisesti kuvata perturbaation laajenevassa maailmankaikkeudessa. Taméan
jalkeen maaritdmme ns. kaarevuusprofiilin K(r) ja esittelemme siihen liittyvan para-
metrin «, jolla voidaan myohemmin kiinnittaéd johdettu teoria inflaation luomaan
perturbaatioon. Itse parametria o emme ratkaise vield, mutta voimme kirjoittaa sen
niin sanotun kompaktiofunktion C avulla ja ratkaista analyyttisesti kriittisen alara-
jan perturbaation voimakkuudelle J., joka muodostaa massattoman primordiaalisen
mustan aukon. Kun alaraja . on johdettu, tarvitsemme teoriaa inflaatiomalleille
ja niistd syntyville perturbaatioille. Inflaatiomalleista saadaan johdettua perturbaa-
tion jyrkkyytta kuvaava parametri a ja perturbaatiojakauman varianssi o2, seké
numeriikassa kaytettava vakioparametri K, joka riippuu energiatiheyden profiilista.
Lopuksi saamme laskettua primordiaalisten mustien aukkojen méaran ja massan
hyodyntdmélla parametreja kuvion [I] mukaisesti.

Listaan vield tarkemmin tutkielman sisallon tassa: aloitamme teorian johtamal-
la Einsteinin kenttayhtalot pallosymmetrisessa diagonaalimetriikassa kappaleessa
2.1] Tamaén jalkeen muokkaamme ne metriikan pohjalta Misner-Sharp-Hernandez-
yhtéloiksi kappaleessa Lopuksi, kappaleet [2.3]ja [2.4] ovat yksi gradun tarkeimmis-
ta asioista, jossa laskemme héairioteorian avulla johtavat perturbaatiot ja lisdadmme
ne MSH-yhtaloihin, koska ennen téata yhtalot ovat kuvanneet vain tasaista avaruutta.
Nyt yhtaloiden avulla voidaan kuvata voimakasta héiriota avaruuden mielivaltai-
sessa pisteessd ja hyodyntamalla kompaktiofuktiota C' saamme téirkedn tuloksen
kappaleessa paikallisen energiatiheysperturbaation ja tietyssa tilavuudessa olevan
keskiméardisen ylijaidmamassan valilla on yhteys. Fysikaalisesti tamé tarkoittaa, etta
hairion amplitudi ei ole riippuvainen kaarevuuden muodosta.

Luku |3| késittelee kokonaan analyyttisia lahtokohtia numeriikalle ja parametri-
sointeja kaarevuusprofiilille K (r) (kappale seka massaylijaamalle d. (kappale
. Tassé tutkielmassa ei lasketa numeerisia tuloksia vaan hyodynnetdan saatuja
tuloksia muun muassa I. Muscon koodista [15] ja tarkastellaan niitd kappaleessa
Luku [4] on jatetty kokonaan PBH:n massan méarittamiseen ja niiden yleisyyteen
maailmankaikkeudessa. Alaluvussa [4.1] kasitellaan inflaatiota ja sen seurauksena
syntyvid primordiaalisia perturbaatioita, jotka mahdollistavat PBH:en syntymisen
ja alaluku hyodyntéé inflaatiosta saatuja energiafluktuaatioiden jakaumia joh-
tamaan yhtalot PBH:n massalle ja maérélle. Viimeisena alaluvussa lasketaan

yksittainen esimerkki primordiaalisten mustien aukkojen massalle ja maaralle.
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[ Inflaatiomalli

) ( Metriikka ja Einsteinin
yhtalot

)

P(k)-spektri

CKeskihajontaU ) ( Parametri K )

PBH:en maara

MSH-yhtalot

Gradienttiekspansio

Parametri a

Kaarevuusprofiili K(r)

Kriittinen alaraja é_c

PBH:n massa

Kuvio 1. Aihealueiden esittely ja kuinka ne liittyvat toisiinsa. Einsteinin
kenttayhtalot ratkaistaan pallosymmetrisella metriikalla ja kirjoitetaan MSH-
yvhtaldiden muotoon. Inflaatiomalli antaa meille primordiaalisen perturbaatio-
jakauman P(k) ja saamme siitd ratkaistua perturbaation varianssin o2 ja para-
metrit K ja a. Kaarevuusprofiili K (r) saadaan parametrisoitua hyodyntéen a:a
ja kiinnittden metriikkaan, jota MSH-yhtélot kuvaavat. Integroimalla kaarevuus-
profiili K (r) kriittisen skaalan r,, yli saadaan laskettua kriittinen alaraja J.:lle.
Varianssin o2, kaarevuusprofiilin K(r) ja alarajan 4. avulla saadaan laskettua
primordiaalisten mustien aukkojen maéré ja vakioparametrin K ja alarajan d,.

avulla saadaan laskettua PBH:n massa.

1.2 PBH:en loytamisen merkittavyys

Primordiaalisten mustien aukkojen loytymisella saattaisi olla suuri vaikutus teo-

rioihin riippuen kuinka suuren osan pimeésté aineesta ne kattaisivat. Paperin [16]

nojalla voimme rajata suuren osan primordiaalisten mustien aukkojen massaluokista
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pois. Esimerkiksi kaikki primordiaaliset mustat aukot massalla < 5 - 10 g ovat
sateilleet kaiken massansa Hawkingin siteilyn seurauksena ja niita ei voida enaa
suoraan nykyhetkessé havaita, mutta niiden séteilyn tulisi nakya muun muassa kos-
misessa mikroaaltotaustassa ja lisaksi kosmisessa mikroaaltotaustassa huomattaisiin
vidristymia COBE:n ja FIRAS:n datassa, jos > 1- 103 g massaiset primordiaaliset
mustat aukot gaussisista perturbaatioista kattaisivat kaiken pimeédn aineen.

Viimeisida merkittavid rajoitteita on saatu LIGO:n avulla, jolla pystytadn ha-
vaitsemaan kahden mustan aukon torméayksesta syntyvia gravitaatioaaltoja. Jos
maailmankaikkeudessa olisi paljon Auringon massan kokoisia mustia aukkoja ja ne
kiertéisivat toisiaan kaksoistahtimaisesti, niin LIGO havaitsisi huomattavasti enem-
man tormayksista syntyvid gravitaatioaaltoja. Nain ei kuitenkaan ole ja tdma asettaa
tiukan rajoitteen 10-300 auringon massan primordiaalisille mustille aukoille, koska
ne eivit voi kattaa kuin < O(1073) kaikesta pimeisti aineesta. Monien rajoitteiden
ohessa tdmén hetkisten havaintojen puutteesta johtuen 107 — 10?! g primordiaaliset
mustat aukot voisivat kuitenkin mahdollisesti selittaa kaiken pimeén aineen.[16]

Suunnitteilla olevia tutkimuksia ja laitteistoja PBH:en massojen rajoittamiseen
ovat muun muassa LISA [I7] ja PIXIE [I8]. LISA on Euroopan avaruusjérjesto
ESA:n suunnitteilla oleva laser-interferometri, joka on tarkoitus lahettdd avaruu-
teen havaitsemaan gravitaatioaaltoja 2030-luvulla ja talla tavoin sen tarkoitus on
rajoittaa muun tutkimuksen ohessa primordiaalisten mustien aukkojen mahdollista
mairaa 10* — 107 Auringon massan kokoluokassa. PIXIE on NASA:m tutkimus, jossa
tarkoituksena on ldhettad laitteisto avaruuteen, joka mittaa polarisoidun kosmisen
mikroaaltotaustan signaalia ja taman avulla kartoittaa huomattavasti tarkemmin
aluetta, jota myos FIRAS tutki.
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2 Pallosymmetrisen metriikan perturbointi gra-

dienttiekspansion avulla

Ensimmaéisessa osassa tutkielman teoriaa laskemme Einsteinin yhtédlot pallosym-
metriselle metrikkalle ja sovellamme saatuihin yhtédloihin Misner-Sharp-Hernandez
-menetelméd, joka yksinkertaistaa laskuja merkittavasti. Alaluvun lopuksi olem-
me saaneet Einsteinin yhtéalot ns. MSH-yhtaléiden muotoon, jotka voimme tdmén
jalkeen perturboida gradienttiekspansion avulla alaluvussa [2.4l Gradienttiekspansio
lasketaan, jotta voimme kuvata mielivaltaisen pisteen perturbaatiota ja fysikaalisesti
alue, joka voisi romahtaa primordiaaliseksi mustaksi aukoksi saadaan taten kuvattua
energiatiheyden perturbaatiolla. Viimeisené alaluvussa méarittelemme kompak-
tiofunktion ja sen avulla saamme laskettua tuloksen energiatiheysperturbaation ja

keskimadréisen ylijaamamassan vélille.

2.1 Einsteinin yhtalot pallosymmetriselle metriikalle

Mustien aukkojen teoria pohjautuu vahvasti 1960-luvulla kosmologiassa puhuttuihin
pallosymmetrisiin gravitaatioromahduksiin ja meille olennainen teoria primordiaa-
listen mustien aukkojen teorialle alkaa téasta hetkesta. Ennen 60-lukua Einsteinin
kenttayhtalot ratkaistiin Oppenheimer-Volkoff-yhtéloiksi, joissa oletetaan pallosym-
metrinen materian jakautuminen, adiabaattinen systeemi ja tilanyhtaloisté paine
p =0 [19], joka vastaa tyhjiota. Oletuksista p = 0 ei kuitenkaan kuvaa tilaa tarpeeksi
realistisesti vaan ratkaisuissa tulisi huomioida my6s painegradientin muutokset p = 0,
jotka luovat suuria voimia systeemin sisélld [19]. Havainnot oletetusta mustasta
aukosta Cygnus X-1 ja sen kertymdakiekosta ovat néyttaneet, ettd painegradien-
tista syntyvat voimat vaikuttuvat myos kertymaéakiekkoon ja ne tulee huomioida
[20]. Misner ja Sharp tdydensivét systeemid realistisemmaksi olettamalla edelleen
pallosymmetrisen materian jakautumisen ja adiabaattisen virtauksen, mutta nyt
painegradientin muutokset otettiin huomioon [19].

Molempien teorioiden taustalla hyodynnetaan oletusta, etté tarpeeksi kaukana

romahduksesta avaruus/systeemi palautuu tasaiseksi ja sen painegradientti on nolla
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eli teorioissa asymptoottisena rajana kaytetdén Schwarzchildin metriikkaa [19][21].
Ajansaatossa mittaukset [22] ovat tarkentaneet paljon kéasitystamme eri kosmologisis-
ta malleista ja nykyéédn aika-avaruuden uskotaan noudattavan FLRW-metriikkaa [23]
suurilla skaaloilla (yli 100 MPc), joten tdmé on parempi lahtokohta asymptoottiselle

rajalle.

Ratkaistaan Einsteinin yhtélot pallosymmetriselle metriikalle Misnerin ja Sharpin
tapaan olettamalla pallosymmetrinen materian jakautuminen ja ideaalifluidi, mutta
valitaan asymptoottiseksi rajaksi FLRW-metriikka. Pallosymmetrinen diagonaali-

metriikka pallokoordinaatistossa ja etumerkeilld (-,+,4,+) on
ds® = g datde’ = —A*(rt)dt® + B?(r,t)dr® + R(rt)dQ?, (1)

jossa
dQ* = df* + sin®(0)do>.

Metriikan muoto muistuttaa paljon FLRW-metriikkaa, joka nayttaa

dr?

ds® = —2dt* + a*(t)[———
s c +a()[l—Kr2

+ r2(df? + sin®(0)dp?)].
Valitsemalla yksikot siten, ettd valonnopeudelle ¢ ja Newtonin gravitaatiovakiolle G

arvo on 1, voidaan FLRW-metriikka kirjoittaa muodossa

dr?

ds? = —dt* + a*(t)[———
s + 00—

+ r?(d6* + sin*(0)d¢?)] (2)
Téarkeand erona ovat kertoimet A(r,t), B(r,t) ja R(r,t), jotka riippuvat seké etai-
syydesta etta ajasta, mutta olettamalla universumin homogeenisuuden ne palautu-
vat FLRW-metriikassa nahtaviin parametreihin valonnopeus c ja skaalatekija a(t).
FLRW-metriikan spatiaalikoordinaatissa on 1/(1 — Kr?)-riippuvuus, jonka takia
etiisyyden nelién arvo 72 tulee valita 1/K:sta poikkeavaksi, jotta viltymme koordi-
naattisingulariteetilta. Vakioparametri K:n arvo on = 0, 4 1 riippuen onko kyseessa
tasainen eli Euklidinen, suljettu vai avoin maailmankaikkeus[23]. K = +1 eli sul-
jettu maailmankaikkeus tarkoittaa, ettd elaisimme 4-ulotteisen pallon (3-sphere)
pinnalla ja K = -1 vastaavasti tarkoittaa, etta elaisimme 4-ulotteisen hyperboloidin
(3-hyberboloid) pinnalla [24]. K:n arvo méérittad, kuinka skaalatekija a(t) voidaan

kiinnittad avaruudessa [23]. Esimerkiksi tasaisessa avaruudessa se voidaan kiinnitt&é
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mielivaltaiseen pisteeseen ja 3-pallon pinnalla se vastaisi kaarevuuden séadetta.

Seuraavaksi valitsemme materian mukana liikkuvan koordinaatiston. Materia
voi koostua partikkeleista tai sateilysta eli téssa asiayhteydessa liikumme tdhden
tai energiapiikin mukana riippuen mité ajanjaksoa universumista késittelemmme.

Kirjoitetaan paikan koordinaatit muodossa
o = (t,r,0,0) = (2°, 2", 2%, 2°).

Lisaksi maéritelladan aika-avaruudessa nelinopeus u”, joka vastaa kolmiulotteisen
avaruuden nopeutta seuraavasti
w = (3)
dr
jossa T on itseisaika. Nelinopeus u* saadaan kirjoitettua uuteen muotoon hyodynta-
maélla materian mukana litkkuvaa koordinaatistoa seuraavasti
0 ar 1 i

U = ———— u'=0; i=r,0,0.

A(rt) -dfF A’

Lasketaan myos g

1
Uy = 900U0 =A% A = —A4,
jossa hyodynsimme tietoa w, = go,u”. Paikan ja nopeuden koordinaattien méaéritel-

mét ja notaatio pohjautuvat Einsteinin paperiin [25].

Tarkoituksemme on hytdyntda Misner-Sharp-Hernandez-menetelméa, jolla voim-
me ratkaista Einsteinin kenttayhtalot pallosymmetrisessa metriikassa. "Menetelma”
terminé ei ole paras mahdollinen, koska tarkoitus on vain valita muuttujat sopivasti
helpottamaan Einsteinin yhtaloiden laskemista ja tekniikka esitelldén vuoden 1964 pa-
perissa [19]. Kéytdmme siis vanhaa ratkaisutapaa eri alkuoletuksilla ja reunaehdoilla.

Esimerkiksi emme oleta avaruuden olevan tyhjié tai homogeeninen.

Einsteinin yhtalo on
G = 81T, (4)

jossa G, on Einsteinin tensori ja 7, on energia-impulssitensori [25]. Einsteinin

tensori on maaritelty Ricci-tensorin R, ja Ricci-skalaarin R avulla

1
Gp,z/ - R;LV - §g,u,1/R7



18

jolloin Einsteinin kenttdyhtalot ovat lopullisessa muodossaan [25]

1
R, — ggWR = 81T},. (5)

Ricci-skalaari R saadaan kontraktoimalla Ricci-tensori kddnteisella metriikkatenso-
rilla [26] eli
R=g¢g"R,. (6)

Viimeisend energia-impulssitensori 7, ideaalifluidille [19] on

T,uzz = (p + p)uuuu + PAuv, (7)

jossa w,, on nelinopeus, p on paine ja p on tiheys fluidille.

R

ja T, kdyttamalld pallosymmetrista metriikkaa ja lopuksi sijoittaa ne Einsteinin

Seuraavaksi tarkoituksemme on laskea Einsteinin kenttéyhtéloiden termit R,
yhtaloon . Aloitetaan laskemalla Ricci-tensori R, joka maaritelldén seuraavasti
[25]

Ry = 0,17, = 0,17, + 17, g, =TT (8)

prv oo po voo

jossa I'7, on Christoffelin symboli ja J,, on osittaisderivaatta indeksin p suhteen.
Todistetaan, ettd Ricci-tensori on symmetrinen, olettamalla Riemannin-tensori vino-

symmetriseksi (skew-symmetry)[26]. Tall6in
Ri, = Zijok = 30 g”" Ruiji = Sjng”" Rjkni = Sn R = Rui, 9)

jossa hyodynsimme Riemannin-tensorin symmetrisyytté R,z = Rjrn;. Ominaisuuden
ansiosta Ricci-tensori saadaan kirjoitettua kuuden alkion avulla, 4 diagonaalilla ja 2
symmetrisesti kohdissa Ry sekd Rig. Nama kuusi alkiota Ricci-tensoriin saadaan

laskettua Christoffelin symbolien avulla, jotka lasketaan kaavalla

1 e
D = 59" (Ouow + Outa — Ongy), (10)

jossa g, maaraytyy yhtalon pallosymmetrisestd metriikasta. Christoffelin sym-

bolit saadaan laskettua ldhteen [27] tapaan ja tulokset kootaan neljaan matriisiin
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ACD () ALO () 0 0
A(r,t) A(r,t)
ALy B(rt)BOD (rt) 0 0
FO _ A(r,t) AZ(r,t) 1)
v R(r,t)R'"™ " (r,t)
0 0 A2(r,t) 0 o)
R(r,t)sin®(0) R (r,t)
0 0 0 r 200 r
Ar A (rty  BOD(rt)
B2t Blri) 0 0
BOD (rt) BEO (r,t) 0 0
Fi _ B(r,t) B(r,t) - )R(l 0)( :
v Tt ot
0 0 - BQ(T‘,t) 20 ( o
_ R(r,t)sin" ()R 5O ()
0 0 0 B2(r,t)
ROV (r,t) ROD (r1)
0 0 (Il?',g’t) 0 0 0 0 <11%,(or>’t)
0 0 RR(r,(tT)’t) 0 o 0 0 0 RR("(tg,t)
ROV gy ROO(r 1) ’ 22 cosf)
R(r,t) R(r,t) 0 0 R(O’g . R(LU(: . 0 sinf
0 0 0 —sinfcosd - (r,(tT)7 ) R(r,(t? ) g?;g 0

Laskettujen Christoffelin kertoimien avulla voimme laskea Ricci-tensorin kom-
ponentit yhtdlon (8) avulla. Laskettu Ricci-tensori 16ytyy liitteestd A, koska sen

termien suuresta maarasta johtuen sité ei voi mahduttaa osaksi tekstia.

Seuraavaksi laskemme Ricci-skalaarin R yhtéalolla @ Huomautettakoon viela
téssd, etta Ricci-skalaari R on taysin eri asia kuin metriikassa kéytetty etaisyysfunktio
R(r,t), joka saatetaan toisinaan kirjoittaa yksinkertaisemmassa muodossa R, jos

asiayhteys on tarpeeksi selked. Alla on laskettu Ricci-skalaari R

R_2A“’0)(r,t)B“’0)(r,t) ACD ) BOD(rt)  4ATO () ROO ()
a A(rt)B(rt)? A(rt)3B(r, ) A(rt)B(rt)2R(r,t)
2AR0) (p 1) 4AOD (r ) RO (r 1) BOY (r ROV (r 1) 2B02)(r 1)
ArDBrE  At)PR) +2 Ar2B(RD R A2 B(ri)
2RO (7 1) 4RO (rt)y 4B (r ) RO (rt)  4RZO(rt)
A(r)2R(rt)? " A(rt)2R(rt) B(rt)3R(rt)  B(rt)?R(rt)
2RO (r 1) 2

B(rt)2R(rit)?  R(rt)?
(11)

Téssa vaiheessa otamme kéyttoon Misner-Sharp-Hernandez-menetelman, jonka

nojalla méarittelemme uudet muuttujat U ja I', joilla voimme kirjoittaa R(r,t):n
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paikka- ja aikaderivaatat seuraavasti

1 0R 1 OR

U=DR(rt) = —— j I'=D.R(rt) = =—. 12
t (TJ ) A at -]a’ (T ) B 87" ( )
Uusien muuttujien avulla emme joudu kirjoittamaan derivaattoja, joka helpottaa
laskentaa, kun kirjoitamme Einsteinin yhtaloita kokonaisuudessaan auki. Fysi-

kaalisesti uudet muuttujat viittaavat itseisaikaan ja lepopituuteen [19].

Voimme alkaa laskemaan Einsteinin yhtéloita eri komponenteille, mutta on
hyva huomata, etta koska Ricci-tensori on symmetrinen @D, niin jaljelle jaa vain 5
riippumatonta yhtaloa: aika-aika, side-side, aika-sidde, # — 0 ja ¢ — ¢ komponentit.
Ensimmaisena laskemme aika-aika komponentin eli hydédynndmme metrisen tensorin

g = goo komponenttia ja yhtélo saadaan supistamisten jialkeen muotoon

1
Roo — 5gOOR = 81Ty = 87(p + p)uouo + 87pgoo (13)

4 2 0B 8R+( 1 8R)2+ 242 9)BOR  A? (81—'{)2 2° PR _
_— _— _— _—  — e — —_ _— T
R?2 ~ Br ot ot R? 0Ot B3R Or Or  B?R? Or B?R Or? P
2R 0B 2ROT
2 12 bt & SN 2
Ui 1 =D iU = - = 8mpR”. (14)

Viimeisella rivilla Ricci-tensori ja Ricci-skalaari on kirjoitettu uudelleen sijoittamalla
muuttujat U ja I' yhtalon nojalla. Vastaavat laskut saadaan muille nollasta

poikkeaville komponenteille ja ne ovat sieventamisen jélkeen esimerkiksi seuraavassa

muodossa
0B oU or 0A
P =A--  TAL  Bo =U_- (15)
1 ) ) 2 TOA 0oU,
R( U 1+F)+A<Bar at)—S?TpR (16)
1 0A0B 1 9B U 9B 1oU T 94
A3B Ot Ot A2B Ot? RAB 0Ot RA Ot RAB Or
Lodop 1o 1or_ -
AB* Or or | AB29r2 | RBor P

Viidesté riippumattomasta Einsteinin yhtélosté radiaaliyhtalot (termit Gag ja Gls3)

sievenevit samaan muotoon , joten jaljelle jaa neljé riippumatonta Einsteinin yh-
taloa ,, ja . Néiden neljan riippumattoman Einsteinin kenttayhtalon

lisdksi saamme riippumattoman yhtélon energia-impulssitensorista, kun oletamme
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ideaalin fluidin [2§]
R
M= / ArR%pdR. (18)
0

2.2  MSH-yhtilst

Edellisessa kappaleessa johdimme lineaarisesti riippumattomat Einsteinin kenttéyh-
talot pallosymmetriselle metriikalle ja seuraavaksi tarkoituksemme on kirjoittaa ne
uudelleen niin sanotussa Misner-Sharp-Hernangez (MSH) muodossa, jotka 1oytyvéit
I. Muscon paperista [28]. MSH-muotoa kiytetdan analyysissa yksinkertaistamaan
laskuja, mutta hyodyt tulevat esille myos numeriikkaa tehdessé [29]. MSH-yhtalot
voidaan johtaa Einsteinin yhtaloista , mutta jatkuvuusyhtalo yk-
sinkertaistaa laskuja, koska se on kenttayhtdloiden johdannainen [25]. Maaritellaan

jatkuvuusyhtélo yleisessé suhteellisuusteoriassa [25]
v, T =0, (19)

jossa T" on energia-impulssitensori, joka on maéaritelty yhtalossa . Seuraavaksi
ratkaisemme energian ja liikemaaran sailymislait jatkuvuusyhtalosta sijoittamalla
sithen yhtalon ([7))

Vi I = (p+p)Vu(w'u”) + [Vu(p + p)luu” + g"'V,up = 0. (20)

Lisaksi oletamme, ettd w,u” = —1, jolloin operoimme sitd termilld ©#*V, ja saamme
tuloksen

0 = u"V, u,u” + u,uV,u" = 20"V u"u,. (21)

Yhtalo voidaan kontraktoida nelinopeuden avulla ja saadaan ensimmaéainen

sailymislaki, joka on niin sanottu energian sailymislaki [26]

uw,V,T" = (p+ phta;V u” +u'Vup+ (p+p)V,ut =0
=u'Vup+ (p+p)V,u' =0, (22)

jossa ensimmainen termi on supistettu yhtalon nojalla. Kosmologiassa ei ole
yleistd energian sailymislakia, mutta lokaalisti tdmé yhtalo patee ja voimme hyodyn-
taa sita [30]. Sijoittamalla tulos takaisin yhtdloon (20)) saadaan johdettua niin
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sanottu litkemaaran siilymislaki [26]

V. T = (p+ p)u'V, u” + V'p + u’[u'V p + (p + p)V,ut'] + u”u"V,p =0
— (p+ PV + VY 0. (23)

Lasketaan energian ja liikemaéaréan sailymislait pallosymmetriselle met-

riikalle ([1)). Ensimmaisené energian sailymislaki (22]) saadaan muotoon

u'Vp+ (p+p)Vyu =0

o
ot

U + (p+p)Ouu +Th,u’] =0

1 9p 94 9A 9B 9dR
Lop ot (ot 4 ot 4 fary, 11 _
A3t+(p+p)[ A2+(A+B+ R) A] 0

ap 9ROB  OR
oR=E SET2 4T = 24
Rat+(p+p)(B 5+ Gt) 0 (24)

ja vastaavasti litkeméérdan siilymislaki (23))

(p+p)u'V,u®+ Vep+uu'V,p=0

(p + p)ul (Opu® + 'G5 - uP) + ¢*Vop + uu’Vop = 0
10A dp

Ao T 5 =0 (25)

(p+p) =

Kéytan naista lyhenteita JY1 ja JY2 7 joissa JY viittaa jatkuvuusyhtaloon

ja numero siilymislakiin.
Aloitetaan MSH-yhtélsiden [28] johtaminen yhdistdmélld yhtald yhtéaloon
(14)

2R _OU _or
?=U*+1-8mpR*+ ——(U— —T— 26
+ ToR FB( or 87") (26)
R
M =0U%+1-8pR* + ﬁ&(UQ +1-T%
(U*+1-T%)0,R+ RO, (U*+1—T?) = 9,(RU* + R — RI?) = 87pR?0, R
JE8rR?*pdR

=02+1-
- R

Sijoittamalla yhtalo ylldolevaan tulokseen antaa

oM
r2:1+U2—7, (27)
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M kuvaa yhtélon ((18) nojalla energiatiheyttd R-séteisen pallon sisélld, joka voi-
daan ajatella fysikaalisesti lepoenergiana eli massana [28]. Tama yhtalo toimii

reunachtona.

JY2:n termit voidaan jéarjestelld uudelleen ja kertoa puolittain termilla %

1o04A_ A 10

A dr  (p+p Aor

DA = — D,p, 98
TES (28)

joka on meiddn ensimmaéainen MSH-yhtélomme [28]. Derivaatta merkinndt on mééri-

telty seuraavasti Dy:lle ja D,.:lle
10 10
' (29)

Seuraava yhtélo saadaan JY2 ja Einsteinin kenttéyhtélon (16]) avulla, johon

sijoitetaan lisdksi

oU A, ,. T oA
oU  AM r A 9
I — A _ (— 4
ot R? mPh +B( (p+p)8r)
r M
DU = — D,p — = — 47pR, 30

joka on meidan toinen MSH-yhtédlomme. JY2:n avulla saadaan vield kolmas MSH-

yhtélo laskettua Einsteinin kenttayhtalosta ((15)

0 _UDA ;o py _ UA

ot Bor " (p+p)

U
D' =——D,p. 31
t bip) " (31)

Loput MSH-yhtélot [28] saadaan JY1:m avulla lukuunottamatta massan paikkaderi-

vaattaa, joka saadaan suoraan massan mééritelmésté (18]

4WR2p8£

DM—la/Rél R2pdR =
T BorJo TP B or

D, M = 47 R*pT.
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Seuraavat MSH-yhtalot ovat tiheydelle p yhtélon avulla. Lahdetaan liikkeelle
JY1:sta ja jaetaan se puolittain termilla % ja sijoitetaan sithen muuttuja U

10p 2 OR 1 OB

Aot~ AR TP T ap a0
2U 1 OB
Dip = (P+P)[—§ - ﬂa]-

(33)

Taman jalkeen sijoitetaan Einsteinin yhtalo ja sievennetdan tulonderivaatalla

tulos muotoon

(p+p) 20U (p+p), 0 o
= — 2B —) = — —

rrep PRV RS0 = g (g (Y)
(p+p) 0, p+p

- —(R°U) = D 34
FR2B alr, < ) p(] tp07 ( )

jossa madarittelemme termin D, p,
Dipo = —F%ZDT(RQU). (35)

Néma ovat kaksi tiheyden p MSH-yhtaloa ja riippuvat toisistaan. Termi p, on

lepomassan tiheys tai kompressiokerroin fluidille, jolla ei ole lepomassaa [28].

Viimeisena MSH-yhtalona laskemme massan aikaderivaatan. Se saadaan ratkais-
tua JY1:n avulla Einsteinin yhtalosta . Ensiksi kerromme yhtélon JY1 termilld
QWR%—If ja sitten sijoitamme siihen kenttayhtalon , jolloin tuloksena on

9p OR OR OR 8 OR 4rR2pOROA
27K ~-0 i 2 Y 2 il
R oy TR e Ty e T T A ot o
OROR , 00R ArR?*pOROA B
ST e A e T A aiar (36)

Tamaéan jéalkeen kirjoitamme

) LOR,  9p ,0R OROR , 9 0R
ot PR G = A B SR T AT R G
) ,OR.  Op ,0R OROR , 90R
o (ATpRI5) = dms 2= 4 8TpR— o - AT R
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Sijoitetaan nama yhtal6on (36))

OR, , 0p ,0R _4xR?OROA

0 )
ot 87” ot A Ot Or

8t(

OR 0
or

a) —(p+p)=0.

4pR? —(4mpR*—

Sijoitetaan tdhan A:n paikkaderivaattaan yhtalo , jolloin kaksi viimeistd termia

kumoavat toisensa ja integroidaan r:n suhteen jaljelle jaaneet kaksi termié

0 2OR. 0D ,OR
4
TPl 5 o) + 5 (4mpRE o) = 0
2 _ _l 2@R
8tA/ ATR pdR = 1 -AmpR BT
DM = —47R*pR*U. (37)

Alle on koottuna kaikki seitsemén yhtaloa, jotka yhdessd muodostavat MSH-
yhtalot

I M
U=— D,p — — — 47pR
' prp TR
pO 2
D D,
+
Dyp = P thpo
o
D, A= — D,p
(p+0p)
D, M = 47 R*pT’
U
DI'=——D,p
' (p+Dp)

DM = —4rxR*pU.

Aluksi meille oli nelja riippumatonta Einsteinin yhtaloa — ja ne muodostavat
tissd kolme riipumatonta yhtalod (28), ja (31)). Liséksi D;po-yhtéld ja Dyp-
yhtalo muodostavat yhdesséd neljannen riippumattoman yhtélon. Kaksi muuta
MSH-yhtaloéd on laskettu massan méaritelmén mukaan derivaatoilla .
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2.3 Kaarevuusprofiili

Tahan mennesséa olemme tarkastelleet yleisen pallosymmetrisen metriikan liikeyhtaloi-
té, mutta nyt haluamme lisaté avaruuden mielivaltaiseen pisteeseen pallosymmetrisen
héirion, josta muodostuu fysiikaalisesti musta aukko hairion ollessa tarpeeksi voi-
makas. Voimme toteuttaa tdméan johtamalla teorian energiatiheyden paikallisille
muutoksille eli energian yli- ja alitihentymille avaruudessa perturboimalla MSH-
yhtalot gradienttiekspansion avulla [28]. Tarvitsemme siis tavan ilmaista energiati-
heyden muutosta metriikan parametreilla. Tata varten teemme koordinaattimuutok-
sen ABR-metriikalle ja lisdksi oletamme aika-avaruuden adiabaattiseksi. Talloin
lampoenergiaa ei siirry systeemin tai siita pois muuta kuin mekaanisen tyon kautta
[31].

Valitaan A(r,t) =1 ja talloin metriikka voidaan kirjoittaa muotoon [28]

ds* = —dt* + %d’lﬂ + a?(t)r*dQ>. (38)
Metriikka on edelleen pallosymmetrinen ja muoto muistuttaa paljon FLRW-metriikkaa
(2)), jota hyodynnetadn viela myohemmin, mutta erityisesti metriikan dr-komponentit
on kirjoitettu kaarevuusprofiilin K(r,t) avulla. Tavoitteemme on saada kuvattua
energian ylitihentyma tamén kaarevuusprofiilin avulla.

Tarkastellaan vield kaarevuusprofiilia K (r,t) ja sen aika-riippuvuutta tarkemmin,
jotta voisimme mahdollisesti yksinkertaistaa yhtaloitd. TAméa pohjautuu lahteen [32]
menetelméén, jonka nojalla K (rt) ei riipu ajasta homogeenisessa tilanteessa vaan
pelkéstédn etdisyydestéd r ja kirjoitetaan muotoon K (r). Kédydadn seuraavaksi lapi,
miksi ndin pétee.

Yleinen tapa kirjoittaa (341)-metriikka on kdyttaa Arnowitt-Deser-Misner (ADM)
muotoilua [28][32]

ds® = —N?dt* + v;;(da’ + B'dt)(da? + Bldt). (39)

Kun vertaamme tatéd metriikkaan , huomaamme, ettd ADM-metriikassa (39) on
ylimédarainen termi drdt. Koska metriikka ei sisdlla ajan ja spatiaalikoordinaatin
sekatermia, valitsemme sen nollaksi. Tama voidaan matemaattisesti ilmaista drdt-

termin kertoimen [;:n avulla

Bi = O(e) (40)
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jossa € — 0, joka kuvaa perturboimatonta avaruutta. Tarkemmin e maaritellaan

Hubblen parametrin H, skaalatekijan a(t) ja aaltoluvun k avulla

k

- (41)

€
Gradienttiekspansio pohjautuu tahan yhtaloon ja kdymme sen lapi tarkemmin seuraa-
vassa alaluvussa [2.4] Tarvitsemme tassa vain tiedon, ettd suurilla skaaloilla avaruus

on perturboimaton eli € — 0.

Seuraavaksi oletamme aikaderivaatan v;; = O(e), koska mééritelmén mukaan

a*(t)

1— K(rit)r?’ (42)

Yij = Yij *

jolloin ~;; on aika-riippuvainen ja ei voi olla homogeeninen, jos kaarevuusparametri
K(r,t) poikkeaa FLRW-mallista [32][28]. Yhdessa yht&lot ja vaativat ava-
ruuden olevan homogeeninen ja suurilla skaaloilla perturboimaton. Yleenséd emme ole

kiinnostuneita heikkenevistd perturbaatioista, joten voimme vaatia 7;; = O(€?)[32].

Tarkastelemalla energian séilymislakia saadaan

u'NVup+ (p+p)Vyuut =0
dp d

uo-A&z-+-ag(uo)%—FZO-zf)::0. (43)

Nelinopeuden komponentti ©° saadaan kirjoitettua maéritelméan avulla seuraavasti
ADM-metriikalle ja hyodyntamaélla yhtaloa (40)

. 1 1

~ VN =P8 N

Sijoitetaan tamé siilymislain yhtéloon ja T" on edelleen yhtilén (7)) mukainen,

+ O(é?).

u

jolloin
1. N 1
Np—ﬁ+Fﬁo-N+0(€2)=0
a p 2
4=+ O
atY 3(p+p) )
= —K =0(e), (44)

jossa merkintd A tarkoittaa A:n aikaderivaattaa. Tamén nojalla kaarevuusprofiili
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K riippuu vain etéisyydestéa r, kun avaruus on suurella skaalalla homogeeninen ja
perturboimaton eli noudattaa FLRW-metriikkaa [32]. Kirjoitetaan metriikka
lopulliseen muotoonsa

2
ds® — — @121 t) 2dr2+a2(t)7“2d92. (45)

1— K(r)r
Voimme kirjoittaa metriikan (45) myos eksponenttimuodossa, jolloin saamme

kirjoitettua kaarevuusprofiilin eri funktiolla {(r), jolla voidaan valttdd K (r):n luoma

koordinaattisingulariteetti pisteessi K (r)r? seuraavasti: tehdiin metriikalle seuraavat

koordinaattimuunnokset [2§]

1 dr = S 7 (46)
\/1-K(r)r? r=e "
jolloin metriikka saadaan muotoon
ds® = —dt® + a*(t)e*Ddr? + a®(t)r?e* M d0?. (47)

Voimme vield ratkaista suoran riippuvuuden K (r) ja ((7) vélille. Derivoidaan yhté-

16parin ensimmaéinen yhtilé 7:n suhteen ja sijoitetaan se toiseen yhtdloon

dr _ ciyq o 220 _ e 7
il (147 . )—eA 1— K(r)r?
K(ry? = —fdfisf) 2+ fdilif)]. (48)

Kéaytamme teoriassa kaarevuusprofiilin parametrisointi K (7), mutta my6hemmin
erityisesti inflaatioon liittyvassd tutkimuksessa kiytetddn myos parametrisointia
¢(#), jolloin hyddynndmme riippuvuutta ([48)[9]. Kirjoitetaan yhtélo uusissa
koordinaateissa hyodyntamalld I':n maaritelmaa

1 OR, 1—K(r)yr* o 9
— (=) = ————(=—(a(t)r
o) = ey (@)

4
dr )

I? =

=1-K@)r*=(1+7¢ (49)

Ratkaistaan kaarevuusprofiili reunaehdosta separoimalla ja integroimalla se. Integroi-

mista varten oletamme aika-avaruuden olevan spatiaalisesti laakea asymptoottisesti,
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jolloin
lim K(r)r* =0, lim ¢(7) = 0.

r—>00 F—00

Yhtalo saadaan muotoon

dg(?)
dr

AC(F) = (1= K(ryr? ~

= (/1= K(r)r2—-1)

| =

1) 1 dr
r/es() 1— K(r)r?- G

(50)

jossa on kéytetty koordinaattimuunnoksia (46). Viimeisend integroidaan dr:m suhteen
ja kaarevuusprofiilin ratkaisut ovat muotoa
A _ T o 1 l
C(r) - foo(l 17K(7’)’f‘2>7‘ d?ﬂ

r =T exp[f;(ﬁ —1)dr].

(51)

2.4 Perturbaation voimakkuus ja lisidminen yhtéaloihin

Jotta voimme teoreettisesti kuvata mustan aukon, meidan tulee perturboida aika-
avaruus, joka noudattaa metriikkaa . Oletamme, etté ratkaisut palautuvat asymp-
toottisesti FLRW-metriikasta saataviin Friedmannin yhtaloihin [33] ja tdmén seu-
rauksena voimme olettaa, ettd systeemin yleinen ratkaisu saadaan kuvattua homo-
geeniratkaisuna (FLRW-metriikka) ja siihen lisdttyné isotrooppiset perturbaatiot.
Perturbointi toteutetaan ekspansoimalla spatiaalisissa gradienteissa, jota kutsutaan
gradienttiekspansioksi tai pitkan aallonpituuden approksimaatioksi. Tamé tehdaan
kertomalla spatiaaligradientteja dimensiottomalla termilla € ja kehittamalla sen Tay-
lorin sarja. Valitaan johtavaksi kertaluvuksi €? eli tiputamme suuremmat potenssit
pois. Lopuksi asetamme € = 1. [32] [2§]

Fysikaalisesti gradienttiekspansio perustuu ideaan, etté jokainen méaaritelty termi
tasaantuu tarpeeksi suurella skaalalla k~!. Taustaratkaisussa on ainoastaan yksi
parametri, jolla voidaan kuvata skaala ja skaala ilmaistaan télloin Hubblen paramet-
rilla H (K = 0 taustassa). Téll6in termi € ei ole vain kerroin spatiaaligradienteille
vaan se voidaan méaritella yhtalon avulla. Talloin gradientit ovat pienia kun
b 1. [32] [28]

Ennen perturboimista pystymme perustelemaan, etti e'-termeja ei tarvitse tarkas-

tella vaan voimme tiputtaa ne pois. Yleisessid suhteellisuusteoriassa on néytetty, etta
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O(e€)-termi 7;;:1le on heikkenevi perturbaatio ja voimme vaatia, etti 4;; = O(€?), joka
tarkoittaa, ettd tarkastelemme suoraan e?-kertaluokan perturbaatioita [32]. Yleinen
ratkaisu on homogeeninen ratkaisu €” fo(x) ja siihen lisittyné perturbaatiot ! f;(x)
ja €2 fy(x), joista lineaaritermi €' on aiemman perusteella nolla. Talloin lihdemme

liikkeelle tilanteesta FLRW-ratkaisu + toisen asteen perturbaatio [28]

Atr) =14+ EA(tr) (52)
= ___(1.ieB) (53)

1— K(r)r?
— a(t)yr(1+ ER) (54)
p=pp(t)(1+€p) (55)
H(t)R(1 + U) = Ha(t)r(1 + &R + €*0) (56)
M = 4;,01,(15)]%3(1 + M), (57)

jossa R’ tarkoittaa R:n paikkaderivaattaa d%. Ratkaistaan ensimméisené yhtélo (49))
lisaamallé siihen yllaolevat ratkaisut , ja

2M
1+U2—?:1—K(T)7‘2
2M
K(T)T2 = ? — H2R2(1 -+ EQU)2
2_8£ 2_22877T 2 207 p2rr2( . 2772
K(r)r—gpr RH+3pr€M R°H=(e?U)". (58)

Viimeisellé rivilla olen linearisoinut yhtalon e:n suhteen ja seuraavaksi tarkistamme, et-
td € termit toteuttavat metriikan. Koska homogeeninen yhtélé on FLRW-metriikalle,
niin tuloksen tulisi toteuttaa Friedmannin yhtalot [33]. Yhtalon (58|) viimeiselta

laskuriviltd kokoamalla e’-termit yhteen, saamme Friedmannin ensimmaisen yhtalon
8 9
= —pRY — H*R?

Vastaavasti e2-termit antavat ratkaisuksi

8w

K(r)r* = €R*(— 3 oM — 2H?U)

K(r) = H*¢*a*(M — 20). (59)
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Maéritelmén ([41)) nojalla k = aHe ja lisiksi médritelldén r, = 1 [28], jolloin yht&ld
(59) saadaan muotoon

K(r)yri = M —2U. (60)

Seuraavaksi lasketaan MSH-yhtalot perturboiduilla funktioilla. Aloitetaan yhtalosta

sijoittamalla siihen ja . Lisdaksi adiabaattisessa systeemissa saadaan

paineen ja tiheyden suhde p = wp, jossa w on vakio [28]. Tall6in

(1+ 62121)w

Sl L8 WP
p+wp

v *wpy
po(1+w)™  pp(l+w)

D,(1+ 4) = —

D.(1) + 2D, (A) = — D..(p)

Taméin nojalla ’-termit vaativat d,.(p) = 0, joka pitee homogeeniselle ja isotrooppi-

selle metriikalle. e>-termit antavat seuraavan tuloksen

w

D,(A) = —mDr(ﬁ)
A= Tra” (61)

Seuraavaksi saamme ratkaistua R:n lihtemaélld liikkeelle Um maédritelmisti

;wm:U
d(ar(1+ €R)) = (1 + A)HR(1 + €20), (62)

jossa 0, tarkoittaa osittaisderivaattaa ajan suhteen, R = ar ja Hubblen parametri
H = % [28]. Sijoittamalla R:n ja H:n yhtdloon (62) ndemme, ettd e’-termit sievenevit

ja tarkasteltavaksi jii e2-termit

R+ dy(*R) = *H(A+ U + R)
A x ~ ~
(Z) R+h=HA+D).
Hyodynnetdaan e:xn maaritelmaa
k? 1 1
€ = = = (63)

a2H?2 a2 H2y2 G2r2 ’
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jonka nojalla

(Z)Q _ _23 _ 2 = (14 3w)H, (64)

jossa tiheyden p ja skaalatekijan a valinen yhteys saadaan jatkuvuusyhtalosta
FLRW-metriikalle [33]
p=—3H(p+p) (65)

jolloin ylldoleva yhtélo R:lle saadaan muotoon

~ ] ~ ~

~ k3 1 w 5 1 ~
R R s ™ rot+w)” T ira’ (66)

Yhtalostéa voidaan tiputtaa perturbaatiotermin aikaderivaatta pois, koska R-
termin ratkaisu on eksponentiaalisesti kuolevan termin ja vakiotermin summa. Naista
jalkimmaéinen vastaa asymptoottista ratkaisua, joka on ratkaistu kaarevuusprofiili-
osiossa ja lahestyttéessa tiata eksponentiaalisesti, voidaan eksponentiaalisesti kuoleva

termi tiputtaa pois eli téssé tapauksessa R:n aikaderivaatta. Tallsin R on muotoa

- w 1 -
R=— p U. 67
(1+w)(1+3w)p+ 1 + 3w (67)

Seuraavana ratkaisemme B:n lihtemélls liikkeelle Einsteinin yhtalosté

CAd(U) 1
B U

Sijoitetaan yhtalot , ja saadaan tulos

r - - U
E at(€2B) = (1+€2A>§

e’-termit toteuttavat yhtélon H = % ja €2-termit antavat tuloksen

Nt~ o oo U
-] B+B=A—
() BrB=Ag

€
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Tasté voidaan jilleen tiputtaa eksponentiaalisesti kuoleva termi B pois ja sijoittaa
yhtalo , jolloin

(1+w)(1+3w)

B=— 7. (68)

Seuraavaksi yhtalo , jonka €’-termit toteuttavat jatkuvuusyhtilon FLRW-
metriikalle . Vastaavasti e2-termit muodostavat seuraavan yhtélén, johon voidaan

sijoittaa juuri johdetut R ja A

(M) — 3wHM + 3wHp + 3H (1 4 w)dy(e2R) = 0
~ K3 5 3(1 -
MH+ M = —3wHﬁ—3(l+w)R+MﬁH1+w—3(1—|—w)HU

M= -3(1+w)U. (69)
Seuraavaksi lasketaan U hyddyntamalla yhtaloa ja

M = —3(1 4+ w)U = =50 +2U — 3wU
—(5+3w)U = M —2U

-
Il

K(r)rs. (70)
Viimeisena ratkaistaan p, joka saadaan yhtélostéa (32))

~ ~ ~ ~ 1 ~ ~
4rppa®r®[1 4+ €(p+ 3R+ rR)] = dmppa’r®[1 + (M + 3R + 3 3R+ gM')]

(r*M)’ (71)
Sijoittamalla tdhan yhtalot ja saadaan

p=31+w)-0— <0

3
_ 35(1:3:’) [K()+ 5K () (72)

Maaritellaan viela termit i—': ja % [28], joita voimme hy6dyntad mychemmin pertur-



34

baation amplitudin maarittelyssa

—= :Eﬁ
Po Po
W _U=Uo_ 2
Uy Uy

Kirjoitetaan nama maéritelmat p:n ja Umn avulla ja lisdksi kaytetaan exn
maéritelméd (64)), jolloin

== (ap) s WOEKOL 0

(;JZ:_(;1>25+13WK(7’)‘ (74)

2.5 Energiatiheyden perturbaation amplitudi ¢

Aloitetaan maarittelemélld keskiméardinen massaylijaama tilavuudessa V' vahenta-
malld massan maaritelmasta tausta py, [28]

1 (R _
8(rt) = = /0 47rR2ppbpbdR. (75)

Pallosymmetriselle metriikalle ([45), voimme valita tilavuudeksi V = 2R3 [28].

Talloin

_ 1 R 20p
5(rt) = o /0 4R VAR
= S 5—pr2dr
r3 Jo Pb
3 /7 1\23(1+w) r
=— — ) ——[K -K' 2dr. 76
r3 Jo (aH) 5+3w[ (T)+3 (r))rdr (76)

Merkitaén yhtalon vakiokerroin seuraavasti

3(14+w)

flw) = 543w

(77)
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Kaytetéan liséksi tulosta [K (r)+ L K'(r)]r? = %[K(Q)TS] yhtélosn (76)), jolloin saadaan
tulos [2§]

d(rt) = fs/or (ZTQdT = () f(w) K (r)rs. (78)

Toinen muoto kirjoittaa ylempi yhtalo on kayttdéd e:n maaritelmaa (41]), missa

1

— 20— [
5(r,t)—eM—<aH

2
) F@K®). (79)
Tamén nojalla K (r) mittaa suoraan keskimadraista massaylijadmaa r-sateisen pallon

sisilld. f(w) antaa kertoimen K (r):lle, joka riippuu tilanyhtalosta[28].

Lahdetté [34] seuraten méadrittelemme niin sanotun kompaktiofunktion C' seuraa-

vasti
2[M — Mb]

R )
jossa M, on taustan massa ja yhtalolla kuvataan massaylijaiméaa pinta-alassa
47 R?. Hyodyntamalla yhtaloita ja sekd hyodyntdmalld Friedmannin ensim-
maista yhtaloa saamme kompaktiofunktion muotoon

C:= (80)

C=—-5M+ O(é?). (81)
Tk
Tiputetaan €2m termit pois ja sijoitetaan yhtilot ja , jolloin kompaktiofuntio

ei ole enaé aikariippuvainen ja voidaan kirjoittaa muotoon
r
C(r) = f(w)K(r)r* = —4(r), (82)

jossa

S(rit) = () (r).

€2 saadaan yhtilostd (41). Tamén nojalla on yhtépitivai mitata perturbaation
amplitudia ¢, joko ylijidméamassana liikkkuvassa tilavuudessa séteella ry eli 6(r,t)m
avulla tai kompaktiofunktion paikallisella arvolla §(r). Koska tutkimme PBH:n

muodostumista, niin tarkastellaan tilannetta r, = 7, eli milloin kompaktiofunktio
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(82) saavuttaa maksimiarvonsa

C'(r) = ;K’(r)r +K(r)=0

K'(r=ry) = —zKirm) (83)
Sijoitetaan K'(r,,) yhtaloon ja sievennetain
0p(rmt) _ L i w r _Zm T
TS = () T ) = 5K )
Op(rmt) 1 2 B
3L = (a H) PO K () = 6(rmi). (84)

Tulos on téaysin riippumaton kaarevuusprofiilin tarkan muodon valitsemisesta ja
antaa yleisen suhteen paikallisen energiatiheysperturbaation ‘;—Z arvon pisteessa r,,
ja keskiméardisen ylijadmamassan 6 arvon liikkuvassa tilavuudessa séateelld r,,. 3:n

kerroin johtuu tilavuuden spatiaalidimensioista pallosymmetrisessé tilanteessa [28].
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3 Alaraja perturbaation amplitudille 9, jolla voi

syntya primordiaalinen musta aukko

Suurin osa teorian tuloksista on epélineaarisia tai adrimmaéisen haastavia ratkaista
analyyttisesti, kuten aiemmin on todettu, joten numeriikka ja sille kdytettavat
approksimaatiot ovat tastd eteenpéin pakollinen osa laskentaa. Tamén tutkielman
aihe ei kuitenkaan ole laskea numeriikkaa vaan johdamme téirkeat analyyttiset
tulokset ja approksimaatiot numeriikkaa varten ja tamén jalkeen tarkastelemme
muiden tutkimusten saamia numeerisia tuloksia. Oleellinen osa tata lukua on, etté
saamme sekd numeerisen, ettd analyyttisen tuloksen perturbaation 6?5 kriittiselle

alarajalle, jolla primordiaalinen musta aukko syntyy. Aloitetaan luku teorialla ja

késitelladn tuloksia lopuksi alaluvussa [3.3]

3.1 Kaarevuusprofiilin K (r) parametrisointi numeriikkaa var-

ten

Yleensa valitsemme kaarevuusprofiilin K (r) muodoksi Gaussisen jakauman, koska se
on matemaattisesti yksinkertainen approksimaatio nopeuttamaan laskentaa, mutta
tarkempia tuloksia varten tama ei ole riittava malli [28] [35]. Gaussisen jakauman
etu on se, ettd se on kaikialla jatkuva ja adrettomaésti derivoituva kaikissa pisteisséa
eli kuuluu C* joukkoon, joka on hyodyllisté, koska kaytdmme teoriassa korkeam-
man asteen derivaattoja (ks. yhtalo ) Muita yksinkertaisia vaihtoehtoja C'*°
joukossa ovat esimerkiksi trigonometriset funktiot ja polynomifunktiot, joilla voi-
taisiin jakaumaa kuvata [36]. Numeerisesti on kuitenkin todettu, ettd Gaussinen
funktio sopii tarkemmin numeerisiin malleihin [35]. Vastakohtana C'*° funktioille
on esimerkiksi porrasfunktio, jossa on teravia kulmia, jolloin sita ei voida derivoida
jokaisessa pisteessé ja laskenta menee jopa mahdottomaksi ilman approksimaatioita.
Viime vuosina numeeriset tulokset [35] ovat auttaneet tarkentamaan arvoja, joilla
primordiaalinen musta aukko voi syntyé ja samalla niistd on néhty, ettd profiilin
muotoon vaikuttaa korkeamman asteen epélineaarisia perturbaatioita ja ne tulisi

huomioida seké teoriassa, ettd sen pohjalta tehtavéista numeriikasta. Tassé tutkiel-
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massa tarkastellaan analyysissa vain Gaussista kaarevuusprofiilin jakaumaa, eiké

huomioida epélineaarisia perturbaatioita tai epagaussisia jakaumia.

On hyva huomata, ettd Gaussisen jakauman parametrisoinnit pohjautuvat vah-
vasti primordiaalisten mustien aukkojen numeerisiin tuloksiin ja parametrisointia
voidaan tarvittaessa muuttaa tai lisata parametreja jos malli ei kuvaa numeriisia
tuloksia halutulla tarkkuudella, kuten paperissa [28]. Ei siis suoranaisesti ole ole-
massa taydellistd parametrisaatiota, joka kattaisi kaikki gaussiset jakaumat myos
aivan muissa asiayhteyksissa [37]. Mééritellaan tahan tapaukseen yleinen gaussinen

jakauma kaarevuusprofiilille K (r) parametrien a;, A ja A avulla seuraavasti [2§]

T 22 1/7r\2«
K(r) :A<A> e 2(Z)™ (85)

jolloin yhtéalo tulee muotoon

op 1\? 20

P (o) SDEOR T - S0 (86)
Parametrien A ja A avulla voimme kontrolloida profiilin amplitudia ja perturbaation
pituusskaalaa tassé jarjestyksessa. Lisaksi parametri o vaikuttaa profiilin jyrkkyyteen
ja A siirtdd huipun paikkaa. Valitsemalla A = 0, huippu on keskitetty pisteeseen r =
0. Hyddyntdmalla kompaktiofunktion tulosta (83)), voimme laskea r:n maksimiarvon
ja sen avulla voidaan méarittaéd keskiarvoistetun massaylijadman maksimi d,,, jolle
saamme tassd luvussa kriittisen alarajan synnyttamaén primordiaalisen mustan

aukon. Lasketaan tdméa maksimi yleisen gaussisen kaarevuusprofiilin avulla

K(rm) + %”K’(rm) —0

K(ra) + L R (r)2) — (7)) = 0

2 T A
L rmaa
1+ A= 2oz(A)
rm= AL (87)

«
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Tuloksen ([78)) nojalla

Om = [ (W) K (rim)ry,
S (-

Lisdksi tarked maaritelma kompaktiofunktion ja parametrin « vélille on [3§]

Q>

_C’”(rm)rfn

“= 16,

(89)
Tietylla pituusskaalalla r,, ja amplitudilla ¢,, yhtdlosta niahdaan, ettd kompak-
tiofunktion huippu on laaja, kun energiatiheyden huippu on teravé ja péinvastoin
[28]. Maaritelmén avulla voidaan liséksi tarkistaa kaarevuusprofiilin K (r) para-
metrisoinnin toimivuus, koska kaarevuusprofiilin tulee toteuttaa tdma méaritelma.
Voimme tarkastaa sen pitdvyyden parametrisaatiolle laskemalla toisen deri-
vaatan ja sijoittamalla sen a:n lausekkeeseen . Lisdksi hyodynnamme tietoa
kaarevuusprofiilin ensimmaisen derivaatan maksimista yhtalon (83)) nojalla. T&ll6in

_C(rm)ra, f(w)%(f((rm)rfn)’f’fn.

40, N Af (W) K (rm)ra,

Sijoittamalla yhtal6on kaarevuusprofiilin K (7) , saamme lopputulokseksi a:n,

joten kaarevuusprofiili toteuttaa méaaritelman .

Tahén mennessé tarkastelemamme yleinen gaussinen kaarevuusprofiili K (r) on
tarkemmin kompensoitu yleinen kaarevuusprofiili, joka mallintaa vain yhden huipun.
Sen seurauksena syntyvia primordiaalisia mustia aukkoja kutsutaan tyypin [ PBH:ksi
[28]. Jos tarkastelemme metriikan yhtaloa , niin huomaamme, ettd dr-termi
sisaltdd koordinaattisingulariteetin, kun K(r)r? = 1 ja télloin jakaja menee nol-
laan. Olemme téhén mennessa laskennassa rajanneet tuloksen alueelle K (r)r? < 1.
Koordinaattisingulariteetti voidaan ratkaista koordinaattimuutoksella [39] ja sen
tuloksena huomataan, ettd primordiaalisia mustia aukkoja voi syntya myos arvoilla
K(r)r? > 1 [40] ja niitd kutsutaan tyypin II PBH:ksi. Tilannetta voidaan kuvata
epakompensoidulla kaarevuusprofiililla ja talloéin jakauma voi koostua useammasta
kuin yhdesté huipusta [28].
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Kaarevuusprofiili K (r) mééritelladn epdkompensoidulle profiilille seuraavasti [28]

3aH [T dp
K(r) = =5 /0 . (90)

Tata vastaava energiatiheysperturbaatio yhtalosté kirjoitetaan muodossa [28]

jossa parametri n siirtdd huipun paikkaa samoin kuin kompensoidun profiilin para-
metri A [28]. Emme tarkastele tilannetta sen tarkemmin, koska kriittinen alaraja
Om:lle, jotta primordiaalisen mustan aukon syntyy, voidaan maéritelld kokonaan tyy-
pin I PBH:en avulla [28]. Seuraavassa kappaleessa laskemme yleisen analyyttisen

alarajan o,,:lle, joka péatee kaikille gaussisille kaarevuusprofiileille [38].

3.2 Keskiarvoistetun kompaktiofunktion maarittely ja ¢,,:n

analyyttinen alaraja

a:n mééritelmén avulla voimme johtaa yleisen alarajan d,,:1le [38], jota kutsutaan tés-
té eteenpédin kriittisend alarajana .. Maaritellaan keskiarvoistettu kompaktiofunktio
kriittiselld skaalalla r,,, joka maariteltiin yhtaloa varten [38]
P 3 Tm 9
- C.(w)atdz, (92)

T3
ro.Jo

@)

jossa C. on kriittinen kompaktiofunktio kuvaamaan tilannetta, jossa syntyisi mas-
saton musta aukko eli kaikki ylitiheys mita jaa r,,:n ulkopuolelle hajaantuu pois
ja romahtaminen tapahtuu vain r,,:n aluella olevasta tiheysperturbaatiosta [3§].
C. on kompaktiofunktion parametrisaatio arvolla r = r,,. Yleinen gaussinen

kaarevuusprofiili voidaan kirjoittaa myos seuraavanlaisella parametrisoinnilla [38]

K(r) = Llm) exp[l (1 - ( 4 )2a)], (93)

flwyrd, Lo Tm
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joka pétee samaan tilanteeseen, kuin (85)). Sijoittamalla keskiarvoistettuun

kompaktiofunktioon (92)) saadaan

C, = Mei /Orm P2 emalm) 2, (Tm)f)dr

3 . .2
TS, T T'm
356 l ]- _l 2c
= ea -0 2re o dy
5 m ’
Tm

jossa on tehty muuttujanvaihto x = r/r,,. Jatketaan sieventdmista toisella muuttu-

janvaihdolla 22* = u, jolloin

—— 30e 1 gl 2.1 1 _u
C. = 5 ea/o wotaleTaduy
Q
30, 1 2,1 (o 2 1 _
2 eo .aa+2a/() /Ua+2a 1’6 vde’
Q

jossa on vield tehty kolmas muuttujanvaihto v = u/«a. Laskennan jilkeen saadaan

et 1(2) (5]
CC_Q ex - r o r 5 e, (94)

jossa T'(x) on gammafunktio ja I'(x,y) on epétiaydellinengammafunktio. Tadmén

tulos

muodon nojalla, jos tutkimme siteilyn dominoivaa maailmankaikeutta eli w = 5 [28],

niin 0. — f(w) = 2, kun @ — co. Suurella aen arvolla C, ~ (3/5)d, [38] eli
C, = 2/5. (95)

Tama padttely on varmistettu numeerisesti [28],[41] ja siitd on my6s analyyttinen
argumentti paperin [38] kappaleessa III. Hyddyntamalla tulosta C. = 2/5, saamme
yleisen alarajan d,,:lle yhtéalosta , jos kaarevuusprofiili noudattaa Gaussista

jakaumaa

5
4 1 al~3a

5CZB€_E'F(5)_P(5 L)’ (96)

20 2a’a

jossa « saadaan yhtélosta . Tama analyyttinen tulos on merkittava, koska se
on 2 %:n rajoissa simulaatioiden tuloksista [38], kuten kuviosta [2| voidaan nahda

vertaamalla kahta alinta sovitusta.
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3.3 Numeeriset tulokset kriittiselle perturbaation voimak-

kuudelle, jolla hiirio romahtaa PBH:ksi.

Ennen tdméan vuosikymmenen alkua numeeriset simulaatiot [15][41][42] kéyttavit
superhorisontti-skaalaa eli perturbaation aallonpituus on suurempaa, kuin havaitta-
van maailmankaikkeuden sidde[43] ja olettavat, ettd kaarevuusprofiili ¢ on aikainva-

riantti, kun ldhestytaan arvoa € = — le =1 ja télloin voimme lineaarisesti ekstra-

poloida horisontin reunan ohi[35]. Tamé approksimaatio yksinkertaistaa laskentaa,
koska oletamme gradienttiekspansion toimivan lahell& arvoa e = 1. Todellisuudessa
tulos ei ole kovin tarkka, koska approksimaatiossa ei huomioida gradienttiekspan-
sion korkeamman asteen epalineaarisia termejé, jotka syntyvét kaarevuusprofiilin
aikariippuvuudesta lahella todellista horisontin reunaa eli, kun € ~ 1 [35].

Tilanne voidaan korjata seuraavalla tavalla: havaittava eli kosmologinen hori-
sontti on pisin etdisyys, josta havaitsija voi saada informaatiota44]. Téma voidaan
madritelld suljettuna pintana laajenevassa alueessa ja pallosymmetrisessa tilanteessa
se tarkoittaa, ettd R(r,t) = 2M(r,t), jossa R(r,t) on siade, jonka sisille jaa pinta-ala
47 R* ja M(r,t) on massa R(r,t) siteiselle pallolle, jota kutsutaan Misner-Sharp mas-
saksi. Téma on hyvin yleinen maéaritelma, koska se olettaa vain pallosymmetrian ja
mahdollistaa minka tahansa naennaishorisontin laskemisen, joka on mustan aukon
rajapinta: jos véliaine (medium) laajenee, kyseessé on kosmologinen horisontti ja jos
véliaine on romahtamassa niin kyseessa on mustan aukon ndennéishorisontti. [45][40]

Simulaatioissa tdméa ndhdéan kosmologisen horisontin hitaampana laajentumi-
sena, kuin spatiaalisesti tasaisen avaruuden laajeneminen ja tdmén seurauksena
perturbaatioiden voimakkuus kasvaa ennen todellista horisontin ylitysté [35].

Ennen, kuin gradienttiekspansion epélineaarisia termejé on huomioitu é.:n sovi-

tukset «:n funktiona antavat seuraavanlaisen muodon d.:lle [9]

a7 0,5 0,l<a<7
0o =14 a%0% _ 0475 T<a<13 (97)
a%% _ 045 13 < a < 30

0.:n arvo nousee valilla 0,1 - 3 voimakkaasti, mutta jo arvoilla o > 7 se saavuttaa
melko tasaisen loppuarvon 0,6. a < 7 on hyva approksimaatio monen muotoisille
tehon tiheysjakaumille [35], kuten laajalle, piikittyneelle ja Gaussiselle jakaumille,

joita tarkastellaan luvussa (4.2]). @ > 7 arvoilla energian tiheysprofiilin muoto on
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hyvin terava skaalalla r,,, joten niita tulee tasoittaa painegradientin avulla ja tama
johtaa tuloksen vaimentumiseen eli alaraja d,,:lle ei ole taysin luotettava suuremmilla
a:n arvoilla [35]. Tulokset pohjautuvat I. Musco, et al. koodiin [I5], joka laskee
numeriikan virtausdynaamisella Lagrangianilla ja koodi on suunniteltu laajenevalle
kosmologiselle taustalle [28]. Koodia on optimoitu logaritmisella vélitykselld mas-
san mukana liikkuvalle koordinaatille ja se mahdollistaa laskemisen suuri sateiselle
tilavuudelle sekd tarkemman resoluution pienelle séiteelle [2§].

Tuloksia on tarkennettu huomioimalla gradienttiekspansion epélineaarisia termejé

ja uusista d.:n sovituksista a:n funktiona on esimerkiksi [9][35]

%% 005 01<a<3
5, =1{a%%4+0025 3<a<8 (98)
1,15 8 <a

Oleellinen muutos nédkyy a:n rajoissa, silla aiemmin kéaytetyt 0,1 < a < 7 rajat
on nyt jaettu kahteen eri sovitukseen ja tastd suuremmat a:n arvot antavat d.:lle
vakioarvon 1,15. Ndma muutokset selvidvat, kun tarkastelemme uusien ja vanhojen
sovituksien suhdetta O vanna/dcuusi- @11 arvoilla < 3 tamé suhde on positiivinen ja
a > 3 suhde muuttuu negatiiviseksi, joka selittdd miksi uusissa sovituksissa pienet
a:n arvot on eritelty. Molempien sovituksien skaala a:lle on vélilla 0,1 - 30, koska
numeeriset simulaatiot eivét pysty kasittelemaén sita suurempia tai pienempia arvoja
tarkasti [35]. Toinen merkittava huomio alarajoissa J, eri tavoilla on se, etta ilman
gradienttiekspansion epélineaarisia termeja se on valilla 0,4 < 6.(¢;) < 0,6, mutta
epalineearisten termien kanssa se on vélilld 0,7 < 6.(ty) < 1.15 [35]. PBH:en mééra
saattaa riippua siis voimakkaasti siita kuinka tarkasti laskemme gradienttiekspansion
termit [35]. Epélineaaristen termien analyysin eteneminen tédhén hetkeen asti on
summattu osana paperia [9)].

Alla olevassa kuviossa [2| on sovitettuna analyyttinen tulos yhtalon Oc:lle azn
funktiona punaisella ja molemmat numeeriset sovitukset ja , jotka on paloit-
tain madaritelty tassa alaluvussa 3.3 kolmella eri varilld a:n arvon mukaan. Kuviosta
huomataan, ettd yleinen analyyttinen alaraja gaussiselle d.:lle (punaisella) on 2%:m
rajoissa alemmasta numeerisesta sovituksesta gradienttiekspansion lineaaritermeille.
Selvisti korkeammalla oleva numeerinen tulos huomioi myos gradienttiekspansion epé-
lineaarisia termejé, mutta tasaantuu muiden sovitusten tavoin vakioksi a:n kasvaessa

suureksi.
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Kuvio 2. Analyyttisen ja numeeristen d.:en sovitukset a:n funktiona. Punaisella
piirretty sovitus on yleinen analyyttinen alaraja yhtalosté , joka on alimpana
ja lahes taysin padllekkdin numeerisen lineaaritermisovituksen kanssa. Ylin
sovitus huomioi epéalineaarisia korjauksia. Numeeriset tulokset ja ovat
paloiteltu kolmeen osaan «a:n funktiona ja tédten piirretty kolmella eri varilla.
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4 Primordiaalisten perturbaatioiden synty ja PBH:en
massa ja maara niiden pohjalta

Viimeinen osa gradua keskittyy tahdn mennessd kdyméamme teorian soveltamiseen
esimerkkitapauksessa, jossa laskemme primordiaalisen mustan aukon massan ja
paljonko tamén massaisia mustia aukkoja syntyy.

Lahdetéan liikkeelle inflaation luomista primordiaalisista perturbaatioista, kuinka
niitd luodaan ja minkélaisia perturbaatioita saamme eri inflaatiomalleilla osiossa
4.1} Taman jalkeen tarkastelemme minkélaisia tehon tiheyspektreja primordiaaliset
perturbaatiot noudattavat ja néaitd spektrin muotoja késitellaan alaluvussa 4.2
Luvuissa ja kasitelladn parametreja, joiden avulla PBH:n massa ja méaara
saadaan laskettua seké niiden ratkaisemista. Loppu teoria on luvussa |4.4] jossa
on PBH:en massan ja maaran yhtalot johdettujen parametrien avulla ilmaistuna.
Tutkielman viimeisessa osiossa laskemme PBH:en massan ja maaran Gaussisille

perturbaatioille, jotka noudattavat piikittynytta tehon tiheysspektria (121)).

4.1 Inflaatio

Kosminen inflaatio maaritelldan yksinkertaisesti maailmankaikkeuden kiihtyvana
laajenemisena. Se on oleellinen osa kosmologiaa, koska sen avulla voidaan selittaé
horisontti- ja laakeusongelmat seké inflaation uskotaan olevan syyné primordiaali-
sille perturbaatioille [47]. Matemaattisesti inflaatio kuvataan skaalatekijéin a toisen

derivaatan avulla ja sen tulee olla positiivista

i = (aH) > 0. (99)

Oleellisesti meité kiinnostaa inflaatiosta syntyvét primordiaaliset perturbaatiot ja
niiden uskotaan olevan siemenid koko universumin rakenteelle [48]. Yleisesti mielletty
(paradigma) inflaatio synnytti kvanttifluktuaatioita inflatonikentéssa eksponenttisen
laajentumisen seurauksena ja venytti inflatonikenttdd makroskooppisiin skaaloihin

[48]. Koska laajeneminen oli valoa nopeampaa, tdmé kvanttifluktuaatio jii horisontin
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ulkopuolelle ja "jaatyi” ajassa, kunnes horisontti sai sen kiinni séiteilyn ja materian do-
minoivana aikana, jolloin universumissa oli jo muodostunut materiaa ja fluktuaatiot
mahdollistivat materian paikallisen kasautumisen eli rakenteen muodostumisen [48].
Néiden fluktuaatioiden eli primordiaalisten perturbaatioiden jakauma on kriittinen
tieto PBH:en mahdollisille muodostumiselle ja myos niiden kokoluokille. Primordiaa-
listen perturbaatioiden voimakkuuteen ja muotoon vaikuttaa merkittavésti se, mitéa

inflaatiomallia universumi noudattaa, joten tarkastellaan niita seuraavaksi [49].

On hyvin epdtodennékoista, ettéd inflaation syntymisté varten tulisi valita tietyt
alkuehdot, koska inflaation uskotaan tapahtuvan ainakin ldhes kaikissa universu-
meissa, joten myos alkuehtojen tulisi olla mielivaltaiset, ettd nain voi tapahtua.
Tamaé voitaisiin mahdollistaa, jos maailmankaikkeutta ajaa inflaation jonkinlainen
attraktori. Attraktori on kdytdnnossa joukko numeerisia arvoja, joita kohti systeemi
ajautuu toisinaan vasta pitkankin ajan kuluttua ja suurista poikkeavista lahtoarvois-
ta huolimatta. Yksinkertaisiin ja yleisiin attraktorimalleihin lukeutuu muunmuassa

slow-roll-inflaatio, fast-roll-inflaatio ja hybridi-inflaatio. [47]

Kasitellaédn tarkemmin slow-roll-inflaatiota ja sen seurauksena mahdollisesti syn-
tyvid primordiaalisia mustia aukkoja. Slow-Roll-inflaatiossa idea on, etta inflaatiota
kuvataan vierimisella potentiaalienergiasta kohti liikeyhtélon kineettista termia. Mal-
lille olennaista on, ettd tdmé vieriminen ja téten inflaation muutos tapahtuu hitaasti.
Tarkastellaan tilannetta seuraavaksi matemaattisesti. Skalaarikentén liitkeyhtalot

relativistisessa tapauksessa saadaan Klein-Gordon-yhtélosta [50]
&+ 3Ho+ 9,V (6) =0, (100)

Slow-roll-mallissa voimme olettaa, ettd potentiaali on tasainen, koska muutos on
hidasta ja téten termi ¢ voidaan tiputtaa pois [51]. Talloin KG-yhtalon (100) nojalla

¢ =0,V (¢)/(3H). (101)

Sijoittamalla tdmén Friedmannin yht&l6ihin[33] saadaan tulos

1 H
H? = gv ~ vakio = 7 <0 (102)

Yhtalot (101) ja (102)) muodostavat yhtaloparin, josta voidaan johtaa kaksi potenti-
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aalista riippuvaa slow-roll-parametria [51]

170,V\?
02V
= ¢
= (104)

Onnistuneen inflaation syntymiseksi vaatimukset ovat 0 < € < 1 ja |n| < 1 [51]. Seu-
raavassa alaluvussa [4.2 kasitelladn ohessa slow-roll-mallista syntyvéia primordiaalisten

perturbaatioiden spektria taman teorian pohjalta.

4.2 Primordiaalisten perturbaatioiden tehospektri F;(k) ja
varianssi o>
Mééritelldan alkuun oliot Py (k), Pr(k,n) ja Ps(k,r). Ps(k,r) on tiheyden tehospektri
[9], joka kuvaa primordiaalisista perturbaatioista syntyvien tihentymien voimak-
kuutta. Emme pysty suoraan kirjoittamaan tata spektria vaan voimme laskea sen
Prsta. Pe(k) on kaarevuuden tehospektri [9], joka kuvaa karkeasti, kuinka paljon
eri kaarevuuksia perturbaatioilla on. Esimerkiksi, jos perturbaatioiden kaarevuudet
ovat hyvin lahella toisiaan, ne voidaan kuvata yksinkertaisella dirac-delta jakaumalla
[35]. P:(k,n), kuvaa perturbaation kaarevuuden tehospektria P (k), mutta se riippuu
lisaksi ajasta n ja kertoo taten perturbaation aikaevoluution [35]. Parametri n kuvaa
tarkemmin itseisaikaa, jotta pystymme laskemaan todellisen hetken, jolloin alue

romahtaa mustaksi aukoksi.

Inflaation seurauksena syntyvia primordiaalisia fluktuaatioita voidaan mallintaa
tiheyden tehospektrin Ps(k,r) avulla ja sen varianssi saadaan laskettua seuraavasti
g L

0% = / Pk, 1) dk. (105)
0

Varianssin avulla voidaan myohemmin ratkaista PBH:en maard. Emme kuitenkaan
pysty tutkielman teorian pohjalta kirjoittamaan Ps(k, r):n spektrin parametrisaatiota,
vaan haluamme laskea varianssin P (k):lle, jolle meill&d on mahdollisia parametrisaa-
tioita tutkielmassa. Kaydaan seuraavaksi lapi, kuinka saamme ratkaistua varianssin
Pr(k):lle.

dm voidaan laskea Gaussisesta kaarevuusprofiilista yhtéloiden ja mu-
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kaan )
Om = _grmCI(TM)[Q + ngl(rm)] (106)
ja madrittelemalld [52] A
5, = —grmg’(rm) (107)
saadaan tulos ;

Tuloksen avulla voidaan todeta, etta jos ( on Gaussista niin my6s d; on Gaussis-
ta [35][52]. Télloin statistiikka voidaan kuvata tdysin varianssilla (67). Lasketaan

seuraavaksi (07).

Paperin [28] nojalla §,, voidaan mééritelld myos

-
S = Cry) = :; [ 2y (109)

Sijoitetaan (109) maaritelmaan (107

4 'm " 2 /
5,:——/ r(¢" + =¢')dr

3rm Jo

Olettamalla pallosymmetrian V? = dr2 —I— Ja maéérittelemalld muuttujan [52)

W(z) = 9(4W3 );l) (110)

saamme d;:n muotoon [52]

/W W2 (

47" eik”
9 (27r)3

W(=k)k*C(k)dk. (111)

Lasketaan yhtilon (111)) avulla varianssi (67)

P ik

()= (3) 0 [ s | g WERW RN (GG . (1)

Sijoitetaan

(GeCr) = (2m)°8(k — k') PC(k, i), (113)
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. 1 ..
jossa ng = - seka

_ fzkr‘g( — ) — 3 .
Wi(k) = /e 23 dr (krm) 5 (sin(kry,) — kry, cos(kry)) (114)

varianssin yhtéloon ((112)) [35]

2= (07) = ;? k(k ) W2 (k)T (k) Pr (k) dk, (115)
jossa W on ns. ikkunafunktio ja T' ns. siirtofunktio. Ikkunafunktiota W kaytetédan
valitsemaan tietty skaala (esimerkiksi téssé r), jonka ulkopuolella tulo Py (k)W
on nolla ja jiljelle jaa r-sateinen alue, jota tarkastellaan [9]. Tarkoituksena on
tasoittaa tiheyskontrastia skaalalla r [53]. Siirtofunktiolla 7" P;(k):n varianssi saadaan
aina suppenemaan, koska ikkunafunktio ei takaa sité ja lisdksi siirtofunktio tekee
perturbaatiojakaumasta aikariippuvaisen, jolloin ndemme miten spektri muuttuu
ajassa [9][52]. Fysikaalisesti siirtofunktio 7" tasoittaa alle horisontin suuruiset moodit
pois, jotta ne eiviat vaikuta tutkittavaan skaalaan r,, [35]. Kéytetdén funktioista
muotoja [52][35]

sin(kr,,) — kncos(kr,,)

W (k1) = 3 o (116)
T(k,n) = 35(8) _,C“%COS(?”). (117)
(B

Naissa oletamme, etta itseisaika 7 lasketaan skaalalla r,,, jonka tulee olla ainakin 10
kertaa suurempi, kuin Hubblen side ry = 1/aH, joka johtuu numeriikalle valituis-
ta lahtoarvoista gradienttiekspansion sovelluksissa [35]. Inflaatiomalleista syntyvia

primordiaalisten perturbaatioiden spektrejé voidaan approksimoida potentiaalin ¢

R0 = (5:) ()

Esimerkiksi Slow-roll-mallille potentiaalin derivaatta ¢ on méaritelty yhtalon (T01))

avulla seuraavasti [54]

(118)

k=aH

mukaan. Slow-roll-mallissa spektrin varianssi saadaan approksimoitua kaavalla [55]

, M (2\/5)2 (119)

8m2ey 9

dln(H])

jossa ey = ja Hy on Hubblen parametri inflaation aikana seka N on inflaation
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e-monikerrat. N:n arvo lasketaan takaperin ajassa eli N = 0 tarkoittaa inflaation
loppua ja N = 60 on inflaation alku.

Slow-roll-mallin pohjalta on vaikea saada voimakkaita perturbaatioita, koska
yhtalon (119)) nojalla termin e tulee olla mahdollisimman pieni, mutta samalla sen

tulee noudattaa yhtéloa [55]
Aln(ep)

N
Artikkelissa [55] todistetaan, ettd mielivaltaiselle yksiulotteiselle infaatiomallille, slow-
roll ehto (120 tulee rikkoutumaan, jos vaadimme, ettd PBH:t muodostaisivat kaiken

pimedn aineen. Téman vuoksi monet inflaatiomallit PBH:en luomiselle hyodyntévat

< 1. (120)

usein moniulotteista potentiaaliakenttaa tai joitain hybridimalleja, jotta primor-
diaaliset perturbaatiot olisivat mahdollisimman voimakkaita ja tarpeeksi tihedssa
muodostaakseen niin paljon mustia aukkoja kuin mahdollista [49].

Tarkastellaan vield kahta muuta kaarevuuden tehospektriéd P (k), jotka eivét
ole tiettyjen inflaatiomallien ennusteita vaan aiempien havaintojen pohjalta luotuja
parametrisaatioita [9]. Nama ovat piikittynyt (peaked power spectrum) ja laaja/leveé
tehospektri (broad power spectrum). Piikittynyt tehospektri on yksinkertaisin spektri,
jolla voidaan kuvata kosmologista perturbaatiota. Se voidaan olettaa monokromaat-
tiseksi ja se kayttéytyy Dirac-delta-jakauman mukaisesti [35]. Matemaattisesti se

kirjoitetaan muodossa [36]
Pc(k) = Pokod(k — ko), (121)

jossa parametrit k ja kg viittaavat liikemaardavaruuden skaaloihin ja Fy on amplitudi.

Toinen vaihtoehto on valita laaja tehospektri, joka vastaa "top hat”- muotoa tai
lahes skaala invarianttia potenssilaki-jakaumaal[35]. TAma malli huomioi epélineaa~
risen relaation keskimaéraisen kaarevuusprofiilin ¢ ja kompaktiofunktion C'

valille [35]. Spektri voidaan kirjoittaa esimerkiksi muodoissa [35] [36]

PC(]{:) = Poe(k - kmin)g(kmax - k)? kmax > kmin-

3 _3k?
Pg(k):3\/ga2- (k) e . (122)
s ]{?0

Namé kaksi kaarevuuden tehospektria Py (k) ovat yksinkertaisimpia malleja, joilla
primordiaalisten mustien aukkojen massaa ja maaraa on approksimoitu [35]. Muita

malleja ovat muun muassa Gaussinen ja logaritminen kaarevuuden tehospektri, joita
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emme kasittele sen tarkemmin. Laskuissa tulemme hyoédyntédméan yksinkertaista
piikittynytté tehospektria (121]).

4.3 Pituusskaala r,, ja parametri a Gaussisille perturbaa-
tioille

Varianssin ((115)) laskemiseksi meidén tulee ratkaista dimensioton suure kor,,, joka

voidaan sijoittaa W:n (116]) ja T:n (117)) yhtaléihin, ajanhetkella ngy = % Taté varten

méirittelemme yhtélon keskiarvoistetulle kaarevuusprofiilille {(r) ja kaarevuuden
tehospektrin P (k) vélille [35]

k2sin(kr
¢ty = o [ bk, (123)
jossa (p on amplitudi ja
2m 9
Pk, n) = 5 PR (b, 1), (124)

Yhtalo (123) kuvaa keskiarvoistettua kaarevuusprofiilia ja hyodyntamélla derivaattaa

0

O

(=rm - ('(rm)) = 0, (125)

joka vastaa yhtalon tulosta saadaan [35]

/ K2[(k2r2, — 1)8”2(;”"0 + cos(kr)| Pe(k, n) = 0. (126)
Tastéa yhtalosta voidaan ratkaista suure kor,,, kun tiedetdan millaisella funk-
tiolla primordiaalisten perturbaatioiden spektrid Py (k) kuvataan [9].

Toinen parametri, joka halutaan laskea primordiaalista perturbaatioista on kriitti-
nen amplitudi, jolla tihentymé romahtaa mustaksi aukoksi eli d.. Tata varten tarkas-
telemme parametria «a, joka on maaritelty yhtalon nojalla. Saamme kiinnitettya
a:n kaarevuusprofiiliin {(r) kompaktiofunktion tuloksen ja koordinaattimuun-
noksen avulla ja tdten pystymme laskemaan a:n primordiaalisen perturbaation
spektristd Py (k). Lisédksi Gaussisen perturbaation tapauksessa johdimme analyyttisen

tuloksen d.:n ja a:n vélille (96)).

Parametri a:n ja kaarevuusprofiili (:n valilld on epétriviaali yhteys, joka voidaan
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linearisoida parametrin ag avulla [9][35]

F(a)[1+ F(a)]a = 2ag, (127)
jossa
o= J - D ST 128)

ag:n ja keskiarvoistetun kaarevuusprofiilin ¢ (123]) vilinen yhteys voidaan kirjoittaa
hyodyntamalla yhtaloa (125) [35]

@ C/// (rm)

4 ¢ (rm) ‘

Sijoitetaan ag:n yhtaloon ((129) tulokset (123)) ja (126]), jolloin saadaan laskennassa
kaytettava tulos

ag = (129)

DN | —

[ k*cos(krpm) Pe(k,n)dk
[ k3sin(kry,)Pe(k,n)dk™

ag=—=[14+ry, (130)

4

Tuloksesta nahdaan, ettd Gaussinen ag sekd yhtalon (127)) nojalla parametri «
riippuu primordiaalisen perturbaation spektrin P (k) muodosta [35], kuten haluttiin

ja ratkaisemalla namé yhtélot voimme laskea d.:n arvon yhtélosté .

4.4 PBH:n massa ja maara

Primordiaalisen mustan aukon massa voidaan approksimoida romahtaneella alueella

kompaktiofunktio C:n avulla seuraavasti [50]
MPBH = KMH((S - 50)7 = KMH(C - Oc),ya (131)

jossa My on méaritelman mukaan kosmologisen horisontin massa ajanhetkellé ¢, kun
ylitetddn horisontin reuna eli alue romahtaa mustaksi aukoksi [57]. Matemaattisesti

tamé kirjoitetaan muodossa
4

~3m”
~ on yhtaléssa (131]) luku, joka riippuu ainoastaan tilanyhtalén arvosta w ja meidén

My (132)

tapauksessa tarkastelemme séteilyn dominoivaa ajanjaksoa, joten v =~ 0,36 [35].
Vakiokerroin K riippuu energiatiheysperturbaation ‘;—f:n profiilista.

Vakiot K ja . = C. saadaan laskettua inflaation seurauksena syntyvista primordi-
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aalisten fluktuaatioiden spektristd P (k). Tulokset ovat téysin numeerisesti laskettuja.
Piikittyneelle spektrille (121)) arvot ovat C. = 0,59 ja K ~ O(1). Vastaavasti laajalle
spektrille (122)) arvot ovat C. ~ 0,55 ja K ~ 4.[35][56] [58]

Primordiaalisten mustien aukkojen massan lisdksi meita kiinnostaa myo6s niiden
méaara, joka maaritellddn usein integraalilla [59][9]

© MppH
dc MH

Blmpsi) = [ Plmppid)ds = P(6)dd (133)
joka mittaa mppy massaisten primordiaalisten mustien aukkojen maaraa kaikkiin
syntyhetkelld oleviin primordiaalisiin mustiin aukkoihin. P(mpgg,d) on todennakoi-
syysjakauma massaylijdamalle. Jos oletamme fluktuaatioiden olevan taysin gaussisia

[60], niin voimme kirjoittaa méaardn muodossa [9]

1 2 de
\/ﬁge_zir?dé =1- erf(\/ﬁ). (134)

Kayttamalla piikittynytta spektrid (121) d;:n tiheysfunktio (PDF) on muotoa [52]

B(mppr) = 2/:0

1
P((Sl) = We 207, (135)

jonka varianssi saadaan yhtalosta (115]). Téalloin olettamalla massan approksimaation
(131)) saamme laskettua PBH:en méaaran yhtéalosté (133))

5l,maz MHK(5m —_

Ome)” p5))ds (136)
51 MH l s

b=

jossa ) ja 0., véilinen yhteys saadaan yhtalosta (108)), P(¢;) saadaan yhtalosta ((135]),
Olmaz = % ja 0. on alarajat molemmille d:1le. Sijoituksilla yhtdloé on muotoa
i3 K 57 3

B = i wﬁgéaﬂ@—gﬁ—@wwwb (137)

Kiinnostavaa on lisdksi tutkia, kuinka paljon pimeéasta aineesta syntyneet primor-

diaaliset mustat aukot voisivat kattaa. Tama voidaan laskea integraalista [61]

MPBH,'mu.z

0= o)

MpBH min

M eq

1/2
e ) d(In My). (138)
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Jos massajakauma on monokromaattinen niin voimme kayttéd approksimaatiota [62]

) m) () Ge)
0 = . . ) _ 1
PBH (1,1 10-s/\o72) 77 \106,75 ) 0 1Y

1

jossa h on dimensioton Hubblen vakio, Hy = 100h km s~ Mpc™!, v on numeerinen
vakio ~ 0,2 ja g.; on efektiivisten vapausasteiden lukumaaré ajanhetkené, jolloin

musta aukko syntyy.

4.5 Primordiaalisten mustien aukkojen massa ja maara pii-

kittyneelle spektrille

Tutkielman viimeisen alaluvun tarkoitus on laskea numeeriset arvot primordiaalisten
mustien aukkojen maéralle ja massalle. Tata varten valitsemme tietyn primordiaalis-
ten perturbaatioiden spektrin P (k) ja laskemme sen avulla tarvittavat parametrit
massan ja méardn yhtaloihin ja . Tassa taytyy huomata, etta lopputulok-
set pohjautuvat vahvasti valittavaan spektriin ja oletukseen, ettd kaarevuusprofiili
¢ on Gaussinen. Todellisuudessa primordiaaliset perturbaatiot saattavat noudattaa

jotain muuta spektrid ja kaarevuusprofiili ei valttamétta ole Gaussinen.

Valitaan Gaussisille perturbaatioille piikittynyt tiheyspektri (121)) ja lasketaan
sen avulla Py (k,n) yhtélosta (124))

- kn kn kn
2 SIN(—= ) — —=COS( —=
kzpokots(k—ko)'?’Q'( ba)— el )

Pe(k,n) = )% (140)
Tamén avulla voidaan laskea kaarevuusprofiili ((r) yhtalosta (123)), kr,, yhtdlosta
(126) ja ag yhtalosta (130]). Varianssi o2 piikittyneelle spektrille saadaan yhtilosta
(115) P (k):n avulla. Lasketaan naille tulokset ja sijoitetaan ne lopuksi massan ja
méaaran yhtaloihin.
Ensimmaéisend lasketaan kaarevuusprofiili {(r) yhtalosta ((123))

1 k%sin(kr)
k3 kr

sin(kor
) ). (141

<(T> = 27TCOPOKO 5(]{Z — ]{Zg)TQ(/{?, 77)

= 27T<0P0
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Kompaktiofunktion maksimista saadaan rajoite, kun w = % yhtélon ([106) mukaan

4
Cr) =0 =~ (1) HrC) =0 = (4T =0 (142)
Lasketaan kaarevuusprofiilin {(r) ensimméinen ja toinen derivaatta yhtalosta ((141))

ja sijoitetaan ne rajoitteeseen (|142))

21 CoPyT? (Ko, n)[sin(kor) — kor(cos(kor) + korsin(kor))] =0
]{?07’

tan(kor) = 1= (ko2

(143)
Ratkaistaan yhtalo (143]) numeerisesti ja tuloksena saadaan kuvion |3| sovitus, jos-
sa yhtalo on kgr:n funktiona. Valitaan ratkaisuksi ensimmainen nollakohta
positiiviselta x-akselilta, jotta romahtavan alueen skaala on fysikaalisesti realisti-
nen, eikd tuloksen moninkerta. Télloin saadaan tulos kgr,, =~ 2,74, jossa siade r,,
vastaa kompaktiofunktion C'(r) maksimia. Ratkaisu kor,, =~ 2,74 vastaa paperin [63]
tulosta. Numeerisesti ratkaistava yhtalomme on mahdollista johtaa myo6s suo-
raan yhtalosta ja se vastaa tekemd&dmme laskua ilman valittua Pr(k) spektrin

sijoittamista kaarevuusprofiiliin {(r).

[ 1 1 I L 1 1 L L 1 | 1 L 1 I L 1 _n/fl
: 2 4 5 8 10
_2:_

Kuvio 3. Yhtalon ((143) sijoitus kor:n funktiona. Ensimméisen positiivisen
nollakohdan ratkaisu on kgr = 2,7437.
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Ratkaistun kgr,, arvon avulla voimme ratkaista ag:n yhtalosta (130))

1 [ k*cos(kro,) 35 Pokod (k — ko)T?dk
ag=—=[14+r, : 5

4 [ E3sin(kry,) 75 Pokod (k — ko)T?dk

1 1 korpcos(korm)

R 1[ sin(kor,) I

]

Sijoitetaan kgr,, = 2,74 ja tuloksena saamme ag = 1,3630.... Ratkaistaan o numee-
risesti, koska a:n ja agm valilld on epélineaarinen relaatio yhtélon ((127) nojalla.
Kuviossa 4| on sovitettu yhtdlo (127), kun ag = 1,3630.... Sovituksen nollakoh-

ta on a:n arvo pisteessd ag = 1,3630... eli a ~ 6,2. Sijoittamalla arvon a = 6,2

Kuvio 4. a:n ja ag:m vilinen riippuvuus. Kuvioon on sovitettu yhtalo (127)), kun
ag = 1,3630.... Sovituksen nollakohta kertoo a:n arvon pisteessia ag = 1,3630...

ja se on talloin o ~ 6,2.

analyyttiseen tulokseen saamme kriittisen alarajan, jolla alue romahtaa pri-
mordiaaliseksi mustaksi aukoksi jos perturbaatiot ovat Gaussisia ja noudattavat
Dirac-delta jakaumaa. Talloin ., = 0,5936... ~ 0,59, joka vastaa ailemmin saatuja

tuloksia [35].

Seuraavaksi laskemme piikittyneen spektrin (121)) varianssin o2 arvon, jotta

voimme laskea PBH:en méaran yhtélosta (134]). Lasketaan varianssi yhtélosté (115
piikittyneelle spektrille (121))
16 [ k*rd

o? = (o) = o | Fokod(k — ko)W 2 (k) T2 (kg ) ds. (144)
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Integroidaan yhtalo (144]) ja sijoitetaan tulos kgr,, = 2,74 siithen

1 1 1
1 in(2,74) — 2,74cos(2,74 sin( =) — 5C0s( 5
o2 — 76]30(2’74)4 .32, 32[5111( ,74) 773 cos(2,74) 5 § (\/5) 1\/53 <\/§)]2
81 2,74 (%)
= 1,87902...F) ~ 1,88F. (145)

Kiinnitetadn arvot piikkittyneen spektrin (121]) vapaille parametreille Py ja k.
Kiinnostava kokoluokka, jossa primordiaaliset mustat aukot voisivat kattaa suuren
osan pimeésta aineesta on noin Auringon massaiset PBH:t [16][64]. Tamén kokoluokan

I aallonpituuksilla [16].

primordiaalisia mustia aukkoja syntyy noin kg ~ 10°Mpc~
Vastaavasti valitaan Py ~ 0,01, jotta Diracin deltafunktion avulla laskettu varianssi
on pieni ja tata suuruusluokkaa on kéytetty muissa papereissa [61][64].

Meilla on nyt kaikki tarvittavat lukuarvot, joilla voimme laskea PBH:en massan
ja méaaran oletuksella, ettd primordiaaliset perturbaatiot ovat Gaussisia ja niiden
spektri noudattaa Dirac-delta-jakaumaa . Lasketaan ensiksi massa yhtalosta
. Laskemamme 6. on ~ 0,59 ja tutkimme séteilyn dominoivaa ajanjaksoa, joten
v = 0,36. Valitaan K:n arvoksi 4, koska se on numeerinen vakio, jota emme voi
ratkaista, mutta ldhteiden [9] ja [52] nojalla se on noin 3-10 valilla. Tarkemmin K:n
arvo riippuu d.:n arvosta ja arvolla d. =~ 0,55 vakio K on noin 4, jonka oletan riittavan

lahelle laskemaamme d.:n arvoa, jotta voimme pitdd saman K:n arvon.

T&llsin PBH:n massa on
Mppg = 4Mg (8, — 0,59)3° (146)
Massan maksimiarvo saadaan, kun 4,, = 2/3
MppHmaz = 1,586.. My ~ 1,6 M.

My:n arvoa voidaan lahted approksimoimaan tilanteesta, jossa horisontin massa My

on materian ja siteilyn tasapainotilassa (merkitdén My .,) [65]

Mg = Mygq(keg R (Z222)17, (147)

jossa g, on efektiivisten vapausasteiden lukumééara ja R kuvaa horisontin massan

skaalaa. Kun skaala osuu horisonttiin niin R = ﬁ Varhaisessa universumissa g,:n

arvioidaan olevan suuruusluokaltaan noin 100 ja g. ¢y & 3, key = 0,079, h*Mpe 1 [65].
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Horisontin massa tasapainotilanteessa on

M 87T prad 0
H.eq 3 ]{?3 ] )
eq aeq

jossa ae, = (24000Q2,h%) 7! ja Qpaaoh® = 4,17 - 107°. Valitaan liséksi Q,,h* = 0,14
[66], jolloin

My eq = 1,3-10%(Q,,h*) g = 7- 10°%. (148)
Sijoitetaan (148]) Mpy:n yhtaloon (147))

1 3

My =7-10°°g(0,07 - 0,14Mpc™t - —)2 . (—)'/3
" 8(0.07- 0, 14Mpe- 7)™ (1p)
1
~2,1-10%(—)2.
? (CLH)
Termi — = 7y, jolloin &= = % ja valitsimme ko = 10 Mpc~!, jolloin téisséa

laskussa

1
My ~21- 1046(1*06)2 =2.1-10*(g).

Talloin massiivisin primordiaalinen musta aukko Gaussiselle piikittyneelle spektrille

[T21) on
MPBH,ma;L’ ~ 3a3 ' 1034g ~ 17M®

Jos oletamme primordiaalisten mustien aukkojen massajakauman monokromaatti-
seksi, niin Mppy = My eli
M PBH ~ 1OM@

Lasketaan PBH:en maara yhtélosta (137)), johon sijoitetaan arvot d,,. = 0,59 ja

4 3
de = 5(1+ \/1_726’"") =0,8811... ~ 0,88,

jossa (+)-ratkaisu on suurempaa kuin & 4, ja hylétty. Lisiksi varianssi 02 = 1,88P) =
0,0188, jolloin yhtélo (137]) on

4/3 4
p= 0.8811 v/27 - 00188

Tuloksen (149) nojalla Mppy = 4Mp(5,, —0,59)%3% massaiset primordiaaliset mustat

3
~67/(20,0188) (5, _ §5l2 —0,59)%%ds; ~ 3,842 - 1071, (149)

aukot kattavat noin 4-10~? prosenttia syntyhetkell olevista primordiaalista mustista
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aukoista. Samansuuruisia tuloksia PBH:en massalle ja maaralle on saatu paperissa
[61], mutta tarkemmat arvot riippuvat voimakkaasti vapaiden parametrien Py ja kg
valinnasta. Verrataan syntyneiden primordiaalisten mustien aukkojen méaraa suh-
teessa pimeadn aineeseen yhtalon avulla, kun approksimoidaan massajakauma

monokromaattiseksi eli M = My

3,842 - 10711\ /0,72 2 100 \ Y4 /10M,\ /2
o= (s o) 02 Goems) () =
1,1-10-8 /\0,72 106,75 M,

Tamén mallin pohjalta noin 10 Auringon massaiset primordiaaliset mustat aukot
kattaisivat noin 0,02 prosenttia kaikesta pimeasta aineesta. Todellisuudessa luku on
varmasti pienempi, koska primordiaalisten mustien aukkojen valilla on oletettavasti
ainakin pientd massavaihtelua, eikd jakaumaa voidaa olettaa monokromaattiseksi[9].
Lisdksi kaytimme yksinkertaisinta spektrimallia ja oletimme Gaussiset perturbaatiot,

joten ndmakin voivat vaikuttaa merkittavésti lopputulokseen [9].
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5 Yhteenveto

Téassa tutkielmassa on esitelty primordiaalisten mustien aukkojen synnyn teoriaa
seké, kuinka niiden mahdollista massaa ja méaidrdaa maailmankaikkeudessa voidaan
arvioida inflaation seurauksena syntyvien primordiaalisten perturbaatioiden pohjalta.
Esitetty teoria olettaa perturbaatioiden olevan Gaussisia ja viimeisessd luvussa
lasketut PBH:en massa ja maéra olettavat piikittyneen kaarevuusspektrin .

Kéydédan viela lapi teoriasta saadut tulokset ja naiden pohjalta lasketut PBH:en
massa ja madra. Varsinainen primordiaalisten mustien aukkojen kannalta tarkeé
teoria lahtee liikkeelle kappaleen lopusta, kun olemme saaneet ratkaistua ns.
MSH-yhtélot Einsteinin yhtaloista. Teorian padpaino on alakappaleessa [2.4] jossa
tehtiin gradienttiekspansio MSH-yhtaldille e:n toisessa kertaluvussa. Naista térkeé
tulos on energiatiheyden perturbaatio , jolla kuvataan mielivaltaisen pisteen
energiatihentymén voimakkuutta, joka tarpeeksi suurella arvolla vastaa tilannetta,
jossa alue romahtaa primordiaaliseksi mustaksi aukoksi. Maarittelemélla kompaktio-
funktion alaluvussa [2.5|saamme johdettua yleisen suhteen energiatiheysperturbaation
ja keskiméaraisen ylijadmamassan tilavuudessa 7, vélille .

Kappale [3| keskittyy kokonaan energiatiheysperturbaation alarajan méarittami-
seen eli, kuinka suuri perturbaatio r,,-sateisella alueella tulee olla, jotta se romahtaa
mustaksi aukoksi. Esittelemme télle alarajalle approksimatiivisen analyyttisen tulok-
sen ((96)) sekd numeerisesti laskettuja arvoja. Téman jalkeen siirrytadn lukuun 4} Aluk-
si kiymme lapi inflaatiota ja inflaation synnyttdmia primordiaalisia perturbaatioita
sekd perehdymme tarkemmin slow-roll-malliin. Primordiaalisten perturbaatioiden
spektrid emme tarkastelleet inflaatiomallista ldhtien vaan parametrisoimme sité eri
tavoin. Naihin lukeutuu esimerkiksi piikkittynyt tehospektri , joka noudattaa
Dirac-delta-jakaumaa ja yksinkertaistaa integroimista merkittavasti. Tamén jalkeen
teorian luvut - kayvit lapi PBH:en massaa ja maaraa varten tarvittavien
parametrien maarittelemista ja kuinka ne voidaan laskea kaarevuusspektrin pohjalta.

Luku [4.5] keskittyy PBH:en massan ja madran laskemiseen. Laskuissa oletamme
Gaussiset perturbaatiot, jotka noudattavat piikittynytta kaarevuuspektria (121)).

Talloin dimensioton suure kor,, =~ 2,74 ja taméan avulla laskettu tiheysperturbaation
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amplitudin minimi J, ~ 0,59. Spektrin varianssiksi saimme o2 ~ 0,0188. Kiinnit-
tamélla vapaat parametrit Py = 0,01 ja ky = 10°Mpc~! saimme parametrisoinnit,
joilla primordiaalisten mustien aukkojen keskimaérédinen massa on noin 10 Mg ja
tamén massaisten PBH:en maéra kaikista syntyvista primordiaalisista mustista au-
koista on 3 ~ 4 - 10~ prosenttia. Lopuksi suhteutimme tdmén pimeddn aineeseen,
joka antaa arvion paljonko tdmén mallin pohjalta primordiaalisia mustia aukkoja
olisi maailmankaikkeudessa. Laskun mukaan tdman massaiset PBH:t kattavat tassa
mallissa nailla parametrivalinnoilla noin 0,02 prosenttia kaikesta pimeésta aineesta.
Tama arvo on melko suuri ja jos huomioisimme, etta todellisuudessa primordiaaliset
perturbaatiot voivat olla epagaussisia ja syntyneiden PBH:en massajakauma voi olla

melko laaja niin arvo tippuu helposti useita kymmenpotensseja [9].
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