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Tiivistelma

Tamén pro gradu -tutkielman tarkoituksena on tutustua yleisesti hyper-
bolisen geometrian historiaan ja siithen, miten hyperbolisesta geometriasta tu-
li tunnustettu osa nykypéaivin matematiikkaa. Tutkielma keskittyy parallee-
liaksioomasta syntyneisiin todistuksiin ja niista seuranneisiin tuloksiin, joista
huomattiin, etta euklidisen geometrian lisaksi saattaa olla olemassa toisen-
laista geometriaa.

Tutkielman alkupuolella kiymme lépi paralleeliaksiooman varhaisia to-
distusyrityksid Ptolemaioksen, Prokloksen seké John Wallisin toimesta. Ta-
téa tyota jatkoi Girolamo Saccheri, joka teki sithen asti parhaan yrityksen pa-
ralleeliaksiooman todistamiseksi. Saccherin tyo perustuu nelikulmioon, joka
tunnetaan nykyain Saccherin nelikulmiona.

Kiésittelemme Saccherin tyota syvallisemmin kuin muita, silld Saccherin
tekemat hypoteesit Saccherin nelikulmion huippukulmista toimivat pohjana
usean eri geometrikon toille ja siitd jatkoivat esimerkiksi Johann Heinrich
Lambert sekd Adrien-Marie Legendre. Heiddn tyonsé eivéit kuitenkaan tuo-
neet pituuden absoluuttisen mitan késitteen lisaksi mitadn, mita edeltéavat
geometrikot eivat olisi loytaneet. Legendren tyylikéds ja yksinkertainen tapa
lahestya ongelmia kuitenkin lisési yhdensuuntaisten suorien teorian tutkijoi-
den maaraa.

Tutkielman lopussa tutustumme Carl Friedrich Gaussin, Nikolai Loba-
tSevskin sekd Janos Bolyain to6ihin. Heitd pidetdan yleisesti epaeuklidisen
geometrian 10ytajina ja pystymme nakeméan Gaussin, Lobatsevskin ja Bo-
lyain toissd yhteyden Lambertin, Legendren sekd Saccherin toiden kanssa.
Edella mainittujen matemaatikoiden kasittely on kuvailevampaa, silla niissa
esiintyvit yksityiskohdat vaatisivat syvéllisempia pohjatietoja, joten niiden
kasittely ohitetaan. Tutkielma péaattyy hyperbolisen geometrian leviamisen
tarkasteluun sen loytymisen jalkeen.
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Johdanto

Hyperbolinen geometria on verrattain uusi osa-alue nykypéivian matematiik-
kaa. Se syntyi 1800-luvulla, mutta juuret ovat paljon kauempana Eukleideen
esittdmassa paralleeliaksioomassa. Ero euklidisen ja hyperbolisen geomet-
rian valilla onkin yhdensuuntaisten suorien méara annetun suoran ulkopuo-
lella olevan pisteen kautta. Euklidisessa geometriassa méaara on yksi, mutta
hyperbolisessa geometriassa ainakin kaksi.

Eukleideen aksioomien oli tarkoitus olla itsestdanselvia, jotta matematiik-
ka voitaisiin rakentaa niiden pohjalta. Moni on kuitenkin kyseenalaistanut
Eukleideen viidennen postulaatin eli paralleeliaksiooman itsestédanselvyyden
ja vaatinut sille todistusta. Tutkielmassa lahdetaan liikkeelle paralleeliaksioo-
man varhaisista todistusyrityksistd Ptolemaioksen, Prokloksen sekd Wallisin
toimesta. Yrityksistd huomataan, etté niissé on yleisesti vain yksi vaihe, jota
ei pystyta perustelemaan.

Vaikka edelld mainitut tunnetut matemaatikot eivat onnistuneet todista-
maan paralleeliaksioomaa, eivat myohemmat geometrikot luovuttaneet todis-
tuksen saavuttamisen suhteen. Aikansa parhaan todistusyrityksen teki Gi-
rolamo Saccheri, jonka tyohon keskitymme syvallisesti sen merkitsevyyden
takia, vaikka todistusyritys olikin virheellinen. Saccherin ty6 perustui Sacc-
herin nelikulmioon, jonka kantakulmat ovat suoria kulmia ja huippukulmista
Saccheri teki kolme eri hypoteesia: ne ovat joko suoria, teravia tai tylppié.
Saccherin jalkeisten matemaatikoiden todistukset perustuivat ndihin kolmeen
hypoteesiin. Saccheri oivalsi myo6s, ettd annetun kolmion kulmien summa on
yhta suurta kuin Saccherin nelikulmion huippukulmien summa. Viimeisim-
pané havaintona Saccheri huomasi, ettd kahdella suoralla voi olla yhteinen
normaali, mutta terdvan kulman hypoteesi tuotti téssa ongelmia. Lopulta
Saccheri 10ysi asymptoottisten suorien olemassaolon.

On vaikea sanoa paljonko Saccherin tyd vaikutti hénen jélkeisten mate-
maatikkojen tutkimuksiin, mutta esimerkiksi Johann Heinrich Lambert ja
Adrien-Marie Legendre saattoivat tuntea hénen tyonsa. Heidan tapansa tut-
kia paralleeliaksioomaa oli hyvin samankaltainen kuin Saccherin. Lambert
huomasi, ettd teravan kulman hypoteesi johtaisi pituuden absoluuttisen yk-
sikon olemassaoloon. Aluksi hidn ajatteli sen olevan vain looginen jarjetto-
myys, mutta lopulta paétti ettei nédin ole. Myos Legendre huomasi pituuden
absoluuttisen yksikon, mutta piti tata kuitenkin mahdottomana.

Suurimman harppauksen hyperbolisen geometrian kanssa tekiviat Carl
Friedrich Gauss, Nikolai Lobatsevski seka Janos Bolyai. Voisi sanoa, etta he
jatkoivat siitd mihin Saccheri jéi ja heitd pidetaénkin hyperbolisen geomet-
rian l1oytajina. Gauss ajatteli epauklidista geometriaa vuosia, mutta ei halun-
nut julkaista siitd mitdan elinaikanaan. Gauss maéritteli yhdensuuntaisuu-



den eri tavalla kuin Saccheri. Hanen mukaansa suorat ovat yhdensuuntaisia
tietyssa mielessd, eli jonkin suoran oikealla tai vasemmalla puolella.

Lobatsevski seka Janos Bolyai kehittivit epaeuklidista geometriaa toisis-
taan riippumatta, vaikka heidan toissaédn kasitellddn samoja asioita. He ajat-
telivat suorien yhdensuuntaisuuden samaan tapaan kuten Gauss. Lobatsevs-
kin mielesta imaginaarigeometrian tarkein asia on trigonometristen kaavojen
muodostaminen. Han my6s huomasi, etta sopivasti tulkittuina uuden pal-
lotrigonometrian kaavat ovat vastaavat kuin normaalissa pallotrigonomet-
riassa. Janos Bolyai paétyi samankaltaisiin tuloksiin, mutta ero syntyi kun
Lobatsevski pyrki kehittamaén imaginaarigeometrian analyyttista puolta ja
Bolyai taas paneutui geometrian lauseiden riippuvuteen tai riippumattomuu-
teen viidennesta postulaatista. Janos kehitti myos avaruuden absoluuttisen
tieteen eli neutraalin geometrian.

Tutkielman péaldhteet ovat Roberto Bonolan kirja Non-FEuclidean Geo-
metry [1] sekd Marvin-Jay Greenbergin kirja Euclidean and non-FEuclidean
geometries [3]. Naiden liséksi Saccherin kappaleen paaldhteend toimii Ro-
bin Hartshornen kirja Geometry: Euclid and beyond [1]. Pailahteind hyo-
dynnettyjen kirjojen lahestymistavat hyperboliseen geometriaan vaihtelevat
ja tutkielmassa on pyritty yhdistdmaédn katkelmia eri lahteistd. Myos lah-
teiden todistukset ovat ldhtokohdiltaan erilaisia ja niitd on muokattu seké
taydennetty vastaamaan toisiaan.



1 Eukleideen postulaatit ja esitietoja

Tasséd kappaleessa kasitelldan Eukleideen viisi ensimmaista postulaattia se-
ki tarvittavia esitietoja, jotka on otettu Greenbergin [3] kirjasta sekd Juha
Lehrbéckin geometrian luentomonisteesta [6]. Eukleides oli Platonin akate-
mian oppilas ja noin 300 eaa. hin tuotti aikansa kreikkalaisen geometrian
ja lukuteorian perusteiden kattavan kasittelyn 13-osaiseen teokseensa Alkeet.
Laatiessaan tdta mestariteosta Eukleides nojautui edeltédjiensa kokemuksiin
ja saavutuksiin aikaisemmilta vuosisadoilta. Eukleideen tyo oli niin ylivertai-
nen, etta se syrjaytti aiemmat yritykset esittda geometriaa ja néista yrityk-
sistéa ei nykypéaivana tiedetdkaan paljoa. Hénen tapansa lahestya geometriaa
onkin hallinnut tapaa opettaa aihetta jo yli kaksi tuhatta vuotta. Euklei-
deen kayttdma aksiomaattinen menetelma on prototyyppi kaikelle sille, jota
nykyédan kutsumme "puhtaaksi matematiikaksi”.

Matemaatikot voivat keksid uusia lauseita kayttaen yritysté ja erehdys-
ta, laskemalla erikoistapauksia, valistuneella arvauksella tai milla tahansa
muulla tavalla. Aksiomaattinen menetelmé on tapa, jolla todistetaan tulok-
set oikeiksi. Halutaan osoittaa, etté jokin viite on totta jonkin toisen vaitteen
nojalla. Jos véite ei ole uskottava sellaisenaan, niin taytyy se perustella jon-
kin toisen vaitteen avulla. Tama mahdollisesti joudutaan suorittamaan muu-
taman kerran, mutta jossakin vaiheessa 16ytyy sellainen véite, joka voidaan
hyvaksyé sellaisenaan. Tallaista véitetta kutsutaan aksioomaksi tai postulaa-
tiksi [3].

Eukleideen geometria perustui viiteen perustavanlaatuiseen oletukseen eli
postulaattiin.

Postulaatti 1 (Eukleideen ensimmaéinen postulaatti). Jokaiselle pisteelle P
ja jokaiselle pisteelle @), jotka ovat eri pisteet, on olemassa yksikésitteinen
suora [, joka kulkee pisteiden P ja @) kautta.

Postulaatti 2 (Eukleideen toinen postulaatti). Jokaiselle janalle AB ja jo-
kaiselle janalle C'D on olemassa yksikésitteinen piste E siten, ettd piste B
on pisteiden A ja F vilissi ja janat C'D ja BE ovat yhtenevét.

Postulaatti 3 (Eukleideen kolmas postulaatti). Jokaiselle pisteelle O ja jo-
kaiselle pisteelle A, jotka ovat eri pisteet, voidaan piirtdd ympyra, jonka
keskipiste on O ja sédde on OA.

Postulaatti 4 (Eukleideen neljds postulaatti). Kaikki suorat kulmat ovat
yhtenevia.

Moni on hyviksynyt Eukleideen nelja ensimmaéistéd postulaattia sellaisi-
naan, mutta viidennesta postulaatista eli niin sanotusta paralleeliaksioomas-
ta on kiistelty pitkddn. Eukleides muotoili viidennen postulaatin seuraavasti:



Postulaatti 5 (Eukleideen viides postulaatti eli paralleeliaksiooma). Jos
kahta suoraa leikkaavan suoran leikkauskulmat suorien kanssa ovat yhteenséa
vahemmén kuin kaksi suoraa kulmaa, ndmaé kaksi suoraa leikkaavat toisensa
silla puolella, jolla kulmat ovat vihemméan kuin kaksi suoraa kulmaa.

Kuva 1.1: Eukleideen 5 postulaatti.

Eukleides ei itse taysin luottanut viidenteen postulaattiinsa minké takia
han véltteli sen kdyttoa niin pitkddan kuin mahdollista. Seuraavat tulokset
Eukleides pystyi todistamaan ilman paralleeliaksioomaa:

Maaritelma 1.1 (Vieruskulmat). Olkoon AC suora ja piste B valilla AC.
Olkoon piste P suoran AC ulkopuolella. Talloin kulmat ABP ja CBP ovat
toistensa vieruskulmat.

Maaritelma 1.2 (Yhtenevét vieruskulmat ja normaali). Jos vieruskulmat
ovat yhtenevét, niin kulmat ovat suoria kulmia. Suorassa kulmassa leikkaavat
suorat ovat toistensa normaalit.

Lause 1.3 (Ristikulmat). Leikatkoon suorat AE ja CD pistessi B. Tdlldin
kulmat DBE ja ABC' ovat yhtd suuret.

Lause 1.4 (Suoran normaali). Olkoot [ suora ja P piste. Talloin on olemassa
tasmdlleen yksi suoran | normaali, joka kulkee pisteen P kautta.

Maaritelmd 1.5 (Suorien yhdensuuntaisuus). Kaksi eri suoraa [ ja m ovat
yhdensuuntaiset, jos ne eivéit leikkaa eli suorilla [ ja m ei ole yhteisia pisteita.

Maéritelméassa 1.5 on hyvd huomata, etta siina ei oleteta suorien olevan
vakioetéaisyydella toisistaan.

Lause 1.6 (Vuorakulmalause). Olkoot AC ja BD eri suoria ja pisteet C' ja
D eri puolilla suoraa AB. Olkoon kulmat CAB ja DBA yhtd suuret. Tdlloin
suorat AC' ja BD ovat yhdensuuntaiset.



Kuva 1.2: Lause 1.3.

Kuva 1.3: Lause 1.6.

Vuorokulmalauseen avulla saadaan seuraava kolmioille pateva ulkokul-
maepayhtalo.

Lause 1.7 (Ulkokulmaepayhtélo). Olkoon NABC kolmio ja piste D suoralla
BC siten, ettd piste C' on pisteiden B ja D wvidlissd. Tdlloin kulmille A, B ja
ACD pdtee A < AC'D ja B < ACD.

Ulkokulmaepayhtalon avulla saadaan kolmioiden kks-yhtenevyyssaanto.

Lause 1.8 (KKS-yhtenevyys). Olkoot AABC' ja ADEF kolmioita, joille
kyljet AC' ja DF sekd kulmat A ja D sekd B ja E ovat yhtenevdit. Tdlloin
kolmiot NABC' ja ADEF ovat yhtenevdt.
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Kuva 1.4: Lause 1.7.

Joissakin todistuksissa hyodynetddn myos Arkhimedeen aksioomaa:

Postulaatti 6 (Arkhimedeen aksiooma). Olkoot AB ja CD janoja. Té&l-
16in on olemassa luonnollinen luku £ ja piste E siten, etta piste £ kuuluu
puolisuoralle C'D valin C'D ulkopuolelle ja

k-AB=CFE

Neutraalissa geometriassa olemme neutraaleja paralleeliaksiooman suh-
teen, eli emme oleta sita todeksi tai epatodeksi. Kaikki edellé olevat tulokset
siis patevat neutraalissa geometriassa.

Osaan tutun tasogeometrian tuloksista Eukleideen taytyi kuitenkin olet-
taa paralleeliaksiooma todeksi, jotta han pystyi perustelemaan ne moitteet-
tomasti. Tallaisia tuloksia ovat esimerkiksi seuraavat:

Lause 1.9 (Kéaanteinen vuorokulmalause). Olkoot AC' ja BD yhdensuuntai-
set suorat ja pisteet C' ja D eri puolilla suoraa AB. Tdlléin kulmat ABD ja
CAB owvat yhtenevdt.

Lause 1.10 (Kolmion kulmasummalause). Kolmion AABC' kulmille pitee,
ettd A+ B + C = 2 suoraa kulmaa.

Lauseet 1.9 ja 1.10 ovat itse asiassa yhtépitavia paralleeliaksiooman kans-
sa.

Moni geometrikko, joka tutki paralleeliaksioomaa, hyodynsi jossakin vai-
heessa tutkimuksiaan yhdenmuotoisia kolmioita.



Maiaritelmi 1.11 (Yhdenmuotoiset kolmiot). Kolmiot ABC' ja DEF ovat
yhdenmuotoiset, jos niiden kulmille patee A = D, B = F ja C' = F seka
o < . AB _ BC _ AC
sivuille patee 5% = 25 = 57

KKS-yhtenevyys ei vaatinut paralleeliaksioomaa, mutta seuraava SKS-
yhdenmuotoisuus vaatii.

Lause 1.12 (SKS-yhdenmuotoisuus). Oletetaan, etti kolmioiden AABC ja
ADEF kulmat A ja D ovat yhtd suuret sekd sivuille AB, AC, DE ja DF
patee gg = %. Tdlloin kolmiot AABC ja ADEF ovat yhdenmuotoiset.



2 Paralleeliaksiooman varhaisia todistusyri-

tyksia

Aksioomien oli tarkoitus olla yksinkertaisia ja intuitiivisesti itsestaédnselvi,
jotta kukaan ei kyseenalaistaisi niiden oikeellisuutta. Miksi Paralleeliaksioo-
maa sitten pidetdan niin kiistanalaisena? Sitd kohtaan hyokéttiin jo alusta
ldhtien, koska se ei ollut matemaatikoiden mielesté riittavin uskottava ollak-
seen todistamaton oletus. Paralleeliaksiooma onkin yritetty korvata yksinker-
taisemmilla aksioomilla esimerkiksi John Playfairin (1748-1819) toimesta.

Postulaatti 7 (Playfairin postulaatti). Jokaiselle suoralle [ ja jokaiselle pis-
teelle P, joka ei ole suoralla [, on olemassa yksikasitteinen suora m, joka
kulkee pisteen P kautta ja on yhdensuuntainen suoran [ kanssa.

Voimme néhda eron viidennen ja neljén ensimmaisen postulaatin valilla.
Nelja ensimmaista postulaattia pystymme mallintamaan, mutta viidetta pos-
tulaattia emme. Voimme piirtda janoja ja pystymme jatkamaan ne suoriksi,
mutta emme pysty jatkamaan suoria adrettomyyksiin ja tarkastaa leikkaa-
vatko suorat toisensa jossakin vaiheessa.

Kahdentuhannen vuoden ajan matemaatikot yrittivat johtaa paralleeliak-
sioomaa neljasta ensimmaisesta postulaatista tai korvata sité jollakin toisel-
la itsestédanselvalla postulaatilla. Kaikki yritykset johtaa paralleeliaksiooma
neljasta ensimmaisesté postulaatista kuitenkin epédonnistuivat, silla ne sisél-
sivat jonkin perusteettoman oletuksen ja olivat kehapédatelmia. Korvaavista
postulaateista taas huomattiin, ettd ne olivat lopulta yhtéapitdavid parallee-
liaksiooman kanssa. Taytyy kuitenkin muistaa, ettda vaikka todistukset oli-
vat virheellisid, niin ne olivat aikansa parhaiden matemaatikoiden tekemia.
Kéaymme tassa kappaleessa ldpi muutamia paralleeliaksiooman varhaisia to-
distusyrityksid, jotka 16ytyviat Greenbergin [3] ja Heathin [5] kirjoista, poh-
justuksena myohemmille perusteellisemmille yrityksille.

2.1 Proklos

Prokloksen (410-585 jaa.) tekstit ovat antiikin ajan geometrian pééldhde.
Proklos kritisoi paralleeliaksioomaa seuraavasti: "Tama pitaisi jopa poistaa
postulaateista kokonaan; silla se on lause, joka sisdltda monia vaikeuksia joita
Ptolemaios yritti ratkaista eraassa kirjassaan. Vaite, joka sanoo, ettd kun
kaksi eri suoraa lahenevat jatkuvasti ja kun niitd jatketaan yha enemmén,
leikkaavat on todennékoistd, mutta ei valttamatonta” [3, s. 149].
Ensimmaisen yleisesti tunnetun yrityksen paralleeliaksiooman todistuk-
selle teki Ptolemaios (85-165 jaa.) [3]. Seuraavat kaksi Ptolemaioksen to-

10



distusta, joista jalkimmaéinen on paralleeliaksiooman todistusyritys, 10ytyvat
Heathin [5] ja jalkimmé&inen Bonolan [1] kirjoista.

Kuva 2.1: Ptolemaioksen vuorokulmalauseen todistusta havainnollistava ku-
vio.

Ptolemaioksen vuorokulmalauseen todistus. Olkoon pisteet ja suorat kuten
kuvassa 2.1. Leikatkoon suora F'H suorat [ ja m pisteissa F' ja G ja oletetaan,
ettd kulmat BFG ja FGD muodostavat yhteensa kaksi suoraa kulmaa.

Oletetaan, ettd suorat [ ja m leikkaisivat ja olkoon piste K niiden leik-
kauspiste. Koska kulmat BF'G ja F'GD summautuvat kahdeksi suoraksi kul-
maksi ja kulmat AFG, BFG, FGD ja FGC summautuvat neljiksi suoraksi
kulmaksi, niin kulmat AFG ja FGC' summautuvat kahdeksi suoraksi kul-
maksi.

Jos nyt suorat [ ja m leikkaavat toisensa pisteessd K, kun sisdkulmat
BF(G ja DGF summautuvat kahdeksi suoraksi kulmaksi, niin Ptolemaioksen
mukaan suorat [ ja m leikkaavat myos suoran E'H toisella puolella, jos niita
jatketaan, koska myos kulmat AFG ja CGF summautuvat kahdeksi suoraksi
kulmaksi.

Taten suorat [ ja m leikkaavat joko molemmissa suunnissa tai ei kum-
massakaan suunnassa, jos niiden sisdkulmat summautuvat kahdeksi suoraksi
kulmaksi.

On mahdotonta, etta suorat [ ja m leikkaisivat kahdessa eri pisteessd K
ja L, silla kahdella eri suoralla voi olla vain yksi leikkauspiste.

Jos siis suorien [ ja m seké leikkaussuoran F'H leikkauskulmat summau-
tuvat kahdeksi suoraksi kulmaksi, niin suorien on oltava yhdensuuntaisia. [J

Ptolemaios todistaa edellisessa todistuksessaan itse asiassa vuorokulma-
lauseen. Ptolemaios olettaa kaiken tapahtuvan symmetrisesti eli, jos sisédkul-
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mat muodostavat kaksi suoraa kulmaa ja suorat [ ja m leikkaavat suoran
E'H toisella puolella, niin tdmén olisi tapahduttava myos toisella puolella.
Tamén jalkeen Ptolemaios yrittda todistaa paralleeliaksiooman.

A B
@ @
@ @

C D

Kuva 2.2: Ptolemaioksen paralleeliaksiooman todistusyritysta havainnollis-
tava kuvio.

Ptolemaioksen todistusyritys. Olkoot suorat AB ja C'D yhdensuuntaisia ja
F@ niiden leikkaussuora. Olkoon « ja 3 sisdkulmia suoran F'G' vasemmalla
puolella sekd o' ja (' sisakulmia suoran F'G oikealla puolella. Télloin o + 3
on joko suurempaa, yhta suurta tai pienempéaé kuin o/ 4+ ',

Oletetaan, etté jos jokin naisté tilanteista patee yhdelle parille yhden-
suuntaisia suoria, niin se patee myo6s kaikille muille yhdensuuntaisille suoril-
le.

Koska suorat AB ja C'D ovat yhdensuuntaisia niin my6s puolisuorat F'B
ja GD sekd F'A ja GC ovat yhdensuuntaisia.

Oletetaan, etta o+ 3 > 2 suoraa kulmaa. Talloin myos o + 3’ > 2 suoraa
kulmaa symmetrian vuoksi. Taten on oltava, ettd o+ 8+ o’ + 3 > 4 suoraa
kulmaa, joka on jarjetonta.

Taten o + [ ei voi olla suurempaa kuin kaksi suoraa kulmaa. Samaan
tapaan pystymme osoittamaan, ettd o + (3 ei voi olla pienempéad kuin kaksi
suoraa kulmaa.

Taméan vuoksi on oltava, ettd o + [ = 2 suoraa kulmaa. O

Kahdessa edellisessa todistuksessa Ptolemaios olettaa kulmien toimivan
symmetrisesti leikkaussuoran molemmilla puolilla. Jalkimméinen todistus ei
kuitenkaan todista paralleeliaksioomaa vaan Ptolemaios yritti todistaa vuo-
rokulmalauseen kéanteisen version eli kddnteisen vuorokulmalauseen. Pys-
tymme my0s osoittamaan, ettd kadnteinen vuorokulmalause on yhtépitdavasa
paralleeliaksiooman kanssa, joten Ptolemaios epdonnistui yrityksessaéan.
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Greenberg [3] jatkaa kirjassaan kertomalla, ettd Ptolemaios olettaa to-
distuksessaan Playfairin postulaatin 7 todeksi valttaméatta sitd huomaamat-
ta. Playfairin postulaatti on ekvivalentti Eukleideen viidennen postulaatin
kanssa ja oikeastaan Ptolemaios oletti sen mitd hén yritti todistaa, eli teki
kehapaatelmén.

Myo6s Proklos yritti todistaa Eukleideen viidennen postulaatin. Proklok-
sen idea todistukseen oli hyperbeli, joka ldhestyy asymptoottejaan niin l&-
helle kuin haluamme, mutta ei koskaan leikkaa niitd. Taméa idea osoittaa
ainakin sen, ettd voimme kuvitella Eukleideen péatelmén vastakohdan.

Kuva 2.3: Prokloksen todistusta havainnollistava kuvio.

Prokloksen todistusyritys. Olkoon suorat [ ja m yhdensuuntaiset. Oletetaan,
ettd suora n leikkaa suoran m pisteessi P. Haluamme osoittaa, ettd suora
n leikkaa myos suoran [. Olkoon piste () suoralla [ siten, ettd suora PQ)
on suoran [ normaali. Jos suorat n ja P() ovat samat, niin suora n leikkaa
suoran [ pisteessa (). Muussa tilanteessa jokin suoran n puolisuora PY on
puolisuoran P(@) ja suoran m valissa. Olkoon piste X suoralla m siten, ettéd
suora Y X on suoran m normaali.

Nyt jos piste Y liikkuu darettoman kauas pisteesta P, joka on suoralla
n, niin jana XY kasvaa rajattomasti ja on jossakin vaiheessa pidempi kuin
jana PQ). Téten pisteen Y téaytyy jossakin vaiheessa kulkea suoran [ toiselle
puolelle, jolloin suora n leikkaa suoran [. O

Ongelmana Prokloksen todistuksessa on se, ettéd han itse asiassa olettaa,
ettd yhdensuuntaiset suorat ovat joka puolella yhté kaukana toisistaan.

Viimeisin kappale on Prokloksen viitteen ydin. Se on melko hienostunut
véite, joka sisdltda liiketta ja jatkuvuutta. Prokloksen todistuksen jokainen
véite ennen viimeista vaihetta voidaan osoittaa todeksi, mutta johtopaatos ei
seuraa viitteesta. Miten viimeinen vaihe sitten voitaisiin osoittaa oikeaksi?
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Otetaan pisteen Y kautta suoralle [ kohtisuora jana Y Z kuten kuvassa 2.3.
Talloin voitaisiin vaittaa kaksi asiaa:

1. Pisteet X, Y ja Z ovat samalla suoralla ja
2. Janoille X7 ja PQ pitee XZ = PQ).

Talloin, jos janasta XY tulee pidempi kuin janasta PQ niin janan XY taytyy
olla my0s pidempi kuin janan X Z, joten pisteen Y taytyy olla suoran [ toisella
puolella. Talloin johtopaitos seuraa vaitteista 1 ja 2. Ongelmana on vain se,
etta naille vaitteille ei ole perusteluita muiden aksioomien nojalla.

Prokloksen virheellinen todistusyritys osoittaa hyvin, kuinka varovainen
taytyy olla sen suhteen miten yhdensuuntaiset suorat ajatellaan. Yleisesti yh-
densuuntaiset suorat ajatellaan esimerkiksi junaratana; kaikkialla yhta kau-
kana toisistaan ja poikkipuut toimivat normaaleina yhdensuuntaisille raiteil-
le. Tama ajatustapa on kuitenkin oikea ainoastaan euklidisessa geometriassa.
Ilman paralleeliaksioomaa ainoa asia mita voimme sanoa yhdensuuntaisista
suorista on se, ettd niilla ei ole yhteisié pisteitd. Emme voi olettaa, etta ne
olisivat yhté kaukana toisistaan tai edes, etté suorilla olisi yhta yhteista nor-
maalia.

2.2 John Wallis

Seuraavan tarkean paralleeliaksiooman todistusyrityksen teki persialainen
tahtitieteilija ja matemaatikko Nasir Eddin al-Tusi (1201-1274). Hénen yri-
tyksessdan oli kuitenkin niin paljon perustelemattomia oletuksia, etta kes-
kitytdan seuraavaksi John Wallisiin (1616-1703), josta Greenberg [3] kertoo
kirjassaan. Aluksi Wallis yritti todistaa paralleeliaksioomaa neutraalissa geo-
metriassa, mutta epdonnistumisen jalkeen luovutti. Wallis kuitenkin ehdotti
uutta aksioomaa, joka oli vakuuttavamman oloinen kuin itse paralleeliak-
siooma. Tamén jalkeen Wallis todisti paralleeliaksiooman hyodyntaen itse
keksiméansa aksioomaa seké muita neutraalin geometrian aksioomia.

Postulaatti 8 (Wallisin postulaatti). Mille tahansa kolmiolle AABC' ja mil-
le tahansa janalle DE on olemassa kolmio ADFEF', joka on yhdenmuotoinen
kolmion AABC' kanssa.

Yhdenmuotoiset kolmiot ovat kolmioita, joiden karkipisteet voidaan aset-
taa yksi yhteen niin, etta vastaavat kulmat ovat yhtenevia. Euklidisessa geo-
metriassa on todistettu, ettd yhdenmuotoisten kolmioiden toisiaan vastaavat
sivut ovat verrannollisia. Esimerkiksi kolmion ADFEF' jokainen sivu voi olla
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Kuva 2.4: Wallisin yhdenmuotoiset kolmiot.

kaksi kertaa pidempi kuin kolmion AABC vastaava sivu. Wallisin postulaa-
tin intuitiivinen merkitys on siis se, ettd voimme joko suurentaa tai pienentaé
kolmioita niin paljon kuin haluamme ilman vaaristymia.

Paralleeliaksiooma pystytaén todistamaan Wallisin aksiooman avulla seu-

raavasti:

Kuva 2.5: Wallisin todistuksen alkua havainnollistava kuvio.

Wallisin todistusyritys. Olkoon pisteet ja suorat kuten kuvassa 2.5. Kun on
annettu mika tahansa piste P, joka ei ole suoralla [, tiedetdan, etta pisteen
P kautta kulkee ainakin yksi yhdensuuntainen suora m suoran [ kanssa.
Piirretddn suoran [ normaali PQ), jolloin suora m on suoran P() normaali.
Olkoon suora n mika tahansa muu suora, joka kulkee pisteen P kautta.
Meidan taytyy osoittaa, ettd suora n leikkaa suoran [. Oletetaan siis, etté
suora n alkaa pisteestd P ja on suorien m ja P(Q vélissid. Valitaan piste R
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suoralta n ja piirretdén janan P() normaali pisteen R kautta siten, etta piste
S on tamén normaalin kantapiste janalla PQ).

Kuva 2.6: Wallisin todistuksen loppua havainnollistava kuvio.

Hyo6dynnetadn nyt Wallisin omaa postulaattia 8 kolmioon APSR ja ja-
naan P(). Wallisin postulaatin nojalla on olemassa piste T" kuten kuvassa 2.6
siten, ettd kolmiot APSR ja APQT ovat yhdenmuotoiset. Oletetaan, etta
pisteet T" ja R ovat samalla puolella suoraa P(@) ja jos néin ei ole, voidaan ne
peilata toiselle puolelle suoraa PQ).

Yhdenmuotoisten kolmioiden méaéritelméan nojalla kulmille TPQ ja RP.S
pitee TP(Q) = RPS. Kuitenkin, koska puolisuorat P() = PS muodostavat
yhteisen kyljen kulmille T'PQ) ja RPS ja pisteet T ja R ovat samalla puolella
suoraa P(@), niin ainoaksi vaihtoehdoksi jaé, ettd kulmat ovat samat. Téaten
taytyy olla, ettdi PR = PT, joten piste T on suoralla n. Sama paéttely
toimii kulmille PQT' ja PSR, silla piste T" on suoralla [. Talloin suorat n ja
[ leikkaavat pisteessa T'. Télloin suora m on ainoa suora pisteen P kautta,
joka on yhdensuuntainen suoran [ kanssa. O]

Vaikka Wallisin postulaatti 8 voi tuntua itsestdanselvemmalté kuin Euklei-
deen viides postulaatti, niin voidaan osoittaa, ettd postulaatit ovat ekviva-
lentit.
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3 Girolamo Saccheri

Vaikka varhaiset paralleeliaksiooman todistusyritykset eivéit tuottaneet ha-
luttua tulosta, eiviat geometrikot luovuttaneet saavuttaakseen maalin.

Girolamo Saccheri (1667-1773) oli loogikko seké jesuiittapappi, joka jul-
kaisi juuri ennen kuolemaansa Eukleidesta késittelevan kirjan Euclides ab
omni naevo vindicatus. Kirja sai kuitenkin ansaitsemansa suosion vasta kun
Eugenio Beltrami (1835-1900) 16ysi sen uudelleen noin puolitoista vuosisataa
myohemmin.

Vaikka Saccherin yritys todistaa paralleeliaksiooma lopulta epédonnistui,
niin yritykselld oli suuri merkitys. Saccherin todistus oli siihen mennesséi
kaikista paattavaisin yritys todistaa Eukleideen viides postulaatti. Kappale
seuraa Bonolan [!], Greenbergin [3] ja Hartshornen [1] tekstejé.

3.1 Saccherin nelikulmio ja siihen liittyvia tuloksia

Saccherin idea todistaa Eukleideen viides postulaatti oli kayttda sen negaa-
tiota ja yrittda paasta ristiriitaan. Saccheri hyodynsi nelikulmiota, joka tun-
netaan nykyadn Saccherin nelikulmiona. Kappaleessa kaikkia tuloksia kési-
telladn neutraalissa geometriassa, eli voimassa ovat kaikki muut euklidisen
geometrian aksioomat paitsi paralleeliaksiooma.

Kuva 3.1: Saccherin nelikulmio.

Lause 3.1 (Saccherin nelikulmio). Oletetaan, ettd janan AB kdrkipisteistd
lahtee kaksi yhtenevid janaa AC ja BD, jotka ovat kohtisuorassa janan AB
kanssa. Yhdistetadn pisteet C' ja D. Tdlloin kulmat C ja D ovat yhtenevit ja
edelleen jana joka yhdistid janojen AB ja CD keskipisteet on kohtisuorassa
janojen AB ja C'D kanssa.
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Kuva 3.2: Saccherin todistuksessa hyodynnetty nelikulmio.

Todistus. Olkoon nelikulmio JABDC' seké pisteet ja suorat kuten kuvassa
3.2. Olkoon suora [ janan AB keskinormaali jolloin pisteet A ja C' sekd B
ja D ovat eri puolilla suoraa [. Télloin suora [ leikkaa janan C'D pisteessa
F ja SKS-sdénnon nojalla kolmiot AAFEF ja ABEF ovat yhtenevét jolloin
kulmille FAE ja FBE patee FAE = FBE ja janoille AF ja FB patee
AF = FB. Vahentamélla kulma FAE kulmasta A ja kulma FBE kulmasta
B saadaan, ettd kulmat C'AF ja DBF ovat yhtenevat, koska FAE = FBE
ja kulmat A ja B olivat alun perin yhtd suuria. Nyt SKS-sdannon nojalla
myo6s kolmiot ACAF ja ADBF ovat yhtenevét jolloin kulmat C' ja D ovat
yhtenevit sekéd piste E on janan C'D keskipiste. Koska kolmiot AAEF ja
ABEF seké kolmiot ACAF ja ADBF ovat yhtenevit, niin summaamalla
kulmat CFA ja AFE seki DFB ja BFE saadaan, ettd kulmat CFFE ja
DF'E ovat yhtenevat jolloin maéritelman nojalla ne ovat suoria kulmia. [

Kulmien C'ja D yhtasuuruudesta Saccheri erotti kolme eri tapausta, joita
héan kutsui hypoteesiksi teravéista kulmasta, suorasta kulmasta ja tylpasta
kulmasta riippuen siitd, ovatko huippukulmat C' ja D terédviéd, suoria vai
tylppia. Saccheri todisti, ettd jos jokin néistéd patee mille tahansa Saccherin
nelikulmiolle, niin se pétee kaikille Saccherin nelikulmioille. Tamén tuloksen
perustelua varten tarvitaan ensin joitakin aputuloksia.

Lause 3.2. Olkoon JABDC' nelikulmio, jolla on suorat kulmat kulmissa A
ja B ja erisuuruiset sivut AC ja BD. Tdlloin kulma C on suurempi kuin
kulma D jos ja vain jos AC' < BD.

Todistus. Oletetaan, ettd AC' < BD ja valitaan piste F janalta BD siten, et-
td AC' = BE. Talloin nelikulmio JABEC on Saccherin nelikulmio ja lauseen
3.1 nojalla kulmille ACE ja BEC patee ACE = BEC'. Nyt kulma ACD on
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Kuva 3.3: Lause 3.2.

suurempi kuin kulma ACE ja kulma BEC' on surempi kuin kulma D ul-
kokulmalauseen nojalla. Tall6in kulma C' on suurempi kuin kulma D kuten
haluttiin.

Jos taas oletetaan, ettd AC' > BD, niin sama paattelyketju kuin edella
todistaa, ettd kulma C' on pienempi kuin kulma D. Téma todistaa, ettéd
lauseessa péatee ekvivalenssi. O]

Lause 3.3. Olkoon JABDC Saccherin nelikulmio, olkoon P mikd tahansa
piste janalla C'D ja olkoon jana PQ kohtisuorassa janan AB kanssa. Merki-
tadan kulmaa C' symbolilla . Tdlloin:

1. Jos PQ) < BD, niin « on terdvd kulma.
2. Jos PQQ = BD, niin o on suora kulma.

3. Jos PQQ > BD, niin o on tylppd kulma.

Kuva 3.4: Lause 3.3.
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Tapaus 1. Olkoon [ ja v kulmat pisteessid P kuten kuvassa 3.4. Jos janoille
PQ ja BD pétee, ettd P() < BD, niin lauseen 3.1 nojalla P() < AC'". Lauseen
3.2 nojalla o <  ja a < . Téten 2a < 8 + v = 2 suoraa kulmaa. Talloin
kulma a on terava kulma.

Tapaukset 2 ja 3. Todistukset vastaavia kuin tapaus 1. O

Tapaukset 1, 2 ja 3 ovat itse asiassa ekvivalensseja eivatka vain implikaa-
tioita toisistaan.

Lause 3.4. Olkoon DABDC jdlleen Saccherin nelikulmio, mutta tdlld kertaa
P on sellainen piste suoralla C'D, joka on vdlin CD ulkopuolella. Olkoon
jana PQ kohtisuorassa janan AB kanssa ja merkitddin kulmaa C' symbolilla
a. Talloin

1. Jos PQ) > BD, niin kulma « on terdvd kulma.
2. Jos PQ = BD, niin kulma o on suora kulma.

3. Jos PQ) < BD, niin kulma o on tylppd kulma.

Kuva 3.5: Lauseen 3.4 tapaus 1.

Tapaus 1. Olkoon pisteet ja suorat kuten kuvassa 3.5. Talloin meilld on kol-
me Saccherin nelikulmiota. Vertaillaan ndiden nelikulmioiden kulmia. Olkoon
a, B ja v nelikulmioiden JABDC ,TIBQFED ja JAQEC huippukulmia téssé
jarjestyksesséd ja olkoon § = EDP. Télloin 6 on kolmion ACDE ulkokul-
ma. Télloin ulkokulmaepéyhtalon nojalla kulma ¢ on suurempi kuin kulma
DCFE = a—r. Toisaalta, jos tutkitaan pisteessa E sijaitsevia eri kulmia niin
huomataan, ettd § > ~. Nyt 2 suoraa kulmaa = a+5+6 > a+y+a—y = 2a,
jolloin v on terava.
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Tapaus 2. Jos P() = BD niin nelikulmio JAQ PC on Saccherin nelikulmio
jolloin kulma « on lauseen 3.3 b) -kohdan nojalla suora kulma, silld se vastaa
nelikulmion OABDC kulmaa D.

Kuva 3.6: Lauseen 3.4 tapaus 3.

Tapaus 3. Jos PQ) < BD todistus on saman tyyppinen. Jatketaan janaa P()
pisteeseen E siten, ettd BD = QF ja muodostetaan janat C'E ja DFE. Talloin
saamme kolme Saccherin nelikulmiota, joiden huippukulmia ovat «, 8 ja ~.
Olkoon § = kulma PDE. Tall6in ulkokulmaepéyhtdlon nojalla saadaan, etta

0> DCE =v—a.

Tarkastellaan nyt pisteessa F sijaitsevia kulmia. Nahdaan, ettd v > 5. Toi-
saalta tarkastellessa kulmaa D huomataan, ettd a+ 5 —49 = 2 suoraa kulmaa.
Yhdistamaélld nama tulokset saadaan, etta

2 suoraa kulmaa =a+ -0 <a+v—90 < 2a.

Taten kulma « on tylppa kuten haluttiin. O]

Saccherin oletukset toimivat yhdelle tietynlaiselle Saccherin nelikulmiol-
le. Niinpé hénen taytyi todistaa viela jokaiselle tapaukselle, ettd jos hypo-
teesi patee yhdelle Saccherin nelikulmiolle niin se patee myo6s kaikille muille
Saccherin nelikulmioille.

Lause 3.5. Jos yhdelld Saccherin nelikulmiolla on terdvdt kulmat, niin kai-
killa muillakin Saccherin nelikulmioilla on terdvdt kulmat. Jos yhdelld on
suorat kulmat, niin kaikilla on. Jos yhdelld on tylpdt kulmat niin kaikilla on.
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Kuva 3.7: Lauseen 3.5 tapaus 1.

Tapaus 1. Oletetaan, etté nelikulmio JABDC' on Saccherin nelikulmio, jolla
on teravat kulmat huippukulmissa C' ja D. Olkoon E'F janan AB keskinor-
maali. Olkoon JA’B’D'C" toinen Saccherin nelikulmio, jonka keskinormaali
on myos EF. Oletetaan, ettd AB < A’B’. Saamme kuvan 3.7 kaltaisen ku-
vion, jossa kulma « on terdva kulma. Téaten Lauseen 3.4 nojalla BD < B'D’
ja lauseen 3.3 nojalla o’ on myos terava kulma. Kaytdmme samaa perustelua
kaanteisessa jarjestyksessd, jos oletettaisiin, ettd AB > A’'B’. Tésta seuraa,
ettd kaikilla Saccherin nelikulmioilla, joilla on keskinormaalin E'F' kanssa
yhtenevé keskinormaali, on teravat kulmat. Jos oletetaan, etta kulmat ovat
suoria tai tylppié, niin todistus on vastaava.

Saccherin taytyi vield todistaa, ettd mille tahansa muulle mielivaltaiselle
janalle on olemassa Saccherin nelikulmio, jolla on terdvit kulmat ja keski-
normaali, joka vastaa kyseessa olevaa janaa.

Hq F

F;:NL

Hy
Kuva 3.8: Lauseen 3.5 tapaus 2.
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Tapaus 2. Leikatkoon sivun AB normaali pisteessa G janan C'D pisteessa H.
Peilataan jana F'H janan AB suhteen jolloin saadaan jana Fy Hs. Téll6in syn-
tyy Saccherin nelikulmio OHy H F'F;, jonka keskinormaali on jana AB. Pei-
lataan jana GH janan E'F suhteen siten, ettd saadaan jana GiH;. Télloin
saamme kuvan 3.8 kaltaisen kuvion. Nyt nelikulmio (0G{GH H; on Sacche-
rin nelikulmio, jonka keskinormaali jana FF' on. Télloin askeisen perustelun
mukaan kulma § = FHG on terava. Mutta nyt nelikulmio OHsH F'F5 on
my0s Saccherin nelikulmio, jolla on sama terava kulma /3 ja keskinormaali
EG, kuten edelld mainittiin. Nyt todistuksen aikaisemman perustelun mu-
kaan myos jokaisella muulla Saccherin nelikulmiolla jonka keskinormaali jana
EG on, on teravat kulmat. Jana E'G oli kuitenkin mielivaltainen, jolloin véite
on todistettu. O

Saccheri myo6s oivalsi helposti kolmioihin liittyvan tédrkedan tuloksen:

Lause 3.6. Annetulle kolmiolle ANABC on olemassa Saccherin nelikulmio,
jonka huippukulmien summa on yhtd suurta kuin kolmion kulmien summa.

Kuva 3.9: Lauseen 3.6 todistusta havainnollistava kuvio.

Todistus. Olkoon AABC annettu kolmio. Olkoon pisteet D ja E janojen AB
ja AC keskipisteet ja piirretdén jana DFE. Piirretdan kohtisuorat janat BF',
AG ja CH suoralle DE.

Oletetaan, ettd piste G' on pisteiden D ja E vélissa. Nyt koska AD = DB
ja ristikulmat pisteessa D ovat yhtenevat, niin KKS-yhtenevyyden nojalla
kolmiot AADG ja ABDF ovat yhtenevit. Myos kolmiot AAEG ja ACEH
ovat KKS-yhtenevyyden nojalla yhtenevat. Naiden yhtenevien kolmioiden
nojalla patee, ettd BF = AG = CH.
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Nelikulmiolla OBC'H F' on suorat kulmat pohjakulmissa F' ja H, jolloin
se on Saccherin nelikulmio.

Saccherin nelikulmion OBC'HF' kulmat B ja C' muodostuvat kolmion
ANABC kulmista B ja C seké kérjessi A olevista kulmien DBF ja HCE
kanssa yhtenevistd kulmista DAG ja FAG.

Téten nelikulmion kulmat B ja C' ovat yhté suurta kolmion kulmasum-
man kanssa.

Kuva 3.10: Lauseen 3.6 tilanne, jossa piste G vélin F'H ulkopuolella.

Jos taas piste G on valin F'H ulkopuolella kuten kuvassa 3.10, niin sa-
ma argumentti toimii, mutta kdytamme kulmien summan sijasta kulmien
erotusta. O

Seuraava lause on yksinkertainen johtopédatos edeltéavista tuloksista:

Lause 3.7. Jos kolmion kulmien summa on yhtd suurta, suurempaa tai pie-
nempdd kuin kaksi suoraa kulmaa yhdessda kolmiossa, niin tamda summa on
vastaavasti yhtd suurta, suurempaa tai pienempdd kuin kaksi suoraa kulmaa
jokaisessa muussa kolmiossa.

Pienempadd kuin kaksi suoraa kulmaa. Jos on olemassa kolmio, jonka kul-
mien summa on pienempad kuin kaksi suoraa kulmaa, niin on olemassa Sacc-
herin nelikulmio, jonka huippukulmat ovat teravia kulmia lauseen 3.6 nojalla.
Talloin lauseen 3.5 nojalla kaikilla Saccherin nelikulmioilla on terdvét kul-
mat ja jilleen lauseen 3.6 nojalla kaikkien kolmioiden kulmien summa on
pienempad kuin kaksi suoraa kulmaa.

Suurempaa kuin kaksi suoraa kulmaa. Todistus on sama kuin edellinen kohta,
mutta on olemassa Saccherin nelikulmio, jonka huippukulmat ovat tylppié
kulmia.
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Yhtd suurta kuin kaksi suoraa kulmaa. Sama kuin kaksi edellistd, mutta on
olemassa Saccherin nelikulmio, joka on normaali suorakulmio, silla huippu-
kulmat ovat suoria kulmia. O]

Saccheri ei ilmaise lausetta selkeésti ja Legendre 10ysikin lauseen uudes-
taan ja julkaisi sen noin sata vuotta mychemmin.

Kaksi edellista lausetta todistettiin Saccherin ja muiden geometrikoiden
toimesta hyodyntden jatkuvuusperiaatetta ja Arkhimedeen postulaattia. Lau-
se on kuitenkin mahdollista todistaa myos ilman naitd ja Max Dehn onkin
todistanut lauseen [1, s. 30], mutta téssi tutkielmassa emme perehdy Dehnin
todistukseen sen enempéa.

3.2 Saccherin aputulokset ja paralleeliaksiooman to-
distusyritys

Ennen kun Saccheri alkoi tutkia paralleeliaksiooman oikeellisuutta suoran
kulman, tylpan kulman ja terdvan kulman hypoteesien suhteen, han tarvitsi
viel& muutaman aputuloksen.

Lemma 3.8. Olkoon AABC' kolmio, jossa kulma C' on suora kulma. Olkoon
piste H kyljen AB keskipiste ja piste K kyljen AC pisteen H kautta kulkevan
normaalin kantapiste. Tdlloin

1. AK = KC suoran kulman hypoteesin nojalla
2. AK < KC tylpin kulman hypoteesin nojalla

3. AK > KC terdvin kulman hypoteesin nojalla.

Kuva 3.11: Lemma 3.8.
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Tapaus 1. Suoran kulman hypoteesin nojalla itsestadnselva.

Tapaus 2. Tylpan kulman hypoteesin nojalla nelikulmion kulmien summa on
suurempaa kuin nelji suoraa kulmaa jolloin kulmille AHK ja HBC pétee
AHK < HBC. Olkoon jana HL sivun BC normaali siten, ettd piste L
on normaalin kantapiste kuten kuvassa 3.12. Tapauksen 1 ja tiedon, etta
kolmioilla AAH K ja AHBL on yhtenevéit hypotenuusat nojalla AK < HL.
Mutta nelikulmiolla OH KC'L on kolme suoraa kulmaa, joten kulman H on
oltava tylppa kulma. Tasté seuraa, etté

HL < KC
ja taten
AK < KC.
B
H L
A K .O

Kuva 3.12: Lemma 3.8 tapaus 2.

Tapaus 3. Todistus sama kuin tapauksessa 2 mutta nelikulmion JH KC'L
kulma H on terédvé jolloin HL > KC' josta seuraa, ettd AK > KC. O

Lemma 3.9. Jos kulman A toinen kylki jaetaan yhtd suuriksi janoiksi AA;,
A1Ag, AsAs, ... jajanat AAY, AL AL, ALAL, ... ovat nitden projektiot kulman
A toiselle kyljelle kuten kuvassa 5.13, niin seuraavat ovat tosia:

1. AA] = A1A, = ALAL = ... suoran kulman hypoteesin nojalla;
2. AA] < A1A, < ALAL < ... tylpan kulman hypoteesin nojalla;

3. AA] > AVAL > ALAL > L. terdudn kulman hypoteesin nojalla.
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Kuva 3.13: Lemma 3.9.

Todistus. Samankaltainen kuin lemman 3.8 todistus. ]

Lause 3.10. Suoraa vastaan kohtisuorassa oleva suora ja sitd terdvdssd kul-
massa letkkaava suora leikkaavat toisensa suoran kulman ja tylpan kulman

hypoteesien nojalla.

A B My Mo P

Kuva 3.14: Lauseen 3.10 todistusta havainnollistava kuvio.

Todistus. Olkoon LP ja AD suoria siten, ettéd toinen on kohtisuorassa suoran
AP kanssa ja toinen nousee terdvissa kulmassa suoraan AP nahden kulmassa

DAP.
Valitaan piste F7 suoralta AD siten, ettd D on pisteiden A ja F} vélissd

ja AD = DF;. Piirretdan pisteiden D ja F} kautta kohtisuorat janat DB ja
F My suoralle AP.
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Lemman 3.9 nojalla saadaan, etté
BM1 Z AB, joten AMl Z 2AB

suoran kulman ja tylpan kulman hypoteesien nojalla.

Jatketaan suoraa AF] ja valitaan piste F, suoralta AFj siten, ettd [}
on pisteiden A ja F, vilissd ja AF} = F}F,. Piirretdan pisteen Fy kautta
kohtisuora jana Fy M, suoralle AP. Talloin

AM,y > 2AM,

ja taten
AM, > 22AB.

Edella oleva voidaan toistaa niin monta kertaa kuin halutaan.

Néain saamme pisteen F;, suoralta AD siten, ettd sen projektio suoralle
AP maéarittad janan AM,,, jolle patee AM™ > 2"AB.
Jos kuitenkin n valitaan tarpeeksi suureksi, niin Arkhimedeen postulaatin
nojalla saisimme, etta

2"AB > AP
ja talloin
AM, > AP.

Nain ollen piste P sijaitsee suorakulmaisen kolmion AAM,F, sivulla
AM,,. Kohtisuora suora PL ei voi leikata kolmion toista sivua M,F,,, jo-
ten sen on leikattava hypotenuusa AF),. O

Naiden tulosten jilkeen Saccherin oli mahdollista alkaa todistamaan seu-
raavaa paralleeliaksioomaan liittyvéia lausetta:

Lause 3.11. Suoran kulman ja tylpan kulman hypoteesien tilanteissa viides
postulaatti on totta.

Todistus. Olkoon pisteet ja suorat kuten kuvassa 3.15.

Oletetaan, ettd kulmien BAC ja AC'D summa on pienempéd kuin kak-
si suoraa kulmaa. Télloin joko kulma BAC tai AC'D on terdava kulma ja
valitaan, ettd kulma BAC on terava.

Piirretdan pisteestda C' janan AB normaali C' H. Tehtyjen hypoteesien no-
jalla kolmion AAC'H kulmille BAC', ACH ja C'H A pétee, etté niiden summa
on suurempaa tai yhta suurta kuin kaksi suoraa kulmaa. Koska kulma C'H A
on suora kulma, niin kulmille BAC ja AC'H pétee, etté

BAC + ACH > suora kulma. (3.1)
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Toisaalta oletettiin, ettd BAC + AC'D < 2 suoraa kulmaa, joka voidaan
esittamaélla kulma AC'D kulmien ACH ja HC'D avulla muuttaa muotoon

BAC + ACH + HCD < 2 suoraa kulmaa. (3.2)

Sijoittamalla yhtalo (3.1) yhtaloon (3.2) saadaan, ettda HC'D < suora kulma
ja taten kulman HC'D taytyy olla terava.

Talloin lauseesta 3.10 seuraa, ettd suorat AB ja C'D leikkaavat. O
C
D
A > ®s

Kuva 3.15: Lauseen 3.11 todistusta havainnollistava kuvio.

Tamaéan tuloksen ansiosta Saccheri pystyi toteamaan, ettd hypoteesi tyl-
pasta kulmasta on virheellinen. Itse asiassa lause 3.11 osoittaa, ettd Euklei-
deen viides postulaatti péatee tassd hypoteesissa ja tdmén seurauksena myos
tasta postulaatista johdetut tavanomaiset lauseet péatevat. Taten normaalin
nelikulmion kulmien summa on yhtéa suurta kuin nelja suoraa kulmaa, joten
hypoteesi suorista kulmista on totta.

Saccheri kuitenkin haluaa todistaa, ettd viides postulaatti on totta kai-
kissa tapauksissa. Téaten héan ryhtyy kumoamaan hypoteesia terdvasta kul-
masta.

Lause 3.12. Teravin kulman hypoteesin tilanteessa, kun suora on annettu,
voidaan sille piirtdd normaali ja sitd terdvdssa kulmassa leikkaava suora,
jotka eivdt leikkaa toisiaan.

Todistus. Olkoon pisteet ja suorat kuten kuvassa 3.16. Kolmion AABC kul-
ma C on suora kulma. Jana BD on piirretty siten, ettd kulmat ABD ja
BAC ovat yhta suuret. Talloin vuorokulmalauseen nojalla suorat C'A ja BD
eiviat leikkaa ja toinen suorista CA ja BD muodostaa suoran kulman ja-

nan BC kanssa ja terdvan kulman hypoteesin nojalla kulma C'BD on teravéa
kulma. [
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Kuva 3.16: Lauseen 3.12 todistusta havainnollistava kuvio.

Ay A A 2
©
a
é b
By B B2

Kuva 3.17: Saccherin kulmatilanteet

Tutkitaan jatkossa ainoastaan terdvan kulman hypoteesia.

Olkoon pisteet ja suorat kuten kuvassa 3.17 niin, etta suorat a ja b eivat
leikkaa toisiaan ja janat A;B; ja AsBs ovat kohtisuorassa suoran b kanssa.

Talloin nelikulmion 1By Bo A> Ay kulmille A; ja A, pétee, etté

1. Toinen on suora ja toinen terava kulma.
2. Molemmat ovat teravia kulmia.

3. Toinen on terava ja toinen tylppé kulma.

Tapauksessa 1 suorilla a ja b on jo olemassa yhteinen normaali.
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Tapauksessa 2 yhteisen normaalin olemassaolo pystytaan todistamaan jatku-
vuuden avulla seuraavasti. Jos janaa A B; liikutetaan jatkuvasti kohti janaa
A Bs siten, etta se pysyy suoran b normaalina, niin kulma B; A; A5 on aluksi
terdva kulma, mutta kasvaa kunnes se on tylppé kulma. Talloin pisteiden By
ja By valilla on oltava piste jossa kulma By A;As on suora kulma jatkuvuus-
periaatteen nojalla. Olkoon tédma kohta piste B ja talloin kulma BAA; on
suora kulma ja jana AB on suorien a ja b yhteinen normaali.

Tapauksessa 3 péatee, etta jos suorilla a ja b on yhteinen normaali, niin se ei
voi sijaita pisteiden B; ja Bs vélissa.

Selvésti suorilla ei ole yhteistd normaalia tédsmélleen silloin, kun nelikul-
mion (1B B, A, A; kulma A; on teravi kulma ja kun valitaan mika tahansa
piste A, pisteen A, kanssa samalta puolelta, niin kulma A, on tylppa kulma.

Kun oletetaan, ettd samassa tasossa on olemassa kaksi suoraa jotka eivét
leikkaa ja joilla ei ole olemassa yhteistd normaalia, Saccheri todistaa, etté
nidma suorat lahestyvat jatkuvasti toisiaan ja niiden vélinen etéisyys on lo-
pulta pienempéaéd kuin mikéd tahansa valittu etéisyys. Saccheri todistaa siis
asymptoottien olemassaolon.

Lause 3.13. Jos samassa tasossa on olemassa kaksi suoraa, jotka eivdit
letkkaa ja niilld ei ole yhteistd normaalia, niin suorien on oltava toisten-

sa asymptootteja, eli suorat lihestyvdt toisiaan dadrettomyydessda, mutta eivdt
leikkaa.

Kuva 3.18: Lauseen 3.13 todistusta havainnollistava kuvio.

Todistus. Samassa tasossa suoran b kanssa olevien saman pisteen A kaut-
ta kulkevien suorien joukossa on olemassa suoria, jotka leikkaavat suoran b
kuten suoran b normaali AB, ja suoria, joilla on suoran b kanssa yhteinen
normaali kuten AA’.

Jos suora AP leikkaa suoran b, niin kaikki muut pisteen A kautta kulke-
vat suorat, jotka muodostavat pienemméan kulman kuin teravd kulma BAP,
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leikkaavat myos suoran b. Toisaalta jos suoran AA’ kanssa eri suoralla AQ
on suoran b kanssa yhteinen normaali, niin jokaisella suoralla, joka muodos-
taa janan AB kanssa suuremman terdvan kulman kuin BAQ), on yhteinen
normaali suoran b kanssa.

On myos selvéa, ettd pisteen A kautta kulkevien suorien joukossa, jotka
leikkaavat suoran b ja jotka ovat suorien AB ja AA’ vélissi, ei ole olemas-
sa viimeistd suoraa joka leikkaisi suoran b. On siis olemassa jokin ylaraja,
AX, joka sijaitsee jossakin kulman QAP sisdpuolella. Téssa ylarajassa kul-
ma BAP on niin suuri, ettd suoran AP kaltaiset suorat eivat enda leikkaa
suoraa b. O

Tamaéan jalkeen Saccheri todistaa, ettéd jos aloitetaan suorasta AA’ ja jat-
ketaan pisteen A kautta kulkevien suorien joukossa vastakkaiseen suuntaan
kuin lauseen 3.13 todistuksessa, niin emme 16ydéa viimeisté suoraa niiden suo-
rien joukosta joilla on yhteinen normaali suoran b kanssa. Kulmassa BAQ),
jossa kyljella AQ) on yhteinen normaali suoran b kanssa, on olemassa alara-
ja kulma BAY, jossa kylki AY ei leikkaa suoraa b ja silla ei ole sen kanssa
yhteistd normaalia. Téstéd seuraa, ettd suora AY on suoran b asymptootti.

Edelleen Saccheri todistaa, ettd suorat AX ja AY yhtyvat.

Lause 3.14. Kulman BAP yldraja AX ja kulman BAQ alaraja AY yhtyvdt.

Hénen todistuksensa riippuu pisteista darettomyydessa ja hyodyntaakin
seuraava lausetta, jonka perustelu ohitetaan téssa tutkielmassa.

Lause 3.15. Suoran ja terdvin kulman hypoteesien nojalla kulman toisella
kyljelld sijaitsevan pisteen etdisyys toisesta kyljesta kasvaa rajatta, kun piste
litkkuu kohti ddrettomyyttd.

A l P Y
@
m
X
P/
B b Q

Kuva 3.19: Lauseen 3.14 todistusta havainnollistava kuvio.
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Lauseen 3.1 todistus. Jos suora AX ei ole sama suoran AY kanssa, niin
voimme lauseen 3.15 perusteella valita pisteen P suoralta AY siten, etté
suoran AX normaali PP’ tayttda seuraavan epayhtalon

PP' > AB. (3.3)

Toisaalta jos P() on suoran b normaali pisteen P kautta, niin asymptoottisten
suorien ominaisuuden, joka liittyy edellisen sivun pohdintoihin, nojalla

AB > PQ.
Mutta koska piste P on eri puolella suoraa AX kuin b, niin
PQ > PP

Yhdistamalla edelliset epayhtalot saadaan, ettd AB > PP’, mika on ristirii-
dassa epayhtélon (3.3) kanssa, joten suorat AX ja AY ovat sama suora. [

Edelliset tulokset voidaan yhdistaa seuraavaan lauseeseen.

Lause 3.16. Terdvin kulman hypoteesin nojalla pisteen A kautta kulkevien
suorien joukossa on olemassa suoran b kanssa asymptoottiset suorat p ja q
toinen oikealle ja toinen vasemmalle, jotka jakavat pisteen A kautta kulkevien
suorien joukon kahteen osaan. Ensimmdinen osa sisdltid kaikki ne suorat,
jotka leikkaavat suoran b, ja toinen osa sisdltda ne suorat, joiden kanssa
suoralla b on yhteinen normaali.

Kuva 3.20: Lauseen 3.16 kuvio.

Téssé vaiheessa Saccheri yrittda tehdé johtopadtoksen luottaen logiikan
sijasta intuitioon ja uskoon viidennen postulaatin patevyydesta. Todistaak-
seen, ettd teravan kulman hypoteesi on kerta kaikkiaan vaéré, koska se on
yhteensopimaton suoran luonteen kanssa Saccheri tukeutuu viiteen lemmaan.
Padasiassa hénen véitteensa on seuraava: Jos terdvan kulman hypoteesi olisi
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totta, niin suorilla p ja q olisi yhteinen normaali suoran b kanssa jossakin aé-
rettomyydessa sijaitsevassa pisteessé, mika on ristiriidassa suoran luonteen
kanssa. Saccherin perustelu siis soveltaa aarellisia ominaisuuksia darettomyy-
dessé, eika se néin ollen ole oikein.

Saccheri ei kuitenkaan ollut tyytyviinen péédttelyynsa ja yritti padsté
toivottuun todistukseen ottamalla uudelleen kayttoon vanhan idean yhden-
suuntaisten suorien vélisestd vakioetédisyydestd. Saccherin todistukset eivit
kuitenkaan tuottaneet mitadn uutta tai tarkead.

Vaikka hén ei havainnut ristiriitoja teravan kulman hypoteesin seurauk-
sissa, ei voida olla esittamatta kysymysta: eiko voisi olla sellaista geometri-
sesti loogista jarjestelmad, jossa Eukleideen postulaattia ei voida todistaa?
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4 Epaeuklidisen geometrian edellakavijat

Tutkimus yhdensuuntaisista suorista, joka oli jo Saksassa ja Italiassa saanut
merkittavaa kiinnostusta, alkoi saada mielenkiintoa myos Ranskassa 1700-
luvun lopulla.

D’Alemebertin (1717-1783) mielestd yhdensuuntaisten suorien ongelma
pystyttaisiin valttamaan, jos suora maariteltaisiin kunnolla. Ideana oli méari-
tella yhdensuuntainen suora kahden pisteen yhdistavané viivana, kun pisteet
ovat samalla puolella ja yhta etaélla toisesta annetusta suorasta. Ongelmana
on kuitenkin todistaa suorien vakioetaisyys kaikkialla.

Kolmioiden yhdenmuotoisuutta hyédynsivéit L. N. M. Carnot (1753-1823)
ja Laplace (1749-1827) samaan tapaan kuten Wallis kiytti omissa todistuk-
sissaan vuonna 1663.

Edellisten geometrikoiden ohella on hyvd mainita J. B. Fourier (1749-
1827), joka piti kahden pisteen vélista etdisyyttd ensisijaisena ajatuksena.
Fourier késitteli pisteiden uria samoin tavoin kuin esimerkiksi Gauss, jonka
toihin perehdymme myohemmin. Fourier keskusteli asiasta Mongen (1746—
1818) kanssa ja tété keskustelua voidaankin pitda varhaisimpina asiakirjoina,
joissa viitataan epaeuklidiseen geometriaan.

Edelld mainittujen geometrikoiden tyot ja ajatukset eivit kuitenkaan vie-
neet epéeuklidisen geometrian tutkimuksia eteenpéin. Keskitytdan seuraa-
vaksi 1700-luvun lopun geometrikoihin, jotka omilla ponnisteluillaan pystyi-
vit edistamadn epaeuklidisen geometrian tutkimuksia. Tama kappale seuraa
Roberto Bonolan [1] sekd Grayn kirjojen esityksia [2].

4.1 Johann Heinrich Lambert

On vaikeaa sanoa, kuinka paljon Saccherin tyo vaikutti 1700-luvun mate-
maatikoihin. On kuitenkin todennékoistéd, ettd ainakin sveitsildinen mate-
maatikko Johann Heinrich Lambert (1728-1777) tunsi hénen tyonsa, silla
han viittaa kirjassaan Theorie der Parallellinien G. S. Kliigelin vaitoskir-
jaan, jossa italialaisen tyota on analysoitu tarkasti. Lambertin kirjan toi-
mittivat J. Bernoulli (1744-1807) ja C. F. Hindenburg (1741-1808) ja se
julkaistiin vasta Lambertin kuoleman jalkeen. Lambertin kirjan julkaisun
jalkeen Saccherin tyo unohdettiin melkein koko 1800-luvun ajaksi, mutta
Theorie der Parallellinien sailyi ainakin asiantuntijoiden tietoisuudessa [2].
Kirja on jaettu kolmeen eri osaan, josta ensimmainen osa on luonteeltaan
kriittinen ja filosofinen. Se kasittelee viidennesta postulaatista nousevaa kak-
sitahoista kysymystéa: voidaanko se todistaa ainoastaan edeltavien vaittamien
pohjalta vai tarvitaanko sen todistamiseen mahdollisesti joitakin muita ole-
tuksia.
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Toinen osa kasittelee erilaisia yrityksia, joissa viides postulaatti pelkiste-
tdan hyvin yksinkertaisiksi lauseiksi, jotka kuitenkin tarvitsevat myos omat
todistuksensa. Kolmas ja tarkein osa sisdltdd Saccherin t6itda muistuttavan
tutkimuksen.

Lambertin olennainen pohja talle tutkimukselle on nelikulmio, jossa on
kolme suoraa kulmaa kuten kuvassa 4.1.

Kuva 4.1: Lambertin nelikulmio.

Nyt neljannesta kulmasta voidaan tehdé kolme eri hypoteesia:

1. Kulma on suora kulma.
2. Kulma on tylppa.

3. Kulma on terava.

Lambertin nelikulmiosta pystytddn muokkaamaan Saccherin nelikulmio
peilaamalla se sivujen AC' tai AB suhteen kuvan 4.1 tilanteessa. Lamber-
tin nelikulmion tilanteet johtavat samankaltaisiin tilanteisiin kuin Saccherin
vastaavissa hypoteeseissa.

Ensimmaéinen hypoteesi johtaa helposti euklidiseen jarjestelmaan. Yrit-
tédessaan hylatd toista hypoteesia Lambert vetoaa kuvioon, missd on kak-
si suoraa [ ja m, jotka ovat kohtisuorassa kolmannen janan AB kanssa
kuten kuvassa 4.2. Valitaan suoralta m pisteet By, B, ..., B, siten, etta
BBy = B1By = ... = B, B, ja piirretaan pisteiden B, By, Bs, ..., B, kaut-
ta suoralle [ kohtisuoria janoja AB, A1By, AsBs, ..., A,B,, joissa pisteet
A Ay Ay, oL A, sijaitsevat suoralla [ Lambert todistaa aluksi, ettd suoran
[ kanssa kohtisuorat janat AB, A1 By, AsBs, ..., A, B, pienenevit jatkuvasti
alkaen janasta AB.
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Kuva 4.2: Lambertin todistusyritysta havainnollistava kuvio.

Seuraavaksi Lambert osoittaa, etta ero janojen A, B, ja A,.1B,.1 valilla
kasvaa jatkuvasti. Taten saamme, etta

Nyt Arkhimedeen postulaatin nojalla, jos n valitaan riittdvan suureksi, niin
tdméan epayhtéalon oikeasta puolesta tulee niin suuri kuin haluamme, samaan
aikaan kun epayhtdlon vasen puoli on aina pienempéd kuin AB. Tama ris-
tiriita vakuuttaa Lambertin siitéd, ettd toisen hypoteesin on oltava virheel-
linen. Lambert kuitenkin hyodyntdd Arkhimedeen postulaattia muodossa,
jossa suoran oletetaan olevan darettoman pitka.

Lambert késittelee kolmannen hypoteesin samaan tapaan kuin toisen hy-
poteesin mutta olettaa, ettd janat AB, A1 B, ..., A, B, kasvavat jatkuvasti.
Hén olettaa myos, ettd kunkin janan ja sitd edeltdvian janan ero kasvaa jat-
kuvasti. Lambert ei kuitenkaan saa télla aikaan ristiriitaa, joten hdnen on
Saccherin tapaan pakko jatkaa argumenttia pidemmaélle. Seuraavaksi Lam-
bert huomaa, ettéd kolmannen hypoteesin kohdalla kolmion kulmien summa
on vahemmén kuin kaksi suoraa kulmaa. Hén kuitenkin menee pidemmalle
kuin Saccheri ja havaitsee, ettd monikulmion kulmasumma on verrannollinen
monikulmion pinta-alaan. Tamén tuloksen saa helpoiten havaitsemalla, etté
monikulmion pinta-ala ja kulmasumma ovat niiden monikulmioiden pinta-
alojen ja kulmien summa, joista kyseessa oleva monikulmio on muodostettu
[1].

Toinen merkittava Lambertin tekema 16yto liittyy geometristen suuruuk-
sien mittaamiseen. Han huomasi, etté jos hypoteesi teravista kulmasta olisi
totta, niin olisi olemassa pituuden absoluuttinen mitta. Selventadksemme té-
ta havaitaan, etta voimme maéritelld kulmien suuruuden murto-osina taydes-
td ympyrasta. Emme kuitenkaan voi maéaritella pituuksia, jos emme aiemmin
ole sopineet yksikosta. Lambert kuitenkin huomasi, etté jokaiseen pituuteen
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voidaan liittad yksikésitteinen kulma, joka on tasasivuisen kolmion kulma,
johon kyseinen sivu liittyy. Tamé kolmio on yksikésitteinen, koska terdvan
kulman hypoteesin perusteella yhdenmuotoiset kolmiot ovat yhtenevia, ku-
ten myos Wallis oli huomannut. Jonkin aikaa Lambert ajatteli, etté pituuden
absoluuttinen mitta oli vain looginen jarjettomyys, mutta lopulta hén paatti,
ettd néin ei ole [2].

Kirjaan Theorie der Parallellinien sisaltyy muitakin hyvin mielenkiintoi-
sia seikkoja, esimerkiksi epaeuklidisen tasogeometrian laheinen samankaltai-
suus pallogeometrian kanssa, joka patisi jos toinen hypoteesi olisi voimassa.
Lisaksi Lambert huomasi, ettd pallogeometria on taysin riippumaton paral-
leeliaksioomasta [1].

Lambert myos huomasi, ettéd epaeuklidisen kolmion, jonka kulmat ovat
a, 3 ja v, pinta-ala on verrannollinen lukuun:

2 suoraa kulmaa — (a + 8+ 7).

Tuloksena téastéd hian paatyy toteamaan, etta kolmannen hypoteesin mukai-
nen geometria olisi totta imaginaarisella pallolla. Selittddksemme tata huo-
mataan, ettd jos pallon sade on r, niin pallogeometrian perusteiden mukaan
kolmion, jonka kulmat ovat a, 3 ja v, pinta-ala on

r*(a + B+ — 2 suoraa kulmaa),
ja teravan kulman hypoteesin tapauksessa pinta-alalle esiintyy kaavoja kuten:
(ir)(a+B+y—m)=—r(a+B+y—m) =1’ (1~ (a++7))

Téamén vuoksi Lambert totesi: "Téastd minun pitdisi melkein paatella, etta
kolmas hypoteesi toteutuisi imaginaarisen pallon tapauksessa” [2].

Lambert ei julkaissut tutkimustuloksiaan eikéd ilmeisesti muodostanut
lopullista kantaansa viidennen postulaatin todistamisen mahdollisuudesta.
Hén oli mahdollisesti myo6s tyytyméton omaan tutkimukseensa, kuten usein
kay hyvélle tyolle, jota ei voida vieda loppuun asti [2, s. 85].

Muutenkin todistusyritysten yleisesta menestyksen puutteesta alkoi 1700-
luvulla muodostua ajatus, etté olisi tarpeen hyvaksya Eukleideen viides pos-
tulaatti tai jokin muu vastaava postulaatti ilman minkaénlaista todistusta
[1, s. 50].

4.2 Adrien-Marie Legendre

Edeltavit geometrikot rajoittivat itsensa vain osoittamaan ongelmia ja il-
maisemaan omia mielipiteitadn viidennesta postulaatista. Adrien-Marie Le-
gendre (1752-1833), josta Bonola kertoo kirjassaan [1], toisaalta yritti muut-
taa sen lauseeksi. Hinen FElements de Géométrie -teoksensa eri painoksiin
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hajallaan olevat tutkimuksensa on koottu yhteen teoksessa Refléxions sur
différentes maniéres de démontrer la théorie des paralléles ou le théoreme
sur la somme des trois angles du triangle, joka siis kasittelee pohdintoja eri-
laisista tavoista havainnollistaa yhdensuuntaisten suorien teoriaa tai kolmion
kulmien summaa koskevaa lauseketta.

Legendren mielenkiintoisimmassa yrityksessa han ldhestyy postulaattia
samaan tapaan kuten Saccheri. Han tutkii kolmion kulmien summia ja ha-
luaisi todistaa, ettd kolmion kulmien summa on yhtéd suurta kuin kaksi suo-
raa kulmaa. Tata tarkoitusta silmaélla pitden han onnistuu tyonsa alussa hyl-
kadméaan Saccherin hypoteesin tylpédstd kulmasta, silld hdn huomasi, ettéi
kolmion kulmien summa ei voi olla yli kahta suoraa kulmaa.

Lause 4.1 (Saccheri-Legendren lause). Minkd tahansa kolmion kulmien sum-
ma on pienempad tai yhtd suurta kuin kaksi suoraa kulmaa.

Kuva 4.3: Lauseen 4.1 todistusta havainnollistava kuvio.

Todistus. Muodostakoon yhtenevéat janat Ay As, A3As, ..., A, A, 1 suoran [.
Olkoon suoran [ samalla puolella yhtenevia kolmioita joiden kanta on suo-
ralla [. Olkoon kolmioiden kolmannet kulmat pisteissa By, Bs, ..., B,. Ja-
nat BBy, BoBs, ..., B,_1B, yhdistavit pisteet sekd ovat yhtenevié ja niita
voidaan pitda yhtenevien kolmioiden ABy Ay By, AByA3Bs, ..., AB,_1A,B,
kantoina. Kuvio tdydennetaan valmiiksi lisaamaélla kolmio AB, A, 1By11, jo-
ka on yhteneva kaikkien muiden kolmioiden kanssa. Olkoon [ kulma A; B; A,
ja a kulma By AsB,. Koska kolmiot ovat yhtenevid, niin kaikille kulmille B,,
ja A, patee, ettd B, = [ ja A, = «, kaikilla n.

Talloin f < «, silld jos f > « niin vertaamalla kolmioita AA;B1 A, ja
AB1A3Bs, joilla on kaksi yhtenevad sivua, saisimme, ettd A1 Ay > By Bs.
Néaytetadn, ettda tamé johtaa ristiriitaan:

Koska murtoviiva A1 B1Bs. .. B, 11A,+1 on janaa AjA,... A, 1 pidempi,
niin

A1By +n - B1By + By Ang > n - Ay As,
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jolloin
2- AlBl > n(A1A2 — BlBQ>.

Mutta jos n on tarpeeksi suuri niin syntyy ristiriita Arkhimedeen postulaatin
kanssa. Taten jana A;A, ei voi olla pidempi kuin jana B;Bs ja kulma [ ei
voi olla suurempi kuin kulma «. Téaten on oltava, ettd g < a.

Koska kolmiot AA; By Ay ja A Ay By Az ovat yhtenevét, niin kulmat By A; As
ja By AsAs ovat yhtenevéit. Télloin kolmion AA; By As kulmasumma on

ﬁ —+ BlAlAQ + BlAQAl <a+ BQAQAg + BlAQAl = 2 suoraa kulmaa.

Tasta seuraa, ettd kolmion AA; By As kulmien summa on pienempéa tai yhté
suurta kuin kaksi suoraa kulmaa. O

Lausetta 4.1 kutsutaan yleisesti virheellisin perustein Legendren ensim-
méiseksi lauseeksi. Virhe tehddan siind, ettd Saccheri oli saavuttanut tdmén
jo melkein sata vuotta aikaisemmin, kun hén todisti, ettd hypoteesi tylpasta
kulmasta on virheellinen. Seuraavaksi Legendre todisti, ettd kolmion kulmien
summa on yhta suurta kuin kaksi suoraa kulmaa.

Lause 4.2. Kolmion kulmien summa on yhtd suurta kwin kaksi suoraa kul-
maa.

C

Kuva 4.4: Lauseen 4.2 kuva.
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Todistusyritys. Oletetaan, ettd kolmiossa AABC' kulmille pétee

BAC + ABC + BCA < 2 suoraa kulmaa.

Valitaan janalta AB piste D ja janalta AC piste E siten, ettd kulma ADE
on yhtéd suuri kulman ABC kanssa. Talloin Legendren mukaan nelikulmion
LODBCE kulmien summa on aidosti pienempéaé kuin nelji suoraa kulmaa.
Tamén vuoksi on oltava, ettd kulmille AED ja AC'B patee AED > ACB.
Kolmion AADFE kulma AED on sivun AD hyvin mééritelty funktio. Toisin
sanoen janan AD pituus tiedetdan, kun tieddmme kulman AED ja vakio-
kulmien BAC' ja ABC suuruudet.

Tulos on Legendren mielesté kuitenkin jérjeton, silla janan pituudella ei
ole merkitysta, jos ei tiedetd mihin pituusyksikkoon silla viitataan. Kysy-
myksen luonne ei viittaa yksikkoon millaan tapaa.

Tasta syntyy ristiriita ja oletus

BAC + ABC + BCA < 2 suoraa kulmaa

hylataan ja seurauksena saadaan
BAC + ABC + BCA = 2 suoraa kulmaa. m

Eukleideen postulaatti seuraa tasta yhtasuuruudesta helposti. Legendren
menetelma perustuu siis Lambertin postulaattiin, joka kiistaé absoluuttisen
yksikon olemassaolon.

Eradssa toisessa osoituksessa Legendre hyodyntéaa oletusta: Voimme aina
piirtda mista tahansa kulman sisalla olevasta pisteesta suoran, joka leikkaa
kulman molemmat sivut.

Todistus. Olkoon AABC kuvan 4.5 mukainen kolmio jossa, jos mahdollista
kulmien summa olisi vihemmaén kuin kaksi suoraa kulmaa. Olkoon « kolmion
ANABC defekti eli kulmapoikkeama euklidisen kolmion kulmien summasta eli
kahdesta suorasta kulmasta. Talloin

2 suoraa kulmaa —BAC — ABC — BCA =«

Otetaan piste A’, joka on symmetrinen pisteen A kanssa sivun BC' suhteen,
jolloin uuden kolmion ABC A" defekti on myos a, silla pisteen A’ symmetri-
syyden nojalla kolmiot AABC ja ABCA’ ovat yhtenevat.

Piirretaén edella esitetyn hypoteesin mukaisesti pisteen A’ kautta poikit-
taissuuntainen suora, joka leikkaa kulman BAC kyljet pisteissd B; ja C}.
Kolmion AAB;C, defekti on sen osakolmioiden defektien summa. Nain ollen
kolmion AAB;C defekti on vahintaan 2o.
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Kuva 4.5: Todistusta havainnollistava kuvio.

Jos nyt aloitetaan kolmiosta AAB;C} ja suoritetaan samat vaiheet, mi-
té edella suoritettiin kolmiolle AABC', niin saamme uuden kolmion, jonka
defekti on suurempaa kuin 4a.

Kun tdmé on suoritettu n kertaa saamme kolmion, jonka defekti on suu-
rempaa kuin 2"a.

Kuitenkin, jos n on tarpeeksi suuri niin defektin 2"« taytyy olla suurem-
paa kuin kaksi suoraa kulmaa, mika on jarjetonta.

Taten on oltava, etta o = 0, joten

BAC + ABC + BCA = 2 suoraa kulmaa. O

Edellinen todistus perustuu Arkhimedeen aksioomaan. Naytetdan seuraa-
vaksi, miten postulaatin kaytto voitaisiin kiertaa.

Todistus ilman Arkhimedeen aksioomaa. Olkoot AB ja H K suoria siten, etté
suora AB muodostaa terdvin kulman ja suora H K muodostaa suoran kulman
suoran AH kanssa.

Pirretddn suoran AB kanssa symmetrinen suora AB’ suoran AH suh-
teen. Pisteen H kautta kulkee Legendren oletuksen nojalla suora r joka leik-
kaa kulman BAB’ molemmat kyljet. Jos suora r # HK, niin suoran HK
suhteen sen kanssa symmetrinen suora r’ leikkaa myos kulman BAB’ mo-
lemmat kyljet. Téstéd seuraa, ettd myos suoran HK on leikattava kulman
BAB' molemmat kyljet.

Nain ollen suoran AH kanssa kohtisuorassa oleva suora ja sen kanssa
terdvan kulman muodostava suora leikkaavat aina.
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Yleinen paralleeliteoria seuraa téasta tuloksesta ja on oltava, etté

BAC + ABC + BCA = 2 suoraa kulmaa. O

Kuva 4.6: Todistus ilman Arkhimedeen aksioomaa.

Néiden hyvin monipuolisten tutkimusten avulla Legendre uskoi, ettd hian
oli vihdoin poistanut geometrian perusteita ymparoivat vakavat vaikeudet.
Sisallollisesti Legendre ei kuitenkaan lisinnyt mitédan oleellisesti uutta hinen
edeltdjiensa tuloksiin. Legendren suurin saavutus olikin tyylikés ja yksinker-
tainen tapa, jolla han kirjoitti kaikki tutkimuksensa. Tésté syysté ne saivat
laajan lukijakunnan ja auttoivat lisidméaan yhdensuuntaisten suorien teorian
tutkijoiden maaraé.
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5 Epaeuklidisen geometrian kehittajat

Kaksituhatta vuotta hyodyttomia ponnisteluja ja erityisesti viimeiset epaon-
nistuneet tutkimukset ja todistusyritykset viidennesta postulaatista vakuut-
tivat useat 1700- ja 1800-lukujen vaihteessa vaikuttaneet geometrikot siité,
ettd yhdensuuntaisten suorien teorian lopullinen ratkaiseminen sisélsi ongel-
man, jolle ei ole ratkaisua [, s. 64]. Saksassa, jossa kysymysta koskevat kirjoi-
tukset seurasivat tiiviisti toisiaan, tdméa ndkemys oli jo saanut melko selvin
muodon. Tadma tunnistetaan A. G. Késtnerista (1719-1800), joka oli tun-
nettu yhdensuuntaisten suorien teorian opiskelija ja hdnen oppilaastaan G.
S. Klugelista (1739-1812), joka kirjoitti arvokasta kritiikki& tunnetuimmista
paralleeliaksiooman todistusyrityksista.

Tyossdan Kliigel pitaa kutakin todistusyritysté riittamattoméana ja eh-
dottaa, etta toisiaan leikkaamattomat suorat voisivat olla erisuuntaisia eli
ne eivat olisi vakioetéaisyydellé toisistaan. Saccherin ja Lambertin tutkimuk-
set vahvistivat Kliigelin mielipiteen, mutta niitd ei voida pitda todisteena
siitd, etta paralleeliaksioomaa ei voitaisi todistaa [1, s. 50-51]. Lopulta Got-
tingenin yliopisto julisti virallisesti, etta viides postulaatti olisi hyvaksyttava.
Tamén nakemyksen esitti A. G. Késtnerin tukemana juuri mainittu Georg
Simon Kliigel véitoskirjassaan Conatuum.

Aihe kuitenkin heratti aina kiinnostusta ja tamé kiinnostus jatkoi edel-
leen niiden hedelméttoméan tyon tekemista, jotka halusivat todistaa viiden-
nen postulaatin. Saccherin ja Lambertin toista Lobatsevskin ja Janos Bolyain
toihin kului viela yli puoli vuosisataa ja namaé tyot johtivat lopulta taysin uu-
den geometrian 1oytymiseen! [1, s. 64] Téssé kappaleessa kasitellaan Gaussin,
Lobatsevskin seka Janos Bolyain tutkimuksia paralleeliaksioomasta, joita pi-
detdan epaeuklidisen geometrian varsinaisena alkuna. Kappale seuraa Rober-
to Bonolan [1] kirjan esitystd, mutta sisaltdéd katkelmia myo6s Greenbergin [3]
ja Grayn [2] kirjoista.

5.1 Carl Friedrich Gauss

Carl Friedririch Gauss (1777-1855) oli ensimmaisid matemaatikkoja, jolla oli
selva nakemys uudesta geometriasta, joka ei tarvinnut paralleeliaksioomaa.
Tieto pysyi kuitenkin kolmenkymmenen vuoden ajan piilossa suuren geo-
metrikon mielessa ja se paljastui vasta, kun Lobatsevskin ja Janos Bolyain
tutkimukset ilmestyivét. [, Kappale 3]

Gaussin tyota yhdensuuntaisista suorista pystytaén rekonstruoimaan tut-
kimalla hénen kirjeenvaihtoansa Farkas Bolyain, Olbersin, Schumacherin,
Gerlinin sekd Tarinuksen ja Besselin kanssa vuosien 1799 ja 1844 valilla. Ai-
neistoa saadaan myos kahdesta lyhyesta artikkelista saksalaisesta arvostelu-
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ja kirjallisuuslehdesté Gétt. gelehrten Anzeigen, jotka julkaistiin vuosina 1816
ja 1822, sekéd hanen muistiinpanoistaan.

Vertailemalla monia Gaussin kirjeiden tekstikatkelmia voidaan arvioida,
ettd Gauss aloitti "meditointinsa” vuonna 1792.

Gauss yritti todistaa paralleeliaksiooman hyodyntaméalld antiteesid Sacc-
herin ja Lambertin tapaan. Tama ilmenee hanen kirjeensa osasta Farkas Bo-
lyaille vuonna 1799. ”Olen jo edennyt tyossdani. Valitsemani tie ei kuitenkaan
johda lainkaan siihen paaméaraén, jota etsimme ja jonka vakuutit saavutta-
neesi. Se nayttad pikemminkin pakottavan minut epaileméaén itse koko geo-
metrian totuutta.

On totta, ettd olen 1oytanyt paljon sellaista, jota useimmat ihmiset pi-
téaisivat todisteena, mutta minun silmissani se todistaa yhta paljon kuin ei
mitadn. Jos esimerkiksi voitaisiin osoittaa, ettd on mahdollista muodostaa
suorakulmainen kolmio, jonka pinta-ala on suurempi kuin miké tahansa tiet-
ty pinta-ala, niin olisin valmis todistamaan koko geometrian.

Monet ihmiset varmasti antaisivat tdman pysya aksioomana, mutta mi-
na en! Olisi todellakin mahdollista, ettd pinta-ala pysyisi aina tietyn rajan
alapuolella, vaikka kolmion kolme kulmapistetta olisivat kuinka kaukana toi-
sistaan.” [1]

Vuonna 1804 Gauss vastasi Farkas Bolyaille tdméan Theoria parallelarum
-teoksesta ja toivoi, etta esteet, jotka olivat pysayttaneet heidan tutkimuk-
sensa, antaisivat vihdoin mahdollisuuden jatkaa ne loppuun.

Kaikesta tasta Stackel ja Engel, jotka kerasivét ja tarkistivat Gaussin kir-
jeenvaihtoa aiheeseen liittyen, tulivat siihen johtopaatokseen, ettd Gauss ei
tunnistanut loogisesti perustellun epéeuklidisen geometrian olemassaoloa in-
tuition tai neronleimahduksen kautta; painvastoin Gauss oli viettanyt tdmén
aiheen parissa monta vaivalloista tuntia, ennen kuin han oli voittanut perityt
ennakkoluulot sitéd kohtaan.

Tiesikdo Gauss tutkimustensa alussa Saccherin ja Lambertin teksteista?
Miten ne vaikuttivat hénen tyohonsa? Segre huomauttaa Congetture -jul-
kaisussaan, ettd Gauss sekd Farkas Bolyai opiskelivat Gottingenissd vuosina
1795-1798 ja jalkimmé&inen vuosina 1796-1799 ja olivat kiinnostuneita yh-
densuuntaisten suorien teoriasta.

Gaussin tyon toinen vaihe alkoi vuoden 1813 jalkeen. Tasta saamme tie-
toa Gaussin omista muistiinpanoista sekd Wachterin lahettdmasta kirjees-
td Gaussille ettd Gaussin lahettdmisté kirjeistd Gerlinille, Taurinukselle ja
Schumacherille.

Namaé asiakirjat todistavat, etté toisessa vaiheessa Gauss oli vihdoin pads-
syt yli epavarmuuksistaan ja jatkoi uuden geometrian perusideoiden kehitté-
mista. Gauss kutsui uutta geometriaa aluksi anti-euklidiseksi geometriaksi,
tdmén jalkeen astraaligeometriaksi ja lopulta epdeuklidiseksi geometriaksi.
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Néain hén tuli vakuuttuneeksi siita, etta epaeuklidinen geometria ei sinansa
sisaltanyt ristiriitoja, vaikka ensi ndkemalté jotkin sen tuloksista nayttivéit-
kin paradokseilta.

Hén ei kuitenkaan antanut mieleipiteitdnsa koskevien huhujen levita ul-
komaille, silla Gauss uskoi, ettd hdnet ymmaérrettaisiin vaarin. Gauss paljasti
vain muutamalle laheiselle ystavilleen tyostadn. Kun olosuhteet lopulta pa-
kottivat Gaussin kirjoittamaan Taurinukselle han aneli, ettd Taurinus pysyisi
hiljaa sisélloistd mita hén kertoi.

Gaussin papereiden joukosta loytyneet muistiinpanot sisaltavat kaksi ly-
hyttéd yhteenvetoa uudesta yhdensuuntaisten suorien teoriasta ja ne luulta-
vasti kuuluvat suunniteltuun epaeuklidisen geometrian selostukseen, josta
hén kirjoitti Schumacherille: "parin viimeisen viikon aikana olen alkanut kir-
joittaa ylos pohdiskelujani, jotka ovat jo lahes 40 vuotta vanhoja. En ole
koskaan kirjoittanut naita, joten olen joutunut kolme tai nelja kertaa kay-
maan koko asian uudelleen lapi padssani. Toivoin myos, ettéd se ei havidisi
kanssani.” [1, s. 67]

Gaussin méériteli yhdensuuntaiset suorat seuraavasti:

Maaritelmé 5.1 (Gaussin mééritelméd yhdensuuntaisille suorille). Jos sa-
massa tasossa olevat suorat AM ja BN eivit leikkaa toisiaan, mutta jokai-
nen suorien AM ja AB vélinen pisteen A kautta kulkeva suora leikkaa suoran
BN niin sanotaan, etta suorat AM ja BN ovat yhdensuuntaiset.

A M

Kuva 5.1: Gaussin yhdensuuntaisuutta havainnollistava kuvio.

46



Gauss olettaa, ettd pisteen A kautta kulkee suora, joka ldhtee liikkeelle
samasta asemasta, jossa suora AB on. Tamaén jilkeen suora alkaa kiertya pis-
teen A ympaéri sita kautta, missd suora BN on, kunnes se saavuttaa suoran
AC kuten kuvassa 5.1. Aluksi tdma suora leikkaa suoran BN, mutta lopulli-
sessa tilanteessa se ei enéda leikkaa suoraa BN. Taten voi olla yksi ja vain yksi
kohta, joka erottaa suoran BN leikkaavat suorat niisté suorista, jotka eivat
leikkaa suoraa BN. Taman suoran téytyy olla ensimmaéinen niista suorista,
jotka eivat leikkaa suoraa BN ja taten maéaaritelman nojalla kyseesséd oleva
suora on yhdensuuntainen suora AM; koska ei voi olla mitdan viimeista suo-
raa niiden suorien joukossa, jotka leikkaavat suoraa BN, kuten jo Saccheri
oli huomannut.

On syyta huomata, miten tdmé maééritelmé eroaa Eukleideen mééritel-
mésta. Jos Eukleideen postulaatti hyléattaisiin, voisi olla olemassa useita eri
suoria pisteen A kautta, jotka on piirretty samaan suuntaan kuin suora BN
mutta jotka eivat kuitenkaan leikkaisi sen kanssa. Eukleideen méaritelman
nojalla kaikki ndma suorat olisivat yhdensuuntaisia suoran BN kanssa. Gaus-
sin méaritelmén nojalla vain ensimmainen néaisté suorista olisi yhdensuun-
tainen suoran BN kanssa.

Jatkaessaan argumenttiaan Gauss huomauttaa seuraavaksi, ettd hanen
méaritelméssdan oletetaan suorien AM ja BN alkupisteet, vaikka suorien
oletetaan jatkuvan rajoittamattomasti suorien AM ja BN suuntiin.

Téamén jalkeen Gauss ldhti todistamaan seuraavaa lausetta.

Lause 5.2. Suoran AM yhdensuuntaisuus suoran BN kanssa on riippuma-
ton pisteistd A ja B.

Kuva 5.2: Lauseen 5.2 tapaus 1.
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Tapaus 1. On selvid, ettd saisimme saman yhdensuuntaisen suoran AM, jos
piste A olisi edelleen kiinted ja ottaisimme pisteen B sijasta toisen pisteen
B’ suoralta BN.

On viela osoitettava, etta jos suora AM on yhdensuuntainen suoran BN
kanssa piirrettyné pisteen A kautta, niin se on myos yhdensuuntainen suoran
BN kanssa vaikka valittaisiin miké tahansa toinen alkupiste suoralta AM.

Pisteen A sijasta valitaan piste A’, joka on puolisuoralla AM ja pirre-
tadn pisteen A’ kautta suorien BN ja A’M vilille suora A’ P mihin tahansa
suuntaan kunhan se on suorien A’B ja A’M valilla kuten kuvassa 5.2.

Valitaan piste () suoralta A’P siten, ettd piste ) on pisteiden A’ ja P va-
lissd ja piirretddan suora AQ). Talloin méaritelmén nojalla suora AQ) leikkaa
suoraa BN esimerkiksi pisteessia S. Télloin myos suoran QP on leikattava
suora BN, silld se leikkaa kolmion AABS sivua AS ja ei voi leikata sivua
AB, joten se leikkaa sivua BS, joka on osa suoraa BN. Télloin suora A’ M
on ensimmaéinen suora, joka ei leikkaa suoraa BN ja suora A’M on yhden-
suuntainen suoran BN kanssa.

Kuva 5.3: Lauseen 5.2 tapaus 2.

Tapaus 2. Valitaan jalleen piste A’, mutta puolisuoralta, joka on vastakkais-
suuntainen puolisuoran AM kanssa kuten kuvassa 5.3.

Valitaan piste P suorien A'B ja A’M valilta ja piirretdan suora A’P. Va-
litaan miké tahansa piste @) niin, ettd A’ on pisteiden P ja @ vélissa. Talloin
maéadritelmén nojalla suora QA leikkaa suoraa BN esimerkiksi pisteessa R.
Téten jana A’P on suljetun nelikulmion A’ ARB sisapuolella ja talloin suo-
ra A’'P leikkaa joko sivua AR tai BR. Ainoa mahdollisuus on, ettd suora
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A’P leikkaa sivua BR, joka on osa suoraa BN.
Siispé suora A’M on yhdensuuntainen suoran BN kanssa méaéritelman
5.1 nojalla. O]

Gauss todistaa seuraavaksi yhdensuuntaisuuden symmetrisyyden.

Lause 5.3. Jos suora AM on yhdensuuntainen suoran BN kanssa, niin
suora BN on yhdensuuntainen suoran AM kanssa.

Todistus. Piirretdan mista tahansa pisteestd B suoralle BN suora AB, joka
on kohtisuorassa suoran AM kanssa. Piirretdan pisteestd B suorien BA ja
BN viliin suora BN'.

Valitaan piste C, joka on samalla puolella suoraa AB kuin piste IV siten,
ettd kulmille ABC' ja N'BN pétee

ABC = % N'BN.
T4alloin on olemassa kaksi eri mahdollista tilannetta:
1. Suora BC leikkaa suoran AM.

2. Suora BC ei leikkaa suoraa AM.

Kuva 5.4: Lauseen 5.3 todistuksen tapaus 1.

Tapaus 1. Leikatkoon suora BC' suoran AM pisteesséd D ja valitaan piste E
suoralta AM siten, ettd AE = AD ja piirretddn suora BE. Olkoon kulmat
BDF ja BED yhta suuret.

49



Koska suora AM on yhdensuuntainen suoran BN kanssa niin suoran
DF taytyy leikata suoraa BN esimerkiksi pisteessd G. Valitaan piste H
puolisuoralta E'M siten, ettd jana E'H on yhta pitka janan DG kanssa.

Nyt kolmioiden ABEH ja ABDG kulmille EBH ja DBG patee, etta
EBH = DBG. Talloin my6s kulmille EBD ja HBG patee, etta EBD =
HBG. Mutta nyt kulmille EBD ja N'BN patee pisteen C' valinnan nojalla,
etta EBD = N'BN ja téalloin suorat BN’ ja BH ovat sama suora, jolloin
suora BN’ leikkaa suoran AM pisteessa H.

Kuitenkin suora BN’ on miké tahansa suora pisteen B kautta suorien

BA ja BN vilissa. Télloin suoran BN on oltava yhdensuuntainen suoran
AM kanssa.

Kuva 5.5: Lauseen 5.3 todistuksen tapaus 2.

Tapaus 2. Olkoon D miké tahansa piste suoralla AM. Nyt samoin perustel-
tuna kuin tapauksessa 1 kulmille EBD ja GBH patee, etta EBD = GBH.

Mutta kulmille ABD ja ABC' pétee, ettda ABD < ABC), jolloin kulmille
EBD ja N'BN patee, ettd EBD < N'BN ja tamén takia kulmille GBH ja
N'BN pétee, etta GBH < N'BN. Talloin suoran BN’ on leikattava suoraa
AM.

Suora BN’ on kuitenkin miké tahansa suora pisteen B kautta suorien BA
ja BN vilissé, jolloin suora BN on yhdensuuntainen suoran AM kanssa.

Olemme nyt todistaneet tapauksissa yksi ja kaksi, ettd jos suora AM
on yhdensuuntainen suoran BN kanssa, niin suora BN on yhdensuuntainen
suoran AM kanssa. O

Seuraava lause, jota Gauss lahti todistamaan, kuuluu seuraavasti:
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Lause 5.4. Jos suora | on yhdensuuntainen suorien m ja n kanssa, niin
suorat m ja n ovat yhdensuuntaiset.

Kuva 5.6: Lauseen 5.4 todistuksen tapaus 1.

Tapaus 1. Olkoon suora [ suorien m ja n vilissd. Olkoon piste A suoralla m
ja piste B suoralla n ja piirretaédn suora AB. Koska suora [ on suorien m ja
n vélissé niin leikatkoon suora AB sitéd pisteessa C.

Piirretdédn pisteen A kautta suora AD siten, ettd se on suorien AB ja m
vélissé. Téalloin sen on leikattava suora [ ja jos suoraa AD jatketaan tarpeeksi
se leikkaa my6s suoran n.

Koska tamé péatee mille tahansa suoran AD kaltaiselle suoralle, niin suora
m on yhdensuuntainen suoran n kanssa.

Kuva 5.7: Lauseen 5.4 todistuksen tapaus 2.
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Tapaus 2. Olkoon nyt suora m suorien [ ja mn vélissd. Jos suora m ei ole
yhdensuuntainen suoran n kanssa niin minké tahansa satunnaisesti valitun
suoralla n olevan pisteen kautta voidaan piirtda suorasta n poikkeava suora,
joka on yhdensuuntainen suoran m kanssa.

Nyt tapauksen yksi nojalla myos tama suora on yhdensuuntainen suoran
[ kanssa miké on jarjetonta. O

Tamaé lyhyt muistiinpano yhdensuuntaisuudesta paattyy lauseeseen, jossa
Gauss vaittaa, ettéa

Lause 5.5. Jos kaksi puolisuoraa AM ja BN ovat yhdensuuntaiset, niin
namd puolisuorat eivdt leikkaa jos niitd jatketaan vastakkaisiin suuntiin.

Tasté kaikesta kéy ilmi, ettd Gaussin yhdensuuntaisuus tarkoittaa yh-
densuuntaisuutta tietyssa mielessa. Hénen maéritelmansa yhdensuuntaisuu-
desta koskee puolisuoraa, joka on piirretty pisteestd A poikittaisen suoran
AB tietylle puolelle; esimerkiksi oikealle piirretty siade, joten voimme puhua
suorasta AM suoran BN oikealle suuntautuvana yhdensuuntaisena suora-
na. Yhdensuuntainen suora suoralle BN pisteesta A piirrettyna vasemmalle
puolelle ei vélttamétta ole suora AM. Jos néin olisi, saisimme Eukleideen
hypoteesin.

Lauseen 5.4 tilanteessa kaikki suorat ovat yhdensuuntaisia samassa mie-
lessé eli jonkin niité leikkaavan suoran vasemmalla tai oikealla puolella.

Toisessa yhdensuuntaisuutta késitteleviassa muistiossaan Gauss kasittelee
samaa asiaa, mutta lisdd ajatuksen toisiaan vastaavista pisteista kahdella
yhdensuuntaisella suoralla AA’ ja BB'.

Maaritelma 5.6. Kahden pisteen A ja B sanotaan vastaavan toisiaan, kun
suora AB muodostaa yhtd suuret sisikulmat samalla puolella olevien yhden-
suuntaisten suorien kanssa.

Naihin toisiaan vastaaviin pisteisiin liittyen Gauss esittaa seuraavat lauseet:

Lause 5.7. Jos pisteet A ja B ovat kaksi toisiaan vastaavaa pistettd kahdella
yhdensuuntaisella suoralla ja M on janan AB keskipiste, niin suoraa AB
vastaan kohtisuorassa oleva suora M N on yhdensuuntainen ndiden kahden
suoran kanssa ja jokainen piste, joka on samalla puolella suoraa M N kuin
piste A, on ldhempdnd pistettd A kuin pistetti B.

Lause 5.8. Jos pisteet A ja B ovat kaksi toisiaan vastaavaa pistettd yhden-
suuntaisilla suorilla m ja n sekd pisteet A’ ja B’ ovat kaksi muuta toisiaan
vastaavaa pistettd samoilla suorilla, niin AA" = BB’ ja pdinvastoin.
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Kuva 5.8: Mééaritelméan 5.6 kuvio.

Lause 5.9. Jos pisteet A, B ja C ovat kolme eri pistettd yhdensuuntaisilla
suorilla [, m ja n siten, ettd pisteet A ja B sekd B ja C' vastaavat toisiaan,
niin myds pisteet A ja C' vastaavat toisiaan.

Kun toisiaan vastaavien pisteiden ajatus yhdistetaédn kolmeen saman pis-
teen O kautta kulkevaan suoraan kuten kuvassa 5.9, voidaan ympyra méa-
ritelld niiden pisteiden uraksi, jotka vastaavat pisteen O kautta kulkevilla
suorilla toisiaan.

Kuva 5.9: Pisteiden vastaavuus saman pisteen kautta kulkevien suorien suh-
teen.
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Tama kayra pystytdan konstruoimaan myos silloin, kun edelld mainitut
suorat ovat yhdensuuntaisia. Euklidisessa tapauksessa ura on télléin suora.
Jos Eukleideen hypoteesi unohdetaan, niin kyseessa oleva ura on kayra, jol-
la on paljon yhteisid ominaisuuksia ympyrén kanssa, mutta se ei kuitenkaan
ole ympyréa. Jos uralta otetaan mitké tahansa kolme eri pistetta, niin niiden
kautta ei voida piirtda ympyréaa. Taté suoraa voidaan pitad ympyran rajata-
pauksena kun ympyrin side on adreton. LobatSevskin ja Bolyain epéeukli-
disessa geometriassa tama ura on tarkeédssa asemassa ja tapaamme sen sield
nimell& horosykli.

Gaussin ei kuitenkaan tarvinnut saattaa loppuun epéeuklidiseen geomet-
riaan liittyvia tyotadn, silla vuonna 1832 han sai Farkas Bolyain pojan Ja-
noksen tyon kopion absoluuttisesta geometriasta.

Kirjeistad ennen ja jalkeen péaivaméarén, jolloin Gauss keskeytti tyonsa,
tiedamme, ettd han oli 16ytédnyt geometriassaan absoluuttisen pituusyksikon
ja etta hanen kaavoissaan esiintyi vakio k, jonka avulla kaikki epéeuklidisen
geometrian ongelmat voitiin Gaussin mukaan ratkaista.

Vuonna 1831 hén kasitteli naitd asioita perusteellisemmin ja antoi r -
sateisen ympyréan kehén pituuden muodossa

mk(ek — e k).

Vakion £ osalta hén sanoo, etta jos haluamme saada uuden geometrian vas-
taamaan tosiasioita kokemuksesta, meidédn on oletettava, ettd k on daretto-
méan suuri verrattuna kaikkiin tunnettuihin mittauksiin.

Greenberg [3] ja Gray [2] kertovat vield Gaussista seuraavasti. On ih-
meellistéd, ettd maineestaan huolimatta Gauss pelkési julkaista epaeuklidisen
geometrian toitdan. Han kirjoitti Besselille vuonna 1829, ettd hén pelkaé
"boiotialaisten ulvontaa”, jos han julkaisisi vallankumoukselliset 16ydoksen-
sid. Han kertoi H. C. Schumacherille, ettd hénella oli "suuri vastenmielisyys
sita kohtaan, ettd hanet vedettéisiin mukaan minkaénlaiseen polemiikkiin”
[1, s. 182]. Gaussin loytamé epédeuklidinen geometria kumosi Kantin néke-
myksen, jonka mukaan euklidinen avaruus on luontainen mielemme raken-
teessa. Kant ilmoittaa teoksessaan Puhtaan jarjen kritiikki, ettd "Euklidisen
avaruuden késite ei suinkaan ole empiiristd alkuperdd, vaan se on ajattelun
vaistdmaton valttamattomyys” [3, s. 182].

Miksi talla sitten on valia? Euklidista geometriaa pidettiin antiikin ajoista
alkaen fysiikan osana ja "fysikaaliset teoriat Einsteiniin asti pitivit avaruut-
ta teatterina, nayttamona, jossa kappaleet liikkuvat ja jota Newton kutsui
tunnetusti Jumalan sensoriumiksi” [2, s. 134]. Tdman nayttdmoén muutta-
minen oli merkittavaa kuten Einsteinin aikaansaamat viela syvallisemmat
muutokset avaruuden ja ajan késitteissa. Silld on merkitysta myos siksi, ettéd
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se katkaisee arvostetun yhteyden matematiikan ja fysiikan valilla. Jos mate-
matiikkaa ajatellaan loogisten totuuksien kokonaisuutena, jonka keskeisené
osana geometria toimii, niin epaeuklidisen geometrian olemassaolo tarkoit-
taa, ettd kaikki puhtaasti looginen matematiikka ei voi olla totta samanai-
kaisesti. Siité on siis olemassa ainakin kaksi keskenédén ristiriitaista muotoa,
joista vain toinen voi olla totta ja sen selvittdmiseksi kumpi on totta, tarvi-
taan empiiristd tyotd. Pian se jakautui darettoman moneen geometriaan ja
empiirinen ty6 oikean loytamiseksi kivi toivottomaksi [2].

Toinen syy miksi Gauss pidatteli julkaisujaan oli, ettd han oli perfek-
tionisti. Gauss halusi julkaista vain tédydellisia toitd ja hén ei vélttdméatta
saanut epaeuklidiseen geometriaan liittyvia toitdan taysin valmiiksi. Téhan
voisi olla syyné se, ettd han teki toitd niin monen tieteenhaaran parissa ku-
ten tahtitieteen, maanmittauksen ja fysiikan. Gaussia on kuitenkin kutsuttu
"matemaatikkojen ruhtinaaksi” hanen tyonsa laajuuden ja syvyyden vuoksi

[3]-

5.2 Nikolai Lobatsevski

Nikolai Lobatsevski (1793-1856) opiskeli matematiikkaa Kazanin yliopistos-
sa Gaussin ystdvan J. M. C. Bartelsin (1769-1836) oppilaana. LobatSevski
suoritti tutkintonsa vuonna 1813 ja jai Kazanin yliopistoon ensin avusta-
jaksi ja tamén jalkeen professoriksi. Professorina han luennoi matematiikan
kaikkia eri aloja seka fysiikkaa ja tahtitiedetté.

Lobatsevski tyoskenteli Bonolan [1] mukaan yhdensuuntaisten suorien pa-
rissa jo vuonna 1815 ja hanen luentomuistiinpanojensa kopioista on loydetty
useita yrityksia viidennen postulaatin todistamiseksi seka joitakin Legendren
toitd muistuttavia tutkimuksia.

Han kuitenkin ajatteli imaginaarista geometriaa vasta vuoden 1823 jal-
keen. Tama voidaan padtella hinen alkeellista geometriaa kasittelevan kir-
jansa késikirjoituksesta, jossa héan sanoo, ettd viidennelle postulaatille ei ole
olemassa todistusta, mutta téllainen todistus voi olla mahdollinen.

Vuosien 1823 ja 1825 valilla LobatSevski kaénsi huomionsa geometri-
aan, joka on riippumaton Eukleideen viidennesta postulaatista. Hanen toi-
densid ensimméinen hedelmé oli teos Exposition succincte des principes de
la géométrie avec une démonstration rigoureuse du théoréeme des paralléeles
vuodelta 1826. Téssa "luennossa’”, jonka kasikirjoitusta ei ole 16ydetty, Lo-
batsevski selittaéd tavallista geometriaa yleisemman geometrian periaatteet,
jossa kolmion kulmien summa on pienempéa kuin kaksi suoraa kulmaa.

Myohemmin vuosien 1829 ja 1830 vélilla han julkaisi tutkielman On the
principles of Geometry, joka sisaltda edellisen "luennon” keskeiset osat seké
uuden teorian lisdsovelluksia matemaattisessa analyysissi. Perdkkéin ilmes-
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tyivat myos teokset Imaginary Geometry, New Principles of Geometry, with
a Complete theory of Parallels, the Applications of the Imaginary Geomet-
ry to Some Integrals, Géométrie Imaginaire ja vuonna 1840 lyhyt saksan-
kielinen kirja Geometrische Untersuchungen sur Theorie der Parallellinien,
joka sisaltad yhteenvedon hénen toistdan ja jonka tarkoituksena oli kiinnit-
tda muiden matemaatikoiden huomio hénen tutkimuksiinsa. Viimeisimmaéan
teoksensa hén saneli ja julkaisi vuonna 1855, vuosi ennen kuolemaansa ol-
lessaan jo sokea. Teos sisélsi vendjan seka ranskan kielisen téydellisen selos-
tuksen hanen geometriajarjestelméastaén otsikolla Pangréométrie ou précis de
géométrie fondée sur une théorie générale et rigoureuse des paralléles.
Esitelldaan seuraavaksi menetelmé, jota Lobatsevski noudatti imaginaa-
rigeometrian tai pangeometrian rakentamisessa vuonna 1840 ilmestyneessé
teoksessa Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien.

Kuva 5.10: Lobatsevskin yhdensuuntaisuus

Teoksessaan Lobatsevski esittaéd ensinnékin joukon paralleeliteoriasta riip-
pumattomia lauseita. Témaén jélkeen han tarkastelee niiden suorien joukkoa,
joiden yhteinen leikkauspiste on A, sekd tdmén pisteen kanssa samassa tasos-
sa olevaa suoraa BC', joka ei kulje pisteen A kautta. Olkoon suora AD kohti-
suorassa suoran BC' kanssa, seké suora AFE kohtisuorassa suoran AD kanssa.
Euklidisessa geometriassa suora AFE on ainoa suora, joka on yhdensuuntai-
nen suoran BC' kanssa. LobatSevskin geometriassa on kuitenkin olemassa
muitakin suoria, jotka kulkevat pisteen A kautta eiviatka leikkaa suoraa BC.
Suorat, jotka eivéit leikkaa suoraa BC', ovat erotettuna leikkaavista suorista
suorien h ja k avulla, jotka eiviat myoskdan leikkaa suoraa BC. Itse asiassa
Lobatsevskin yhdensuuntaiset suorat h ja k ovat tdsmaélleen Gaussin méaé-
ritelmén 5.1 mukaiset yhdensuuntaiset suorat. Nyt siis kuten kuvassa 5.10
suora h on suoran BC' kanssa yhdensuuntainen suoran AD oikealla puolel-
la ja suora k vasemmalla puolella. Kulma, jonka suoran BC' normaali AD
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muodostaa yhden yhdensuuntaisen suoran kanssa, on pituuden AD yhden-
suuntaisuuskulma. LobatsSevski kdyttda symbolia I1(a) merkitédkseen yhden-
suuntaisuuskulmaa, joka vastaa pituutta a. Euklidisessa geometriassa tdméan
kulman suuruus on aina 90°. LobatSevskin geometriassa I1(a) on pituuden
a tietty funktio, joka ldhestyy 90°, kun pituus a ldhestyy nollaa, ja kun a
kasvaa rajatta, niin II(a) lahestyy nollaa.

Yhdensuuntaisten suorien maéaéritelmésta LobatSevski padttelee seuraa-
vaksi niiden tarkeimmat ominaisuudet.

Lause 5.10. Jos suora AE on yhdensuuntainen suoran BC' kanssa pisteessd
A, niin suora AE on yhdensuuntainen suoran BC' kanssa siithen suuntaan
jokaisessa pisteessa, jotka ovat suoralla AE.

Lause 5.11. Jos suora AE on yhdensuuntainen suoran BC kanssa niin
suora BC' on yhdensuuntainen suoran AE kanssa.

Lause 5.12. Jos kaksi suoraa ovat yhdensuuntaisia kolmannen suoran kans-
sa, nitn namda kaksi suoraa ovat myos keskenddn yhdensuuntaiset.

Lause 5.13. Jos suorat AE ja BC' ovat yhdensuuntaiset, niin suora AE on
asymptoottinen suoran BC' kanssa.

Namaé tulokset ovat siis hyvin samankaltaisia kuin Gaussin saamat tulok-
set ja asymptoottisuus esiintyi jo Saccherilla lausessa 3.13.

Néaiden kysymysten késittelya edeltda kolmion kulmien summaa koskevia
lauseita, jotka ovat vastaavia kuin jo Legendre ja Saccheri esittivat aikoinaan.
Ei ole epéilystakaén siité ettei Lobatsevski olisi tuntenut Legendren toité.

Kuitenkin imaginaarigeometrian tarkein osa on Lobatsevskin mukaan tri-
gonometristen kaavojen muodostaminen. Néiden saamiseksi Lobatsevski ot-
taa kayttoon kaksi uutta kasitetté: horosyklin ja horopallon, joita euklidi-
sessa geometriassa vastaa suora sekéd taso. Horopallolla, joka koostuu aa-
rettoman monesta horosyklistd, on olemassa tavallista euklidista geometri-
aa vastaava geometria, jossa horosyklit korvaavat suorat. Nain Lobatsevski
saa ensimmaisen merkittavan tuloksen: FEuklidinen geometria seka erityisesti
normaali tason trigonometria ovat voimassa horopallolla.

Lobatsevski kayttaa tatd huomattavaa ominaisuutta ja toista koaksiaali-
siin horosykleihin liittyvaa ominaisuutta johtaessaan uuden taso- ja pallotri-
gonometrian kaavat. Osoittautuu, ettd sopivasti tulkittuna uuden pallotri-
gonometrian kaavat ovat taysin vastaavat kuin normaalissa pallotrigonomet-
riassa.

Lobatsevski ilmaisee tulokset seuraavasti: Merkitaan kolmion AABC' si-
vuja a, b, ¢ ja kulmia A, B, C. Olkoon II(a), II(b) ja II(c) yhdensuuntaisuus-
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kulmia, jotka vastaavat sivuja a, b ja c. Talloin Lobatsevskin peruskaava on

in I1(b) sin 11
cos A cosII(b) cos I1(c) + — 81(11)1;22) (c) =1. (5.1)
Lobatsevski johtaa myos kaavan
I1
tan (;) =a”, (5.2)

joka esiintyi itse asiassa jo Taurinuksella hieman eri muodossa.

Vakio a, joka esiintyy kaavassa (5.2), on tuntematon. LobatSevskin mu-
kaan, jos valitsemme sopivan yksikon, voimme valita tuntemattoman a yh-
td suureksi kuin e, joka on luonnollisten logaritmien kantaluku. Jos taas
haluamme, ettd Lobatsevskin tulos on sopusoinnussa Gaussin epaeuklidisen
geometrian kanssa, valitsemme

1
a = ek:7
jolloin yht&l6 (5.2) voidaan muokata muotoon

II(x) N
2

8

tan

=e (5.3)
Lobatsevski péétteli kaavasta (5.1) esimerkiksi seuraavia tuloksia:

(a) kun kyseessa ovat sellaiset kolmiot, joiden sivut ovat hyvin pienié,
voimme kéyttaa tavallisia trigonometrisia kaavoja imaginaarisen trigonomet-
rian kaavoina, silla korkeamman kertaluvun infinitesimaalit jatetddn huo-
miotta.

(b) Jos sivut a,b ja ¢ korvataan sivuilla ia,ib ja ic, niin imaginaarisen
trigonometrian kaavat muuttuvat tavallisen pallotrigonometrian kaavoiksi.

(c) Jos otamme kidyttoon kaksi- ja kolmiulotteisen koordinaatiston, jo-
ka on samanlainen kuin tavallinen karteesinen koordinaatisto, niin voimme
loytaa kayrien pituudet, pinta-alat ja kappaleiden tilavuudet analyyttisen
geometrian menetelmin.

Miten Lobatsevski paatyi tutkimaan yhdensuuntaisten suorien teoriaa ja
loytamaan imaginaarisen geometrian? On jo mainittu, ettd Kazanin yliopis-
tossa opiskelleen Lobatsevskin opettaja Bartels oli Gaussin ystava. Jos nyt
lisdtdan se, ettd Gauss ja Bartels olivat kaksi vuotta yhdesséd Braunschweigis-
sa ennen kuin Bartels lahti Kazanin yliopistoon ja tdman jalkeen piti kirjeen-
vaihtoa Gaussin kanssa syntyy hypoteesi, ettd Gaussin tyot olisivat voineet
vaikuttaa Lobatsevskin tyohon.

Tieddmme my0s, etta Gauss oli jo ennen vuotta 1807 yrittanyt ratkaista
yhdensuuntaisten suorien ongelmaa ja ettd hédnen ponnistelunsa eivat sithen
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mennessé olleet tuottaneet muuta hedelmaé kuin toivon voittaa ne esteet, joi-
hin hanen tutkimuksensa olivat hanet johtaneet. Nain ollen kaikki se, mitéa
Bartels olisi voinut oppia Gaussilta ennen vuotta 1807, ei olisi voinut vaikut-
taa Lobatsevskin tyohon. Mita tulee Gaussin myohempiin ndkemyksiin vai-
kuttaa melko varmalta, ettd Bartelsilla ei ollut niistd mitdan tietoa. Voimme
siis olla varmoja, ettd Gauss ei vaikuttanut Lobatsevskin luomaan geomet-
riaan. Muitakin mahdollisia vaikuttajia voitaisiin mainita; Legendren lisak-
si esimerkiksi Saccherin ja Lambertin teokset, jotka vendldinen geometrikko
saattoi tuntea, joko suoraan tai Kliigelin ja Montuclan kautta. Emme kui-
tenkaan voi luoda lopullista mielipidetta tasta kysymyksesta. Joka tapauk-
sessa joko edeltédjiensa demonstraatioiden epaonnistuminen tai hanen omien
aikaisempien tutkimustensa hyodyttomyys saivat Lobatsevskin Gaussin ta-
voin uskomaan, ettd vaikeudet, jotka oli voitettava, johtuivat muista syistéa
kuin niisté, joihin ne siihen asti oli liitetty. Lobatsevski ilmaisee omia ajatuk-
siaan selvasti vuonna 1825 julkaistussa uudessa teoksessaan New Principles
of Geometry, missi han sanoo:

"Eukleideen ajoista lahtien 2000 vuoden ajan tehtyjen yritysten hedel-
méattomyys heratti minussa epailyn siita, ettd totuus, joka haluttiin todis-
taa, ei sisaltynyt itse tietoihin vaan, ettd sen vahvistamiseksi tarvittaisiin ko-
keellisia menetelmia esimerkiksi tédhtitieteellisia havaintoja, kuten muidenkin
luonnonlakien kohdalla. Kun olin vihdoin vakuuttanut itseni olettamukseni
oikeellisuudesta ja uskoin ratkaisseeni tamén vaikean kysymyksen taydelli-
sesti, kirjoitin vuonna 1826 tutkielman tésta aiheesta.” [1, s. 92]

Jaljelld on enda kuvailla LobatSevskin pangeometrian suhdetta Euklei-
deen postulaattia koskevaan kiisteltyyn kysymykseen. Kuten olemme néh-
neet, taman keskustelun tarkoituksena oli muodostaa paralleeliteoria Euklei-
deen 28 ensimmaéisen lauseen avulla.

Tamén ongelman osalta Lobatsevski maéaritteli yhdensuuntaisuuden ja
méarittelee sille symmetrisyyden ja transitiivisuuden erityispiirteet. Télloin
yhtasuuren etiisyyden ominaisuus nayttaytyy Lobatsevskille sen todellisessa
valossa. Se on kaukana siité, etté se olisi erottamattomasti sidoksissa Euklei-
deen 28 ensimmaiseen lauseeseen, mutta se sisaltda taysin uuden elementin.

Tamén vaittaman todenmukaisuus seuraa suoraan pangeometrian ole-
massaolosta, missa yhdensuuntaiset suorat eivit ole yhta kaukana toisistaan
vaan ovat asymptoottisia. Bonola toteaa kirjassaan [1], ettd voimme olla var-
moja siitéd, ettd pangeometria on tiede, jossa tulokset seuraavat suoraan toi-
sistaan eli ovat ristiriidattomia keskenaan. Todistaaksemme tamén taytyy
vain harkita sen analyyttistd muotoa missa se voidaan ilmaista.

Lobatsevski esittad tdmén ndkokohdan teoksensa loppupuolella seuraa-
vasti:

"Nyt kun olemme edelld nédyttineet tavan, jolla voimme laskea kéyrien
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pituuksia sekd kappaleiden pinta-aloja ja tilavuuksia, voimme vaittéa, etta
pangeometria on taydellinen geometrian jarjestelma. Yksikin vilkaisu yhté-
l16ihin, jotka ilmaisevat tasokolmioiden sivujen ja kulmien vilisia suhteita,
riittda osoittamaan, etté niistd ldhtien pangeometriasta tulee analyysin haa-
ra, joka sisaltda ja laajentaa tavallisen geometrian analyyttisia menetelmia.
Voimme sitten yrittda korvata ndmé yhtalot muilla yhtéloilla, jotka ilmai-
sevat jokaisen tasokolmion sivujen ja kulmien véliset suhteet. Kuitenkin jél-
kimmaéisessa tilanteessa olisi tarpeellista nayttaa, ettda nama uudet yhtalot
olisivat yhteensopivia geometrian peruskasitteiden kanssa. Koska vakioyhta-
16t on johdettu naisté peruskasitteista, niiden on vilttamatta oltava niiden
mukaisia ja kaikki yhtalot, jotka korvaamme niilla, jos niitd ei voida johtaa
yhtaloista, johtaisivat naiden kasitteiden kanssa ristiriitaisiin tuloksiin. Mei-
dén yhtdlomme ovat siis perusta kaikista yleisimpéadn geometriaan, silla ne
eivit riipu siita oletuksesta, ettd tasokolmion kulmien summa on yhté suurta
kuin kaksi suoraa kulmaa.” [1, s. 93-94]

Jotta saisimme syvallisempaéd tietoa vakion k olemuksesta Lobatsevskin
yhtalossa, meidan on sovellettava uutta trigonometriaa johonkin todelliseen
tilanteeseen. Lobatsevski kédytti tata varten kolmiota AABC), jossa sivu BC,
jota voidaan merkitd kirjaimella a, on maapallon kiertoradan sidde ja A on
kiintea tahti, jonka sijainti on kohtisuorassa sivuun BC' néhden.

Kuva 5.11: Vakiota £ havainnollistaman esimerkin kuva.
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Merkitaan tahden maksimiparallaksia 2p. Téalloin saadaan:
s
[I(a) > BAC = 5~ 2p

ja tamén takia

1
tan §H(a) > tan (W —p

) 1 —tan(p)

4 1 +tan(p)’
Mutta
tanTl(a) = ek,
joten
« 1+ tan
ek
1 —tan

Oletuksella p < 7 saadaan

a ) 14 tanp

< 2(t + Yt p+ L’ p+ )
- og — = an — tan — tan
k gl—tanp b 3 b ) b

My6s tan 2p = liizﬁg’p = 2(tanp+tan® p+tan® p+...), jolloin saadaan, etté
a
— < tan 2p.
k p

Otetaan nyt Sirius-tdhden parallaksiksi noin 0,00034°, jolloin saadaan, etta
% < 0,000006012.

Tamén tuloksen perusteella vakiolle k ei voida antaa arvoa, mutta tulos ker-
too, ettd vakio k& on hyvin suuri maapallon kiertoradan halkaisijaan verrat-
tuna. Voisimme suorittaa laskut uudelleen paljon pienemmalle parallaksille;
esimerkiksi 0,1 ja saisimme, etta vakio k olisi miljoona kertaa suurempi kuin
maapallon kiertoradan halkaisija.

Téten, jos euklidinen geometria ja viides postulaatti pitavit paikkansa
todellisessa avaruudessa, niin vakion k£ on oltava darettomén suuri. Toisin
sanoen on oltava tahtia, joiden parallaksit ovat darettoman pienia.

On kuitenkin selvéé, ettd emme voi koskaan sanoa onko néin vai ei, sil-
la tahtitieteelliset havainnot pitavét aina paikkansa vain tietyissa rajoissa.
Kuitenkin, koska tieddmme vakion k valtavan koon verrattuna mitattaviin
pituuksiin, meidan on Lobatsevskin tavoin myonnettava, etta viides postu-
laatti on voimassa kaikkiin kédytannon tarkoituksiin.
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Paésisimme samaan tulokseen, jos tarkastelisimme kysymystd kolmion
kulmien summan nédkokulmasta. Téhtitieteellisten havaintojen tulokset osoit-
tavat, etta sellaisen kolmion defekti, jonka sivut ldhestyvit maan etaisyytta
auringosta, ei voi olla suurempi kuin 0,0003. Tarkastellaan nyt tahtitieteelli-
sen kolmion sijasta maan pinnalle piirrettya kolmiota, jonka kulmat voidaan
suoraan mitata. Koska kolmion pinta-ala on verrannollinen sen defektiin,
mahdollinen defekti on eksperimentaalisen virheen rajoissa. Téten voimme
olettaa defektin olevan nolla kokeellisessa tyossa ja Eukleideen postulaatti
pitda paikkansa kokemuksen piirissa.

Grayn [?] mukaan venéldiset asiantuntijat kuten Ostrogradskii haukkui-
vat Lobatsevskin tyotéd, jota he eivit yksinkertaisesti ymmérténeet. Hanen
saksankielinen kirjansa sai vain yhden arvostelun, joka oli pilantekoa Lo-
batsevskia kohtaan. Yksi harvoista henkildista, joka kunnioitti LobatsSevs-
kin tyota sen julkaisun yhteydessé, oli Petr Ivanovich Kotelnikov, joka toi-
mi matematiikan professorina Kazanin yliopistossa. Kotelnikov piti julkisen
luennon Kazanin yliopistolla 1842 yleisesta inhosta matematiikkaa kohtaan.
Luennolla héan ylisti Lobatsevskia kertomalla hénen rakentaneen kokonaisen
tieteen, geometrian, jossa oletetaan, ettd kolmion kulmasumma on vihem-
mén kuin kaksi suoraa kulmaa.

Lobatsevski oli ldhettdnyt myos Gausille kopion tyostdan Geometrische
Untersuchungen. Héan ei tiennyt Gaussin mielenkiinnosta asiaa kohtaan, silla
Bartels ei ollut kertonut asiasta LobatsSevskille ja Gauss ei aikonut julkais-
ta mitaan asiaan liittyen. Gaussin mielenkiinto oli kuitenkin syvallinen seké
elinikdinen. Gauss alkoi valittomasti ylistda Lobatsevskin tyoté ja koska han
oli opiskellut venajan kielta jo vuoden 1839 kevéasta lahtien, alkoi han etsié
Lobatsevskin muita t6ita. Gauss sai Lobatsevskista Gottingenin tiededeaka-
temian jasenen vuonna 1842.

Vuonna 1841 Gauss kirjoitti J. F. Enckelle seuraavasti: "Olen edistynyt
kohtuullisesti venajéan kielen opinnoissani ja tamé tuottaa minulle paljon iloa.
Knorre ldhetti minulle lyhyen Lobatsevskin tutkielman, joka on kirjoitettu
venajaksi ja tama tutkielma seké lyhyt saksankielinen kirja yhdensuuntaisista
suorista heratti minussa innon oppia lisaa tasta taitavasta matemaatikosta.”
[2, s. 133]

Vuonna 1846 Gauss kirjoitti Schumacherille seuraavasti: "Olen viime ai-
koina lukenut uudelleen LobatSevskin pienen teoksen. Tamé tyo sisaltaé
euklidisen geometrian kanssa yhtenevin geometrian perustan, jos euklidinen
geometria ei olisi totta. Muuan Schweikart kutsui téita astraaligeometriaksi.
Lobatsevski kutsuu sitd imaginaarigeometriaksi. Tiedéat, etta olen 54 vuoden
ajan jakanut samoja nédkemyksid ja kehittdnyt niitd jonkin verran, mihin
en halua tassd yhteydessda puuttua; niin ollen en ole 16ytéinyt Lobatsevskin
teoksesta mitdan varsinaisesti uutta itselleni. Mutta kehittdessadn aihetta
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hén seurasi eri tietd kuin mina: Lobatsevski toteutti tehtavan mestarillisesti
ja todella geometrisessa hengessé. Katson velvollisuudekseni kiinnittdaa huo-
mionne tdhan teokseen, joka varmasti tuottaa teille todella poikkeuksellista
iloa.” [2, s. 133]

Tahén mennessa aiemmin energisen vendaldisen elaméssa oli alkamassa
taantuma. Hirvittava tulipalo vuonna 1841 poltti puolet Kazanin yliopis-
tosta sekd tuhosi observatorion. Onneksi opiskelijat, Lobatsevskin johdolla
pelastivat laitteet ja pystyivat suojelemaan kirjastoa. 30 vuoden kuluttua
hdnen rehtorikautensa padttyi ja koska yliopiston professorit halusivat sai-
lyttaa demokratian, he valitsivat mieluummin uuden rehtorin. Tama mak-
soi Lobatsevskille tulot seka asuinpaikan yliopiston alueella. Epdonnistunut
avioliitto ajautui taloudelliseen kriisiin, kun hdnen vaimonsa huomattavat
myotédjaiset yritettiin jarjestdd uudelleen ja rahat joutuivat haikéilemétto-
mén roiston késiin. Hanen tasainen luonteensa laantui viasymykseksi, hanen
henkiset kykynsé heikkenivat, ja erdanlainen seniiliys naytti alkaneen. Han
kuoli vuonna 1856.

5.3 Janos Bolyai

Bonola [!] kertoo Janos Bolyain (1802-1860) olleen unkarilainen upseeri
Itavallan armeijassa. Héantd voidaan pitda Lobatsevskin kanssa epaeuklidi-
sen geometrian 10ytdjand. Hénen isédnsa Farkas Bolyai (1775-1856), joka oli
Gaussin opiskelijaystéava, tutki myos viidennetta postulaattia. Tutkimukset
eivat kuitenkaan kantaneet hedelmad ja hén varoittikin Janosta, ettei halua
poikansa léhtevan tutkimaan samaa asiaa kuin hén, silla Farkas oli omien
sanojensa mukaan menettanyt kaiken valon ja ilon eldméstaén.

Janos oli nayttényt jo nuoruudestaan ldhtien ilmiomaéistd kykya mate-
matiikan parissa, jolloin Farkas ohjasi hantd. Farkasin ohjaus veti nopeasti
Janoksen mielenkiinnon viidenteen postulaattiin. Isénsé kielloista huolimatta
Janos lahti etsimaén postulaatin todistusta kuten jo edella mainittiin. Talla
tavoin yhdensuuntaisten suorien teoria muodostui hénen lempiajanvietteeksi
opiskeluaikana Wienissa vuosina 1817-1822. Tahén aikaan Carl Szasz oli Ja-
noksen laheinen ystéava ja heidan keskustelunsa kylvi joitakin ideoita, jotka
johtivat Bolyain luomaan avaruuden absoluuttisen tieteen, joka tunnetaan
nykypéivina nimelld neutraali geometria.

Vaikuttaa silta, ettd Szaszille on ominaista ajatus siitd, etta pisteen B
kautta kulkeva yhdensuuntainen suora suoran AM kanssa on pisteen B ym-
parilld tiettyyn suuntaan kéantyvin sekantin BC' rajakohta; toisin sanoen
ajatus siita, ettd sekanttia BC pidetdan suoran AM kanssa yhdensuuntaise-
na silloin, kun BC' Szészin kielelld ilmaistuna "irtautuu suorasta AM” kuten
kuvassa 5.12.
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Kuva 5.12: Szaszin mukainen yhdensuuntaisuus.

Talle yhdensuuntaisuudelle Bolyai antoi nimeksi asymptoottinen yhden-
suuntaisuus tai asymptootti. Kahden ystavyksen keskusteluista johtui myos
kasitys suorien yhtélaisestéd etédisyydesta ja toisesta tarkedstéd ideasta para-
syklista. Edelleen he huomasivat, etta viidennen postulaatin todistus saavu-
tettaisiin, jos pystyttiisiin todistamaan, ettd parasykli olisi suora.

Janos joutui jatkamaan pohdintojaan yksin vuoden 1821 jélkeen kun
Szasz lahti opettamaan lakia Nagy-Enyedin yliopistoon Unkariin. Vuoteen
1820 saakka Bolyai oli taynna intoa saavuttaa paralleeliaksiooman todistus
seuraten samoja polkuja kuten Saccheri ja Lambert. Kirjeenvaihto hanen
isénsd Farkasin kanssa nayttad, etta Janos luuli saavuttaneensa maalin.

Tekemienséa virheiden tunnustaminen oli syyna siihen, ettd Janos otti rat-
kaisevan askeleen kohti tulevia keksintojaan, silla han ymmérsi, "ettei luon-
nolle saa tehda vékivaltaa eiké sitd saa mallintaa minkaan sokeasti muodos-
tetun illuusion mukaisesti; vaan luontoa on sen sijaan suojeltava jarkevésti
ja luonnollisesti kuten totuutta, ja tyytya vain sellaiseen véitteeseen, joka on
mahdollisimman véhan virheellinen.” [1, s. 97-98|

Janos Bolyai ryhtyi siis rakentamaan absoluuttista teoriaa avaruudesta
kreikkalaisten klassisia menetelmid noudattaen eli pitaytymaélla deduktiivi-
sessa menetelméssa, mutta padttamatta etukateen viidennen postulaatin oi-
keellisuudesta tai virheellisyydesta.

Jo vuonna 1823 Bolyai oli saanut otteen ongelmansa todellisesta luon-
teesta. Hanen myohemmat lisdyksensa koskivat vain materiaalia ja sen muo-
dollista ilmaisua. Tuolloin han oli keksinyt kaavan

II(a)

_a
e k =tan 5

(5.4)
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joka on itse asiassa yhteydessd LobatSevskin keksiméén kaavaan (5.3). Kaa-
vassaan Janos yhdistda yhdensuuntaisuuskulman siihen suoraan, jota se vas-
taa. Janoksen mukaan tdma yhtalo on avain kaikkeen epaeuklidiseen geomet-
riaan. Havainnollistaaksemme Janoksen 16ytoja tédna aikakautena lainaamme
seuraavaa otetta kirjeesta, jonka han kirjoitti Timisoarasta isdlleen marras-
kuussa vuonna 1823. "Olen nyt paéttanyt julkaista tyon liittyen yhdensuun-
taisten suorien teoriaan, kunhan olen saanut kaiken materiaalini jarjestyk-
seen ja tilanteeni sen sallii. En ole saanut tata tyota viela valmiiksi mutta tie
jota olen seurannut on tehnyt siitd lahes varmaa, ettd saavutan maalin, jos
se on saavutettavissa. Olen tehnyt uskomattomia 16yt6ja ja olen melkein ha-
keltynyt niista ja se olisi jatkuvan katumuksen aihe, jos ne katoaisivat. Kun
néet ne, sindkin tunnistat ne. Silla aikaa voin vain sanoa: olen luonut uuden
universumin tyhjasta. Kaikki se mita olen tahan mennessa ldhettanyt sinulle
on vain korttitalo verrattuna torniin. Olen taysin vakuuttunut siita, etta se
tuo minulle kunniaa, kuin olisin jo tehnyt 16ydén.” [1, s. 98]

Samoihin aikoihin Janoksen isé Farkas oli kirjoittamassa teosta Tentamen
Jjuventutem studiosam in elementa matheseos, joka kokosi hanen matemaat-
tisia periaatteitaan yhteen. Farkas vastasikin Janoksen kirjeeseen haluavan-
sa lisdtd poikansa teorian vélittomaésti teokseensa silla, ”jos olet onnistunut
loytaméan vastauksen kysymykseen on vain oikein ettei sen julkaisemiseen
kaytetda enempad aikaa kahdesta syysta. Ensinnakin siksi, etta ajatukset siir-
tyvat helposti yhdelta toiselle, joka voi ennakoida sen julkaisemista; ja toi-
seksi tassa on jonkinlainen totuus, ettd monilla asioilla on aikakausi, jolloin
ne esiintyvat samaan aikaan useissa paikoissa, aivan kuten orvokit ilmes-
tyvit kevéalla joka puolelle. Myos jokainen tieteellinen kamppailu on vain
vakava sota, josta en voi sanoa, milloin rauha saapuu. Niinpa meidan on val-
loitettava silloin, kun kykenemme siihen, silla etu on aina silla, joka tulee
ensimmaisend.” [1, s. 99

Farkas Bolyai tuskin ajatteli, ettd hidnen aavistuksensa vastaisi totuutta
silld Gauss, Taurinus ja Lobatsevski l6ysivéit epdeuklidisen geometrian myos
omien toidensd myota.

Vuonna 1825 Janos lahetti tyonsé tiivistelméan isalleen seka J. Walter von
Eckwehrille, joka toimi hénen opettajanaan sotakoulussa. Vuonna 1829 Janos
lahetti myo6s kasikirjoituksensa isdlleen. Farkas ei ollut taysin tyytyvainen
Janoksen tyohon silld hdn ei nahnyt miksi kaavaan (5.4) tulisi epAméériinen
tuntematon vakio. Farkas ja Janos olivat kuitenkin yhtd mieltad siitéd, etté
uusi teoria avaruudesta julkaistiin Tentamenin ensimméisen kirjan liitteena.

Vuonna 1831 liite ldhetettiin ensimmaista kertaa Gaussille, mutta se ei
koskaan saapunut perille. Vuonna 1832 se lahetettiin toista kertaa ja Gauss
vastasikin seitseman viikon paasta Farkasille seuraavasti: ”Jos aloitan sano-
malla, ettd en pysty ylistaméadn poikasi tyota olisit yllattynyt. Mutta en voi
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sanoa muuta. Jos ylistdisin tata tyota ylistaisin itseani. Tyon sisalto, tie,
jota poikasi kulki ja tulokset, joita han sai totisesti kohtaavat minun poh-
dintojeni kanssa, jotka ovat olleet osittain mielessani jo 30-35 vuotta. Niinpé
jain melko tyrmistyneeksi. Omaa tyoténi ajatellen mita en ole kirjoittanut
paljoa paperille ajatuksenani oli, etta sitéd ei julkaistaisi minun elinaikanani.
Suurimmalla osalla ihmisisté ei todellakaan ole selkeité kasityksid niisté ky-
symyksista joista puhumme ja olen havainnut hyvin harvoja ihmisia, jotka
voisivat suhtautua erityiselld mielenkiinnolla siihen mitéa olen kertonut heille
téasta aiheesta. Tallaisen kiinnostuksen osoittaminen edellyttéa ensinnakin si-
ta, ettd on pohtinut tarkkaan sen todellista luonnetta mita halutaan ja tassa
asiassa lahes kaikki ovat hyvin epavarmoja. Toisaalta oli minun ideani kir-
joittaa tdmé kaikki ylos myohemmin, jotta se ei katoaisi kanssani. Siksi on
miellyttava yllatys minulle, etta sdastyn talta vaivalta ja olen hyvin iloinen,
ettd juuri vanhan ystavini poika menee minun edelleni ndin huomattavalla
tavalla.” [1, s. 100]

Farkas lahetti kirjeen edelleen pojalleen ja lisasi: ”Gaussin vastaus, joka
koskee tyotési on erittéiin tyydyttava ja vaikuttaa maamme ja kansakuntam-
me kunniaan.” [1, s. 100-101]

Gaussin kirjeen vaikutus Janokseen oli kuitenkin erilainen. Han oli ky-
kenematon seka haluton vakuuttamaan itselleen, ettd muut riippumatta hé-
nesté olivat 16ytaneet epaeuklidisen geometrian. Edelleen Janos epaili, etta
Farkas olisi pitdnyt Gaussin kanssa yhteyttd hinen 10ydoistdan ennen kuin
liite lahetettiin ja ettd Gauss haluaisi kaiken kunnian 10ydostéd. Myohemmin
Janoksen kuitenkin piti vakuuttaa itselleen, ettd nain ei ollut ja Janos suh-
tautui "geometrien ruhtinaaseen” aina perusteettomalla vastenmielisyydella.

Janos Bolyain tychon sisdltyneitéd tarkeimpié tuloksia ovat:

o Eukleideen postulaatista riippumaton yhdensuuntaisten suorien maé-
ritelma ja niiden ominaisuudet.

o Adrettoman siteen omaava ympyré ja pallo eli horopallo. Adrettémén
sdteen omaavan pallon geometria on identtinen tavallisen tasogeomet-
rian kanssa.

« Pallotrigonometria on riippumaton Eukleideen postulaatista ja naiden
kaavojen suora todistaminen.

« Tasogeometria epaeuklidisessa geometriassa. Pinta-alojen ja tilavuuk-
sien laskemisen sovelluksia.

o Ongelmia, jotka pystytddn ratkaisemaan alkeellisin keinoin. Ympyrin
nelidinti olettaen, etta viides postulaatti ei ole voimassa.
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Lobatsevski on kehittanyt imaginaarigeometriaa perusteellisemmin erityi-
sesti sen analyyttisen puolen osalta, kun taas Bolyai on paneutunut perus-
teellisemmin kysymykseen geometrian lauseiden riippuvuudesta tai riippu-
mattomuudesta Eukleideen postulaatista. Kun Lobatsevski pyrki padasiassa
rakentamaan geometrian jarjestelman mainitun postulaatin negaation va-
raan, Janos Bolyai toi esiin tavallisen geometrian lauseita ja konstruktioita,
jotka ovat siitd riippumattomia. Tallaiset vaitteet, joita han kutsuu abso-
luuttisen totuudenmukaisiksi, kuuluvat absoluuttiseen avaruuden tieteeseen
eli neutraaliin geometriaan. Voisimme loytda tdman tieteen véittamia ver-
taamalla euklidista geometriaa Lobatsevskin geometriaan. Se, mitd yhteis-
té niilld on; esimerkiksi pallotrigonometrian kaavat kuuluvat absoluuttiseen
geometriaan. Janos Bolyai ei kuitenkaan seuraa tata tietd. Hén osoittaa suo-
raan eli euklidisesta postulaatista riippumatta, ettd hianen viittamansa ovat
varmasti totta.

Mainitaan esimerkin vuoksi yksi Bolyain absoluuttisista lauseista, joka on
merkittava yksinkertaisuutensa ja siisteytensa vuoksi, ja hahmotellaan myos
todistuksen ideaa.

Lause 5.14. Kolmion kulmien sinit ovat toisiinsa ndahden yhtd suuret kuin
nitden ympyroiden kehdt, joiden sdteet ovat yhtd suuret kuin vastakkaiset
stvut.

Kuva 5.13: Lauseen 5.14 todistuksen hahmotelmaa havainnollistava kuvio.

Todistuksen hahmotelma. Olkoon ANABC' kolmio, jossa kulma C' on suora-
kulma ja BB’ on kulman B kautta kolmion tasoon nahden kohtisuora suora.
Piirretdan kulmien A ja C kautta yhdensuuntaiset suorat suoran BB’ kanssa.
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Piirretddn horopallo kulman A kautta siten, ettd se leikkaa suorat AA’,
BB’ ja CC' pisteissa A, M ja N.

Janos merkitsi horopallolla olevan suorakulmaisen kolmion AAM N sivu-
ja a’, b ja ¢, jolloin edelld olevista Bolyain térkeiden tulosten listasta toisen
perusteella

b/
sin AMN = >
Mutta kahden horopallon muodostavien horosyklien kaaret ovat verrannolli-
sia niiden ympyroiden kehiin, joiden sidteet ovat namé kaaret.

Janos kaytti merkintda piiri ' sen ympyran piirille, jonka sdde on x’.

Talloin han pystyi kirjoittamaan, etta

piiri b’

sin AMN = (5.5)

piiri ¢
Janoksen mukaan horopallolle piirrettya ympyraé, jonka horosyklin sdde on
pituus 2/, voidaan pitdé sellaisen tavallisen ympyrdan kehdné, jonka side on
puolet horosyklin kaaren 22’ janteesta.
Seuraavaksi Janos merkitsi ox sellaisen ympyran kehaé, jonka sade on x,
ja havaitsi, ettd kulmat ABC ja AM N ovat yhtd suuret. Talloin kaava (5.5)
on yhtépitéavad seuraavan yhtélon kanssa
ob
sin ABC' = —. (5.6)
oc
Kaava (5.6) pétee siis suorakulmaiselle kolmiolle AABC ja véite seuraa téasta,
aivan kuten euklidisessa tapauksessa yhtalosta
) b
sin ABC = -
c
voidaan paatella, ettd kolmion kulmien sinit ovat verrannollisia vastakkaisiin
sivuihin eli sinilause patee. [

Bolyai esittdd myo6s seuraavan konstruktion yhdensuuntaiselle suoralle
pisteen D kautta, joka kuuluu myo6s neutraaliin geometriaan.

Piirretdén suoralle AN kohtisuorat janat DB ja AE kuten kuvassa 5.14.
Piirretdan myos janan AFE kohtisuora jana DE. Nelikulmion (JABDFE kolme
kulmaa BAE, ABD ja AE D ovat suoria kulmia ja kulma £ DB on joko suora
tai terava kulma riippuen siité, onko sivu £'D suurempaa vai yhta suurta kuin
sivu AB.

Piirretddn ympyra, jonka keskipiste on A ja sidde on sivu ED. Télléin
ympyra leikkaa sivun DB pisteessa O, joka on joko pisteessd B tai pisteiden
B ja D valissa.
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Kuva 5.14: Konstruktion kuva.

Kulmaa, jonka jana AO muodostaa sivun BD kanssa, kutsutaan yhden-
suuntaisuuskulmaksi, joka vastaa janaa BD.

Talloin suoran AN kanssa yhdensuuntainen suora pisteen D kautta pys-
tytdan konstruoimaan piirtamalla suora DM siten, ettd kulma BDM on
yhté suuri kuin kulma AOB.

Yksi Bolyain mielenkiintoisimmista epéeuklidisen geometrian konstruk-
tioista on ympyran neliéinti. Emme kuitenkaan keskity ympyran neliéinnin
konstruktioon tassé tutkielmassa.

Vuoden 1831 jalkeen Bolyai jatkoi uurtamista geometriansa ja erityisesti
seuraavien ongelmien parissa:

1. Pallogeometrian ja epéeuklidisen geometrian yhteys.

2. Voidaanko todistaa tdsméllisesti, ettd Eukleideen aksiooma ei ole seu-
rausta siitd, mika sita edeltda?

3. Tetraedrin tilavuus epaeuklidisessa geometriassa.

Ensimméisen ongelman osalta Bolyai maéritteli analyyttisen suhteen, jo-
ka yhdistaa nama kaksi trigonometriaa seka tunnusti, etta epaeuklidisen hy-
poteesin nojalla on olemassa kolme eri kategoriaa yhtenevid pintoja joilla
epéaeuklidinen trigonometria, tavallinen trigonometria ja pallotrigonometria
ovat voimassa. Ensimmaiseen kategoriaan kuuluu tasot seka hyperpallot; toi-
seen parapallot, jotka ovat samoja kuin Lobatsevskin horopallot ja kolman-
teen kategoriaan pallot. Parapallot toimivat rajana, kun siirrymme hyper-
pallojen pinnoista pallojen pinnoille. Tamé kohta osoitetaan analyyttisesti
muuttamalla erdsté kaavassa esiintyvad parametria yhtédjaksoisesti reaalialu-
eelta puhtaasti imaginaarialueelle darettomyyden kautta.
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Viidennen aksiooman todistamisen suhteen Bolyai ei onnistunut ratkai-
semaan tai muodostamaan varmaa mielipidetta siita. Jonkin aikaa Janos us-
koi, ettd emme pysty mitenkdan perustelemaan onko viides postulaatti vai
epéaeuklidinen postulaatti totta. LobatSevskin tapaan han luotti uuden geo-
metrian analyyttiseen mahdollisuuteen. Témén jélkeen Janos palasi vanhojen
ideoiden kanssa takaisin viidennen postulaatin pariin ja yritti todistaa sita.
Yrityksessadan han hyodyntéda epaeuklidisen geometriansa kaavoja viiden sa-
massa tasossa olevan pisteen systeemiin. Néiden pisteiden valisilla etéisyyk-
silld on valttdmatta oltava jokin suhde. Laskuvirheidensa vuoksi Janos ei
loytanyt tata suhdetta ja uskoi, etta oli todistanut epaeuklidisen geometrian
hypoteesin vaaryden ja viidennen postulaatin ehdottoman oikeellisuuden.

Myo6hemmin han kuitenkin 16ysi virheensa mutta ei jatkanut tukimuksi-
aan pidemmalle, silla hdanen tapansa kuudelle tai useammalle pisteelle olisi
sisaltanyt lilan hankalia laskutoimituksia.

Kolmas ongelma on luonteeltaan tdysin geometrinen. Stéckel on julkaissut
Bolyain ratkaisuja tdahan liittyen. My6s Lobatsevski yritti ratkaista samaa
ongelmaa vuodesta 1829 ldhtien ja Gauss ehdotti tata kirjeessdén, jonka hin
lahetti Janoksen isdlle Farkasille.

Janos kuuli Lobatsevskin Geometrische Untersuchungen -teoksesta vuon-
na 1848 ja teki siita kriittisen tutkimuksen kohteen. Han ryhtyi myos laati-
maan tarkeaa teosta matematiikan periaatteiden uudistamisesta siina toivos-
sa, etta voisi voittaa Lobatsevskin. Hén oli suunnitelut téta tyota jo Tentame-
nin liitteen julkaisun aikana, mutta ei koskaan onnistunut saamaan tyotadn
paatokseen.
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6 Loytymisen jalkeen

Greenbergin [3] mukaan matemaattinen maailma alkoi suhtautua epéeukli-
disen geometrian ajatuksiin vakavasti vasta Gaussin kuoleman jalkeen 1855,
jolloin hanen kirjeenvaihtonsa julkaistiin. Kuitenkin vield vuonna 1888 Lewis
Carrol pilkkasi epdeuklidista geometriaa. Jotkut tuon ajan parhaista mate-
maatikoista kuten Eugenio Beltrami (1835-1900), Felix Klein (1849-1925),
Henri Poincaré (1854-1912) ja Bernhard Riemann (1826-1866) jatkoivat ai-
heen parissa ja laajensivat, selvensivat seka yhdistivat sitd muihin matema-
titkan osa-alueisiin, erityisesti kompleksifunktioiden teoriaan. Vuonna 1868
italialainen matemaatikko Beltrami ratkaisi lopullisesti kysymykset parallee-
liaksiooman todistamisesta: hén todisti, etta todistusta ei ole olemassa. Han
teki taman esittelemélla euklidisen mallin epédeuklidisesta geometriasta.

Gaussin oppilaalla Bernhard Riemannilla oli kaikista syvéllisin kasitys
geometriaan, ei vain sen logiikkaan. Vuonna 1854 hén jatkoi Gaussin aloitta-
maa tyota kolmiulotteisen avaruuden pintojen sisdiseen geometriaan liittyen.
Riemann keksi késitteen abstraktista geometrisesta pinnasta, jonka ei tar-
vitse olla upotettavissa euklidiseen kolmanteen ulottuvuuteen, mutta jonka
"suorat” voidaan tulkita geodeeseiksi eli lyhimmaén etaisyyden antaviksi kay-
riksi ja jonka pinnan kaarevuus voidaan maéaritella tarkasti. Elliptinen ja
tietysti pallogeometria ovat olemassa sellaisilla pinnoilla, joiden kaarevuus
on jatkuvasti positiivinen, kun taas Bolyain ja LobatSevskin hyperbolinen
geometria on olemassa sellaisilla pinnoilla, joiden kaarevuus on jatkuvasti
negatiivinen. Téllaisen negatiivisen kaarevuuden omaava pinta voi olla esi-
merkiksi satulapinta.

Erityisen suhteellisuusteorian ja hyperbolisen geometrian valilla on suo-
ra yhteys ja tdmén yhteyden loysi fyysikko Arnold Sommerfeld (1868-1951)
vuonna 1909. Kroatialainen geometrikko Vladimir Varicak (1865-1942) va-
laisi taté yhteytta vuonna 1912. Hyperbolisen tasogeometrian malli on imagi-
naarisen sateen omaava pallo, jonka antipodiset pisteet on samastettu erityis-
suhteellisuusteorian kolmiulotteisessa avaruusajassa, miké vahvistaa Lam-
bertin ajatuksen. Sen lisdksi Taurinuksen tapa muuttaa sdde r arvoksi ir
siirtydkseen pallotrigonometriasta hyperboliseen trigonometriaan sai selven-
nyksen vuosina 1926-1927 Elie Cartanin (1869-1951) toimesta, joka kehitti
Riemmanin symmetristen avaruuksien teoriaa.

Bonola [1] kertoo kirjassaan, ettéd LobatSevskin ja Bolyain tyot eivit saa-
neet julkaisunsa yhteydessé sellaista vastaanottoa, jota monen vuosisadan
hidas ja jatkuva valmistelu néytti lupaavan. Tamén ei kuitenkaan pitaisi
yllattaa meitéd. Tieteellisten keksintojen historia opettaa, etta jokainen radi-
kaali muutos sen eri osa-alueilla ei yhtakkid muuta niitd késityksid ja olet-
tamuksia, joihin tutkijat ja opettajat ovat huomattavan pitkadn perustaneet
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oman tietamyksensa.

Tassa tapauksessa epaeuklidisen geometrian hyvaksynté viivéistyi hyvista
syistéd; esimerkiksi Lobatsevskin toité oli vaikea lukea, silld ne olivat venéjak-
si, Lobatsevski ja Bolyai olivat vield uusia ja tuntemattomia nimia tieteelli-
selle maailmalle sekd Kantin késitys avaruudesta oli valloillaan.

Lobatsevskin ranskan- ja saksankieliset tekstit auttoivat nostamaan naita
toité esille. Erdiden geometrikoiden jatkuva ja visyméaton tyo auttoi epéaeukli-
disen geometrian levidmiseen. Néistd geometrikoista voi erityisesti mainita
saksalaiset C. L. Gerling (1788-1864), R. Baltzer (1818-1887) ja Fr. Sch-
midt (1827-1901) seké ranskalaiset ja italialaiset J. Hoiiel (1823-1886), G.
Battaglini (1826-1894), E. Beltrami (1835-1900) ja A. Forti (1861-1931).

Vuodesta 1816 ldhtien Gerling piti kirjeenvaihtoa yhdensuuntaisista suo-
rista Gaussin kanssa ja lahettikin vuonna 1819 Schweikartin muistion astraa-
ligeometriasta. Lisdksi hdn oli kuullut Gaussilta erddn nuoren itévaltalai-
sen upseerin, Farkas Bolyain pojan, kirjoittamasta epaeuklidista geometri-
aa kasittelevista teoksesta kleine Schrift. Gaussilta myohemmin saamansa
Lobatsevskin ja Bolyain teoksia koskevat bibliografiset muistiinpanot saivat
Gerlingin hankkimaan itselleen teokset Geometrischen Untersuchungen ja
Janoksen liitteen, joka oli Farkasin teoksessa Tentamen. Gerlin pelasti namé
teokset unohduksesta, johon ne néyttivat vajonneen.

Gaussin ja Schumacherin vélinen kirjeenvaihto, joka julkaistiin vuosien
1860 ja 1863 valilla, lukuisat viittaukset Lobatsevskin ja Bolyain teoksiin se-
ka Legendren yritykset sisallyttaéd alkeisoppikirjoihin yhdensuuntaisten suo-
rien teorian tasmallinen kasittely saivat Baltzerin korvaamaan euklidisen yh-
densuuntaisten suorien méaaritelmén uudesta avaruuskasityksestéd johdetulla
madritelméalla Flementse der Mathmetik -teoksensa toisessa painoksessa. Han
esimerkiksi kirjoitti kokeellisten tulosten joukkoon yhtélon A4+ B+C' = 180°,
joka kuvaa euklidista kolmiota. Oikeuttaakseen téaté keksintoa Baltzer lisa-
si lyhyen viittauksen normaalia geometriaa mahdollisesti yleisemmésta geo-
metriasta, joka perustuu yhdensuuntaisiin suoriin. Han antoi myos asianmu-
kaisen aseman tdman loytdjien nimille. Samalla han kiinnitti Hotielin huo-
mion epdeuklidiseen geometriaan ja pyysi hanta kadntdmadn teokset Geo-
metrischen Untersuchungen ja Janoksen liitteen ranskaksi.

Lobatsevskin kirjoittaman lyhyen kirjan ranskankielinen kdannos ilmes-
tyi vuonna 1866 ja siihen liitettiin joitakin otteita Gaussin ja Schumacherin
vélisesta kirjeenvaihdosta. Se, ettd LobatsSevskin, Bolyain ja Gaussin néke-
myksid tuotiin yhteen oli todella onnekasta, koska Gaussin nimi ja hénen
hyvaksyntansa kahden tuolloin viela tuntemattoman geometrikon 16ydoksil-
le auttoivat tuomaan luottoa ja huomiota uusille opeille tehokkaimmalla ja
varmimmalla mahdollisella tavalla.

Ranskankielinen kdannos Tentamen -teoksen liitteena olevasta Janoksen
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tyostéd ilmestyi vuonna 1867. Sita edelsi teos Notice sur la vie et les travaux
des deuxr mathématiciens hongrois W. et J. Bolyai de Bolya, jonka kirjoitti
arkkitehti Fr. Schmidt Hotielin pyynnosta. Sitd taydennettiin joillakin Far-
kas Bolyain huomautuksilla, jotka oli otettu teoksen Tentamen 1. niteesté
seka Farkasin tekemésta lyhyestéd analyysistéd aritmetiikan ja geometrian pe-
riaatteista.

Samana vuonna 1867 Schmidtin 16ydokset Bolyaita koskien julkaistiin
lehdesséd Archiv d. Math. u. Phys. Tata seuraavana vuonna italialainen A.
Forti, joka oli jo kirjoittanut kriittisen ja historiallisen tutkielman Lobatsevs-
kista, teki kahden nyt juhlitun unkarilaisen geometrikon nimet tutuiksi ita-
lialaisille.

Hotielin ansioksi on mainittava myos hanen kiinnostuksensa Janos Boly-
ain késikirjoituksia kohtaan, joita séilytettiin Farkasin testamentin mukaises-
ti Maros-Vésarhelyin reformoidun yliopiston kirjastossa vuonna 1867. Prinssi
B. Boncampagnin sai Unkarin opetusministerin paroni Eotvosin kiinnostu-
maan asiasta ja Bolyain késikirjoitukset saatiin sijoitettua Unkarin tiedea-
katemiaan Budapestiin vuonna 1869. Tallé tavoin teokset olivat helpommin
saatavilla ja olivat huolellisen seké tarkan tutkimustyon kohteena ensin Sch-
midtin ja myohemmin Stackelin toimesta.

Liséksi Hotiel ei epdonnistunut pyrkimyksissdan varmistaa epaeuklidisen
geometrian menestysta kaikissa mahdollisissa tilanteissa. Jos mainitsemme
Hotielin teokset Essai critique sur les principes fondamenteaux de la géomét-
rie, artikkelit Sur l'imppossibilité de démontrer par une construction plane le
postulatum d’Euclide, Notices sur la vie et les travauz de N. J. Lobatchews-
ky sekd hanen monet kdannoksensa epédeuklidisesta geometriasta ranskaksi,
ymmérretaan, kuinka kiihkedn pioneerin tama tiede oli 16ytédnyt kuuluisasta
ranskalaisesta matemaatikosta.

Hoitielin tyot mahdollisesti yllyttivéit J. Frischaufin (1837-1924) tekeméaan
saksaksi saman, minka Hotel teki ranskaksi. Frischaufin kirja Absolute geo-
metrie nach J. Bolyai vuodelta 1872 on yksinkertaisesti vapaa kadnnos Ja-
noksen liitteesta teoksessa Tentamen, johon oli lisatty Farkas Bolyain mieli-
piteitd geometrian perusteista. Frischaufin teoksesta julkaistiin uusi ja tarkis-
tettu painos vuonna 1876. Kyseisessa teoksessa viitataan Lobatsevskin seké
muiden kirjoittajien teoksiin, jotka olivat tuohon aikaan ryhtyneet tutkimaan
taté asiaa edistyneemmistéa lahtokohdista. Téma nidos oli monen vuoden ajan
ainoa kirja, jossa uudet opit avaruudesta tuotiin yhteen ja niitd vertailtiin
kesken&an.

Giuseppe Battaglini toi uudet geometriset spekulaatiot Italiaan ja levitti
niita sieltd ulkomaille. Vuodesta 1867 eteenpéain Battaglinin perustama ita-
liankielinen matematiikkalehti Giornale di Mathematica toimi epaeuklidisen
geometrian tunnustettuna edistéjana.
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Battaglinin ensimmaéisesséa tutkielmassa Sulla geometria immaginaria di
Lobatschewsky han kasitteli periaatteita, jotka ovat Lobatsevskin yleisen yh-
densuuntaisten suorien teorian ja trigonometrian perusta. Samaan aikaan
Giornale de Mathematican kuudennessa osassa esiintyi Beltramin kuuluisa
artikkeli Saggio di interpretazione della geometria non euclidea. Tamé valotti
yllattaen kysymysté, joka koski tuolloin keskustelua geometrian perusperi-
aatteista, sekd Gaussin ja Lobatsevskin késityksisté.

Vilkaisemalla lapi lehden Giornale di Mathematica myohempia osia 16y-
ddmme usein artikkeleja epaeuklidiseen geometriaan liittyen. Kaksi Beltra-
min toimesta, useita Battaglinilta ja d’Ovidiolta (1842-1933), Hoiielin artik-
keli, joka kasitteli paralleeliaksiooman todistamisen mahdottomuutta seké
muita Cassanilta, Giintherilta, De Zoltilta, Frattinilta ja Ricordilta.

Edella mainittujen geometrikkojen aloittama ja tarmokkaasti jatkama tyo
uuden geometrian tuntemuksen levittamiseksi ulkomaille sai voimakkaan sy-
sayksen toisesta julkaisujen sarjasta, joka ilmestyi noin vuosina 1868-1872.
Naisséa kasiteltiin geometrian perusteita koskevaa ongelmaa yleisemmélla ja
vihemman alkeellisella tavalla kuin Gaussin, Lobatsevskin ja Bolyain tutki-
muksissa. Vanha kysymys yhdensuuntaisista suorista, josta Legendren tut-
kimukset neljakymmentéd vuotta aikaisemmin nayttivat vieneen kaiken mie-
lenkiinnon, herétti jdlleen kerran ja aivan uudessa valossa geometrikoiden ja
filosofien huomion ja siita tuli erittdin laajan tutkimuksen kohde. Osa néistéa
ponnisteluista kohdistui yksinkertaisesti siihen, ettd epaeuklidisen geomet-
rian perustajien teokset olisivat paremmin matemaattisen yleison saatavilla.
Toisia kannusti toivo laajentaa uusien oppien tuloksia, sisaltod ja merkitystéa
ja samalla edistda tiettyjen korkeamman matematiikan erikoisalojen edisty-
mista.
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