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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa tutustutaan Fourier-sarjoihin ja niiden suppenemiseen.
Tutkielman tarkoituksena on selvittad, mitka funktioiden ominaisuudet ta-
kaavat niiden Fourier-sarjojen suppenemisen kohti alkuperéista funktiota ja
mitké toisaalta eivat. Tarkastelun keskiossé ovat jatkuvat 2m-periodiset funk-
tiot ja Fourier-sarjojen pisteittainen suppeneminen.

Fourier-sarjat ovat aarettomid trigonometrisia sarjoja, jotka maéaaritel-
ladn 27-mittaisella vélilld méaaritellyille Lebesgue-integroituville funktioille
tai yhtapitavésti niiden 2m-periodisille laajennuksille. Tutkielmassa kasitelté-
vit funktiot ovat kompleksiarvoisia, jolloin Fourier-sarjat ja -kertoimet maé-
ritelldan kompleksisten eksponenttifunktioiden avulla.

Analyysille luontaiseen tapaan Fourier-sarjojen suppenemista tutkitaan
niiden osasummien muodostamien funktiojonojen avulla. Talloin esimerkiksi
jatkuvan 27-periodisen funktion Fourier-sarjan, joka suppenee itseisesti, osoi-
tetaan suppenevan myos tasaisesti kohti alkuperéista funktiota. Havaittaes-
sa, ettd Fourier-sarjojen osasummat voidaan esittda tarkasteltavan funktion
ja Dirichlet-ytimen konvoluutiona, avautuu uusi ndkokulma suppenemisen
tutkimiseen. Koska jatkuvien funktioiden konvoluutiot hyvien ytimien kans-
sa muodostavat tasaisesti suppenevan funktiojonon, herda toive jatkuvien
funktioiden Fourier-sarjojen suppenemisesta. Valitettavasti Dirichlet-ytimet
eiviat muodosta hyvien ytimien joukkoa, jolloin suppenemisen tutkimista tay-
tyy jatkaa. Dirichlet-ytimille ja hyville ytimille osoitettujen tulosten avulla
saadaan kuitenkin todistettua derivoituvien ja Holder-jatkuvien funktioiden
Fourier-sarjojen suppenevan pisteittdin kohti tarkasteltuja funktioita.

Ratkaisua jatkuvien funktioiden Fourier-sarjojen suppenemiseen etsitdan
lopuksi funktionaalianalyysin perusteista. Tasaisen rajoituksen periaatteen
avulla osoitetaan, ettd on olemassa jatkuva 27-periodinen funktio, jonka
Fourier-sarja hajaantuu origossa. Néin ollen funktion jatkuvuus ei ole riit-
tava ehto sen Fourier-sarjan pisteittaiselle suppenemiselle kaikkialla.
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Johdanto

Tarve jaksollista liikettda kuvaaville funktioille sai alkunsa fysiikan ilmitista.
Lammonjohtumista tutkinut Joseph Fourier esitti vuonna 1807, etta “jokai-
nen funktio” voidaan esittaéd darettoména trigonometrisend sarjana

o
?0 Z an cos(nz) + b, sin(nx)),
missa vakiot a, ja b, riippuvat tarkasteltavasta funktiosta. Fourier uskoi ta-
mén Fourier-sarjaksi kutsutun sarjan olevan yhté suuri tarkasteltavan funk-
tion kanssa jokaisessa pisteessa. Fourierin tekemé tyo sai muut pohtimaan,
mitd hén tarkoitti jokaisella funktiolla ja pitiké suppenemiseen liittyva véite
paikkansa. Fourier-sarjojen tutkimisessa herdanneet kysymykset toimivat al-
kusysayksena modernille analyysille, kuten integroituvuuden kasitteille. Ké-
sitteiden tdsmentyessé oltiin vakuuttuneita siitd, ettd jatkuvien funktioiden
Fourier-sarjat suppenevat. Kuitenkin vuonna 1876 P. du Bois-Reymond osoit-
ti, ettd on olemassa jatkuva funktio, jonka Fourier-sarja hajaantuu pisteessa.
Tama havainto osoitti Fourier-sarjojen suppenemisen tutkimisen haastavuu-
den. Lisitietoa historiasta voi lukea Bhatian teoksesta [I, Luku 0].

Tamén tutkielman aiheena on Fourier-sarjojen suppeneminen. Ennen sup-
penemisen tutkimista selvitetadn, miten Fourier-sarjat ja -kertoimet maéaritel-
laén ja millaisille funktioille ne on méaritelty. Taman jalkeen siirrytaan tutki-
maan, mitkéd funktioiden ominaisuudet takaavat niiden Fourier-sarjojen sup-
penemisen ja mitka toisaalta eivat. Positiivisten suppenemistulosten antami-
sen lisaksi tutkielman yksi tavoite on osoittaa, ettd funktion jatkuvuus ei ole
riittava ehto sen Fourier-sarjan pisteittéiselle suppenemiselle kaikkialla.

Ensimmaisessa luvussa tutkitaan sini- ja kosinifunktioiden avulla maéri-
teltyja reaalisia trigonometrisia polynomeja. Niiden kertoimien motivoima-
na maaritelladn Fourier-kertoimet ja -sarja 27-mittaisella valilla méaaritellyil-
le Lebesgue-integroituville reaaliarvoisille funktioille. Luvussa 1.2 Fourier-
sarjojen ja -kertoimien maaritelmat laajennetaan vastaaville kompleksiarvoi-
sille funktioille Eulerin kaavan avulla. Luvussa 1.3 puolestaan tarkastellut
funktiot laajennetaan 2m-periodisiksi funktioiksi, joiden Fourier-sarjojen sup-
penemista aloitetaan tutkimaan.

Luvussa 2.1 tutkitaan jatkuvia 27-periodisia funktioita, joiden Fourier-
kertoimet ovat yhté suuria. Laajan todistuksen seurauksena tiedetdan funkti-
oiden olevan talloin sama funktio. Luvun 2.2 aluksi esitetaén funktiosarjojen
tutut suppenemisen maaritelméat Fourier-sarjoille niiden osasummien avulla.
Taman jalkeen Fourier-sarjoille annetaan ensimmaéinen positiivinen suppene-
mistulos, jonka mukaan jatkuvan 27-periodisen funktion Fourier-sarja, joka
suppenee itseisesti, suppenee myos tasaisesti kohti alkuperéisté funktiota.



Luvussa 3 suppenemisen tutkimista jatketaan ytimien ja konvoluutioiden
avulla. Luvussa 3.2 osoitetaan, ettd Fourier-sarjojen osasummat voidaan esit-
taa tutkittavan funktion ja Luvussa 3.1 méaritellyn Dirichlet-ytimen konvo-
luutiona. Luvussa 3.3 méaaritelldan joukko hyviad ytimié, joiden konvoluutioil-
le osoitetaan hyvia suppenemistuloksia. Dirichlet-ytimet eivat kuitenkaan
muodosta hyvien ytimien joukkoa, jolloin tuloksia ei voida suoraan sovel-
taa Fourier-sarjoihin. Luvussa 3.4 tarkasteluun tuodaan uusi ndkokulma tut-
kimalla Dirichlet-ytimien keskiarvoina saatavia Fejer-ytimia, jotka muodos-
tavat hyvien ytimien joukon. Koska Fourier-sarjojen osasummien keskiarvot
voidaan esittdd tutkittavan funktion ja Fejer-ytimen konvoluutiona, padstain
hyville ytimille osoitetut suppenemistulokset antamaan Fourier-sarjojen osa-
summien keskiarvoille. Tulosten avulla Luvussa 3.5 osoitetaan derivoituvien
ja Holder-jatkuvien funktioiden Fourier-sarjojen suppenevan pisteittain.

Lopuksi tutustutaan funktionaalianalyysin perusteisiin ja todistetaan, et-
td on olemassa jatkuva 2m-periodinen funktio, jonka Fourier-sarja hajaantuu
origossa. Luvuissa 4.1 ja 4.2 késitelladn Banach-avaruuksista ja rajoitetuis-
ta lineaarikuvauksista ne tiedot, joita tarvitaan Luvussa 4.3 esiteltavan ta-
saisen rajoituksen periaatteen todistamisessa. Taman funktionaalianalyysin
perustuloksen todistamiseen esitetdan varsin lyhyt tapa. Tuloksen avulla Lu-
vussa 4.4 osoitetaan tutkielman viimeinen tulos, jonka mukaan funktion jat-
kuvuus ei ole riittava ehto sen Fourier-sarjan pisteittéiselle suppenemiselle
kaikkialla. Todistuksen yhteydessa analysoidaan valittua todistusstrategiaa
vertaamalla sitd muihin kirjallisuudessa esitettyihin tapoihin.

Tutkielma edellyttaa lukijalta mitta- ja integraaliteorian perustulosten,
kuten Lebesgue-integroituvuuden, Fubinin lauseen ja konvergenssilauseiden,
tuntemista. Lukijan oletetaan tuntevan analyysin yleiset maaritelmat ja tu-
lokset. Myo6s kompleksilaskennan perusteiden tunteminen tukee kompleksiar-
voisten funktioiden tarkastelua.

Tutkielman padasiallinen lahde on Elias M. Steinin ja Rami Shakarchin
teos Fourier Analysis: An Introduction [3], johon luvut 2 ja 3 pohjautuvat.
Erona tahén teokseen tutkielmassa késiteltavat funktiot ovat Lebesgue-integ-
roituvia. Luku 1 perustuu pitkélti Russell L. Hermanin teokseen [3]. Lu-
vussa 4 perehdytdan funktionaalianalyysin perusteisiin Marat V. Markinin
teoksen [5] sekd Andrew M. Brucknerin, Judith B. Brucknerin ja Brian S.
Thomsonin teoksen [2] avulla. Tasaisen rajoituksen periaate todistetaan Alan
D. Sokalin artikkelin [7] avulla. Jatkuvan funktion pisteesséd hajaantuvan
Fourier-sarjan olemassaolon todistus perustuu Yitzhak Katznelsonin teok-
seen [1]. Lukujen alussa kerrotaan vield tarkemmin, mihin teokseen ja sen
lukuihin esiteltavat maéritelmat, tulokset ja niiden todistukset pohjautuvat.
Yhdistan eri kirjallisuuden lédhteitéd seka lisdan yksityiskohtia. Erityismainin-
tana nostan Lauseen 4.24, jolle esitan vaihtoehtoisen todistustavan.
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1 Fourier-sarjat ja -kertoimet

Ensimmaisessa johdattelevassa luvussa tutustutaan Fourier-sarjoihin ja -ker-
toimiin. Fourier-sarjojen ollessa trigonometrisia sarjoja on luontevaa aloittaa
niihin tutustuminen trigonometristen polynomien kautta. Trigonometristen
polynomien kertoimien motivoimana méaritellaan reaaliset Fourier-kertoimet
valilla [—m, w] Lebesgue-integroituville funktiolle seké esitellddn funktioiden
reaalinen Fourier-sarja. Taman jalkeen Fourier-sarjan ja -kertoimien méari-
telmét laajennetaan vastaaville kompleksiarvoisille funktioille, ja osoitetaan
reaalisten ja kompleksisten maéritelmien valinen yhteys. Luvun lopuksi tar-
kastellaan kasiteltyjen funktioiden 2m-periodisia laajennuksia. Luku 1.1 mu-
kailee Russell L. Hermanin teosta [3, Luvut 2.2 ja 2.3]. Luku 1.2 mukailee niin
ikddn Hermanin teosta [3, Luku 5.2] seké Elias M. Steinin ja Rami Shakarchin
teosta |2, Luku 2.1]. My6s Luvun 1.3 péételmien tukena kaytetédén Steinin
ja Shakarchin teosta [3, Luku 2.1].

1.1 Reaalinen Fourier-sarja

Palautetaan mieleen lemma, jonka mukaan {sin(nz)},en ja {cos(nz)}nen,
missa N = {1,2,...}, ovat ortonormaaleja joukkoja valilla [—m, 7. Erityisesti
kahden sinifunktion tai vastaavasti kahden kosinifunktion sisdtulo on nolla
aina, kun m # n, ja yksi, kun m = n, missi sisdtulo maéaritelladn jatkuville
funktioille f ja g seuraavasti

e

Lisdksi osoitetaan joukkojen {sin(nz)},en ja {cos(nz)},en olevan keskendan
ortogonaalisia.

Lemma 1.1. Olkoot m,n € N. Tdlloin pdtee

0, kun m # n,

1, kun m =n,

71T /_7; sin(max) sin(nz) de = {

0, kun m # n,
1, kun m = n,

1 ™
—/ cos(mx) cos(nzx) dx = {
™ J—m
ja
1 ™

—/ sin(mx) cos(nz)dr =0  kaikilla m ja n.
™ J—m



Todistus. Osoitetaan, ettd {sin(nz)},en muodostaa ortonormaalin joukon.
Joukon {cos(nx)}nen ortonormaalisuus voidaan todistaa vastaavasti. Olkoot
m,n € N. Kosinin yhteen- ja vihennyslaskukaavojen nojalla patee

cos(x —y) — cos(x + y) = 2sinzsiny. (1.1)

Kun n # m, edella esitellyn trigonometrisen kaavan nojalla patee

71r /_7; sin(mz) sin(nzx) de = 71r /_7; ;(cos(mx — nx) — cos(mx + nx)) dx
_ 217T W <sm(§zm_—nn)x) B Sln((mm:nn)x)> _o

Kun n = m, niin ikdan kaavan (1.1) nojalla patee

1 1 1
—/ sin(max) sin(mz) de = — 5 (cos(mxz — mz) — cos(mx + mx)) dx
T J—m ™ J—7

1 ™

= / (1 — cos(2mx)) dx

21 Jx

1 /" <x B sin(2m:1:)> .

T on . 2m

Lemman viimeinen vaite voidaan perustella funktioiden parillisuuden ja pa-
rittomuuden avulla. Parittoman sinifunktion sin(mx) tulo parillisen kosini-
funktion cos(nz) kanssa on pariton, jolloin maaratty integraali origon suhteen
symmetrisen vélin [—, 7] yli on tunnetusti nolla kaikilla m ja n. O

Maaritellaén reaalinen trigonometrinen polynomi. Funktioita, jotka voi-
daan esittaa sinifunktioiden sin(nz) ja kosinifunktioiden cos(nz) darellisend
lineaarikombinaationa, kutsutaan trigonometrisiksi polynomeiksi.

Maaritelma 1.2. Olkoot N € N, ag € R ja a,,b, € Rkaikillan =1,...  N.
Funktiota P: R — R,

N
P(x) = % + Y (an cos(nz) + by, sin(nz)),
n=1
kutsutaan reaaliseksi trigonometriseksi polynomiksi, jonka aste on suurin n,
jolla a,, # 0 tai b, # 0.

Hyodynnetaédn nyt sini- ja kosinifunktioiden ortogonaalisuutta trigono-
metrisen polynomin kertoimien a,, ja b, johtamiseen. Mychemmin osoitetaan,
ettd lauseessa esiintyvat kertoimet ovat myos trigonometrisen polynomin P
reaaliset Fourier-kertoimet, jotka maaritelladn Maaritelmassa 1.4.



Lause 1.3. Olkoot N € N ja P: R — R astetta N oleva trigonometrinen
polynoms

P(x) = % + Y (an cos(nz) + by, sin(nz)).

Talloin kertoimet a,, ja b, ovat

n=1

1 by
ay, = —/ P(z)cos(nz)dx kaikillan =0,1,2,... N
™J—7

ja
1 ™
b, = —/ P(z)sin(nz)dx  kaikillan =1,2,...,N.
™ J—7
Todistus. Johdetaan kerroin ag integroimalla trigonometrista polynomia P.
Integraalin lineaarisuuden nojalla integraalin ja sarjan jarjestystd voidaan
vaihtaa. Talloin kosinin parillisuuden nojalla saadaan

vy T T N
/ P(z)dr = / % dr + / > (ay cos(nz) + by, sin(nz)) dx
-7 -7 —T =1

™ N T
_ / Dot 3 [ (ancostnw) + by sin(n)) do
_ n=1""T

T

s i - (an sinflnx) s, cos(n:v)) o

n

n=1/—x

Jaetaan yhtalo puolittain luvulla 7. Koska cos(0) = 1, saadaan
1 ™
an = —/ P(z)cos(nz)dx, kunn =0.
™J-m

Olkoon m € {1,2,..., N}. Johdetaan loput kertoimet a,, integroimalla funk-
tiota P(x) cos(mz) termeittiin. Integroinnin ja sarjan jarjestysté vaihtamalla
saadaan

/7T P(z) cos(mzx) dx = /Tr

—Tr —Tr

N T
% cos(ma) dx + ) / a,, cos(nz) cos(mz) dx
n=1""T

N ™
+ 3 / b, sin(nz) cos(mz) dz.
n=17"T

Ensimmainen méaréatty integraali on nolla. Lemman 1.1 nojalla ensimmaéi-
sesta sarjasta jaa jaljelle ainoastaan termi a,, 7, kun taas jalkimmaéainen sarja
on nolla. Kokoamalla ylla tehdyt havainnot ja jakamalla puolittain luvulla 7
saadaan

1 T
ay =— [ P(x)cos(mzx)dr kaikillam =1,2,... N.

™ J—7



Olkoon m € {1,2,..., N}. Kertoimet b, johdetaan vastaavasti integroi-
malla funktiota P(x)sin(mz) termeittdin. Talloin saadaan

/7r P(z)sin(mz) dr = /7r % sin(mz) dx + g: /_7; a, cos(nx) sin(mx) dx

N T
+3 / by, sin(nx) sin(mz) dx.
n=1""T

Ensimmainen maaratty integraali on sinin parittomuuden nojalla nolla. Lem-
man 1.1 nojalla ensimmainen sarja on nolla ja jalkimmaisesta sarjasta jaa
jaljelle ainoastaan termi b, 7. Jakamalla puolittain luvulla 7 saadaan
1 ) .
by, = —/ P(x)sin(mx)dr kaikilla m =1,2,..., N. O
™ J—7
Annetaan nyt Lauseen 1.3 motivoimana reaalisten Fourier-kertoimien ja
-sarjan maaritelma valilla [—m, 7] méaéaritellyille Lebesgue-integroituville re-
aaliarvoisille funktioille. Kaytetadn merkintaa Ng = {0,1,2,...}.

Maaritelma 1.4. Olkoon f: [—m, 7] — R Lebesgue-integroituva funktio.
Talloin funktion f reaaliset Fourier-kertoimet ovat

1 ™
a, =— [ f(z)cos(nz)dr kaikilla n € Ny
™ J—m

ja
b, = — / )sin(nx) dx  kaikilla n € N.

Trigonometrista sarjaa

[e.e]
50 Z a, cos(nx) + b, sin(nzx)),
jonka sini- ja kosinitermien kertoimet ovat edella annetut Fourier-kertoimet,
kutsutaan funktion f reaaliseksi Fourier-sarjaksi.

Koska Fourier-sarjat ovat aarettomié sarjoja, niiden suppeneminen ei ole it-
sestaan selvaa eikd suppenemista taten oleteta tassé yhteydessa. Tutkielman
tavoitteena onkin selvittda, mité oletuksia funktion tulee tayttdé, jotta sen
ja Fourier-sarjan vélille saadaan yhtdsuuruus annetussa pisteessa. Fourier-
sarjojen suppenemista aloitetaan tutkimaan tarkemmin Luvussa 2. Trigono-
metrisen polynomin yhteys sen Fourier-sarjaan sen sijaan tunnetaan ja se
esitellaédn seuraavaksi.



Esimerkki 1.5. Olkoot N € N ja P: R — R astetta /N oleva trigonometri-
nen polynomi

&

=3 Z Pn cos(nx) + ¢, sin(nz)).

Maaritelméan 1.4 nojalla trigonometrisen polynomin P Fourier-kertoimet ovat
=— / )cos(nz)dx  kaikilla n € Ny

ja
by = — / " P(z)sin(nz)dr kaikilla n € N.

Vertaamalla Fourier-kertoimia Lauseessa 1.3 johdettuihin trigonometrisen
polynomin kertoimiin ndhdaén, ettéd ag = po ja lisdksi kaikillan =1,2,... N
pitee a, = p, ja b, = q,. Toisaalta, kun n > N, Lemman 1.1 nojalla patee
a, = 0 =b,. Yksityiskohdat voidaan perustella vastaavasti kuin Lauseen 1.3
todistuksessa. Talloin Méaritelméan 1.4 nojalla trigonometrisen polynomin P
Fourier-sarjalle patee

N
Z (pn cos(nx) + g, sin(nz)) = P(x)

Z (ay, cos(nx) + b, sin(nx) %

j
2

kaikilla « € [—m,7]. Néin ollen trigonometrisen polynomin P Fourier-sarja
suppenee pisteittain kohti arvoa P(z) jokaisella x € [—m, .

Esitellddn funktion parillisuuteen ja parittomuuteen liittyva lause, joka
voi yksinkertaistaa funktion Fourier-kertoimien maéérittamistd. Tamén jél-
keen lasketaan erdan reaalisen funktion Fourier-kertoimet ja -sarja.

Lause 1.6. Olkoon f: [—m,n] — R Lebesque-integroituva funktio. Jos f on
pariton, niin sen Fourier-kertoimille a,, pdtee a, = 0 kaikilla n € Ny. Jos f
on parillinen, niin sen Fourier-kertoimille b,, pdtee b, = 0 kaikilla n € N.

Todistus. Viite voidaan perustella vastaavasti kuin sini- ja kosinifunktioiden
ortogonaalisuus. Parittoman funktion f tulo parillisen kosinifunktion cos(nx)
kanssa on pariton, jolloin maaréitty integraali origon suhteen symmetrisen
valin [—m, 7] yli on nolla. Talléin Fourier-kertoimet a, ovat nolla kaikilla
n € Np, jolloin funktion f Fourier-sarja koostuu ainoastaan sinitermeista.
Vastaavasti parillisen funktion f tulo parittoman sinifunktion sin(nz) kanssa
on pariton, jolloin Fourier-kertoimet b, ovat nolla kaikilla n € N. Télloin
funktion f Fourier-sarja koostuu kosinitermeista ja vakiotermisté. O]



Esimerkki 1.7. Lasketaan funktion f: [-m, 7| — R, f(z) = |z|, reaalinen
Fourier-sarja. Funktion f ollessa parillinen tiedetaén Lauseen 1.6 nojalla, etté
b, = 0 kaikilla n € N. Lisaksi funktion parillisuuden nojalla saadaan

1 /= 2 (m
aoz—/ |x]dx:—/ rdr =T.
mJ—x ™ Jo

Olkoon nyt n € N. Funktio |z|cos(nx) on parillisten funktioiden tulona pa-
rillinen, jolloin osittaisintegroimalla saadaan

1 = 2 [
a, = — || cos(nz) dx = —/ x cos(nx) dx
-7 T Jo

W 3 rme e

2 (0 + [COS;;W) S (.

Tastd muodosta nahdaén, ettda a, = 0, kun n on parillinen, ja a, =
kun n on pariton. Néin ollen funktion f Fourier-sarja on

T 4 X cos((2n — 1)x)
2 7 2 (2n — 1)2

n n=1

1.2 Kompleksinen Fourier-sarja

Laajennetaan Fourier-sarjan ja -kertoimien méaritelméat kompleksiarvoisille
funktiolle, joihin keskitytaén jatkossa. Reaalisten ja kompleksisten Fourier-
sarjojen vélinen yhteys seuraa Eulerin kaavasta e = cos(x) + 1 sin(z). Kéiyt-
tdmalla kompleksisen Fourier-sarjan maééritelmad huomataan merkintojen
muuttuvan tiiviimmiksi. Taman luvun jalkeen puhuttaessa Fourier-sarjasta
ja -kertoimista tarkoitetaan nimenomaan kompleksiarvoisia versioita naisté.

Edellisessa aliluvussa méariteltiin reaalinen trigonometrinen polynomi
sini- ja kosinifunktioiden avulla. Maaritellian nyt kompleksiarvoinen trigono-
metrinen polynomi kompleksisen eksponenttifunktion avulla. Tamén jalkeen
osoitetaan, ettd reaalinen trigonometrinen polynomi voidaan esittda yhtapi-
tavasti kompleksisessa muodossa.

Maaritelma 1.8. Olkoot N € Nj ja ¢, € C kaikilla n = —N, ..., N. Funk-
tiota P: R — C,

N .
Plz)= Y ce™,
n=—N

kutsutaan kompleksiseksi trigonometriseksi polynomiksi, jonka aste on suurin
In|, jolla ¢, # 0.
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Huomautus 1.9. Trigonometriset polynomit ovat suljettuja yhteen- ja kerto-
laskun suhteen. Liséksi kaikilla o € R patee

N

P.CE—Z'U Z e zna: x0) _ Z Ceznxoezn:c
n=—N
missi c,e” ™ € C kaikilla n = —N, ..., N. Tailloin trigonometriset polyno-

mit ovat suljettuja myos siirron suhteen.

Lause 1.10. Olkoot N € N ja P: R — R astetta N oleva trigonometrinen
polynomi

N
P(z) = % > (ay, cos(nz) + by sin(nz)).
n=1
N .
Tdllgin kaikilla © € R pitee P(x) = Y c¢,e™, missi kertoimet c,, ovat
n=—N
s(a, —iby), kunn=1,2,..., N,
Cn =4 %, kun n =0,
%(a_n +ib_yp), kunn=-1,-2,...,—N.

Todistus. Osoitetaan, etté reaalisesta trigonometrisesta polynomista saadaan
johdettua kompleksinen trigonometrinen polynomi yhtdsuuruuksien avulla.
Esitetdan reaalinen trigonometrinen polynomi ensin kompleksisten sini- ja
kosinifunktioiden avulla

N inT —inx inx —inx
ag Z e +e et —e
= — n bn . .
2 " n=1 <aj < 2 > " < 2 ))

Laventamalla jalkimmainen termi vakiolla ¢ ja ryhmittelemalld termit uudel-

leen saadaan
_ 70 i — Zb einm + an + an e—inr
2 A 2 '

Merkitaan kertoimia ¢, = %(an — ib,) kaikilla n = 1,2,..., N. Kertoimien
kompleksikonjugaatit ovat ¢, = 3 (a, + ib,) kaikilla n = 1,2, ..., N. Talloin

saadaan

1
2

a & N
=5 + )™+ > e,
n=1 n=1

11



Siirretadn jalkimmaéisen sarjan indeksointi negatiivisiin kokonaislukuihin ja
asetetaan ¢, = ¢_, kaikilla n = —1,-2,..., —N. Merkitdan lisiksi ¢y = %,
jolloin saadaan haluttu kompleksinen muoto

N -1 N
Plx)=co+ Y cne™+ Y g™ = > ™
n=1 n=—N n=—N
Néin ollen kaikilla = € R pétee

N
30 Zancosnx ) + by, sin(nx) Z e, O

Maaritelladn kompleksiset Fourier-kertoimet ja -sarja valilla [—m, 7] maa-
ritellyille Lebesgue-integroituville kompleksiarvoisille funktioille. Tamén jal-
keen annetaan Lauseen 1.10 motivoimana muunnoskaava reaalisten ja komp-
leksisten Fourier-kertoimien valille.

Maaritelma 1.11. Olkoon f: [—m,m| — C Lebesgue-integroituva funktio.
Talloin funktion f kompleksiset Fourier-kertoimet ovat

1o .
_ / f(x)e™™ dz  kaikilla n € Z.
21 J—n

Trigonometrista sarjaa
Z f znx
n=-—oo

jonka eksponenttifunktioiden kertoimet ovat edelld annetut Fourier-kertoi-
met, kutsutaan funktion f kompleksiseksi Fourier-sarjaksi.

Lause 1.12. Olkoon f: [—7,n] = R. Funktion f reaalisten ja kompleksisten
Fourier-kertoimien vdlilld on seuraava yhteys:

5(an —iby), kunn=1,2,...,
f(n): R kunn =0,
%(a_nqLib_n), kunn=—-1,-2,....

Todistus. Kasitellaan tapaukset erikseen. Kun n = 0, saadaan

ao_i
2 o)
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Kunn =1,2,..., kosinin parillisuuden, sinin parittomuuden ja Eulerin kaa-
van e~ = cos(—nx) + i sin(—nx) nojalla patee
1 1 s T
§(a" —ib,) = oy (/ f(z) cos(nz) dx — z/ f(z) sin(nx) d;z:)
T \J—x -

- 217r (/7r f(z) cos(—nz) dx —i—z’/7T f(z) sin(—nx) dm)

—Tr —Tr

=7 e dn = o).

~ 2 )a

Kunn = —1,—-2,..., edelld johdetun ja funktion f reaalisuuden nojalla pétee

1 1
§(a_n + Zb_n> == i(a_n — Zb_n)

! /7r f(z)e~i=n)e dg

-/
1 a N 1 T . R
B %/_W flz)emsdu = g/_ﬂ fx)e ™ dy = f(n). O

Esimerkissa 1.7 laskettiin itseisarvofunktion reaalinen Fourier-sarja. Maé-
ritetddn nyt Lauseen 1.12 avulla funktion kompleksiset Fourier-kertoimet.
Talloin saadaan funktion kompleksinen Fourier-sarja.

Esimerkki 1.13. Olkoon f: [—m, 7] — R, f(z) = |z|. Funktion reaaliset
Fourier-kertoimet ovat b,, = 0 kaikilla n € N seké

kun n = 0,

Tr?
ap = 0  kaikilla parillisilla n € N,

4
2

kaikilla parittomilla n € N.

Kun n € Z \ {0}, Lauseen 1.12 nojalla patee

-~ 1 1 a|n|

Fn) = S(apm £ i) = 5 (ap £10) =

Talloin funktion f kompleksiset Fourier-kertoimet ovat

kun n = 0,

2
f(n) = 0  kaikilla parillisilla n € Z,

2
m™n?

kaikilla parittomilla n € Z.

Muodostetaan nyt itseisarvofunktion kompleksinen Fourier-sarja. Otta-
malla vakiotermi ulos sarjasta saadaan

> fme =24 Y fme,

n=—00 nez\{0}

—_

3



o~

Koska Fourier-kertoimet f(n) ovat nolla kaikilla parillisilla n € Z \ {0},
saadaan itseisarvofunktion kompleksiseksi Fourier-sarjaksi

T2 > 1, T 2 & 1 i(2n—1)z

s~ e — Z _ 2 - .
2 7 n;w n? 2 7 n;w (2n —1)2
n on pariton

1.3 2rm-periodinen laajennus

Edellisissa luvuissa esitellyt trigonometriset polynomit ovat 2m-periodisia
funktioita, miké seuraa suoraan sini- ja kosinifunktioiden seké kompleksisten
eksponenttifunktioiden 27-periodisuudesta. Erityisesti jokaiselle 27-periodi-
selle funktiolle pétee

f(z+2mm) = f(x) kaikillam € Z ja z € R. (1.2)

Taman vuoksi Fourier-sarjat maariteltiin nimenomaan 27-mittaisella valilla
maaritellyille funktioille. Toisaalta 2m-mittaisella valilla méaritellyt funktiot
voidaan laajentaa reaaliakselilla méaritellyiksi 2m-periodisiksi funktioiksi.

Maiaritelmé 1.14. Olkoon f: [—m,n[ — C. Funktion f 27-periodinen laa-
jennus on funktio g: R — C, joka maaritelladn kaavalla g(z) = f(y), missa
y € [—m, ] ja x =y + 2mm jollakin m € Z.

2m-periodisessa laajennuksessa tulee joissain tilanteissa ottaa huomioon
funktion mahdollinen jatkuvuus. Jotta 2m-periodisesti laajennettu funktio
olisi jatkuva koko reaaliakselilla, tulee 27r-mittaisella vélillda maéritellyn funk-
tion olla jatkuva ja saada sama arvo tarkasteluvilin paatepisteissa. Talloin
on mielekéstd tarkastella funktioita, jotka on madritelty suljetulla valilld
[—7, 7]. Myos ndmé funktiot voidaan laajentaa 2m-periodisesti, koska ehto
f(=m) = f(m) takaa sen, ettd laajennettu funktio on hyvin mééritelty, eli
saa vain yhden arvon kussakin pisteessé.

Maaritelma 1.15. Merkitdan joukkoa, joka koostuu jatkuvista funktioista,
joiden 27m-periodiset laajennukset ovat jatkuvia, seuraavasti

Coer([—m,7]) == {f: [-7,7] = C on jatkuva | f(—n)= f(m)}.

Jatkossa siirrytéaan tarkastelemaan 2r-mittaisella valilla maariteltyjen Le-
besgue-integroituvien funktioiden 2m-periodisia laajennuksia. Néin saatavat
funktiot f: R — C ovat lokaalisti Lebesgue-integroituvia ja 2m-periodisia.
Lokaalisti Lebesgue-integroituvalla funktiolla tarkoitetaan tassia Lebesgue-
mitallista funktiota, jolle jokaisen suljetun vélin [a,b] C R yli patee

b
1l sy = [ @)l do < oo.
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Kutsutaan merkintaa || f[| ;1 (, ) funktion f L'-normiksi. Normin varsinaiseen
kéasitteeseen palataan tarkemmin Luvussa 4.1.

Huomautus 1.16. Lokaalisti Lebesgue-integroituvan 2m-periodisen funktion
f: R — C Fourier-kertoimet voidaan méaaritella tarkastelemalla sen rajoit-
tumafunktiota g: [—m, 7] — C, jolle pétee g(x) = f(x) kaikilla x € [—m, 7.
Koska g on Lebesgue-integroituva, voidaan sille maarittaa Maaritelman 1.11
mukaiset Fourier-kertoimet. Néin ollen funktioiden f ja g Fourier-kertoimet
ja taten myos Fourier-sarjat ovat yhta suuret.

Osoitetaan 2m-periodiseen laajennukseen liittyvéd aputulos, jonka mukaan
lokaalisti Lebesgue-integroituvan 2m-periodisen funktion maaratty integraali
minké tahansa 2m-mittaisen vélin yli on aina yhta suuri.

Lemma 1.17. Olkoot f: R — C lokaalisti Lebesque-integroituva 2m-perio-
dinen funktio ja a € R. Talloin pdtee

s T+a s
/ flzr+a)dr = / N f(z)de = / f(z)dx.
—T —TTa —T

Todistus. Ensimmainen yhtdsuuruus seuraa suoraan muuttujanvaihdosta
u = x+a. Jilkimmaisen yhtasuuruuden osoittamista varten jaetaan integroi-
misvéli osiin ja hyddynnetdén funktion 27-periodisuutta eli yhtaloa (1.2).
Kun a € [0, 27], niin 7 € [-7 + a, 7 + al, jolloin saadaan

[ payae= [T f@yars [T ) ar

—7+a —7m+a m

™ T+a—2m
:/ f@yde+ [ fla+om)de
—m+a ™27

™ —T+a ™
:/ f(x)dx—l—/ f(x)dx:/ f(z)dx.
—n+a -7 -
Olkoon sitten a € R. Télléin on olemassa m € Z siten, ettd a+27mm € [0, 27,
jolloin funktion 2mw-periodisuuden ja edelld todistetun nojalla pétee

T+a T+a+2mm
/ f(x)de = / f(x —2mm) dx

—1+a —m+a+2mm
T+a+2mm

= f(z)dx :/ f(z)dx. O
—7m+a+2mm -7

Esimerkki 1.18. Olkoon f: [—7, 7] = R, f(z) = |z|. Koska f(—m) = f(n),

niin f € Cpe([—,7]), jolloin funktio f voidaan laajentaa 2m-periodisesti.

Talloin 27-periodisena laajennuksena saatava funktio on jatkuva, ja sen ku-

vaaja on esitetty Kuvassa 1.1.
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—3r -2 -7 ™ 27 3T

Kuva 1.1: Funktion f: [-7, 7] = R, f(x) = |z|, 2r-periodinen laajennus.

Annetaan luvun lopuksi esimerkki vélilla [—m, [ maéaritellysta jatkuvasta
funktiosta, jonka 2m-periodinen laajennus ei kuitenkaan ole jatkuva. Funk-
tion Fourier-kertoimet ja -sarja voidaan madrittad Maaritelméan 1.11 ja Huo-
mautuksen 1.16 avulla. Laskut sivuutetaan. Katso Steinin ja Shakarchin
teos [, Luku 2.1, s. 36].

Esimerkki 1.19. Olkoon h: R — R funktion ¢: [-m,7n[ — R, ¢g(z) = =,
2m-periodinen laajennus. Funktion A kompleksiset Fourier-kertoimet ovat

- 1o GV 0
h(n) = */ e gy — | 0 Kann
2m J—x 0, kun n = 0.

Talloin funktion h kompleksinen Fourier-sarja on

-1 n+l
Z ( ) ezn:c‘
nezvfoy T
Koska esimerkiksi h(—m) # h(m), niin funktio A ei ole jatkuva. Kuvasta 1.2
nihdéaédn, ettd 2m-periodisesti laajennetulla funktiolla on hyppéysepajatku-
vuus pisteissa © = 7 + 27mm, missa m € Z.

|
w
3
|
N}
3
|
3
_\\]44
)
3
w
3

Kuva 1.2: Funktion g: [—m,7[ = R, g(z) = x, 2m-periodinen laajennus.
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2 Fourier-sarjoista ja niiden suppenemisesta

Fourier-sarjoihin ja niiden suppenemiseen liittyen voidaan esittaéa useita kes-
keisid kysymyksid: Voidaanko funktiot erottaa toisistaan niiden Fourier-ker-
toimien avulla? Milld ehdoilla Fourier-sarja suppenee? Jos funktion Fourier-
sarja suppenee jossakin pisteessd, suppeneeko se kohti funktion arvoa téssé
pisteessa? Miten Fourier-sarjojen suppenemista kannattaa ylipaatdaan tutkia?
Muun muassa néihin kysymyksiin etsitdan vastausta tutkimalla aluksi jatku-
via funktioita ja niiden Fourier-kertoimia. Luku 2 mukailee Elias M. Steinin
ja Rami Shakarchin teosta [, Luku 2.2].

2.1 Yksikasitteisyys

Téssé luvussa selvitetdan, minké oletusten vallitessa funktiot voidaan erottaa
toisistaan niiden Fourier-kertoimien avulla. Tarkastellaan ensin kahta lokaa-
listi Lebesgue-integroituvaa 2m-periodista funktiota f, g: R — C, joille patee
f(z) = g(z) melkein kaikilla x € R. Talléin kaikilla n € Z pétee

I 1 T —inz - 1 T —inx o~

fy =5 [ f@erde = — [ glw)e™ do = g(n).
Koska erotusfunktion f — g Fourier-kertoimille patee integraalin lineaarisuu-
den nojalla

T=9)m) = 5- [ (f@) = gla)e ™ da
/7r f(x)e ™™ dx — 1 /7r g(x)e™ ™" dx

- 21 J—x
= f(n) —g(n) kaikillan € Z, (2.1)

niin (f — g)(n) = 0 kaikilla n € Z. Tallsin funktiolla f — g, jolle pitee
(f — g)(z) = 0 melkein kaikilla z € R, ja nollafunktiolla on yhtd suuret
Fourier-kertoimet. Néain ollen ilman lisdoletuksia funktioita f ja ¢ ei voida
erottaa toisistaan niiden Fourier-kertoimien avulla.

Johdannon innoittamana siirrytaédn tarkastelemaan funktiota, jonka kaik-
ki Fourier-kertoimet ovat nollia. Jos kyseinen funktio on lisdksi jatkuva jos-
sakin pisteessd, osoitetaan, ettd talloin funktio saa arvon nolla kyseisesséa
pisteessd. Témaéan todistamista varten muodostetaan joukko hyodyllisid tri-
gonometrisia polynomeja.

Lemma 2.1. Olkoot 0 < § <  ja k € N. Tdlloin on olemassa vakios-
ta & riippuvat vakiot € > 0 ja 0 < n < § sekd trigonometrinen polynomi
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pe: R = R, pp(z) = (p(x))*, missi p(x) = € + cosz, siten, etti

k
Ipr ()| < <1 — ;) aina, kun 0 < |x| <7 (2.2)

pr(w <
Todistus. Olkoot 0 < § < % ja k € N. Valitaan 0 < ¢ < 1(1 — cosd).
Olkoon sitten py: R — R, pp(x) = (p(x))*, missi p(z) = & + cos z. Funktio p
on trigonometristen polynomien summana trigonometrinen polynomi. Koska
trigonometriset polynomit ovat suljettuja myos kertolaskun suhteen, funktio
pr on niin ikdan trigonometrinen polynomi.

Kaikilla z € R, joille § < |z| < 7, patee —1 < cosx < cosd. Télloin

trigonometrista polynomia p saadaan arvioitua alhaalta pain

ja
) aina, kun |x| <. (2.3)

l\D\(T)

p(x):5+cosm25—1>;—1:_(1_;>

ja ylhéalta pain

p(l“):5+C081‘§€+COS(5:8+1—(1—(:05(5)<5+1—2€<1—%.

Talléin [p(z)] <1 — 5 < 1 kaikilla z € R, joille § < |z| < 7, jolloin saadaan

k
lpe(z)] = |p(2)|" < (1 - ;) aina, kun § < |z| < 7.

Toisaalta kosinin jatkuvuuden nojalla on olemassa 0 < n < ¢ siten, ettd
|cosz — 1| < § aina, kun |z| < 7. Talléin kaikilla = € R, joille |z| < 7, pétee

p(l’):&?—l—COSJJ:é‘—i—l—i—(COSl‘—l)>6—|—1—%:1+%>1'

Télloin saadaan
o\ k
() = (p())* > (1 + 2> aina, kun |z| < n. O

Kuvassa 2.1 esitellidan muutama Lemman 2.1 trigonometrisen polynomin ku-
vaaja, jotka havainnollistavat edella osoitettuja tuloksia. Kuvasta nahdéain,
etta kuvaajilla on sitd korkeampi piikki origossa, mita suurempi vakio k
on. Toisaalta, mitd suurempi vakio k on, sitd ldhempéna polynomien ar-
vot ovat nollaa kauempana origosta. Naiden trigonometristen polynomien
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hyvien ominaisuuksien avulla funktion kéiytoksen tarkastelu saadaan seuraa-
vassa lauseessa rajattua origon ympéaristoon.

Kuva 2.1: Trigonometristen polynomien p;, ps ja ps kuvaajat, missa
pe: R —= R, pr(z) = (p(x))* ja p(z) = cosz + 0, 25.

Lause 2.2. Olkoon f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2 -periodinen

funktio, jonka Fourier-kertoimet ovat f(n) = 0 kaikilla n € Z. Jos f on
jatkuva pisteessd xo € R, niin f(zo) = 0.

Todistus. Jaetaan todistus kolmeen osaan todistuksen yksinkertaistamiseksi.

1) Osoitetaan véite ensin reaaliarvoiselle origossa jatkuvalle funktiolle an-
titeesin avulla. Olkoon siis f: R — R lokaalisti Lebesgue-integroituva 27-
periodinen funktio, jonka kaikki Fourier-kertoimet ovat nollia ja joka on jat-
kuva pisteessd xy = 0. Tehddén antiteesi olettamalla, ettd péatee f(0) # 0.
Tapausten f(0) > 0 ja f(0) < 0 symmetrisyyden vuoksi riittaa kasitella ta-
paus f(0) > 0. Koska f on jatkuva pisteessid zo = 0, on olemassa 0 < § < 7
siten, etta

f(0)

|f(z) — f(0)| < 5 aina, kun |z| <.
Talloin kaikilla = € R, joille |z| < 0, pétee

f(z) > f<20) > 0. (2.4)
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Olkoot N € Ny ja P: R — C, P(x) = XN ¢,e™, astetta N oleva tri-
gonometrinen polynomi. Koska funktion f Fourier-kertoimille patee f(n) = 0
kaikilla n € Z, integraalin lineaarisuuden nojalla patee

[ r@pes= [ ) 3 oeas

-’ N 7 N ~
= > cn/ f(@)e™dx = > 2mc,f(—n) =0. (2.5)
n=—N - n=—N

Johdetaan ristiriita tdméan tiedon kanssa muodostamalla joukko trigonomet-
risié polynomeja Py: R — C, siten, etta [T f(x)Py(z) dx — oo, kun k — oc.
Olkoot vakiot € > 0 ja 0 < n < d kuten Lemmassa 2.1. Osmtetaan, ettéd lem-
massa méidritetyt trigonometriset polynomit py: R — R, pr(z) = (p(2))*,
missi p(z) = € + cosz ja k € N, toteuttavat ehdon.

Tutkitaan funktion fp, mééarattyd integraalia valilla [—m, 7] jakamalla in-
tegroimisvali kolmeen osaan ja hyodyntamallé edella kasiteltyja aputuloksia.
Kun |z| < n < 0, epayhtéloiden (2.3) ja (2.4) nojalla patee

/mqf @) de = [ @) (p()d

|lz|<n
1(0) ( )
14 d
|z|<n 2 2 *
k
2277f(20)<1+;) — 00, kun k — oo.

Kun 0 < n < |z| < < 7, niin cosz > 0, jolloin trigonometriset polynomit
pr saavat pelkastaan posfcuvisia arvoja. Epayhtélon (2.4) nojalla myds f on
positiivinen kyseisella vélilld, jolloin saadaan arvio

/77§x|<5 f(@)pr(z) dz > 0.

Integraalin arvioimiseen kolmannella valillda § < |z| < 7 voidaan hyodyn-
taa kolmioepéyhtaloa seké epayhtaloa (2.2). Koska f on lokaalisti Lebesgue-
integroituva, saadaan

/6§|x|§7r f(x)p(x) dz

< o @ () dr

<(1-5) [ 1wl

:( ) 1m0, Kun k& — o
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Yhdistamaélla edelld tehdyt arviot saadaan

/ f(z)pr(z)dx — 0o, kun k — oc.
Tamé on ristiriidassa yhtdlén (2.5) kanssa. Néin ollen antiteesi on véérin
ja alkuperdinen viite on totta tutkituille reaaliarvoisille origossa jatkuville
funktioille.

2) Tapaus, jossa oletukset tayttava reaaliarvoinen funktio f on jatkuva
yleisessé pisteessd zy € R, voidaan osoittaa maarittelemalld joukko trigono-
metrisid polynomeja p,: R — R, pp(x) = (p(x))*, missé p(x) = e+cos(z—x0)
ja k € N. Tutkitaan vastaavasti funktion fp, madrattya integraalia vélin
[—m, 7] yli. Koska funktiot f ja pj ovat molemmat 27-periodisia, funktio fpy
on 2m-periodinen. Talloin Lemman 1.17 nojalla patee

/_T; f(l')pk<$) dr = _7; f(;(;)(g + Cos(x _ xo))k de

T—x0

= f(z + x0) (¢ + cos2)* dx
—T—x0

= [ f(z+x0)(e + cosz)F da.
Merkitaan g(z) = f(z + xo), joka vastaa funktion f siirtoa vakion z, ver-
ran. Talléin ¢g on funktion f tavoin lokaalisti Lebesgue-integroituva ja 27-
periodinen. Lisdksi funktion g Fourier-kertoimille péatee

1 7 .
§n) = 5 | flo+ag)em do
21 J—x

1 T+x .
[T papeime ) g

21 —T+T0

. ]_ ™ . . ~
=m0 [T playe e de = € f(n) =0 Jaikilla n € Z.
™ J—7

Koska f on jatkuva pisteessa xg, niin g on jatkuva pisteessd x = 0. Talloin
edelld todistetun tapauksen 1) nojalla pétee f(xg) = ¢(0) = 0. Néin ollen
alkuperdinen viite on todistettu oletukset tayttéville reaaliarvoisille funk-
tioille.

3) Osoitetaan viite vield oletukset tayttavélle kompleksiarvoiselle pistees-
si zo € R jatkuvalle funktiolle f: R — C. Méaritelman mukaan f voidaan
esittdd sen reaali- ja imaginaariosan summana, eli muodossa f = u + v,
missd u ja v ovat reaaliarvoisia ja niin ikdén pisteessé xq jatkuvia funktioi-
ta. Merkitdsn funktion f kompleksikonjugaattia f, jolloin funktioille u ja v
patee

e = f
Uu=—"— 7J]Ja v= —.
2 21
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Koska kaikilla n € Z péatee f(n) =0 ja

~

Fon) = o [ Fwe e = o [* e dr = o)
2m J—x 2m J—x

niin kompleksikonjugaatin f Fourier-kertoimet ovat kaikki nollia. Télloin

yhtélon (2.1) tavoin integraalin lineaarisuuden nojalla patee u(n) = 0 ja

9(n) = 0 kaikilla n € Z. Néin ollen edella todistetun reaalisen tapauksen 2)

nojalla pétee u(zo) = 0 ja v(zo) = 0, jolloin f(zg) = u(zg)+iv(z) = 0, mika

todistaa vaitteen. O

Edella kasitelty pisteittdinen tulos voidaan yleistad jatkuville funktioille.
Erityisesti, jos kahdella jatkuvalla 27-periodisella funktiolla on yhté suuret
Fourier-kertoimet, taytyy funktioiden olla sama funktio.

Seuraus 2.3. Jos f: R — C on jatkuva 2m-periodinen funktio, jonka kaikki
Fourier-kertoimet ovat nollia, niin f = 0, eli kyseessd on nollafunktio.

Todistus. Viite seuraa suoraan Lauseesta 2.2 jatkuvien 27-periodisten funk-
tioiden ollessa lokaalisti Lebesgue-integroituvia. O]

Seuraus 2.4. Jos f,g: R — C ovat jatkuvia 2m-periodisia funktioita, joiden
Fourier-kertoimille pdtee f(n) = g(n) kaikilla n € Z, niin f = g.

Todistus. Jatkuvien 2m-periodisten funktioiden f ja g erotusfunktio f —g on
niin ikdan jatkuva ja 2m-periodinen. Lisdksi yhtédlon (2.1) nojalla erotusfunk-
tion f — ¢ Fourier-kertoimille patee (f — g)(n) = 0 kaikilla n € Z. Télléin
Seurauksen 2.3 nojalla f — g on nollafunktio, eli erityisesti patee f =g¢. O

2.2 Fourier-sarjojen osasummat ja niiden suppenemi-
nen

Aloitetaan Fourier-sarjojen suppenemisen tarkastelu antamalla funktiosar-
jojen tutut suppenemisen maaritelmat Fourier-sarjoille. Taman jalkeen ker-
rataan Weierstrassin M-testi, joka on hyodyllinen apuvaline Fourier-sarjojen
tasaista suppenemista tutkittaessa. Nama ja muut luvussa esiintyvéit analyy-
sin madaritelmat ja tulokset kompleksiarvoisille funktioille voi kerrata Bruce
P. Palkan teoksesta [0, Luvut 7.1 ja 7.2].

Maaritelma 2.5. Olkoon f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2m-

inx

periodinen funktio. Funktion f Fourier-sarja Z ]? (n)e™ suppenee

n=—0o0
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1) pisteittiin joukossa R kohti funktiota f, jos Fourier-sarjan osasummien

SN<f)Z R — (C,

N

Sn(f)(x) = > Fn)e™,

n=—N

muodostama funktiojono (Sy(f))nen, Suppenee pisteittédin joukossa R
kohti funktiota f, eli

ISv(f)(x) — f(x)] = 0, kun N — oo, jokaisella z € R.

2) itseisesti, jos ) ’f(n)’ < 0.
3) tasaisesti joukossa R kohti funktiota f, jos funktiojono (Sn(f))nen,
suppenee tasaisesti joukossa R kohti funktiota f, eli

sup |Sy(f)(z) — f(z)] = 0, kun N — oc.
zeR

Kasitellaédn tarkemmin Fourier-sarjojen itseistd suppenemista.

Lause 2.6 (Weierstrassin M-testi). Olkoon o o fn sarja funktioita

fn: A — C, missa A C R. Jos kaikilla n € Z on olemassa 0 < M, < oo
siten, etta

|fa(z)| < M, kaikillea z € A ja Y M, < oo,

n=—oo

[e.9]
n=—oo

Todistus. Sivuutetaan. Katso Palkan teos [0, Luku 7.2.2; ss. 253-255]. Viite
seuraa tasta jakamalla tarkasteltava funktiosarja kahteen osaan

n=1 n=0

n=—0oo

niin funktiosarja > fn suppenee itseisesti ja tasaisesti joukossa A.

Seuraava Fourier-sarjojen suppenemista koskeva tulos seuraa suoraviivai-
sesti Weierstrassin M-testisté ja Seurauksesta 2.4.

Lause 2.7. Olkoon f: R — C jatkuva 2mw-periodinen funktio, jonka Fourier-
sarja suppenee itseisesti. Tdlldin funktion f Fourier-sarja suppenee tasaisesti
joukossa R kohti funktiota f.

Todistus. Funktion f Fourier-sarja koostuu funktioista f (n)e™ joille kai-

PN o~ o~

killa n € Z péitee |f(n)e™®| = |f(n)| kaikilla z € R. Valitaan M,, = |f(n)|.

Koska funktion f Fourier-sarja suppenee itseisesti, niin patee

f: M, = f: |F(n)] < oo.

n=—oo n=—oo
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Talloin Weierstrassin M-testin nojalla Fourier-sarja 2% ___ f(n)e™® suppe-

nee tasaisesti joukossa R. Néin ollen on olemassa rajafunktio g: R — C, jolle
patee

) N
o) = 3 Fme = fm 3 fin)e™ = Jim Sx()ir)
tasaisesti joukossa R. Koska (Sn(f))nen, on jono jatkuvia trigonometrisid
polynomeja ja jatkuvuus sailyy tasaisessa suppenemisessa [0, Luku 7.1.1,
ss. 244-245], niin rajafunktio g on jatkuva ja liséksi 27-periodinen.
Tutkitaan nyt funktion g Fourier-kertoimia. Olkoon téitd varten m € Z.

Maaritelman 1.11 nojalla patee

Q)

(m) ! /7r g(x)e ™ dy = 217r /: > f(n)em@e=me dy.

27T - n—=—o00

Koska tasaisesti suppenevan funktiosarjan integraalin ja sarjan jarjestysta
voidaan tunnetusti vaihtaa, funktion g Fourier-kertoimille pétee

1 SN T .
gm) = o > fn) L e g,

n=—oo

Kun n # m, kompleksisen eksponenttifunktion 27-periodisuuden nojalla pé-

tee -
T . 1 .
/ EINT o —IMT 1. / ez(n—m)m —0.
- i(n —m)

—T

Talloin sarjasta jaa jéljelle ainoastaan termi n = m, jolloin péatee

g(m) = fé?/ieimxe_imxdx = fg:)/ildx = f(m).

~

Néin ollen funktioiden f ja g Fourier-kertoimille péatee f(m) = g(m) kaikilla
m € Z. Koska f ja g ovat molemmat lisdksi jatkuvia 27-periodisia funktioita,
Seurauksen 2.4 nojalla patee f = g¢. Nain ollen funktion f Fourier-sarja
suppenee tasaisesti joukossa R kohti funktiota f. O

Palataan luvun lopuksi Luvun 1.3 esimerkkifunktioihin ja tutkitaan nii-
den Fourier-sarjojen suppenemista.

Esimerkki 2.8. Olkoon h: R — R funktion f: [-m, 7] — R, f(z) = |z|,
2m-periodinen laajennus. Esimerkin 1.13 nojalla funktion h Fourier-sarja on

7 . 2 1 i(2n—1)z
— — E —— =€ .
2 (2n —1)?

24



Koska yliharmoniselle sarjalle patee

o 1
= — <
Z (2n _ 1)2 00,

n=—oo

>

n=—oo

funktion h Fourier-sarja suppenee itseisesti. Koska h on Esimerkin 1.18 no-
jalla lisdksi jatkuva ja 2m-periodinen, tiedetdan Lauseen 2.7 nojalla funktion
h Fourier-sarjan suppenevan tasaisesti joukossa R kohti funktiota h.

Esimerkki 2.9. Olkoon h: R — R funktion g: [-7, 7] = R, g(z) = =,
2m-periodinen laajennus. Esimerkin 1.19 nojalla funktion h Fourier-sarja on

-1 n+l
Z ( ) eznz.
nez\{oy T
Koska sarja
Z (_1)n+1 B Z i
nezvoy| nez\{0} Id

hajaantuu, funktion h Fourier-sarja ei suppene itseisesti. Toisaalta, jotta
Fourier-sarja suppenisi tasaisesti, tulisi rajafunktion olla jatkuva. Kuten Ku-
vasta 1.2 nahdédan, funktio A ei ole jatkuva. Nain ollen funktion h Fourier-
sarja ei suppene myoskédan tasaisesti joukossa R kohti funktiota h.
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3 Ytimet ja konvoluutiot

Tutustutaan Fourier-sarjojen suppenemisen tutkimisen kannalta tarkeisiin
trigonometrisiin polynomeihin, Dirichlet-ytimiin ja niiden aritmeettisina kes-
kiarvoina saataviin Fejer-ytimiin. Tutkittaessa edelleen konvoluutiota ja niin
kutsuttuja hyvia ytimid tehdaén tarkeita havaintoja Fourier-sarjojen suppe-
nemisesta.

Tutustuttaessa konvoluutioihin havaitaan, ettd Fourier-sarjan osasummat
voidaan esittda tutkittavan funktion ja Dirichlet-ytimen konvoluutiona. Kos-
ka jatkuvien funktioiden konvoluutiot hyvien ytimien kanssa muodostavat ta-
saisesti suppenevan funktiojonon, heraé toive jatkuvien funktioiden Fourier-
sarjojen suppenemisesta. Dirichlet-ytimet eivat kuitenkaan muodosta hyvien
ytimien joukkoa, jolloin suppenemisen tutkimista taytyy jatkaa. Fejer-ytimet
sen sijaan muodostavat hyvien ytimien joukon. Havaittaessa, ettd Fourier-
sarjojen osasummien keskiarvot voidaan esittaé tutkittavan funktion ja Fejer-
ytimen konvoluutiona, saadaan hyville ytimille osoitetut suppenemistulok-
set kdyttoon ja paastdan antamaan positiivisia suppenemistuloksia Fourier-
sarjojen osasummien keskiarvoille. Luvussa 3 esiteltivit L!'-normin suhteen
pétevit suppenemistulokset on esitelty Yitzhak Katznelsonin teoksessa |1,
Luku 1.2]. Muuten Luku 3 mukailee Elias M. Steinin ja Rami Shakarchin
teosta [, Luku 2], ellei toisin mainita.

3.1 Dirichlet-ytimet

Tutustutaan tarkedan trigonometriseen polynomiin ja selvitetdan, mita jat-
kon kannalta hyvid ja toisaalta huonoja ominaisuuksia silld on. Sellaista
astetta NV € Ny olevaa trigonometristd polynomia, jonka kertoimille patee
¢, = 1 kaikilla |n| < N, kutsutaan N:nneksi Dirichlet-ytimeksi.

Maaritelma 3.1. Olkoon N € Nj. Astetta N olevaa trigonometristé poly-
nomia P: R — C,

N
P(z)= Y ™,
n=—N
kutsutaan N:nneksi Dirichlet-ytimeksi, ja siitd kaytetaan merkintda D).

Huomautus 3.2. Dirichlet-ytimet ovat trigonometrisind polynomeina lokaa-
listi Lebesgue-integroituvia, 27-periodisia ja jatkuvia.

Annetaan Dirichlet-ytimelle toinen tunnettu esitysmuoto.
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Lause 3.3. Olkoot N € Ny ja Dy: R — C N:s Dirichlet-ydin. Tdlloin pdtee

sin ((N + %) x)
Dy(z) = sin (%) 7
2N +1, kun x = 2mm jollakin m € 7Z.

kun x # 2mm kaikilla m € Z,

Todistus. Olkoon m € Z. Kun z = 2wm, Dirichlet-ytimen maaritelman no-

jalla pétee
N

N
Dy(z)= > ™™= 3" 1=2N+1.
n=—N n=—N
Olkoon sitten z # 2rm. Merkitdin w = . Jakamalla sarja kahteen osaan

saadaan
1

N N
Dy(x)= > ™= Y w'+) w
n=—N n=0

n=—N

Koska w # 1, jalkimméinen sarja voidaan esittdd geometrisen sarjan sum-
makaavan nojalla muodossa

N _ N+1 N+1
anzllw W 11
n=0 —w W=

Tehdédan ensimmaiseen sarjaan muuttujanvaihto ja siirretddn indeksointi al-
kamaan nollasta. Talloin geometrisen sarjan summakaavan nojalla pétee

-1 . N-1 iy N-11 ,1\k i(l—(i)N) 1—w-N
£or- By

w \w w—1

k=0 w

Lasketaan lopuksi sarjojen summa. Laventamalla sopivasti ja palauttamalla
merkintd w = e saadaan Dirichlet-ydin esitettyd kompleksisen sinifunktion
avulla halutussa muodossa

Du(a) N N Wl (WNH _ w*N> WNFE - (N+D)
xT) = = =
" w—1 w2 (w—1) Wr — w3
B ci(N+E)e _ —i(N+1)a 92 B sin ((N + %) IL’) -

Huomautus 3.4. Vaikka Dirichlet-ytimet maéaaritellian kompleksisina trigo-
nometrisind polynomeina, Lauseen 3.3 muotoilusta ndhdaan niiden olevan
reaaliarvoisia funktioita.
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Piirretdan nyt Lauseen 3.3 avulla muutama Dirichlet-ytimen kuvaaja va-
lille [—7, 7].

35 35 35

(a) N=5 (b) N =10 (¢) N =15

Kuva 3.1: Dirichlet-ytimien Ds, D1o ja D15 kuvaajat valilla [—m, 7.

Verrataan Kuvan 3.1 Dirichlet-ytimien kuvaajia Kuvan 2.1 trigonometris-
ten polynomien kuvaajiin. Huomataan, ettd funktioilla on samankaltaisia
ominaisuuksia. Mita suurempi vakio /N on, sitd suurempia arvoja Dirichlet-
ytimet saavat origon ympéristossi. Toisaalta, kun etéisyys origosta kasvaa,
Dirichlet-ytimien arvot varahtelevit vaimentuen x-akselin ymparilla. Erityi-
sesti Dirichlet-ytimet saavat myos negatiivisia arvoja, mika tulee aiheutta-
maan haasteita Fourier-sarjojen suppenemista tutkittaessa. Positiivisten ja
negatiivisten arvojen osittaisesta kumoutumisesta seuraa kuitenkin seuraava
hyodyllinen tulos.

Lemma 3.5. Olkoot N € Ny ja Dy: R — R Dirichlet-ydin. Tdlléin pdtee

;W/ Dy(x)dx = 1.

Todistus. Ottamalla vakiotermi ulos sarjasta saadaan

1/7rD ()d 1 /ﬂ— al in;rd 1/7r 0+ a inT d
— r)ar = — E e r = — e E e X
21 J—n N 21 J—x n—_N 21 J—x n—_N

n#0

Talloin integraalin lineaarisuuden ja eksponenttifunktion e™® 2m-periodi-
suuden nojalla patee

1 " 1 X
— D dr =1+ — =1+ — 0=1 0
2T / w(w)de = + ZN m / i 2m n:Z:N

n#0 n#£0
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Dirichlet-ytimien kuvaajista on liséiksi havaittavissa niiden symmetrisyys y-
akselin suhteen.

Lemma 3.6. Olkoon N € Ny. Dirichlet-ydin Dy: R — R on parillinen
funktio.

Todistus. Olkoon m € Z. Lauseen 3.3 ja sinifunktion parittomuuden nojalla
kaikilla x # 2mm pétee

Dy(a) = sin (— (N + %) ZL‘) _ —sin ((N + %) :1:) _ Da(a).

sin (%’5) — sin (%)
Lisaksi, kun =z = 27m, patee Dy(—z) = 2N + 1 = Dxy(z). Néin ollen
Dirichlet-ydin on parillinen funktio. O

Kuvasta 3.1 ndhdaan Dirichlet-ytimien vaihtavan sitd useammin merk-
kiddn valilld [—m, ], mitd suurempi vakio N on. Esitelldén tdmén havain-
non innoittamana porrasfunktio, joka palauttaa siihen syttetyn muuttujan
merkin. Téallaista merkkifunktiota kéytetdén esimerkiksi paloittain méaéritel-
tyjen funktioiden, kuten itseisarvofunktion, ja konvoluutioiden yhteydessa.
Seuraava aputulos on esitelty Katznelsonin teoksessa [1, Luku 2.1, s. 48].

Lemma 3.7. Olkoon sgn: R — R porrasfunktio, jolle pdtee

-1, kunx <0,
sgn(z) =40, kunxz =0,
1, kun x > 0.
Lisdkst olkoot N € Ny ja Dy: R — R Dirichlet-ydin. Tdlloin pdtee
|Dn| = Dy sgn(Dy).
Todistus. Yhdistetty funktio sgn(Dy): R — R maéaritelladn
—1, kun Dy(z) <0,
sgn(Dy(z)) =40, kun Dy(x) =0,
1,  kun Dy(z) >0
Talloin saadaan

—Dp(z) >0, kun Dy(x) <0
Dy(z)sgn(Dy(x)) =10, kun Dy(z) =0,
Dy(z) >0, kun Dy(z) >0
()
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3.2 Konvoluutiot

Maaritelladn konvoluutio, joka on kahdelle lokaalisti Lebesgue-integroituvalle
2m-periodiselle funktiolle méaritelty laskutoimitus.

Maaritelma 3.8. Olkoot f,g: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituvia 2m-
periodisia funktioita. Funktiota f x g: R — C,

(F0)@) =5 [ fwgte—y)dy,

kutsutaan funktioiden f ja g konvoluutioksi.

Osoitetaan, ettd ndin maééritelty konvoluutio on hyvin méaaritelty melkein
kaikilla x € R. Seuraava tulos ja sen todistus mukailevat Katznelsonin teos-
a [4, Luku 1.1, ss. 4-5]. Todistuksessa ja myohemmin luvussa kdytettavan
Fubinin lauseen eri versiot voi kerrata Steinin ja Shakarchin teoksesta [9,
Luku 2.3].

Lause 3.9. Olkoot f,g: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituvia 2m-perio-
disia funktioita. Tdlléin konvoluutio f x g on hyvin mddritelty melkein kai-
killa x € R. Lisdksi konvoluutio f x g on lokaalisti Lebesque-integroituva
2m-periodinen funktio, jolle pdtee

1 9l iy < W ot emm 191 21 ) -

Todistus. Funktiot f ja g ovat mitallisia, jolloin funktiot | f| ja |g| ovat mitalli-
sia. T&ll6in my6s tulofunktio | f||g| > 0 on mitallinen. T&ll6in ei-negatiivisille
funktioille suunnatun Fubinin lauseen nojalla integroimisjarjestysta voidaan
vaihtaa ja integrointi voidaan suorittaa osissa. Koska |g| on 27-periodinen,
saadaan Lemman 1.17 nojalla

| [ irwllgte = wlayde = [* 17w [ gt = y)lddy
:/ |/ x)| da dy

S O r—
= [1fll pr ey N9l L1 (e gy < 00

Néin ollen integraali [™_|f(y)||g(x — y)|dy on &érellinen melkein kaikilla
x € [—m,m|. Edelleen Lemman 1.17 ja funktion |g| 27-periodisuuden nojalla
integraali |™_|f(y)||g(z — y)| dy on &éarellinen melkein kaikilla € R. Néin
ollen konvoluutio (f * g)(z) = i 7 fy)g(x — y)dy on hyvin maaritelty
melkein kaikilla z € R.
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Konvoluution f % g 27-periodisuus seuraa suoraan funktion g 2w-periodi-
suudesta. Lisdksi edella tehdyn paattelyn nojalla saadaan

1 # gl onmy = [ 10 9)(@)] da

/ o [ Wllgte — )l dy da

% ||f||L1([—7r,7r]) ||gHL1([—7r,7r]) < 0.
Talloin konvoluutio f % g on lokaalisti Lebesgue-integroituva ja sille patee

1 9l iy S N ot emm 191 21 () - 0

Seuraava lause avaa konvoluutioiden merkitysta Fourier-sarjojen suppe-
nemisen tutkimisessa. Huomionarvoista on, ettd Fourier-sarjan osasummat
voidaan esittda tutkittavan funktion ja Dirichlet-ytimen konvoluutiona.

Lause 3.10. Olkoot f: R — C lokaalisti Lebesgque-integroituva 2m-perio-
dinen funktio ja Dy: R — R Dirichlet-ydin, missi N € Ny. Talloin funk-
tion f Fourier-sarjan osasummille Sy(f): R — C patee

SN(f) = f * DN.

Todistus. Olkoon N € Nj. Talloin Fourier-kertoimien, Dirichlet-ytimen ja
konvoluution méaritelmien nojalla kaikilla € R patee

/
E />
[ 3 e

— o | F@)Dx(@ =y dy = (f * Dy)(). s

Esitelldan seuraavaksi konvoluution ominaisuuksia, joita tullaan jatkossa
tarvitsemaan.

Lause 3.11. Olkoot f,g,h: R — C lokaalisti Lebesque-integroituvia 2m-
periodisia funktioita. Talloin patee
1) fx(g+h)=fxg+ fxh. (lineaarisuus)
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2) fxg=gxf. (vaihdannaisuus)
3) (fxg)xh=fx(gxh). (liitanndisyys)

Todistus. Konvoluution lineaarisuus seuraa suoraan integraalin lineaarisuu-
desta. Konvoluution vaihdannaisuuden osoittamiseksi tehdain muuttujan-
vaihto u = x — y. Talloin Lemman 1.17 nojalla kaikilla z € R patee

1

Py /7r f(y)g(z —y)dy
1

= [T g - w)du

:;ﬂ/irg(u)f(a:—u)du:(g*f)(gﬁ)-

(f *g)(x) =

Osoitetaan sitten konvoluution liitdnnéaisyys. Olkoon x € R. Lauseen 3.9 no-
jalla kahden lokaalisti Lebesgue-integroituvan funktion konvoluutio on lokaa-
listi Lebesgue-integroituva ja hyvin méaritelty melkein kaikilla x € R. Koska
f * g ja h ovat molemmat lokaalisti Lebesgue-integroituvia, (f * g) * h on
lokaalisti Lebesgue-integroituva. Talloin konvoluution maéritelman nojalla
saadaan

(9 h)(x) = 21 (7= 9)whte ) dy

LG Lo a4

27T27T/ / f(z Iz = y) dzdy.

Funktion ollessa lokaalisti Lebesgue-integroituva Fubinin lauseen nojalla in-
tegroimisjarjestysta voidaan vaihtaa, jolloin saadaan

((fxg) = h)z T o 27?/ / Dh(z —y)dyd

217T , f(z) (;ﬁ /_trg(y — 2)h(z —y) dy) d.

Tehdédan muuttujanvaihto v = y — 2. Talloin Lemman 1.17 nojalla patee

! /7;9(3/ — 2)h(z —y)dy = 217T /_Tr_zzg(u)h(a; —z—u)du

or J-
1 g
= %[Wg(u)h(x—z—u)du.
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Lopuksi konvoluution maéritelman nojalla saadaan

(Frayem@ = o [ 1) (o [ ot — = — ) du) dz

o 2m J-
= o [ 1)) =)z
= (f * (g% h)(x). 0

Lause 3.12. Olkoot f,g: R — C lokaalisti Lebesque-integroituvia 2m-perio-
disia funktioita. Jos f tai g on jatkuva, niin f *x g on tasaisesti jatkuva.

Todistus. Konvoluution vaihdannaisuuden nojalla voidaan olettaa, etta g on
jatkuva. Osoitetaan ensin, ettd talloin g on tasaisesti jatkuva koko reaaliak-
selilla. Olkoon ¢ > 0. Koska ¢ jatkuva koko reaaliakselilla, on se tasaisesti
jatkuva suljetulla vélilld [—3m, 37]. Téll6in on olemassa § > 0 siten, ettd

lg(x) —g(y)| < e kaikilla x,y € [-3m, 3n], joille |x — y| < 4. (3.1)

Valitaan 6y = min{o,27}. Olkoot z,y € R siten, ettd |z — y| < &y < 2.
Erityisesti on olemassa m € Z siten, etta x + 2rm € [—m, 71]. Talloin pétee
y + 2rm € [—3m,3n]. Nyt funktion g 27-periodisuuden ja epéayhtilon (3.1)
nojalla patee

l9(z) — g(y)| = |g(x + 2mm) — g(y + 2mm)| < e

kaikilla z,y € R, joille |x — y| < dp. Néin ollen g on tasaisesti jatkuva koko
reaaliakselilla.

Osoitetaan sitten, ettd konvoluutio f % ¢ on tasaisesti jatkuva. Olkoon
e > 0. Koska g on tasaisesti jatkuva reaaliakselilla, on olemassa § > 0 siten,
etta

lg(x1) — g(z2)| < e kaikilla 1,29 € R, joille |27 — 29| < 6.

Olkoot siis x1, 2 € R siten, ettd |z — x5 < §. Koska kaikilla y € R pétee
(71 —y) — (22 — y)| = [v1 — 72| < 6, saadaan

(9 = (7 # 9)wl = 5| [ FWgtar = 9) = F@g(az — ) dy
s%/_ F@)llglas — ) = glwz — v)] dy
<o [ 1)y

21
ENfI e (emm
21 '

Vaite seuraa tastid vakion € > 0 ollessa mielivaltainen. ]
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3.3 Hyvat ytimet

Tassa luvussa méaritellaan joukko hyvia ytimia. Téllaiseen joukkoon kuulu-
vien funktioiden ominaisuudet muistuttavat Lemmassa 2.1 muodostettujen
trigonometristen polynomien ominaisuuksia. Dirichlet-ytimien muistuttaessa
puolestaan edella mainittuja trigonometrisia polynomeja, herda kysymys sii-
té, muodostavatko Dirichlet-ytimet hyvien ytimien joukon. Tutkimalla omi-
naisuuksia tarkemmin huomataan, etta Dirichlet-ytimet eivat toteuta kaikkia
hyvien ytimien ominaisuuksia.

Maaritelma 3.13. Olkoon { K, },en joukko lokaalisti Lebesgue-integroitu-
via 2m-periodisia funktioita K, : R — R. Kyseessa on hyvien ytimien joukko,
jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1) Kaikilla n € N pétee

1 s
%/_WKn(x) dr = 1.

2) On olemassa M > 0 siten, etta kaikilla n € N pétee
/ K ()] dz < M.

3) Jokaiselle € > 0 ja 0 > 0 on olemassa N.s; € N siten, ettd kaikilla
n > N, s patee

/ | K ()| de < e.
6<[al<r

Se, miksi hyvia ytimid kutsutaan hyviksi, ilmenee niiden hyvista suppe-
nemistuloksista konvoluutioiden yhteydessa. Erityisesti jatkuville 27-periodi-
sille funktioille patee f * K, — f pisteittdin seka tasaisesti joukossa R.

Lause 3.14. Olkoot {K,}nen hyvien ytimien joukko ja f: R — C lokaalisti
Lebesque-integroituva 2mw-periodinen funktio. Jos f on jatkuva, funktiojono
(f * Kp)nen suppenee tasaisesti joukossa R kohti funktiota f.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd funktion f jatkuvuudesta seuraa funktion
rajoittuneisuus. Koska f on jatkuva suljetulla valilla [—m, 7], f on rajoitettu
talla valilla. Télloin on olemassa C' > 0 siten, etté kaikilla x € [—m, | patee
|f(z)] < C. Olkoon nyt = € R. Erityisesti on olemassa m € Z siten, etta
x + 2mm € [—m,w|. Télloin funktion f 27-periodisuuden nojalla patee

|f(z)| = |f(z+2mm)| < C kaikilla x € R. (3.2)

Osoitetaan sitten, ettd funktion f jatkuvuudesta seuraa funktiojonon
(f * K,)nen tasainen suppeneminen joukossa R kohti funktiota f. Olkoon
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e > 0. Lauseen 3.12 todistuksessa osoitettiin, ettd f on jatkuvana 27-periodi-
sena funktiona tasaisesti jatkuva koko reaaliakselilla. Talloin on olemassa
0 < 0 < 7 siten, etta

|f(x—y)— f(z)| <e kaikilla z,y € R, joille |(z —y) — z| = |y| < d. (3.3)

Olkoon z € R. Talloin hyvien ytimien mééritelmén kohdan 1) ja konvoluu-
tion vaihdannaisuuden nojalla kaikilla n € N pétee

(K@) = @) = o [ ) Kale = y)dy = f() 1

= o [t pEa s @) - [ Ky
1 ™

= o | K@) (e —y) — f@) dy.

Hyodynnetaan kolmioepayhtélod ja jaetaan integroimisvéli osiin, jolloin kai-
killa n € N edelleen patee

(K@) = F@] < o [ 1K) =) = F@)ldy
L @I ) - @y

tor

Ensimmaisen maaratyn integraalin arvioimiseen voidaan hyodyntéa funktion
f tasaista jatkuvuutta eli epayhtaloa (3.3). Hyvien ytimien méaritelméan koh-
dan 2) nojalla on olemassa M > 0 siten, ettd kaikille n € N pétee

1 3
o | I =)~ S dy < o [ 1) dy
T M
<o [ IKuwldy <5

Toisen maératyn integraalin arvioimiseen voidaan hyodyntaéd kolmioepéyh-
taloa seka funktion f rajoittuneisuutta. Talloin epayhtélon (3.2) nojalla on
olemassa C' > 0 siten, etta

[f(z —y) = f(@)] <[f(z =)+ [f(2)] < 2C.

Talloin hyvien ytimien mééritelméan kohdan 3) nojalla on olemassa N. 5 € N
siten, etta kaikilla n > NN, s patee

20 2C¢e

1
37 Sy K@= ) = F@)dy < G- [ Kl dy < 57
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Kootaan ylla tehdyt arviot. Talloin supremumin maaritelmén nojalla kaikilla
n > N, s patee

M +2C
sup |(f ) (@) — f(@)] < (F - ) e
zeR s
Vaite seuraa tastd vakion € > 0 ollessa mielivaltainen. O

Tutkitaan nyt hyvien ytimien konvoluutioita Lebesgue-integroituvien 27-
periodisten funktioiden kanssa. Osoitetaan, ettd talloin f x K, — f péatee
L'-normin suhteen. Annetaan timén todistamista varten seuraava aputu-
los, jonka mukaan funktiot, joiden 27-periodinen laajennus on jatkuva, ovat
tihedssd avaruudessa L'([—m, 7]).

Lemma 3.15. Olkoon f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2m-perio-
dinen funktio. Jokaiselle € > 0 on olemassa g € Cpe ([—m,7]) siten, ettd

1f =9l (ommpy <€

Todistus. Esitelladn ainoastaan todistuksen idea. Katso lisidtietoa Steinin ja
Shakarchin teoksesta [9, Luku 2.2, ss. 71-72].
Tarkastellaan funktiota fx(_.: R — C, jolle patee (fX|_rn)(7) = f(2),

)

kun x € [~7, 7], ja (fX[_rx)(7) =0, kun o ¢ [—7, 7|. Talloin pétee

/|fX[ o) ( |dx—/ |f(z)|dz < oo.

HfX[_m

Olkoon € > 0. Yll& mainitun viitteen HOJalla on olemassa jatkuva funktio
ho: R — C siten, ettéi || fX( . — ho \LI(R) < £. Olkoon nyt h: [—m,7] = C

funktion hq rajoittumafunktio. Talloin pétee

5
I = Pl ey < fo[—”’”] ~hollpg < 3
Jos funktiolle h patee h(—m) = h(rw), viite seuraa tastd. Jos taas pétee

h(—m) # h(w), voidaan konstruoida jatkuva funktio g € Cpe([—m,7]) si-
ten, ettd [[h — gl 11 (_r ) < §- Téllin pétee

E €
1f = g||L1([—7r,7r]) <|f- h||L1([—7r,7r}) + |[h = 9||L1([—mr]) < 9 + 9 = e. U

Lause 3.16. Olkoot {K,}nen hyvien ytimien joukko ja f: R — C lokaalisti
Lebesgue-integroituva 2m-periodinen funktio. Tdlloin pdtee

1f % K = fllpynmy = 0, kunn — oo.
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Todistus. Olkoon € > 0. Lemman 3.15 nojalla on olemassa g € Cpe([—7, 7))
siten, ettd ||f — gl i _rqy) < € Liséiksi hyvien ytimien mééritelmén koh-
dan 2) nojalla on olemassa M > 0 siten, ettd |[Knp|pi(_, . < M kaikilla
n € N. Téalloin konvoluution lineaarisuuden ja Lauseen 3.9 nojalla kaikilla
n € N pétee

1% K = g% Kl g1 r gy = 1(F = 9) % Kol 1
S ||f - gHLl([—TrJrD ||Kn||L1([—7F17"]) S eM.

Toisaalta, koska g € Che([—7,7]) on jatkuva, Lauseen 3.14 nojalla on ole-
massa V. € N siten, ettéa

sup |(g* K,)(x) —g(z)| <e kaikilla n > V..

zE€[—m,m]

Arvioidaan integrandia supremumin avulla. Télloin kaikilla n > N, pétee

T

lg % Ko = gll s nmy = [ g Kn)(@) = g(o)] du < 2=

—T

Nain ollen kolmioepédyhtédlon nojalla kaikilla n > N, patee

|f * K — f”Ll([—ﬂ'Jr]) < * K — g% K"HLI([—W»W])
g * Kn = gl 1 (mmmpy + 1 = 9l 1o
< (M +27 +1)e.

Vaite seuraa tasta vakion € > 0 ollessa mielivaltainen. OJ

Edellisessa luvussa todistetun Lauseen 3.10 nojalla Fourier-sarjojen osa-
summat voidaan esittda konvoluutiona Sy (f) = f* Dy. Jos Dirichlet-ytimet
muodostaisivat hyvien ytimien joukon, tiedettaisiin Lauseen 3.14 nojalla jat-
kuvan funktion Fourier-sarjan suppenevan tasaisesti kohti funktiota itsedén.
Vaikka Lemman 3.5 nojalla Dirichlet-ytimet toteuttavatkin hyvien ytimien
maéaritelmén ensimmaéisen ehdon, Dirichlet-ytimet eivéit valitettavasti muo-
dosta hyvien ytimien joukkoa. Tama herattda epailyksen siitd, ettd funktion
jatkuvuus ei ole riittavé ehto sen Fourier-sarjan pisteittaiseen suppenemiseen.

Lause 3.17. Olkoon { Dy} nen, Dirichlet-ytimien joukko. Talloin kyseessd ei
ole hyvien ytimien joukko. Erityisesti Dirichlet-ytimelle Dy : R — R, missd
N € Ny, pdtee

™ 8
/ Dy (2)|dz > > InN.
- m
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Todistus. Todistus mukailee Bhatian teoksessa |1, Luku 2.2, ss. 33-35] ku-
vailtua todistusstrategiaa. Olkoon N &€ Ny. Dirichlet-ytimien parillisuuden
ja Lauseen 3.3 nojalla patee

[ ipx@ldr =2 [ Dy dr=2 " i (V) o),

sin(%)

Tehdaan muuttujanvaihto u = 3. Talléin kaikilla u, joille 0 < u < 7, patee
|sin(u)| = sin(u) < u. Talloin saadaan arvio

/ Dy (z )|d:c—4/ |sin (( |821]I\1f<+)|1) u)| du24/03 |sin((2]\;+ Du)| .

Tehddén uusi muuttujanvaihto ¢ = (2N +1)u. Jakamalla integroimisvéli osiin
saadaan

2

- CN+1)T |sin(t N r(k+1)73 |sin(t
/ Dy ()| dz > 4/ P sl g, :42/ F i@l g,
-7 0

t k=0"k% t

Tarkastellaan maérittya integraalia yksittdisen valin yli. Koska ¢ < (k+1)7,

saadaan (++1)3 . (413
/ LUIOIFNS / Isin(t)] dt.
t (k+1)% Jez

s

Sinin symmetrian ja jaksollisuuden nojalla funktion |sin(t)| > 0 maaratty
integraali vélin [k5, (k+41)5] yli on yhté suuri kaikilla k& € Ny. Taten voidaan
tarkastella maarattya mtegraaha valilld [0, 7], jolloin sin(t) > 0. Talléin patee

(k’—l—l 1 z 1
/ S| 4 > TERIE /2 sin(t)dt = ————
0

Nain ollen saadaan

/” Dy (2 |dm>4z

wm

3

bl

Il

(=)

&

+

—
I

Pinta-alatulkinnan avulla kyseessa on funktion % méaaratyn integraalin erés
ylasumma. Télloin logaritmin kasvavuuden nojalla pétee

8
™

2N+ 2N+2
Z 8/ 1dyc_§1n(2j\f+2) 81nN. O
_ Xz

/W‘DN |dl’2
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3.4 Fejer-ytimet

Tutustutaan toiseen Fourier-sarjojen suppenemisen tutkimisen kannalta tér-
kedan ytimeen. Vaikka Dirichlet-ytimet eiviat muodosta hyvien ytimien jouk-
koa, osoittautuu, ettd niiden aritmeettisena keskiarvona saatavat Fejer-yti-
met muodostavat.

Maaritelma 3.18. Olkoon N € N. Funktiota Fiy: R — R,

1 N-1
_ Z Dy (
joka on N:n ensimmaisen Dirichlet-ytimen aritmeettinen keskiarvo, kutsu-

taan N:nneksi Fejer-ytimeksi.

Huomautus 3.19. Fejer-ytimet ovat Dirichlet-ytimien aarellisend summana
lokaalisti Lebesgue-integroituvia, 2m-periodisia ja jatkuvia.
Annetaan myo6s Fejer-ytimille toinen tunnettu esitysmuoto.

Lause 3.20. Olkoot N € N ja F: R — R N:s Fejer-ydin. Tdlloin pdtee
1 sin? (Ag)

Fy(z) = { N sin? (%) 7

N, kun x = 2mm jollakin m € 7Z.

kun x # 2mm kaikilla m € 7Z,

Todistus. Olkoon m € Z. Késitellddn ensin tapaus z = 27m. Téalldin Lau-
seen 3.3 nojalla Fejer-ydin voidaan esittaéd sarjana

1N1 1N1

—ZD —Z2n+1 —Zn+—21

Siirretdan ensimmaisen sarjan indeksointia ja hyodynnetdan tunnettua sum-
makaavaa, jolloin saadaan

2 =1 2 X 2 X N 2 N(N +1)

“ _ —1) == = — < _2=N-—-1.
Z "TN nzl Y ; N 523 2

Jalkimmaisen sarjan ollessa 1, saadaan Fyy(z) = N—1+1 = N, kun z = 27m.
Olkoon sitten x # 27wm. Merkitdin w = ™. Talloin Lauseen 3.3 todis-

tuksen nojalla Fejer-ydin voidaan esittaa sarjana

()

1
w2 —w-

N-1 Nl
NFyx(x ZD =

n—=
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Geometrisen sarjan summakaavan nojalla sarja voidaan sieventda muotoon

N-1 ) ) U N-1  N-1
Z (w”+2 — w("+2)> = w? Z Wt — w2 Z w "
n=0 n=0 n=0

1 whN —1 1 wN-1

_OJ_% w—1 w% wl—1
wN —1 w N -1

= 71 1 1

Palauttamalla merkintd w = € ja hyodyntdmalld kompleksisen sinifunktion
méaritelméa saadaan Fejer-ydin esitettya halutussa muodossa

TR G SRS G (7 s

1
— N 1 1 1 1 2
N s — w2 w2 — w2 N (w%—w*%)

1 ei¥e _ gmiffa)” 2 2 1 sin? (%)
=N 2i (e;m _ e—;ix> = NW O

Piirretdén nyt Lauseen 3.20 avulla Fejer-ytimien kuvaajia vélille [—m, 7].

FN<CC)

10 10 10

.

|
T T T

—T ™ —T m —T m

(a) N=5 (b)y N=38 (¢) N =10

Kuva 3.2: Fejer-ytimien Fj, Fg ja Fi kuvaajat valilla [—m, 7).

Erona Dirichlet-ytimiin Fejer-ytimet saavat pelkéstdan ei-negatiivisia arvo-
ja, mikd n&dhdaan niin Lauseen 3.20 muotoilusta kuin Kuvasta 3.2. Talloin
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Fejer-ytimien tapauksessa hyvien ytimien méaritelmén ehdon 1) toteutumi-
nen ei seuraa positiivisten ja negatiivisten arvojen osittaisesta kumoutumi-
sesta. Néin ollen Fejer-ytimet toteuttavat myos hyvien ytimien méaaritelméan
toisen ehdon siina, missé Dirichlet-ytimet eivat.

Lause 3.21. Olkoon {Fy}nen Fejer-ytimien muodostama joukko. Tdlloin
kyseessd on hyvien ytimien joukko.

Todistus. Olkoon N € N. Osoitetaan, etta Fejer-ydin Fiy: R — R toteuttaa
Maaritelman 3.13 ehdot.

1) Lemman 3.5 nojalla Dirichlet-ytimille pétee 5= /7 D, (z) dz = 1 kai-
killa n € Ny. Talloin Fejer-ytimen maéritelméan ja integraalin lineaarisuuden
nojalla patee

T 1N—1

- 1
LSRR )
27r/_7r v@de =50 | N 2 Dul@)de

1N—11 - 1N—1 1
PR LS IS

=0

2) Koska kaikilla = € R pétee Fy(x) > 0, edella todistetun nojalla pétee

™ ™ 1 ™
/ |FN(x)|dx:/ FN(x)da::27r-2—/ Fy (z) dx =27 -1 < 2.

_ ™ J—m7

3) Olkoot § > 0 ja § < |z| < 7. Koska 0 < sin? (%) < sin? (g), saadaan
Fejer-ydinta arvioitua

|[Fn(z)| = Fy(z) = —— (

Talloin edelleen pétee

1 2m
Fy(z)|dz < ————~dr < —— — 0, kun N — oo.
/<5<|96<7r [ (@)l s<[z|<m N sin? (%) N sin? (g)

Viite seuraa téastéd raja-arvosta. O

Lauseissa 3.14 ja 3.16 esitellyt hyvien ytimien suppenemistulokset paas-
tdan nyt Lauseen 3.21 nojalla antamaan Fejer-ytimille.

Lause 3.22. Olkoot { F,, }en Fejer-ytimien muodostama joukko ja f: R — C
jatkuva 2m-periodinen funktio. Tdlloin funktiojono (f * F,)nen Suppenee ta-
saisesti joukossa R kohti funktiota f.
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Lause 3.23. Olkoot { F, }nen Fejer-ytimien muodostama joukko ja f: R — C
lokaalisti Lebesgue-integroituva 2m-periodinen funktio. Tdlloin pdtee

\f * F, — f||L1 w0, kunn — oo.

Vaikka Fourier-sarjan osasummia ei saatukaan esitettya funktion ja hy-
vien ytimien konvoluutiona, niiden aritmeettinen keskiarvo saadaan. Télloin
edella esitellyt tulokset saadaan yleistettya Fourier-sarjojen osasummien kes-
kiarvoille.

Lause 3.24. Olkoot f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2m-perio-
dinen funktio ja Fy: R — R Fejer-ydin, missdé N € N. Tdlloin funktion f
Fourier-sarjan osasummille S,(f): R — C pdtee

1N1

—ZS = fx Fy.

Todistus. Olkoon N € N. Lauseen 3.10 ja konvoluution lineaarisuuden no-
jalla kaikilla z € R patee

1N1

725 Jsz:: (f*ZD> — (f * F)(2).

]

Nain ollen Lauseiden 3.22 ja 3.24 nojalla jatkuvien 27-periodisten funk-
tioiden Fourier-sarjojen osasummien keskiarvot muodostavat funktiojonon,
joka suppenee pisteittain seka tasaisesti joukossa R kohti tutkittua funktiota.

Seuraus 3.25. Olkoon f: R — C jatkuva 2m-periodinen funktio. Tdlloin
funktion f Fourier-sarjan osasummille S,(f): R — C pdtee

N—1
sup L Z_: Su(f)(z) — f(z)] = 0, kun N — oo.

zeR

Lauseiden 3.23 ja 3.24 nojalla puolestaan Lebesgue-integroituvien 27-
periodisten funktioiden Fourier-sarjojen osasummien keskiarvot suppenevat
L'-normin suhteen kohti tutkittua funktiota.

Seuraus 3.26. Olkoon f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2m-perio-
dinen funktio. Talloin funktion f Fourier-sarjan osasummille S, (f): R — C

patee
1 N-1
HNZSn(f)—f — 0, kun N — oo.

n=0

LY ([=m.7])
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Lauseilla 3.23 ja 3.24 on toinen suoraviivainen seuraus, jonka mukaan
lokaalisti Lebesgue-integroituvia 27-periodisia funktioita voidaan approksi-
moida trigonometrisilla polynomeilla. Néin ollen myos trigonometriset poly-
nomit ovat tihedssi avaruudessa L'([—m, 7]). Tahéin tulokseen palataan heti
seuraavan luvun alussa.

Seuraus 3.27. Olkoon f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2m-perio-
dinen funktio. Tdlldin jokaiselle € > 0 on olemassa trigonometrinen polynomi
P: R — C siten, ettd

Hf - PHLl([fﬂ,w]) <éE.

Todistus. Lauseen 3.24 nojalla fx*F), on trigonometristen polynomien aarelli-
send summana trigonometrinen polynomi. Nain ollen valitsemalla P = fx F},
véite seuraa Lauseesta 3.23 riittdvan suurella n € N. O]

3.5 Dini-testi ja pisteittiisid suppenemistuloksia

Tassa luvussa selvitetdan, miké oletus on riittava takaamaan Fourier-sarjan
pisteittaisen suppenemisen. Téllaisia lievia oletuksia on useita, joista téssé
esitellaén Dini-testi. Dini-testin mukaan lokaali oletus tarkastelupisteen ym-
péaristossa riittad takaamaan lokaalisti Lebesgue-integroituvan 2m-periodisen
funktion Fourier-sarjan pisteittdisen suppenemisen. Dini-testin avulla voi-
daan osoittaa funktion derivoituvuuden ja Holder-jatkuvuuden olevan esi-
merkkeja vahvemmista ehdoista, jotka takaavat Fourier-sarjan pisteittiisen
suppenemisen. Luku mukailee Yitzhak Katznelsonin teosta [1, Luvut 1.2 ja
2.2] seka Elias M. Steinin ja Rami Shakarchin teosta [, Luku 3.2.1].
Seuraava tulos, jota kutsutaan Riemann-Lebesguen lemmaksi, on esi-
merkki funktion sdannollisyyden tutkimisesta sen Fourier-kertoimien avulla.
Lause 3.28. Olkoon f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2mw-perio-

o~

dinen funktio. Tdlloin pitee f(n) — 0, kun |n| — oo.

Todistus. Olkoon € > 0. Seurauksen 3.27 nojalla on olemassa astetta N € Nj

oleva trigonometrinen polynomi P siten, ettd || f — P|| 1 -, < 2me. Trigo-

nometrisen polynomin P Fourier-kertoimille pétee P(n) = 0 kaikilla n > |N|.
Talloin kaikilla n > |N| pétee

Fw)| = [Fm) ~ Ptw)] = (7= P)(n)
<o [ 1) - Pl ds

1
= o 1f = Pllpronmy <€ H
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Lemma 3.29. Olkoon f: R — C lokaalisti Lebesgque-integroituva 2mw-perio-
dinen funktio. Tdlloin patee

1 ™
2—/ f(x)sin((n+ 3)x)de — 0, kunn — oo.
™ J—m

Todistus. Olkoon n € Nj. Kompleksisen sinifunktion maéritelméan nojalla
kaikilla x € R pétee

jolloin saadaan

f )
27T/ f(z sm((n+ 27?/ Tdx
1 / fLe g
27T —T 22

Osoitetaan, ettd molemmat méardtyt integraalit ldhestyvat nollaa, kun n

Lo
kasvaa rajatta. Olkoon g: R — C vililla [—, 7| mééritellyn funktion %

2m-periodinen laajennus. Koska f on lokaalisti Lebesgue-integroituva, saa-

daan
/_trf( 2/ z)| dx < oo.

21
Néain ollen g on lokaalisti Lebesgue-integroituva ja 2m-periodinen. Talloin
Riemann-Lebesguen lemman, eli Lauseen 3.28, nojalla patee

o / f =T dy = G(—n) — 0, kun n — oo. (3.4)
T

Olkoon h: R — C vililla [, 7[ maaritellyn funktion %ﬁw 27-periodinen

laajennus. Vastaavasti h on lokaalisti Lebesgue-integroituva ja 2m-periodinen,
jolloin Lauseen 3.28 nojalla patee

1 T —Lix ) =R
—/ Me_mx dx = h(n) -0, kunn — occ. (3.5)
2m 21
Raja-arvojen (3.4) ja (3.5) nojalla pétee

;ﬂ/if(x)sin«n—{—é)x) dx — 0, kun n — oo. 0
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Esitellaan nyt lause, jota kutsutaan Dini-testiksi. Dini-testin mukaan lo-
kaalisti Lebesgue-integroituvan 2m-periodisen funktion Fourier-sarjan suppe-
neminen tarkastelupisteessé riippuu funktion kaytoksesta pelkéastaan tarkas-
telupisteen ympaéaristossa.

Lause 3.30. Olkoot f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2mw-perio-
dinen funktio ja x € R. Jos on olemassa 0 < § < 7 siten, ettd

/ flx—y) — f(x)
ly|<d

Y
niin funktion f Fourier-sarja suppenee pisteessd x kohti arvoa f(x).

’dy<oo,

Todistus. Olkoot © € R ja 0 < 0 < 7 siten, ettd lauseen oletus pétee.
Lauseen 3.10 ja konvoluution vaihdannaisuuden nojalla Fourier-sarjan osa-
summille patee Sy(f) = Dy * f kaikilla N € Ny. Lisiksi Lemman 3.5 nojal-
la Dirichlet-ytimille patee % 7. Dn(y)dy = 1 kaikilla N € Ny. Olkoon nyt
N € Nj. Télloin Lauseen 3.14 todistuksen tavoin Sy(f)— f saadaan esitettyé
muodossa

Sw(f)() - f(z) =

"o

[ DN =) = (@) dy

1
Fam o, YO =) = Fa)dy. (36)

Osoitetaan, ettd ensimmainen méaaratty integraali lahestyy nollaa, kun N
kasvaa rajatta. Merkitddn [; = %f\yld Dn(y)(f(x —y) — f(x))dy. Nyt
Lauseen 3.3 nojalla kaikilla 0 < |y| < ¢ patee

Daly) (o — y) — fla)) = L ;?(;)f D in (¥ +3)w)

Koska yksittdinen piste ei vaikuta méaratyn integraalin arvoon, ei jatkossa
keskityta funktion kayttaytymiseen origossa. Télloin karakteristisen funktion

X{jy|<o}, Jolle patee Xyy<s3(y) = 1, kun |y| < 4, ja Xqy<s(y) = 0, kun
d < ly| <, avulla saadaan

L= 217T /_7; e~y _)f(x)Xﬂyd}(y) sin (N +3) y) dy.

sin (%
Olkoon ¢g;: R — C funktion ¢: [—m, 7[ — C,
flz—y) — flz
o) = L= TD, )
S1n (5)
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2m-periodinen laajennus. Koska kaikilla 0 < |y| < 0 < 7 pétee Smm > C,
missd C' > 0, lauseen oletuksen nojalla pétee
™| flz—y) = flz) [f(z—y) — f(=)|
/ — X{lyl<s3(¥) dy:/ — dy
- sin (5) ly|<s ‘sm (5)‘
1 _ ) —
<L |f(z—y) NM@<w'

C Jyyl<s |y

Néain ollen ¢; on lokaalisti Lebesgue-integroituva ja 2m-periodinen, jolloin
Lemman 3.29 nojalla saadaan

I, = 2177/ g1(y) sin ((N + %) y) dy — 0, kun N — oo. (3.7)

Osoitetaan, ettd myos jalkimmaéainen méarédtty integraali lahestyy nollaa, kun
N kasvaa rajatta. Merkitdén I, = 5= [5cj1<r Dn (@) (f(z — ) — f(x))dy.
Vastaavasti Lauseen 3.3 ja karakteristisen funktion avulla saadaan

L= 27T/ f(z Sm ( )X{(Sgy\gw}(y) sin <<N+ %) y) dy.

Olkoon go: R — C funktion g: [—7T, [ = C,
r—y)— flx
i) = L2 =9~ It

Sin <§>

2m-periodinen laajennus. Koska 0 < ‘sm (2)‘ < ‘sm( )‘ kaikilla 6 < |y| <7
ja f on lokaalisti Lebesgue-integroituva, saadaan

|\ flx—y) — f2) B |f(z—y) — f(z)
/CW Sh1<%) Xs<lyl<n}(U)| dy _'J/<n/<w ‘Sﬂl(%)‘ dy

. /qm y)y @),

i )

‘/ )l + (@)l dy

X{s<lyl<n}(Y),

w\cq

- ’sm
< OQ.

Néain ollen g, on lokaalisti Lebesgue-integroituva ja 2m-periodinen, jolloin
Lemman 3.29 nojalla patee

1 _ X

I = %/ g2(y) sin ((N + 5) y) dy — 0, kun N — oo. (3.8)
Néin ollen yhtélon (3.6) seka raja-arvojen (3.7) ja (3.8) nojalla saadaan
Sn(f)(z) = f(z), kun N — oo, miké todistaa viitteen. O
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Esitelldan seuraavaksi Fourier-sarjojen pisteittaisesta suppenemisesta ker-
tovia tuloksia, jotka seuraavat suoraviivaisesti Dini-testistd. Jos kaksi lo-
kaalisti Lebesgue-integroituvaa funktiota ovat yhté suuret tarkastelupisteen
r € R sisaltavilla avoimella vélilla, funktioiden Fourier-sarjat joko suppe-
nevat tassa pisteessd ja Sy(f)(z) = Sy(g)(x) tai niiden Fourier-sarjat ha-
jaantuvat. Funktioiden kaytoksen ei taten tarvitse olla yhtenevaa etadmpéana
tarkastelupisteesta.

Seuraus 3.31. Olkoot f,g: R — C lokaalisti Lebesque-integroituvia 2m-
periodisia funktioita ja x € R. Jos on olemassa 6 > 0 siten, ettd kaikilla
y € R, joille |y — x| < 6, patee f(y) = g(y), niin

(Sn(f)(x) = Sn(g)(x)) = 0, kun N — oo,

missa Sy(f): R — C ja Sy(g): R — C owat funktioiden f ja g Fourier-
sarjojen osasummat jokaisella N € Ny.

Todistus. Olkoot z € R ja N € Ny. Funktioiden f ja g erotusfunktioh = f—g
on lokaalisti Lebesgue-integroituva ja 2m-periodinen. Oletuksen nojalla on
olemassa 0 < § < 7 siten, ettd kaikilla y € R, joille |y — x| < ¢, pétee
h(y) = 0. Téll6in kaikilla |y| < § patee h(z —y) = 0 ja h(z) = 0. Néin ollen

/ h(z —y) — h(z)
lyl<d

(Y
jolloin Dini-testin, eli Lauseen 3.30, nojalla pétee

dy =0 < o0,

Sn(f)(z) — Sn(g)(x) = Sn(h)(x) = h(z) =0 kun N — oc. O

Derivoituvat seka Holder-jatkuvat funktiot ovat selkeita esimerkkejé funk-
tioista, jotka toteuttavat Dini-testin ehdon ja takaavat niin funktion Fourier-
sarjan pisteittaisen suppenemisen.

Seuraus 3.32. Olkoon f: R — C lokaalisti Lebesgue-integroituva 2m-perio-
dinen funktio. Jos f on derivoituva pisteessi x € R, niin funktion f Fourier-
sarja suppenee pisteessi x kohti arvoa f(x).

Todistus. Olkoon x € R. Koska f on derivoituva pisteessa x, erotusosaamé-
ran raja-arvo on olemassa aarellisend. Talloin on olemassa 0 < C' < oo ja
0 < 0 < 7 siten, etta

flx—y) - f(@)
Y

—C| <1 kaikilla y € R, joille 0 < |y| < 6.
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Néain ollen saadaan

/ ﬂx—w—f@wdy< fa—y) = 1@ o,
ly|<6 Yy -~ Jlyl<s Yy
+ s |C] dy < o0.

Talloin Dini-testin nojalla funktion f Fourier-sarja suppenee pisteessé x kohti
arvoa f(x). O

Maaritelma 3.33. Olkoon 0 < o < 1. Funktio f: R — C on a-Holder-
jatkuva pisteessa x € R, jos on olemassa 0 < C' < oo ja d > 0 siten, etta

|f(z —y) — f(z)] < Cly|* kaikilla y € R, joille |y| < 0.

Seuraus 3.34. Olkoot 0 < a <1 ja f: R — C pisteessd v € R a-Holder-
jatkuva lokaalisti Lebesque-integroituva 2m-periodinen funktio. Talloin funk-
tion f Fourier-sarja suppenee pisteessd x kohti arvoa f(x).

Todistus. Olkoot x € R ja 0 < a < 1. Koska f on a-Holder-jatkuva pistees-
sé x, on olemassa 0 < C' < 00 ja 0 < § < 7 siten, ettéd

|f(z —y) — f(2)]
|y

< Oly|*!  kaikilla y € R, joille 0 < |y| < 4.

Nain ollen saadaan

/ |f(x —y) — f(2)]
lyl<s Y|

dy < C ly|*~ dy < occ.
ly|<é

Talloin Dini-testin nojalla funktion f Fourier-sarja suppenee pisteessé x kohti
arvoa f(x). O
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4 Fourier-sarjan hajaantuminen

Tahan mennessa esitellyt Fourier-sarjojen suppenemista késittelevat tulok-
set ovat olleet myonteisia. Kuten mainittu, Fourier-sarjojen suppeneminen ei
kuitenkaan ole néin itsestdan selvaa. Taman luvun tavoitteena onkin osoit-
taa todeksi Dirichlet-ytimien parissa herdnnyt epdilys siitd, ettd funktion
jatkuvuus ei ole riittdva ehto sen Fourier-sarjan pisteittdiseen suppenemi-
seen. Jatkuvan 2m-periodisen funktion origossa hajaantuvan Fourier-sarjan
olemassaolon todistamiseksi tutustutaan funktionaalianalyysin perusteisiin.
Luvuissa esitellaén Banach-avaruuksista ja rajoitetuista lineaarikuvauksis-
ta vain ne tiedot, joita tarvitaan tasaisen rajoituksen periaatteen ja taten
jatkuvan funktion hajaantuvan Fourier-sarjan olemassaolon todistamisessa.
Lahdekirjallisuus esitelldan kunkin luvun alussa.

4.1 Banach-avaruudet

Tassa luvussa tutustutaan Fourier-sarjojen suppenemisen tutkimisen kannal-
ta tarkedan esimerkkiin Banach-avaruudesta. Aloitetaan kertaamalla komp-
leksikertoimisen vektoriavaruuden méaritelma. Jatkossa tarkasteltavat vek-
toriavaruudet ovat kompleksikertoimisia, ja naihin viitataan pelkastaan vek-
toriavaruuksina. Tamén jalkeen varustetaan vektoriavaruus normilla. Naméa
ja muut luvussa esitellyt maéritelmat mukailevat Marat V. Markinin teosta
[0, Luvut 3.1.1 ja 3.2.1].

Maaritelma 4.1. Olkoon X epatyhjé joukko varustettuna alkioiden yhteen-
laskulla +: X x X — X ja vakiolla kertomisella -: C x X — X. Kyseessa on
kompleksikertoiminen vektoriavaruus, jos seuraavat ehdot toteutuvat:
1) 24+y=y+x kaikilla z,y € X.
2) (x4vy)+z=a+ (y+ 2) kaikilla z,y,z € X.
) On olemassa 0 € X siten, etta z + 0 = z kaikilla z € X.
) Jokaiselle x € X on olemassa —x € X siten, ettd « + (—z) = 0.
) c(dx) = (cd)x kaikilla ¢,d € C ja x € X.
) c(x +y) =cx+ cy kaikilla c € C ja x,y € X.
) (¢ +d)x = cx + dx kaikilla ¢,d € C ja x € X.
8) 1z = x kaikilla z € X.

~N O Ot = W

Annetaan esimerkki vektoriavaruudesta. Annetuilla laskutoimituksilla va-
rustetun joukon todistaminen vektoriavaruudeksi on yksinkertaista, mutta
tyoléasté, joten se sivuutetaan. Myo6s muita yksinkertaisia todistuksia tullaan
sivuuttamaan, jotta luvun paapaino siilyy jatkon kannalta tarkedan Banach-
avaruuteen tutustumisessa.

49



Esimerkki 4.2. Joukko
Coer([—m,7]) ={f: [-7, 7] = C on jatkuva | f(—m) = f(m)}

varustettuna funktioiden yhteenlaskulla (f + g)(x) = f(z) + g(x) ja vakiolla
kertomisella (¢f)(x) = c¢f(x) on vektoriavaruus.

Maaritelma 4.3. Olkoon X vektoriavaruus. Kuvaus ||-]| : X — [0, 00[ on
normi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1) ||z|| =0, jos ja vain jos x = 0.
2) ||ex|| = || ||z] kaikilla ¢ € C ja z € X.
3) [z +yll < =]l + lly|| kaikilla z,y € X.

Vektoriavaruutta varustettuna normilla kutsutaan normiavaruudeksi, ja tés-
ta kdytetaan merkintad (X, ||-|]).

Euklidinen avaruus varustettuna euklidisella normilla on luonnollinen esi-
merkki normiavaruudesta. Seuraavassa esimerkissi esiteltavit normiavaruu-
det havainnollistavat sité, ettd sama vektoriavaruus voidaan varustaa usealla
eri normilla. Myohemmin osoitetaan, ettd normin valinnalla voidaan joissain
tapauksissa vaikuttaa merkittavasti normiavaruuden suppenemisominaisuuk-
siin.

Esimerkki 4.4. Vektoriavaruus Cpe ([—7, 7]) varustettuna supremum-nor-
milla

[fllo = sup [f(z)]

z€[—m,m]

on normiavaruus. Vastaavasti Cpe,([—7, 7]) varustettuna L'-normilla

1A ismy = [ (@) d

on normiavaruus. Todistukset sivuutetaan. Katso lisdtietoa A. Brucknerin, J.
Brucknerin ja Thomsonin teoksesta [2, Luku 12.1, ss. 511-512] sekd Markinin
teoksesta [5, Luku 3.2.1, ss. 116-117].

Maéaritelladn seuraavaksi Euklidisesta avaruudesta tutut késitteet, avoin
pallo, suppeneva lukujono seké Cauchy-jono, normiavaruudessa.

Maisritelméa 4.5. Olkoot (X, ||-|| ) normiavaruus, zo € X ja r > 0. Joukko
Bx(zg,r) ={x € X : ||l — x|, <7}

on avoin zy-keskinen r-sateinen pallo.
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Maiéritelma 4.6. Olkoot (X, ||-|| ) normiavaruus ja (z,)neny C X jono sen
alkioita, eli x, € X kaikilla n € N. Jono (z,) suppenee normiavaruudessa
(X, |-l x) kohti raja-arvoa = € X, jos jokaiselle € > 0 on olemassa N. € N
siten, etta

|z, — x|y <e kaikilla n > N..

Erityisesti jono (x,)n,en suppenee, jos on olemassa jokin z € X siten, etté
jono suppenee kohti raja-arvoa x.

Maiésritelméa 4.7. Olkoot (X, ||-|| ) normiavaruus ja (z,)neny C X jono sen
alkioita. Kyseessa on Cauchy-jono, jos jokaiselle € > 0 on olemassa N. € N
siten, etta

|zn — Tmllx <e kaikilla m > N, jan > N..

Euklidisesta avaruudesta tiedetdéan, ettd jono (z,)ney C R™ suppenee,
jos ja vain jos (x,) on Cauchy-jono. Yleisesti normiavaruuksille tdmé ei kui-
tenkaan valttamatta pade. Nain ollen méaaritellaédn erikseen ne normiavaruu-
det, joissa kaikki Cauchy-jonot suppenevat. Téllaisia avaruuksia kutsutaan
Banach-avaruuksiksi.

Maisritelma 4.8. Olkoon (X, ||-|| ) normiavaruus. Kyseessd on Banach-ava-
ruus, jos jokainen Cauchy-jono (z,),eny C X suppenee.

Esimerkki 4.9. Euklidinen avaruus R" varustettuna euklidisella normilla
on Banach-avaruus. Myos kompleksiavaruus C varustettuna modulilla on
Banach-avaruus. Néiden todistukset sivuutetaan. Katso lisatietoa jalkimmaéi-
sestd esimerkistéd Palkan teoksesta [0, Luku 2.4.2; ss. 53-54].

Tutkitaan nyt Esimerkin 4.4 normiavaruuksia tarkemmin. Seuraavan lau-
seen todistus mukailee A. Brucknerin, J. Brucknerin ja Thomsonin teosta |2,
Luku 9.6, ss. 393-395].

Lause 4.10. Normiavaruus (Cpe ([—m,7]), ||||..) on Banach-avaruus.

Todistus. Olkoot € > 0 ja (fn)nen C Cper([—m, 7]) Cauchy-jono. Tall6in on
olemassa NN, € N siten, etta

| fn — finll, <€ kaikilla m > N, jan > N,.

Olkoon = € [—m, 7]. Tall6in supremumin ja supremum-normin mééritelmien
nojalla kaikilla m > N. ja n > N. pétee

() = fn(2)] < sup ]\fn (@) = fin @) | = Ifa = finll <& (4.1)

' el—m,m
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Nain ollen (f,,(2))neny C C on Cauchy-jono. Koska (C, |-|) on Banach-avaruus,
Maéritelmén 4.8 nojalla Cauchy-jono (f(x))men C C suppenee. Talloin
jokaiselle x € [—m, 7| on olemassa f(x) € C siten, ettd

lim f,,(z) = f(z).

m—r o0

Néin muodostuu rajafunktio f: [—m, 7] — C, jolle epéyhtalon (4.1) nojalla
kaikilla @ € [—m, 7] pétee

|fu(z) — f2)] = Jim |fu(z) — fin(z)| < e kaikilla n > N,. (4.2)
Koska supremum on pienin yliraja, saadaan

sup |fu(2) — f(2")] <e kaikilla n > N..
]

' el—m,m
Talloin supremum-normin méaéritelman nojalla patee

[fo = flle = sup ] |fu(z') = f(@)] =0, kunn—oo.  (43)

' e[—m,m

Osoitetaan vield, etta patee f € Cpe([—m,7]). Olkoon e > 0. Liséksi
olkoot N. € N kuten edelld ja n > N.. Koska f,, € Cper([—7,7]), niin f, on
tasaisesti jatkuva. Télloin on olemassa § > 0 siten, etta

|fu(x) — fu(y)] < % kaikilla z,y € [—m, 7], joille |x — y| < 4. (4.4)

Téalloin kolmioepéayhtalon sekéd epéayhtaloiden (4.2) ja (4.4) nojalla kaikilla
x,y € [—m,ml, joille |x — y| < d, pétee

[F(2) = )l < |f (@) = fa(@)| + | fu(z) = fu(w)] + [fn(y) = ()]

<< + = + e
33 3
Néin ollen f on jatkuva. Lisdksi, koska kaikilla n € N patee f,(—7) = f,.(7),
niin epayhtélon (4.2) nojalla patee
f(=m) = lim fu(=m) = lim fu(7) = f(x).

n—oo n—oo

Néin ollen raja-arvon (4.3) nojalla Cauchy-jono (f,)sen Suppenee normia-
varuudessa (Cper([—m, 7)), ||-||l) kohti funktiota f € Cpe([—m,n]). Télloin
Maéaritelmén 4.8 nojalla Cpe([—7,7]) varustettuna supremum-normilla on
Banach-avaruus. ]
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Varustetaan vektoriavaruus Cye,([—, 71]) vuorostaan L'-normilla. T&llin
kyseessa ei ole Banach-avaruus. Nain ollen vektoriavaruus voi olla normiava-
ruus yhden normin suhteen, mutta ei valttaméattéa toisen. Seuraavan lauseen
todistus mukailee Markinin teosta [0, Luku 2.13.2, ss. 35-36].

Lause 4.11. Normiavaruus (Cpe([—m, 7)), [[*[|1(_r.n)) €@ ole Banach-ava-
ruus.

Todistus. Osoitetaan, ettd on olemassa Cauchy-jono (f,,)nen, joka ei suppene
normiavaruudessa (Cper ([—, 7), [[*[| 1((_r -1))- Olkoon (fn)nen jono funktioi-
ta fn: [-m, 7] = C,

1, kun x € [-7, =],

n(-r—2+4+1%), kmze]-3 -2+
fo(z) =10, kanz € [+ 1,5 — 1],

nfx—%+1), kamzell-21 I

1, kun x € [F, 7]

Laskemalla toispuoleiset raja-arvot palojen rajakohdissa nahdéaén, etta funk-
tiot f,, ovat jatkuvia kaikilla n. Lisdksi kaikilla n pétee f,(—7) =1 = f,(7),
jolloin f,, € Cher([—m, 7]). Osoitetaan sitten, ettd jono (f,)neny on Cauchy-
jono. Olkoon m,n € N siten, ettd n > m. Koska funktiot f,, ovat parillisia,
|fn. — fm| on parillinen, jolloin riittaa tarkastella valid [0, 7). Télloin patee

0, kun z € [0,% — L],
m(z—%+=L), kmmze]if-L 21
o) — ()] = s ) Pl
(m—n)(r—73), kunzel|f - 7],
0, kun z € [3, 7.
Néin ollen erotusfunktion L'-normi || f,, — fill ;1 (Lrn = L on

L=2 ["£(@) = fule)|du
:Q/Qfm(x—%— )da:+2/ s <x—>dx
—Qm/g_1 (x—) dav—i-Z/_Tllldx—Qn/f_1 (x—2> dx.

2

Sievennetddn integraalit. Olkoon sitten € > 0. Valitaan N, € N siten, etta
N, > 2. Talléin kaikilla n > m > N. pitee

12 2 1
4+ -Z4o< <= <e
m m n n

1
m

an - meLl([fﬂ,ﬂ]) ==

SRS
®
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Néin ollen Méaaritelmén 4.7 nojalla jono (fn)nen C Cper([—7, 7]) on Cauchy-
jono.

Tehdddn nyt antiteesi olettamalla, ettd on olemassa f € Che([—7, 7)),
johon Cauchy-jono (f,,)nen suppenee. Osoitetaan, etta talloin f(z) = 1 kai-
killa. z € |5, 7| ja f(z) = 0 kaikilla € ]0, 5[. Olkoon nyt n € N. Koska
funktiojono (f,,)nen sSuppenee normlavaruudessa (Coer([=m 7)) 1Nl L1 ()
kohti funktiota f € Cpe([—, 7]), péitee

S [ 1) = f@lde < Y [ 1fule) = S)] do
= Jimn 1/ = Flliaonay =0

Sieventamalld maarattyd integraalia [J | f,.(z) — f(z)| dz saadaan

ggrgo(/_lo f(a |dl’+/ﬂ_7|fn —f<x>|dx+[|1—f<x>!dx)=o.

2

Médritelldén jono funktioita g, : [0, 5] = C, gn(x) = | f(2)|xX(0,z -1 (x). Koska
funktiojono (gn)new on kasvava ja lim, o gn(2) = |f(2)| kaikilla x € [0, 7],
monotonisen konvergenssilauseen [9, Luku 2.1, s. 62] nojalla pétee

s (70 st |da:—nhoo/ gule
g
—/ lim g, (x d:v—/o |f(2)] da.

Maadritellddn vastaavasti jono funktioita h,: [5 — 1, 5] — C,

hn(z) = [fu(2) = f(@)IX(z 1 7 (7).

2
Talléin lim, o0 by (7) = 0 kaikilla 2 € [5 —1, 5[ Koska kaikilla z € [§ — 1, 7]
pétee edelleen

()] < |fu(2) = f(2)] < [ful@)] + [f(2)] <1+ [f(2)]

ja 1+ |f] on lokaalisti Lebesgue-integroituva, dominoidun konvergenssilau-
seen [ , Luku 2.1, s. 67] nojalla patee

3=

™

lim |fn( )= f(z)|dz = lim |~ hy(x) da:z[r lim h,(z)dx = 0.

n—o0 n—o0 7T_1 r_q n—oo
2

2

Talloin tarkasteltu yhtalo sievenee muotoon

/ \dx+/ 11— f(z)]dz = 0.
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Molempien integrandien ollessa ei-negatiivisia yhtalo pétee ﬁtéisméilleen sil-
loin, kun molemmat méaaréatyt integraalit ovat nollia. Koska [ |f(z)| dx = 0,
|f(x)] > 0ja f on jatkuva vélilld ]0, 7|, niin kaikilla = € ]0, 7[ pétee f(x) = 0.
Vastaavasti jalkimmaisen madratyn integraalin ollessa nolla funktion jat-
kuvuuden ja integrandin ei-negatiivisuuden nojalla kaikilla x €]7, 7[ pétee

f(z) = 1. Téll6in f ei ole jatkuva pisteessi x = 7, jolloin f ¢ Cper([—7, 7).
Tama on ristiriidassa oletuksen kanssa. Nain ollen antiteesi on vaarin ja al-
kuperainen viite on totta. O

Huomautus 4.12. Tésta eteenpiin vektoriavaruus Cpe ([—7, 7]) varustetaan
supremum-normilla normiavaruuden ollessa Lauseen 4.10 nojalla Banach-
avaruus. Tahan Banach-avaruuteen palataan tutkielman viimeisessa luvussa.

4.2 Rajoitetut lineaarikuvaukset

Tassa luvussa késitelldan normiavaruudessa maariteltyja rajoitettuja lineaa-
rikuvauksia. Luku on tyyliltaédn tiivis, koska tarkoitus on esitella vain ne
tulokset, joita tarvitaan jatkuvan 2m-periodisen funktion pisteessid hajaan-
tuvan Fourier-sarjan olemassaolon todistamisessa. Luku mukailee Andrew
M. Brucknerin, Judith B. Brucknerin ja Brian S. Thomsonin teosta [2, Lu-
ku 12.3].

Kerrataan aluksi rajoitetun lineaarikuvauksen maaritelma.

Maaritelma 4.13. Olkoot X ja Y vektoriavaruuksia. Kuvaus L: X — Y
on lineaarikuvaus, jos kaikilla ¢y, co € C ja xq, x5 € X pétee

L(Cll’l + CQLL'Q) = ClL($1) + CQL(Q?Q).

Maisritelméa 4.14. Olkoot (X, ||-[|y) ja (Y, [||ly) normiavaruuksia. Lineaa-
rikuvaus L: X — Y on rajoitettu, jos on olemassa C' > 0 siten, etté

|L(x)|ly < Cllz|x kaikilla z € X.
Merkitédan rajoitettujen lineaarikuvausten muodostamaa joukkoa
L(X,Y)={L: X =Y | L on rajoitettu lineaarikuvaus}.

Huomautus 4.15. Jatkossa oletetaan, ettd merkinnéssd £(X,Y) esiintyvat X
ja Y viittaavat normiavaruuksiin (X, ||-||y) ja (Y, ||-|ly), ellei toisin mainita.
Erityisesti joukko £(X,Y") riippuu vektoriavaruuksien X ja Y lisdksi niille
valituista normeista ||| ja [|-||y--

Lause 4.16. Rajoitettujen lineaarikuvausten joukko L(X,Y") wvarustettuna
lineaarikuvausten yhteenlaskulla (L1 + Lo)(z) = Li(x) + Lo(x) ja vakiolla
kertomisella (cLy)(x) = cLi(x) on vektoriavaruus.
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Todistus. Olkoot Ly, Ly € L(X,Y). Talloin on olemassa C; > 0 ja Cy > 0
siten, ettd ||[Li(z)]ly < Cillz|lyx ja || L2(x)]ly < Colz]ly kaikilla z € X.

Koska (Y, [||ly) on normiavaruus, Maaritelmén 4.3 nojalla kaikilla z € X
patee

(L1 + L2)(z)lly = [|L1(z) + La(2)]]y
<[ Li(@)ly + [ La(x)]ly < (C1+Co) ||z - (4.5)

Néin ollen lineaarikuvaus L; + Lo on rajoitettu ja Ly + Ly € L(X,Y). Olkoon
sitten ¢ € C. Koska (Y,]]];) on normiavaruus, Méaaritelmén 4.3 nojalla
kaikilla x € X pétee

[(cLi)(@)lly = lleLa(@)lly = lel [[La(@)lly < el Crllzlly - (4.6)

Néin ollen lineaarikuvaus cL; on rajoitettu ja cL; € L£(X,Y). Tarkistamal-
la vield Mééritelman 4.1 loput kahdeksan ehtoa nahdéén, etta £(X,Y’) on
vektoriavaruus. Namé yksityiskohdat sivuutetaan. O]

Varustetaan vektoriavaruus £(X,Y") kuvauksella, jota kutsutaan operaat-
torinormiksi. Operaattorinormi on infimum niisté vakioista, joilla rajoittunei-
suuden ehto patee. Taman jalkeen osoitetaan, etta operaattorinormi toteut-
taa normin maéritelméan.

Maaritelma 4.17. Olkoon L € L£(X,Y) rajoitettu lineaarikuvaus. Kuvausta
H'H/L(X,Y) : E(‘X? Y) — [0700[7

HL||£(X’Y) =inf{C >0:|L(z)]y < C ||y kaikilla z € X},
kutsutaan operaattorinormiksi.
Lemma 4.18. Olkoon L € L(X,Y). Talloin patee
IL@)lly < 1Ll ooy, Nzl kaikilla € X.

Todistus. Olkoon ¢ > 0. Méaritelmén 4.17 nojalla on olemassa C' > 0 siten,
ettd [|L(z)|ly < C|z|ly kaikilla z € X ja C' < |L[|zxy) + & Talléin pétee

IL@)lly < Cllally < (Il gy +9) 2l kaikilla z € X.
Vaite seuraa tastd vakion € > 0 ollessa mielivaltainen. OJ

Lause 4.19. Rajoitettujen lineaarikuvausten joukko L(X,Y) wvarustettuna
operaattorinormilla [|-[| ;y yy on normiavaruus.
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Todistus. Lauseen 4.16 nojalla riittaa osoittaa, ettéd operaattorinormi toteut-
taa normin méaritelman. Koska operaattorinormi on infimum niista vakiois-
ta C' > 0, jotka toteuttavat rajoittuneisuuden ehdon, kaikilla L € L(X,Y)
patee || L||z xyy = 0. Osoitetaan, ettd operaattorinormi toteuttaa loput Méa-
ritelméan 4.3 ehdot.

1) Olkoon L € L(X,Y). Oletetaan, ettd [|L| ;) = 0. Télléin Lem-
man 4.18 nojalla kaikilla z € X patee

I1L(@)[ly <0 [lz] x =0

Koska (Y, [|-||y-) on normiavaruus, kaikilla z € X pétee L(z) = 0.
Oletetaan sitten, ettd L(x) = 0 kaikilla € X. Koska (Y, ||-||y/) on nor-
miavaruus, kaikilla z € X pétee

IL(2)]ly =0 <0-lzflx .

Koska [|L[| ;yy, on infimum niistd vakioista C' > 0, joilla rajoittuneisuuden
ehto toteutuu kaikilla = € X, taytyy olla || L[|z = 0.

2) Tapaus ¢ = 0 on triviaali. Olkoot L € L(X,Y) ja ¢ € C\ {0}. Lem-
man 4.18 ja epéyhtélon (4.6) nojalla kaikilla x € X pétee

L) @)y < lel 1Ll gy 1l x -

Télloin [c| [[L]|zx.yy = O on erds vakio, joka rajoittaa lineaarikuvausta cL.
Koska operaattorinormi [[cL||,x y on infimum ndistd vakioista, saadaan

leLll zoxyy < TeMI Ll 2oxyy - (4.7)
Toisaalta Maaritelman 4.3 ja Lemman 4.18 nojalla kaikilla x € X pétee
[l L(2)ly = (L) (@)lly < llelllgix v llllx -

Jaetaan epéyhtalo puolittain vakiolla |¢| > 0, jolloin kaikilla z € X pétee

||CL||c XY
1L(z)[ly < M‘” ||| x -

< ||CL||L(X,y)

T&lloin operaattorinormin méédritelmén nojalla pétee || L[|,y y) < 7

Kertomalla epéyhtélé puolittain vakiolla |¢| > 0 saadaan

| ”LHL(X,Y) < HCLHL(X,Y) : (4.8)

Epéyhtéldiden (4.7) ja (4.8) nojalla pétee [|cL| ;v yy = lc| | L]l ;x yy-
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3) Olkoot Li,Ls € L(X,Y). Lemman 4.18 ja epayhtalon (4.5) nojalla
kaikilla x € X patee

(L1 + La) (@) ]ly < (“Lch(xy) + ||L2||L(X,Y)> [E(P

Talloin operaattorinormin maéritelman nojalla patee

IL1 + Loll s x vy < I Lalloxyy + 1 L2l 2x vy - N

Annetaan operaattorinormille toinen, vaihtoehtoinen méaritelmé, jossa
esiintyva Bx (0, 1) on Mééritelmén 4.5 mukainen avoin origokeskinen 1-sétei-
nen pallo.

Lause 4.20. Olkoon L € L(X,Y). Talldin pdtee

[l eoxyy = sup [[L(2)]y -

reBx (0,1

Todistus. Lemman 4.18 nojalla kaikilla z € Bx(0, 1) patee

IL(z)ly < ||LH£(X,Y) [z < HLHL(X,Y) 1= HL“ﬁ(X,Y)‘

Talloin supremumin méaritelméan nojalla patee

sup | L(2)[ly < 1Ll zxy - (4.9)
z€Bx(0,1)

Olkoot sitten x € X ja e > 0. T&lloin pétee m € Bx(0,1). Nyt Maari-
telmén 4.3, kuvauksen L lineaarisuuden ja supremumin maéritelman nojalla

patee
IL@ly _ HL< : )
lzllx +¢ el x + ¢

Kertomalla epéyhtilo puolittain vakiolla ||z + & > 0 saadaan

< sup  [[L(@)]ly-

Y z'€Bx (0,1)

IL@)]ly < sup [IL)]y (2]l x + ).

z'€Bx (0,1

Koska € > 0 on mielivaltainen, néhdaén, ettd sup,.cp, (01 [[L(2')|ly on erés
vakio, joka rajoittaa lineaarikuvausta L. Koska operaattorinormi [|L|; vy
on infimum naistd vakioista, saadaan

ILlzxyy < sup [[L(z)]ly - (4.10)
l’/EBx(O,l)
Viite seuraa epayhtéloista (4.9) ja (4.10). O
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Annetaan luvun lopuksi operaattorinormin skaalaamiseen liittyva tulos.

Lemma 4.21. Olkoon L € L(X,Y). Tdlloin jokaisella r > 0 pditee

sup [ L(z)|ly = Ll z(x3) T
z€Bx (0,r)

Todistus. Olkoon r > 0. Merkitaan joukkoa rBx(0,1) = {rz | z € Bx(0,1)}.
Koska talloin péatee Bx(0,7) = rBx(0, 1), kuvauksen L lineaarisuuden no-
jalla saadaan

sup [ L(z)lly = sup |[[L(z)]ly

z€Bx (0,r) z€rBx(0,1)
= sup |[[L(rz)|ly = sup [[(rL)(2)]]y -
z€Bx(0,1) z€Bx (0,1)

Koska operaattorinormi on normi, Lauseen 4.20 ja M&aritelméan 4.3 nojalla
patee

sup ||L(z)lly = sup |[(rL)(@)lly = IrLllzxy) = Dl expy - O

z€Bx (0,r) x€Bx(0,1)

4.3 Tasaisen rajoituksen periaate

Edellisesséa luvussa késiteltiin yksittaisten lineaarikuvausten rajoittuneisuut-
ta. Tassa luvussa esiteltdva tasaisen rajoituksen periaate puolestaan ker-
too rajoitettujen lineaarikuvausten muodostaman joukon rajoittuneisuudes-
ta. Tasaisen rajoituksen periaate on yksi funktionaalianalyysin keskeisisté
tuloksista, ja se tulee olemaan avainasemassa tutkielman viimeisessé todis-
tuksessa. Luku mukailee Alan D. Sokalin artikkelia [7].

Lemma 4.22. Olkoon L € L(X,Y). Talloin jokaisella zop € X ja r > 0
patee
sup || L(2)[ly > ||L||L(X,Y) T
x€Bx (xo,r)
Todistus. Olkoon zy € X ja r > 0. Kolmioepayhtédlon ja kuvauksen L line-
aarisuuden nojalla kaikilla £ € X pétee

max{ || L(zo + &)y . [|L(zo — Iy } > ;(HL(xo + Oy + 1 L(zo — )|y
> ; |L(zo + &) — Lizo — )|y
_ ; 2Ly = ILE)ly -
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Otetaan supremum avoimen pallon Bx (0, r) yli. Koska jarjestys silyy supre-
mumia otettaessa, saadaan

sup  max{[|L(zo + &)y, [|L(zo = &)lly} = sup L]y . (4.11)
£eBx(0,r) £eBx(0,r)
Olkoon nyt & € Bx(0,r). Koska talloin patee ||zg + & — zollx = [€llx < 7
niin piste zg + £ kuuluu avoimeen palloon Bx(zg,r). Talloin supremumin
méaritelmén nojalla saadaan

sup |[|L(z)[ly = [[L{zo + )y -

z€Bx (zo,T)

Vastaavasti g — £ € Bx (g, r), jolloin pétee

sup [ L(2)]ly = [[L(z0 = Iy -
xE€Bx (xo,r)
Koska funktion ||L(z)||,- supremum avoimen pallon Bx (zg,r) yli on suurempi
tai yhtasuuri kuin maksimi edellisistd arvioista, saadaan

sup [ L(x)]ly = max{|[L{zo + Iy, [[L(zo = O]y }-

z€Bx (zo,m)

Néin ollen Sup,.c g, (2o, 1L(7)[]y on erés yliraja kaikilla £ € Bx (0, 7). Koska
supremum on pienin yldraja, saadaan

sup  [|L(z)|ly = sup  max{||L(zo + &)y . [[L(zo — Iy }-
z€Bx (zo,r) £eBx (0,r)

Talloin epayhtalon (4.11) ja Lemman 4.21 nojalla patee

sup |[L(z)lly = sup  max{|[L{zo + &)l [ L(zo — &)y}

:EEBx(LE(),T) 563}((0,7‘)

= sup L)y = Ll zx vy 7 =
¢eBx (0,r)

Seuraavaa rajoitettujen lineaarikuvausten muodostaman joukon ominai-
suutta késittelevaa tulosta kutsutaan tasaisen rajoituksen periaatteeksi. Sen
mukaan Banach-avaruudessa maériteltyjen pisteittain rajoitettujen lineaari-
kuvausten muodostama joukko on tasaisesti rajoitettu. Huomionarvoista on,
etta lahtoavaruuden tulee todella olla Banach-avaruus, jotta todistuksessa
muodostettava pistejono suppenee.

Lause 4.23. Olkoot (X, ||-||x) Banach-avaruus ja (Y, ||-|ly) normiavaruus.
Lisiksi olkoon F C L(X,Y) joukko rajoitettuja lineaarikuvauksia. Jos F on
pisteittdain rajoitettu, eli jos jokaiselle x € X on olemassa C, > 0 siten, ettd

| L(x)|ly < Cyllzlly  kaikilla L € F,
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niin F' on tasaisesti rajoitettu, eli on olemassa C > 0 siten, ettd
||L||£(va) < C  kaikilla L € F.

Todistus. Tehdédan antiteesi olettamalla, ettd F' ei ole tasaisesti rajoitettu.
Osoitetaan, etta talloin on olemassa piste z € X ja jono (L )neny C F rajoi-
tettuja lineaarikuvauksia L,,: X — Y, siten, etta

|Ln(x)|ly = 00, kunn — oo.

Talloin F ei ole pisteittdin rajoitettu, mika on ristiriidassa oletuksen kanssa.
Koska F' ei ole tasaisesti rajoitettu, on olemassa jono (Ly)nen C F rajoi-
tettuja lineaarikuvauksia L, : X — Y, joille patee

Lol gxyy = 4" eaikilla n € N, (4.12)

Muodostetaan jono pisteitd (z,)nen, C X. Olkoon xy = 0. Téll6in Lem-
man 4.22 nojalla pétee

1
sup || Li(2)[ly > 3 L1l £,y > 0
:EEBx(O,%)
Nyt supremumin mééritelmén nojalla on olemassa z; € Bx (0, %) siten, ettd

1 1
[Li(z1)[ly > sup  [[Li(@)]ly — 3°3 L[l 2 x vy
z€Bx(0,1)
1 1 1
23 L1l g vy — 3°3 1L x vy = 33 L1l 2 vy -

[S)
—_

Lisaksi pisteelle z; € Bx(0, %) pétee ||z — oy < % Hyodynnetadn nyt
Lemmaa 4.22 uudestaan lineaarikuvauksen L, arvioimiseen:
1
sup  [|La(2)[ly > 9 [ L2l £ (xc vy > 0.

z€Bx (v1,5)

Vastaavasti talloin on olemassa x5 € Bx (1, §) siten, ettd ||z — 21|y < 5 ja

1 11 2 1
[ La2(z2)[ly > 9 L2l 2oxv) — 3°9 L2l px vy = 39 L2l 2x vy -

Jatkamalla nain induktiivisesti saadaan arvio lineaarikuvauksen L,, normille

pisteessi x,. Olkoon siis n € N. Oletetaan, ettd pisteet xg,x1,...,2,_1 on
konstruoitu edelld kuvatulla tavalla. Télloin Lemman 4.22 nojalla patee
1
sp[Za(@)ly = 3= I alleey) > 0

rEBx (xn—lng)
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Erityisesti on olemassa x, € Bx(z,_1, 3%) siten, ettd ||z, — x,_1]|yx < 3% ja

2 1
IZa(@nlly > 5 - 5 Il cgr) (1.13)

Osoitetaan, etta edelld muodostettu lukujono (x,)nen, C X, jolle kaikilla
n € N pitee ||z, — z,-1]|y < 5%, on Cauchy-jono. Olkoon & > 0. Valitaan
N. € N siten, ettd N, > log, (1). Tallsin kolmioepayhtéilon nojalla kaikilla
m > n > N, patee

| Zm — anX <z — iUm—1||X + | Tm-1 — ‘Tm—2||X +o g — $n||X

1
<37m+3m—1+.”+3n+1

- f: 31k (4.14)

k=n+1

Nyt geometrisen sarjan summankaavan nojalla kaikilla m > n > N, pétee

1 1
A T — amiT O 1 1 1 1 1
3n+1 3m+1 _ Y o -

= E.

o =] =

Néin ollen Madaritelmén 4.7 nojalla jono (x,)neny, € X on Cauchy-jono.
Koska (X, [|||x) on Banach-avaruus, Méaritelmén 4.8 nojalla Cauchy-jono
(Tm)men, C X suppenee. Erityisesti on olemassa x € X siten, ettd z,, — z,
kun m — oo. Télloin epayhtalon (4.14) nojalla kaikilla n > N, péitee
. I B = A
o — 2lly = Jm o — ol < lim >0 == T2 1oL g5

m—00 b1 3k 1 — 2 3n’

1
3

Johdetaan nyt ristiriita osoittamalla, etté lineaarikuvaus L,, ei ole pisteit-
tain rajoitettu. Kaanteisen kolmioepayhtalon ja Lemman 4.18 nojalla patee

[ Ln(za)lly = [n(2)lly < [[Ln(zn) = Lu(2)]ly
= [[1Ln(zn = 2)lly < [nllpxyy 120 = llx -

Jarjestetadn termit uudelleen ja hydodynnetédén epdyhtaloitd (4.12), (4.13) ja
(4.15), jolloin kaikilla n > N. patee

[ L (@) [ly = 1 Ln(@n)lly — ||Ln||£(X,Y) |20 — x| x
2 1 1 1 1 /4\"
235 1Ll goxyy — 3 3 [ Lnllgexyy = 6 <3> :

Nain ollen on olemassa x € X siten, etta

1 /74\"
| Ln(x)]ly > = - (3) — o0 kun n — oo.

6
Tama on ristiriita, sillé oletettiin, ettd F' on pisteittdin rajoitettu. Nain ollen
antiteesi on véarin ja alkuperdinen vaite on totta. 0
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4.4 Jatkuva funktio, jonka Fourier-sarja hajaantuu

Tassa luvussa osoitetaan tutkielman viimeinen tulos, jonka mukaan funktion
jatkuvuus ei ole riittdva ehto sen Fourier-sarjan pisteittdiseen suppenemi-
seen kaikkialla. Erityisesti on olemassa jatkuva 2m-periodinen funktio, jonka
Fourier-sarja hajaantuu origossa. Muodostetaan tata varten sopivia rajoitet-
tuja lineaarikuvauksia, joiden operaattorinormeja saadaan arvioitua alhaalta
péin Dirichlet-ytimien L'-normin avulla. Huomionarvoista on, etti rajoite-
tuille lineaarikuvauksille saadaan todella alaraja. Lisdksi luvussa valittuja
todistusstrategioita verrataan muihin kirjallisuudessa esitettyihin tapoihin.
Seuraava tulos on esitelty Katznelsonin teoksessa [1, Luku 2.1, s. 48].

Lause 4.24. Olkoon N € Ny. Tdllsin lineaarikuvaus Ly : Cper([—m, 7]) — C,
Ln(f) = Sn(f)(0), missi Sx(f): R — C on funktion f Fourier-sarjan osa-
summa, on rajoitettu. Lisaksi lineaarikuvauksen L, operaattorinormille pdtee

1
LN 2(cper((mmm)C) 2 o IDN | 2 () »

missd Dy: R — R on Dirichlet-ydin.

Todistus. Olkoon Ly : Cper([—7,7]) = C, Ly (f) = Sn(f)(0) lineaarikuvaus.
Koska kaikilla f € Cpe([—7, 7]) pétee

N 1 = 1 g~ .
Fo) < 5 [ 1f@lde < o [Tl de=|f]l., Faikillan € Z.

niin kaikilla f € Cpe([—m, 7]) patee edelleen

Sv(NOI < 2. ()] < 2 Ml =N+ D If ]l -

Néin ollen Ly on rajoitettu lineaarikuvaus.

Osoitetaan jalkimmaéinen véite arvioimalla Dirichlet-ytimen L'-normia yl-
haalta péain. Olkoot N € Ny ja Dy : R — R Dirichlet-ydin. Lemman 3.7 no-
jalla patee

10511y = [ IPx(@)de = [* D) sgn(Dy(a)) da

Olkoon {F, }en Fejer-ytimien muodostama joukko. Koska Dirichlet-ydin on
jatkuva ja 2m-periodinen, Lauseen 3.22 nojalla funktiojono (Dy * F),)nen
suppenee tasaisesti joukossa R kohti funktiota Dy. Télloin integraalin ja
raja-arvon jarjestysta voidaan vaihtaa, jolloin saadaan

/ Dy (z)sgn(Dy(x)) dx = / lim (Dy * F,)(z) sgn(Dy(x)) dz

T n—0o0

™

= lim (Dy * F,)(z)sgn(Dy(z)) dz.

n—oo _—
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Olkoon nyt n € N. Dirichlet-ytimen parillisuuden seka konvoluution liitén-
néisyyden nojalla patee

/7r (Dy * ) () sgn(Dy(z)) de = /Z(DN « F,)(x) sgn(Dn (0 — x)) dz

_ = 2;((DN x F,) xsgn(Dy))(0)
=2m(Dy * (F, *sgn(Dy))(0).

Nyt konvoluution vaihdannaisuuden ja Lauseen 3.10 nojalla patee

21(Dy * (F,, xsgn(Dy))(0) < [2m(Dy * (Fy, * sgn(Dy))(0)]
=21 |Sn(F, *sgn(Dy))(0)].
Koska Fejer-ydin F,, on jatkuva ja 2m-periodinen, konvoluutio F), * sgn(Dy)
on Lauseen 3.12 nojalla tasaisesti jatkuva. Lisdksi F,, % sgn(Dy) on 27-
periodisten funktioiden konvoluutiona 2m7-periodinen. Néain ollen tiedetaén,

ettd F, x sgn(Dy) € Cher([—, 7]), jolloin lineaarikuvauksen Ly méadritelméan
ja Lemman 4.18 nojalla patee

|Sn (F # sgn(Dy)) (0)] = [ Ly (Fy + sgn(Dy))|
< ”LNHE(C’pcr([fTrJr]),(C) HFH * Sgn(DN>Hoo :

Tutkitaan nyt termia || F,, * sgn(Dny)|| . Koska Fejer-ydin on ei-negatiivinen
ja kuuluu hyvien ytimien joukkoon, hyvien ytimien mééritelmén kohdan 1)
nojalla patee

(B sgn(Da)@)| < o [ IRl sen(Dxte — )] dy

21 Jx

1 ™
| 1B dy =1

<
- 27

Talloin supremum-normin ja supremumin méaritelmien nojalla pétee

|5+ sgn(Dn)llo, = sup | (Fyxsgn(Dy)) ()] < 1.

' €[—m,m)
Néin ollen yhdistamalla edellé osoitetut tulokset saadaan
||DN||L1([_M]) st hinjijp 2 ||LN||£(Cper([—7r,7r]),C) [ £ sgn(Dn) ||
<27 (| Ll £ (open ((mmm))0) - 0

Huomautus 4.25. Katznelsonin teoksessa [/, Luku 2.1, ss. 47-48] esitetdén
vaihtoehtoinen tapa Lauseen 4.24 todistamiseen. Téssa tavassa konstruoi-
daan jatkuva funktio 1 siten, ettd ¢ = sgn(Dy) kaikissa niissd pisteissa,
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joissa sgn(Dy) on jatkuva. Pisteisiin, joissa sgn(Dy) on epédjatkuva, taytyy
konstruoida Lauseen 4.11 todistuksen tyylinen esimerkkifunktio, jotta tar-
kasteltavasta funktiosta 1) saadaan jatkuva. Koska sgn(Dy) on epajatkuva
niissé pisteissé, joissa Dirichlet-ydin vaihtaa merkkidén, ja ndiden epajatku-
vuuspisteiden lukumééara kasvaa vakion N kasvaessa, funktion v huolellinen
konstruointi ja saatujen lausekkeiden arviointi on tydldsta. Sen sijaan hyo-
dyntamalla Luvussa 3 todistettuja tuloksia saatiin Lause 4.24 todistettua
tasmallisesti ja tiiviisti.

Osoitetaan nyt tutkielman viimeinen tulos, jonka mukaan funktion jat-
kuvuus ei ole yksistaan riittédva ehto sen Fourier-sarjan pisteittdiseen suppe-

nemiseen kaikkialla. Seuraava tulos ja sen todistus mukailevat Katznelsonin
teosta [1, Luku 2.2, s. 51].

Lause 4.26. On olemassa jatkuva 2m-periodinen funktio f: R — C, jonka
Fourier-sarja hajaantuu origossa.

Todistus. Olkoot N € Ny ja Ly: Coer([—m,7]) — C, Ln(f) = Sn(f)(0)
rajoitettu lineaarikuvaus. Télloin Lauseiden 4.24 ja 3.17 nojalla pétee
1

||LN||£(Cper([—7r,7r}),(C) > % ||DN||L1([—7T,7r])

1 = 4
:—/ |Dy(z)|dz > —=InN — 0o, kun N — 0.
21 Jx 2

Niéin ollen joukko { Ly} yen el ole tasaisesti rajoitettu. Lisdksi, koska normia-
varuus (Cpe([—7, 7)), ||-]|,,) on Lauseen 4.10 nojalla Banach-avaruus, tasai-
sen rajoituksen periaatteen, eli Lauseen 4.23, nojalla tiedetédan, ettd joukko
{Ln}nen el ole pisteittdin rajoitettu. Talloin on olemassa f € Cher([—, 7])
siten, etta kompleksilukujono (Ly(f))ven = (Sn(f)(0))nen €i ole rajoitettu.
Néin ollen funktion f Fourier-sarja ei suppene pisteessa x = 0. O

Huomautus 4.27. Zygmundin teoksessa [10, Luku 8.1, ss. 298-300] esitetédén
Lauseelle 4.26 vaihtoehtoinen todistustapa, joka ei vaadi funktionaalianalyy-
sin tuloksia. Téssé Fejerin esimerkiksi nimetyssa vaihtoehtoisessa todistusta-
vassa annetaan konkreettinen esimerkki jatkuvasta 2m-periodisesta funktios-
ta, jonka Fourier-sarja hajaantuu origossa. Zygmundin teoksesta nahdaan,
etta esimerkkifunktion konstruointi ei kuitenkaan ole yksinkertaista ja vaa-
tii laskennallista tyota. Lisdksi kyseinen todistustapa antaa ratkaisun vain
Lauseen 4.26 mukaiseen tilanteeseen. Funktionaalianalyysin tuloksiin nojaa-
valla todistustavalla on sen sijaan laajemmat sovellusmahdollisuudet.
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