Pseudokédnteismatriisit ja pienimman nelidsumman
menetelmé

Mika Backlund

Matematiikan pro gradu

Jyvéskyldn yliopisto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Kevat 2024



2

Tiivistelméd: Mika Backlund, Pseudokddnteismatriisit ja pienimmdn nelidsumman
menetelmd (engl. Pseudoinverse and least squares method), matematiikan pro gradu
-tutkielma, 43 s., Jyvéskylan yliopisto, Matematiikan ja tilastotieteen laitos, kevit
2024.

Tamén tutkielman tarkoituksena on késitelld pseudokédnteismatriiseja ja pienim-
man nelibsumman menetelméd seké niiden taustalla olevaa lineaarialgebran teoriaa.
Pienimmén neliGsumman menetelmé on tutkielman huipentuma ja sitd ennen pereh-
dytédén laajasti lineaarialgebran teorioihin. Tutkielma alkaa lineaarialgebran perus-
médritelmilld luoden samalla pohjaa myohemmin késiteltéville aiheille.

Tutkielman ensimméinen merkittdva teema on matriisin singulaariarvohajotelma,
jonka mukaan jokainen &arellisulotteinen matriisi on esitettdvissd kolmen matriisin
tulona. Tullaan todistamaan véite, ettd singulaariarvohajotelma on olemassa. Nimi
singulaariarvohajotelma on tullut siitd, ettd yksi hajotelman matriiseista siséltaa al-
kuperdisen matriisin singulaariarvot.

Toinen merkittéava teema on pseudokéaédnteismatriisi, jonka olemassa olo ja yksiké-
sitteisyys todistetaan. Tullaan huomaamaan, ettd pseudokiénteismatriisin ja singu-
laariarvohajotelman vélilla on kytkos; singulaariarvohajotelman matriiseista saadaan
muodostettua pseudokédéanteismatriisi. Lisdksi késitelldan pseudokéadnteismatriisin pe-
rusominaisuuksia seké lohkotun matriisin pseudokaédnteismatriisia.

Tutkielman lopussa péadstddn késittelemédédn pienimmén nelibsumman menetel-
mad. Madritelldadn pienimmén neliosumman ratkaisu ja otetaan kayttoon kaksi lasku-
tapaa, jolla pienimmén neliGsumman ratkaisu saadaan. Ensimmaéinen laskutapa so-
veltuu niin sanotuille normaaleille yhtéloryhmille ja jalkimméinen laskutapa soveltuu
yleisesti kaikille yhtaloryhmille. Jalkimmaéinen laskutapa kytkeytyy pseudokédnteis-
matriisiin siten, ettd sen laskukaavassa esiintyy kyseinen matriisi. Pienimmén nelio-
summan menetelméd soveltaen saadaan erilaisille pisteaineistoille maaritettyd paras
mahdollinen kuvaaja.



Sisillys

[Johdantal

[Luku 1. Lineaarialgebran perusmaaritelmia
(1.1. Kompleksiluvut|
L2, [ohkomatrisitl
[1.3. Hermiittinen transpoosi|
[1.4. Kompleksiset vektorit|
1.5. Neliomatriisin ominaisuudet
16 Vorks |
7 Vorrsen ) el
I8 Un - =
(L.9. Ominaisarvoteoriaal

(1.10. Diagonalisoituvuus|

[Luku 2. Singulaariarvohajotelmal

Luku 3. Pseudokédanteismatriisit
[3.1. Pseudokéaanteismatriisien perusominaisuudet|
[3.2.  Lohkomatriisien pseudokaanteismatriisi|

[Luku 4.  Piemimméan nelibsumman menetelmal

4.1.  Pienimmaéan neligsumman sovitteit

Il L . i
[4.1.2. Eksponenttifunktio sovitteenal

[4.1.3.  Ympyra sovitteenal

[4.2.  Ratkaisu pseudokédanteismatriisin avulla |

[Kirjallisuutts

CO 0O IO Ut w W Ww —

[ Y
w N ©

—_
(S

D DO BN
Ut W =

W W W w ww
© 00 J Ot Ot W

W
W



Johdanto

Téassd matematiikan alan pro gradu -tutkielmassa késitelldan pseudokéénteismat-
riiseja ja pienimmén neliGsumman matemaattista teoriaa, joka on pitkélti lineaa-
rialgebraa. Tutkielman tavoitteena on soveltaa pienimmén nelibGsumman menetelmén
matemaattista teoriaa erilaisille pistejoukoille. Tutkielman pohjalta onkin mahdollis-
ta madrittaa esimerkiksi suora, joka kuvaa parhaiten Kuvan pistejoukkoa avaruu-
dessa R?. Myds epilineaarisia sovituksia, kuten ympyrésovitus, opitaan tekeméin.

(5, 5)
(7, 4)
®
(1,3)
)

(3,2)
]

Kuva 0.1. Pistejoukko avaruudessa R?.

Ennenkuin péastdan késittelemédn pienimmén neliosumman menetelméé, tulee
lapikayda laajasti lineaarialgebraa. Kaiken liséksi tutkielmassa halutaan laajentua
kompleksilukujen tasolle. Téstéd syystd ensimméisessd luvussa esitelladn kompleksi-
lukujen perusominaisuuksia, joita tarvitaan muun muassa uuden kiinnostavan kasit-
teen, hermiittisen transpoosin méérittelyssi. Allekirjoittaneen tuli palauttaa mieleen
joitakin peruskurssien mééaritelmié ja siitd syystd jotkin méaritelméat saattavat olla
lukijalle aikaisemmasta tuttuja.

Toisessa luvussa madaritelladn darellisulotteiselle ja kompleksiselle matriisille sin-
gulaariarvohajotelma UXVH . Kisite singulaariarvohajotelma on saanut nimensé ha-
jotelman keskimméisen matriisin ¥ diagonaalialkioista, jotka ovat hajotettavan mat-
riisin singulaariarvoja. On huomionarvoista, ettd téllainen matriisituloesitys on ole-
massa jokaiselle matriisille.

Kolmannessa luvussa karakterisoidaan pseudokiinteismatriisi A* neljin méarit-
telyehdon mukaan. Todistetaan myos, ettd pseudokédédnteismatriisi on yksikésitteinen
ja olemassa kaikille matriiseille joukossa C™*". Luvun keskeinen havainto on se, etté
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2 JOHDANTO

AT = V¥, U, missd matriisit U ja V ovat matriisin A singulaariarvohajotelman mat-
riiseja. Tama tarkoittaa, ettd pseudokédénteismatriisi on laskettavissa, kun alkuperéi-
sen matriisin singulaariarvohajotelma tunnetaan. Luvussa esitelldén joitakin pseudo-
kédnteismatriisin perusominaisuuksia todistuksineen sekd méaéritelldin pseudokaén-
teismatriisin laskukaava sarakkeittain lohkotulle matriisille. Lohkotuilla matriiseilla
on joitakin hyodyllisid kdyténnon sovelluksia, joihin ei perehdytéd tissi tutkielmassa.

Neljannessa luvussa padstiadn lopulta késitteleméadn pienimmén neliGsumman me-
netelmééd. Ongelman voi muotoilla siten, ettd yritetddn loytdd pienimpiéd ratkaisuja
lineaariselle yhtéloryhmélle Ax = b. Olennaista ei kuitenkaan ole se, onko yht&loryh-
mélla ratkaisuja olemassa, koska pienimmén neliGsumman ratkaisu on aina olemassa.
Luvussa annetaan kaksi tapaa ma#rittda pienimmén neliGsumman ratkaisu. Ensim-
maéinen ratkaisutapa sopii matriiseille A € C™*", joiden aste on n. Jalkimmé&inen
tapa sopii yleisesti kaikille lineaarisille yhtédloryhmille ja ratkaisussa tarvitaan apuna
pseudokisnteismatriisia A™.

Tutkielmassa sovellettiin useita ldhteitd ja niistd on laadittu luettelo tutkielman
loppuun. Kéaytetyin ldhde oli Steven J. Leonin sovellettua lineaarialgebraa kasittelevé
kirja [5], jota sovellettiin tutkielman jokaisessa luvussa. Baratan ja Husseinin teosta
[2] sovellettiin erityisesti pseudokddnteismatriisin perusominaisuuksien todistamises-
sa. Lohkomatriisien pseudokiénteismatriiseihin liittyvia tuloksia kisiteltiin Jerzy K.
Baksalaryn ja Oskar M. Baksalaryn artikkelin [1] pohjalta.



LUKU 1

Lineaarialgebran perusméiritelmié

Tutkielman ensimmaéisessé luvussa lahdetéén liikkeelle lineaarialgebran perusméé-
ritelmisté, joista osaa on jo késitelty peruskursseilla. Ndiden méaaritelmien avulla luo-
daan pohjaa tuleviin lukuihin. Kaikki ma&ritelmét on luotu kompleksiluvuille toimi-
viksi ja myos aikaisemmista opinnoista tuntemattomia madritelmii, lauseita ja lem-
moja esitetddn. Peruskursseilla esitettyja tuloksia ei kuitenkaan todisteta endd uudes-
taan. Tarkeimmét liahteet ovat Leonin kirja [5], lineaarialgebran luentomonisteet [3]
ja [4] sekd kompleksilaskennan luentomoniste [9].

1.1. Kompleksiluvut

Tutkielmassa halutaan asettautua kompleksilukujen tasolle. Sen vuoksi mééritel-
ladn kompleksiluku, kompleksikonjugaatti ja kompleksiluvun moduli. Liséksi esitel-
laén joitain laskusdantoja. Maarittelyissa tukeudutaan kompleksilaskennan luentomo-
nisteeseen [9].

MAARITELMA 1.1. Sanotaan, ettd z = a + ¢b on kompleksiluku, jos a,b € R ja i
on imaginaériyksikko.

MAARITELMA 1.2. Kompleksiluvun z = a+ib kompleksikonjugaatti on z = a—1b.
ESIMERKKI 1.3. Kompleksiluvun z = 4 + 2 kompleksikonjugaatti on z = 4 — 2.
Kompleksikonjugaatille on olemassa seuraavat laskusaannot:

LAUSE 1.4. Olkoon z,zy € C. Tdlloin

(1) 21+22 :214‘22 j(l
(2) 2129 = Z129.

MAARITELMA 1.5. Kompleksiluvun z = a 4 b moduli on reaaliluku
|z| = Va2 + b2,
ESIMERKKI 1.6. Kompleksiluvun z = 4 + ¢2 moduli on
o = VETZ = V2 = 25
1.2. Lohkomatriisit

Lohkotun matriisin ajatellaan koostuvan alimatriiseista eli alkuperdinen matriisi
on tavalla tai toisella jaettu pienempiin osiin. Matriisin lohkominen tehdaén pysty- ja
vaakaviivoja kayttden. Esimerkiksi matriisi

0 1 2 3 4
4 3 2 1 0
C=10 1 2 _3 _4
4 -3 -2 -1 0
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voidaan esittdd alimatriisien Chq, Co, Coy ja Cyy avulla siten, ettéa

0 1 2 |3 4
O_{CH 012}_ 4 3 2 |1 0
- 0 -1 -2 |-3 —4
-4 -3 =2 -1 0

021 022

Matriisin lohkominen ei yleensé ole yksikésitteistd. Asetetaan lohkomatriisille tédsmél-
linen méaritelma.

MAARITELMA 1.7. Olkoon A € C™ ™, T&alloin

All A12 R Als
A= A21 )
Aq .. A,

missd A;; € C™"X"N m=my +me+ -+ m; +---+m, ja
n=ny+ng+---+n;+---+n,

Lineaarialgebran peruskurssilla [3] opittiin kertomaan matriiseja keskendén. Seu-
raavaksi tutustutaan siihen, kuinka lohkotuilla matriiseilla kerrotaan. Témén aliluvun
matriisituloissa oletetaan, ettd kertolaskut ovat hyvin méaériteltyja eli ensimmaéises-
sé matriisissa on sarakkeita yhtd paljon kuin jalkimméisessd matriisissa on rivejé.
Maéritelldén siis lohkomatriisien kertolasku.

MAARITELMA 1.8. Olkoon

All Ce Alt Bll Ce Blr
A= jaB=|:
Ag ... Ay By ... By
Talloin

Cu ... Ci ¢
k=1

C. . Ol

Lasketaan vield esimerkin avulla matriisitulo AB, kun matriisit on lohkottu nel-
jadn osaan.

ESIMERKKI 1.9. Olkoon

1|0
210

ja

v
Il

By Bzl |0 1|10
B21B22_2002.



1.3. HERMIITTINEN TRANSPOOSI 5
Talloin
Ci = An By + A1sBy

o neflee

-

Kun vastaavalla tavalla lasketaan lohkot C'5, Cs; ja Cys, niin matriisitulo

O =N

1.3. Hermiittinen transpoosi

Hermiittinen transpoosi on matriisille suoritettava operaatio, jossa tarvitaan luvun
alussa opittua kompleksikonjugaatin késitettéd. Lahteind on kédytetty Leonin kirjaa [5]
ja lineaarialgebran lahdetta [3]. Méadritelladn seuraavaksi hermiittinen transpoosi.

MAARITELMA 1.10. Matriisin A € C™*™ hermiittinen transpoosi on m X n-matriisi
AH joll
, jolle
A = (X)T = AT,
Hermiittinen transpoosi siis vastaa operaationa tavallista transpoosia mutta on

tdmén lisdksi kompleksikonjugoitu. Operaation voi suorittaa myos kiédnteisessa jar-
jestyksessd. Havainnollistetaan hermiittistd transpoosia seuraavaksi.

ESIMERKKI 1.11. Maaritetaan matriisin

0 1
A= 2i —1
D—1 —4+41
hermiittinen transpoosi A”. Ensin matriisi A transponoidaan eli
0 20 5—1
T _
=05 55
joka lopuksi kompleksikonjugoidaan, jolloin
0 —2i 541
H _
AT = ll 1 —4— z] '

Samaan tulokseen oltaisiin paésty myos ensin kompleksikonjugoimalla. Liséksi on
huomionarvoista, etti reaalikertoimiselle matriisille piatee AY = AT. Madsritelliin
myo6s hermiittinen matriisi.

MAARITELMA 1.12. Matriisi A € C™™ on hermiittinen, jos A = AH.

Hermiittisen matriisin on oltava neliomatriisi mutta ei kuitenkaan symmetrinen,
kuten seuraava esimerkki osoittaa.
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o 2" [o 2
—2¢ 1 =20 1|
Edetdén seuraavaksi hermiittisen matriisin peruslaskutoimituksiin, jotka vastaa-
vat transpoosin laskutoimituksia. Seuraavan lauseen todistus vastaa lineaarialgebran

kurssilla ollutta todistusta ja sité esitetd enédd uudestaan. Mainittakoon myos, etta
tulos pétee silla oletuksella, ettd matriisien laskutoimitukset ovat hyvin méaéariteltyja.

ESIMERKKI 1.13.

LAUSE 1.14. Matriisien hermaiittisille transpooseille on voimassa

(1) (A + BB)H = aA” + BBH,
(2) (A=A ja
(3) (AB) = BHAH  kaikilla o, B € C.

1.4. Kompleksiset vektorit

Téssé aliluvussa méaritellddn kompleksinen vektori, pistetulo ja normi. Lahteen&
on kéytetty Leonin kirjaa [5].

MAARITELMA 1.15. Avaruuden C" vektori on muotoa
21
7 = 2:2 = (21,%2,...,2,)", missi 2z € C.
%
MAARITELMA 1.16. Avaruuden C" vektoreiden u ja v pistetulo on

(u,v) = viu.

ESIMERKKI 1.17. Vektoreiden
[4 + 12] . {—2}
u= . ja vV = .
1 —1

viiu = (—2,1) [44222] = —2(4 + 2i) +1i* = —9 — 4.

vélinen pistetulo on

MAARITELMA 1.18. Olkoon u avaruuden C™ vektori. Vektorin u normi on

lull = V]ur? + ..+ ua

LAuse 1.19. Olkoon u,v € C". Tilloin

(1) uflv = vilu ja
(2) uu = [lul*.
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TobisTus. Todistetaan kohta (1):

Uy
viu= (vg,...,0,) | ! | =i+ + v,
Unp,
U1
=W+ F Upvy = (U, .., Uy) |
U’I’l
=ullv
Todistetaan kohta (2):
Uy
wlu= (... %) | | =8+ T,
Un,
n n
= Zu_kuk = Z(ak — bri)(a; + byi)
k=1 k=1
n n
= (@ +00) = wl
k=1 k=1
= [ul.

Edellisen lauseen kohta (2) antaa normille vaihtoehtoisen mééritelmén
|lul| = Vuflu.
Luvun lopuksi esitetdén hyodyllinen tulos, jota sovelletaan mychemmin.
LEMMA 1.20. Jos vektorit u,v € C" ja (u,v) =0, niin ||u+ v|]* = |[u|* + [|v]]?.
Tobistus. Kun huomioidaan oletukset ja sovelletaan luvussa opittua, saadaan
[u+v|?=u+v) (u+v)=uu+viu+ullv+viv
=l + fu, v) + () + v

= [[ul* + [Iv]*.

1.5. Neliomatriisin ominaisuudet

Neliomatriisilla on joitakin hyodyllisid ominaisuuksia, joita késiteltiin jo lineaa-
rialgebran peruskurssilla [3]. Seuraava tulos kertoo, etté jos jokin ehdoista pétee ne-
liomatriisille, niin my6s muut ehdot péatevit.

LAUSE 1.21. Olkoon A € C™*™. Tdlloin seuraavat kohdat ovat ekvivalentteja:
(1) A on kddntyva,
(2) det A # 0,
(3) matriisin A sarakkeet (tai rivit) ovat lineaarisesti risppumattomia,
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(4) yhtalolla Ax = b on yksikdsitteinen ratkaisu jokaiselle b € C™ ja
(5) yhtdalolli Ax = 0 on vain triviaalinen ratkaisu x = 0.
1.6. Matriisin aste

Té&ssd luvussa madritellddn matriisin aste ja ldhteend kédytetdédn Leonin kirjaa
[5]. Maaritelmaa seuraavassa esimerkissi mééritetddn reaalikertoimisen matriisin aste
Gauss-Jordan eliminaatiomenetelméllé, joka toimii myos kompleksisella matriisilla.

MAARITELMA 1.22. Matriisin A € C™*™ aste on matriisin sarakkeiden (tai rivien)
virittdmén vektoriavaruuden dimensio ja sitd merkitddn symbolilla rank(A).

ESIMERKKI 1.23. Olkoon

1 -2 3
A=12 -5 1
2 -4 6

Muokkaamalla matriisia A Gauss-Jordanin eliminaatiomenetelmélld, saadaan matriisi

1 0 13
U=|01 5
0 0 0

Koska matriisit A ja U virittiviit saman R? aliavaruuden ja matriisilla U on selvisti
kaksi lineaarisesti riippumatonta rivié, niin rank(A) = 2.

1.7. Matriisien lineaarikuvaukset

Seuraavaksi késitellddn matriisien lineaarikuvauksen ydinté ja kuvajoukkoa komplek-
siselle matriisille. Lahteend on kiytetty Leonin kirjaa [5]. Lineaarikuvauksen ytimell&
tarkoitetaan niiden vektorien joukkoa, jotka lineaarikuvaus kuvaa nollavektoriksi. Ku-
vajoukko on matriisin lineaarisesti riippumattomien sarakkeiden virittama aliavaruus.
Maéritelladn ndma késitteet tarkasti.

MAARITELMA 1.24. Olkoon A € C™*" matriisi. Matriisiyhtdlon Ax = 0,, ratkai-
sujoukko on joukko

NA)={xeC": Ax=0,,}.
MAARITELMA 1.25. Matriisin A € C"™*" virittdma C™ aliavaruus on joukko
R(A)={b e C™:b = Ax, jollakin x € C"}.

Symbolilla R(A) viitataan jatkossa sarakkeiden virittdméén aliavaruuteen. Rivien
virittiméi aliavaruutta merkitdin symbolilla R(AT). Seuraavaksi kisitelliifin lineaa-
rialgebran peruskurssilla esitettyd dimensiolausetta. Esitetddn ldhes vastaava tulos,
joka poikkeaa peruskurssilta esitetysté siten, ettd matriisin kuvajoukon dimension ti-
lalla on matriisin aste. Se, ettd rank A = dim R(A) seuraa suoraan matriisin asteen
ja kuva-avaruuden méaritelmista.

LAUSE 1.26. Olkoon A € C™™. Tilldin
dim N(A) + rank(A) = n.
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Luvun lopuksi késitelldin matriisiin A7 A liittyvid ominaisuuksia, joita tarvitaan
myohemmin. Seuraava lemma kertoo, ettd matriiseilla A ja A7 A on sama ydin. T#té
lemmaa sovelletaan heti perédén sitd seuraavassa lauseessa, jonka mukaan kyseisilla
matriiseilla on sama aste.

LEMMA 1.27. Kaikille matriiselle A € C™ " on voimassa
N(A) = N(A" A).
TobisTus. Olkoon x € N(A). Jos Ax = 0, niin myés A¥ Ax = 0. Tillsin
N(A) C N(AH A). Olkoon seuraavaksiy € N(A”A). Téllsin A# Ay = 0, josta seuraa
yH AR Ay = 0.
Hermiittisen transpoosin laskutoimitusten nojalla
(Ay)" Ay = 0.
Lauseen nojalla
|Ay[* = 0,
jolloin
Ay = 0.
Nyt siis N(A#A) C N(A) ja N(ATA) = N(A). O
LAUSE 1.28. Kaikille matriiselle A € C™™ on voimassa
rank(A) = rank(A7 A).
TopIsTUS. Lemman nojalla N(A) = N(A” A). Koska matriiseissa A ja A7 A
on n kappaletta sarakkeita, niin Lauseesta [1.26[ seuraa, etté
rank(A) = n — dim N(A) = n — dim N(A# A) = rank(A” A).

1.8. Unitaarinen matriisi

Lineaarialgebran peruskurssilla késiteltiin ortogonaalisia vektoreita ja matriiseja.
Jatketaan madrittelemalld unitaarinen matriisi, jonka reaalikertoimista erikoistapaus-
ta sanotaan ortogonaaliseksi matriisiksi. Sen jélkeen esitetédén ekvivalenssilause, jonka
avulla voidaan helposti tarkistaa, onko matriisi unitaarinen. Lauseen todistus on sa-
manlainen kuin peruskurssilla ja sité ei todisteta endé uudestaan. Luvussa sovelletaan
Leonin kirjaa [5].

MAARITELMA 1.29. Matriisi A € C™™ on unitaarinen, jos sen sarakevektorit
muodostavat ortonormaalin joukon avaruudessa C".

LAuse 1.30. Matriisi A € C™™™ on unitaarinen, jos ja vain jos
APA = AAT =T
Unitaarisen matriisin aste on yhté suuri kuin sen sarakkeiden maéaré. Liséksi uni-
taariselle matriisille A pétee
At =TA = AT AA7Y = AH
Unitaarisella matriisilla on eréds hyodyllinen ominaisuus. Seuraava tulos sanoo,
ettd unitaarisella matriisilla kertominen séilyttéda vektorin pituuden.
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LAUSE 1.31. Jos matriisi A € C"™™ on unitaarinen, niin
[Ax]| = [[x][.
Tobistus. Koska
|Ax|)? = (Ax)" Ax = x7 A" Ax = xTx = ||x]|?,
niin
[ AX]] = [|x]|
U

Maaritellddn seuraavaksi aliavaruuden ortogonaalikomplementti. Kyse on avaruu-
den C™ vektoreista, jotka ovat ortogonaalisia jonkin sen aliavaruuden kaikkien vekto-
rien kanssa. Tétéd peruskésitettd tarvitaan valittomésti sitd seuraavassa lauseessa.

MAARITELMA 1.32. Olkoon Y avaruuden C" aliavaruus. Télloin joukkoa
Yt ={xecC":x"y =0, jokaisella y € Y}
sanotaan joukon Y ortogonaalikomplementiksi.

Seuraava tulos kertoo, ettd lineaarikuvauksen ydin ja kompleksikonjugoidun rivia-
varuuden kuvajoukon ortogonaalikomplementti ovat samoja joukkoja. Toisaalta tulos
kertoo myos sen, ettd kompleksikonjugoitu riviavaruuden ydin ja sarakeavaruuden
kuvajoukon ortogonaalikomplementti ovat myos samoja joukkoja.

LAUSE 1.33. Jos A € C™" niin N(A) = R(AT)L ja N(A") = R(A)*.
TopisTus. Vektorien x € N(A) jay = Afz € R(A") vilinen pistetulo
x,y) = y"x = (A"z)"x = 2" (A")x = 2" Ax = 20 = 0.

Téllsin pitee N(A) L R(AM) ja toisaalta myos N(A) C R(AT)L. Jos b € R(AT)L,
niin vektori b on kohtisuorassa jokaista matriisin A saraketta vastaan. Siispi
Ab=0c¢libe N(A). Tallsin R(AT)+ C N(A). Téten

N(A) = R(A")*,
Kun merkitdain B = A” | niin saadaan
N(A") = N(B) = R(B")* = R(A)*".
[

Lopuksi esitetddn kaksi alivaruuksiin liittyvaa tulosta todistuksineen. Tulosten
vilissd madritellddn suoran summan késite. Ensimmaéinen tulos kertoo, ettéd aliava-
ruuden ja sen ortogonaalikomplementin dimensioiden summa vastaa koko avaruuden
dimensiota. Toinen tulos kertoo, ettd miké tahansa vektoriavaruuden vektori on esi-
tettédvissd sen alivaruuden ja aliavaruuden ortogonaalikomplementin vektoreiden suo-
rana summana. Léhteend on kaytetty Leonin kirjaa [5].

LAUSE 1.34. Jos S on avaruuden C™ aliavaruus, niin dim S + dim S+ = m.
Lisdksi jos {x1,Xa, ..., X} on kanta aliavaruudelle S ja {X,11,Xr12,...,Xm} on kanta
aliavaruudelle S*, niin {X1,Xo, ..., Xp, Xp41, Xp42, - - -, Xm} 0N avaruuden C™ kanta.
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TobpisTus. Jos S = {0}, niin S+ = C™. Téllsin
dim S + dim St =0+ m = m.

Oletetaan seuraavaksi, ettd joukossa S on muutakin kuin nollavektori. Toisin sanoen
olkoon {xi,xs,...,x,} joukon S kanta. Olkoon lisdksi X € C™™ siten, ettd
R(XT) = S. T&llsin Lauseen nojalla

St = R(XT)+ = N(X)
ja Lauseen nojalla
dim St = dim N(X) =m —r.
Siispa dim S + dim S+ = m.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd joukko {x1,Xa, ..., Xy, X;41, Xp42, - - - , Xpn } ON AVAruU-
den C™ kanta. N&in on mikali vektorit x1,Xo, ..., X,, ovat lineaarisesti riippumatto-
mia. Olkoon y = ¢1x1 + -+ ¢,X, ja 2 = G 1Xpp1 + -+ - + CnXop. Joillakin ¢; pétee

y+z=0
eli
y = —2Z.

Talloin y,z € SN S*. Koska aliavaruuksien S ja S+ ainoa yhteinen vektori on nolla-
vektori, niin

axy+--4+e6x.=0 ja Cri1Xpr1 + - + X = 0.
Oletuksen nojalla vektorit xq,...,X, ja X,11,...,X,, ovat lineaarisesti riippumatto-
mia, niin

co=cp=---=¢ =0 ja Cry1 = Cpyg =+ = Cpy = 0.
Talloin vektorit x1,Xo, . .., X, ovat lineaarisesti riippumattomia ja muodostavat kan-
nan avaruudelle C™. O

MAARITELMA 1.35. Olkoon U ja V' vektoriavaruuden W € C" aliavaruuksia. Jos
jokaiselle w € W on olemassa yksikésitteinen esitys

w=u+v,missiuclUjavel
niin W on aliavaruuksien U ja V suora summa. Lyhyemmin ilmaistuna W =U & V.
LAUSE 1.36. Jos joukko S on joukon C™ aliavaruus, niin
C"=Saq S+
TobisTus. Kisitellddn ensin triviaalit tapaukset. Jos S = {0}, niin vélttamatta
St = C" ja viite pitee. Viite pitee myos tapauksessa S = C". Jatketaan todistusta

tapauksella, jossa joukon S dimensio on r, jolle pétee 0 < r < n. Lauseen nojalla
jokainen x € C" on esitettivissd muodossa

X=0CX1+ 0+ CGXp + Cp1Xpq 0 G Xy

Edellinen esitys on siis muodostettu joukkojen S ja S+ kantavektoreista lisdttyns
kertoimilla ¢;. Merkitddn seuraavaksi

u=cx1+ - -+cexXjav==cXea + o+ epXa.
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Tallsin u € S, v € S* jax = u+v. Yksikisitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, etté
vektorille x on olemassa toinenkin esitys x =y +z, missi y € S, z € S*. Vektorin x
esityksistd saadaan

ut+tv=y-+=z
u—-y=y-—v.

Koska u—y € S jay — v € S*, niin molempien vektoreiden tulee kuulua joukkoon
S N S+, Toisaalta tiedetddn, etté

SnS*t={o}.
Tamaé tarkoittaa, ettd
u=yjav=z,

miké todistaa yksikésitteisyyden. 0

1.9. Ominaisarvoteoriaa

Lineaarialgebran toisella peruskurssilla [4] késiteltiin ominaisarvoyhtéloita. Lu-
vussa esitellddn kompleksisten matriisien ominaisarvoyhtalo ja todistetaan, ettd her-
miittisen matriisin [I.12] ominaisarvot ovat reaalisia. Lopuksi mééritelliin matriisin
singulaariarvo. Liahteend on kdytetty Leonin kirjaa [5].

MAARITELMA 1.37. Olkoon A € C™*™ matriisi. Skalaari A\ on matriisin A ominai-
sarvo, jos on olemassa x # 0 siten, etté

Ax = \x.
Vektorin x sanotaan olevan ominaisarvon A ominaisvektori.
LAUSE 1.38. Hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia.

TobpisTUS. Olkoon matriisi A € C™*" hermiittinen. Olkoon A\ matriisin A omi-
naisarvo ja x sité vastaava ominaisvektori. Jos a = x Ax, niin

a=a = (x"Ax)" = (Ax)x = x# A¥x = x" Ax = a.
Toisin sanoen o € R. Lauseen [1.19 nojalla
o =xTAx = x" ) x = \|x|)?,

jolloin
a €
1]

A:

O

MAARITELMA 1.39. Matriisin A € C™*" singulaariarvo o on symmetrisen mat-
riisin A A ominaisarvon A neligjuuri. Toisin sanoen

0; =\ A, missd j =1,...,n.
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1.10. Diagonalisoituvuus

Matriisin diagonalisoituvuutta késiteltiin lineaarialgebran toisella peruskurssilla
[4]. Diagonaalimatriisi on siis neliomatriisi, jonka ei-diagonaalialkiot ovat nollia. Ase-
tetaan seuraavaksi ehto matriisin diagonalisoituvuudelle.

MAARITELMA 1.40. Matriisi A € C"*" on diagonalisoituva, jos on olemassa kéén-
tyva matriisi V' ja diagonaalinen matriisi D siten, etté
A=VDV™' eli V'AV =D.
Talloin sanotaan, ettd matriisi V' diagonalisoi matriisin A. Jos matriisi V' sattuu ole-

maan unitaarinen, niin lausekkeissa esiintyvi matriisi VV~! voidaan korvata matriisilla
VH . Lisdksi matriisin A ominaisarvot ovat diagonaalimatriisin

A0 .00
0 A
0 An

lavistéjaalkiot.

Esitelldén lause, jonka mukaan hermiittinen matriisi on diagonalisoitavissa uni-
taarisen matriisin avulla. Lauseen todistamiseksi oletetaan tiedetyksi, ettd jokaisella
nelivmatriisilla A on unitaarinen matriisi V' siten, ettd V# AV = T on ylidkolmiomat-
riisi. Sen todistukseen ei téssd tutkielmassa perehdyté. Asiasta kiinnostunut lukija
voi perehtyé sithen tarkemmin lukemalla 1dhdetta [5].

LAUSE 1.41. Jos A on hermiittinen matriisi, niin on olemassa unitaarinen mat-
ritst V', joka diagonalisoi matriisin A.

TobISTUS. On olemassa esitys VAV = T, missd V on unitaarinen matriisi ja T
on ylédkolmiomatriisi. T&ll6in
TH = (VHEAVH = VHARY = VHAV =T,

Siispd matriisi 7" on hermiittinen ja diagonaalinen matriisi. U






LUKU 2

Singulaariarvohajotelma

Tutkielman toinen padluku késittelee matriisin singulaariarvohajotelmaa. Asrellis-
ulotteinen ja kompleksinen matriisi voidaan esittda kolmen matriisin tulona. Nimensé
mukaisesti hajotelmaan liittyy esitettdvan matriisin singulaariarvot, joihin tutustut-
tiin lyhyesti ensimmaéisessé luvussa. Aluksi asetetaan hajotelmalle tarkka méaéritelma.
Luvussa seurataan ldhdetta [5].

MAARITELMA 2.1. Olkoon matriisi A € C"™*" jolle m > n. Matriisi A on talléin
esitettavissé singulaariarvohajotelmana siten, etté

A=UxVH
missd U € C™*™ on unitaarinen matriisi, V' € C™*" on unitaarinen matriisi ja
> € R™™ on matriisi, joka on saatu lisdamaélla singulaariarvot sisaltavadn diagonaali-

matriisiin nollarivit n+1,n+2, ..., m. Liséksi diagonaalialkiot o; ovat ei-negatiivisia
reaalilukuja. Toisin sanottuna

—0'1 0 0
0 g9

X = 0 On
_O 0_

Seuraavaksi todistetaan, ettéd singulaariarvohajotelma on olemassa kaikille mat-
riiseille joukossa C™*™. Todistus on pitkdhko ja sithen tarvitaan paljon aikaisemmin
opittua teoriaa. Todistuksen yleinen rakenne on sellainen, jossa ensin méaéritetaan
hajotelman matriisit U, V' ja X. Tamén jdlkeen ndytetdin matriisitulon olevan yhta
kuin valittu matriisi.

LAUSE 2.2. Jokaisella m x n matriisilla on olemassa singulaariarvohajotelma.
TobisTus. Olkoon A € C™*" matriisi. Matriisille A7 A € C*™*" on voimassa
(AP AH HLH g1 gy VB 40y

Méaritelmén nojalla matriisi A% A on hermiittinen. Lauseen nojalla mat-
riisille A A pétee, ettd sen ominaisarvot ovat reaalisia. Lauseen nojalla matriisi

A A on diagonalisoitavissa unitaarisen matriisin V' € C™" avulla. Matriisin A7 A
ominaisarvot ovat matriisin

MO ... 0
VH(AT AV = 0 h
0 A

15
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diagonaalialkiot.
Niytetiin seuraavaksi toteen, ettd matriisin A7 A ominaisarvot ovat ei-negatiivisia.
Olkoon A matriisin A¥ A ominaisarvo ja x ominaisvektori. T&lloin

| Ax||? LT (Ax)? Ax LM H AH gy MED G H )\ = 2xHx ML Alx[2.
Edelld mainitusta lausekkeesta saadaan ominaisarvolle johdettua kaava

_lAx|?

(e

A

missd x # 0.

Koska kompleksisten vektorien normit ovat ei-negatiivisia, niin ominaisarvot A ovat ei-
negatiivisia. On siis osoitettu, ettd matriisin A” A ominaisarvot ovat ei-negatiivisia.

Voidaan olettaa, ettd matriisin V' sarakkeet on aseteltu siten, ettd ominaisarvot
ovat asettuneet matriisin V¥ (A# A)V diagonaalille suuruusjirjestykseen. Toisin sa-
noen

A Z A= 2N, 20

Méaritelmén [1.39| nojalla matriisin A singulaariarvot asetetaan siten, ettd

0j =\ missd j =1,...,n.

Olkoon r = rank(A). Lauseen nojalla myos rank(A”A) = r. Tiedetdin, etti
hermiittisen matriisin aste on yhté suuri kuin sen nollasta poikkeavien ominaisarvojen
lukumségra. Talloin matriisin A7 A ominaisarvoille pétee

)\1 Z)\2Z "'Z/\r>0ja>\r+1:)\r+2:"':>\n:0-
Sama relaatio patee myos sen singulaariarvoille:
op>2092>--20,>0jaoc, 1 =042=-=0,=0.

Olkoon

01

. 02
Vi=(vi,...v.), Vo= (vppq,...vp) ja Xy =

Or

Kuvaillaan hiukan mééariteltyja matriiseja. Matriisi V; € C™*" siséltdaa diagonalisoi-
van matriisin V' sarakkeet, joita vastaavat ominaisarvot ovat positiivisia. Matriisi
Vy € C™(=7) gisiltid diagonalisoivan matriisin V' sarakkeet, joita vastaavat ominai-
sarvot ovat nollia. Matriisin »; € R™*" diagonaalilla on nollasta poikkeavat singulaa-
riarvot 01,09, ...,0, ja muut alkiot ovat nollia.

Konstruoidaan seuraavaksi singulaariarvohajotelman keskimméinen matriisi .
Tama tapahtuu siten, ettd laajennetaan matriisia 3i; nollariveilld ja nollasarakkeilla
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niin, ettd saadaan m x n matriisi. Toisin sanoen

-0'1 0 ... O-
09 :
S 0
= o, :{01 O]
0 0
_O ()_

Matriisin V5 € C™ (") sarakkeet v; ovat matriisin A A ominaisvektoreita, joille
AT Av; =0v; =0, missi j=r+1,...,n.

Lemman nojalla matriisien A € C™" ja AHA ytimet ovat samoja. T&lloin
matriisitulo Av; on my6s nollavektori. Matemaattisemmin ilmaistuna

(2.1) AVg = (AVT+1, ce ,Avn) = Omx(n—r)-

Todettiin aikaisemmin, ettd matriisi V' € C™*™ on unitaarinen. Lauseen nojalla
patee

(2.2) I=VVT =iV + WV ja
(2.3) A=Al avivi 4+ avu B Ay

Todistuksessa ollaan pédsty vaiheeseen, jossa ollaan konstruoitu singulaariarvoha-
jotelman matriisit V' € C™*" ja X € R"™". Nyt riittda loytdd unitaarinen matriisi
U € C™ ™ siten, etté

A=UxV"
Kun edellistd matriisiyhtéloa kerrotaan oikealta matriisilla V', saadaan matriisiyhtalo
(2.4) AV =UY

Tarkastelemalla r ensimméistéd saraketta molemmin puolin yhtélosta (2.4)), saadaan
AV, = (Avy, Avs, ..., Av,) ja

01 0 ... O-
0 (o)
UET =U or| = (U10'1,1120'2,...UTO'T).
0
O -

Termeja voidaan vertailla siten, etta
Avj=oju;, missd j=1,...,7.
Kerrotaan yhtéloa puolittain luvulla Ui
J
1

(2.5) u;, = —Av;, missi j=1,...,r.
aj
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Yhtalon avulla magritelladn matriisi
Uy =(uy,...,u,),
josta seuraa
(2.6) AV, = Uy,

Olkoon 1 <1 < rjal < j <r. Matriisin U; sarakkeet muodostavat ortonormaalin
kannan, koska

1 1
uu; = (—v/ A")(—Av;)
ag; g
1
= Vf{(AHAVj)

0,05

1
0,05

)\Vj

1
= Vf{O'JQ»Vj
0;0;

= Zylly,
1 i=j
0 i7"

Yhtélosta (2.5)) seuraa, ettéd jokainen u; kuuluu matriisin A sarakeavaruuteen. Koska
joukon {uy, ..., u,} dimensio on r, muodostaa se ortonormaalin kannan joukolle R(A).

Lauseen [1.26/ nojalla joukon R(A)* LI N(A®) dimensio on m — r. Olkoon

= 5@']’; missé (5”- = {

U2 - (u'l’-‘r17 Uy, ... 7um)
joukon N(AH) ortonormaali kanta. Asetetaan seuraavaksi singulaariarvohajotelman
matriisi
U = [Ul UQ] .
Lauseen nojalla joukko U; U U; muodostaa ortonormaalin kannan avaruudelle
C™. Maéritelmén [1.29 nojalla matriisi U on unitaarinen.

Nyt ollaan asetettu kaikki kolme singulaariarvohajotelman matriisia. Lopuksi riit-
téad osoittaa, ettd matriisitulo UXVH todella vastaa matriisia A. Siispé

2 O] [V
Usv? = (U U] [ 0 O] {V;H} :
= U sV
ARV

B4
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ESIMERKKI 2.3. Etsitdédn singulaariarvohajotelman matriisit U, > ja V' reaaliselle
matriisille

2 1
A=11 0
0 1
Téten
g 1210 . Ha |9 2
A‘[101 ja. ATA=19 ol
Matriisin A” A ominaisarvot saadaan karakteristisen yht#lon ratkaisuna. Néin ollen
A—5H =2
H _
det(A — A A)—’_2 \_9
=A=5)(A=2)—(-2(-2))
=M —T\+6
=A=6)(A—1).

Matriisin A7 A ominaisarvot ovat siten \; = 6 ja A\ = 1. Niin ollen matriisin A
singulaariarvot ovat

012\/)\_12\/6 ja 02:\//\_2:\/121,

Nyt voidaan muodostaa matriisi

0 1

jonka diagonaalilla on kyseiset singulaariarvot. Kun matriisia laajennetaan nollarivil-
14, saadaan matriisi

o[

V6 0
(2.7) =10 1
0 0

Huomaa, ettd matriisi ¥ on nyt samankokoinen kuin matriisi A, kuten pitdd. Omi-
naisarvoa \; vastaava ominaisvektori saadaan yhtalostéa

()\1[ — AHA)X = 0,

= o[- o

ZL’1—2[L‘2 o 0
—2ZE1+4ZE2 o 0"

Yhtalon ratkaisujoukoksi saadaan
xr1 = 21‘2
T9 € R

Ominaisarvoa \; = 6 vastaava ominaisvektori on siten muotoa (2, 1), missi o € R.
Aivan vastaavalla tavalla saadaan mééritettyd ominaisarvolle Ay = 1 ominaisvektori
B(1,—2)H, missi f € R. Valitaan ominaisvektoreiksi x = (2,1)# jay = (1,-2)7.

josta sijoittamalla saadaan
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Kun kyseiset ominaisvektorit normitetaan, niin saadaan muodostettua singulaariar-
vohajotelman matriisi V. Toisin sanoen
1 2 1
= X= ( ) ) Ja
1]

5 Vb
1 ( 1 —2)
Vo= —y=(—,—).
]l V5 V5
Normitetut ominaisvektorit v ja vy ovat matriisin V' sarakkeet. Toisin sanoen
2 1
V= [Vﬁ !é} :
Vs V5
Seuraavaksi rakennetaan singulaariarvohajotelman matriisi U. Sen ensimmaéinen ja
toinen sarake osataan laskea suoraan. Siispé

Vi

i 7 [v/30
1 12 2 ;
uy=—Avi=—11 0 iﬂ: \{—3750 ja
a1 VG g 1| L5 V30
- = 30

|
St o

1
Uy = —AVQ ={1 0 \,/g
72 0 1| Lvs

2 1 —A:|

|

Viimeisen sarakkeen 16ytdmiseksi tulee 16yt#d joukon N(Af) vektori x. Tami rat-
kaistaan yhtalostéa
Afx =0,

2 1 0] | o
10 1] ™2 T lo|-
X3

Yhtalon ratkaisujoukoksi saadaan

josta sijoittamalla saadaan

_ 1
r = —51’2
To = 2.1'3
T3 € R

Vektori (1, —2, —1)# ja sen lineaarikombinaatiot ovat joukon N(Af) vektoreita. Va-
litaan vektori (1,—2,—1) joka on normitettuna (==, =2, =)#. Taméi on haluttu

V6’ V6 V6
kolmas sarake. N&in ollen
V30 g L
o /6
_ 30 1 2| -
V30 -2 -1
30 V5 6
V30 1
77 0 | [v6 0] 2 o
_ H _ 30 1 -2
A_UEV_?%%Ol{\ff_g}
V30 =2 =1 0 0] v V5
30 V5 V6
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Pseudokiinteismatriisit

Téasséd paaluvussa tutustutaan pseudokéainteismatriisiin, joka on méaritettavissi
kaikille joukon C™*™ matriiseille. Pseudokéénteismatriisin méaaritelmésséa sovelletaan
lahdettéd [5], jota on muokattu kompleksisille matriiseille toimivaksi. Aloitetaan siis
madrittelemalld pseudokédédnteismatriisi.

MAARITELMA 3.1. Olkoon A € C™*™ ja AT € C"*™. Matriisi A* on matriisin A
pseudokédnteismatriisi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) AATA = A,
(2) ATAAT = AT,
(3) (ATA)T = ATA ja
(4) (AAT)T = AAT.
Lisiksi pseudokainteismatriisi AT on yksikisitteinen ja olemassa jokaisella mat-
riisilla A. Todistetaan yksikésitteisyys ja olemassaolo seuraavaksi. Aloitetaan yksiké-
sitteisyydestd, jonka todistuksessa sovelletaan ldhdetté [6].

LAUSE 3.2. Jos matriisilla A on pseudokddnteismatriisi, niin se on yksikdsittei-
nen.

Tobistus. Olkoon A € C™™. Oletetaan, ettd B ja C' ovat matriisin A kaksi
m X n -pseudokéédnteismatriisia. Talloin

ABYET gcaB BT (AC)H (ABYH
VEE ol AH g A YRR GH (A A
MED o g1 VI g oy

MET 4

Lausekkeessa sovellettiin pseudokédédnteismatriisin méaaritelmén kohtia (1) ja (4) seké
hermiittisen transpoosin laskusdidntod (3). On siis osoitettu, ettd AB = AC. Vas-
taavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd BA = C'A. Edelld mainituista tuloksista ja
pseudokéinteismatriisin ominaisuuksista seuraa, etta

B =BAB = BAC =CAC =C.

Toisin sanoen matriisit B ja C' ovat samoja. Siispé jokaisella matriisilla A on korkein-
taan yksi pseudokéddnteismatriisi. U

Seuraava lause osoittaa, ettd pseudokdédnteismatriisi on olemassa kaikille matrii-
seille. Lausetta seuraa todistus, jossa sovelletaan aikaisemmin esitettya singulaariar-
vohajotelmaa. Todistuksen lédhteend on [5].

LAUSE 3.3. Jokaisella mxn matriisilla on olemassa nxXm pseudokddnteismatriisi.

21
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TobisTus. Olkoon A € C™*". Matriisin singulaariarvohajotelman nojalla
A=UxvH,

missd U € C™*™ on unitaarinen matriisi, > € R™*" on singulaariarvot siséltava mat-
riisi ja V' € C™*" on unitaarinen matriisi. Méaéritelladn seuraavaksi n x m -kertoiminen
matriisi A, jolle osoitetaan Mééritelman [3.1{ ehdot (1)-(4). Olkoon matriisi

AT =V, U missi

o1

Y= L O | eR™™

or
@) \ @)
Toisin sanoen matriisi >, saadaan matriisista > muuttamalla nollasta poikkeavat

singulaariarvot kaanteisluvuiksi ja liséksi matriisi on vield transponoitu. Todistuksen
jatkon kannalta on syytd huomata, etta

seké,
(3.2) (D) =52 ja (D)7 =%%,.

Valitulle matriisille AT on voimassa
AATA = (USVE) (Ve UR)(USVH)
= Us(VIV ) (U0 2vHE
VL oy, v H B gy — g
ja
ATAAT = (VS U (USVHE) (Ve UT)
= VS (URU)S(VEV)S, U
VL (s, we0of & ys, o = At
Pseudokéddnteismatriisin ehdot (1) ja (2) ovat siis voimassa. Liséiksi péitee
ATA = (VS UR)(UZVH)
= VS (URU)VH
LLA oy v
ja
AAT = (USVH) (VS UT)
=Ux(VEV) S, U
P oy UE.
Koska myos

(AT AT = (V(ED) VI = ysisiivi — ys,s)ivi & v sy



3.1. PSEUDOKAANTEISMATRIISIEN PERUSOMINAISUUDET 23
ja
(AADT = (U(sz UM = usisiy? = yss,)'v? B yes,)ur,

niin pseudokédnteismatriisin ehdot (3) ja (4) tulevat osoitetuksi. On siis osoitettu,
ettd matriisi AT on matriisin A pseudokdinteismatriisi. U

Tah&n mennessd on médritelty pseudokéénteismatriisi seké todistettu sen yksika-
sitteisyys ja olemassaolo. Seuraavaksi kisitelldin pseudokddnteismatriin A™ laskemis-
ta esimerkin avulla valitulle matriisille A, joka on jo tuttu Esimerkisté [2.3] Laskussa
sovelletaan edellisen luvun singulaariarvohajotelmaa.

ESIMERKKI 3.4. Matriisin

2 1
A=11 0
01
singulaariarvohajotema on
NETE
& ve| [V6 0] r2 o
H 30 1 -2
UEV:FTE%01[‘/£!_§}
V30 =2 -1 0 0] tvs V5
30 V5 V6
Talloin
- . V30 V30 /30 L L
J NI | N N B IO S A
= ZJL 0 10 Vi s 3 ol
VB V5 1 =2 =1 6 3 6
Ve V6 Ve

3.1. Pseudokiinteismatriisien perusominaisuudet

Pseudokéénteismatriiseille tunnetaan useita erilaisia perusominaisuuksia, joita esi-
tellaén seuraavaksi. Niiden todistuksissa seurataan ldhdetta [2].

LAUSE 3.5. Jokaisella A € C™ "™ on voimassa:

(1) (A)F = A,
(2) (AF)T = (AT)*

(3) A7 = (A)",

B (459 = (4%)* jo.

Tobistus. Todistetaan kohdat (1)-(5) jérjestyksessd. Kohdassa (1) sovelletaan
singulaariarvohajotelmaa, jonka perusteella A = ULV H . Toisaalta Lauseen pe-
rusteella AT = VI, U, Kun matriisin ¥, diagonaalialkiot muutetaan ki#nteisal-
kioikseen ja vield transponoidaan saadaan alkuperdinen matriisi Y. Siispa

(AT =UxVvH = A
Kohta (2):
(AT)+ — ((UEVH)T)+ — (VZTUT)+
= UV =TIy
= (VUM = (AT)T.
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Kohta (3):
AT =V UH =V, UH
— VU = (USVHA)*
= (A)".
Kohta (4):
(AN = (VS UHH = UVS)?
=USVHE = (veHuH)*
= (V(UR)")* = (UsvT)hH*
— (AH>+
Kohta (5):

()t = (aUSVT = (U, V)T
= VS U = otV U”

=a AT

Seuraavassa lauseessa ja sen todistuksessa seurataan lihdetta [2].

LAUSE 3.6. Pseudokddinteismatriisille on voimassa seuraavat yhtdlot:

(1) A = AT (AT AT,

A= (AH)HAH A,

; A= AAR(A)H,
; A = AMAA* g

TobisTus. Kohdat (1)-(4) todistetaan kayttamallda Mééritelmad [3.1] ja hermiit-
tisen matriisin laskusdéantoja. Toisin sanoen

AT = ATAAT = AT(AATH = AT (AN AR
AT = ATAAT = (AT AT AT = AT (AT AT,
A=AATA = A(AT AT = AAH (AT
ja
A=AATA = (AATYTA = (AT AR A
Kohdat (5) ja (6) todistetaan ottamalla kohtien (3) ja (4) yhtéloistd hermiittinen
transpoosi. Toisin sanoen
A = (AT AT AH = (AANHE AT = AH(AAT)H)H = A AAT
ja

AH — (AAH(A+)H)H — (A(A—i-A)H)H — ((A—i-A)H)HAH — A+AAH_



3.2. LOHKOMATRIISIEN PSEUDOKAANTEISMATRIISI 25

Seuraava tulos antaa vaihtoehtoisen tavan laskea pseudokéénteismatriisi AT mat-
riisille A. Tulosta sovelletaan tutkielmassa mychemmin. Lahteené on [2].

LAUSE 3.7. Jokaiselle matriisille A € C™" pitee (AAT)T = (AT)T AT, josta

seuraa
AT = AH(AAH)T = (AH A)T AR,
TobisTus. Olkoon B = (A7)*T AT, Tillsin
AAH VB g AH (A A — AAH (AHE A AAH VBT (A4 B(AAM).
Liséksi pétee
B = (AT)TAT = (ATYTATAAT = (ANHATAAT (AT AT = BAA" B.
Huomataan myos, etta
(AAT\B = (AAH (AH)*) A+ "E8 g+
ja
B(AA®) = (AN)H(ATAAT) = (AT)H AT

Saadut tulokset osoittavat, ettd matriisi B on matriisin AAY pseudokéinteismat-

riisi. On siis osoitettu, ettd (AA#)T = (A#)T AT, Kun esitetyn lauseen oletuksessa
vaihdetaan matriisin A paikalle A" ja matriisin A” paikalle A, saadaan

(3.3) (AT A)T = AT (AT,

Seuraavaksi rakennetaan lauseen jilkimméainen véite. Toisin sanoen
AH(AAHYE = AH(AHY A+ PEDD) 4o

ja

(AH Ay aH B g gy qu VEIY 4o

3.2. Lohkomatriisien pseudokééinteismatriisi

Tutkielmassa halutaan sivuta lohkomatriisin pseudokéénteismatriisia. Téata varten
médritelladn lyhyesti ortogonaalisen projektiomatriisin késite ja esitetddn joitakin
hyodyllisid tuloksia jatkon kannalta. Todistetaan esimerkiksi, ettd matriisit AA™ ja
I — AA™ ovat ortogonaalisia projektiomatriiseja.

MAARITELMA 3.8. Matriisi P € C™" on ortogonaalinen projektiomatriisi, jos
p?=p=pH
ESIMERKKI 3.9. Matriisi P = AA™ on ortogonaalinen projektiomatriisi, koska
(AAT)? = AATAAT MET g g MET (g g+ yH
Liséksi matriisi I — P on ortogonaalinen projektiomatriisi, koska
(- P)* = (I~ P)(I - P)
=1-2P+P?
=1—-P



26 3. PSEUDOKAANTEISMATRIISIT
ja
I-PY ="+ (—P" =T P =] - (AADY! =] - AA* =1 - P.
Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettdi ATA ja [ — AT A ovat ortogonaalisia

projektiomatriiseja. Seuraava lemma osoittaa, ettd ortogonaalisella projektiomatrii-
silla on erés kiinnostava ominaisuus.

LEMMA 3.10. Jos A on ortogonaalinen projektiomatriisi ja z = Ax € R(A), niin
Az = z.

TobisTus.

Az = A(Ax) = A’x = Ax = z.
O

Mainittakoon, ettd matriisi AAT on ortogonaaliprojektio joukolle R(A), koska
AAT(Ax) = Ax. Vastaavalla tavalla matriisi AT A on ortogonaaliprojektio joukolle
R(AH), koska AT A(Afx) = Afx. Edellisessi pidttelyssi sovellettiin pseudokéiiinteis-
matriisin perusominaisuuksia. Todetaan myos, ettd I — AA™ on ortogonaaliprojektio
joukolle N(AH) ja I — AT A on ortogonaaliprojektio joukolle N(A). Tamin osoittaa
myo0s seuraava esimerkki.

ESIMERKKI 3.11. Huomataan, ettéa

Al — ATA) = AT — AATA=A—-A=0,
(I —AANA=TA—AATA=A—-A=0,
AF(I — AAT) = AFT — AH(AAT)HE = AH — (AATA)T = A7 — AP = O ja
(I — ATA)AT = TA" — (ATA)HAT = AT — (AATA)H = AF — AP = O.

Vield lopuksi esitetddn erds hyodyllinen tulos, jonka todistuksessa on sovellettu
lahdett [7].

LAUSE 3.12. Jos A € C™" on ortogonaalinen projektiomatriisi, niin kaikille mat-
riiseille B € C™*™ pdtee

A(BA)T = (BA)* ja (AB)"A = (AB)*.

Tobistus. Molempien yhtéaloiden todistus noudattaa samaa kaavaa. Todistetaan

vain ensimméinen yht#ls. Olkoon C'= BA ja D = A(BA)™. Viite pétee, jos matriisi

D on matriisin C' peudokédénteismatriisi. Riittaa siis tutkia, patevitko Maaritelméan
[B.1] ehdot matriisille D. Koska

CDC = BAA(BA)*BA
— BA(BA)*BA
— BA
= C,

DCD = A(BA)* BAA(BA)*
— A(BA)*BA(BA)*
— A(BA)*
=D,
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(DO)" = (A(BA)Y"BA)! = ((BA)Y"BA)? A"
= (BA)"TBAA" = (BA)*BAA
(BA )*BAz((BA)*BA)
ATBI(BA)Y)! = ABY((BA)T)Y
AAB"((BAYY)! = AA" BT ((BAY)!
= A(BA)*BA)" = A(BA)"BA
D

=DC
ja
(CD)" = (BAA(BA)N)H

= (BA(BA)")"

= BA(BA)"

= BAA(BA)"

=CD,
niin véite pétee. U

Vield ennen luvun pidétulosta, asetetaan kaksi hyodyllistd lemmaa, jotka on esi-
tetty liahteessi [1]. Néistd ensimméinen kertoo, ettd pseudokddnteismatriisilla ja or-
togonaaliprojektiolla on yhteys. Jalkimmé&inen lemma liittyy lohkotun matriisin ku-
vajoukkoihin.

LEMMA 3.13. Matriisi G € C*™ on matriisin A € C™*" pseudokddnteismatriisi
jos ja vain jos R(GH) C R(A) ja GA on ortogonaaliprojektio joukolle R(AH).

TobpisTus. Lemman sanoma voidaan kirjoittaa auki seuraavalla tavalla:

G=A" <= G =LA jollakin L € C"™" ja GA = ATA.
Aloitetaan todistamalla oikea suunta. Olkoon L = AT(AT)H | jolloin

LAT = AT(ATYTAT = AT (AATH = ATAAT = AT =G.
Todistetaan seuraavaksi vasen suunta. Oletusten nojalla pétee

LATA = AT A.
Kerrotaan puolittain oikealta matriisilla A™, jolloin
LATAAT = ATAAT.
Koska AAT = (AAT)H = (AT)HAH = (AH)* AH  niin
LAF(AT)TAR = AT AAT,
Pseudokédnteismatriisin méégrittelyehtojen nojalla
LAY = AT,
Siispé
G=A".
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LEMMA 3.14. Olkoon
A= [Al A2:| c Can,

eli matriisi A on lohkottu sarakkeittain. Olkoon P; € C™ ™ ja Q; € C™ ™ ortogonaa-
liprojektioita siten, ettd

P=AA jaQi=1-P,i=1.2.
Talloin seuraavat vditteet ovat ekvivalenttejd:
(1) B(Ay) N R(A,) = {0},
(2) R(A]") = R(AJ'Qs) ja
(3) R(A3) = R(AFQ).

TobpisTus. Osoitetetaan ensin, ettd kohdasta (2) seuraa kohta (1). Oletuksen no-
jalla
rank(QoA;) = rank((A¥ QM)
= rank((A}'Q2)")
= dim R((A{'Q2)")
= dim R(A)Q2)
= dim R(AY)
= rank(A;).
Yhdistamélla totena pidetyt yhtalot
rank([A;  Az]) = rank(4) + rank(Q2A;)
ja
rank([A; Ay]) = rank(A;) 4 rank(A4,) — dim [R(4;) N R(A,)],
niin saadun tuloksen rank(A;) = rank(Q2A;) nojalla
dim [R(A;) N R(A3)] = 0.

Siispa kohta (1) pétee. Aivan vastaavalla tavalla voidaan nayttad, ettd kohdasta (3)
seuraa kohta (1).

Osoitetaan seuraavaksi kiddnteinen suunta, eli kohdasta (1) seuraa kohta (2). Koh-
dan (1) nojalla

dim [R(A;) N R(A2)] =0,
jolloin
rank([A; Az]) = rank(4;) + rank(A,)
ja
rank([A;  As]) = rank(As) + rank(Q24,).

Voidaan tehdd padtelma, etta

rank(A;) = rank(Q2A;),

josta saadaan
dim R(AY) = dim R(A7Q,).
Lisiiksi koska yleisesti pitee R(AZQ,) C R(AH), niin vilttaméitta
R(AY') = R(AY Q).
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Siis kohta (2) patee. Vastaavalla tavalla osoitetaan, ettd kohdasta (1) seuraa kohta
(3). O

Nyt ollaan valmiita esittamé#n luvun péaatulos, joka antaa pseudokédénteismatrii-
sin laskukaavan sarakkeittain lohkotulle matriisille. My6s riveittédin lohkotulle matrii-
sille on olemassa kaava, jota ei esitella tdssa tutkielmassa. Esitettdavan lauseen vaitteet
ovat ekvivalentteja keskenéddn ja lausetta voi kédyttda pseudokédnteismatriisin laske-
misessa, kun jokin véitteistd patee. Lausetta seuraa todistus, jonka lahteend on [1].

LAUSE 3.15. Olkoon
A= [Al A2} c men,

eli matritsi A on lohkottu sarakkeittain. Olkoon lisiksi (QQ1, Q2 € C™ ™ ortogonaali-
projektioita, kuten Lemmassa[3.14 Olkoon myds matriisi

o= [Gay] e

Tdlloin seuraavat vditteet ovat ekvivalenttejd:
(1) G=A",
(2) G e A{1} ={G € C"™™|AGA = A} ja
(3) R(A1) N R(Az) = {0}

ToDISTUS. Jos viite (1) pétee, niin pseudokéénteismatriisin Méaaritelmén |3.1) no-
jalla G € A{1}, eli vaite (2) pétee.
Oletetaan, ettéd viite (2) pétee. Télloin

A (@A [ = 4]

josta voi péadtelld, etta
(3.4) A (QeA) A = Ay ja Ay(Q1A)T Ay = Ay,
Lauseen [3.12] nojalla

(QzAl)+ = (Q2A1)+Q2 ja (Q1A2)+ = (Q1A2)+Q17
jotka sijoittamalla yhtéloihin , saadaan

Al(Q2A1)+Q2A1 = A ja A2(Q1A2)+Q1A2 = As.
Otetaan hermiittinen transpoosi, jolloin saadaan

Al = AT Qu(AYQ2) T AY Ja A = A QAT Q)T AY
Kun merkitdén, ettd B = (A Qq)TAY ja C' = (A¥ Q)T A niin
Al =A7Q,B  ja Al =AfQ.C.
Kuva-avaruuksille pétee
R(AY') = R(A{'@Q2B) C R(A{Q2)  ja  R(AY) = R(A)Q:C) € R(A}Qu).

Koska triviaalisti pitee R(ATQ,) C R(A), niin vilttamitta R(AT) = R(AHQ,).
Vastaavasti saadaan, etti R(AY) = R(AYQ,). Tulos vastaa Lemman véitteitd
(2) ja (3). Télloin R(A;) N R(As) = {0} eli viitteestd (2) seuraa viite (3).
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Oletetaan seuraavaksi, ettd viite (3) patee. Viitteen (1) todistamisessa tullaan
soveltamaan Lemmaa [3.13 m Niytetidn, ettd LAY = G, jollakin L € C™*" ja
GA = At A. Huomataan ensin, etti

O
aa= (G| A
O A
=[Gy 1
_ [(@2A1) T Q2 (Q2A1)+Q2A2}
_<Q1A2)+Q1A1 (Q1A2>+Q1A2
~ [(Q2AN)TQ24 O }
T O (Q1A2)T Q1A |~

Matriisille GA on voimassa
(GA)2 =GA= (GA)H,
koska

((Q2A41)TQ241)* = (Q241) T Q244 ja ((Q1A42)TQ1A)* = (Q1A2) T Q1 4

seki

(QA)T QAN = (A1) QA1 ja ((Q142) Qi Ax)" = (Q142) Q1 As.
Tama siis osoittaa, ettd GA on ortogonaalinen projektiomatriisi. Todetaan vield, etté
[(Q2A)T QA AT [(Q2A1)T(Q2A1) AT Q2
|(Q1As)" Q1A2AH (Q1A42)"(Q1A2) AF Qu
(

[(Q241)T(Q2A1)(Q244) ]L {(Q2A1)H:|
|(Q1A2)1(Q142)(Q1A2)" (Q1A2)"

)
- ﬁzgj ]

= A

GAAY =

Tulos GAA® = AH tarkoittaa, ettd matriisi GA on ortogonaalinen projektiomat-
riisi, joka projisoi joukolle R(Af). Koska ortogonaalinen projektiomatriisi on yksi-
kisitteinen, niin vilttimitti GA = A1 A. Yritetddn seuraavaksi muodostaa matriisi
L € C"™. Olkoon

I — {Ln le]

L21 L22 ’
misséa
Lll - (A{IQQAl)+7 L12 - _(A{{Q2A1)+A{I(A;>H7
Loy = —(A¥QAy) T AY (AT ja Loy = (A Q1A5)".
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Kun P; ja ; ovat kuten Lemmassa [3.14], niin

L L A
vt o o) ]
_ -LnA{{ + L12A12q
N _L21A{{ + LzzAg
[ (ATQu A1) T AT — (AT Q. A1) T AT (AP AY
T (AT QA TAT (AT AT + (A Q1 Ap) T AY
[ (A QoA TAT — (AFQuAN)TAT P,
T (AYQuAL)TAT Py 4 (A Q1 Ag) T AY
_ (AT QAT AT(T —~ Pz)}
(A Q1 A)T A (T — Py)
_ _(A{{QQADJFA{{Qz}
(A Q1 A2) T AT,
_ _(A{{Q2Q2A1)+A{IQ2]
(AT Q1Q1A5)TAY Qy
_ _((Q2A1)HQ2A1)+(Q2A1)H}
|((Q1A42)7Q1A5)T(Q1A9)"
LE {(Qﬂh)j
(@A)

=G.

|

Viite (1) seuraa Lemmasta|3.13] On siis osoitettu, ettd lauseen kohdat (1), (2) ja (3)

ovat yhtéapitavia.

0

ESIMERKKI 3.16. Lasketaan valitulle lohkomatriisille pseudokéénteismatriisi. Ol-

koon _
241 2t 1
A= |1—i| jady=1|1 0f,
1 -1 2
jolloin
249 | 20 1
1 -1 2

Koska matriisin [Al

Ag} determinantti on -7, niin matriisin sarakkeet ovat lineaari-

sesti riippumattoimia. Talloin R(A;)NR(A2) = {0}, jolloin voidaan soveltaa Lausetta
[3.15] Lasketaan tarvittavia matriiseja:

1 _ 4 =5i 12z
A; = E . 2 i(—212+i) E + lil )
- 11 11 11
Ar=[i-1 t+& 4,
0,182 —0,367 +0,0912 —0,091
Q= |—0,367 —0,091: 0,777 0,182 40,0452
—0,091 0,182 — 0,0457 0,045

ja
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0,375 —0,125—-0,375: —0,25—10,125:¢
Q1= |—-0,125+4+ 0,375 0,75 —0,125+ 0,125
—0,25+0,125¢ —0,125—0,125: 0,875
Matriisien
0,6367 0,625+ 0, 75% —0,125 — 0, 25:
QA1 = [0,318 — 1,273¢| ja Q1A = [|—0,625+ 0,375 —0,375+ 0,625¢
—0,31& —1—10,625¢ 1,5+ 0,125

pseudokénteismatriisit (Q2A41)" ja (Q142)" saadaan singulaariarvohajotelman avulla.
Siispé

(Q145)" = 0,286 — 0,286 —0,429 —0,286: —0,143 4 0,143¢
R 0,143 —0,286 — 0,429i 0,429

(Q2A,)* = [-0,286i 0,143 +0,572i —0,143i] .

Pseudokaanteismatriisi on siten
—0,2867 0,143 +0,572i —0,143i
[Ay AQT =1 0,286 —0,286: —0,429 —0,286i —0,143 + 0, 143;
0,143 —0,286 — 0, 429; 0,429




LUKU 4
Pienimmain neli6summan menetelmi

Luvussa on tavoitteena mééritella pienimmén nelicGsumman ratkaisu u € C” line-
aariselle yhtéaloryhmaélle

Ax =Db, missd A € C"™*" jab e C™.
Pienimmén neliosumman menetelmésséa on tarkoitus 1oytad vektori u, joka minimoi
lausekkeen
|Au —b|
eli ekvivalentisti minimoi lausekkeen

| Au — b|*.

Tutkielmassa kéaytetédédn ilmaisua pienimmén neliocsumman ratkaisu lineaariselle yhté-
loryhmaélle vaikka yleisella tasolla ei valttamatta ole kyse yhtéloryhmén ratkaisuista.

Lineaarialgebran peruskurssilta [3] tiedetdén, etté lineaarisella yht&loryhmélla voi
olla nolla, yksi tai ddrettomén monta ratkaisua. Jos ratkaisuja on yksi tai déreton
maard, niin ne kaikki ovat pienimmén neliGsumman ratkaisuja. Télloin edelld mai-
nitut lausekkeet ovat nollia. Jos yhtéaloryhmaéllé ei ole ratkaisuja, niin on kuitenkin
olemassa pienimmén neliosumman ratkaisu. Viimeisimmén tilanteen geometriaa on
havainnollistettu kuvassa Kyseinen ratkaisu on siis vektori u, jolle Au € R(A)
on lyhin etéisyys vektorista b.

- s Ax.: _'7:7"' T i :
& _».l, il _7‘-"._.: I R

Kuva 4.1. Vektorin b lyhin etiisyys kuva-avaruuteen R(A).

Edetéén kohti pienimpéaén nelicsummaan liittyvaa karakterisointilausetta. Jos vek-
tori u on pienimmén neliosumman ratkaisu yhtélolle Ax = b ja merkitdan p = Au,

33
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niin matriisin A sarakeavaruudessa vektori p on ldhimpéané vektoria b. Esitetdéan seu-
raavaksi lause, jonka mukaan téllainen vektori p on olemassa yksikésitteisesti. Lauseen
muotoilu ja todistus ovat ldhteestd [5].

LAUSE 4.1. Olkoon S avaruuden C™ aliavaruus. Jokaisella b € C™ on olemassa
yksikdsitteinen vektori p € S, joka on ldhimpdnd vektoria b eli

b —y| > [|b—pl| kaikillay #p € S.
Liscksi vektori p on on lihimpdnd vektoria b € C™ jos ja vain jos b —p € S+

TobisTus. Lauseen nojalla C™ = S @ S+, jolloin vektori b € C™ voidaan
esittdd muodossa

b=p+z missip e SjazeSt
Valitaan vektori y # p € S ja huomataan, etté

Ib—yll>=[(b-—p)+®—-y)|°
LII20
="|b—p[*+|p -yl

Vektorit b — p € S* ja p —y € S ovat ortogonaalisia, joten Lemmaa saattoi
soveltaa. Koska ||[p — y||> > 0 ja |[[b — p||* > 0, niin vélttdméitta

b =yl > b —pl.

Osoitetaan seuraavaksi Lauseen ekvivalenttiosa. Jos b —p € S+ ja p € S, niin aikai-
sempi todistaa vektorin p olevan ldhinné vektoria b. Todistetaan seuraavaksi ka#in-
teinen osa. Jos p € S on lahinné vektoria b, niin vélttadmétta b — p on kohtisuorassa
aliavaruutta S vasten. Siispi b — p € S*. O

Ollaan naytetty toteen, ettd vektori p on olemassa yksikésitteisesti jokaiselle
b € C™. Seuraavaksi on jarkevaa pohtia, kuinka pienimmén neliosumman ratkaisu u
oikein 16ydetiisin. Merkitdin ensin, ettd r(u) = b—p € R(A)*. Lauseen mukaan

N(A™) = R(A),
jolloin myd6s patee
r(u) € N(AT).
Matriisin ytimen mééritelméan nojalla
0 = A"r(u) = A" (b —p) = A" (b — Au),
josta seuraa
(4.1) A Ax = AP,

Selvittadkseen pienimmén nelésumman ratkaisu lineaarisesta yhtaloryhmésta
Ax = b, tuleekin ratkaista lineaarinen yhtéloryhmé (4.1]). Tamén yhtéloryhmén yh-
taloita kutsutaan normaaleiksi yhtaloiksi, koska yhtaloryhmaéssd on sarakkeita yhtéa
monta kuin riveji (n x n). Seuraava tulos karakterisoi pienimmén nelidsumman rat-
kaisun normaaleille yhtéloille. Lauseen muotoilu ja todistus ovat ldhteestd [5].
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LAUSE 4.2. Jos matriisin A € C™ "™ aste on n, niin normaaleilla yhtaloilld
AP Ax = Afb
on yksikdsitteinen ratkaisu
u=(A7A)"*ADb,
missd w on pienimmdn neliosumman ratkaisu lineaariselle yhtiloryhmdalle Ax = b.

TobisTus. Todistetaan ensin, ettd matriisi A¥ A € C™" on k#sintyvi. Lauseen
nojalla matriisi A” A on kidntyvé, jos yhtdlorymaélla

AP Ax =0

on vain triviaaliratkaisu z = 0. Olkoon vektori Az € N(Af) jokin ratkaisu edells
mainitulle yht#léryhmille. Toisaalta pitee Az € R(A) = N(AH)+. Koska joukkojen
N(A") ja N(AT)L leikkaukseen kuuluu vain nollavektori, niin

Az = 0.

Toisaalta tiedetdén, ettd matriisin A € C™*" aste on n. Télloin sen sarakkeet ovat
lineaarisesti riippumattomat, jolloin Lauseen nojalla yhtalorymalla

Ax = 0.

on vain triviaaliratkaisu x = 0. T&lloin myos z = 0, ja matriisin A7 A kidntyvyys on
osoitettu. Lauseen nojalla
u=(A"A)"'A"Db,

on yksikésitteinen ratkaisu normaaleille yhtaloryhmille ja samalla pienimmén nelio-
summan ratkaisu yhtélorymélle

Ax = b.

4.1. Pienimmin nelidsumman sovitteita

Pienimmén neliGsumman menetelmélld voidaan asettaa pistejoukolle sovite, joka
kuvaa aineistoa parhaiten. Tésséd aliluvussa esitellddn suoran, eksponenttifunktion ja
ympyrin sovitteet eri aineistoille.

4.1.1. Lineaarinen sovite. Késitellyn teorian innoittamana halutaan loytaa suo-
ran yhtalo

Y=<t ax,
joka pienimmén neliosumman menetelmélld kuvaa seuraavaa aineistoa:
I‘LEI‘IQ‘ ‘.Tn
ylw v |- | vn

Havaintoaineiston perusteella saadaan muodostettua yhtélo

Yi = Co + C1Z4,
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joka kuvaa yksittdiseen pisteeseen sovitettua suoraa. Naistd yhtéaloistd muodostuu
lineaarinen yhtéaloryhmé, jonka matriisimuoto on seuraava:

Iz Y1
]_ X1 Co Y2
|25
1 =z, Un

Yhtéaloryhmé voidaan esittdd myos lyhyesti
Ac=y.
ESIMERKKI 4.3. Sovitetaan havaintoaineistoon

z|1]3]5]7
y|3]2]|5]4

lineaarinen kuvaaja pienimmén nelioGsumman menetelmén mukaan. Havaintoaineisto
voidaan esittdd muodossa

Ac =y,
missé
11 3
|13 ool . |2
A= 157“‘L]ﬁy* 5
1 7 4

Yhtaloryhmén ratkaisut vastaavat normaalien yhtaloiden
Af Ax = Afb
ratkaisuja. Lauseen |4.2{ nojalla
c=(A"A)TAly.

Matriisi A7 A on késintyvi Lauseen nojalla. Kidnteismatriisi (A7 A)~1 voidaan
laskea Gauss-Jordan eliminaatiomenetelméan avulla. Nain toimimalla saadaan

N
(a7 = |8 3
5 20

ja
3
2L =111 101 1] |2
SENI
[? 5] L35 7 Z

Kuvaavin lineaarinen sovite aineistolle on siten

23 3

y:E—i_l_Ox’

jota on havainnollistettu Kuvassa [4.2
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7

Kuva 4.2. Pistejoukkoa parhaiten kuvaava suora.

Joskus voi olla jarkevai tehdd korkeamman asteen sovituksia aineistolle. Jos ole-
tetaan, ettéd aineistoa kuvaa parhaiten jokin asteen m yhtélo, niin lineaarista yht&lo-
ryhméa tulee laajentaa siten, etté

2 m
1z xf ... af Co Y1
1z 23 ... 20| | Yo
1 2 m
Tp T ... Ty Cm Un

4.1.2. Eksponenttifunktio sovitteena. Etsitdédn aineistolle
z|1]2]3]4)]
T3 7
vizla]2]3]
paras mahdollinen eksponentiaalista kasvua kuvaava funktio. Téall6in funktio on muo-
toa

Yy = c1+ coe”.
Ratkaisu saadaan yhtéloryhmén Ac = y ratkaisuna eli yhtéloryhmén

5 -

Hoy-1_ | 5
(A7 A) ——?‘1

W N
—_ = =
N1=1 DN N0 | —

D D DD

ratkaisuna. Koska

83| L
_

niin

!

| 10,0006 -0, 012854}

_[o,051
€= |-0,012854 0,522483 ~ 10,786

D D O D
S W N
— = =
[SIENE NI NI

Aineista kuvaa parhaiten funktio

y = 0,786 + 0,051¢",
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jota on havainnollistettu Kuvassa

(4, 3.5)

(3,2)
L

fle) = 0.051 ¢ +0.786 (5 4

(1,0.5)
L]

Kuva 4.3. Pistejoukkoa parhaiten kuvaava eksponenttifunktio.

4.1.3. Ympyré sovitteena. Seuraavaksi yritetddn 16ytdd pistejoukolle ympyréan-
muotoinen sovite.

ESIMERKKI 4.4. Sovitetaan pistejoukolle

ympyré, jonka yhtdlo on muotoa
(z =)’ + (y— )’ =712

Sovitteen loytdmiseksi tulee selvittédéd keskipiste (c1,¢2) ja sidde r. Ympyran yhtélo
saadaan muotoon

2xc) + 2yco + (1 — & — ¢3) = 2* + >

Kun merkitéain cs = r2 — ¢ — ¢2, niin yht&lé on muotoa
3 1 29

2xcy + 2yco + c3 = x4 yz.

Taméi voidaan esittédé lineaarisena yhtéloryhméand Ac = y siten, etté

2r; 2y 1 T3 + yi

(&1 2 2
2r9 2y2 1 ol = [T2 10
2w5 2ys 1| | 21T @it
2w, 2yy 1] L7° i+ 3
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Sijoittamalla pisteparit matriiseihin, saadaan midritettys matriisit (A7 A)~1, A# ja
y. Kuten edellisessé esimerkissé, ratkaisu saadaan normaalien yhtéloiden ratkaisuna

c = (ATA) Ay

- 2
147 = =23 =58 -2 92 4 8
B s i o I NS R I
DR W |8
L 691 691 691 17
4215 1,525
_ |28 & 0,056
hiny 3,411
L 691 ’

Sopivin ympyrésovite aineistolle olisi
(z —1,525)* + (y + 0,056)* = 2,396,

jonka kuvaaja on esitetty Kuvassa 4.4}

Kuva 4.4. Pistejoukkoa parhaiten kuvaava ympyra.

4.2. Ratkaisu pseudokiéinteismatriisin avulla

Aikaisemmin esitetty tapa madrittda pienimmén neliGsumman ratkaisu perustui
sithen, ettd lineaarisen matriisiyhtdlon Ax = b matriisin A € C™*" aste on n. Jos
matriisin A aste r < n, niin edelld mainitut tulokset eivit piade. Pseudokédanteimatrii-
sin avulla voidaan kuitenkin ma&rittaa ratkaisu yleisessa tapauksessa. Tamaé ratkaisu
ei ole yksikésitteinen mutta sen normi on pienempi kuin mink&dn muun ratkaisun
normi.

Téssé vaiheessa lukijalla tulisi olla hallussa singulaariarvohajotelman ja pseudo-
kadnteismatriisin perusteet. Muussa tapauksessa kannattaa palata aikaisempiin lukui-
hin ja kerrata tdrkeimmét méaritelmét ja tulokset. Muistin virkistykseksi seuraavas-
sa lauseessa esiintyvé matriisi 25 on mééritelty Lauseen todistuksessa. Seuraavan
lauseen ja sen todistuksen muotoilu on Leonin kirjasta [5].
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LAUSE 4.5. Olkoon b € C™. Jos matriisin A € C"™*™ aste on r < n, niin vektori
x=ATb =V, U"b

minimoi lausekkeen ||b — Ax||?. Lisiksi jos z on mikd tahansa muu vektori, joka
minimoi lausekkeen ||b — Ax||?, niin ||z]] > ||x]|.

TobisTus. Maaritellaan matriisit

c=U"b= {Ej jay =Vx = Bj ,
missd x € C" ja ¢y, y; € C". Télloin
Ib — Ax|* = |0 (b — Ax)|?
= |U"b - UH(USVT)x|?
Uty - B(vix)|?
= Jlc - By

|- [5 o5

2
e = Xy
— o

= ller = Ziyal|* + [lez*.

2

Vektori ¢, on riippumaton vektorista x, joten normi ||b — Ax||? on pienin, jos
ler — Xyl = 0.
Edellinen on yhtépitava seuraavalle yhtalolle:

Cc; = 21y, missé

01 0 0
0 (o)

21 - . . GRTXT.
0 oy

Kerrotaan yht#lo puolittain matriisilla ¥;*, jolloin saadaan

Y1 = El_lcla
misséa
o' 0 ... 0
-1
271 O 02 c Rrxr
1 - .
0 ot

T

Siispa vektori x on pienimmén neliGsumman ratkaisu, jos

-1
x:Vy:V{Zl Cl}.

Yo
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Voidaan valita, ettd vektori y, = 0. Télloin

x=V |:21(1C1:|
. Zfl O C1
o o o)
=V, U"b
= A"b.
Saatiin todistettua, ettd x = A*b on minimoi lausekkeen ||b — Ax||%. Pitd4 vield to-

distaa, ettd muille minimoiville vektoreille z pétee ||z|| > ||x||. Vektori z méaritelldén
kuten x, eli

Yl
=Vy=V |71 ",
S { v ]
missd yo # 0. Télloin

21 - _
2] =y 1P = 12 el + llyall* > 1157 edl” = (I[P,
jolloin ||z]| > ||x]|. O

Esitelldan seuraavaksi kaksi havainnollistavaa esimerkkid pseudokéénteismatriisin
soveltamisesta pienimmén neliosumman ratkaisun 16ytdmisesséd. Ensimméisessé esi-
merkisséd on kompleksikertoiminen matriisi A € C™*" jonka aste r < n. Jalkimma&i-
sessé esimerkissd on kompleksikertoiminen lohkomatriisi.

ESIMERKKI 4.6. Etsitddn pienimmén neliGssumman ratkaisu lineaariselle yhtalo-
ryhmille Ax = b, missé
v . 0
TN

Huomataan, ettd rank A = 1, joka on pienempi kuin matriisin sarakkeiden mééra.
Talloin ratkaisussa tulee soveltaa Lausetta 4.5l Pseudokéaanteismatriisiksi saadaan

. R e N A EC ] R
ar=veon= 5 o] |2 & -0 )
2 2 2 4 4
TAllsin
x—A+b—[_%
1

1 . . . .
= 3,5 On pienempi kuin muiden

[\

~— | —_—

=

Lauseen [4.5{ nojalla normi ||x| = \/(—}1)2 + (=

ratkaisujen normit.

ESIMERKKI 4.7. Olkoon
v | —1 0
[A B]=| i |—i| jab= |0
—1| 0 1
Koska rank [A B} = 2, niin tehtédvassé voitaisiin soveltaa Lausetta . Sovelletaan
kuitenkin Lausettal[4.5] koska se on yleispitevi. Ensin tarvitsee siis maérittdd matriisit



42 4. PIENIMMAN NELIOSUMMAN MENETELMA

Q1 =1—AA", Qy =1 — BB™" ja niita varten lasketaan matriisi A™ ja matriisi BT.
Saadaan

2 _1 1
3 3 ‘13
=] -AAT=|-1 2 1
@ KA
. 3 3 3
a
J 1 _1 9
Qy=1—-BB" = SR
2 2
0 0 1

Lopuksi méaaritetddn matriisien Q1B ja ()2 A pseudokédnteismatriisit singulaariarvo-
hajotelman avulla. Saadaan

(QA)" =0 0 i

ja o
@B) =[5 5 i
Nain ollen () 00
+ 2 _ ?
4B = (@] =2 E
TAalloin

x=[A B]"b

I
. .
[

Tamé ratkaisu on yksikésitteinen ja ||x|| =1+ 1
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