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Tiivistelma

Tama matematiikan pro gradu—tutkielma keskittyy lineaarialgebraan ja sen
opetukseen lukiomatematiikassa. Tarkoituksena on tarjota ehea kattaus line-
aarialgebran viidestéd keskeisestd aihealueesta; matriiseista, lineaarisista yh-
taloryhmista, vektoriavaruuksista, lineaarikuvauksista, seké ominaisarvoista
ja -vektoreista. Tutkielma pyrkii myos tarjoamaan ymmaérrysta lineaarial-
gebran kasitteista ja niiden keskinaisista suhteista seka tarjoamaan konkreet-
tista opetusmateriaalia.

Jokaisesta aihealueesta keskitytaan kasittelemadn kyseisen aihealueen pe-
rusteet, keskeiset kasitteet ja joitakin sovelluksia. Konkreettisia esimerkkejé
tarjotaan késitteiden omaksumisen ja kiytannon ymmartamisen tueksi. Nain
lukija saa kattavan kasityksen kunkin aihealueen merkityksesté. Lisaksi esi-
tellddn viimeaikaisia tuloksia matriisien kaanteisominaisuudesta ja (3 x 3)-
matriisien determinantin ratkaisemisesta alkioiden kopioinnilla.

Tutkielmassa kasitelladn kompleksilukuja ja niiden kayttoa lineaarialgebras-
sa. Kompleksiluvut tarjoavat syvemman ymmarryksen lineaarialgebrasta se-
ka tyokalun monien lineaarialgebran ongelmien ratkaisemiseen. Tutkielmassa
kasitelldan lineaarialgebran opetusta kaytannossa konkreettisten opetusvink-
kien, tehtévien ja tietoteknisten apuvélineiden avulla opetuksen ja oppimisen
tueksi.
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Johdanto

Tutkielman aiheen valintaan vaikutti halu tarjota jotakin konkreettista ma-
teriaalia matematiikan opettajille ja opiskelijoille. Lineaarialgebran opetus
lukiossa on yleistynyt muualla maailmalla, mutta Suomessa sitd opetetaan
viela hyvin vihan lukiotasolla, eika lineaarialgebran oppimateriaaleja ole tur-
han paljoa saatavilla. Tama kéy ilmi vertailemalla lukion opetussuunnitelmaa
vastaaviin muiden maiden opetussuunnitelmiin ja kurssi tarjontaan, esimer-
kiksi Seattlessa lukion oppiméédrdan kuuluu lineaarialgebraa monessa muo-
dossa [1]. Oppimateriaalien vahyytta selittda lineaarialgebran opetuksen vé-
héinen maara. Tutkielman matemaattiseksi aihealueeksi valikoitui siis line-
aarialgebra, joka on rajattu viiteen keskeisempéaan aihealueeseen; matriisei-
hin, lineaarisiin yhtaloryhmiin, vektoriavaruuksiin, lineaarikuvauksiin, seké
ominaisarvoihin ja -vektoreihin. Aiheen syventdmiseksi tutkielmassa pereh-
dytdan myos kompleksilukuihin ja niiden kayttoon lineaarialgebrassa.

Tutkielman pohjalla on monta erilaista lahdettd, mutta néistd téarkeimmaét
ovat lineaarialgebraan painottuva teos Elementary Linear Algebra [2], joka
kasittelee laajasti lineaarialgebran aihealueita, seké lineaarialgebran oppikir-
jat Matematiikan taito 15 [3] ja Calculus 11 [1], joita on kiytetty lineaa-
rialgebran opetuksessa. Padosin naiden ldhteiden pohjalta on muodostettu
tdmén tutkielman rakennetta ja lineaarialgebran sisaltoa.

Lineaarialgebran aihealueet on jaettu omiin lukuihinsa, joissa késitelladn ky-
seisen aihealueen perusteet, keskeiset kasitteet ja sovelluksia. Keskeisina si-
saltoina néissa luvuissa ovat matriisien laskutoimitukset luvussa 1, lineaariset
yhtaloryhmat ja matriisimuoto seké eliminointimenetelméat luvussa 2, vekto-
riavaruus ja aliavaruus luvussa 4, lineaarikuvaukset luvussa 5 ja ominaisarvot
ja -vektorit luvussa 6.

Luku 3 késittelee kompleksilukuja, jotka ovat matemaattisia objekteja muo-
dossa a + bi, missé a ja b ovat reaalilukuja ja ¢ on imaginaariyksikko, joka
toteuttaa ehdon i = y/—1. Kompleksilukujen kiytto laajentaa ymmérrysta
matemaattisista késitteista ja tarjoaa laajempia ratkaisumahdollisuuksia on-
gelmissa, joissa reaaliluvut eivét riita. Esimerkiksi matriiseille voidaan 10ytaa
kompleksiset ominaisarvot ja -vektorit.

Luvussa 7 keskitytadn lineaarialgebran opetukseen, sen aikataulutukseen,
teknisiin apuvélineisiin ja esimerkki tehtaviin. Luvun tarkoituksena on aut-
taa opettajaa kiayttamaan tutkielman materiaalia hyodykseen ja tarjota lisé-
materiaalia opettajille seka opiskelijoille. Lisaksi tutkielmassa on useita kon-



kreettisia esimerkkeja, jotka auttavat hahmottamaan lineaarialgebran késit-
teiden ja suhteiden merkitysta seké niiden soveltamista kaytantoon.

Tutkielmassa myos tarkastellaan ja arvioidaan viimeaikaisia keskeisia tulok-
sia. Matriisien kadnteisominaisuutta kasitelladn luvussa 1.5.1 ja matriisien
kadnteisominaisuus todistetaan luvussa 4.2.1, kun lukijalle on tarjottu kaikki
vélineet ratkaisua varten. Lisdksi (3 x 3)-matriisien determinantin laskemisel-
le esitetdan viimeaikaisia ratkaisutapoja, jotka perustuvat alkioiden kopioin-
tiin. Tutkielmasta 16ytyy myos uusi alkioiden kopiointi menetelméa (3 x 3)-
matriisien determinantin ratkaisemiselle ja esimerkki sen hyodyntamisestéa
(4 x 4)-matriisin determinantin ratkaisemisessa.



1 Matriisit

Matriisi on matemaattinen kasite, joka viittaa taulukkoon. Taulukko sisaltéaa
alkioita, jotka voivat olla esimerkiksi lukuja tai symboleita. Tassa tyossé kes-
kitytadn padosin matriiseihin, jotka sisaltavét reaalilukuja. Luvussa 6 tutus-
tumme kuitenkin my6s muutamiin kompleksilukuja sisaltaviin matriiseihin.
Alkiot on jérjestetty matriisissa riveihin ja sarakkeisiin, joita voidaan kut-
sua vektoreiksi. Matriiseja on erikokoisia ja erilaisia ja niitd hyodynnetaan
muun muassa lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemisessa, kuvankésittelyssé
ja koneoppimisessa. Pdaosin taman luvun méaritelméat ja lauseet ovat kirjas-
ta Elementary Linear Algebra, jonka ovat kirjoittaneet Roland E. Larson ja
Bruce H. Edwards [2].

1.1 Peruskasitteita
1.1.1 Matriisi ja sen merkintiatavat

Maaritelma 1.1. [Matriisin méadaritelma]

Jos m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja niin (m x n)-matriisi on suorakul-
mion muotoinen taulukko, jossa jokainen alkio a;; on luku. Matriisissa, joka
on muotoa (m X n) on m rivié ja n saraketta. Matriisi on siis aina muotoa

a1 a1 ... Qip

921 29 ... QA9pn

asy a2 ... QA3zp ,
_CLml Am2 ... amn_

missé alkiot a;; ovat reaalilukuja.

Matriisin méaritelméstd ndhdéan, ettd matriisissa sijaitsee alkioita vaaka-
ja pystyriveilla, eli riveilla ja sarakkeilla. Alkioiden ympaérille merkitaan
kaari- tai hakasulut, mika symboloi matriisin rakennetta. Matriisin koko
méaraytyy sen rivi- ja sarakeméaran perusteella, toisin sanoen matriisin ko-
ko on sen alkioiden lukumaéra. Yleisesti matriisin rivien lukumaérad merki-
tdan kirjaimella m ja sarakkeiden lukumaéraa kirjaimella n. Téalloin matriisia
merkitddn (m X n)-matriisina, joka luetaan "m kertaa n matriisi”.
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Matriisin dimensio maédrittad matriisin kokoa ja rakennetta ja myos se maé-
ritellaén matriisin rivien ja sarakkeiden perusteella. Se on olennainen késite,
joka saadaan laskemalla matriisin rivien ja sarakkeiden lukumaéaarédt. Dimen-
sio ilmaistaan merkinnéllda m x n. Esimerkiksi, jos meilld on (3 x 2)-matriisi,
niin sen koko on 3 -2 = 6 ja sen dimensio on 3 X 2.

Esimerkkeja matriiseista:

sarakkeet
L] g
., 21 .
mmﬂl_l o] , —56 2 ja [1 1 10 —3 0]
92 % 2 (1 x5)
(2%2) (3 x2)

Matriisi on neliomatriisi, kun matriisissa on yhtd monta rivid ja saraket-
ta. Samankokoisissa matriiseissa on yhta monta alkiota, muussa tapauksessa
matriisit ovat erikokoiset. Matriiseja merkitdan tédssd tyossd péddosin isoilla
kirjaimilla, kuten paaasiassa muissakin teoksissa.

Nimetddn seuraavat matriisit matriiseiksi A ja B. Olkoon meilld nyt siis
matriisi A, joka on (3 x 4)-matriisi ja matriisi B, joka on (4 x 3)-matriisi.
Nailla matriiseilla on eri dimensio, silla matriiseissa on eri maéra riveja ja
sarakkeita. Kumpikaan matriiseista ei ole myoskaédn neliomatriisi, silla niissé
ei ole yhtd montaa rivia ja saraketta:

123 4
A=1|1 2 3 4| ja B=
123 4

=W N =
O R R
=~ W N =

Tarkastellaan seuraavaksi tapausta, jossa A on matriisi, jonka alkiot a;; ovat
lukuja, jotka sijaitsevat matriisin riveilla ¢ ja sarakkeissa j:

ailz a2 ai
A—[ 3

a21 A2z A23

Matriisissa A on kaksi rivid ja kolme saraketta. Matriisi A on siis (2 x 3)-
matriisi. Matriisin koko on 6, dimensio on 2 x 3 ja matriisi sisaltda kuusi
alkiota aq1, ai2, a13, asi, ass ja ass. Alkioissa ensimméinen alaindeksi merkitsee
rivia ja toinen alaindeksi saraketta, jolla alkio sijaitsee, eli a;; = a2, kun alkio
on rivilla yksi ja sarakkeessa kaksi.



Silloin, kun jonkin matriisin A dimensiota ei tiedetéd, voidaan matriisia A
merkitd seuraavasti: A = [a;;], jossa merkinnélld a;; tarkoitetaan kaikkia
matriisin A alkioita.

1.1.2 Matriisit ja vektorit

Matriisia, jossa on vain yksi rivi tai vain yksi sarake, kutsutaan vektoriksi.
Vektoreita merkitdan téssd tyossd padosin isoilla kirjaimilla, koska vekto-
rit ovat matriiseja. Muita yleisia merkintédtapoja vektoreille ovat esimerkiksi
nuoli pienen kirjaimen paélla Z{, viiva pienen kirjaimen paalla @ tai pelk-
ka pieni kirjain a. Rivivektoreita kutsutaan vaakavektoreiksi ja sarake-
vektoreita pystyvektoreiksi. Erikoistapauksessa, jossa riveja ja sarakkeita
on molempia vain yksi, saadaan (1 x 1)-matriisi, joka koostuu vain yhdesté
alkiosta. Talloin voidaan merkita matriisin sijasta vain yksi luku.

Esimerkit vaaka- ja pystyvektoreista:

1

X=1[123] ja v=|2

vaakavektori 3
pystyvektori.

Esimerkki 1.2. [Matriisi vektoreina)

Matriisit voidaan jakaa vektoreiksi eli voidaan sanoa, etta matriisit koostuvat
vektoreista. Tarkastellaan uudestaan seuraavaa matriisia A:

ailz a2 ai
A= 5
G21 Q22 (23

Matriisissa A on kaksi rivid, joten silla on kaksi vaakavektoria:

X1 = {au ais G13} ja Xo= [Clzl a2 Cl23] :
Matriisissa A on kolme saraketta, joten silld on kolme pystyvektoria:
e P I P e
Nyt voimme esittda matriisin A vaaka- ja pystyvektoreiden avulla:

a= = ow )

10



1.1.3 Nolla-, yksikko- ja diagonaalimatriisi

Nollamatriisi on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia ja sitd ilmais-
taan yleisesti symbolilla 0. Nollamatriisi toimii erddanlaisena "neutraalina”
elementtind matriisien summassa ja erotuksessa. Katso luku 1.2.

Yksikkomatriisi on neliomatriisi, jonka padadiagonaalilla eli matriisin va-
semmasta ylakulmasta oikeaan alakulmaan kulkevalla viivalla on vain ykko-
sid ja muut alkiot matriisissa ovat nollia. Tallaista matriisia, jolla on alkioita
vain pdadiagonaalilla, kutsutaan yleisemmin diagonaalimatriisiksi. Yksik-
komatriisia merkitaén yleisesti isolla I-kirjaimella ja se toimii "neutraalina”
elementtind matriisien kertolaskussa. Katso luku 1.3.

Esimerkit nolla-, yksikko- ja diagonaalimatriiseista:

000 100 ain 0 0
00 0 , 01 0| ja 0 ax O
000 0 01 0 0 ass

nollamatriisi 0  yksikkomatriisi /  diagonaalimatriisi.

1.2 Matriisin peruslaskutoimitukset

Matriisien peruslaskutoimituksiin kuuluvat niiden summat ja erotukset, seké
skalaarilla, kuten luvulla 5 kertominen.

1.2.1 Matriisien summa ja erotus

Maaritelma 1.3. [Matriisien summal]

Jos A = [a;;] ja B = [b;] ovat (m x n)-matriiseja niin niiden summa on
(m x n)-matriisi, joka on maaritelty kaavalla
A + B = [CLZ'j + sz]

Kahden eri dimension matriisin summa on maéadarittelematon.

Matriiseja voidaan summata ja niistd voidaan laskea erotus, mikéli matrii-
seilla on sama dimensio. Matriiseille, joiden dimeniot ovat erit, ei ole méari-
telty summaa ja erotusta. Matriisien summa suoritetaan laskemalla yhteen
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matriisien vastinalkiot ja erotus vahentamalld vastinalkiot toisistaan. Vas-
tinalkiot tarkoittavat samalla kohdalla matriiseissa olevia alkioita eli, kun
C = A—f- B niin Cij = Qyj + bl]

Lause 1.4. [Matriisien summan ominaisuuksia/

Jos A, B, C ovat samankokoisia (m x n)-matriiseja niin seuraavat ominai-
suudet ovat voimassa:

1. A+ B=B+ A ja
2. A+ (B+C)=(A+B)+C=A+B+C.

Todistus. [2, lause 2.1]. O

Esimerkki 1.5. [Summia ja erotuksia]
Matriisien

123. o Jo 2 -3
A‘L 5 6] JaB_LL -1 11

summa ja erotus voidaan laskea, silld matriiseilla on sama dimensio:

1 23] o 2 -3 [1+0 2+2 3-3] [1 40
ATB=10 56/ T4 -1 1|7 [4+4 5-1 6+41] " |s 4 7)°
A_B_'1 2 3] o 2 =3] [1-02-2 3+3]_[1 0 6]

45 6] [4 -1 1| |4-4 5+1 6-1] [0 6 5|

Vastaavasti voidaan yrittda laskea matriisien
0 4

a2 me-]2 5
-3 1

summa ja erotus, mutta niitd ei ole maaritelty, koska matriiseilla on eri di-
mensio.

12



1.2.2 Skalaarilla kertominen

Skalaari on matemaattinen kéasite, joka kuvaa numeerista suuretta ilman
suuntaa. Skalaarit ovat numeerisia arvoja eli esimerkiksi massa, pituus ja
reealiluvut ovat skalaareita. Kun kerromme matriisia skalaarilla, kaikki mat-
riisin alkiot kertautuvat erikseen eli, kun A = ¢- B niin a;; = ¢ - b;;.

Maaritelma 1.6. [Skalaarilla kertominen]

Jos A = [a;;] on (m x n)-matriisi ja ¢ on skalaari niin matriisin A moninkerta
skalaarilla ¢ on (m x n)-matriisi, jolle péatee cA = [ca;;].

Lause 1.7. [Skalaarilla kertomisen ominaisuuksia/

Jos A ja B ovat samankokoisia (m X n)-matriiseja ja ¢ ja d ovat skalaareja
niin seuraavat ominaisuudet ovat voIMassa:

1. (ed)A = c(dA),

2. 1A= A,

3. ¢(A+ B) =cA+cB ja
4. (c+d)A=cA+dA.

Todistus. [2, lause 2.1]. O

Esimerkki 1.8. [Kertominen skalaarilla]

Kerrotaan matriisi

1 2 3
A=1|-4 -5 —6
7 8 0
skalaarilla 2, jolloin saadaan
1 2 3 1-2 2.2 3-2 2 4 6
2-A=2-|-4 =5 —6|=|-4-2 =5-2 —6-2| =[-8 —10 —12|.
7 8 0 7-2 82 0-2 14 16 0
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1.3 Matriisitulo

Matriisitulo lasketaan idealla rivi-sarake. Talloin ensimmainen matriisi kay-
daan rivi kerrallaan 1api ja toinen matriisi vastaavasti sarakkeiden osalta. Sel-
vittdesséd matriisituloa matriiseille A ja B tulomatriisin C' alkio ¢;; saadaan
laskemalla matriisin A 7:nnen rivin ja matriisin B j:nnen sarakkeen piste-
tulo. Pitkdn matematiikan kurssilta MAA4: Vektorit voidaan muistaa, ettéi
vektoreiden X; =17+ 35 ja X9 = 2t — 27 pistetulo lasketaan seuraavasti:

X;-Xo=1-243(=2) = —4.

Matriisien A ja B tulo on mééritelty vain, kun matriisit ovat sopivaa tyyppié
eli, kun matriisin A vaakarivilld on yhtd monta alkiota kuin matriisin B
pystyrivilld. Matriisien A ja B tuloa voidaan merkitd joko AB tai A - B.
Esimerkiksi vektoreiden

A=[1 3] jaB= [_22]

tulo A - B olisi siis seuraavanlainen:

2

A-B=]1 3}-[_2

]:{1.2+3.(_2)]:[_4]:—4.

Matriisitulosta ja rivi - sarake laskutavasta lisda esimerkeissa 1.12 ja 1.13.

Dimensioissa, jotka kuvaavat matriisien kokoa on kaksi indeksié, jotka ovat
rivien ja sarakkeiden maardt. Tulomatriisin koko maaraytyy kerrottavien
matriisien dimensioiden ulompien indeksien mukaan. Sisemmat indeksit tu-
lee kuitenkin olla samat, sillda muuten matriisituloa ei voida laskea (matrii-
sien rivien ja sarakkeiden maara ei tdsmaa). Eli tulomatriisin koko saadaan
kahdesta matriisista seuraavalla tavalla:

A(mxn) " Bnxp) = Cimxp);

missd dimensiot m X n ja n X p maarittelevat matriisien A ja B koot eli
montako rivid ja saraketta nissd on ja (m X p) on tulomatriisin dimensio,
joka saadaan matriisien A ja B dimensioiden uloimpien indeksien avulla.

Esimerkki 1.9. [Tulomatriisin havainnollistus]

Tarkastellaan seuraavaksi kolmea tapausta, joissa tulomatriisin kokoa ha-
vainnollistetaan.
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Olkoon meilla aluksi (2 x 2)-matriisi A, jossa on 2 rivid ja 2 saraketta ja
(2 x 4)-matriisi B, joissa on 2 rivid ja 4 saraketta. Tulomatriisi C' olisi siis
seuraavan kokoinen:

A(2x2) - Biaxa) = Claxa),

eli tulomatriisi C' on (2 x 4)-matriisi.

Tarkastellaan sitten matriiseiden A ja B matriisituloa, kun matriisi A on
(3 x 4)-matriisi ja B on (4 x 1)-matriisi. Tulomatriisin C' kooksi saadaan:

Asxa) - Bux1) = Csx1),

eli tulomatriisi C' on (3 x 1)-matriisi.

Tarkastellaan uudelleen samoja matriiseja kuin ensimmaisessé kohdassa eli
(2 x 2)-matriisia A ja (2 x 4)-matriisia B, mutta yritetddn laskea matriisitulo
toisinpéin. Nyt siis:

Baxa) - Aqix2)-

Huomataan, ettd matriisitulon sisemmét indeksit eivat ole samat, joten mat-
riisien rivien ja sarakkeiden lukumaéaara ei tdsmaé ja siten tatd matriisituloa
ei ole méaaritelty.

Maiaritelméa 1.10. [Matriisitulo]

Jos A = [a;j] on (m X n)-matriisi ja B = [b;;] on (n x p)-matriisi niin tulo
AB on (m x p)-matriisi AB = [¢;], jossa

n
Cij = > Qirbrj = ainbij + @inhaj + aisbsj + - - - + Qinby;.
k=1

Lause 1.11. [Matriisitulon ominaisuudet]

Jos A, B ja C ovat matriiseja (sellaisessa jarjestyksessa, ettd matriisitulo on
hyvin mddritelty) ja ¢ on skalaari niin seuraavat ominaisuudet ovat voimassa:
1. (A)BC = AB(C),
2. A(B+C)=AB+ AC,
3. (A+ B)C = AC + BC ja
4. ¢(AB) = (cA)B = A(cB).
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Todistus. Kohdat 1 ja 2: [2, liite A, lause 2.3], kohta 3: [5, toinen lause luvussa
matriisialgebraal ja kohta 4: [0, lause 2.4.2]. O

Esimerkki 1.12. [Vaaka- ja pystyvektorin tulo]

Olkoon meilla kaksi vektoria: X, joka on vaakavektori ja Y, joka on pysty-
vektori. Lasketaan vektoreiden tulot X - Y ja Y - X. (Kayttden rivi - sarake
menetelméa. )

Vektorit:
1
X=[1352 jaVv= 7
ol -
4
Tulo X - Y:
1
X-Y:[l 3 5 2]- g —1-143-745-04+2-4=1+21+04+8=30.
4
Tulo Y - X:
1 1-1 1-3 1-5 1-2 1 3 5 2
7 7.1 7-3 7-5 7.2 7 21 35 14
YeX=1, [1 39 2]_ 0-1 0-3 0-5 0-2| {0 0 0 0
4 4.1 4-3 4.5 4.2 4 12 20 8

Vektoreissa on saman verran alkioita, joten niiden tulon laskeminen toimii
molempiin suuntiin. Jos vektoreissa olisi ollut eri mééré alkioita, kuten (1 x
2)-vektorissa ja (3 x 1)-vektorissa, niin tuloa ei olisi voinut laskea molempiin
suuntiin, kuten ei silloinkaan, jos kyseessa olisi kaksi vaakavektoria tai kaksi
pystyvektoria.

Esimerkki 1.13. [Kahden matriisin tulo]

Olkoon meilla (2 x 2)-matriisi A ja (3 x 2)-matriisi B:

A:F O] B=

3
01 L

0
1.
0 2
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Yritetaan laskea matriisitulo AB:

AB:F 0].

3
01 L

0
1
0 2

Matriistulon laskeminen ei onnistu, koska sité ei ole maéritelty, silla matrii-
sien rivi- ja sarakemarat eivit tasmaa.

Lasketaan sitten matriisitulo BA:

3 0 9 0 3:240-0 3-04+0-1 6 0
BA=|11 .[O 1]: 1-241-0 1-04+1-1| =12 1].
0 2 0-2+2-0 0-0+2-1 0 2

Edellisestd esimerkistd ndhdéédn, ettd matriisitulo ei ole vaihdannainen eli
AB # BA. Matriisitulot AB ja BA voivat saada eri alkioiset matriisit tai niin
kuin edellisessa esimerkissé, toinen matriisituloista ei ole maaritelty lainkaan.

Esimerkki 1.14. [Matriisin ja yksikkomatriisin tulo]

Yksikkomatriisille pétee I - A = A -1 = A, kun tulo on mééritelty. Olkoon
meilld nyt yksikkomatriisi 7, joka on (3 x 3)-matriisi ja (3 x 3)-matriisi A,
jossa on alkiot 1,2,3,4,5,6,7,8,9. Lasketaan [ - A:

1 0 3 3

0 1 2 1 2
IA=10 1 0|-]4 5 6| =14 5 6| =A.
0 01 789 78 9

Yksikkomatriisin ja matriisin tulossa vastaus on aina kerrottava matriisi, silla
yksikkomatriisi ei vaikuta matriisiin.

1.4 Matriisin potenssi ja transpoosi
1.4.1 Matriisin potenssi

Matriisin potenssilaskuja voidaan laskea neliomatriiseille. Matriisin potenssi
noudattaa samankantaisten potenssien tulosédntoa ja potenssin potenssin
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laskusaantoa eli
APAT = AP ja (A7) = AP kun p,q €N

Molemmat kohdat voidaan todistaa samaan tapaan kuin reaalilukujen vas-
taavat saannot. [3]

Maaritelma 1.15. [Matriisin potenssi]
Jos A on (n x n)-matriisi, sen potenssi AP tarkoittaa tuloa AA--- A, jossa

on p tekijad, ehdolla p > 2. Lisiksi sovitaan, etti A! = A ja AY = I.

Esimerkki 1.16. [Matriisin potenssi]

Lasketaan A%, kun A = Ll)) Z]

Aloitetaan laskemalla, mitd on A2

e[t L2123 12424 _[7 10
03 4] T[3 4| " |3-144-3 3-2+44-4| |15 22|

Lasketaan seuraavaksi A* hyodyntden saamaamme matriisia A2

i [7 0] [7 0] _[7-7+10-15 7-10+10-22] _[199 290
|15 22|15 22| T [15-7+22-15 15-10422-22| _ (435 634|°

Nyt olemme saaneet laskettua A* suhteellisen yksinkertaisesti.

1.4.2 Transpoosi

Matriisi voidaan transponoida eli matriisin rivit ja sarakkeet voidaan vaih-
taa toisiinsa. Matriisin ensimmainen rivi siirtyy ensimmaiseksi sarakkeeksi,
toinen rivi toiseksi sarakkeeksi ja niin edelleen. Matriisin A transpoosia mer-
kitdin ylaindeksilli T eli matriisin A transpoosia merkitaan AT,

Matriisin transpoosi voitaisiin madritelld seuraavasti; kun B = AT niin b;; =

a;; kaikilla i =1,...,n ja j = 1,..., m. Lisdksi transpoosi muuntaa (m x n)-
matriisin (n x m)-matriisiksi.

18



Esimerkki 1.17. [Matriisien transpoosit]

T
o 12 : r (12 (11
Matriisin A = [1 21 transpoosi on A" = [1 2] = [2 2]

1 2 31"
45 6

transpoosi on AT = [

: - 3
ja matriisin A = [4 5 61

Lause 1.18. [Transpoosin ominaisuudet]

Jos A ja B ovat matriiseja (sellaisessa jarjestyksessa, ettd matriisin laskutoi-
mitukset on hyvin mddritelty) ja ¢ on skalaari niin seuraavat ominaisuudet
ovat vormassa:

Todistus. Kohta 1: [5, neljas lause luvussa matriisialgebraal, kohdat 2 ja 3:
[7, alaluku; Transpose of a matrix properties| ja kohta 4: [9, sivu 9]. ]

1.5 Kaianteismatriisi ja determinantti
1.5.1 Kainteismatriisi

Jos a ja b ovat reaalilukuja ja niiden tulo ab = 1, niin luvut a ja b ovat
toistensa kadnteislukuja eli luvun a kéanteisluku on b = % = a~!. Myos
matriisien teoriassa kddnteismatriisit maaritelladn tuloa kayttaen. Kaikilla
matriiseilla ei kuitenkaan ole kdanteismatriisia; esimerkiksi nollamatriisilla.
Matriisi, jolla on kdanteismatriisi on kaantyva ja mikali kddnteismatriisia
ei ole, sanotaan matriisia singulaariseksi eli poikkeukselliseksi.

19



Maiéritelma 1.19. [Kéénteismatriisi]

Olkoon A neliématriisi eli (n x n)-matriisi. Matriisi A on kaantyvé eli epé-
singulaarinen, jos on olemassa (n X n)-matriisi B, jolle pétee

AB=DBA=1I,

jossa [, on yksikkomatriisi dimensioltaan n x n. Téll6in matriisia B kutsu-
taan matriisin A kdadnteismatriisiksi. Matriisia, jolle ei ole olemassa kédanteis-
matriisia kutsutaan kadntyméattoméaksi eli singulaariseksi.

Lause 1.20. [Matriisien kadnteisominaisuus/

Jos A ja B ovat (n x n)-matriiseja, joille pitee AB = I niin BA = 1.

Todistus. Todistetaan myohemmin kohdassa 77. O

Esimerkki 1.21. [Matriisin kddnteismatriisi]

2 -1

4 —61’ jos se on

Lasketaan matriisin A kianteismatriisi A=, kun A = [

olemassa.

Valitaan aluksi avuksi matriisi B = [CCL Z] ja lasketaan AB:
2 —1|la b 2a—c 2b—d
AB = [4 —6] lc d] B Lm—ﬁc 4b—6d]'
Nyt taytyy olla, etta
2—c 2b—d| |1 O
4a —6¢ 4b—6d| |0 1|’

jotta AB = 1.

Muodostetaan pystyriveista yhtaloparit ja ratkaistaan alkiot a, b, ¢, d:

20— c=1 2b— d=0
4a —6¢c=0 Ja 4b — 6d = 1.
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Yhtaloparien ratkaisuiksi saadaan a = %,b = —3,Cc =
saadaan:

T = S

=5 [ o -

Varmistetaan vield, ettd lasku meni oikein eli lasketaan BA, josta vastauk-
seksi pitaisi tulla I:

B e Nl N
8 |—4 2|4 -6~ 78
1

Kuten haluttiin, joten matriisin A kdénteismatriisi on olemassa ja se on

1 |—6 1
A7 = 8 [—4 2]'

Seuraava laskukaava on esitelty matriisilaskennan luentomonisteessa [9].

Lause 1.22. [Matriisien kaantyvyys/

Yieisesti (2 x 2)-matriiseille pitee seuraava kaava, jossa A = [CCL Z] :

1 d —b
-1 . o
A = e [_C a],ad be # 0.
Todistus. [5, neljas lause luvussa matriisialgebraa). O

Huomautus 1.23. Nyt on my6s helppo havaita ettei matriisilla A ole kdan-
teismatriisia, jos ad = bc.

Huomautus 1.24. Vertaa kaavaa esimerkkiin 1.21.

Lause 1.25. [Kadanteismatriisin ominaisuuksia/

Jos A on kddntyva matriisi, k on positiivinen kokonaisluku ja c¢ on skalaari
niin seuraavat kddnteismatriisin ominaisuudet ovat voimassa:
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(A = A,

2. (AR = A1A71 . AT = (AR,
3. (cA)™t =147, jossa ¢ #0 ja

4 (AT) = (AT

Todistus. Kohdat 1 ja 3: [2, lause 2.8], kohta 2: [, toinen lause luvussa mat-
riisialgebraa| ja kohta 4: [1, sivu 22]. O

1.5.2 Determinantti

Determinantti on (n x n)-matriisista laskettava luku, jonka avulla voidaan
esimerkiksi arvioida matriisin kdantyvyytta ja laskea sen ominaisarvot, joista
kerrotaan luvussa 6.

Maaritelma 1.26. [Determinantin méaaritelmé (1 x 1)-matriisille]

Yhden rivin ja yhden sarakkeen omaavan matriisin eli (1 x 1)-matriisin de-
terminantti on sen ainoa alkio eli

det[a] = a.
Maaritelma 1.27. [Determinantin méaaritelmé (2 x 2)-matriisille]

Matriisin A = lzn ZIQ] determinantti on det(A) = |A| = a11a92 — az1a12.
21 (22

Huomaa yhteys lauseeseen 1.22; jossa ad — bc # 0, jotta kddnteismatriisi on
olemassa.

Esimerkki 1.28. [Determinantin laskeminen (2 x 2)-matriisille]

12
=)

jonka determinantti halutaan selvittaa.

Olkoon meilla matriisi
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Kerrotaan matriisin alkiot ristiin aloittaen vasemmasta ylakulmasta ja las-
ketaan tuloista erotus:

det(A)=|A|=1-4-3-2=4—6=—2.

Determinantin yleisessa méaritelméssa otetaan kayttoon termi alimatriisi.
Alkiota a;; vastaava alimatriisi C;; 10ytyy siten, etta jatetddn huomioimatta
alkion kanssa samassa rivissid ja samassa sarakkeessa olevat muut alkiot.
Loput alkiot muodostavat halutun alimatriisin.

Maaritelméa 1.29. [Determinantin yleinen méaaritelma]

Jos A on neliomatriisi (dimensioltaan 2 x 2 tai suurempi) niin silloin matriisin
A determinantti on ensimmaisen rivin alkioiden summa kerrottuna niiden
alimatriiseiden determinanteilla ja ottaen huomioon vaihtuvan etumerkin:

det(A) = |A| = Z(—1)1+ja1j det Clj
j=1

= Qi1 det CH — a12 det 012 + -+ (—1)1+”a1n det Cln~

Determinantin laskeminen voidaan eritelld seuraaviin vaiheisiin:

1. Lasketaan ensimmaisen rivin alkioita vastaavien alimatriisien determi-
nantit.

2. Kerrotaan ensimméisen rivin alkiot ja niitd vastaavien alimatriisien
determinantit keskenédan.

3. Lasketaan tulot yhteen vaihtuvalla etumerkilla alla esitetyn “shakki-
lautasdénnon” mukaan, jossa joka toinen on merkki + (plus) ja joka
toinen merkki — (miinus):

+ - +

Alimatriisien determinantit lasketaan samalla menetelmélld, kunnes saavu-
tetaan (2 x 2)-matriisien determinantit. Tat4 prosessia nimitetddn determi-
nantin kehittdmiseksi rivin 1 suhteen.

23



Esimerkki 1.30. [Determinantti (3 x 3)-matriisille maaritelman avullal

Olkoon meilla matriisi

1 2 3
A=|-21 0],
4 3 -1

jonka determinantti halutaan selvittaa.

Valitaan aluksi ylimman rivin alkiot, joita vastaavien alimatriisien determi-
nantteja aletaan selvittdmaan. Lasketaan sitten alimatriisien determinantit
kerrottuna niita vastaavilla rivin alkioilla. Rivilla 1 ovat alkiot 1, 2 ja 3.

1
Alkiota 1 vastaava alimatriisi on [ ] . Alimatriisin determinantiksi saa-

3 —1
daan1-(—1)—3-0=-1.

Alkiota 2 vastaava alimatriisi on _42 _011 . Alimatriisin determinantiksi saa-

daan —2-(—1)—4-0=2.

Alkiota 3 vastaava alimatriisi on [_ ] . Alimatriisin determinantiksi saa-

2
4 3
daan —2-3—-4-1=-10.

Lasketaan viela lopuksi rivin alkioiden ja niitd vastaavien alimatriisien de-
terminanttien tulot yhteen vaihtuvalla etumerkilla:

1-(=1)—2-2+3-(=10) = —35.

Edelliset kohdat tiivistettyna yhteen lausekkeeseen saadaan laskettua deter-
minantti seuraavasti:

det(A) = |A]

e[y O])—2ea ([ 0] e ([ 1)

= —35.

Dardan Hajrizaj esittelee teoksessaan New method to compute the determi-
nant of a 3 x 3 matriz [8], kolme uutta tapaa (3 x 3)-matriisien determinant-
tien laskemiselle, jotka ovat helpompia ja nopeampia kuin ennen 16ydetyt ta-
vat, kuten alimatriisien avulla laskeminen. Uudet laskutavat perustuvat al-
kioiden kopioimiseen matriisin ulkopuolelle niin, ettd saadaan muodostettua
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vinoriveille kolmen alkion ryhmia. Vinorivien muodostamien alkioryhmien
avulla saadaan laskettua determinantti ilman alideterminantteja. Seuraavas-
sa esimerkissé on esitelty naméa kolme erilaista alkioiden kopioimistapaa, joil-
la saadaan ratkaistua (3 x 3)-matriisien determinantit.

Esimerkki 1.31. [Determinantin laskeminen alkioiden kopioinnilla]

Olkoon meilla matriisi
a1; Qa2 a3
A= |an a2 as

a31 azz 33

Ratkaistaan matriisin determinantti kolmella erilaisella alkioiden kopioimis-
tavalla.

Tapa 1:

Kopioidaan matriisin A kulmissa olevat alkiot matriisin reunoille siten, ettéd
alkio a1 kopioidaan alkion a3 oikealle puolelle ja samoin alkio a3 kopioidaan
alkion a;; vasemmalle puolelle. Sama suoritetaan myos alkioille az; ja ass.
Alkio ag; kopioidaan alkion agz oikealle puolelle ja alkio as3 kopioidaan alkion
az1 vasemmalle puolelle:

a13|ai1 Q12 a13|ai;
Q21 Q22 Q23
a33|as1 G32 a33|as;

Nyt vinoriveille muodostuu kuusi kolmen alkion ryhmaé. Vinosti vasemmal-
ta oikealle ylos muodostuvat ryhmét saavat ”"—"-merkin ja vinosti oikeal-
ta vasemmalle ylos muodostuvat ryhmét saavat "4 "-merkin. Kolmen alkion
ryhmien alkiot kerrotaan keskenédan ja summataan toisiin alkioryhmiin huo-
mioiden etumerkit.

+ + + - - =
@13 |G11 Gz Q13| 411

Azt G992 G93
33 1031 (32 (33| 31
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Nyt saadaan lauseke

det(A) = a13a21a32 + a11022a33 + A12G2303;

— (12021033 — A130A22031 — A11023032,

joka vastaa determinantin yleisen méaéritelméan 1.29 mukaista lauseketta, kun
alimatriisien determinantit on laskettu auki.

Tapa 2:

Kopioidaan matriisin A kulmissa olevat alkiot matriisin yla- ja alapuolelle
siten, ettd alkio a;; kopioidaan alkion asz; alapuolelle ja samoin alkio a3
kopioidaan alkion as3 alapuolelle. Sama suoritetaan myos alkioille az; ja ass.
Alkio a3y kopioidaan alkion aq; ylapuolelle ja alkio ass kopioidaan alkion a3
ylapuolelle:

as1 ass
a1 G12 Aa13
G21 G2 (23
az1 a3z ass
a1 13

Nyt vinoriveille muodostuu kuusi kolmen alkion ryhmaé. Vinosti vasemmal-
ta oikealle ylos muodostuvat ryhmét saavat ”"—"-merkin ja vinosti oikeal-
ta vasemmalle ylos muodostuvat ryhmét saavat ”4"-merkin. Kolmen alkion
ryhmien alkiot kerrotaan keskenéan ja summataan toisiin alkioryhmiin huo-

mioiden etumerkit:

i asy azz —
a1 Qi ar3|

_|_ —
Q21 U92 ~G23
31 _azz. (33
ar @13

Nyt saadaan lauseke

det(A) = agrasears + arnasnass + asiai2ass

— 33Q12021 — Q13022031 — G230A320171,

joka vastaa determinantin yleisen maéritelman 1.29 mukaista lauseketta, kun
alimatriisien determinantit on laskettu auki.
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Tapa 3:

Kopioidaan matriisin A toisen sarakkeen ensimméinen ja kolmas alkio seké
toisen rivin ensimmainen ja kolmas alkio matriisin reunoille siten, ettéa alkio
a12 kopioidaan alkion ass alapuolelle ja alkio as, kopioidaan alkion aqo ylapuo-
lelle. Sama suoritetaan myos alkioille asq ja ass. Alkio as; kopioidaan alkion
a3 oikealle puolelle ja alkio as3 kopioidaan alkion as; vasemmalle puolelle:

32
a11 Q2 |13
23| a21[ Q22 |G23 (G421
a31| a3z~ a3s3
ai2
Nyt vinoriveille muodostuu kuusi kolmen alkion ryhmaé. Vinosti vasemmal-
ta oikealle ylos muodostuvat ryhmét saavat ”"—"-merkin ja vinosti oikeal-
ta vasemmalle ylos muodostuvat ryhmét saavat ”+”-merkin. Kolmen alkion
ryhmien alkiot kerrotaan keskendan ja summataan toisiin alkioryhmiin huo-

mioiden etumerkit:
_|_ —
+ as2 _
+ Gy1 Q12 G13 —
93|21 Gz2  A23 |07
31 (432 G733
12

Nyt saadaan lauseke
det(A) = agzasiaia + a11a22a33 + a32a1302;
— Q32011023 — A13022031 — A21A330A12,

joka vastaa determinantin yleisen maaritelman 1.29 mukaista lauseketta, kun
alimatriisien determinantit on laskettu auki.

Neljas tapa, jota ei ole Dardan Hajrizajin teoksessa toimii niin, etté alkiot
kopioidaan saman sivun kulmiin. Tamé tapa on esitelty seuraavassa esimer-
kissa. Esimerkissé vain alakulmiin kopionnin esittely, mutta alkiot voisi ko-
pioida my6s minké vaan muun sivun kulmiin samaan tapaan.

Esimerkki 1.32. [Alkioiden kopiointi kulmiin]

Kopioidaan matriisin A kulmissa olevat alkiot matriisin kahteen alakulmaan
siten, ettd alkio aq; kopioidaan alkion agz; alapuolelle ja samoin alkio a3 ko-
pioidaan alkion ass alapuolelle. Alkiot a3y ja asz kopioidaan toistensa viereen
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eli alkio ag; kopioidaan alkion asz oikealle puolelle ja alkio ass kopioidaan
alkion as; vasemmalle puolelle:

11 Qa2 Q13
Q21 Q22 Q23

a33|a31 Q32 Aas3|asy
ai ais

Nyt vinoriveille muodostuu kuusi kolmen alkion ryhmaé. Vinosti vasemmal-
ta oikealle ylos muodostuvat ryhmat saavat ”—”-merkin ja vinosti oikeal-
ta vasemmalle ylos muodostuvat ryhmat saavat "+”-merkin. Kolmen alkion
ryhmien alkiot kerrotaan keskenédan ja summataan toisiin alkioryhmiin huo-
mioiden etumerkit:

+ + - =
4+ |G G2 d13|_—

Q21 U922 (93

33| 031 (32 G33|d31
Qy1 @13

Nyt saadaan lauseke

det(A) = agrasears + a11a22a33 + A12a2303;

— Q12021033 — A13Q22031 — A23A32011,

joka vastaa determinantin yleisen maaritelman 1.29 mukaista lauseketta, kun
alimatriisien determinantit on laskettu auki.

Tamaé voidaan tehdd mihin vain matriisin vierekkéisiin kulmiin.

Esimerkki 1.33. [(4 x 4)-matriisin ratkaiseminen alkioiden kopioinnilla

Kéytetaan alkioiden kulmiin kopiointia apuna seuraavan (4 x 4)-matriisin
determinantin ratkaisemisessa. Olkoon meilléd nyt matriisi

2 —-1 6 2
4 4 -3 -1

A=15 0o 11
5 2 —4 2

jonka determinantti halutaan selvittaa.
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Aloitetaan muodostamalla lauseke ensimméisen rivin alkioista ja niiden ali-
determinanteista:

4 -3 -1 4 -3 -1
det(A)2~det({1 0 1])(1)-det({—2 0 1})
2 -4 2 5 —4 2
4 4 -1 4 4 -3
+6-det||-2 1 1 —2-det||-2 1 O
(RIS ()

Nyt (3 x 3)-matriisit voidaan laskea kulmiin kopioimalla, seuraavaan tapaan:

+ + = = + + - -
;;%x /ZJF%E%S\
+ + - = + + - -

josta saadaan edelleen, etté

[\

(1 (=4) - (-1 4+4-0-2+(=3)-1-2

)
(=3)+4-1-(—4)+4-0-5
—(=3)-1-5—-0-2-4)
=2.20+1-(—=19)+6-45— 2 (=21)

= 333.

Matriisin A determinantiksi saatiin siis 333.
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Lause 1.34. [Nolladeterminantti]

Jos A on neliomatriisi ja mikd vain seuraavista ehdoista on tosi niin matrii-
sin A determinantti on 0.

1. Koko rivi tai koko sarake koostuu nollista.
2. Kakst rivida tai kakst saraketta ovat samat.

3. Yksi rivi on toisen rivin tai yksi sarake on toisen sarakkeen moninkerta.

Todistus. [2, lause 3.4]. O

1.5.3 Kainteismatriisin ja determinantin yhteys

Matriisin kadntyvyytta voidaan arvioida tarkastelemalla sen determinanttia.
Nollasta poikkeava determinantti viittaa kdantyvaan matriisiin, kun taas de-
terminantin ollessa nolla, matriisilla ei ole kdanteismatriisia. Taméa antaa
meille ennakkotietoa mahdollisista ratkaisuista.

Lause 1.35. [Determinantti ja kaantyvyys/

Erityisesti, kun detA = 0 matriisin kddntiminen ei ole mahdollista. Ndin
ollen matriisi A on kddntyvd juuri silloin, kun detA # 0.

Todistus. [D, seitsemés lause luvussa matriisin determinantti. O

Lause 1.36. [Determinantti ja kadntyvyys/

Olkoon meilld matriisit A ja B, jotka ovat samankokoisia neliomatriiseja.
Tdlloin
det(AB) = detA - det B.

Todistus. [5, kahdeksas lause luvussa matriisin determinantti]. O

Lause tarkoittaa, ettd tulomatriisin determinantti voidaan saada kertomalla
kunkin tekijan determinantit keskendan. Jos joku tekijoista on singulaarinen
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matriisi, eli sen determinantti on nolla, koko tulomatriisin determinantti on
myo6s nolla. Nain ollen voidaan péatella, etta jos jokin tekija matriisitulossa
on singulaarinen niin myo6s tulomatriisi on singulaarinen. Tamé antaa meille
laskusdannot determinanttien kertomiselle matriisien tulossa:

1. kdantyva - kdantyva = kdantyva,

2. singulaarinen - kaantyva = singulaarinen ja

3. singulaarinen - singulaarinen = singulaarinen.
Tassa on mielenkiintoinen yhteys reaalilukujen kertolaskuun, jossa nollalla

kertominen tekee mista vain luvusta nollan; singulaarisella matriisilla kerto-
minen tekee misté vain matriisista singulaarisen.

2 Lineaariset yhtaloryhmat

Padosin tdman luvun méaritelmat ja lauseet ovat kirjasta textitElementa-
ry Linear Algebra, jonka ovat kirjoittaneet Roland E. Larson ja Bruce H.
Edwards [2].

Yhtaloa kutsutaan lineaariseksi, mikéli jokainen siina esiintyvé tuntematon
on ensimmaista astetta. Esimerkiksi 3z = 4 on yhden tuntemattoman ja
2z — y = 1 on kahden tuntemattoman lineaarinen yhtalo.

Maaritelmé 2.1. [Lineaarinen yhtélo)
Lineaarinen yhtélo, jossa on n muuttujaa esitetddn muodossa
ai1r1 + aexo + -+ apTy = b,
jossa ai,as,...,a, ovat kertoimia, b on vakiotermi ja xy,xs,...,x, ovat
tuntemattomia eli muuttujia.
Esimerkiksi seuraavat ovat lineaarisia yhtéloita:

201 — 329 =0 ja ax+4y—2z=1.
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Lineaarinen yhtaloryhma koostuu yhdesta tai useammasta lineaarisesta
yhtalosta. Jos yhtaloita on vain yksi, kdytetdan siitd vain nimitysta yhtalo
ja jos yhtaloita on kaksi sanotaan yhtaloryhmaéa yleisemmin yhtalopariksi.
Yhtéloryhmén ratkaisut ovat ne tuntemattomien arvot, jotka toteuttavat
yhtaloryhman jokaisen yhtélon.

Esimerkiksi seuraavat ovat lineaarisia yhtéloryhmia:

r+4dy—2z=1
ja —r— y— z2=3

{21‘1 —31‘2 =0
4z + dy + 62 = —3.

31‘1 + 6[L‘2 =—6

2.1 Ratkaisuiden olemassaolo ja lukumaara

Maaritelma 2.2. [Lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisut]

Tapauksesta riippuen lineaariselle yhtaloryhmélle voidaan loytaéd ratkaisuja
joko

» tasan yksi,

e aarettoman monta tai

e ¢i lainkaan.

Lineaarisella yhtaloryhmalla, jossa on sama maara yhtéaloita ja muuttujia,
on yleensa loydettéavissa tasan yksi ratkaisu. Tilanteessa, jossa yhtaloita on
viahemmén kuin muuttujia, niin tavallisesti saadaan darettoman monta rat-
kaisua lineaariselle yhtéloryhmalle. Painvastoin, kun yhtaloitd on enemmén
kuin muuttujia niin ratkaisuja ei yleensé loydetéd yhtaéan.

Esimerkki 2.3. [Lineaarinen yhtéalopari, yksi ratkaisu]

Ratkaistaan lineaarinen yhtéloryhma, jossa on kaksi yhtaloa ja kaksi muut-
tujaa eli lineaarinen yhtalopari:

x4+ 3y =28
3x — 6y = —6.
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Lineaarisessa yhtaloparissa on kaksi lineaarista yhtaloa ja kaksi muuttujaa,
joten todennakoisesti yhtéloparilla on yksi ratkaisu. (Tama ei kuitenkaan ole
varmaa).

Kerrotaan aluksi ylempi yhtalo kahdella ja saadaan yhtéloryhma seuraavaan

muotoon:
{21‘ + 6y =16

3x — 6y = —6.

Nyt voidaan laskea samojen muuttujien kertoimet yhteen ja vakiotermit yh-
teen, josta saadaan xr = 2.

Jatketaan sijoittamalla x = 2 ensimmaéiseen yhtaloon:

243y =238
3y =6
y=2.

Tarkistetaan sijoittamalla saadut x ja y toiseen yhtaloon:

3-2-6-2=—6
—6 = —6.

Yhtaloryhméan ratkaisu on siis x = 2, y = 2 ja se on yhtaloryhman ainut
ratkaisu.

Esimerkki 2.4. [Lineaarinen yhtaloryhmaé, ei ratkaisujal

Ratkaistaan lineaarinen yhtaloryhma, jossa on kolme yhtaloé ja kaksi muut-
tujaa:

20+ y=3
—r— y=—2
r+3y=1.

Samaan tapaan kuin edellisessé esimerkissa, voidaan vertailla ja laskea kah-
den ensimmaisen yhtdlon ratkaisut. Saadaan ratkaisuksi x = 1 ja y = 1.
Namaé eivit kuitenkaan toteuta kolmatta yhtéloa silla 14 3 # 1, joten yhté-
loryhmalla ei ole yhtakaan ratkaisua.
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Esimerkki 2.5. [Lineaarinen yhtalopari, darettomaésti ratkaisujal

Ratkaistaan lineaarinen yhtaloryhma, jossa on kaksi yhtaloa ja kolme muut-
tujaa eli yhtéalopari:

r+y—z=4

rT—y+z=—6.

Lasketaan samojen muuttujien kertoimet yhteen ja vakiotermit yhteen, josta
saadaan 2x = —2 eli x = —1.

Kun z = —1 saadaan seuraava yhtalopari:
Yy—2z2=2>5
-y +z= _5a
joka on sama kuin yhtaloryhma:
y=90+z
y=95+z.

Yhtalot ovat samat, joten yhtaloparilla on aarettoman monta ratkaisua, jot-
ka ovat muotoa y = 5 + 2z ja z € R. Siis alkuperaiselld kahden yhtalon
ja kolmen muuttujan yhtéloryhmalla on darettoman monta ratkaisua, jotka
ovat muotoa z = -1,y =54z ja z € R.

2.2 Yhtaloryhmien geometrinen tulkinta

Geometrisesti yhtaloryhmien muuttujat x, y ja z voidaan ajatella koordinaa-
tiston koordinaatteina. Tasossa olevat pisteet ovat muotoa (z,y) ja avaruu-
dessa pisteet ovat muotoa (z,y, 2).

Tasossa olevan yhtéaloparin molempien yhtaldiden ratkaisujoukko on suora,
kun yhtaloissa on kaksi muuttujaa z ja y eli, kun muuttujien = ja y ker-
toimet ovat nollasta poikkeavia. Kun yhtaloparille 16ydetaédn yksi ratkaisu
on ratkaisu yksi piste, jossa suorat leikkaavat. Adrettoméan monta ratkaisua
loydettaessa suorat ovat yhtyvat eli samat. Lisaksi tilanteessa, jossa ratkai-
suja ei loydeta ollenkaan ovat suorat yhdensuuntaiset eivatké siten koskaan
leikkaa.
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(b) Aérettémin monta
(a) Yksi ratkaisu. ratkaisua. (c) Ei ratkaisuja.

Yhtalon sisdltdessd kolme muuttujaa ajatellaan sen edustavan avaruutta,
joten kaikkien lineaaristen yhtaldiden ratkaisut ovat tasoja, kun yhtalossa
on kolme muuttujaa z, y ja z eli, kun muuttujien x, y ja z kertoimet ovat
nollasta poikkeavia. Kun yhtaloryhmassa on kolme yhtaloa, joista muodostu-
vat tasot leikkaavat toisiaan tdsmélleen yhdessa pisteessa on yhtaloryhmalla
tismalleen yksi ratkaisu. Adrettoméan monta ratkaisua yhtéléryhmalle saa-
daan, kun tasot leikkaavat toisiaan jatkuvasti eli niilla on darettoman monta
leikkauskohtaa ja ratkaisuja vaille jadadaan, kun kaikki tasot eivat leikkaa
toisiaan kertaakaan samaan aikaan.

(b) Aérettémin monta
(a) Yksi ratkaisu. ratkaisua. (c) Ei ratkaisuja.

2.3 Matriisi- ja porrasmuoto

Lineaariset yhtaloryhmat voidaan esittaa eri tavoin. Luvussa 1 kdvimme lapi
matriiseja, niiden muotoja ja esitystapoja. Myos lineaariset yhtéaloryhmat
voidaan esittda matriisien avulla ja lisdksi porrasmuodossa.
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2.3.1 Matriisimuoto

Lineaariset yhtaloryhmét voidaan esittdd matriisimuodossa ja se on myos
hyvin luonteva tapa ilmaista lineaarisia yhtaloryhmia, silla se on tiivis esi-
tysmuoto, joka helpottaa teoreettisia tarkasteluja.

Tarkastellaan seuraavaksi yhtaloryhméa, jossa on m yhtaloa ja n muuttujaa.
Merkitaan kertoimia alkioilla a;;, muuttujia z; ja vakiotermeja b;, kun ¢ =
1,...omjag=1...,n:

1121 + a19%s + - - - + a1,x, = by

a911 + A99T9 + -+ Aonly — bg

Am1T1 + A2l + - - - + AQpp Ty = bm

Jokainen m yhtédlon yhtaléryhmé voidaan ilmaista kahden m x 1-vektorin
yhtasuuruutena:

111 + A2 + -+ - + ATy b1
(911 + Q999 + - -+ + A9, Ty, bz
Am1T1 + Am2T2 + -+ Amndn - bm

Yhtalon vasen puoli voidaan esittdd matriisien tulona, silla kullakin rivilla
on samat muuttujat x,:

a1 a12 N AT i} bl
921 929 ... Qop T2 bg
m1 Am2 - .. Gmp Tn bm

Otetaan kayttoon merkinnit edellisille matriiseille, jotta saadaan lyhyt ja
siisti esitystapa lineaaristen yhtaloryhmien matriisimuodolle:

ayj;p a2 ... Qi Ty by

921 929 .. Qop i) . bg
A= . |, X=].] Ja B=

Ami Qma -+ Qmn Tn b

Néin ollen yhtaloryhméa voidaan kirjoittaa muodossa

A-X=B8B.
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2.3.2 Porrasmuoto

Porrasmuotoinen lineaarinen yhtaloryhma tarkoittaa sellaista yhtaloryh-
méa, jossa yhtalon muuttujat ovat samassa jarjestyksessa ja jokaisessa yhté-
l6ssd on enemman "alkunollia” kuin edellisessa yhtélossa. Toisin sanoen jokai-
sen yhtalon ensimmainen sellainen muuttuja, jonka kerroin on # 0, on jarjes-
tysnumeroltaan pienempi kuin seuraavan yhtélon vastaava seuraava muuttu-
ja (muuttujien z, y, z jarjestysnumerot ovat 1,2, 3). Nollasta poikkeavan rivin
ensimmaisté nollasta poikkeavaa alkiota kutsutaan yleisemmin tukialkioksi
eli "pivotiksi”. Porrasmuotoa kutsutaan myos kolmiomuodoksi, jos yhtaloi-
td on saman verran kuin muuttujia ja k:nnessa yhtéalossa on tarkalleen k — 1
alkunollaa.

Esimerkiksi seuraava yhtaloryhmé on porrasmuotoinen:

x4+ y=4
2y = 2.

Porrasmuotoisen lineaarisen yhtaloryhméan tdydennetty kerroinmatriisi
on porrasmuotoinen matriisi. Tédydennetty kerroinmatriisi on matriisi, jossa
vasemmalla puolella matriisia ovat muuttujien kertoimet ja oikealla puolel-
la vakiotermit. Né&ita erottaa pystypalkki. Puhuttaessa vain kerroinmat-
riisista oikealla puolella olevat vakiotermit unohdetaan, eli tall6in matriisi
koostuu vain muuttujien kertoimista.

Esimerkki 2.6. [Porrasmuotoisia yhtéloryhmil

Seuraavat yhtaloryhmét ovat porrasmuotoisia:
r—2y+3z=4
ja —oy—3z=1
62 = —12,

r+y+ z2=28
2z =414

joissa tukialkiot ovat ensimmaisessé yhtéloryhmassa 1 ja 2 seké toisessa yh-
taloryhmassa 1, —5 ja 6.

Kerroinmatriisina nama ovat seuraavat porrasmuotoiset matriisit:

11 1] . L -2 3
00 2 0 -5 —3
0 0 6
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Taydennettyna kerroinmatriisina nama ovat seuraavat porrasmuotoiset mat-
riisit:

11 1]8 . 1 -2 34
00 2|4 ja 0 -5 =3 1
0 0 6 |—12

Ratkaistaan jalkimmainen yhtaloryhma sijoitusmenetelmalla.

Kolmannen yhtéalon perusteella z = —2, joka sijoittamalla toiseen yhtaléon
saamme —5y +6 = 1, josta saadaan, ettd y = 1. Sijoitetaan nyt saadut y ja z
ensimmaéiseen yhtaloon, josta saamme x — 2 — 6 = 4 ja muuttujan x arvoksi
saadaan 12. Ratkaisu on siis x = 12, y = 1 ja 2 = —2 eli vektorimuodossa:

12

2.4 Gaussin eliminointimenetelma

Gaussin eliminointimenetelmé suoritetaan lineaarisille yhtaléryhmille tai nii-
ta vastaaville tdydennetyille kerroinmatriiseille porrasmuodon saavuttami-
seksi.

2.4.1 Alkeismuunnokset lineaariselle yhtialoryhmalle

Maaritelma 2.7. [Alkeismuunnokset]

Lineaarisen yhtéloryhméan alkeismuunnokset ovat

« vaihto,
» skaalaus ja

e korvaus.

Vaihto tarkoittaa sita, ettd kahden yhtélon paikat voidaan vaihtaa. Skaalauk-
sessa yhtd yhtéalod kerrotaan nollasta poikkeavalla vakiolla ja korvauksessa

38



yhteen yhtaloon lisatdan toinen yhtald vakiolla kerrottuna. Yhtaloryhmien
alkeismuunnokset eivat vaikuta ratkaisuihin vaan ne pysyvat samoina.

Gaussin eliminointimenetelmad kéytetdan lineaarisen yhtéloryhmén ratkai-
semiseen niin, ettd ensin suoritetaan alkeismuunnoksia porrasmuotoisen yh-
taloryhmaéan saavuttamiseksi, ja sen jalkeen ratkaistaan tdma muunnettu yh-
taloryhma takaisinsijoituksella.

Esimerkki 2.8. [Lineaarisen yhtéléryhmén muuntaminen porrasmuotoon]
Muunnetaan seuraava lineaarinen yhtaloryhmé porrasmuotoon:

20+ y— z2=-4
3y+ z=-15
—4dxr — y+5z=3.

Aloitetaan vaihtamalla toisen ja kolmannen yhtéalon paikat ja saadaan yhta-
loryhmaé:
2+ y— z2=-4

—dr— y+52=3
3y+ z=—-15.

Jatketaan eliminoimalla muuttuja x toisesta yhtéalosta ensimméisen avulla.
Lisataan siis ensimmainen yhtalo toiseen yhtaloon kertoimella 2. Yleisesti
tatd eliminaatiota merkitaédn | -a, jossa a on lisattavin yhtalon kerroin ja
nuoli osoittaa mika yhtélo lisdtaan mihinkin yhtaloon. Tehdéan siis korvaus:

204+ y— z2=-4 22
—4dr— y+52=3
3y + z=—15,

joka muokkaa yhtéaloryhman muotoon

2+ y— z2=-4
y+3z2=-5
3y + z=—15.

Seuraavaksi eliminoidaan kolmannesta yhtélosta muuttuja y toisen yhtalon
avulla. Samaan tapaan kuin aiemmin, nyt kayttden kerrointa —3. Tehddan
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siis uudelleen korvaus:

20+ y— z2=-4

y+3z=-5
)-(=3)

3y + z=—-15,

joka muokkaa yhtaléoryhmén muotoon

2r+y— z=-4
y+3z=-5
—82=0.

Nyt voimme ratkaista muuttujat sijoitusmenetelmélla. Alimmasta yhtalosta
nahdaan suoraan, ettd z = 0, josta seuraa se, etta y = —5. Nyt sijoittamalla

saadut y ja z ylimpéaan yhtaloon saadaan 2x — 5 = —4, josta saadaan x = %

2.4.2 Alkeismuunnokset matriisille

Maaritelmé 2.9. [Alkeismuunnokset]

Matriisin alkeismuunnokset ovat

 vaihto,
» skaalaus ja

e korvaus.

Vaihto tarkoittaa sita, etta kaksi vaakarivid vaihdetaan keskenédan. Skaalauk-
sessa yhté vaakarivia kerrotaan nollasta eroavalla vakiolla ja korvauksessa
yhteen vaakariviin lisdtdan toinen vaakarivi vakiolla kerrottuna. Matriisien
alkeismuunnokset eivat vaikuta ratkaisuihin vaan ne pysyvat samoina.

Matriisien alkeismuunnokset toimivat siis samaan tapaan kuin yhtaloryhmien
alkeismuunnokset, mutta yhtaloiden sijaan kaytetdan matriisin vaakariveja.
Matriisien alkeismuunnoksia laskiessa kaytetdan matriisien vélilla merkintéa
"~ joka tarkoittaa, ettd toisesta matriisista saadaan toinen jollakin alkeis-
muunnoksella (A ~ B luetaan A mato B).
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Esimerkki 2.10. [Matriisin muuntaminen porrasmuotoon]

Muunnetaan yhtaloryhma taydennetyksi kerroinmatriisiksi ja muokataan se
porrasmuotoiseksi samaan tapaan kuin yhtaloryhmat. Olkoon meilla siis yh-
taloryhma:
2+ y— z2=-4
—4dr— y+52=3
3y + z=—15,

jonka taydennetty kerroinmatriisimuoto on:

2 1 -1 -4
—4 -1 5 3
0 3 1|15

Muunnetaan taydennetty kerroinmatriisi porrasmuotoiseksi lisdamalla toi-
seen riviin ensimmaéinen kertoimella 2 ja sitten lisdamaélla kolmanteen riviin
toinen rivi kertoimella —3:

2 1 —-1| -4 5 21 -1 -4 21 —-1|-4
-4 -1 5 3 F°~1]0 1 3| -5 ~(—3)N 01 3 |-5].
0o 3 1 |-15 03 1 |-15 00 =80

2.5 Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelma

Gaussin eliminointimenetelmassa saatettiin tdydennetty kerroinmatriisi por-
rasmuotoon. Nyt otetaan mukaan myo6s Jordanin ajatukset, josta saadaan
Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmd, jonka tarkoituksena on saada
matriisi pelkistettyyn porrasmuotoon. Gaussin ja Jordanin eliminointime-
netelmalld mahdollistuu myos suurten matriisien kdantédminen.

2.5.1 Pelkistetty porrasmuoto

Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmélla ratkaistaan lineaarinen yhté-
loryhma siten, ettd taydennetty kerroinmatriisi muokataan pelkistettyyn
porrasmuotoon, jossa jokainen paddiagonaalilla oleva alkio on yksi ja kaik-
ki muut alkiot ovat nollia. Tamé voidaan tehd& monella tavalla, mutta lop-
putulos on kuitenkin sama. Menetelméan seurauksena yhtaloryhman ratkaisu
voidaan suoraan lukea matriisista.
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Esimerkki 2.11. [Matriisin saattaminen pelkistettyyn porrasmuotoon]

¥

pelkistettyyn porrasmuotoon hyodyntaen luvussa 2.4 opittuja alkeismuun-

noksia:
e~ - goy-f Y

Téssa ensin lisdttiin toiseen riviin ensimméinen rivi kertoimella —2. Sitten
ensimmaiseen riviin liséttiin toinen rivi kertoimella —1, jonka jalkeen kerrot-
tiin toista rivié vakiolla 3.

Saatetaan seuraava matriisi

Esimerkki 2.12. [Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelma]
Ratkaistaan Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmalla yhtaloryhma.:

r+2y—72=0
—r+ y+ z=3
20+ y+5z=1.

Muunnetaan ensin yhtaloryhmé matriisimuotoon, jolloin saadaan seuraava
taydennetty kerroinmatriisi:

1 2
-1 1
2 1

—710
113
5 |1

Tehdédan taydennetylle kerroinmatriisille alkeismuunnoksia niin kauan, kun-

nes saavutetaan pelkistetty porrasmuoto:

1 2 —7|0] 1 2 =710 1 2 =70

1o st lo 3 —6ls) e~ o 3 —63 '
2 1 5 |1] 2 1 5|1 0 =3 19 |1}
12 —7]0 12 7|0y 10 -3[-2
~ 103 63|l ~f0 1 21 ~Jo1 2]
00 134 00 134 00 13| 4 <%
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10 —-3|-2 10 0]—1 100|—14
~01—21>-3N01—2 172N010%

4 4 |/ 4
00 1|4 00 1| 5 00 1|

Nyt ndhdadn suoraan taydennetysta kerroinmatriisista, ettd yhtaloryhman

ratkaisu on
14 21 4

x:—E,y:TJaZ:E

Tama voitaisiin tarkistaa sijoittamalla muuttujat alkuperaiseen yhtéaloryh-
maan.

2.5.2 Matriisin kddntadminen Gaussin ja Jordanin eliminointime-
netelmalla

Matriisit voidaan ka&ntada Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmalla si-
joittamalla matriisin oikealle puolelle samankokoinen yksikkomatriisi. Sitten
suoritetaan alkeismuunnoksia, kuten luvussa 2.4.2. Ratkaisu on valmis, kun
vasemmalle puolelle on muodostunut yksikkomatriisi. Télloin oikealle puolel-
le muodostunut matriisi on etsitty kdanteismatriisi [J]:

11 Qi - 414 10 --- 0 10 --- 0 b11 b12 ce blj
Q21 Q22 -+ Agj 0 1 0 0 1 0 b21 b22 cee bgj
;1 Q2 - Qg 00 --- 1 00 --- 1 bil big s bij

Mikali vasemmalle puolelle syntyy rivi, jossa kaikki alkiot ovat nollia niin
matriisilla ei ole kdédnteismatriisia ja matriisi ei siis ole kadntyva.

Esimerkki 2.13. [Matriisin kd&ntéminen)]

Yritetddn kadntad seuraava matriisi A kdyttden Gaussin ja Jordanin elimi-
nointimenetelmaa:

1 -2 0
A=11 3 1
3 5 2

Kirjoitetaan ensin matriisit A ja I perdkkéin pystypalkilla eroteltuina toisis-
taan ja ratkaistaan kadnteismatriisi alkeismuunnoksien avulla:
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1 =2 0|1 0 0 1—2010()(_1)
A|I:131o10(_3)N 3 110 1 0
3 5 2/0 0 1 0 -4 —-1|0 -3 1
1 -2 0|1 0 0 1 -2 0/ 1 0 0
~051—1101~051—110>2
0 -4 -1] 0 -3 1 0 1 0|-1 -2 1
1 00/-1 —4 2 1 00[-1 -4 2
~051—1107(5)~0014 11 -5
01 0[-1 —21 01 0f-1 -2 1
1 00[-1 —4 2
~10 1 0/-1 =2 1|=1A"
0014 11 -5

Nyt nidhdiin, ettd matriisin A kiddnteismatriisi A~! on yksikkomatriisin 1
jalkeinen matriisi eli

-1 —4 2
Alt=1]-1 =2 1
4 11 -5

Tamé voidaan tarkistaa laskemalla A~! - A, josta pitdisi tulla ratkaisuksi
yksikkomatriisi 7:

-1 -4 2 1 =20 1 00
At A=|-1 -2 1|-|1 3 1|=10 1 0| =1
4 11 -5 [3 5 2 00 1

Kuten haluttiin, joten saatiin ratkaistua matriisin A kiaanteismatriisi A1

3 Kompleksiluvut

Kompleksiluvut laajentavat laskennallisia mahdollisuuksia ja mahdollista-
vat monimutkaisemman matemaattisen tutkimisen. Téssa gradussa on en-
sisijaisesti kyse siité, ettd esimerkiksi yhtalolla 22 + 1 = 0 ei ole reaaliluku
ratkaisua, mutta kompleksinen on. Kéydaan lédpi kompleksilukujen peruské-
sitteitda ja muutamia maaritelmia, joita tarvitaan seuraavien lukujen kéasitte-
lyssa.
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Tamén luvun madritelmat ovat John M. Gilliksen kirjoittamasta kirjasta
Everything You Need to Know About Complex Numbers [10] ja Roope Hieta-
lan kirjoittamasta pro gradu-tutkielmasta Vektoriavaruudet ja niiden repre-
sentaatiot [11].

3.1 Imaginaariyksikko ¢ ja kompleksilukujen joukko

Aloitetaan kompleksilukujen tarkastelu imaginaariyksikosta i.

Maiaritelméa 3.1. [Imaginaariyksikko]

Imaginaariyksikko ¢ = /—1.

Esimerkki 3.2. [Reaaliluvuista kompleksilukuihin]

Tarkastellaan yhtaloa
2 4+1=0,

joka jattaa ratkaisun reaaliluvuilla laskettaessa vaiheeseen
r? = —1.
Nyt voimme kéyttdd imaginaariyksikkod ¢ laskennan apuna. Saadaan

r==xv—1 — x==41i, koskai=+v—1.
Huomautus 3.3. Kun i = y/—1, niin i = —1.

Lukujoukko, joka saadaan reaalilukujen ja imaginaariyksikéiden yhdistami-
sestd on kompleksilukujen joukko.

Maaritelma 3.4. [Kompleksiluvut]

Kompleksiluku z on muotoa z = a + bz, missa a,b € R. Kompleksilukujen
joukkoa merkitaan kirjaimella C.

Esimerkki 3.5. [Imaginaariyksikon ¢ hyodyntamista]

Ratkaistaan seuraavat hyodyntéden imaginaariyksikkoa i:
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1. /=25 =+/—1-25 =+/—1-25 = 5i,
2. vV/—4-\/—16=2i-4i=8*>=8-(—1) = -8.

Maaritelmé 3.6. [Reaali- ja imaginaariosa]

Kompleksiluku voidaan jakaa reaali- ja imaginaariosaan. Olkoon meilla yh-
talo z = a + bi € C. Talloin reaaliosa on a eli Re(z) = a ja imaginaariosa on
beli Im(z) = 0.

3.2 Kompleksilukujen laskusaannot

Reaalilukujen laskusadnnot ovat patevida myos kompleksiluvuille. Maaritel-
laan seuraavaksi laskusadnnot summa ja erotus seké tehdaan niista konkreet-
tiset laskut esimerkeiksi.

Maaritelma 3.7. [Kompleksilukujen summal
Kompleksilukujen z; = a; + b1t ja 2o = ag + byt summaksi saadaan:

21+ 29 = (CLl + bl?,) + (CLQ + ng) = (CL1 + CLQ) + (bl + bg)Z e C.

Maaritelma 3.8. [Kompleksilukujen erotus|
Kompleksilukujen z; = a; + byt ja 2o = ag + byt erotukseksi saadaan:

21 — 29 = (CLl + bll) — (CZQ + bQZ) = (a1 — &2) + (bl — bz)l e C.

Esimerkki 3.9. [Kompleksilukujen summa ja erotus]
Lasketaan kompleksilukujen z; = 1 4+ 2i ja 2, = 4 4+ 3¢ summa:

z14+20=(14+20)+(4+3i)=(1+4)+ (24 3)i =5+ 5i.

Lasketaan seuraavaksi kompleksilukujen z3 =1 — 1 ja 24 = —2 + 57 erotus:
z3—z3=(1—1)—(=24+5i)=(1—(-2))+ (-1 —5)i =3 — 6i.
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Kompleksiluvuille voidaan helposti laskea summan ja erotuksen lisaksi myos
tulo. Maaritellaan kompleksilukujen tulo ja lasketaan konkreettiset esimerkit.

Maaritelma 3.10. [Kompleksilukujen tulo]
Kompleksilukujen z; = a; + b172 ja 2o = as + byt tuloksi saadaan:

Z1R9 = (a1 + bll) ((12 + bgl)
= ay1ag9 + CleQi + azbli + blbgiz

= (alag — blbg) + (CL1b2 + agbl)i e C.

Esimerkki 3.11. [Kompleksilukujen tulot]

Lasketaan kompleksilukujen z; = 3i (reaaliosa 0) ja zo = —1 + 44 tulo:

2129 = 3i(—1 + 41)
=—1-3i+4i-3i
= —3i +12i*
=-3i+12-(=1)
=—12 — 3i.

Lasketaan seuraavaksi kompleksilukujen z3 = 1 + 27 ja 24 = 4 + 3¢ tulo:

=(1-4)4+1-3i+4-2i+2- 3

= 4+ 3i + 8i + 64°
—4+11i+6-(—1)
=4—6+11i

= —2+ 11i.

3.3 Kompleksikonjugaatti ja itseisarvo

Maaritelma 3.12. [Kompleksikonjugaatti]
Kompleksiluvun z = a 4 bi kompleksikonjugaatti on

zZ=a— b
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Kun kompleksiluku ja sen konjugaatti kerrotaan yhteen, tulokseksi saadaan
aina reaaliluku, koska imaginaariosat ovat vastalukuja (, joten niiden summa
on nolla). Eli

z-Z=(a+bi)(a—"bi)=a®>—abi+abi— (bi)* = a* — (=b*) = a®* +b* ,

jossa a? + b? on reaaliluku.

Esimerkki 3.13. [Konjugaatti]

Olkoon meilld kompleksiluku z = 2 — ¢, talloin sen konjugaatti on zZ = 2 + 1.
Lasketaan kompleksiluvun ja sen konjugaatin tulo:

2 Z2=02-))2+i)=4+2i—-2i—i*=4—(-1)=5

tai

Maaritelma 3.14. [Itseisarvo]

Kompleksiluvun z = a + bi itseisarvo on

2| = VaZ + B2,

Kompleksikonjugaatin ja itseisarvon yhteys ndhdéén seuraavasti. Olkoon meil-
14 kompleksiluvun z itseisarvo

2] = Va? + b2,
josta korottamalla molemmat puolet nelioon, saadaan

2

2" =a®+b" =2z

Eli kompleksiluvun itseisarvon nelio on sama kuin kompleksiluvun ja sen
konjugaatin tulo.

Esimerkki 3.15. [Itseisarvo|

Lasketaan kompleksiluvun z = 4 — 61 itseisarvo:
|z] = |4 — 6i] = /42 + (—6)? = V52 ~ 7,211.

Kompleksilukuja ja niiden laskutoimituksia tulemme hyoédyntaméan seuraa-
vissa luvuissa.
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4 Vektoriavaruudet

Aiemmin madrittelimme, ettd matriisia, jossa on vain yksi rivi tai vain yksi
sarake kutsutaan vektoriksi. Merkitsemme siis vektoreita isoilla kirjaimilla,
koska ne ovat eradnlaisia matriiseja. Lisdksi ajatellaan vektoreiden olevan
"paikkavektoreita” eli niiden alkupiste voidaan maaréta origoksi. Padosin
tdman luvun maaritelmat ja lauseet ovat kirjasta Elementary Linear Algebra,
jonka ovat kirjoittaneet Roland E. Larson ja Bruce H. Edwards [2].

4.1 Vektoriavaruus ja aliavaruus

Vektoriavaruus on joukko vektoreita, jotka tayttavat tiettyja aksioomia.
Aliavaruus taas on osa jotakin vektoriavaruutta. Esimerkiksi kolmiulottei-
nen vektoriavaruus voi sisaltaé erilaisia vektorialiavaruuksia, kuten suoria tai
tasoja.

4.1.1 Vektoriavaruus

Maaritelma 4.1. [Vektoriavaruus]

Olkoon V epétyhja joukko vektoreita, joille on mééaritelty kaksi laskutoimi-
tusta: vektoreiden yhteenlasku ja skalaarilla kertominen. Mikéli seuraavat
aksioomat tayttyvat jokaiselle avaruuden V' vektorille X, Y ja Z ja jokaiselle
c ja d, jotka kuuluvat reaalilukuihin R tai kompleksilukuihin C niin avaruutta
V kutsutaan vektoriavaruudeksi:

1. X +Y on avaruudessa Veli +:V xV =V,

2. X4+Y =Y+ X,

3. X+ Y +2)=(X+Y)+Z,

4. X +0=X,

5. X +(—X) =0,

6. cX on avaruudessa Veli - :RxV — V,

7. ¢c(X+Y)=cX+cY,
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8. (c+d)X =cX +dY,
9. ¢c(dX) = (ed)X ja
10. 1(X) = X.

Maaritelmé 4.2. [Reaalisten vektoreiden yhteenlasku ja skalaaritulo]

Olkoon
X Y1
x
X=|"?jay=|"
T, Yn

vektoreita avaruudessa R™ ja olkoon ¢ skalaari. Talloin vektoreiden X ja Y
summa on maéritelty vektoriksi

T1+
X4y — T2 + Y2
T+ U
ja vektorin X ja skalaarin c¢ tulo on maaritelty vektoriksi
cry
CTo

cX =

CTn,

Seuraus 4.3. Avaruus R™ on vektoriavaruus, kun kertoimet ovat reecaliluku-
Jja.

Todistus. Vektoriavaruuden ehtojen toteutumisen tarkistaminen on suoravii-
vaista avaruudelle R", joten se sivuutetaan. O

Esimerkki 4.4. [Geometriset tulkinnat]

Tutustutaan vektoriavaruuksien geometrisiin tulkintoihin.

1. Vektoriavaruuden R geometrinen tulkinta on suora.
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2. Vektoriavaruuden R? geometrinen tulkinta on taso.

3. Vektoriavaruuden R? geometrinen tulkinta on kolmiulotteinen avaruus.

Esimerkki 4.5. [Matriisi vektoriavaruudet]

Kaikkien reaalisten (m x n)-matriisien muodostama joukko R™*" on vekto-
riavaruus, silld matriisien yhteenlasku ja skalaarilla kertominen toteuttavat
vektoriavaruuden aksioomat.

Aksioomat 1, 4 ja 5 seuraavat madritelmasta 1.3, aksioomat 2 ja 3 seuraa-
vat lauseesta 1.4, aksiooma 6 seuraa méaritelmasta 1.6 ja aksioomat 7 — 10
seuraavat lauseesta 1.7.

Esimerkki 4.6. [Kompleksinen vektoriavaruus]

Merkitaan tassa esimerkissa z; = a; + b1, 29 = ao + bot ja 23 = ag + bsi.
Liséksi kertoimet ¢ ja d voivat olla kompleksilukuja.

Avaruus C on vektoriavaruus, silla alkiot avaruudessa C toteuttavat kaikki
vektoriavaruuden aksioomat:

1. Seuraa maaritelmasta 3.7.

2. Kompleksilukujen yhteenlasku on vaihdannainen, joten z1 429 = 20421,
silla

21 + 9 = (a1 + bll) + (GQ + bQZ)
= (a1 + CZQ) -+ (bl + bQ)Z
= (ag + byi) + (a1 + byi)

= 2o + 27.

3. Kompleksilukujen yhteenlasku on liitdnnédinen, joten z; + (22 + 23) =
(z1 + 22) + 23, silla

21+ (ZQ + Zg) = ((11 + blZ) + (CLQ + bgi + as + bgl)
= (a1 + b1i) + (ag + bai) + (a3 + bsi)
= (a1 + byi + ag + bai) + az + bsi)

= (

21+ 22) + 23.
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10.

Seuraa maéaaritelméasta 3.7.
Seuraa maéaritelmésta 3.7.
Seuraa maéaaritelméasta 3.10.

Kompleksilukujen skaalaaminen péatee myos yhteenlaskun ¢(z; + z9) =
cz1 + czo suhteen, silla

c(z1 + 29) (a1 + b1 + ag + bai)
((ay + byi) + (ag + bei))
(a1 + blZ) + C(CLQ + bzl)

21 + C2o.

c
c
Cc
C

Kompleksilukujen skaalaaminen pétee myos yhteenlaskun (¢ + d)z; =
cz1 + dz; suhteen, silla

(c+d)z1 = (c+ d)(a1 + b17)
= cay + cbyt + day + dbye
= c(a1 + bll) + d(a1 + bll)

=cz1 + dz.

Kompleksilukujen skaalaaminen on liitdnnéainen, joten c¢(dz;) = (cd)z,
silla

c(dz) = c(day + dbyi)
= c(d(ay + byi))
= cd(ay + byi)
= (cd)z.

Kompleksiluvun 1 ja kompleksisen vektorin tulo on yhtd suuri kuin
vektori itse, joten 1(z;) = 21, silld

1(21) = 1(@1 + bl’l)
= 1CL1 + 1611
=a; + bll

= Z1.
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4.1.2 Aliavaruus

Maaritelma 4.7. [Aliavaruus|

Vektoriavaruuden V' osajoukkoa W kutsutaan vektoriavaruuden V' aliava-
ruudeksi, jos W on vektoriavaruus vektoriavaruudessa V' maériteltyjen yh-
teenlasku ja skalaaritulo operaatioiden mukaisesti. Osajoukko W on aliava-
ruus, jos X +Y € W ja cX € W, koska muut aksioomat tulevat siita, etta
yhteenlasku ja skalaarilla kertominen ovat samat operaatiot avaruuksille V'
ja W.

Huomautus 4.8. Suora on avaruuden R? aliavaruus aina, kun se kulkee origon
kautta.

Esimerkki 4.9. [Suora, joka on aliavaruus]

2

Osoitetaan, ettd vektoriavaruuden R? osajoukko W = (t [1

avaruus.

] ,tGR) on ali-

Olkoon X e W, Y € W, c € R. Koska X = u E] jaY =w E] joillakin wu,

v € R, niin
2 2 2
X+Y=u [1] +v L] = (u+v) [1] :
Merkitsemalla ¢t = u + v huomaamme, ettda X +Y € W.

Vastaavasti ¢cX =c-u eW.

1

Geometriselta merkitykseltaédn W on suora y = %x, koska kun t = 0 saadaan
pisteeksi origo eli (0,0) ja kun ¢t = 1 saadaan pisteeksi (2, 1) ja suoran tulee
kulkea naiden pisteiden kautta.
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2.1)

Kuva 4.1: Suora y = %m ja piste (2,1).
Esimerkki 4.10. [Suora, joka ei ole aliavaruus]

Osoitetaan ettei suora V' = ([ﬂ Y = —T + 2) ole vektoriavaruuden R? ali-

avaruus.

1

: -1 .
11 jaYy = [3 ], jotka ovat

Valitaan esimerkiksi seuraavat vektorit X = [

avaruudessa V.

Vektoreiden summaksi saamme kuitenkin
1 -1 0
o= 3] [
Liséksi valitaan ¢ = 2 ja lasketaan tulo cX:

cxzz.mzm ‘v

Siis vektoreiden yhteenlasku eika skalaaritulo ole voimassa ja nain ollen ol-
laan saatu osoitettua ettei suora V = (lﬂ Y = —X + 2) ole vektoriavaruu-

den R? aliavaruus.

Suoran kuvaajastakin ndhdéan ettei suora ole aliavaruus, koska se ei kulje
origon kautta.
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-1

Kuva 4.2: Suora y = —x + 2.

4.1.3 Lineaarikombinaatiot

Maaritelméa 4.11. [Lineaarikombinaatiot]

Vektoria Y, joka kuuluu vektoriavaruuteen V' kutsutaan vektoreiden X, X5,
..., X, lineaarikombinaatioksi vektoriavaruudessa V', jos vektori Y voi-
daan kirjoittaa muodossa

Y =X +cXo+--- 4+, Xy,

jossa ¢y, co, ..., c, ovat skalaareita.

Esimerkki 4.12. [Lineaarikombinaatio]

Esitetdan vektoreiden Y ja Z lineaarikombinaationa vektori X, kun

1 0 -3
Y=1|-2|, Z=|-6| jaXx=1]0
3 ~1 ~10

Etsitdan lukuja c; ja cg, joilla X = 1Y + o7 eli

-3 1 0
0 | =c-|—2|+ca2-|—6
—10 3 -1
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Tasta saamme yhtaloryhmén

C1 = —3
—201 — 602 =0
3C1 — C9 = —10,

jonka ratkaisut ovat ¢; = —3 ja ¢y = 1.

Siis X = 1Y +cZ =-3Y + Z.

Esimerkki 4.13. [Lineaarikombinaatio ei onnistu]

Yritetadn esittda vektori X vektoreiden Y ja Z lineaarikombinaationa, kun
0 -3 1
Y=|1|, Z=|2]| ja X=|1].
2 —4 4

Etsitdan lukuja c; ja ¢, joilla X = 1Y 4+ o7 eli

1 0 -3
1| =¢;- |1 +ca- | 2
4 2 —4
Tastd saamme yhtaloryhmén
- 302 =1
c1 + 262 =1
261 — 462 = 4,
josta ndemme, ettd co = —%, joten yhtalon c; + 2co = 1 perusteella ¢; = g
Nyt siis taytyisi olla, etta
5 1
2-——4-(—=)=4
3 ( 3) )
mutta saadaan 5 ] 14
2 7_4'(_7)_77
3 3 3

joten vektoria X ei voida esittda vektoreiden Y ja Z lineaarikombinaationa.
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4.2 Kanta ja dimensio
4.2.1 Lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus

Lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus ovat késitteita, jotka liit-
tyvat vektoriavaruuden vektoreiden véliseen suhteeseen. Lineaariseen riip-
puvuuteen kuuluu olennaisesti kasite virittdminen, joten maéaritellian se
ennen lineaarista riippuvuutta ja riippumattomuutta.

Maiaritelma 4.14. [Vektoreiden virittama aliavaruus]

Olkoon S = {Vi, Vs, ..., V,} vektoriavaruuden V' osajoukko. Osajoukkoa S
kutsutaan aliavaruuden W virittavaksi joukoksi, jos jokainen vektori aliava-
ruudessa W voidaan kirjoittaa osajoukon S vektoreiden lineaarikombinaatio-
na. [2]

Esimerkiksi, jos osajoukko S siséiltaa vektorit (1,0) ja (0, 1), niin niiden vi-
rittama aliavaruus olisi koko taso, koska kaikki kaksiulotteisen tason vektorit
voidaan saavuttaa naiden kahden vektorin lineaarikombinaationa.

Esimerkki 4.15. [Virittavéa joukko]

Osoitetaan, ettd joukko S = {V;, V,} virittdd avaruuden R?, kun

=[]

Uy . ] .
] , joka on miké tahansa vektori avaruudessa R2.

Valitaan vektori U = l
U2

Etsitaan skalaareita c; ja co siten, etta

2 —1
U= [Zj = H +62[2] = Vi 4 Vs

Nyt saadaan yhtdloryhma, josta voidaan ratkaista cq:

201— Co = Uy H2
Cl+2C2:U2

461 — 202 = 2U1
c1 + 262 = U2
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501 = 2U1 -+ Ug
~ 2up +ug

C1 — 5

Sijoitetaan saatu c¢; ensimmaéiseen yhtaloon ja ratkaistaan cs:

2uq + us
a2

2
62:2<U15+U2>_u1 -5

5C2 = 2(2&1 + ’UQ) — 5U1
5cy = 4duy + 2uy — DUy

5CQZ—U1+QUQ ||5
—uy + 2uy
Cg = ————.
5

Nyt, kun tiedetdan c; ja co niin voidaan muodostaa vektori U vektoreiden V;
ja V5 lineaarikombinaationa:

_(2ur +ug |2 —up + 2ug [—1
o= () s

4uq4+2uo U1 —2u2

5
2u1tu2 + —2u1+4us
5 5

_ m |

Jokainen vektori U voidaan siis muodostaa vektoreiden V; ja V5 lineaarikom-
binaationa, joten vektorit V; ja V5 virittavit avaruuden R2.

Maaritelméa 4.16. [Lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus]

Vektoriavaruuden V' vektorit Vi,...,V,, ovat lineaarisesti riippuvia, jos
jokin vektoreista voidaan esittdd muiden vektoreiden lineaarikombinaationa
eli jos jokin vektori kuuluu muiden vektoreiden virittaméaan aliavaruuteen.
Talloin joukko {Vi,...,V,} on lineaarisesti riippuva.

Muussa tapauksessa vektorit Vi,...,V,, ovat lineaarisesti riippumatto-
mia. Yhtakaan vektoria ei siis voida esittdd muiden vektoreiden lineaari-
kombinaationa. Talloin joukko {Vi,...,V,} on lineaarisesti riippumaton.
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Lause 4.17. [Lineaarisen riippuvuuden ehto]

Vektorit Vi, ..., V, ovat lineaarisesti riippuvia, jos ja vain jos ne toteuttavat
ehdon

Cl‘/i+"'+cnvn:07
joillakin sellaisilla luvuilla cq, . .., c,, joista ainakin yksi on eri kuin 0.
Todistus. [3, sivu 102]. O

Esimerkki 4.18. [Lineaarinen riippuvuus]
Tarkastellaan ovatko vektorit V; ja V5 lineaarisesti riippuvia, kun

il » -f)

Yritetaan esittda vektori V5 vektorin V) lineaarikombinaationa. Nyt

i e ] e

joten vektori V5 on onnistuttu esittamaan vektorin V) lineaarikombinaationa.
Vektorit Vi ja V5 ovat siis lineaarisesti riippuvia.

Lause 4.19. [Lineaarisen riippumattomuuden ehto]

Vektorit Vi, ..., V, ovat lineaarisesti riippumattomia, jos ja vain jos ainoat
reaaliluvut cy, ..., cy,, joille

aVi+- -+, V,=0,

ovatcy =---=c¢, =0.
Todistus. Seuraa lauseesta 4.17. O

Esimerkki 4.20. [Lineaarinen riippumattomuus|

Tarkastellaan ovatko vektorit Vi, V5 ja V5 lineaarisesti riippumattomia, kun

1 0 -1
Vi=|0], Vo= |1l ja Vz=|1
0 1 0
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Nyt saamme yhtalon c; Vi + coVa + ¢35V = 0, josta voimme muodostaa yhté-
loryhmaén:

1 —c3=0
CQ+03:0
(6)) =0.

Nahdéaan, ettd co = 0, joten yhtalosta co + c3 = 0 saadaan, ettd myos c3 = 0
ja samoin myo6s yhtéalosta ¢; — c3 = 0 saadaan, ettd ¢; = 0. Nain ollen
c1 = ¢ = c3 = 0, joten vektorit ovat lineaarisesti riippumattomat.

Yksikin vektori voi muuttaa vektoreiden vélistd riippuvuutta lineaarisesta
riippumattomuudesta lineaariseen riippuvuuteen ja toisinpédin. Seuraava esi-
merkki osoittaa taman.

Esimerkki 4.21. [Lineaarisesta riippumattomuudesta lineaariseen riippu-
vuuteen)]

Jatketaan edellista esimerkkia 4.20. Otetaan mukaan vektori
2

ja tarkastellaan ovatko vektorit V7, V5, V3 ja Vj lineaarisesti riippuvia vai riip-
pumattomia.

Nyt saamme yhtalon ¢ Vi + coVo + c3Vs + ¢4 Vy = 0, josta voimme muodostaa
yhtaloryhman:

C1 —03+204:0
co+c3+2c4=0
Co — ¢4 =0.

Muunnetaan yhtaloryhméa kerroinmatriisiksi ja suoritetaan alkeismuunnok-
sia, kunnes ratkaisu voidaan lukea kerroinmatriisista:

10 -1 2 10 -1 2 10 -1 2
01 1 2 Noo13~010—1>1
01 0 —17'(_1) 01 0 -1 00 1 3

100 5

~10 10 —1

001 3



Nyt voimme lukea ratkaisun kerroinmatriisista, josta saadaan seuraava rat-
kaisu:

c1 + 5C4 =0 c1 = —5(34
Coy — C4 =0 . . Co = C4

, jolloin
cs+3cs =0 c3 = —3¢c4
cy € R” cq € R™

Ratkaisuja on darettoman monta, joten vektorit ovat lineaarisesti riippuvat.

Esimerkiksi erés ratkaisu saadaan, kun valitaan ¢4 = 1, jolloin

cp=-—5
co =1
c3 = —3
cy = 1.

Meilla on nyt melkein kaikki tieto matriisien kdanteisominaisuuden eli lauseen
1.20 todistamiseen. Esitetadn vield yksi lause, joka on oleellinen todistuksen
kannalta ja todistetaan, ettd kun AB = I, niin BA = 1.

Lause 4.22. [Ekvivalenssi-lause matriiseille/

Olkoon A (n x n)-matriisi. Seuraavat vdittamdt ovat loogisesti ekvivalentteja.
Eli tietylle matriisille A ne ovat joko molemmat totta tai ne ovat molemmat
epatosia.

1. Yhtalélli AX = B on ratkaisu kaikilla B € R".
2. Matriisin A sarakkeet virittivdt vektoriavaruuden R™.
Todistus. Lause kokonaisuudessaan ja sen todistus loytyy lahteesta [12, luku

1, lause 4]. Todistetaan lauseen suunta, kun matriisin A sarakkeet virittavét
vektoriavaruuden R™ niin yhtéalollda AX = B on ratkaisu kaikilla B € R".

Olkoon A (n x n)-matriisi, joka koostuu sarakevektoreista Aj, Ag, ..., A,,
jotka virittavat vektoriavaruuden R™. Talloin mikéa tahansa vektori B ava-
ruudessa R” voidaan ilmaista lineaarikombinaationa ¢; A1 +ca A+ - -+c¢, A,
missé ¢y, ¢, . . . ¢, ovat skalaareita.
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Haluamme 16ytda vektorin X, jolle patee, ettd AX = B.
T
Olkoon X = Q;:Q , jolloin yhtélo AX = B saadaan muotoon
-
1A + 10As + - + 2,4, = B.

Koska sarakevektorit A;, As, ... A, virittdvat vektoriavaruuden R™, niin jo-
kainen vektori B voidaan ilmaista niiden lineaarikombinaationa. Siis voimme
valita vektorin X alkiot siten, ettd saamme halutun vektorin B. Siten kai-
killa B € R" on ratkaisu X, joten yhtalolla AX = B on ratkaisu kaikilla
B e R". O]

Todistus. [Lauseen 1.20 todistus]

Todistus pohjautuu Pietro Paparellan kirjoittaman artikkelin A short and
elementary proof of the two sidedness of the matriz inverse [13] vastaavaan
todistukseen.

Olkoot A ja B (n x n)-matriiseja, joille AB = I. Osoitetaan aluksi, ettd mat-
riisin B sarakkeet muodostavat lineaarisesti riippumattoman joukon. Teh-
daén vastaoletus, ettd on olemassa vektori X # 0 niin, ettd BX = 0. Taytyy
olla, ettd IX = X, koska yksikkOmatriisi toimii "neutraalina” elementtiné
matriisien kertolaskussa. Koska AB = I, saadaan IX = ABX. Matriisitu-
lon ominaisuuksien 1.11 nojalla saadaan edelleen ABX = A(BX). Kuitenkin
BX =0, joten A(BX) = A(0) = 0. Tésté seuraa, ettd X = 0, mika on risti-
riita oletuksen X # 0 kanssa, joten matriisin B sarakkeet muodostavat line-
aarisesti riippumattoman joukon. Kun B = [By,..., B,] ja X = (z1,...1,),
niin BX = 1By + ... + z,B,, eli BX voidaan esittda sarakevektoreiden
lineaarikombinaatioina.

Koska sarakevektoreita on n kappaletta ja ne ovat lineaarisesti riippumat-
tomia niin ne virittdvat avaruuden R™ [15, lause 8.17 ja sen todistus]. Siis
lauseen 4.22 nojalla voimme paatelld, ettd yhtalolla BX = V on ratkaisu
jokaiselle vektorille V' € R", koska matriisin B sarakkeet muodostavat line-
aarisesti riippumattoman joukon.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd myos matriisin A sarakkeet muodostavat lineaa-
risesti riippumattoman joukon. Tehdadn vastaoletus, ettd on olemassa vek-
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tori Y # 0 niin, ettd AY = 0. Edellisten johtopaitosten nojalla meilld
on X # 0 niin, ettd BX = Y on olemassa. Taytyy olla, ettd IX = X,
koska yksikkomatriisi toimii "neutraalina” elementtind matriisien kertolas-
kussa. Koska AB = I, saadaan I.X = ABX. Matriisitulon ominaisuuksien
1.11 nojalla saadaan edelleen ABX = A(BX). Kuitenkin BX = Y, joten
A(BX) = AY = 0. Tasta seuraa, ettd X = 0, miké on ristiriita oletuksen
X # 0 kanssa, joten matriisin A sarakkeet muodostavat lineaarisesti riippu-
mattoman joukon.

Koska AB = I niin taytyy olla, ettdi ABA = [A = A. Tésta seuraa, ettd
ABA — Al = A(BA — I) = 0. Olkoon meilld matriisi Z ja vditetdan, etta
Z = BA — I. Tehdaan vastaoletus, ettd Z # 0. Talloin matriisiin Z kuuluu
ainakin yksi nollasta eroava alkio ja siten myo6s ainakin yksi nollasta eroava
sarake Z;. Kuitenkin A(BA — I); = AZ; = 0, mika on ristiriita, kun Z # 0.
Siis taytyy olla, ettd Z = 0, jolloin BA = 1.

Siis on todistettu, ettd kun AB = I, niin myés BA = I. n

4.2.2 Kanta

Maaritelma 4.23. [Kantal
Vektoriavaruudessa V' vektorijoukkoa S = {5, Ss, ..., S, } kutsutaan vekto-
riavaruuden V' kannaksi, jos seuraavat ehdot tayttyvét:

1. S virittda vektoriavaruuden V ja

2. S on lineaarisesti riippumaton.

Voidaan todistaa, ettd vektorijoukko S = {Si,Ss,...,S,} on vektoriavaruu-
den V kanta, jos ja vain jos vektoriavaruuden V' jokainen vektori on esitet-
tavissd yksikasitteisesti vektoreiden Sy, S, ..., S, lineaarikombinaationa |2,
lause 4.9]. Sovitaan liséksi, ettd nolla-avaruudella {0} on tyhja kanta (.

Lause 4.24. [Kanta ja lineaarinen risppuvuus/

Jos S = {51, 52,...,5,} on vektoriavaruuden V kanta, niin jokainen joukko,
joka sisdltaa enemmdn kuin n vektoria vektoriavaruudessa V' on lineaarisesti
TIppUVa.
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Todistus. [2, lause 4.10]. O

Lause 4.25. [Kannan vektorit]

Jos wvektoriavaruudella V' on yksi kanta, jossa on n wvektoria niin kaikissa
vektoriavaruuden V' kannoissa on n vektoria.

Todistus. [2, lause 4.11]. O

Esimerkki 4.26. [Tason kanta)]

Tutkitaan muodostavatko vektorit V; = [H ja Vo = l_lll avaruuden R?

kannan eli onko {V, V5} avaruuden R? kanta.

Madritelmén 4.23 mukaan vektorit V; ja V5 muodostavat avaruuden R? kan-
nan, jos vektorit Vi ja V5 virittdvit avaruuden R? ja vektorit V; ja Vs ovat
lineaarisesti riippumattomat.

Tarkastellaan ensin virittavitko vektorit V; ja V5 avaruuden R2?. Tarkastelua
S1

] edustamaan mielivaltaista vektoria avaruu-
59

varten valitaan vektori S = l

dessa R2.

Nyt vektori S pitéisi esittaéd vektoreiden Vi ja V5 lineaarikombinaationa. Yri-
tetdan siis 16ytad luvut c; ja cg, joilla 1 Vi + Vo = S eli

[ -6

Tasta saamme yhtaloparin:

ci+co =8
Ci —Cyp = So.

Yhtaloparilla on yksikésitteinen ratkaisu, jossa

joten vektorit V; ja Vs virittdvit avaruuden R2.
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Nyt taytyy vield nayttaa, ettd vektorit Vj ja V5 ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Yritamme siis nyt 1oytda luvut c; ja co, joilla iV + Vo = 0 eli

[l

Tastd saamme yhtaloparin:

Nahdéaan, ettd yhtdloryhmén ainoa mahdollinen ratkaisu on ¢; = ¢ = 0,
joten vektorit V; ja V5 ovat lineaarisesti riippumattomat.

Naiin ollen {V}, V5} on avaruuden R? kanta.

4.2.3 Dimensio

Maaritelma 4.27. [Dimensio]

Jos vektoriavaruudessa V' on kanta, joka koostuu n vektorista, niin lukua n
kutsutaan vektoriavaruuden V' dimensioksi, dim(V) = n. Jos vektoriava-
ruus V' koostuu pelkésta nollavektorista niin vektoriavaruuden V' dimensio
madritelladn nollaksi. Dimensio on kannan valinnasta riippumaton eli vekto-
riavaruudessa V' ei ole kantoja, joissa olisi eri maéra vektoreita.

Vektoriavaruuden dimensio on siis sen vektorikannan vektoreiden lukumaéara.
Jos jossain kannassa on n vektoria, nin muissakaan kannoissa ei voi olla kuin
n vektoria. Liséksi kannoissa ei voi myoskaan olla vahempaé kuin n vektoria,
koska jos vektoriavaruuden dimensio on n niin jokaisessa kannassa taytyy
olla vahintadn n lineaarisesti riippumatonta vektoria, jotta se voisi virittaa
koko vektoriavaruuden. Nama seuraavat lauseesta 4.25.

Esimerkki 4.28. [Vektoriavaruuksien dimensioita]

dim(R!) =1, dim(R?) =2, dim(R3) =3, ..., dim(R") = n.
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Esimerkki 4.29. [Matriisiavaruuden dimensio]
Ratkaistaan vektoriavaruuden R?*? dimensio.
Vektoriavaruuden R?*2 erdit vektorit eli matriisit ovat
10 0 1 00 . 0 0
Osoitetaan, ettd vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia, joten muodoste-

taan yhtalo vektoreista kertoimilla ¢y, o, c3 ja ¢4 ja asetetaan yhtalo nollaksi
sekd sievennetdan:

1 0 01 0 0 00
c1~00+02-00+03-1 0+C4-0 1:0
cg O 0 ¢ 0 0 0 0 .
IR R P S
C1 C2 —~0
C3 C4 '

Joten ¢; = ¢y = c3 = ¢4 = 0. Matriisien A, B, C ja D lineaarikombinaatioilla
voidaan esittdd kaikki vektorit avaruudessa R?*?, silld matriisi

1 C2
C3 C4

voidaan kirjoittaa matriisien A, B, C ja D lineaarikombinaationa seuraavasti:

c~10+c-01—|—c~00+c-00

ool P00 TP T oo T o 1)
Siis matriisit A, B, C ja D virittivit avaruuden R?*? ja avaruudessa R?*?
on neljan vektorin kanta, joten dim(R?*?) = 4.

4.3 Sisatulo ja normi

Sisdtuloa ja normia kéytetddn vektoriavaruuksissa vektoreiden vélisten omi-
naisuuksien mittaamiseen. Normi kuvaa vektorin pituutta ja sisatulo vekto-
reiden vélisid ominaisuuksia. Lasketaan seuraavissa alaluvuissa myos komplek-
silukujen sisdtulo, normi ja etaisyys. Taman luvun kirjoittamiseen on hyo-
dynnetty Peter Petersenin kirjoittamaa kirjaa Linear Algebra [11].
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4.3.1 Sisatulo

Sisatulo eli toiselta nimeltaan pistetulo lasketaan kahdelle vektorille. Vek-
torit voivat olla reaalisia tai kompleksisia.

Maaritelma 4.30. [Sisatulo n-ulotteisessa reaalisessa vektoriavaruudessa]

Vektoreiden
X U1
X2 Y2
X=|.|jaY=].
L, Un

sisdtulo saadaan kaavalla:

XY =my + xay2 + -+ + TpYn.
Huomautus 4.31. Sisdtulo on sama kuin matriisitulo X7Y.

Maaritelma 4.32. [Sisdtulo]

Vektoriavaruuden V' sisdtulo joukossa C on (X | Y) kaikilla X,Y € V eli
kuvaus (- | -) : V x V' — C, joka téyttédé seuraavat vaatimukset:

1. (X |X)>0,ja(X|X)=0, jos ja vain jos X =0,
2 (X |Y)=(V]X)ja
3. Jokaiselle XY, Z € V ja c¢,d € C pétee
(X +dZ|Y)=c¢(X |Y)+d(Z|Y).

Huomautus 4.33. Avaruuden R" sisatulo 4.30 toteuttaa maaritelman 4.32
ehdot.

Esimerkki 4.34. [Sisdtulon laskeminen)]

Lasketaan vektoreiden

1 -2
20 . -1
X = 3| Ja Y = 1
4 2
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sisatulo:

X V=1-(-2)+2-(-1)4+3-144.2=-2—-14+3+8=38.

Esimerkki 4.35. [Kompleksilukujen sisétulo]

Lasketaan kompleksilukujen z; = 1 —2i ja 2o = 4+ 3¢ sisatulo. Jotta sisatulo
voidaan laskea tulee jalkimmaisestd kompleksiluvusta ottaa kompleksikonju-
gaatti. Kompleksiluvun 2z, = 4+ 3¢ kompleksikonjugaatti on 2, = 4 — 3. Nyt
voidaan laskea kompleksilukujen z; ja 29 sisatulo:

=1-4+1-(=3i)+4-(=2i)+ (=2) - (=3)i*
=4 —3i — 8 + 6i°
=4—-111—6
= —2— 11i.
Huomautus 4.36. Kompleksilukujen tulo ei ole sisatulo, silla
(21 ] 22) = (ac+ bd) + (be — ad)i = (22 | z1).

Liséksi vrt. edellisessa esimerkissa 4.35 esitettyjen kompleksilukujen tulo ei
ole sisdtulo, koska z1 - 20 = 10 — 51 # —2 — 111 = 21 - Z5.

4.3.2 Normi

Sisdtuloavaruuksissa vektoreiden pituuksia kutsutaan normeiksi. Normia
merkitdan kaksilla itseisarvoviivoilla, joiden keskelle on merkitty vektori eli
esim. ||.X|].

Maiaritelméa 4.37. [Vektorin normi]
Vektorin X normi on || X|| = /(X | X).

Maaritelméa 4.38. [Vektorin normi reaalisessa vektoriavaruudessa]

X1

T
Vektorin X = | | normi on HXH:\/x%—l—x%%—---%—x%.

Tn
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Kéaytamme vektoreiden yhdensuuntaisuutta esimerkissa 4.40, joten méaaritel-
laédn se ennen esimerkkia.

Maaritelma 4.39. [Yhdensuuntaiset vektorit]

Vektorit X ja Y ovat yhdensuuntaiset eli X || Y, jos ja vain jos X = ¢Y,
jollakin ¢ # 0.

Esimerkki 4.40. [Vektorin normin laskeminen]

—2
Olkoon meilla vektori Y = | 6 |. Lasketaan vektorin normi ja etsitdan sel-
3
lainen vektori U, joka on yhdensuuntainen vektorin Y kanssa ja jonka normi
on 2.

Vektorin Y normi on:

Y] =/(-2)? +62+32=vI+36+ 9=V ="T.

Normi on sama kuin pisteen (—2, 6, 3) etdisyys origosta katso luku 4.3.3, silla
origo toimii nollapisteena vektorin alkupisteelle, joten sen lopullinen sijainti
on juuri kyseisen pisteen etaisyys origosta.

Vektorin Y kanssa yhdensuuntainen vektori U saadaan kaavalla

2Y
U= im , jossa 2 on vektorin U normi.
Nyt siis
-2 —4
U==4-]6|==+=-112
3 6
—4
Loydettiin siis kaksi vektoria U = i% 12 |, jotka ovat yhdensuuntaisia vek-
6

torin Y kanssa ja joiden normi on 2.

Kompleksiluvun normi lasketaan hyodyntaen kompleksiluvun kompleksikon-
jugaattia. Kompleksiluvusta ja sen kompleksikonjugaatista lasketaan sisatu-
lo, josta otetaan neliojuuri. Kompleksiluvun normiksi saadaan aina reaaliluku
kts. 3.3.
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Esimerkki 4.41. [Kompleksiluvun normi]

Kompleksiluvun z = 3 4 3¢ kompleksikonjugaatti on Z = 3 — 3i. Lasketaan
kompleksiluvun z = 3 + 3¢ normi:

2]l =Vz-z
= /(3 +30)(3 - 30)
= /3-3+3-(~3i)+3-3i +3- (~3)2
=9 —9i + 9i — 9i2
=V9+9
= V18
=3V2.

4.3.3 Etaisyys ja kulma

Maaritelladn ja lasketaan kahden vektorin vilinen etaisyys ja kulma seka
lasketaan esimerkkind kompleksilukujen etéisyys.

Maaritelmd 4.42. [Kahden vektorin vélinen etéisyys]

Vektoreiden X ja Y vilinen etaisyys saadaan kaavalla:

d(X,Y) = [[X =Y.
Esimerkki 4.43. [Vektoreiden etiisyys]

Olkoon meilld vektorit X = [161] jaYy = [1301. Lasketaan vektoreiden X ja

Y etaisyys toisistaan:

d(X,Y) = ||IX = Y|| = /(11 = 10,6 — 3)|| = [|1,3]| = V12 + 37 = V0.

Kompleksilukujen etéisyys lasketaan kompleksilukujen erotuksen ja normin
avulla, samaan tapaan kuin vektoreiden etaisyys.
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Esimerkki 4.44. [Kompleksilukujen etéisyys]

Olkoon meillad kompleksiluvut z; = 11417 ja 2o = 10— 3i. Lasketaan komplek-
silukujen z; ja 29 etdisyys toisistaan laskemalla ensin z; — 2:

21—22:11+Z—(10—31)
=114+:—-10+ 3¢
=1+ 4.

Lasketaan sitten erotuksen normi hyédyntaen erotuksen kompleksikonjugaat-
tia:

21 — 2ol = /(1 + 44)(1 — 4i)
=1 —4i + 4i — 1642
=1+ 16
_ V17,

Eli d(Zl,ZQ) == \/ﬁ

Kun vektoreiden sisatulo ja normi osataan laskea niin voidaan méarittéaa
kahden vektorin vélinen kulma.

Maaritelma 4.45. [Kahden vektorin vélinen kulma)

Kahden nollasta eroavan vektorin valinen kulma avaruudessa R"™ saadaan
kaavalla:
XY

XY =—
os(XY) = =TV

kun kulma on valilla [0, 7].

Huomautus 4.46. Kaksi vektoria virittdvit tason, joten kulma cos(X,Y’) on
tasossa olevien vektoreiden X ja Y vilille muodostunut kulma [3].

Esimerkki 4.47. [Vektoreiden vilinen kulmal]

Lasketaan vektoreiden



vélinen kulma. Aloitetaan laskemalla vektoreiden sisiatulo, joka on:
Y- X=4-(-2)+(-1)-2+3-5=-8—-2+15=6.
Lasketaan seuraavaksi vektoreiden V' ja U normit:

V]| = 42+ (-1)2+32 =16+ L + 9= V26

ja

1XI| = /(~2)2 + 22 + 52 = VA1 41+ 25 = v/33.

Nyt voidaan laskea vektoreiden vélinen kulma:

XY
X,Y)= " _
os( X Y) = =TTV
6
cos(X,Y) = ——
XY) = J6vas
§)
COS(X,Y):ﬁ
(X,Y) = 78.2°.

Vektoreiden Y ja X véliseksi kulmaksi saatiin siis 78.2°.

5 Lineaarikuvaukset

Lineaarikuvaukset ovat erityinen tyyppi funktioita, jotka sailyttéavat vek-
toreiden lineaariset ominaisuudet. Lineaarikuvauksia voidaan esittad matrii-
sien avulla, missa jokainen lineaarikuvaus vastaa tiettya matriisia. Lineaa-
rialgebran oppikirjat Matematiikan taito 15 [3] ja Calculus 11 [1] ovat olleet

tarkeita ldhteitd taman luvun sisdllon muodostamisessa.

5.1 Funktio

Funktion méaritelmé joukosta A joukkoon B viittaa sdantoon, joka liittad
jokaiseen joukon A alkioon tarkasti yhden alkion joukosta B. Téata sdantoa
kuvataan lyhyesti merkinnallda F' : A — B. Funktion maarittely ei edellytéa
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erityista tietoa joukkojen A ja B alkioista, jotka voivat olla lukuja, mutta
lineaarialgebrassa ne ovat vektoreita.

Tarkastellaan funktion méaritelméa ennen kuin siirrytaédn tarkastelemaan
tarkemmin lineaarikuvauksia. Funktion méaritelméssé puhutaan tulojoukon
osajoukosta, joka tarkoittaa joukkoa, joka koostuu joistakin tulojoukon al-
kioista, mutta ei valttamatta kaikista niista. Esimerkiksi, jos meilld on vek-
toriavaruus R? niin sen osajoukko on jotkin vektoriavaruuden R? vektorit.

Maaritelma 5.1. [Funktio]
Olkoot A ja B joukkoja. Talloin ndiden tulojoukon osajoukko FF C A x B on

funktio, jos sille péatevit seuraavat ehdot:

1. Kaikille X, jotka kuuluvat joukkoon A on olemassa Y joukossa B siten,
ettd pari (X,Y) kuuluu funktioon F.

2. Pari (X,Y) kuuluu funktioon F' jos ja vain jos jokaiselle Z, joka on eri
suurta kuin Y pétee, ettd pari (X, Z) ei kuulu joukkoon F'.

5.2 Lineaarikuvaus

Maaritelma 5.2. [Lineaarikuvaus]

Olkoon W ja V vektoriavaruuksia. Funktiota F': W — V sanotaan lineaari-
kuvaukseksi, jos kaikilla vektoriavaruuden W vektoreilla X ja Y ja kaikilla
skalaareilla ¢ on voimassa:

. F(IX+Y)=F(X)+ F(Y) ja

2. F(cX) =cF(X).

Esimerkki 5.3. [Lineaarikuvauksen tutkiminen)]

Tutkitaan madritelman 5.2 avulla ovatko funktiot F(X) = 3X ja G(X) =
4X + 1 lineaarikuvauksia, kun F,G : R — R.
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Tarkastellaan ensin funktiota F ja ensimmaista ehtoa:
FIX+Y)=3X+Y)=3X+3Y =F(X)+ F(Y),

joten ensimmaéinen ehto patee. Tarkastellaan sitten tayttadko funktio F myos
toisen ehdon vaatimukset:

F(cX)=3cX =c¢-3X = cF(X).

Funktio F' tayttda myos toisen ehdon vaatimukset, joten funktio ' = 3X on
lineaarikuvaus.

Tehdiin samat tarkastelut funktiolle G = 4X + 1:
GX+Y)=4X+Y)+1=4X+4Y + 1 #GX)+G(Y) =4X +4Y + 2,

joten funktio G ei taytd ensimmaista ehtoa eika funktio G = 4.X + 1 siten ole
myoskédan lineaarikuvaus. Toista ehtoa ei tarvitse tarkastella, silld molempien
ehtojen tulee olla voimassa, jotta funktio on lineaarikuvaus.

Matriisit liittyvat luonnollisesti kuvauksiin, koska tiettyja funktioita voidaan
kétevasti esittda matriisien avulla. Matriisien kertominen vektorin kanssa
muuttaa vektorin toiseksi vektoriksi. Lineaarikuvaukset noudattavat kaavaa
F(X) = AX, missia X on vektori ja A on matriisi. TAmé& seuraa seuraavasta
lauseesta 5.4.

Lause 5.4. [Lineaarikuvaus/

Avaruuden R™ kanta on

B={E\,E,...,E,}

11 [0 0
0] |1 0
0] 10 1

Olkoon nyt T : R™ — R™ lineaarikuvaus, jossa

ail a2 Q1in

21 929 A2n,
T(El) = . ) T(EQ) = . ) Ty T(En> -

A1 A2 Amn
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Nyt (m x n)-matriisia, jonka i. sarake vastaa matriisia T'(E;), voidaan mer-
kitdé matriisina A. Tdlloin matriisille

aix iz - Qip

ag1 Q22 -+ Q2p
A= . . . . P

Am1 Am2 - Omnp

patee T(X) = AX kaikilla X € R™.

Todistus. [2, lause 6.10]. O

Esimerkki 5.5. [Matriisit ja lineaarikuvaus|

Tarkastellaan funktiota F', jolle patee
=l
Eli F(X) = AX. Nyt jokaista vektoria X = [ij vastaa vektori
o=l ) = )
Esimerkiksi, kun x; = 2 ja x5 = 3 saadaan:
- 3Bl
Liséksi maaritelman 5.2 ehtojen nojalla F' on lineaarikuvaus, silla:

FIX4+Y)=AX+Y)=AX + AY = F(X) + F(Y)

" F(cX)=A(cX) =cAX = cF(X).
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5.3 Affiinikuvaukset

Affiinikuvauksia kaytetaan kuvankasittelyn perustyokaluina. Tietokone las-
kee kuvan pisteille affiinikuvauksia, kun kuvaa halutaan esimerkiksi venyttaa
tai peilata. Tyydymme tarkastelemaan kuvauksien perustyyppeja tasossa.

Maaritelméa 5.6. [Affiinikuvaus]

Affiinikuvaus F : R? — R? on muotoa
F(X) = AX + B,

misséd matriisi A on kddntyva (2 x 2)-matriisi ja B € R? [10].

Lause 5.7. [Affiinikuvauksen ominaisuudet]

Affiinikuvauksella on seuraavat ominaisuudet.

1. Samalla suoralla olevat pisteet ovat samalla suoralla myds kuvauksen
jalkeen.

2. Samalla suoralla olevien janojen pituuksien suhteet sdilyvit kuvaukses-
sa (ellei suora kuvaudu pisteeksi).

Todistus. [9, sivu 41]. O

5.3.1 Venytys

Maaritelma 5.8. [Venytys|

Yhtdlé T(X) = aX, a € R maéérittelee kuvauksen 7' : R? — R? joka on

venytys. Jos X = ﬂ, niin
x x ax a 0| |z
. M - M - [@y] - [0 a] M - Ax

0 2] valittama lineaarikuvaus.

Venytys on siis matriisin A = [a
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Venytysta kutsutaan myos homoteettiseksi kuvaukseksi eli homotetiaksi.
Talloin matriisin A valittdméssa kuvauksessa origo on homotetiakeskus.

Esimerkki 5.9. [Kolmion venytys|

Olkoon meilld kolmio, jonka karkipisteet ovat X; = (1,1), Xy = (3,0) ja
X3 = (2,4). Havainnollistetaan lineaarikuvauksia 7'(X) = 3X ja T(X) =
—-3X.

Vektorit 3X ja —3X ovat kolme kertaa niin pitkia kuin vektori X. Vektori 3.X
on vektorin X kanssa samansuuntainen, kun taas vektori —3X on vastak-
kaissuuntainen vektorin X kanssa. Tasta syysta kolmioiden karkipisteiden
etédisyydet origosta tulevat kolminkertaisiksi ja kaikki muutkin etédisyydet
kolminkertaistuvat.

Kuvauksen T'(X) = 3X valittda matriisi: 3 - l(l) (1)] = B g} :

joten kuvausta 7'(X) = 3X vastaavan kolmion karkipisteet ovat

(1-3,1-3) = (3,3),
(3-3,0-3) = (9,0) ja
(2-3,4-3) = (6,12).

Kuva 5.1: Kuvaus T'(X) = 3X.
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Kuvauksen T'(X) = —3X valittdd matriisi: —3 - [é ﬂ = [_03 _03] ;

joten kuvausta 7'(X) = —3X vastaavan kolmion kérkipisteet ovat

(1-(=3),1-(=3)) = (=3, =3),
(3-(=3),0-(=3)) = (=9,0) ja
(2-(=3),4-(=3)) = (-6,—12).

3%, X4 X

3X -12

3

Kuva 5.2: Kuvaus T'(X) = —3X.

5.3.2 Peilaus

Pisteen (x,y) peilikuva

o z-akselin suhteen on (z, —y),
 y-akselin suhteen on (—z,y) ja

« origon suhteen on (—x, —y).
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Lause 5.10. [Peilaus/

Vektorin X = lﬂ peilaus origon suhteen on —X = l:ﬂ Nyt matriisi

—I = l_Ol _01] valittada tason peilauksen origon suhteen.

Todistus. Vektorille X patee, etta

X—rx- [—01 _01] m

Vastaavasti saadaan peilaukset z-akselin ja y-akselin suhteen.

Peilauksen

e zx-akselin suhteen valittad matriisi [(1) _011,

o y-akselin suhteen vilittda matriisi [_01 ﬂ ja

o origon suhteen valittda matriisi l_()l _011

Esimerkki 5.11. [Kolmion peilaus]

Olkoon meilld kolmio, jonka kérkipisteet ovat: (1,1), (3,0) ja (2,4). Peilataan
kolmio x-akselin, y-akselin ja origon suhteen.

Peilauksen z-akselin suhteen valittdd matriisi

b )

joten z-akselin suhteen peilatun kolmion kérkipisteet ovat

(1-1,1-(=1)) = (1, -1),
(3-1,0-(—1)) = (3,0) ja
(2-1,4-(=1)) = (2, —4).
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Peilauksen y-akselin suhteen valittaa matriisi

-1 0
0 1|’
joten y-akselin suhteen peilatun kolmion karkipisteet ovat

(_171)7

—~
—_
—~
|
—_
~—
-y
—_
~—
I

—~
[\]
—~
|
—_
~—
>~
—_
~—
Il

(—2,4).

Peilauksen origon suhteen valittad matriisi

o4

joten origon suhteen peilatun kolmion karkipisteet ovat

(1-(=1),1-(=1)) = (=1,-1),
0-(=1)) =(=3,0) ja
(2-(=1),4-(=1)) = (=2, -4).

Peilattuna y-akselin suhteen Alkuperainen kolmio

0 1 2 3 4 5 ] )

Peilattuna origon suhteen " Peilattuna x-akselin suhteen

Kuva 5.3: Peilaukset.
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5.3.3 Projektio

Maaritelma 5.12. [Yksikkovektori]

Vektoria, jonka pituus on yksi sanotaan yksikkovektoriksi.

Maaritelma 5.13. [Projektio]

Olkoon X jokin avaruuden R? vektori ja E jokin yksikkévektori avaruudessa
R2. Talloin vektorin X projektio vektorin E virittamélle aliavaruudelle on

Y=Xp=(X E)E.
Skalaaritulon laskusédantéjen 1.7 nojalla
Y=(X-E)E=EX-FE)=EE-X).
Toisaalta F - X = ETX, koska E on yksikkovektori, joten

Y =E(E-X)=EE"X)=(EE")X.

Siis projektiokuvaus on lineaarikuvaus, jonka maarittis matriisi A = FET.

Esimerkki 5.14. [Projektiokuvaus|

Muodosta projektiokuvauksen matriisi, kun yksikkovektori £ = ol 12 kun

yksikkévektori U = % [1] seka laske vektorin X = l 2

2 B 31 vektoriprojektio

molemmissa tapauksissa.

Kun FE = [(1)] saadaan projektiokuvauksen matriisiksi:

B r |1 110
P=EE _[0 Lol=15 ol
Vektorin X projektio on téalloin vektori:

e HIE ]
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Kun U = % E] saadaan projektiokuvauksen matriisiksi:

1 J1] 1 111 111 2
_ T_ L o _ - B
R_UU_\/SM\/B[I 2] 5M[1 2] 5[2 4].
Vektorin X projektio on talloin vektori:
L1 2]]2 1[4 —1
7=m—s b 315 s - 1)

Seuraavassa kuvassa on laskujen tueksi kuvallinen havainnollistus projisoin-
neista:

Kuva 5.4: Projektiot

5.3.4 Kierto

Kierroissa kuvion muoto ja koko sailyvét. Tasoissa kierto tarkoittaa sita, et-
ta paikkavektori kiertyy alkupisteensd ympari vastapaivaan eli positiiviseen
kiertosuuntaan, kun kierron kulma on positiivinen tai myotapaivaan eli ne-
gatiiviseen kiertosuuntaan, kun kierron kulma on negatiivinen. Silloin, kun
tasokuvio kiertyy, niin kaikki kuvion pisteet kiertyvat saman kulman verran
origon ympari.

82



Lause 5.15. [Kierto tasossa/

Kierron tasossa valittdd matriisi

_|cosa —sina
sinae cosa |’

jossa parametri o voi saada arvoja reaalilukujen joukossa tai kulmien suu-
ruuksia.

Todistus. Olkoon T kierto origon ympéri vastapaivaan kulman « verran. So-

velletaan kiertoa 1" vektoreihin F; = [(1)1 ja Eoy = [ﬂ

Nyt saadaan

o] ] w7 ][]

sin o COS v

ro0-of]-r(ef] o f)
=t o] o {] == e e ]

__|rcosa—ysina| |cosa —sinal |
rsina + ycosa sina  cosa | |y

]

Talloin

Esimerkki 5.16. [Kolmion kierto]

Olkoon meilld kolmio, jonka karkipisteet ovat: (1,1),(3,0) ja (2,4). Kierre-
taan kolmiota 90°, 180° ja 270°.

Kolmio voidaan ilmaista kéarkipisteidensa avulla matriisina
1 3 2
1 0 4|
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Kiertoa 90° valittdad matriisi

cos90° —sin90°| |0 —1
sin90°  cos90° | (1 0|’

joten 90° kierretyn kolmion karkipisteet ovat
0O —-1/(1 3 2] |-1 0 —4
1 0|1 04 |1 3 2/’
eli pisteet (—1,1), (0,3) ja (—4,2).

Kiertoa 180° valittad matriisi

cos180° —sin180°f |—=1 0
sin180° cos180° | |0 -1}’

joten 180° kierretyn kolmion karkipisteet ovat
-1 0({1 3 2| |-1 -3 -2
0 —1|{1 0 4| |[-1 0 —4|’
eli pisteet (—1,—1), (—=3,0) ja (=2, —4).

Kiertoa 270° valittad matriisi

cos270° —sin270°| | 0 1
sin270°  cos270° |  |[—1 0]’

joten 270° kierretyn kolmion karkipisteet ovat

e | e B

eli pisteet (1,—1), (0,—3) ja (4, —2).
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90° kierto

Alkuperginen kolmio

180° kierto

270° kierto

Kuva 5.5: Kierrot.

6 Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Ominaisarvoja ja ominaisvektoreita voidaan laskea (nxn)-matriiseille eli
neliomatriiseille. Ne ovat hyvin keskeinen osa monia matemaattisia menetel-
miéd kuten differentiaaliyhtéloiden ratkaisua ja iteratiivisia menetelmia. Té-
méan luvun maaritelmat pohjautuvat kirjaan Numerical Methods with Worked
Examples: Matlab Edition, jonka ovat kirjoittaneet Woodford, C. ja Phillips,
C. [17].
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6.1 Ominaisarvot ja -vektorit

Kasittelimme aiemmin vain reaaliarvoisia matriiseja. Matriisit voivat olla kui-
tenkin my6s kompleksiarvoisia. Téssa luvussa tutustutaan myos kompleksi-
siin matriiseihin, silld ominaisarvo A voi saada my6s kompleksisia ratkai-
suja, kun laajennetaan reaalilukujen joukosta R kompleksilukujen joukkoon
C. Kompleksisille matriiseille patee samat laskusadannot kuin reaaliarvoisille
matriiseille [18, luku 13.5]. N&ita késiteltiin luvussa 1.

Maaritelmé 6.1. [Ominaisarvo ja ominaisvektori]

Olkoon A (n x n)-matriisi. Skalaaria A kutsutaan matriisin A ominaisarvoksi,
jos on olemassa nollasta eroava vektori X, jolle patee

AX = )\X.

Vektoria X kutsutaan matriisin A ominaisvektoriksi ominaisarvolla .

Matriisin ominaisarvojen ja -vektoreiden méarittdmiseen tarvitaan karak-
teristista polynomia.

Maaritelma 6.2. [Karakteristinen polynomi]

Matriisin A karakteristinen polynomi on lauseke:

P:C—C, P\ =det(A—AL).

Kuvaus todella on polynomi, silla:

A= AL =Y (=) Fep A"
k=0

= (=1D)"c, A"+ (=1)" e A
4 (_1)n—2cn_2)\n—2 et (—1)060,

jossa m on matriisin A dimensio ja luvut ¢; ovat kertoimia, jotka riippuvat
matriisin A alkioista.

Yhtélod det(A — A,,) = 0 kutsutaan karakteriseksi yhtéloksi. Matriisin
A ominaisarvot ja ominaisvektorit saadaan selvitettyd seuraavilla kolmella
vaiheella:
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1. Muodosta karakteristinen polynomi det(A — AI,,).
2. Ratkaise A karakterisesta yhtélosta det(A — AL,) = 0.

3. Ratkaise jokaiselle A ominaisvektori yhtélolla (A — A1) X = 0.

Matriisilla voi olla reaalisia ominaisarvoja tai kompleksisia ominaisarvoja.
Tarkastellaan seuraavaksi kolmea erilaista ominaisarvotilannetta (2 x 2)-
matriiseille ja muodostetaan my6s ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit.

Huomautus 6.3. Ominaisarvo ja ominaisvektori esimerkeissa esiintyva ¢ voi
olla eri arvoinen riippuen ominaisvektorista eli ¢ kuvaa jotakin lukua joukossa
C tietyssa ominaisvektorissa.

Esimerkki 6.4. [Yksi reaalinen ominaisarvo]

. o 2 1] . o . o .
Olkoon meilld matriisi A = [0 2], jonka ominaisarvot ja ominaisvektorit

halutaan selvittda.

Aloitetaan etsiméalld matriisin A ominaisarvot muodostamalla karakteristi-
nen polynomi ja laskemalla sen nollakohdat:

det(A—AI)zdetqg ﬂ—[g QDZthFBA QiA]

=(2-M)2-X—-1-0
=(2-))%

Kun (2 — A) =0, niin A = 2.
Saatiin siis matriisin A ainoaksi ominaisarvoksi A = 2.

Etsitdan seuraavaksi sitd vastaava ominaisvektori V3, yhtalon (A—AI,,)V; =0
avulla.

A= 2:



Matriisiyhtalostd ndhdaén, etta vy voi olla mika tahansa luku ja ve = 0,

joten:
C
e o= |Y,

missa ¢ on mika tahansa luku kompleksilukujen joukossa.
Matriisille A 10ydettiin siis ominaisarvo A = 2, jota vastaava ominaisvektori

on
C

%z[ol,kunceCjac;«éO.

ll,kunc:l.

Eli esimerkiksi erds ominaisvektori on V; = [0

Esimerkki 6.5. [Kaksi reaalista ominaisarvoa]

Olkoon meilla matriisi A = [:? ;l], jonka ominaisarvot ja ominaisvektorit

halutaan selvittaa.

Aloitetaan etsimélld matriisin A ominaisarvot muodostamalla karakteristi-
nen polynomi ja laskemalla sen nollakohdat:

RV [ | I el

=(-2-XN)B=X)—4-(-1)
=\ -)\-2

Nyt meilld on karakteristinen yhtélo A2—\—2 = 0, jonka ratkaisuiksi saadaan
A =-—1
Ay =2,
kayttamalla toisen asteen yhtalon ratkaisukaavaa. Matriisin A ominaisarvot
ovat siis Ay = —1 ja Ay = 2.

Etsitdan seuraavaksi néité vastaavat ominaisvektorit V; ja V5.
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s |

—v1 + 41}2 - 0
—v1 + 4’02 N 0]
Matriisiyhtalosté saadaan:

=4
{vl Uy :>V1:[40].
v9 € C c

Matriisiyhtalosté saadaan:

C
e el
Vo = U1 c

Matriisille A 16ydettin siis ominaisarvot A\; = —1 ja Ay = 2, joita vastaavat
ominaisvektorit ovat

Vi = [4601 ja Vo = lj , joissa ¢ € C ja c # 0.

Esimerkki 6.6. [Kompleksiset ominaisarvot]

Olkoon meilld matriisi A = [0

10 ], jonka ominaisarvot ja ominaisvektorit

halutaan selvittda.

Aloitetaan etsimalld matriisin A ominaisarvot muodostamalla karakteristi-
nen polynomi ja laskemalla sen nollakohdat:

stacon-on (1 3] ) -2
= (=) = (=) -1
=N+ 1.
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Nyt meilld on karakteristinen yhtdlo A% +1 = 0, jolla ei ole reaalisia ratkai-
suja, siis

A 4+ 1 # 0 kaikilla A € R.

Matriisilla ei siis ole reaalisia ominaisarvoja, eiké silla ole siten myoskéaan
reaalisia ominaisvektoreita. Matriisilla on kuitenkin kompleksiset ominaisar-
vot, joille voidaan 16ytaéd niita vastaavat ominaisvektorit. Ratkaistaan nyt
saatu yhtalo kompleksilukujen avulla:

MNAl1=0 <= AN=—1 <= A=+y/—-1 < )= +i.

Matriisin A ominaisarvot ovat siis A\; = i ja Ay = —i. Etsitdan seuraavaksi
néitd vastaavat ominaisvektorit Vi ja V5.

)\1:i2

Matriisiyhtalosté saadaan:

e o[-

Matriisille A 16ydettiin siis ominaisarvot A = i ja A\ = —i, joita vastaavat
ominaisvektorit ovat

Vi= [Zj ja Vo = [_Czcl,kunce((fjac#().
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Huomautus 6.7. Matriisin ominaisarvojen tulo vastaa matriisin determinant-

tia [19, luvun 4.1 kohta; huomioita]. Katso esimerkiksi esimerkki 6.5, jossa
ominaisarvojen A\; = —1 ja Ay = 2 tulo on —2, joka vastaa matriisin A
determinanttia.

6.2 FErikoismatriisit

Tarkastellaan seuraavaksi diagonaalimatriisin 1.1.3 ja porrasmuotoisen mat-
riisin 2.3.2 ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden ratkaisemista.

Esimerkki 6.8. [Diagonaalimatriisin ominaisarvot ja -vektorit]

Olkoon meilla matriisi

jolla on nollasta poikkeavia arvoja vain sen paadiagonaalilla eli se on diago-
naalimatriisi.

Diagonaalimatriisin ominaisarvot saadaan suoraan paddiagonaalilta eli mat-
riisin A ominaisarvot ovat A\ =4, Ay =2 ja A3 = —1.

Ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit ndhdadn myos suoraan matriisista

A:

ominaisarvoa \; = 4 vastaava ominaisvektori on [0],

ominaisarvoa Ay = 2 vastaava ominaisvektori on |c

_0_
0
ja ominaisarvoa A3 = —1 vastaava ominaisvektori on |0|,
c

joissa c € C ja c # 0.
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Esimerkki 6.9. [Porrasmuotoisen matriisin ominaisarvot ja -vektorit]

Olkoon meilld porrasmuotoinen matriisi

-2 2 5
B=]10 1 3
0 -3

Porrasmuotoisen matriisin ominaisarvot saadaan suoraan péaadiagonaalilta
kuten diagonaalimatriisin, silla porrasmuotoisen matriisin karakteristisen po-
lynomin nollakohdat saadaan yhtélosté:

(a11 — AN)(aga — A) ... (@pn — A) =0

[20, sivu 5]. Siis matriisin B ominaisarvot ovat A} = —2, Ay = 1 ja A3 = —3.
Naita vastaavia ominaisvektoreita ei kuitenkaan saada yhta helposti vaan ne
tulee laskea:

)\1 = -2
—2—(=2) 2 5 v]  [0]
0 1—(-2) 3 vy = |0
0 0 —3—(=2)] [vs] |0
0+ 21)2 + 51)3_ -0_
& |04 3vy 4+ 3vs| = [0] .
04+0— U3 | _0_

Matriisiyhtalosté saadaan:

U1€(C Is
vy =20 = V7= 10
U3:0 0
Ay=1
-2-1 2 D 1] ]
0 1—-1 3 Vo | =
0 0 -3 =1 |vs

—3U1 + 21)2 + 5U3_
~ 0+ 0+ 3vs =
0+ 0 —4vs

o0 o OO O
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Matriisiyhtalosté saadaan:

U1 € C IS
Vg = %vl =V, = %c
V3 = 0 0
)\3 = -3
-2 —(-3) 2 5 1] 0]
0 1—(-3) 3 vo| = |0
0 0 -3 —(-3)] |vs] 0]
U1+ 21)2 + 51)3_ -0_
< |0+ 41)2 + 3U3 = (0] .
0+0+0 0]
Matriisiyhtalosté saadaan:
U1 = —%U:a —%c
Vg = —%’03 = V5= —%C
vg € C ¢
Ominaisarvoja Ay = —2, Ay = 1 ja A3 = —3 vastaaviksi ominaisvektoreiksi
saatiin siis
c c —%
Vi= 0|, Va=[3¢| jaVs=|-3c],
0 0 c

kun ¢ € C ja ¢ # 0.

Eli esimerkiksi, kun ¢ = 4 niin saadaan ominaisvektoreiksi

4 4 —14
Vi=1|0|,Va= 6] jaVg=| -3
0 0 4

6.3 Kaytto ja sovellukset

Tarkastellaan esimerkkia pollojen ja metsarottien populaatioiden kasvusta.
Esimerkki pohjautuu ldhteessa [12] esitettyyn vastaavaan esimerkkiin.
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Esimerkki 6.10. [Populaation kasvu]

Olkoon meilla ajanhetki k, joka on aika kuukausissa. Merkitadn pollojen ja
metsirottien populaatiota
_ |
Xk - [Rk] )

jossa tutkitun alueen poll6jen lukuméard on Py ja rottien lukumaéra on Ry
(mitattuna tuhansissa). On tiedossa, etté

Pri1=(0,5)P + (0,4) Ry, ja

Riy1 = —pPi + (11) Ry,
missd p on positiivinen parametri. Ensimmaéisen yhtélon termi (0,5) Py ker-
too meille, etta vain puolet polloista selvidavat, jos niilla ei ole metséarottia
ravintona. Toisen yhtélon termi (1,1) Ry taas kertoo meille, ettd metsarot-
tien populaatio kasvaa 10% joka kuukausi, jos pollot eivat metsasta niita.
Jos rottia on runsaasti niin ensimmaéisen yhtélon termi (0,4) Ry saa pollojen

populaation nousemaan, kun taas toisen yhtalon termi —pP; kertoo rottien
kuolemista poll6jen saalistuksen seurauksena.

Maarita taméan jarjestelman kehitys, kun saalistusparametri p = 0,104.

Kun p = 0,104 niin voidaan muodostaa seuraava kerroinmatriisi:
0,5 04
A= [—0,104 1,1] ’

jolloin Xy 1 = AXj.

Ratkaistaan matriisin A ominaisarvot ja ominaisvektorit:

05 04] [X O
aata-an—aa (| 23, - [} )

05—\ 04 ]
—0,104 1,1 —X
=(0,5—A)(1,1 —X\) —0,4-(—0,104)
= 0,55 — 0,5) — 1,1\ + A2 40,0416
=\? — 1,6\ 4+ 0,5916.

:det[

Nyt meilld on karakteristinen yhtdlé A2 —1,6A-+0,5916 = 0, jonka ratkaisuiksi
saadaan

A = 0,58

Ay = 1,02,
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kayttamalla toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaa. Matriisin A ominaisarvot
ovat siis A\; = 0,58 ja Ay = 1,02.

Etsitdan seuraavaksi néité vastaavat ominaisvektorit V; ja V5.
A1 = 0,58:
0,5 —0,58 0,4 vi| |0
—0,104 1,1 —-0,58] |v2| |0

—0,08v; + 0,40, | [0
—0,104v;, + 0,52v,| — |0

Kerrotaan yhtalo puolittain luvulla 12,5 ja saadaan sievennettya matriisiyh-
talo seuraavaan muotoon:
vy —o5va| |0
vy —Hve| 0]
Matriisiyhtalosta saadaan:
V1 = v
1 2 V= Y6 ‘
vy € C c

Valitaan ¢ = 1, jolloin saadaan V; = E]
Ao = 1,02:

0,5 —1,02 0

—-0,104 1, 1 1 ,02 0

—0,52v; + 0 4'02 0

—0 104U1 + 0 087)2 0

e 04 _ 10 0,08 _ 10 o e .
Nyt saadaan osamaéarien 053 = ) ja 0104 = —13 avulla tietad, etté
ensimmaisen muuttujan arvot ovat —% kertalsla Verraten toisen muuttujan
arvoihin, jolloin toisen muuttujan arvot ovat —= kertalsla verraten ensim-

maisen muuttujan arvoihin. Saadaan siis sievennettya matriisiyhtalo seuraa-
vaan muotoon ja jatkettua ominaisvektoreiden etsimisté:

U1+%U2 _ 0
’Ul—f-}*o’l)g 0
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Matriisiyhtalosté saadaan:

v € C c
13 :‘/2:[13]'
V2 = 19U1 10¢

10

1
Valitaan ¢ = 10, jolloin saadaan sievennetty ominaisvektori V5, = Lg]

Matriisille A 16ydettin siis ominaisarvot A\; = 0,58 ja Ay = 1,02, joita vastaa-
vat ominaisvektorit ovat

oC ) :
%—[C]—L] , kun c =1 ja

Vo = llgcl = Hg} , kun ¢ = 10.

10

Koska V; ja V5 ovat lineaarisesti riippumattomat, niin ne virittavit avaruuden
R2. Niinpé alkuperiisen yhtalon X, voi kirjoittaa muodossa Xy = ¢; Vi +cyVs.

Kun k£ = 1:

X1 = AX() = A(Cl‘/l + Cz‘/YQ)
= ClA‘/l + CQA%
= Cl<0,58)‘/1 + 62(1,02)‘/2

— (0,58 m +x(1,02) Hg} |

Oletetaan, ettd X = ¢1(0,58)%V] + ¢5(1,02)*V; joillain k& = 1,2,3,.... Teh-
ddan induktioaskel, jossa osoitetaan, ettd vastaava yhtalo pétee askeleella
k—+1:

Xj1 = AXy = A(c1(0,58)" Vi + ¢2(1,02)"V3)

5 10
— A <c1(0,58)k H + ¢5(1,02) LSD

5

10
= (0,58)¢1(0,58)" H +(1,02)e5(1,02)" l13]

= ¢,(0,58)F*! m + ¢(1,02)% ! Hg} .
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Kun k — oo niin (0,58)**! — 0. Oletetaan, etti c; > 0, jolloin kaikilla
riittdvin suurilla arvoilla k, X;,; on likimain sama kuin cy(1,02)¥+1V5 ja
saadaan:

10
Xip1 & 2(1,02)! [13] .

Viite patee siis kaikille arvoille .

Approksimaatio edellisessd yhtalossa paranee, kun k kasvaa ja siten isoilla
arvoilla k saadaan:

10 10
Xiyo = AXjp1 ~ c(1,02)7F2 [ 13] = (1,02)cy(1,02)" LS} ~ 1,02X 1.

Edellisen yhtalon aproksimaation kertoo, etta lopulta X eli pollojen ja rot-
tien lukumaarat kasvavat lahes 1,02 kertaiseksi joka kuukausi eli kuukausit—
tainen kasvuvauhti on 2%. Lisiksi havaitaan, ettd £ - on suunnilleen 1 13, joten
jokaista 10 polloa kohden on noin 13 tuhatta rottaa

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkia, jossa kolmen alan vélilla opiskelijat
vaihtavat opiskelupaikkaansa. Esimerkki pohjautuu lahteessa [21] esitettyyn
vastaavaan esimerkkiin.

Esimerkki 6.11. [Alojen tyontekijat]

Oletetaan, etta kaiken kaikkiaan 200000 henkil6é tyoskentelee aloilla I'T, kou-
lutus ja media yhdessé kaupungissa. Oletetaan myds, etta naiden alojen yh-
teinen tyollisyystilanne pysyy muuttumattomana vuosien varrella. Kyselyn
mukaan 200000 henkilosta 70000 tyoskentelee I'T-alalla, 90000 koulutusalal-
la ja loput 40000 media-alalla. IT-alan tyontekijoista 2% siirtyy vuosittain
koulutusalalle ja 1% media-alalle. Joka vuosi myos 2% koulutusalalla tyos-
kentelevista siirtyy IT-alalle ja 1% media-alalle. Myos media-alalta siirtyy
opiskelijoita joka vuosi 1% IT-alalle ja 1% koulutusalalle.

Yrita ennustaa alojen valista tyollisyystilannetta 10 vuoden kuluttua.

Koska joka vuosi henkilot siirtyvit ammatista toiseen yhté suurella prosent-
tiosuudella niin kolmea ammattia harjoittavien henkiloiden vélisissa siirroissa
on ilmeisté, etta

Xl = AX(), X2 = AXl, ceey Xn = AXn—la joten Xn = AnXQ,
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jossa A on symmetrinen matriisi, jonka alkiot vastaavat siirtymismaéaria. Li-
siiksi tiaytyy olla kidntyvd matriisi P, jolle pitee P7'AP = A [?, lause 4.7],
jossa A on diagonaalimatriisi, jonka muodostavat matriisin A ominaisarvot.
Matriisi P muodostuu matriisin A lineaarisesti riippumattomista ominais-
vektoreista siten, ettd ominaisvektorit ovat matriisin P sarakkeet. Néin ollen
A" = PA"P~! [0, sivu 264] eli niilld kolmella alalla tyoskentelevin henkilds-
ton tilanne vuonna n voidaan laskea kaavalla

X, = PA\"P ' X, = A"X,.

Olkoon X lahtotilanne, jolloin I'T-alalla on 70000 tyontekijaa, koulutusalalla
90000 ja media-alalla 40000. Tasta saadaan matriisi:

70000
Xo = 90000
40000

7

— |9 - 10000.
4

Maéaritetadn seuraavaksi matriisi A, joka kuvaa siirtymista kolmen alan vé-
lilla:
0,97 0,02 0,01
A=10,02 097 0,01
0,01 0,01 0,98

Etsitdan seuraavaksi matriisin A ominaisarvot ja ominaisvektorit, jotta saa-
daan muodostettua matriisit A, P ja P71

Aloitetaan etsimalld ominaisarvot matriisille A:
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0,97 0,02 0,01] [A 0 0
det(A — AI) =det [ [0,02 0,97 0,01] —|0 XA 0

0,0l 0,01 098] [0 0 A
[0,97—X 0,02 0,01
—det| 002 097-X 0,01

0,01 001 098 A
097~ A 0,01
= (0,97 = A)det l 001 098—\
0,02 0,01 0,02 0,97 — A
—0,02det lO,Ol 008 A] 40,01 det [0,01 001 1

= (0,97 — \)((0,97 — A)(0,98 — A) — 0,01 - 0,01)
— 0,02(0,02(0,98 — A) — 0,01 - 0,01)
+0,01(0,02 - 0,01 — (0,97 — A)0,01)

= -3 4+292)\% — 28415\ + 0,9215.

Nyt meilld on karakteristinen yhtalo —A\3 + 2,922 — 2,8415\ + 0,9215 = 0,
jonka ratkaisuiksi saadaan

A\ = 0,95
Ao = 0,97
A3 = 1,

ratkaisemalla karakteristinen yhtélo késin tai laskimella (tdssd esimerkissé
laskimella). Matriisin A ominaisarvot ovat siis A\; = 0,95, Ay = 0,97 ja A\3 = 1.

Etsitaan seuraavaksi naita vastaavat ominaisvektorit Vi, V5 ja V3.

A\ = 0,95
0,97 —0,95 0,02 0,01 vl (0]
0,02  097-095 0,01 vy | =
0,01 0,0l  0,98—095] |vs]

0,02v; + 0,02v5 + 0,01v3| =
0,01v; + 0,01vy + 0,03w3 |

NS

0,02v; + 0,020 + 0,01v3]
=

Huomataan, ettd kun ensimméisen ja toisen muuttujan arvot ovat toistensa
vastalukuja ja, kun kolmas muuttuja on 0 niin tdydennetylle kerroinmatrii-
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sille 16ydetaan ratkaisuja:

V1 = —V9g —C
vy € C =>Vi=|c
V3 = 0 0
-1
Valitaan ¢ = 1, jolloin saadaan V; = | 1
0
/\2 = 0,972
0,97 — 0,97 0,02 0,01 vy | 0]
0,02 0,97 — 0,97 0,01 vy| =
0,01 0,01 0,98 —0,97| |vs

0+ 0,02v9 4+ 0,01vs
& 0,02v; + 04 0,01vg =
0,01v; + 0,01v, + 0,01v3 |

oo oo

Huomataan, ettéd kun ensimmaéisen ja toisen muuttujan arvot ovat samat ja
—%—kertaisia verraten kolmenteen muuttujaan niin tdydennetylle kerroinmat-
riisille 16ydetdan ratkaisuja:

U = —303 —%c
_ |1
vy =—3v3 = Vo= |—3¢C
V3 € C ¢
_1
Valitaan ¢ = 1, jolloin saadaan V5 = | —3
1

)\3 = 12
0,97 —1 0,02 0,01 01 | [0]

0,02 097—1 0,01 Vo | =

0,01 0,01 0,98 — 1| |vs]

—0,03v; + 0,020 + 0,01v5]

< | 0,02v; — 0,03vy + 0,01v3 | =

0,01v; + 0,01vy — 0,02v3 |

SRS
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Huomataan, etté ainut mahdollinen ratkaisu taydennetylle kerroinmatriisille
saadaan, kun v; = vy = v3, joten

U1 € (C cC
vy =1, = Vo= |c|.
V3 = U1 €
1
Valitaan ¢ = 1, jolloin saadaan V3 = |1].
1

Matriisille A 16ydettin siis ominaisarvot A; = 0,95, Ay = 0,97 ja A3 = 1, joita
vastaavat ominaisvektorit ovat:

[—c -1
Vi=|c|=]|1] ,kunc=1,
0 0
r_ 1 1
—2¢ ]
Vy = —%c = —% ,kun e =1 ja
e 1
¢ 1
Vs=lc| = 11| ,kunc=1.
c 1

Nyt, kun matriisin A ominaisarvot ja -vektorit ovat tiedossa niin voimme
muodostaa matriisit A, A", P ja P~

095 0 O 0,95™ 0 0
Matriisi A= | 0 0,97 0| ja A" = 0 0,97 0.
0 0 1 0 0 1"
-1 -1 1
Matriisi P = | 1 —% 1].
0 1 1

Lisaksi lasketaan P~1:

-1 -
PlI=|1
0 1

|
DN [ =D | =
| e
OO =
oS = O
o O
~
lé
—_
|
[
|l el N (9N
O O =
o = O
— ON=
~
l\J\‘»—A
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3 1
TRy NN
~ 2 2 ~ 2 2
O 1 110 0 1 01 1/0 0 1
11 1 111
I { R N Y T B O
~ 2 2 ~ -3 3 (-1)
01 1/0 0 1 0O 1 1[0 0 1
111 11
I P TR ] L PR S | e
O 1 0 % 21 2 0 0 1 13 13 % N
~3 T3 3 3 3 3
S” P 1 _% %1 (2)
iis P1=|-1 1 2}
ISR
3 3 3
Nyt voimme laskea paljonko on A kaavalla A" = PA"P~!:
AIOZPAIOP—I
—1 -1 170095 0 0][-% L o0
=1 —3 1 0 097 0| |-5 —% 2
IR
o 1 1o o o[y 1
10050 —1.0970 17[-1 1 o0
1 1 "1 2
- 1. 0,9510 3 079710 1 —15 —15 ?
0 0970 1] |1 11

[0,755606  0,156869 0,0875253

Q

10,0875253 0,0875253  0,824949

0,156869  0,755606 0,0875253 | .

IT-, koulutus- ja media-alalla tyoskentelevan henkiloston tilanne vuonna n
saadaan seuraavalla kaavalla X,, = A" X, joten kaytetdan sitd selvittdmadn
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tilanne 10 vuoden kuluttua:

XlOZAloXO
[0,755606  0,156869 0,0875253] [7

= | 0,156869  0,755606 0,0875253| |9]| - 10000
10,0875253 0,0875253  0,824949 | |4

7,0512
8,2486 | - 10000
14,7002

70512
— 82486
47002

Q

Eli 10 vuotta myohemmin IT-alalla ennustetaan olevan 70512 tyontekijaa,
koulutusalalla 82486 tyontekijaa ja media-alalla 47002 tyontekijéaa.

7 Lineaarialgebran opetus
Seuraaviin lukuihin on muodostettu lineaarialgebran opetukseen liittyvia kes-
keisia asioita taméan teoksen pohjalta.

Lineaarialgebran kurssi vaatii esitietoina pakolliset pitkan matematiikan kurs-
sit 1 — 5, LOPS 2019 [22].

Tavoitteet:

Kurssin tavoitteena on, ettd opiskelija oppii matriisilaskennan alkeet, syven-
tda ymmarrystadn vektorilaskennasta ja lineaarisista yhtaloryhmista seké
tutustuu kompleksilukuihin ja vektoriavaruuksiin.

Keskeiset sisallot:

1. Matriisien laskutoimitukset.
2. Lineaariset yhtaloryhmat ja matriisimuoto.

3. Eliminointimenetelmét.
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4. Kompleksiluvut.
5. Vektoriavaruus ja aliavaruus.
6. Lineaarikuvaukset.

7. Ominaisarvot ja -vektorit.

7.1 Aikataulutus

Lukiossa on siirrytty opintopistesysteemiin, joten aikataulutus on laskettu
opintopisteissa. Lineaarialgebran opintokokonaisuuden tdméan teoksen poh-
jalta voi pitaa joko yhtena kolmen opintopisteen moduulina tai kahden opin-
topisteen moduulina, jolloin pois jatetaan luku 3 Kompleksiluvut seka luvuis-
ta 4 ja 6 kompleksilukuja koskevat maaritelmat, lauseet ja esimerkit. Lukion
moduulit ovat myos matematiikan osalta padsaantoisesti 75 minuuttia pitkié,
joten yhté opintopistetté kohtaan tulisi pitda noin 11,4 oppituntia [23].

Yhtena 3 opintopisteen moduulina, luvut 1 —6 kannattaa kiyda lapi juurikin
siina jarjestyksessa, kuin ne ovat. Tassa on esitetty erds mahdollinen tunti-
jakauma, kun kéiytossa on 34 kappaletta 75 minuutin mittaista oppituntia:

1. Luvun 1 Matriisit aloitus ja luku 1.1 Peruskasitteitd.
2. Luku 1.2 Matriisin peruslaskutoimitukset.

3. Luku 1.3 Matriisitulo.

4. Luku 1.4 Matriisin potenssi ja transpoosi.

5. Luku 1.5.1 Kddnteismatriisi.

6. Luvun 1.5.2 Determinantti aloitus.

7. Luvun 1.5.2 Determinantti jatkamista ja luku 1.5.3 Kdadnteismatriisin
ja determinantin yhteys.

8. Luvun 2 Lineaariset yhtiloryhmdat aloitus ja luvut 2.1 Ratkaisuiden
olemassaolo ja lukumdara seka 2.2 Yhtdaloryhmien geometrinen tulkinta.

9. Luku 2.3 Matriisi- ja porrasmuoto.
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10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.

27.
28.

29.

30.
31.

Luku 2.4 Gaussin eliminointimenetelmd.
Luku 2.5 Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmd.
Kertaus tunti lukujen 1 ja 2 asioista.

Luvun 3 Kompleksiluvut aloitus ja luku 3.1 Imaginaariyksikko v ja kom-
leksilukujen joukko.

Luku 3.2 Kompleksilukujen laskusdadnnot.

Luku 3.3 Kompleksikonjugaatti ja itseisarvo.

Luvun 4 Vektoriavaruudet aloitus ja luku 4.1.1 Vektoriavaruus.
Luku 4.1.2 Aliavaruus

Luku 4.1.3 Lineaarikombinaatiot.

Luku 4.2.1 Lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus.
Jatkoa edellisen tunnin aiheesta.

Luku 4.2.2 Kanta ja luku 4.2.3 Dimensio.

Luku 4.3.1 Sisdtulo ja luku 4.3.2 Normi.

Luku 4.3.3 Etdisyys ja kulma.

Kertaustunti lukujen 3 ja 4 asioista.

Luvun 5 Lineaarikuvaukset seka luvut 5.1 Funktio ja 5.2 Lineaariku-
vaus.

Luvun 5.3 Affitnikuvaukset aloitus sekd luvut 5.3.1 Venytys ja 5.3.2
Peilaus.

Luku 5.3.3 Projektio ja luku 5.3.4 Kierto.

Luvun 6 Ominaisarvot ja ominaisvektorit aloitus ja luku 6.1 Ominai-
sarvot ja -vektorit.

Luvun 6.1 Ominaisarvot ja -vektorit kertausta ja luku 6.2 Erikoismat-
11511

Luku 6.3 Kaytto ja sovellukset.

Edellisen tunnin jatkamista.
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32.
33.

34.

Kertaustunti lukujen 5 ja 6 asioista.
Valmistelutunti.

Koetunti.

Kahden opintopisteen moduulissa pois jatettéisiin siis luku 3 Kompleksiluvut
sekd kompleksilukuja koskevat lauseet, méaritelméat ja esimerkit. Téassa on
esitetty erds mahdollinen tuntijakauma ilman kompleksilukuja.

Kahden opintopisteen moduulissa on 23 kappaletta 75 minuutin mittaista
oppituntia:

10.
11.
12.
13.

14.

15.

. Luvun 1 Matriisit aloitus ja luku 1.1 Peruskdsitteitd.

Luku 1.2 Matriisin peruslaskutoirmitukset.
Luku 1.3 Matriisitulo.

Luku 1.4 Matriisin potenssi ja transpoosi.
Luku 1.5.1 Kddanteismatriisi.

Luku 1.5.2 Determinantti.

Luvun 1.5.2 Determinantti jatkamista ja luku 1.5.3 Kadnteismatriisin
ja determinantin yhteys.

Luvun 2 Lineaariset yhtdloryhmdt aloitus ja luvut 2.1 Ratkaisuiden
olemassaolo ja lukumddrd seka 2.2 Yhtdaloryhmien geometrinen tulkinta.

Luku 2.3 Matriisi- ja porrasmuoto.

Luku 2.4 Gaussin eliminointimenetelmd.

Luku 2.5 Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmd.

Luvun 4 Vektoriavaruudet aloitus ja luku 4.1.1 Vektoriavaruus.
Luku 4.1.2 Aliavaruus ja luku 4.1.3 Lineaarikombinaatiot.

Luku 4.2.1 Lineaarinen riippuvuus ja riippumattomuus, poislukien mat-
riisien kadanteisominaisuuden todistaminen.

Luku 4.2.2 Kanta ja luku 4.2.3 Dimensio.
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16. Luku 4.3.1 Sisdtulo, luku 4.3.2 Normi seké luku 4.3.3 Etdisyys ja kulma.

17. Luvun 5 Lineaarikuvaukset seka luvut 5.1 Funktio ja 5.2 Lineaariku-
vaus.

18. Luku 5.3 Affiinikuvaukset; luvut 5.3.1 Venytys, 5.3.2 Peilaus, 5.3.3 Pro-
jektio ja 5.3.4 Kierto.

19. Luvun 6 Ominaisarvot ja ominaisvektorit aloitus ja luku 6.1 Ominai-
sarvot ja -vektorit.

20. Luku 6.2 Erikoismatriisit ja luvun 6.3 Kdaytto ja sovellukset aloitus.
21. Luku 6.3 Kdytté ja sovellukset.
22. Valmistelutunti.

23. Koetunti.

7.2 Tekniset apuvilineet

On olemassa monipuolisia teknisia apuvalineitd, joita voidaan hyodyntéda li-
neaarialgebran opetuksessa. Niilld voidaan suorittaa laskuja, visualisoida ja
soveltaa. Teknisten apuvilineiden avulla opiskelijat padsevit syventaméan
ymmarrystaén lineaarialgebrasta ja soveltamaan osaamistaan. Téssé esitel-
tyna Wolfram Alpha, MATLAB ja Octave, mutta muitakin 16ytyy, kuten
Python ja Desmos.

Wolfram Alpha

Wolfram Alpha on tietokoneavusteinen laskentaohjelma ja hakukone, joka
tarjoaa monipuolisia tyokaluja lineaarialgebran (sekd muidenkin matematii-
kan aihealueiden) laskemiseen. Se kykenee muun muassa ratkaisemaan mat-
riisien kertolaskut, determinantin, kdédnteismatriisit, ominaisarvot ja ominais-
vektorit seka lineaariset yhtaloryhmét. Se on nopea ja tehokas apuvéline seké
helppo kéyttoinen. Se on myos pitkalti ilmainen, mutta lisitominaisuuksia saa
maksua vastaan. Wolfram Alphan saa myos ladattua ilmaiseksi App Storesta
ja Play kaupasta, joten se on helposti oppilaiden saatavilla.
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Linkki sivustolle: https://www.wolframalpha.com/ .

Linkki lineaarialgebran ohjesivulle: https://www.wolframalpha.com/exa
mples/mathematics/linear-algebra .

MATLAB

MATLAB on monipuolinen ja suosittu numeerisen laskennan ohjelmistopa-
ketti. Se on tehokas tyokalu lineaarialgebrassa, koska se siséltaad laajan vali-
koiman sisddnrakennettuja ominaisuuksia ja tyokaluja. MATLABilla onnis-
tuu lahtokohtaisesti kaikki samat asiat kuin Wolfram Alphalla, mutta se vaa-
tii enemman ymmaérrysta siita, mita on tekemaéssé, koska se vaatii koodaus-
taitoja. Silld voi kuitenkin luoda kuvia ja kuvaajia oppimisen tueksi. MAT-
LAB Online on tarjolla ilmaiseksi, mutta se ei tarjoa kaikkia ominaisuuksia.
Itse MATLAB vaatii lisenssin kayton.

Linkki MATLAB Online sivustolle: https://se.mathworks.com/product
s/matlab-online.html .

Linkki lineaarialgebran ohjesivulle: https://se.mathworks.com/help/ma
tlab/linear-algebra.html?searchHighlight=linear’20algebra&s_tid
=srchtitle_support_results_5_lineary2520algebra .

Linkki Aalto yliopiston luomaan lineaarialgebran ohjesivustoon: https://
math.aalto.fi/~apiola/matlab/opas/lyhyt/LA.html .

GNU Octave

GNU Octave on avoimen ldhdekoodin ohjemistopaketti, joka tarjoaa saman-
kaltaisia ominaisuuksia kuin MATLAB. Avoin ldhdekoodi tekee siitd helpos-
ti saatavilla olevan ja se on MATLABia hyodyllisempi opetuksessa, silli se
pyrkii tarjoamaan samanlaisia ominaisuuksia kuin MATLAB, mutta on il-
mainen. Wolfram Alphaan verraten Octave tiytyy ladata koneelle kayttoda
varten, kun taas Wolfram Alpha on helpommin saatavilla laitteesta riippu-
matta.

Linkki GNU Octave sivulle: https://octave.org/ .
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Linkki lineaarialgebran ohjesivulle: https://docs.octave.org/v4.0.1/L
inear-Algebra.html#Linear-Algebra .

7.3 Opetusvinkkeja

Tassd koottuna muutamia vinkkeja lineaarialgebran opetukseen. Naiden li-
siksi esimerkiksi interaktiiviset tehtéavat, kuten ryhmétyot tai tietokoneavus-
teiset harjoitukset, voivat parantaa oppimista ja osallistumista [2].

Taulukko

Matriisilaskennan selkeyttamisessé voi hyodyntaa taulukoita, joita on ollut
matematiikan opetuksessa kaytossa jo ala-asteella. Taulukoista voidaan joh-
taa matriiseja, joissa on vain taulukoiden numeerinen informaatio. Esimer-
kiksi seuraavalla tavalla.

Olkoon meilla salibandyjoukkue, jossa on seké michié ettd naisia. Joukkue
koostuu hyokkaajista, puolustajista ja maalivahdeista. Naisista 5 on hyok-
kaajia, 2 puolustajia ja 1 maalivahti. Miehista 4 on hyokkaajia, 4 puolustajia
ja 1 maalivahti. Voimme tiivistdd ndmaé tiedot seuraavaan taulukkoon:

Naiset | Miehet
Hyokkaéjat 5 4
Puolustajat 2 4
Maalivahdit 1 1

Taulukon arvoista voidaan muodostaa matriisi A, johon tulee vain numeeri-
nen informaatio:

5
A=]2
1

— s

Tehtéavaa voi tasta jatkaa eteenpdin matriisin tulkintaa opetellen luvun 1.1.1
tapaan.
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Salakirjoitus

Salakirjoitus onnistuu matriisilaskennan avulla. Opiskelijat voivat itse luoda
viesteja salakirjoituksella ja yrittda purkaa toistensa viesteja. Tamé on erin-
omainen tapa innostaa oppilaita hyodyntdméaan matriisilaskennan taitojaan.
Matematiikan taito 15 oppikirjassa [3] on esiteltyna salakirjoitusta matriisi-
laskennan avulla seuraavalla tavalla.

On olemassa Caesarin menetelmaé, jossa eri kirjaimet koodataan numeroilla.
Suomenkieliset aakkoset ja sanan "loppumerkki” * voidaan koodata seuraa-
valla tavalla:

A=00, B=01, C=02,..., A=27, O =28, %=29.

Viestille sovitaan avaimeksi jokin (2x 2)-matriisi, jonka alkiot ja kddnteismat-
riisin alkiot ovat kokonaislukuja. Viesti koodataan numeerisesti kahden luvun
ryhmiin. Muodostuneet (2 x 1)-matriisit kerrotaan avainmatriisilla ja tulokset
kirjataan perdkkéin. Koodin purkamiseksi viesti jaetaan taas kahden luvun
ryhmiin ja kerrotaan muodostuneet (2 x 1)-matriisit avainmatriisin ké&én-
teismatriisilla. Tulokset kirjataan taas perakkain ja muutetaan kirjaimiksi.
Loppumerkkia * hyodynnetaéan silloin, kun kirjaimia on pariton maéara.

Kirjoitetaan esimerkiksi viesti "Sy6” salakirjoituksella, kun avainmatriisi on
1 3
A= [2 2].

Numeerisesti viesti on 718 24 28 29”. Suoritetaan kertolaskut:

1 3] [18] _ [90]

2 20 (24| 84|

1 3] [28]  [115]

2 20129 114"

Saatiin tulokseksi salattu viesti 790 84 115 114”.

ja

Taman purkaminen onnistuisi samaan tyyliin, mutta kiayttiaen avainmatriisin
kaanteismatriisia ja saatua salattua viestia.

Vaikeammin murrettavan version voisi muodostaa (3 x 3)-avainmatriisilla ja
kolmen luvun ryhmilla.
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Lineaariset yhtdloryhmat alkuun

Lineaarisiin yhtaloryhmiin tutustumisen voi aloittaa yksinkertaisilla ja jo
muilta kursseilta tutuilla esimerkeilld, kuten

1. Maarité sellaiset luvut, joiden summa on 6 ja erotus on —4.

2. Maarita suorien x + 2y = 1 ja —x — 3y = 2 leikkauspiste.

Vektoriavaruuslaskentaa edistyneemmille

Edistyneemmille opiskelijoille voi antaa haastetta erilaisten tulosten osoitta-
misella. Téassa esimerkiksi kaksi tulosta, jotka voidaan osoittaa:

Osoita, etté vektoriavaruudessa R™ péatee

L X Y| <|IX]] IY]| (Cauchyn-Schwarzin epayhtalo),
2. [IX + Y| < |IX]| + Y]l (Kolmioepéyht&lo).

Opetusvideot

3BluelBrown Suomi nimiselld YouTube kanavalla https://www.youtube.
com/@3bluelbrownsuomi53/featured on lineaarialgebraan painottuvia
videoita suomenkielella.

Matematiikan Messi nimiselld YouTube-kanavalta https://www.youtub
e.com/@matematiikanmessi/videos loytyy paljon eri matematiikan ai-
healueisiin hyodyllisid videoita, joista osa liittyy oleellisesti lineaarialgebran
sisaltoihin.

7.4 Tehtavia

Tahan on koottu muutamia tehtaviesimerkkejé jokaisesta paaluvusta. Lisaa
tehtévid 10ytyy valmiina esimerkiksi ldhteista [2], [3] ja [1].
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7.4.1 Tehtavia: Matriisit

134]

1. Ilmoita matriisin A = [2 11

2. Olkoon A matriisi l‘; _331 ja olkoon B matriisi Lll ﬂ Maarita

(a) 34,
(b) A+ B,
(c) 3A— B.

3. Ratkaise yhtalosta matriisi X:

0 1 -3
—4 1 1],

-1 —4 =2

4. Olkoon A matriisi [_22 _331 ja olkoon B matriisi Lll ﬂ Maéritéa
(a) AB,
(b) BA,
(c) Al

. e . |73 0|1 5 1 —13 .
5. Ratkaise yhtélosta [a 3] [2 _2] = [O 24] luvut a ja b.
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-1

6. Olkoon B = [ 9

3
11. Laske
(b) B3.

1 2 3. 1 1 4 e
7. Olkoon A = [3 5 11 ja B = l_l 5 31. Maarité

8. Olkoon C = [? g] Muodosta

(a) 7,
(b) cCt,
(c) (C7H)7

3 4. -1 -1 N
9. Olkoon A = [1 _21 ja B = l4 3 ] Maérita

(a) det(A),
(b) det(B),
(c) det(A+ B).

10. Ratkaise det(C'), kun C' =

2 -3 1
4 1 —=5].
0 3 1

(a) Determinantin yleisen méaritelméan avulla.

(b) Alkioiden kopioinnilla.
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-1 0 =2 1

. -4 3 1 —6
11. Ratkaise det(A), kun A = L 3 5 1]
2 =2 3 0

7.4.2 Tehtavia: Lineaariset yhtaloryhmat

1. Ratkaise lineaariset yhtaloryhmaét:
20 +y=—4
(a) _
—4dr 4y =28,
r+ y— z2=1
(b) ¢ —z+2y =2
y+22=0.

2. Esitd kohdan 1 yhtaloryhmat tdydennettyina kerroinmatriiseina.

3. Muunna lineaarinen yhtaloryhma
dr + 2y — 22 = -8
6y + 2z = —-30
—8r —2y+10z =3
(a) tdydennetyksi kerroinmatriisiksi,

(b) porrasmuotoiseksi tdydennetyksi kerroinmatriisiksi.

4. Muodosta yhtaloryhma tdydennetysta kerroinmatriisista

1 22
A=11 5|5
3 11
5. Ratkaise Gaussin ja Jordanin eliminointimenetelmall&
2 1|-5
ORI
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12 319
(by |4 5 6 |24
31 =214
1 -1 1
6. Kédanna matriisi |—3 4 —2| kayttden Gaussin ja Jordanin elimi-
2 0 5

nointimenetelmaa.

7. Maarita sellainen matriisi X, ettd AX = B, kun

(a)A:'z 0] jaB:F 4 1]’

13 31 2
9 36 18

(b) A= (8] ja B=[32 16].
7 28 14

7.4.3 Tehtavia: Kompleksiluvut

1. Ratkaise seuraavat hyodyntiaen imaginaariyksikkoa i:

i

a

—~ o~
=3
[\

V4 /=16,

=9 \/—64,

—~

SR

S— N N N
ﬁa‘
QO©

2. Laske kompleksilukujen z; =24 27 ja 20 = —1 — 52

(a) summa,
(b) erotus,
(c) tulo.

3. Maarita kompleksiluvun z = 6 + 7¢ kompleksikonjugaatti Zz.

4. Laske edellisen kohdan kompleksiluvun z ja sen kompleksikonjugaatin
Z tulo.
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5. Laske kompleksiluvun z = 8 —9¢ itseisarvo ja sen kompleksikonjugaatin
Z itseisarvo.

6. Sievennd lauseke 3 + 8i + 2 + i — (—=3i +9) — 4%

7. Sievennd lauseke —i + /4 - /=49 + 5 2i — (5i - (2 + 3d)).

7.4.4 Tehtavia: Vektoriavaruudet

1. Osoita, ettd R? on vektoriavaruus.

—3]
4
sen geometrinen merkitys?

2. Onko joukko W = (t [ ,te R) avaruuden R? aliavaruus? Miké on

3. Osoita, ettd suora V = ( g] T E R) on vektoriavaruuden R? aliava-

ruus.
.
4. Onko joukko U = | |z|,z + 2z = 0| avaruuden R?® aliavaruus?
1
. : 1]
5. Esita vektori X = [_3

(a) vektoreiden Y = [ 1 ja Z = [_11 lineaarikombinaationa,

(b) vektoreiden Y = [ 1 ja Z = [ g 1 lineaarikombinaationa.

6. Tutki virittdako joukko S = {Vi,Va} avaruuden R?, kun V; = ﬂ Ja

-1
V2 B |; 2 ] ‘
7. Ovatko seuraavat vektorit lineaarisesti riippuvia vai riippumattomia:
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<a%=Hmwzﬁy

o= [Z] - [

8. Onko {Vi, V,2} avaruuden R? kanta, kun

10.

11.

12.

13.

14.

<w%=mm%zﬁy

<mm=ﬁbM%{%?

1
Maéarita vektoreiden |—2],
3
aliavaruuden dimensio.
2
Laske vektoreiden V; = | 6

-3

i

ja Vo =

—6

12 } virittdmén avaruuden R3

—18

0
7 | sisatulo.
-2

Laske kompleksilukujen sisdtulo, kun z; = 4 4 2i ja 2o = 3 + 61.

Laske edellisen kohdan kompleksilukujen z; ja zo normit.

Laske normi, kun

1

(a‘) 1/]. - 2]7

[—4

1

| 3
1
Laske vektoreiden V; = |2
3

jaVa =
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15. Laske kompleksilukujen z; = 3 + 3¢ ja 2o = 5 — 617 etaisyys.

-1

16. Laske vektoreiden X = l 9

] jaY = l_él?)] valinen kulma.

7.4.5 Tehtavia: Lineaarikuvaukset

1. Ovatko seuraavat funktiot lineaarikuvauksia? Perustele.
(a) F(X)=2X,kun F: R = R.
(b) GIX)=X -1, kan G: R - R.
(¢c) HX)=5X+3,kun H:R - R.

2. Mika seuraavista on lineaarikuvauksen F' matriisi A, kun F' kuvaa vek-

torin X = lﬂ vektoriksi:

@ Feo = [t

®) Fon = |+

Y
[—22 — 1
(¢) F(X) = —x |7
| 57 + 3y

3. Olkoon meilla nelikulmio, jonka karkipisteet ovat (—2, —3), (1, —1), (0, 3)
ja (=3,1).
(a) Mikd matriisi valittaa kuvauksen T(X) = —2X7?

(b) Mitka ovat kuvausta T'(X) = —2X vastaavan nelikulmion karki-
pisteet?

(c) Havainnollista kuvausta 7'(X) = —2X kuvalla, kuten esimerkissa
=

5.9.
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4. Olkoon meilla sama nelikulmio kuin edellisessd kohdassa. Peilaa neli-
kulmio (anna vastauksena peilatun nelikulmion kérkipisteet)

a) r-akselin suhteen,

(a)
(b) y-akselin suhteen,
(c) origon suhteen.

)

(d) Havainnollista kohtia a—c kuvilla.

2
5. Laske vektorin X = |—3| vektoriprojektio, kun
1

o N
(a) yksikkévektori U = —= ll ,

S

(b) yksikkovektori E = lﬂ

(c) Havainnollista kohtia a ja b kuvilla.

6. Olkoon meilld piste (2,1) eli matriisi [2

1]. Mika piste siita saadaan

seuraavilla kierroilla?

(a) o= 30°

(b) a = 120°

(¢) a=—45°

(d) a = 360°

(e) Havainnollista kohtia a—d kuvilla.

cos2a —sin 2«

sin2a  cos 2« sina  cos«

7. Osoita, ettd A% = [ ], kun A = l

cosa —sin a]
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7.4.6 Tehtavid: Ominaisarvot ja ominaisvektorit

1. Mik4 seuraavista on matriisin A = [ eras ominaisarvo \?

01

2. Mika seuraavista on matriisin B = [ ] eras ominaisvektori:

0 2

[0
(a) ‘/1: 1]7
—1
(b) Vs = _1],
3
@ va= 3
1 3 -1
3. Maarita matriisin A= (2 4 6
5 0 3

(a) ominaisarvot,

(b) ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit.

—1

4. Maarita matriisin A= | 0
0

S NN
w o O

(a) ominaisarvot,

(b) ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit.

5. Méaéaritad matriisin A = B _12]
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(a) ominaisarvot,

(b) ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit.

6. Olkoon meilla matriisi B = [
Q21 Q22

ai CL121

(a) Osoita, ettd matriisien B ja BT ominaisarvot ovat samat.

(b) Ovatko matriisien ominaisvektorit samat? Perustele.

7. Muodosta sellainen (2 x 2)-matriisi A, jonka ominaisarvot ovat A; = 1
ja Ag = —2 ja laske ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit.
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