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Tassa tutkielmassa tutustutaan todennékoisyyslaskentaan ja sen opetukseen
peruskoulussa ja lukiossa. Todennéakoisyyslaskennan kasitetta aletaan raken-
tamaan alakoulusta aina yliopistomatematiikkaan asti. Tutkielmassa opitaan
laskemaan erilaisia todennéakoisyyksié, kuten klassisia, geometrisia ja tilastol-
lisia todennékoisyyksia. Tutkielmassa kasitelladn myos kombinatoriikkaa se-
ka diskreettia jakaumaa. Koulumatematiikan aiheiden lisaksi opitaan muun
muassa todennakoisyysavaruuden, todennakoisyysmitan ja sigma-algebran
kasitteet ja kaydaédn lapi erilaisia esimerkkeja.

Maaritelmien ja lauseiden esittelyn ohessa vertaillaan myo6s sitd, miten
néita kasitelladn eri kouluasteilla, ja mité eroavaisuuksia madrittelyissé on.
Tamén lisaksi kdydadn lapi erilaisia esimerkkeja ja verrataan néiden tehta-
vien haastavuutta peruskoulun ja lukion vélilld. Vertailun apuna kaytetaan
Sanoma Pron ja Otavan eri oppikirjojen sisaltoja seka lukio-opetuksen ja pe-
rusopetuksen opetussuunnitelmia. Lopuksi tutkitaan lukiomatematiikan ja
mittateorian eroavaisuuksia.

Tutkielman tarkoitus on antaa etenkin matematiikan aineenopettajille
hyvéat valmiudet opettaa todennakoisyyslaskentaa peruskoulussa ja lukiossa
ja syventaa omaa osaamistaan mittateorian osa-alueella. Tutkielman luettu-
aan lukijalla on kasitys siitd, mita aiheita todennakoéisyyslaskennasta ope-
tetaan peruskoulussa ja lukiossa, ja mitkéd aiheet jaavat koulumatematiikan
ulkopuolelle.
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Johdanto

Olet ehké joskus miettinyt, kuinka todennakodista on saada seitsemén oikein
lotossa. Kun 40 numerosta valitaan seitseman, on todennékoisyys voittaa
hyvin pieni m eli vain 0,0000054%. Nykyéén erilaisia vedonlyontiin liit-
tyvia peleji on monia ja niihin rahaa laittavat useat eri pelaajat. Todenné-
koisyyslaskentaa voidaan hyodyntaéd esimerkiksi Veikkauksen eri peleja tar-
kastellessa, jotta ymmarretdan, kuinka pienet voittomahdollisuudet todelli-
suudessa ovat.

Uhkapelaamiseen liittyva todennéakoisyyslaskenta ei ole mikaan uusi 16y-
d6s. Sanoma Pron Moodi 8 -oppikirjassa (2023) esitetddn, ettd todenndkoi-
syyslaskennan teoria on saanut alkunsa uhkapeleihin liittyvistd ongelmista.
Girolamo Cardano pohti jo 1500-luvulla uhkapeleihin liittyvaa matematiik-
kaa. Varsinaisesti teoria alkoi kehittya 1650-luvulla, kun Blaise Pascal ja
Pierre Fermat alkoivat etsimaan ratkaisuja ritari de Meren noppapeliongel-
miin. Todennékoisyyslaskenta tédsmentyi teoriaksi vuonna 1933, kun Andrei
Nikolajevits Kolmogorov esitti todennékoisyyslaskennan aksioomat.

Vaikka uhkapelaamisella on merkittava rooli todennakoéisyyslaskennan
historiassa, niin nykyéén sita hyédynnetdan myos monella muulla osa-alueella.
Moodi 8 -oppikirja (2023) kertoo, ettd todennékoisyyslaskentaa kéytetdan
muun muassa vakuutustoiminnassa, sidennusteissa ja monilla eri tieteenaloil-
la. Taméan vuoksi on tarkead, ettda todennakoisyyslaskentaa opetetaan kou-
luissa.

Heiton Pro Gradu -tutkielmassa (2015) mainitaan todennékoisyyslasken-
nan olevan haastavimmista aiheista lukiossa. Téméa on mielenkiintoista, sil-
l1a todennakoisyyslaskentaan tutustuminen aloitetaan jo alakoulussa. Aiheen
kasittely jatkuu myos peruskoulussa ja lukiossa, joissa kasitellaén paljon sa-
moja asioita. Siksi on hyva kysymys, miksi todennékoisyyslaskenta koetaan
haastavaksi.

Heitto (2015) kertoo, ettd todennakéisyyslaskennan oppimisen haaste on
etenkin virheelliset ennakkokésitykset. Heitto painottaa, ettd opettajan tulisi
itse hallita todennékoisyyslaskennan salat niin hyvin, ettd han pystyisi tun-
nistamaan nama virheelliset késitykset ja korjaamaan ne. Tamén tutkielman
tarkoituksena on tutustuttaa lukija todennékoisyyslaskentaan ja antaa eten-
kin juuri valmistuneille ja tyonsé aloittaville matematiikan aineenopettajille
hyvéa pohja todennakoisyyslaskennan opettamiseen.

Lukioon pyrkiville ja sielld oleville opiskelijoille todennakoisyyslaskennan
opettaminen ja oppiminen on tarkead, silla ylioppilaskirjoituksissa todenné-
koisyyslaskennalla on merkittava rooli. Lahes joka vuosi on jokin tehtava
liittyen todennakoéisyyksiin, niin pitkédn kuin lyhyen oppiméaédran matematii-
kan ylioppilaskirjoituksissa. Lyhyen oppiméaran ylioppilaskirjoituksissa té-



mé painottuu viela enemman, silla usein ylioppilaskirjoituksissa on ollut jopa
kaksi tai kolme tehtéavaa liittyen todennéakoisyyslaskentaan.

Tassa tutkielmassa kaydaédn lapi todennédkoisyyslaskentaa koulumatema-
tiikasta mittateoriaan. Ensimmaisessé luvussa késitelladn todennakoisyyslas-
kentaa peruskoulun ja lukion matematiikan opetuksessa. Jokaiselta asteelta
kaydaan lapi, mitd opetussuunnitelman perusteissa vaaditaan opetukselta ja
miten oppikirjoissa naita aiheita kasitellaan. Tamén jalkeen vertaillaan ope-
tusta ja kaydaan lapi eroja peruskoulun ja lukion valilla.

Toisessa luvussa kasitelladn todennédkoisyyslaskentaa yliopistomatematii-
kassa. Luvussa tutustutaan muun muassa todennakoisyysavaruuden, sigma-
algebran ja satunnaismuuttujan kasitteisiin. Luvussa kédydaan lapi erilai-
sia médritelmia, lauseita, lauseiden todistuksia ja esimerkkejd. Samalla kun
asioita esitelladn, vertaillaan aiheiden kasittelya lukion ja mittateorian valil-
14.



1 Koulumatematiikkaa

1.1 Alakoulu

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteiden (2014) mukaan todenna-
koisyyslaskennan opetus aloitetaan jo alakoulussa. 1-2-luokilla matematiikan
opetuksen tavoitteena on tarjota erilaisia kokemuksia matemaattisten kasit-
teiden ja rakenteiden muodostumisen perustaksi. Néilla luokilla ei viela tutus-
tuta todennakoisyyksiin. 3-6-luokilla opetuksen tavoitteissa mainitaan, etté
todennakoisyyteen aletaan tutustumaan arkitilanteita hyodyntéamalld. Ope-
tuksen apuna kéaytetddn péaattelyid, onko joku tapahtuma mahdoton, mah-
dollinen vai varma. Todennakoisyyden osaamisesta ei ole mainintaa hyvan
arvosanan kriteereissa.

Alakoulun matematiikan oppikirjoista kasitellaan téssa tutkielmassa Sa-
noma Pron Milli-kirjasarjaa, sekd Otavan Tuhattaituri-kirjasarjaa. Néissé
kirjasarjoissa todennéakoisyyteen tutustutaan eri vuosiluokilla. Milli-kirjasarjassa
todennakoisyyslaskentaa opetetaan viidennen luokan syyslukukaudella, kun
taas Tuhattaituri-kirjasarjassa opetuksen on suunniteltu tapahtuvan kuuden-
nen luokan kevatlukukaudella.

Sanoma Pron Milli 5A -oppikirjassa (2023) todennikoéisyyslaskentaan tu-
tustuminen aloitetaan arkielamén esimerkkien kautta. Otavan Tuhattaituri
6b -oppikirjassa (2018) todennékoisyyteen taas perehdytéén huomattavasti
syvéallisemmin kuin Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (2014)
vaaditaan. Toisin kuin Milli 5A -kirjassa, todennédkoisyytta aletaan opet-
tamaan suoraan todennakoisyyden kasitteelld. Tamén lisaksi Tuhattaituri
6b -kirjassa tutustutaan geometriseen todennékoisyyteen, todennakoisyyteen
prosentteina, erilaisten yhdistelmien, seké erilaisten jérjestysten lukumaé-
rdan. Opetuksessa kannattaa huomioida se, ettd oppilailla, joilla on ollut
alakoulun matematiikassa kéytossa Tuhattaituri -kirjasarja, saattaa olla pa-
remmat valmiudet todennakoéisyyden kasittelyyn.



1.2 Ylakoulu

Alakoulussa matematiikan opetuksen tavoitteena oli tarjota kokemuksia to-

dennéakoisyyksista. 7-9-luokilla todennédkoisyyteen perehdytadn tarkemmin.

Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (2014) yksi matematiikan

opetuksen tavoitteista on ohjata oppilaita laskemaan todennékoisyyksié. Paat-
toarvioinnin kriteeriné hyvélle arvosanalle on se, etté oppilas kykenee maé-

rittdmadn seka klassisia, etté tilastollisia todennakoisyyksia.

Todennékoisyyslaskennan opetukseen ylédkoulussa tutustutaan tutkimalla
Sanoma Pron Kuutio-kirjasarjaa sekd Otavan Adreton-kirjasarjaa. Sanoma
Pron Kuutio -kirjasarjassa aletaan kidymaédn lédpi todennakoisyyslaskentaa
K11 Todennékoisyyslaskenta ja kertaus -kurssissa. Tamé kurssi on sijoitettu
yhdeksénnen luokan kevéille, joka on puolen vuosiviikkotunnin mittainen.
Otavan Adreton -kirjasarja sisiltdd oman oppikirjan Adreton Tilastot ja to-
dennékoisyys (2023), jonka kasittely voidaan aloittaa milla tahansa ylikou-
lun vuosiluokista.

Yldkoulun kirjasarjoissa ei ole niin suurta eroa kasiteltavien aiheiden va-
lilld kuin alakoulun kirjasarjoissa. Kirjat kuitenkin kéasittelevat aiheita eri
jarjestyksessd. Seuraavaksi tutkitaan yksityiskohtaisemmin mité aiheita ja
tehtavia oppikirjat sisdltavéit, sekd missé jarjestyksessé aiheita kidyddan. Alla
on molempien kirjasarjojen sisallysluettelot todennakéisyyslaskennan osalta.

1. Matemaattinen paattely 1. Todennakdisyys

2. Kuinka monella tavalla? 2. Klassinen todennakaisyys

3. Klassinen todennakdisyys 3. Tllastollinen todennakoisyys

4. Tllastollinen todennakdisyys 4. Tuloperiaate

5. Peradkkaiset tapahtumat 5. Jarjestysten lukumaara

6. TEEMA: Liikkennematematilkkaa 6. Perdkkaiset tapahtumat

7. TEEMA: Pelimatematiikkaa 7. Todennakoisyyslaskuja

8. Kertaus 8. Matemaattinen paattely
Kuva 1.1: Kuutio Kuva 1.2: Adreton

Sanoma Pron Kuutio K11 -oppikirjassa (2023) todennékoisyyden késit-
tely aloitetaan matemaattisella paattelylla. Tama kappale siséltda oletuksen
ja johtopaatoksen kasitteet. Téssa kappaleessa tutkitaan, onko jokin véite
tosi vai epétosi ja lisiksi tutustutaan vastaesimerkkeihin. Otavan Aéretén
-kirjassa (2023) tami matemaattinen pééttely -kappale kiydaan vasta vii-
meisena. Kappale késittelee pitkalti samat asiat kuin Kuutio-oppikirja.



Kuutio-kirjan toinen kappale kasittelee aihetta “Kuinka monella taval-
la?”. Kappaleessa tutustutaan tuloperiaatteeseen, kertomaan seka jarjestyk-
seen. Adreton kirjasarjassa tuloperiaate ja jarjestysten lukuméérs on jaettu
kahteen eri kappaleeseen, joista neljas kéasittelee tuloperiaatteen ja viides jér-
jestysten lukumaérén. Itse kertoman kasitetta tassa kirjassa ei esiteté, vaikka
taman tyylisia laskuja kirjassa esiintyy.

Klassista todennakoisyytta aletaan Kuutio-oppikirjassa kasitteleméaan kap-
paleessa kolme. Adreton kirjassa klassinen todennikoisyys on jaettu kahteen
kappaleeseen; Todennakoisyys ja Klassinen todennakoéisyys. Nama kappaleet
kaydaédn kirjassa ensimmaéisena. Molemmissa kirjoissa kaydaan lapi seka to-
dennékoisyyden, etta klassisen todennakoéisyyden kasitteet. Kuutio-oppikirja
siséltad myos pienen osion todenndkoisyyden historiaa. Adreton-oppikirjassa
taas kasitelladn vastatapahtuma. Molempien kirjasarjojen seuraava kappale
kasittelee tilastollista todennékoisyytta. Kirjat sisdltévat erilaisia aineistoja,
joista oppilaiden tehtédvana on laskea tilastollisia todennékoisyyksia.

Kuutio-oppikirjan viides ja viimeinen kappale ennen teema- ja kertauso-
sioita on perikkiiset tapahtumat. Adreton-oppikirjassa tita aihetta késitel-
ladn kappaleessa 6 vasta tuloperiaatteen ja jarjestysten lukuméaaran jalkeen.
Perékkaisten tapahtumien maéritelméan lisdksi Kuutio-oppikirjassa perehdy-
tdan myos riippumattomuuteen. Molemmat kirjat sisdltavit perdkkéisiin ta-
pahtumiin, kuten nopan heittoon, liittyvia tehtavia.

Niiden lisiksi Adreton-oppikirja sisiltid kappaleen todennikéisyyslas-
kuja, jossa nimensd mukaan on todennakoéisyyteen liittyvia laskuja. Kuutio-
oppikirja taas sisdltda Teema-osion, jossa todennékoisyyksia lasketaan liikenne-
ja pelimatematiikkaan liittyen. Kaiken kaikkiaan néiden oppikirjojen sisél-
16ssé ei siis ole suuria eroavaisuuksia. Kasiteltdvit aiheet ovat samat, ainoas-
taan asioiden kasittelyjéarjestys ja tehtavien méara eroavat jonkin verran toi-
sistaan.



1.3 Lukio

Lukion pitkdn oppimééardn matematiikassa todennéakoisyyteen tutustutaan
MAAS Tilastot ja todennakoisyys sekd MAA12 Analyysi ja jatkuva jakau-
ma -moduuleissa. Molemmat moduulit ovat kahden opintopisteen arvoisia.
Tassa tutkielmassa tarkastellaan vain todennékoisyyslaskentaan liittyvia si-
saltoja ja jatetdan tilastollinen osuus huomioimatta, niin lyhyen kuin pitkéan
oppimadrian matematiikassa.

Lukion opetussuunnitelman perusteiden (2019) mukaan MAA8-moduulin
tavoitteita on perehtyé todennakoisyyden kasitteeseen ja laskusaantoihin. Li-
sdaksi opiskelijan tulisi ymmartaa diskreetin todennakoisyysjakauman kéasite,
sekd oppia maarittaméan jakauman odotusarvon ja tulkita sitd. Opiskelijan
odotetaan myo6s osaavan hyodyntaa ohjelmistoja eri todennékoisyyden tehté-
vissd. Moduulin keskeisié siséltojé ovat klassinen ja tilastollinen todennékoi-
syys, permutaatiot ja kombinaatiot, binomijakauma, seké diskreetti toden-
nakoisyysjakauma ja sen odotusarvo. Valtakunnallisessa valinnaisiin opin-
toihin kuuluvassa MAA12-moduulissa esiintyvat normaalijakauman, tiheys-
seké kertyméafunktion kasitteet.

Lukion lyhyen oppiméaérin matematiikassa on kahden opintopisteen mo-
duuli MAB5 Tilastot ja todennékoisyys. Lukion opetussuunnitelman perus-
teissa (2019) kdydéén lapi moduulin tavoitteita ja keskeisia sisélt6ja. Moduu-
lin tavoitteena on, ettd opiskelija perehtyy todennékoisyyden perusteihin ja
sita havainnollistaviin malleihin. Liséksi opiskelijan tulisi hallita ohjelmisto-
jen kéytto todennakoisyyslaskennassa. Moduulin keskeisié sisaltoja todennéa-
koisyyden kannalta ovat todennakoisyyden késite, yhteen- ja kertolaskusaén-
t0, kombinaatiot ja tuloperiaate, seka todennakoisyyslaskennan malleja.

Todenniakoisyyslaskennan opiskelu jatkuu viela moduulissa MAB9 Tilas-
tolliset ja todennakoisyysjakaumat, joka kuuluu valtakunnallisiin valinnai-
siin opintoihin. Téassd moduulissa todennakoisyyslaskennan tavoitteena on
tutustua normaali- ja binomijakaumaan. Moduulin keskeisia sisaltdja ovat
normaalijakauman odotusarvo ja keskihajonta, toistokoe, sekd binomijakau-
ma.

My6s lukion oppikirjoista késitellddn Otavan ja Sanoma Pron kirjasarjo-
ja. Otavalla on pitkan ja lyhyen oppiméardn matematiikkaan eri nimiset sar-
jat: Juuri (MAA) ja Huippu (MAB). Tilastot ja todennédkoéisyys -moduulin
kirjat ovat Huippu 5 Tilastot ja todennédkoisyys (2021) ja Juuri 8 Tilastot ja
todennékoisyys (2022), mutta lyhennetadn néité tassa tutkielmassa Huippu
5 ja Juuri 8. Sanoma Prolla on seké lyhyessa ettd pitkédssd matematiikas-
sa kédytossé kirjasarja Moodi (MAA ja MAB, 2023). Merkitdan néita kirjoja
Moodi 5 ja Moodi 8. Seuraavaksi ldhdetaan tutustumaan naiden kirjasarjojen
sisaltoihin.



1.3.1 Pitka matematiikka

Juuri 8 ja Moodi 8 -oppikirjojen rakenne on hyvin samanlainen. Todennéa-
koisyyslaskennan osiot alkavat molemmissa kirjoissa luvulla todennakoisyys,
jonka jéalkeen jatketaan aiheeseen kombinatoriikka ja viimeisené kasitellaan
todennakoisyysjakaumia. Ainoa eroavaisuus néiden kirjasarjojen sisillysluet-
teloilla on se, ettd Moodi 8 -oppikirja sisaltda lisaksi luvun todennékoisyy-
den laskusaantoja, jonka aiheet Juuri 8 -kirjassa kdydédan ensimmaéisessa ja
toisessa luvussa.

Molempien oppikirjojen ensimméisessa kappaleessa tutustutaan todenna-
koisyyteen ja todennakoisyyden eri kasitteisiin. Méaaritelmista kéydaan lapi
klassinen todennakoisyys seka vastatapahtuma. Juuri 8 -kirjassa kaydaan
néiden lisaksi myos komplementtisadnté. Toinen kappale on tilastollinen ja
geometrinen todennakoisyys, jossa kiydéaan ldpi naiden méaritelmét ja omi-
naisuudet. Moodi 8 -oppikirjan todenndkoisyytta késitteleva luku padttyy
tahan kappaleeseen.

Tamén jalkeen oppikirjoissa on pieni eroavaisuus, silla Juuri 8 -kirja
jatkuu Kertolaskusaénto ja riippumattomuus -kappaleella, joka Moodi 8 -
kirjassa kayddan vasta luvussa kolme. Sisallollisesti naméa kappaleet eivéit
juurikaan eroa. Molemmat kappaleet kasittelevat riippumattomuuden méa-
ritelméan ja riippumattomien tapahtumien seké yleisen kertolaskusaannon.
Naiden lisdksi kaydaan myos ehdollisen todennékoisyyden maéritelma.

Kertolaskusadnnon jalkeen kirjasarjat jatkavat yhteenlaskusaantoon, jois-
sa kaydadn yhteenlaskusaénto erillisille tapahtumille ja yhteenlaskusadnnon
yleinen muoto. Juuri 8 -oppikirjan todennékoisyytta kasitteleva luku paattyy
todennékoisyyslaskennan harjoitteluun. Moodi 8 -kirjan luku kolme késitte-
lee viela toistokokeen, mutta palataan sen siséltoihin myohemmin.

Juuri 8 -oppikirja jatkuu luvulla kombinatoriikkaa ja Moodi 8 kasitte-
lee samoja aiheita toisessa luvussaan vaihtoehtojen lukuméaria. Moodi 8 -
oppikirjassa tuloperiaate ja jonojen lukumaéérd on jaoteltu omiin kappalei-
siinsa, kun taas Juuri 8 -kirja késittelee molempia asioita ensimmaisessé lu-
vussa tuloperiaate ja permutaatiot. Kappaleissa esitelldian tuloperiaatteen,
permutaation seka kertoman kasitteet. Molemmat kirjat jatkavat tasté kap-
paleeseen kombinaatiot, joka sisaltda binomikertoimen maéaaritelméan.

Tahan paattyy Moodi 8 -kirjan vaihtoehtojen lukumaéria luku. Juuri 8
-kirjan luku kombinatoriikkaa jatkuu viela alaluvulla todennakoisyyksia ja
kombinatoriikkaa, joka siséltaa aiheeseen liittyvia esimerkkeja ja laskuja. Vii-
meinen alaluku téssa luvussa on toistokoe, joka Moodi 8 -kirjassa késitellaan
alaluvussa 14. Molemmissa kirjoissa tama kappale kéasittelee toistokokeen to-
dennékoisyyden eli binomitodennékoisyyden lauseen.

Oppikirjojen viimeiset luvut késittelevat todennédkoisyysjakaumia. En-



simmaisen alaluvun aiheena on molemmissa kirjoissa diskreetti jakauma, jos-
sa kaydaan lapi diskreetin satunnaismuuttujan seka satunnaismuuttujan ja-
kauman maaritelmat. Moodi 8 -kirjassa ensimmaisessa alaluvussa késitellaan
satunnaismuuttujan odotusarvo ja keskihajonta, kun taas Juuri 8-kirjassa
kaydaan lapi binomijakauma. Kirjojen viimeiset alaluvut ovat siten myos
painvastaiset, silla Moodi 8 -kirja paattyy kappaleeseen binomijakauma ja
Juuri 8-kirja paattyy kappaleeseen diskreetin jakauman odotusarvo.

Kuten huomataan, niin sisallolliset erot néiden kirjasarjojen valilla on
hyvin pienet. Asioita kidyddan hieman eri jarjestyksessd, mutta opetettavat
asiat ovat hyvin samanlaiset, joitain pienia yksityiskohtia lukuun ottamatta.
Moodi-oppikirjassa opetetaan esimerkiksi ehdollinen todennékoisyys, jota ei
ole Lukion opetussuunnitelman perusteiden (2019) sisallossa. Myos lausei-
den todistuksissa on joitain eroja, esimerkiksi Juuri 8-oppikirjassa kiydaan
permutaatiolauseiden todistukset, mutta Moodi 8 -oppikirjassa taas ei kayda
naita lainkaan.

1.3.2 Lyhyt matematiikka

Lyhyen ja pitkdn oppimédaran matematiikan Tilastot ja todennékéisyys -
moduulin kirjasarjojen siséllysluettelot todennédkoisyyslaskennan osalta eivat
juurikaan eroa toisistaan. Myos kirjojen Huippu 5 (2021) ja Moodi 5 (2023)
sisallot ovat hyvin samanlaiset. Kuten pitkissd oppimédrassa niin myos ly-
hyessa suurimmat erot tulevat opetettavien aiheiden jarjestyksessa.

Huippu 5 -oppikirja alkaa luvulla vaihtoehtojen lukumaéria, joka sisaltaa
alaluvut jonot ja joukot, tuloperiaate ja kertoma seké kombinaatio. Moodi 5
-oppikirjassa samanniminen luku on taas sijoitettu kirjan viimeiseksi ja se pi-
taa sisdlladn alaluvut 14 tuloperiaate ja 15 osajoukkojen lukuméarda. Moodi
5 -kirjan todennékoisyyslaskennan osio alkaa Todennékoisyys-luvulla. Téssé
luvussa on alaluvut klassinen, tilastollinen ja geometrinen todennakoisyys.
Huippu 5 -kirjassa luku 2 johdatus todennékoisyyslaskentaan sisdltaa samat
aiheet silla eroavaisuudella, etté klassinen ja tilastollinen todennékoisyys ké-
sitelladn samassa alaluvussa.

Molemmat oppikirjat jatkavat tasta lukuun todennakoisyyden laskusaéan-
toja, jossa kasitelldan alaluvuissa kertolasku- ja yhteenlaskusdanto seka vas-
tatapahtuman todennakoisyyksia. Naméa luvut eroavat oppikirjoissa hieman
toisistaan, silld Moodi 5 -kirjassa kdydéan lapi vain riippumattomien tapah-
tumien kertolaskusdanto ja erillisten tapahtumien yhteenlaskusdanto, kun
taas Huippu 5 -kirjassa kidydadn molemmista tapauksista myos yleinen saéan-
t0.

Vaikka sisallollisesti lyhyen matematiikan aiheet nayttavat hyvin samalta
kuin pitkassa matematiikassa, on aiheiden kasittelyssa selvia eroja. Lyhyesséa
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matematiikassa ei esimerkiksi kaytetéd lause ja méaritelma -késitteita, lausei-
den todistuksista puhumattakaan. Monet méaaritelméat on esitetty helppolu-
kuisemmin. Kuten esimerkiksi Moodi 5 -kirjassa Geometrinen todennakoi-
Syys on esitetty seuraavasti:

Tapahtuman A geometrinen todennakodisyys on

P(A) = tapahtumalle A suotuisan joukon mitta

koko perusjoukon mitta

Sama méaritelma Moodi 8 -kirjassa on taas esitetty seuraavasti:
Tapahtuman A geometrinen todennakdisyys on

_m(4)
()_m(E)’

misséd m(A) on tapahtumalle A suotuisan geometrisen kuvion mitta ja m(FE)
perusjoukkoa E kuvaavan geometrisen kuvion mitta.

Seuraavassa alaluvussa lahdetddn konkreettisesti tutkimaan, millaisia ovat
eroavuudet peruskoulun ja lukion valilla. Jatetadn tasta tarkastelusta kuiten-
kin pois lukion lyhyen oppiméaran matematiikan vertailu.
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1.4 Peruskoulun ja lukion eroavuudet esimerkein

Tassd luvussa kaydéan lapi sitd, miten todennékoisyyslaskennan erilaiset
méaritelmét ja tehtavat esitetddn peruskoulussa ja lukiossa pitkdssa ma-
tematiikassa. Tamén lisaksi tutkitaan, miten erilaisia opetusmateriaalit ja
esimerkit ovat.

Todennékoisyyslaskentaan tutustuminen aloitetaan alakoulussa arkiela-
mén esimerkeilld. Sanoma Pron Milli 5a -oppikirjan (2023) ensimmaéinen teh-
tava on hyvd kuvaamaan opetussuunnitelman tavoitteita. Tehtévassa on tar-
koitus pohtia, onko jokin todenndkoisyys varmaa, mahdollista, vai mahdo-
tonta.

Merkitse X sen mukaan, kuinka varmasti asia voi tapahtua.
Varmaa Mahdollista Mahdotonta
a. Saan lemmikiksi eldavan yksisarvisen.
b. Ajan lentavalla autolla.
c. Taytan ensivuonna 4 vuotta.
d. Huomenna sataa lunta.

Naen eldvan mammutin.

g

-n

Kayn luistelemassa kesalomalla.

Aitini on vanhempi kuin mina.

7 @

Koulussamme on Suomen tuleva presidentti.

Joulukuussa on 31 vuorokautta.

j. Suomessa purkautuu tulivuori.

Kuva 1.3: Sanoma Pro Milli 5a t.1 s.186

Tuhattaituri 6b -oppikirjassa (2018) kasitelladn myos todenndkoisyyslas-
kennan muita aiheita, mutta koska ne ovat hyvin samantapaisia kuin yldkou-
lussa, eika opetussuunnitelman tavoitteissa niista ole mainintaa, niin kiydéaan
esimerkkejé lapi seuraavaksi yldkoulun puolelta.
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Tamén luvun maaritelmat, lauseet esimerkit ja esimerkkien ratkaisut ovat
perdisin tassa tutkielmassa kaytetyistda oppikirjoista. Suurin osa ylakoulun
materiaaleista on Sanoma Pron Kuutio K11 -oppikirjasta (2023) ja lukion
materiaalit on padosin Otavan Juuri 8 -oppikirjasta (2022). Mikéli tehtavat
ovat muista kirjoista, on siita erillinen maininta suluissa tehtavin vieressa.

1.4.1 Tuloperiaate

Aloitetaan aiheiden késittely tuloperiaatteesta. Yldkoulun kirjoissa ei pu-
huta maéaritelmisté eika lauseista, mutta tassa tutkielmassa kaytetaan niita
selkeyden vuoksi. Ylakoulussa tuloperiaate esitetdan seuraavalla tavalla:

Lause 1.1. Jos kokonaisuus muodostetaan useassa eri vaiheessa, kokonai-
suuksien lukumddrd saadaan kertomalla eri vaihtoehtojen lukumddrdt keske-
naan

Seuraavaksi kéyddan muutama esimerkki siitd, millaisia tehtéavid tdhan
aiheeseen liittyy. Ensimmainen esimerkki on itse keksitty, loput kaksi ovat
Kuutio K11 (2023) kirjasta.

Esimerkki 1.2. Miljalla on viisi paitaa ja kolme hametta. Kuinka monta
erilaista asuyhdistelmaéd Milja voi valita?

Ratkaisu: Yhdelle paidalle 1oytyy kolme erilaista hametta ja viidelle paidalle
loytyy viisi kertaa kolme erilaista vaihtoehtoa eli 5-3 = 15. Milja voi siis valita
15 erilaista asuyhdistelmaé.

Esimerkki 1.3. Alinalla on kuusi erilaista kirjainkorttia. Kuinka monta eri-
laista kolmen kirjaimen yhdistelmaa Alina voi niistd muodostaa?
Ratkaisu: Ensimmaisen kirjaimen paikalle on kuusi eri vaihtoehtoa. Toisen
kirjaimen paikalle on enda viisi vaihtoehtoa. Ja ndin kolmannen kirjaimen
paikalle on enéa nelja vaihtoehtoa, silla kaksi korteista on jo kaytetty aiem-
min. 6 -5 -4 = 120 eli Alina voi muodostaa 120 erilaista yhdistelmaa.

Esimerkki 1.4. Biologian kokeessa on kuusi tehtavia ja jokaisessa kolme eri
vaihtoehtoa. Kuinka monta erilaista vastausrivia voi tehda?
Ratkaisu: Tuloperiaatteen mukaan kerrotaan jokaisen vaiheen vaihtoehdot
keskenaan.

3:3-3-3-3-3=3°=129.

Eli vastausrivejé voi tehda 729 rivia.

Nyt kun on kayty lapi, miten tuloperiaate opetetaan ylakoulussa, voi-
daan esitelld sama aihe lukiossa. Lukiossa tuloperiaate on annettu seuraava-
na lauseena:
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Lause 1.5. Kun valitaan k kertaa ja vaiheessa i vaihtoehtoja on n; kappa-
letta, mahdollisia lopputuloksia on kaikkiaan nq - ns - ... - ng kappaletta.

Kuten huomataan, on ylidkoulussa esitetty Lause huomattavasti yksinker-
taisempi. Nain on my0s esimerkkien kanssa. Seuraavat esimerkit ovat hyvin
samantapaisia kuin yldkoulussa, mutta vaatimustaso niissé on korkeampi.
Nama kolme esimerkkia on Sanoma Pron Moodi 8 -oppikirjasta. Ensimméi-
nen esimerkki eroaa ylakoulun esimerkisté siten, ettd siind on useampia eri
vaatekappaleita ja kenkid. Haastetta lisda se, ettd esimerkissé taytyy ensin
laskea kaikki paidat, housut ja kengét erikseen yhteen, ennen kuin voidaan
laskea kaikkien asuyhdistelmien méara.

Esimerkki 1.6. Miljalla on nelja T-paitaa ja kolme toppia seka kahdet fark-
kushortsit ja kolmet pitkat housut. Kenkina héanelld on tennarit ja kahdet
sandaalit.

a) Kuinka monella tavalla Milja voi valita topin ja pitkdt housut?
Ratkaisu: Topin voi valita kolmella tavalla ja pitkdt housut myos kol-
mella tavalla eli 3-3 =9.

b) Kuinka monta erilaista asuyhdistelmaa Milja voi muodostaa?
Ratkaisu: Paitoja voi valita seitsemaélla eri tapaa, housuja viidella eri
tapaa ja kengat kolmella tapaa eli kaikkia asuyhdistelmia on yhteensa
7-5-3=105.

Seuraavassa esimerkissé tilanne on samanlainen kuin yldkoulussa. Yla-
koulun esimerkissa etsittiin kuudesta kirjainkortista kolmen kirjaimen yhdis-
telmaa. Lukion esimerkissé kirjaimia on enemman eli muodostuvasta laskus-
ta tulee haastavampi, mutta myos yldkoulun oppilailla on tarvittava tieto
tehtéavan ratkaisemiseksi.

Esimerkki 1.7. Tietokoneohjelma muodostaa kayttajalle viisikirjaimisen
tunnisteen aakkosten 29 kirjaimen joukosta. Kuinka monta erilaista tunnis-
tetta voidaan muodostaa, kun sama kirjain saa esiintyd tunnisteessa vain
kerran?

Ratkaisu: Koska sama kirjain ei saa toistua, niin voidaan jokaisessa vai-
heessa valita yksi kirjain vihemmén eli

29 -28-27-26-25 = 14250 600.

Myo6s viimeinen esimerkki on vastaava yldkoulun kolmannen esimerkin
kanssa. Kuten huomataan, niin usein lukion esimerkeissé on enemmén vaih-
toehtojen maaria kuin ylakoulussa. Myos seuraavan esimerkin ymmartami-
nen ja ratkaiseminen pitaisi onnistua yldkoulun oppilaalta.
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Esimerkki 1.8. Vakioveikkauksessa on 13 kohdetta, joista jokaisessa vali-
taan yksi seuraavista vaihtoehdoista: 1 = kotijoukkue voittaa, x = tasapeli
tai 2 = vierasjoukkue voittaa. Kuinka monta erilaista veikkausrivida voidaan
muodostaa?

Ratkaisu: Rivin taytossa on 13 perdakkaista vaihetta, joissa on 3 vaihtoeh-
toa. Erilaisten rivien méara on siis

313 = 159432

1.4.2 Permutaatio

Ylakoulussa ei viela opita permutaation késitettd, vaan kirjoissa puhutaan
siita, kuinka monella tavalla asiat voidaan jarjestad. Permutaatio on esitetty
ylakoulussa seuraavasti:

Lause 1.9.
n kertoma tarkoittaa tuloa: n-(n—1)-(n—2)-...-3-2-1.

Lisaksi
n alkiota voidaan jdrjestdda jonoon n! eri tavalla.

Kéaydadn heti perdaédn esimerkki permutaatiosta yldkoulussa. Tamé esi-
merkki on itse keksitty.

Esimerkki 1.10. Penkille istuu 8 oppilasta. Kuinka monessa eri jarjestyk-
sessa he voivat istua vierekkain?
Ratkaisu: Oppilaat voivat istua 8- 7-6-5-4-...- 1 = 40320 jarjestyksessa.

Lukiossa permutaatio esitetdén lahes samalla tapaa kuin ylakoulussa:

Lause 1.11. Jos joukossa on n alkiota, joukon permutaatioiden lukumddrd
on
nl=n-(n—1)-...-2-1.

Toisin sanoen n alkion joukolla on n! permutaatiota.
Liséksi pitkassa matematiikassa kaydaén lapi k-permutaatio, joka ei tule

esiin ylakoulun oppikirjoissa. Jos joukosta asetetaan jonoon vain £ alkiota ja
muut jatetddn pois, puhutaan joukon k-permutaatiosta:

Lause 1.12. Jos joukossa onn alkiota ja k < n, niin joukon k-permutaatioiden
lukumddrd on

n‘(n—l)-...-(n—k—i—l):m.
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Ylakoulussa kédytava esimerkki sopii hyvin myos lukion perustehtavéiksi, ja
se on samantapainen kuin seuraavan esimerkin a) -kohta. Kuitenkin lukiossa
kaytavat tehtaviat muuttuvat haastavammaksi ja tasta hyva esimerkki on alla
olevan tehtavéin b) -kohta. Tallaista tehtévaa ei ylakoulun oppikirjoista 16ydy.
Ylakoulun oppikirjoissa samantyylisessa tehtavissd on esimerkiksi annettu
valmiiksi erilaisten lottorivien lukuméaran lauseke, josta pitda laskea vain
lauseke auki.

Esimerkki 1.13. (Moodi 8)
Hiihtokilpailun viestijoukkueessa on kuusi kilpailijaa: neljé lukiolaista ja kak-
si peruskoululaista.

a) Kuinka monta hiihtojérjestysta voidaan muodostaa?
Ratkaisu: Kuusi kilpailijaa voidaan jéirjestda 6! = 720 tavalla.

b) Kuinka monta sellaista hiihtojarjestysta voidaan muodostaa, joissa lu-
kiolaiset hiihtavat perdkkain?
Ratkaisu: Lukiolaiset voivat hiihtaa nelja ensimméista, neljé keskim-
méista tai neljé viimeista osuutta. Lukiolaisten hiihtdmét osuudet voi-
daan valita kolmella tavalla. Lisdksi neljéan lukiolaisen jarjestys voidaan
valita 4! = 24 eri tavalla ja peruskoululaisten jarjestys 2! = 2 tavalla.
Eli hiihtojarjestyksia on kaikkiaan

3-41-20 = 144.

1.4.3 Klassinen todennakoisyys

Siirrytadan seuraavaksi erilaisten todennakoisyyksien laskemiseen. Ensimmai-
seksi kasitelladn klassisen todennédkoisyyden méaaritelma. Kaydéaan lapi ylé-
koulussa opetettava maaritelma, seka esimerkkejé.

Maaritelma 1.14. Tapahtuman A klassinen todennékoisyys on suotuisten
ja kaikkien alkeistapausten osaméara.

P(A) = suotuisat alkeistapaukset

kaikki alkeistapaukset

Esimerkki 1.15. (Aédreton Tilastot ja todennikdisyys)

Noppaa heitetadan kerran. Milla todennédkoisyydelld saadaan silmaluvuksi 1
tai 67

Ratkaisu: Alkeistapauksia on kuusi. Haluttuja alkeistapauksia on kaksi.

2
P(silméluku on 1 tai 6) = 6= 3
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Esimerkki 1.16. Milla todennéakoisyydelld kahta noppaa heitettaessa sil-
malukujen summa on 107
Ratkaisu: Alkeistapauksia on 6 - 6 = 36. Suotuisia tapauksia on 3.
3 1
P(10) = — = —.
(10) 36 12
Klassisen todennakoéisyyden maéritelma nayttaa hyvin samanlaiselta niin
ylakoulussa kuin lukiossa.

Maaritelma 1.17. Kun kaikkien alkeistapausten lukumaéra on n ja tapah-
tuma A sisaltda k alkeistapausta, niin tapahtuman A klassinen todennakoi-

Syys on
suotuisien alkeistapausten lukumééara k&

P(A) = -
(4) kaikkien alkeistapausten lukumaéra n

Ylakoulussa kaydyissé tehtavissa nopat ovat aina tavallisia kuusisivuisia
noppia. Lukiossa haastetta on lisdtty kayttamalla tehtdvissa myos noppia,
joissa on sekd enemmén ja vahemmén sivuja kuin tavallisessa nopassa. Alla
olevasta esimerkistd huomataan, miten ero nakyy kaytannossa.

Esimerkki 1.18. (Moodi 8)

Milja heittaa kahta noppaa, joista toinen on tavallinen ja toinen nelisivuinen
noppa. Milld todenndkoisyydelld silmélukujen summa on 87

Ratkaisu: Alkeistapauksia on 6 - 4. Suotuisia tapauksia on 3. Eli

3 _1

1.4.4 Komplementtisaanto

Tassa alaluvussa kasitellian komplementtisaanto eli vastatapahtuman toden-
nakoisyys. Ylakoulussa ei puhuta komplementtisdannostd vaan pelkastédan
vastatapahtuman todennédkoisyydesta. Yldkoulussa opetetaan, ettd tapah-
tuman ja sen vastatapahtuman todennéakoisyyksien summa on aina 100%.
Tapahtuman todennékoisyys saadaan, kun vihennetédan 100 prosentista vas-
tatapahtuman todennéakoisyys.

Esimerkki 1.19. (Adreton Tilastot ja Todennikoisyys) Jalankulkijan lii-
kennevalo on punainen 75 %:n todennakoisyydella. Saara saapuu liikenneva-
loihin. Milld todennékéisyydella liitkennevalo ei ole punainen?

Ratkaisu: Liikennevalo ei ole punainen todennakoisyydella 100% — 75% =
25%.

Lukiossa tulee esiin komplementin kasite: Tapahtuman A vastatapahtuma
eli komplementti A sisiltid ne alkeistapaukset, joita A ei sisélla.

17



Lause 1.20. Tapahtumalle A ja sen vastatapahtumalle A pitee

P(A)+P(A) =1 eli P(A)=1- P(A).

Lukion ja yldkoulun esimerkit eroavat huomattavasti, silla yldkoulussa
vastatapahtuman todennakoisyyksia lasketaan vain ylla olevan esimerkin kal-
taisesti prosenttien avulla. Lukiossa tehtdvissa taas paéatelladn itse mika on
tapahtuman komplementti ja lasketaan sen todennékoisyys komplementti-
saannon avulla.

Esimerkki 1.21. Milla todennékoisyydella korttipakasta satunnaisesti va-
littu kortti

a) on kuningas?
Ratkaisu: Koska kuninkaita on 4, suotuisia alkeistapauksia on 4. Ta-
pahtuman B = ”"kortti on kuningas” todennékoisyys on
131

P<B)_§_ﬁ

b) ei ole kuningas?
Ratkaisu: Edellisen kohdan mukaan tapahtuman B = "kortti on kuningas’

todennikoisyys on P(B) = 5. Tamén vastatapahtuma on B = "kortti
ei ole kuningas”. Saadaan

Y

_ 1 12

1.4.5 Tilastollinen todenniakoisyys

Myos tilastollisen todennékoisyyden laskemista harjoitellaan seka ylakoulus-
sa etta lukiossa. Esitetadn seuraavaksi tilastollisen todennakoisyyden méari-
telméa ylakoulussa ja kaydaan lapi kolikonheittoon liittyva esimerkki.

Maaritelma 1.22. Tapahtuman A tilastollinen todennékoisyys saadaan ja-
kamalla tapahtuman A esiintymislukumaééra kaikkien tapausten méaralla.

P(A) = tapahtuman A esiintymislukumaéara

kaikkien tapausten maaré

Esimerkki 1.23. Kolikonheitossa saatiin 231 klaavaa ja 228 kruunaa. Laske
kruunan tilastollinen todennéakoisyys.

Ratkaisu: 298 228 76
P(k = 337 938 — 4r0 — 153"
(kruuna) 231 +228 459 153
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Tallaisten laskujen lisdksi harjoitustehtéavisséd on paljon erilaisia valmiita
tilastotaulukkoja, joista lasketaan tilastollisia todennékoisyyksid. Samanlai-
sia tehtavia on myos lukiossa, ja kuten alla olevasta maaritelmastda huoma-
taan, myos tilastollisen todennékoisyyden méaritelméa nayttaa hyvin samalta
kuin ylakoulussa.

Maaritelma 1.24. Kun tilastossa kaikkien havaintojen lukumééra on n ja
tapahtumalle A suotuisien havaintojen lukumaééra k, niin tapahtuman A ti-
lastollinen todennékoisyys on

Tilastollisen todennékoisyyden osalta lukion tehtavét eivat juurikaan eroa
haastavuudeltaan ylakoulusta. Suurin eroavaisuus tulee siina, ettei ylakoulun
tehtévissé esiinny vastatapahtumien todennékoisyyksien laskemista, kuten
seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 1.25. Koripalloilija on heittdnyt kauden aikana pelaamissaan
peleissa 72 vapaaheittoa, joista 66 on onnistunut.

a) Milld todennakoéisyydella hanen seuraavasta vapaaheitosta tulee kori?
Ratkaisu:

66 11
P(tulee kori) = 75 = 13"

b) Enté ei tule koria?
Ratkaisu: Tapahtuma voidaan laskea komplementtisaannon avulla.

11 1
P(ei tule koria) = 1 — P(tulee kori) =1 — — = —.
(ei tule koria) (tulee kori) 5= 19

1.4.6 Geometrinen todennikoisyys

Ylakoulun oppikirjoissa ei kdyda geometrisen todennakoisyyden maéaaritel-
méé, mutta alakoulun Tuhattaituri 6b -oppikirjassa (2018) se opetetaan seu-
raavien esimerkkien avulla.

Esimerkki 1.26. Tikkataulun sektorit ovat keskendan yhté suuria. Milla
todennékoisyydelld tikka osuu punaiselle alueelle?
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Ratkaisu:

Sektoreita on yhteenséd kahdeksan kappaletta, joista punaisia sektoreita on

kolme. Punaisen alueen todennékoisyys on siis g.
Ylla olevan esimerkin kaltaisia tehtévid on myos ylakoulun oppikirjoissa,

vaikka niista ei erikseen puhuta geometrisend todennéakoisyytena.

Esimerkki 1.27. Tien pituus on 100 km. Sadealueen pituus on 60 km. Mill&
todennékoisyydelld Ullan auto on sadealueella?

Ratkaisu:
60km
100km
60 6 3
100 10 5

Eli Ullan auto on sadealueella todennékoisyydella g

Alakoulussa ei siis kayda lipi minkdanlaista madritelméaé, joten lukioon
mentédessd on suurempi harppaus kuin muissa todennakoisyyden laskuissa,
ja osalle opiskelijoista aihe on aivan uusi. Taman lisaksi lukiomatematiikas-
sa esiintyy integraalien laskemista, jota ei peruskoulussa kasitelld lainkaan.
Juuri 8 -oppikirjan maaritelma geometriselle todennékoisyydelle on seuraava:

Maaritelma 1.28. Tapahtuman A geometrinen todennékoisyys on

tapahtumaa A vastaavan kuvion osan geometrinen mitta

P(A) =

koko kuvion geometrinen mitta

Sanoma Pron Moodi 8 -oppikirjassa on jotkin maéaritelmat esitetty eri
tavalla, kuin Juuri 8 -kirjassa. Seuraava maaritelma on esitetty tarkemmin,
mika on hyva etenkin niille, jotka jatkavat matematiikan opiskelua pidem-
mélle.

Maaritelma 1.29. Tapahtuman A geometrinen todennékoisyys on

missa m(A) on tapahtumalle A suotuisan geometrisen kuvion mitta ja m(FE)
on perusjoukkoa E kuvaavan geometrisen kuvion mitta.

Myos esimerkkitehtavat ovat hyvin erilaisia alakoulun ja lukion valilla.
Siinad missé alakoulussa tehtavéit ovat hyvin yksinkertaisia, niin lukiossa teh-
tavat ovat vaikeustasoltaan huomattavasti haastavampia.
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Esimerkki 1.30. (Moodi 8)
Metro ldhtee asemalta 4 minuutin valein ja pysédhtyy asemalla aina 20 sekun-
nin ajaksi ennen ldhtoa. Matkustaja saapuu satunnaisesti asemalle tietdmét-
td metron aikataulua. Milld todennédkoisyydelld matkustaja padsee suoraan
metroon?
Ratkaisu: Metro ldhtee hetkelld L, seuraava metro saapuu S ja lahtee 20
sekuntia myohemmin hetkella Lo. Jotta matkustaja paésee suoraan metroon,
hénen on saavuttava asemalle 20 sekunnin aikana, minka metro odottaa ase-
malla. Suotuisan ajanjakson pituus on siis 20s. Koko perusjoukkoa kuvaavan
ajanjakson pituus on 4min = 4 - 60s = 240s.
Lasketaan todennakoisyys

20s 1

P(péésee suoraan metroon) = 5105~ 12
s

Liséksi alakoulussa tehtavit ovat sellaisia, joissa oppilaiden ei itse tarvitse
hahmotella kuvia, vaan ne on annettu valmiiksi. Lukiossa tehtavéit vaativat
usein kuvan hahmottamista tilanteesta, kuten seuraavassa esimerkissé.

Esimerkki 1.31. Olkoon z satunnainen luku vililta [0,2] ja y satunnainen
luku valilta [0, 5]. Milla todennékoisyydelld x > y?

Ratkaisu: Lukuparista (z, y) muodostuu suorakulmion muotoinen alue. Suo-
rakulmion kanta on 2 ja korkeus 5, joten suorakulmion pinta-ala eli koko ku-
vion geometrinen mitta on 2 -5 = 10.

Kuva 1.4: Juuri 8 (LOPS21) s.87
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Kun lisdtdan muodostuneeseen kuvioon suora y = x; suoran alapuolella
y < z. Tapahtumaa vastaa siis se suorakulmion osa, joka on suoran y = x
alapuolella. Kyseessa on suorakulmainen kolmio, jonka kanta ja korkeus ovat
2. Taman alueen pinta-ala eli vastaavan alueen geometrinen mitta on % = 2.

Kuva 1.5: Juuri 8 (LOPS21) s.87

Néin ollen todennékoisyys

2 1

1.4.7 Kertolaskusaanto ja riippumattomuus

Tassa alaluvussa kéytavaa kertolaskusédantoa puhutellaan yldkoulussa perak-
kaisina tapahtumina. Todennakoisyys sille, etta perakkaiset tapahtumat to-
teutuvat kumpikin, saadaan kertomalla tapausten todennékoisyydet keske-
néan. Lisdksi opitaan riippuvuuden maéaaritelma, joka on hyvin yksinkertai-
nen:

Maaritelma 1.32. Jos tapahtumat eivat vaikuta toisiinsa, ne ovat toisistaan
riippumattomia. Jos edellinen tapahtuma vaikuttaa seuraavaan todennakoi-
syyteen ne ovat toisistaan riippuvia.

Kaydaéan lapi kaksi esimerkkia perakkaisista tapahtumista.

Esimerkki 1.33. (Aireton Tilastot ja Todennikéisyys)

Milja heittaéd kolikkoa. Milla todennakoisyydelld hén saa kaksi kruunaa pe-
rakkain?

Ratkaisu: Todennékoisyys saada kruuna on % Nyt

N | —
DN | —
=] =

P(kaksi kruunaa perdkkéin) =
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Esimerkki 1.34. Laatikossa on 3 sinista, 4 punaista ja 6 keltaista palloa.
Laatikosta nostetaan pallo kolme kertaa. Mika on todennékoisyys sille, etta
jokaisella kerralla nostetaan punainen pallo

a) kun pallot laitetaan takaisin laatikkoon noston jalkeen?

Ratkaisu: Laatikossa on yhteenséd 13 palloa. Todennédkoisyys saada punai-
nen pallo jokaisella nostolla on % eli todennékoisyys

4 4 4 64

P(kaikki punaisia) = 33 3 20

b) kun palloja ei laiteta takaisin laatikkoon noston jilkeen?
Ratkaisu: Nyt

4
P(1. pallo on punainen) = EL
) 3
P(2. pallo on punainen) = o
) 2
P(3. pallo on punainen) = o
Eli todennakéisyys
4 1 2 2
P(kaikki punaisia) = — - = - — = ——_.
(kaikki punaisia) 31 10— 143

Lukiossa riippumattomuuden méaritelma taas esitetdan seuraavasti:

Maaritelma 1.35. Jos tapahtuman A todennakoéisyys ei riipu tapahtuman
B toteutumisesta eiké toisin péin, sanotaan, ettd tapahtumat A ja B ovat
riippumattomat. Télloin myos niiden vastatapahtumat A ja B ovat riippu-
mattomat.

Riippumattomien tapahtumien kertolaskusaénnon avulla saadaan selvi-
tettyd ovatko tapahtumat A ja B riippumattomia:

Lause 1.36. Tapahtumat A ja B ovat riippumattomat, kun
P(AjaB) = P(A)- P(B).

Riippumattomien tapahtumien kertolaskusaannon lisaksi Moodi 8 -kirjassa
opetetaan, etta riippuvuus voidaan maaritella tasmaéllisesti ehdollisen toden-
nakoisyyden avulla. Ehdollisen todennékoisyyden méaaritelmaéd ei opeteta yla-
koulussa, eika Juuri 8 -kirjassakaan ole sille erikseen méaritelmaa. Ehdollinen
todennakoisyys esiintyy kuitenkin tehtéavissa useaan otteeseen. Siispa seuraa-
vaksi esitellddan ehdollinen todennakdisyys, niin kuin se on Moodi 8 -kirjassa
maéaaritelty:
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Maiaritelmi 1.37. Olkoon P(A) > 0. Tapahtuman B todenndkéisyys eh-
dolla A on
P(BjaA)

P(B|A) = =55

Nyt voidaan maaritella riippuvuus seuraavasti ehdollisen todennakoisyy-
den avulla.

Maaritelma 1.38. Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos
P(B)=P(A| B).

Ensimméinen esimerkki on jalleen samankaltainen ylakoulussa ja lukios-
sa. Taman jalkeen tehtaviat muuttuvat lukiossa haastavammiksi. Lukiossa
esimerkiksi noppiin liittyvissa tehtavissd voidaan laskea todennékoisyyksid
siten, ettd nopan silméluku on véhintdan tai enintddn nelji. Yldkoulussa ei
tallaisia laskuja esiinny, vaan noppiin liittyvissa tehtavissa lasketaan, milla
todennékoisyydelld molempien noppien silméluvut ovat esimerkiksi kuutosia.

Esimerkki 1.39. Heitetadn noppaa kolmesti perakkain. Milld todennakoi-
syydella saadaan

a) kolme ykkosta

b) kolme paritonta silmalukua?

Ratkaisu:

a) Riippumattomien tapahtumien kertolaskusdannén mukaan

P(kolme ykkostd) = P(ykkonen JA ykkonen JA ykkonen)

= P(ykkoénen) P(ykkonen) P (ykkénen)
1111
6 6 6 216

b) Riippumattomien tapahtumien kertolaskusdannoén mukaan

P(kolme paritonta) = P(pariton JA pariton JA pariton)
= P(pariton) P(pariton) P(pariton)
33 3 1
=566 &
Yleisen kertolaskusdannon avulla opitaan myo6s laskemaan todennékoi-
syys saada seitsemén oikein tai ei yhtaan oikein lotossa. Tamaén lisaksi komple-
menttisdannon avulla voitaisiin laskea tilanteet, joissa ainakin yksi numero

on oikein ja ainakin yksi on vadrin. Kuten aiemmin mainittiin, komplement-
tisdantoon liittyvia tehtavia ei esiinny ylakoulussa myoskaan tassa aiheessa.
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Esimerkki 1.40. Lotossa arvotaan seitsemén numeroa 1-40. Kuinka suurella
todennakoisyydelld pelaajan lottorivin seitseméastda numerosta

a) kaikki ovat oikeita

Ratkaisu: Yleisen kertolaskusdannon mukaan

7 6 5 4 3 2 1 1
P(7oikein) = — - — . 2. >, 2. =2 >~ -~
(Toikein) = 0 26 "33 " 37 3635 34 ~ 18643560

b) kaikki ovat vaaria?
Ratkaisu:
33 32 31 30 29 28 27
P(7 vaarin) = —+ — - — - — - — - — - — =0,22914...
(7 vidrin) = 45 30" 38 37 36 3 34

Néin saatiin kaytyd méaritelmié ja esimerkkeja aiheista, joita kasitelladn
seké peruskoulussa etta lukiossa. Seuraavaksi siirrytdén aiheisiin, joita ope-
tetaan vain lukiossa.

1.4.8 Yhteenlaskusaanto

Aloitetaan lukioaiheiden lapikéynti yhteenlaskusdannoélld. Juuri 8 ja Moodi 8
-oppikirjoissa opetetaan seké erillisten tapahtumien yhteenlaskusaénto etté
yleinen yhteenlaskusadnto. Nama asiat esitetaén kirjassa eri jarjestyksessa.
Juuri 8 -kirjassa kéasitellaan ensin yleinen yhteenlaskusaanto, kun taas Moodi
8 -kirjassa kéasitelldan ensin erillisten tapahtumien yhteenlaskusaanto.

Jos tapahtuma A ja B on mahdoton eli ei sisilla yhtdén alkeistapaus-
ta, sanotaan, ettd A ja B ovat erilliset eli toisensa poissulkevat tapahtumat.
Erillisille tapahtumille piatee P(Aja B) = 0 ja naille tapahtumille yhteenlas-
kusdantd on seuraava:

Aksiooma 1.41. Jos tapahtumat ovat erilliset, niin
P(AtaiB) = P(A) + P(B)

Edellisen aksiooman avulla voidaan todistaa yleinen yhteenlaskusianto.
Yleisella yhteenlaskusadnnolléd saadaan laskettua todennéakoisyys, etta aina-
kin toinen tapahtumista A ja B tapahtuu:

Lause 1.42. Todenndkoisyys, ettd ainakin toinen tapahtumista A ja B ta-

pahtuu, on
P(AtaiB) = P(A)+ P(B) — P(AjaB)

Lasketaan seuraavaksi todennakoisyyksia yhteenlaskusaannon ja riippu-
mattomien tapahtumien kertolaskusaannon avulla.
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Esimerkki 1.43. Oletetaan, ettéd jokainen viikonpéaivista on yhta mahdolli-
nen syntymiselle. Kuinka suurella todennakéisyydella eri vuosina syntyneistéa
veljeksista

a) Matti on syntynyt maanantaina ja Sulevi sunnuntaina

Ratkaisu: Koska jokainen viikonpaivista on yhté todennédkoinen, niin

1
P(lapsi on syntynyt maanantaina) = P(lapsi on syntynyt sunnuntaina) = =

Veljesten syntymien viikonpaivét eivét riipu toisistaan, joten
. o . . 11 1

P(Matti maanantaina ja Sulevi sunnuntaina) = T 19
b) Vain toinen on syntynyt maanantaina
Ratkaisu: Tapahtuma koostuu kahdesta erillisesta osasta: "Matti on synty-
nyt maanantaina ja Sulevi ei'sekd "Sulevi on syntynyt maanantaina ja Matti
ei". Yhteenlaskusdannon ja riippumattomien tapahtumien kertolaskusadnnon
avulla

P(vain toinen maanantaina)
= P(Matti ma) - P(Sulevi ei ma) + P(Sulevi ma) - P(Matti ei ma)

(-1 (- )

49

¢) kumpikaan ei ole syntynyt maanantaina?
Ratkaisu: Riippumattomuuden perusteella

P(kumpikaan ei ole syntynyt maanantaina)
= P(Matti ei ma) - P(Sulevi ei ma)

NEORE
36
-

1.4.9 Kombinaatiot

Tassa alaluvussa kéasitellaédn kombinaatioita eli osajoukkoja. k-kombinaatioksi
kutsutaan k-jasenista joukkoa, jossa jarjestyksella ei ole merkitysta.

Lause 1.44. Jos joukossa onn alkiota ja k < n, niin joukon k-kombinaatioiden

lukumdadra on
n\ n!
k] Kl(n—k)
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Kéytetdan seuraavaksi k-kombinaatioiden lukumaaran lauseketta hyo-
dyksi laskiessa seuraavat kaksi esimerkkia.

Esimerkki 1.45. Kuinka monella tavalla tavallisesta 52 kortin korttipakasta
voidaan nostaa viiden kortin joukko eli niin sanottu viiden kortin kési?

Ratkaisu: |
52 52!
= ————— = 2598960.
<5> 5!+ (52 —5)!

Esimerkki 1.46. (Moodi 8)

Hannalla on viisi pinkkia, nelja vihreaa ja kaksi harmaata Kivi-lyhtya. Kuin-
ka monella tapaa hin voi asettaa ne riviin, kun otetaan huomioon vain lyh-
tyjen vari?

Ratkaisu: Sijoitetaan ensin viisi pinkkid lyhtyé. 11 paikasta voidaan valita
viisi paikkaa (151> tavalla. Sijoitetaan seuraavaksi nelja vihredd lyhtyéd. Va-
paana olevista paikoista voidaan valita nelja paikkaa (2) tavalla. Vapaana
on vain kaksi paikkaa, joten paikat voidaan valita vain yhdella tavalla. Tu-
loperiaatteen mukaan lyhdyt voidaan siis asettaa riviin (11) . (i) -1 =6930

5
tavalla.

1.4.10 Diskreetti jakauma

Seuraavaksi siirrytdan diskreettiin jakaumaan. Maaritelldan diskreetti satun-
naismuuttuja:

Maaritelma 1.47. Satunnaismuuttuja tarkoittaa satunnaiskokeen tulokses-
ta tietyn sddnnon mukaan méaardytyviaa lukua. Satunnaismuuttuja on dis-
kreetti, jos se saa vain yksittaisia arvoja.

Diskreetin satunnaismuuttujan arvoihin x; liittyvid todennédkoisyyksia
pi = P(X = z;) kutsutaan pistetodennékoisyyksiksi:

Lause 1.48. Olkoot satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot xq,xs, ..., T,.
Tdlloin satunnaismuuttujan jakauman muodostavien pistetodenndkoisyyksien
pi = P(X = ;) summa on 1 elipy +pa+---+p, = 1.

Esimerkki 1.49. Pelaaja nostaa korttipakasta yhden kortin. Korteilla 1 — 6
hén saa yhden euron, korteilla 7 — 10 han saa kolme euroa, ja kuvakorteilla
(11—13) han menettdd kymmenen euroa. Satunnaismuuttuja X on rahasum-
ma, jonka pelaaja voittaa yhdella kortilla. Muodosta satunnaismuuttujan X
jakauma.

Ratkaisu: Pelaajan voittosumman mahdolliset arvot ovat 1,3 ja —10 euroa.
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Namaé ovat siis satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot. Satunnaismuuttu-
jan X jakauman muodostamiseksi tarvitaan eri arvojen todennakoisyydet.

4-6 6

P(X = 1) = P(korttil — 6) = —— —
( ) (korttil — 6) 2 =13

4.4 4

P(X =3) = P(kortti7 — 10) = — = —.
( 3) (kortti 7 — 10) 55 =13

4.3 3

P(X = —10) = P(kuvakortti) = — = —.
( 0) (kuvakortti) = 03

1.4.11 Diskreetin jakauman odotusarvo

Edellisessa alaluvussa saatiin kasiteltyéd diskreetin satunnaismuuttujan maé-
ritelmad, joten voidaan siirtya laskemaan diskreetin jakauman odotusarvoja ja
keskihajontoja. Kédydaan ensin odotusarvon maaritelmé ja heti peraan kes-
kihajonnan maaritelma.

Maaritelma 1.50. Olkoot satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot
x1,Ta,. .., T, ja pistetodennikoéisyydet p; = P(X = x;),7 = 1,...,n. Télloin
satunnaismuuttujan X odotusarvo E(X) on luku

E(X) =piz1 +pava + -+ putn = Z]%%
i=1

Maaritelma 1.51. Olkoot satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot x, zs, . ..

ja pistetodennékoisyydet p; = P(X = z;),i = 1,...,n. Talléin satunnais-
muuttujan keskihajonta D(X) on luku

D<X) = \/pl(xl - :u)Q + o +pn(xn - M)Q = \Jzn:pz(xz - N)Qa

jossa p on satunnaismuuttujan X odotusarvo.

Kéaydaan seuraavaksi esimerkki, jonka avulla opitaan laskemaan odo-
tusarvoja ja keskihajontoja.

Esimerkki 1.52. (Moodi 8)

Kolikkopelissa heitetaén kahta tavallista kolikkoa. Peliin osallistuminen mak-
saa 2 euroa. Jos tulee kaksi kruunaa, pelaaja saa 7 euroa. Muissa tapauksis-
sa pelaaja ei saa mitdan. Olkoon satunnaismuuttuja X : "pelaajan yhdell&
pelikierroksella saama voitto". Laske satunnaismuuttujan X odotusarvo ja
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keskihajonta.
Ratkaisu: Satunnaismuuttujalla X on kaksi mahdollista arvoa.

7€ — 2€ = 5H€
0€ — 2€ = -2€

Maaéritetadn satunnaismuuttujan jakauma:

s€ | 3oi-i
-2€ | 1-1=3
Lasketaan odotusarvo.
E(X)=1.54+3.(-2)=-1=-0,25(€)

Yhdellé pelikierroksella pelaajan voiton odotusarvo on —0, 25€, eli han ha-
viad keskimadarin 0, 25€ jokaisella kierroksella.
Lasketaan satunnaismuuttuja X keskihajonta.

D(X) = ﬁ (5= (=) 2 (~2- (-1) = 3.03108...

Kierrosvoiton keskihajonta on siis noin 3, 03€.

1.4.12 Jatkuva jakauma

Tamaéan alaluvun siséallot ovat lukion pitkdn matematiikan valtakunnallisesta
valinnaisesta moduulista 12. Maéaritelmat, lauseet, esimerkit ja esimerkkien
ratkaisut ovat kirjasta Juuri 12 Analyysi ja jatkuva jakauma (2022). Aloi-
tetaan aiheiden késittely tiheysfunktion méaritelmélla ja siithen liittyvalla
esimerkilla.

Maaritelma 1.53. Funktio f on satunnaismuuttujan X tiheysfunktio, jos
se on jatkuva mahdollisia yksittaisia kohtia lukuun ottamatta ja jos
1. f(x) > 0 kaikilla
b
2. Pla< X <b) = / f(z)dz aina kun a < b.

a

Esimerkki 1.54. Erdédn laitteen virheeton toiminta-aika (vuosina) on sa-
tunnaismuuttuja X, jonka tiheysfunktio on

flx) = {316(_:62 +6x), kun 0<z<6

0, muuten.
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Milld todennékoisyydellé laite toimii virheettomaésti yli kaksi vuotta?
Ratkaisu: Tapahtuman X > 2 todennakoéisyys on epéioleellinen integraali
J5° f(x) dz. Valilld [2, 6] tiheysfunktion f lauseke on 5z (—2246z), ja muuten
se on 0. Niinpé

P(X >2) = 2<X<oo)
:/ 1(—g? +6x)da¢+/6000dx

20

4
=5 =0, 740...

Laite toimii virheettomasti yli kaksi vuotta todennékoisyydella 0, 74.

Seuraavaksi opitaan, miten lasketaan jatkuvasti jakautuneen satunnais-
muuttujan odotusarvo ja keskihajonta.

Maaritelma 1.55. Jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan X odotusar-
VO on -
—00

Maaritelma 1.56. Jatkuvasti jakautuneen satunnaismuuttujan X keskiha-

jonta on
X)=o =[G s

Esimerkki 1.57. Erddn laitteen virheeton toiminta-aika (vuosina) on sa-
tunnaismuuttuja X, jonka tiheysfunktio on

f(x):{316< 224+ 6x), kun 0<x<6

0, muuten.
Maéarité virheettomén toiminta-ajan odotusarvo.
Ratkaisu: Lasketaan odotusarvo. Koska f eroaa nollasta vain vililla [0, 6],
niin
6
E(X):/ zf(z)dx
0
/ e (—a® +6x)d
= [ z—(—z x)dx
o 36
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Odotusarvon ja keskihajonnan jélkeen jatketaan madritelmien lapikayn-
tid ja seuraavaksi vuorossa on satunnaismuuttujan kertyméfunktio. Téméan
lisdksi opitaan laskemaan kertymaéafunktio tiheysfunktion avulla.

Maaritelma 1.58. Satunnaismuuttujan X kertymafunktio on
F(x)=P(X <x),z€R.

Esimerkki 1.59. Maéarita satunnaismuuttujan X kertyméfunktio F', kun
sen tiheysfunktio on

3
f(z) = 2(1—2?), kun — 1 <x<'1
0, kunz < —1taixz > 1.

Ratkaisu: Lasketaan F'(X) erikseen tapauksissa z <1, -1 <z < 1,2 > 1.

- Kun x < 1, niin
F(X):/x f(t)dt:/x 0dt = 0.

- Kun —1 <z < 1, niin

3 34
—0+/ it
1
J— _73 J—
43“" Ty
- Kun x > 1, niin
/ Odt+/ t2)dt+/ 0dt
1
L1
—+-=1.
~ 2729
0, kunz < -1
Siis F(z) = {3z — 123+ 1, kun —1<z<1
1, kunz > 1.

?

Tahén paattyy todennékoisyyslaskennan osio peruskoulussa ja lukiossa.
Seuraavaksi lahdetadn syventaméan naita tietoja tutustumalla todennakoi-
syyksiin yliopistomatematiikassa.
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2 Todennakoisyyslaskenta yliopistossa

Tassé luvussa esitetyt tulokset ja todistukset ovat pddosin periisin Introduc-
tion to probability and stochastic processes with application -kirjasta (Aru-
nachalam ym., 2012). Kaytettdessa muita lahteitd, niistd mainitaan erikseen.

2.1 Todennakdisyysavaruus

Ensimmaéisessa alaluvussa aletaan rakentamaan todennékoisyysmitan kasi-
tetta ja esitelldan sen perusominaisuuksia. Kun tavallista noppaa heitetaan
kerran, lopputulosta ei voida ennustaa tarkasti, mutta tiedetddn mahdollis-
ten tulosten joukko. Tallaista koetta kutsutaan satunnaiseksi.

Maaritelma 2.1. Koe on satunnainen, jos sen tulosta ei voida méarittéaa
etukédteen, mutta mahdolliset lopputulokset tunnetaan. Mahdollisten tulok-
sien joukkoa {2 kutsutaan otosavaruudeksi. Sen alkioita eli tulosvaihtoehtoja
w € ) kutsutaan alkeistapauksiksi.

Esimerkki 2.2. Heitetadn kolikkoa. Kolikon heitosta saadaan tulokseksi jo-
ko "kruuna” = Kr tai "klaava” = K1. Nyt siis Q = {Kr, K1}.

Esimerkki 2.3. Heitetdan noppaa kolme kertaa perakkéin. Nopan heiton
mahdolliset tulokset ovat muotoa (a,b,c) ja a,b,c € {1,2,3,4,5,6}. Talloin
Q={(a,b,c):a,b,ce{1,2,3,4,56}}.

Otosavaruuden alkiot voivat olla numeroita, vektoreita, symboleja ynné
muita sellaisia, ja ne maardaytyvit tarkasteltavan tilanteen mukaan.

Maaritelma 2.4. Otosavaruutta kutsutaan diskreetiksi, jos se on joko &é-
rellinen tai numeroituva. Satunnaiskoetta kutsutaan darelliseksi, jos sen oto-
savaruus on aarellinen (diskreetti).

Tapahtumat ovat otosavaruuden osajoukkoja, mutta kaikki otosavaruu-
den osajoukot eivit ole tapahtumia. Tapahtumien kokoelmalla on oltava
sigma-algebran rakenne joukossa (). Sigma-algebra on yksi mittateorian pe-
rustyokaluista. Sigma-algebrat ovat kokoelma joukkoja, jotka noudattavat
tiettyja sddntoja. Lukion opetussuunnitelman perusteiden (2019) mukaan
matematiikan opetuksessa on tarkoitus tutustuttaa opiskelija matematiikan
peruskésitteisiin, perusideoihin ja rakenteisiin. Sigma-algebran méaritelman
ymmértadminen vaatii vahvempaa matemaattista osaamista ja taméan vuoksi
seuraava maaritelmé on jatetty lukio-opintojen ulkopuolelle.

Maaritelméa 2.5. Olkoon €2 # (). Joukon 2 osajoukkojen kokoelmaa I" kut-
sutaan o-algebraksi joukossa 2,
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(i) jos L eT.
(i) jos A € I, niin A° €T

(iii) jos Ay, As,--- € T, niin | J A4; €T\

i=1
Joukon I' alkioita kutsutaan tapahtumiksi.

Esimerkiksi kolikon ja nopan heitossa kaikkien perusjoukon osajoukkojen
muodostama kokoelma on c-algebra. Seuraavaksi kaydadn esimerkit néisté
tapauksista. Tamén jalkeen jatketaan erilaisiin o-algebroihin tutustumista.

Esimerkki 2.6. Heitetddn kolikkoa, eli Q = {Kr, Ki}. Téalloin ' = {0, Q}
on triviaali o-algebra joukossa €, koska Q¢ = ) ja ¢ = Q ja koska yhdista-
mélla tyhjia joukkoja saadaan edelleen tyhja joukko ja yhdistamallé €2 itsensé
kanssa saadaan ).

G = {0, Kr} ei taas ole o-algebra, silli se ei taytd o-algebran méaari-
telmdd. Mé&éritelmén toinen ehto ei ole voimassa, silla {Kr}¢ = {Kl} ja

{Kl} ¢ G.
Esimerkki 2.7. Heitetadn kolmea noppaa perakkain, eli © {(a,b,c) :

a,b,c € {1,2,3,4,5,6}}. Talloin T' = {0,{(1,2,3)}, 2\ {(1,2,3)},Q2} on o-
algebra joukossa (). Kdydaén lapi o-algebran ominaisuudet

1. Q eI patee

2. Jos A = 0, niin A° = Q € T. Jos taas A = {(1,2,3)}, télloin A =
Q\{(1,2,3)} €T. Jos A =Q, niin A° = € T eli toinen ominaisuus
patee.

3. Minka tahansa ['n joukkojen yhdistdminen johtaa tuloksiin
0,{(1,2,3)},2\ {(1,2,3)} tai Q, ja kaikki ndmé kuuluvat joukkoon I
eli myos kolmas ominaisuus pétee.

Néin ollen I'" on o-algebra joukossa Q. G = {(1,2,3), ( ,1,1)} el taas ole
o-algebra joukossa €2, silld jos A = {(1,2,3)}, niin A° =0\ {(1,2,3)} £ G.

Lause 2.8. Jos Q # () ja 'y, Ty, ... ovat o-algebroja joukossa 2, niin ﬂ I
i=1
on myos o-algebra samassa joukossa.

Todistus. Koska ) € T'; kaikilla j, niin 2 € ﬂfj. Olkoon A € T';, kaikilla

J
j, jolloin A° € I';. Siksi myés A° € (|I';. Olkoon Aj, Ay, --- € (\T;. Téllsin

J J
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A; € Ty, kaikilla 4, j, eli myés | JA; € T kaikilla j. Néin ollen voidaan

paatella, etta U A; € ﬂFj. H

=1 J

Huomaa, ettd o-algebrojen yhdiste ei yleisesti ole o-algebra joukossa (2.
Esimerkiksi jOS Q= {17 27 3}7 Fl = {®7 {1}7 {27 3}} ja FQ = {(Z)u Q? {17 2}7 {3}}7
niin I'; ja 'y ovat g-algebroja joukossa 2, mutta I'y UT'; ei ole.

Maaritelméa 2.9. Olkoon Q # () ja olkoon A joukon 2 osajoukko. Olkoon
M = {I' : T on o -algebra joukossa (2 siséltden joukon A}. Talloin o(A) :=
(] T on pienin mahdollinen joukon A siséltdmé o-algebra joukossa (2. o(A)

rem
kutsutaan joukon A generoimaksi o-algebraksi.

Esimerkki 2.10. Pienintd o-algebraa joukossa R, joka sisdltda kaikki valit
] — 00,al, misséd a € R kutsutaan Borelin o-algebraksi. Jos a,b € R siten,
ettd a < b, niin seuraavat ovat R:n Borel-joukkoja.

(a,00) =R\ (—o0,d]

(a,b] = (—00,b] N (a,o0)

(—00,a) = Ej (—oo,a — 1}

n=1 n

[a,00) = R\ (=00,a)
(a,b) = (—o0,b) N (a, o)
[a,b] = R\ ((—00,a) U (b, 0))
{a} = [a,q]

Nznﬁo{n}
o= U {7}

m,ne’
n#0

Q@ =R\Q

Huomaa, ettéd kaikki R:n joukot eivat ole Borel-joukkoja.

Esimerkki 2.11. Olkoot a = (a1, -+ ,ay,) ja b = (b, ,b,) joukon R™
alkioita, missa a; < b; kaikilla ¢+ = 1, n. Borelin-joukkojen o-algebran
generoivat kaikki valit, jotka ovat muotoa

((Z,b] = {1‘:(1’1,"' axn)eRn:ai<xi§bivi:17'“ ,Tl}.
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Jo peruskoulussa opetetaan varman ja mahdottoman tapahtuman kasit-
teet. Todennékoisyysavaruudessa tyhjaéd joukkoa () kutsutaan mahdottomak-
si tapahtumaksi ja joukkoa {2 varmaksi tapahtumaksi. Lukiossa opitaan, ettéa
todennédkoisyys on aina epanegatiivinen ja varman tapahtuman todennékoi-
syys on 1. Nama kaksi aksioomaa ovat todennakoisyysmitan ehtoja. Lisaksi
opitaan erillisten eli toisensa poissulkevien tapahtumien késite, joka seuraa-
vassa madritelméssa tulee esiin. Tata maaritelméaa ei kuitenkaan opeteta lu-
kiossa, vaikka tarvittavat tiedot siihen olisi.

Maaritelméa 2.12. Olkoot 2 # ) ja T’ g-algebra joukossa 2. Reaaliarvoista
funktiota P kutsutaan todennékoisyysmitaksi, jos se tayttad seuraavat ehdot:

(i) P(A) > 0 kaikilla A € '

(ii) P(Q2) =1
(iii) Jos Aj, Ag, ... ovat toisensa poissulkevat tapahtumat joukossa I, eli

A;(NA; =0 kaikilla ¢ # j,
niin silloin
P (fj Ai) = f:P(Ai)
i=1 i=1

Kolmikkoa (€2, ', P) kutsutaan todennakoéisyysavaruudeksi.
Esimerkki 2.13. Olkoot 2 = {1,2,3}, I' = {0, {1},{2,3},Q} ja P

1, jos 3€A
0, jos 3¢ A

Talléin P on todennékoisyysmitta joukossa (£2,T).

Seuraavaksi esitelladn todennakoisyysmitan tarkeimpid ominaisuuksia. Ta-
man Lauseen kohtia kasitelladn myo6s lukio-opinnoissa. Lukiossa ei kayteta
yhdisteen ja leikkauksen matemaattisia merkint6ja, vaan ne esitetdan "ja” ja
"tai” -sanoilla. Kuten huomataan, niin Lauseen toinen kohta kuvaa yhteen-
laskusdannon erillisille tapahtumille. Kolmas kohta on lukiossa esiintyvan
vastatapahtuman todennakoéisyys. Viidennessa kohdassa kasitellaan yleinen
yhteenlaskusdanto. Matematiikan opettajien taytyy ymmaértaa nama ominai-
suudet pystyakseen opettamaan lukion matematiikkaa laadukkaasti.

Lause 2.14. Olkoon (2, T, P) todenndkdisyysavaruus. Talloin
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1. P(0) =0.
Jos A,B €T ja ANB =1, niin P(AU B) = P(A) + P(B).
Kaikille A € T' pitee P(A°) =1 — P(A).

Jos A C B, niin P(A) < P(B) ja P(B\ A) = P(B)— P(A). Erityisesti
P(A) <1 kaikilla A€T.

©

Kaikille A, B € T’ pitee P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

6. Olkoon (A,), kasvava jono joukon I' alkioita, eli A, € T ja A, C Apq
katkillan = 1,2, ..., niin tdlloin

P(lim An) = lim P(A,)

n—oo n—o0

oo
missd lim A, := | A,.
n=1

n—00

7. Olkoon (A,), laskeva jono joukon T' alkioita, eli A, € T ja A, D Apiq
kaikilla n = 1,2, ..., niin tdlloin

P ( lim An) = lim P(A,)

n—oo n—oo
o0
missa lim A, = A,,.
Jim A= (7] A
n=

Todistus. 1. Madritelman 2.12 nojalla 1 = P(Q). Voidaan merkita 2 =
QUOUPU---. Tasta saadaan, etta
1=P(Q)
=PQUOUD---)
= P(Q) + P(0) + P(0) +
=1+P0)+PO)+

Eli 0 > P(0) > 0, joten tiytyy olla P(()) = 0.

2. Maaritelman 2.12 kohdan 3. ja todistuksen 1. kohdan tuloksesta seuraa,
ettd koska AUB=AUBUQUPU---, niin

P(AUB)=P(AUBUQUDU---)
AUB)+ P(0) + P(0) +
A)+PB)+0+0+---

A) + P(B).
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3. Koska AU A= Q ja AN A° = (), niin maaritelman 2.12 nojalla
(©2)

P(AU A°)

P(A) + P(A°)

1

Il
e

Eli P(A°) = 1 — P(A).

4. Tiedetdén B = AU(B\ A). Jolloin saadaan P(B) = P(A)+P(B\A) >
P(A). Eli P(B) > P(A).
Edelleen B = AU (B \ A). Koska AN (B\ A) = ), niin

P(B)=P(A)+ P(B\ A)

eli
P(B\ A)=P(B)— P(A).

Maaritelmén 2.12 ja tuloksen P(B) > P(A) nojalla saadaan, etté
P(A) < P(Q)=1.

Eli
P(A) < 1.

5. Tiedetédén, ettda AUB =(AUB)N(AUA®) =AU (BN A°) eli
P(AUB) = P(A)+ P(Bn A°).
Liséksi B = (BN A)U (BN A°), joten myos
P(B)=P(BNA)+ P(BN A

eli
P(BN A% = P(B)— P(BNA).

Joten nyt yhdistamalla namé kaksi saadaan, etta
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).

n—1

6. Olkoon Cl = Al, CQ = A2 \ Al, s ,Cn = An \ U Az On SelVéé, etta:
=1

UG = U A
n=1

8

1
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Lisiksi koska C; N C; = 0 kaikilla ¢ # j, niin
P(Gn)-#(0e)
n=1 n=1
= Z P(Cn)
n=1

= lim > P(Cr)
k=1

3

= lim P Ck>

n—00
k=1

= lim P(A4,).

n—o0

7. Jatetaan tama todistus harjoitustehtavéksi.
O

Huomautus 2.15. Olkoot A, B, C tapahtumia. Edellisté lausetta soveltamalla
saadaan, etta

P(AUBUC)=P(A)+P(BUC)—P(AN(BU(O))
=PA)+P(B)+P(C)—P(BNC)—P(ANnB) (2.1)
—P(ANC)+P(ANnBNCQC).
Jos Ay, A, ..., A, ovat tapahtumia, niin

n

P(AJUA U UA,) =S P(A) — Y P(A, NA,) +--

=1 11<ig
+ (=1 > P(A,NA,N-NA)
11 <t < - <lp

o (D)"P(A N AN N AY),
missa summaan

Y P(A,NA,N---NA;)

11 <t < <ip

on otettu kaikki joukon {1,2,...,n} mahdolliset osajoukot.

Esimerkki 2.16. Olkoon (2, T", P) todennakoisyysavaruus, jossa:

Q={1,2,3,4}
T ={0,Q,{1},{2,3}, {4}, {1,2,3},{2,3, 4}, {1,4}}
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P({1}) = 1. PU2.3) = 5. P(4) = 1.

Talloin:
1 1 3
P({1,2,3)=-+-="
1 1 3
P{2,34)=-+-="1
1 1 1
P({1,4 =—4-=_.
{14 =7+7=3

2.2 Klassinen todenniakoisyys

Seuraavaksi kdydaan lapi tarkempi méaéritelméa klassiselle todennakoisyydel-
le, ja kaydaan sen hyodyntamisestd esimerkki. Jos alkeistapauksia on &darel-
linen maéara ja ne ovat yhta todennakoisia, puhutaan klassisesta todennakoi-
syydesta. Lukiossa klassinen todennakoisyys opetetaan alla olevan huomau-
tuksen kaltaisesti.

Maaritelma 2.17. Olkoot 2 aérellinen, I' kaikkien Omegan osajoukkojen
muodostama o-algebra ja P(w) = ﬁ alkeistapahtumien todennéakoisyys, jo-
ka on luku valilta [0, 1], kaikilla w € Q. Todennakoéisyysavaruutta (2, T, P),
kutsutaan Laplacen todennakoisyysavaruudeksi. Todennakoisyytta P kutsu-
taan klassiseksi todennéakoisyydeksi.

Huomautus 2.18. Jos (2,T', P) on Laplace todenndkoisyysavaruus, A C
miké tahansa 2:n osajoukko, niin

P<A>=P(Uw):2m1,:}é;,

w€eA weA
misséd |A| on joukon A alkioiden lukumé&éra. Toisin sanoen

P(A) = Joukon A suotuisat alkeistapaukset

alkeistapausten lukumaara

Esimerkki 2.19. Laatikossa on 4 Tobleronea, 8 Fazerin sinista suklaalevya
ja b Tupla-suklaapatukkaa. Laatikosta nostetaan satunnaisesti kuusi suklaa-
ta ilman, ettd niitd laitetaan takaisin. Mikd on todennéakoisyys P sille, ettéa
nostetaan 2 Tobleronea, 3 Fazerin sinistd ja 1 Tupla?
Ratkaisu: Laatikosta voidaan nostaa suklaita (1673 eri tavalla. Alkeistapauk-

sia ovat kaikki kuuden suklaan osajoukot ja naiden lukuméara on || = (167).
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4
2

taa (2) eri tavalla ja Tuplia (i’) eri tavalla. Tuloperiaatteen mukaan suklaita

voidaan nostaa (;1) (2) (?) =6-56-5 = 1680 eri tavalla. Suotuisten alkeista-

pausten lukuméaara on siis |A| = 1680. Eli nyt

Kaksi Tobleronea voidaan nostaa ( ) eri tavalla, Fazerin sinisia voidaan nos-

pray= Al 1630 _ 30
19 12376 221

2.3 Ehdollinen todennikoisyys ja riippumattomuus

Tassa alaluvussa kasitelldan jo lukioaiheista tuttuja ehdollista todennékoi-
syytta sekd riippumattomuutta. Opitaan naiden tasmélliset méaaritelmét ja
kaydaan léapi esimerkkejé aiheisiin liittyen. Kun verrataan seuraavaa méari-
telmaa lukiossa kaytdvaan madritelméan, huomataan sen olevan hyvin sa-
manlainen.

Maaritelma 2.20. Olkoon (£2,I', P) todennédkoéisyysavaruus. Jos A, B € T’
siten, ettd P(A) > 0, niin tapahtuman B todenndkoéisyys ehdolla A on méé-
ritelty seuraavanlaisesti:

P(AN B)

P(B|A) = —5s

Esimerkki 2.21. Kahta noppaa heitetdan kerran. Olkoot A tapahtuma
"silmaluvut ovat erisuuret” ja B = "vahintdan yksi silmaluvuista on 6”. Nyt

A={(a,b) :a,be{1,2,3,...,6},a #b} ja
B={(a,6):a€{1,2,...,6}}U{(6,b) :be {1,2,,...,6}}.

Lasketaan ensin P(A). Ensimmaéisen nopan silméluku voi olla miké tahansa
kuudesta. Jotta silmaluvut ovat erisuuret, toisen nopan silméluvulle on vaih-
toehtoja 5. Suotuisien alkeistapausten mééra on siis 6-5 = 30. Kahta noppaa
heittamalld alkeistapauksia on yhteensa 6 - 6 = 36. Eli

36 6
Nyt P(A N B) on todennakoisyys, etta silmaluvut ovat erisuuret ja toinen
silmaluvuista on 6. Jos ensimmaisen nopan silmaluku on kuusi, niin toisen
nopan silméluvulle on vaihtoehtoja 5. Jos toisen nopan silméluku on kuusi,
niin my6s ensimméisen nopan silméluvulle on vaihtoehtoja 5. Yhteensa suo-
tuisia alkeistapauksia on siis 10. Eli
10
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Voidaan seuraavaksi laskea ehdollinen todennakdisyys.

Y e

Seuraavassa Lauseessa kasitelldidn ehdollisen todenndkoisyyden keskei-
simpia ominaisuuksia, joita ei kasitella lukiossa. Matematiikan opettajien
on hyodyllista osata ndma ymmartadkseen, miten ehdollinen todennakéisyys
kayttaytyy eri tilanteissa.

Lause 2.22. Olkoon (2,1, P) ja olkoon A € I siten, ettd P(A) > 0. Tdlloin:
1. P(-| A) on todenndkdisyysmitta joukossa 2 ja P(A| A) = 1.
2. Jos AN B =0, niin P(B | A) = 0.
3. P(BNC|A) =P(B|ANC)P(C | A), jos PLANC) > 0.
4. Jos Ay, Ag, ... A, €T siten, ettdi P(AyN Ay N---N A, 1) >0, niin

talloin
P(AiNnAyN---NA,) =P(A)P(Ay | A))P(As | Ay N Ag)---
PA, | AANAN---NA,1).

Todistus. 1. Tarkistetaan todennékoisyysmitan kolme ominaisuutta:
i) Selvésti nahdadn, ettd P(B | A) > 0, kaikilla B € I

i) P(Q]A) = Z557 = 24 = 1. Siksi myds P(A | A) = 1.

iii) Olkoot Aj, Ay, ... erillisia tapahtumia. T&ll6in:

x P(ANU, A)
P(H““"“‘) =P
P (U, (4,1 4))
(A

. P(A;,NA)
P(A)
=Y P(4; | A).
=1
2. Jos AN B =, niin tallsin P(ANB) = 0eli P(B | A) = P;A(j‘f) —
P =0
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P(BNCNA)
P(A)
_ P(BNCNA) " P(CNA)
P(CNA) P(A)
=P(B|ANC)P(C | A).

P(BNC|A) =

4. Todistetaan viite induktiolla. Osoitetaan aluksi, etta viite pétee, kun
n = 2. Nyt siis
P(AyNAy)

P(A; N Ay).

Eli vaite patee, kun n = 2.

Oletetaan nyt, ettd viite patee kaikilla n — 1 tapahtumalla. Koska

PAiNAn---NA,9) > PAINAN---NA,_1) > 0, voidaan

paatella, etta

P(AiNAyN---NA,_1)=P(A)P(Ay | A))P(As | AN Ay)---
P(A, 1 | AiNAN---NA, ).

Olkoon B= A, NAy;N---NA,_;. Talloin

P(AiNAyN---NA,) =P(BNA,)
= P(B)P(A nIB)
=PAINAnN---NA,1)PA, | AiNAN---NA, 1)
= P(A))P(Ay | Al) (A | Ay N Ay)---
(A

P(A, | ALN Ay N Apy).

Nyt voidaan paatella, ettd vaite on totta kaikilla n:n arvoilla.
O

Esimerkki 2.23. Laatikossa on 12 palloa, joista 4 on mustia ja loput kah-
deksan ovat valkoisia. Pelataan seuraavanlaista pelid: Nostetaan laatikosta
satunnaisesti pallo ja katsotaan sen véri. Tamén jalkeen pallo palautetaan
takaisin laatikkoon ja lisdksi lisatdan kaksi nostetun varistéd palloa laatik-
koon. Laske todennakoisyys sille, etta pelin kolmella ensimmaisella kierrok-
sella nostetut pallot ovat kaikki mustia.
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Ratkaisu: Kaikille : = 1,2, 3 patee
A; := Musta pallo nostettiin i:nelld kierroksella.

Sovelletaan Lauseen 2.22 kohtaa nelja, kun n = 3 ja saadaan, etti

P<A1 ﬂ AQ ﬂ Ag) - P(Ag ’ A2 ﬂ AI)P(AQ ’ Al)P(Al)

8 6 4
==X — X —
16~ 14~ 12
1
147

Esimerkki 2.24. Kolme lasta yrittaa paasta aikuisille suunnattuun konsert-
tiin. Jokaiselta lapselta kysytadn henkilollisyystodistukset porteilla ja virkai-
lijan hylédtessa lasten paasyn konserttiin, palauttaa hian henkilollisyystodis-
tukset satunnaisesti. Laske todennékoisyys sille, etta kukaan ei saa takaisin
omaa henkil6llisyystodistusta.

Ratkaisu: Olkoot:
A := kukaan el saa omaa henkilotodistustaan takaisin

B; := 1:nnes lapsi saa oman henkilotodistuksena takaisin.

Todennékoisyys, jota etsitdan, saadaan hyodyntamalla huomautusta 2.15:

P(A) = P(B{n B5N BY)
=1— P(B;UByU Bjy)
=1— P(B,) — P(B,) — P(Bs) + P(B; N By)
+ P(By N Bs) + P(B1 N By) — P(B; N By N By).

Koska on olemassa kolme erilaista vaihtoehtoa, joista vain yksi on oikea, niin
1
P(B;) = 3 kaikilla ¢=1,2,3.

Toisaalta myo6s kaikilla ¢ # j pétee
1 1 1
Annettuaan oikean henkilotodistuksen takaisin i:nnelle lapselle, j:nnen lap-

sen henkilotodistukselle jaa yksi oikea vaihtoehto kahdesta eli:
P(B1NByN Bs) = P(B1)P(By | B1)P(B3 | BN By) = é
Siksi )
P(A) = 3
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Lause 2.25. Oletetaan, etti Ay, As,... muodostavat otosavaruuden €} osi-

tuksen eli A; N A; = 0, kaikilla i # j ja | J A = Q siten, ettd P(A;) > 0
i=1

kaikilla A; € T'. Talloin kaikille B € T pdtee:

P(B) =Y P(B| A)P(A).

Todistus. Nyt
B=BnNM

=1

s

(BN A,)

=1

Koska BN A; ovat erilliset, niin todennakoisyysmitan méaaritelmén kolmatta
kohtaa hyodyntamaélla saadaan, etta

P(B) =Y P(BN A;)

= Y P(B| A)P(A).

]

Esimerkki 2.26. Markku tietda, ettd on 40% todennéakoisyys sille, ettd yri-
tys, jossa han tyoskentelee, avaa uuden osaston Helsinkiin. Jos uusi osasto
avataan, todennakoisyys sille, etta Markusta tulee uuden toimiston johtaja,
on 80%. Jos uutta toimistoa ei avata todenndkoisyys sille, ettd Markusta tu-
lee nykyisen osaston johtaja, on 10%. Laske todennakoisyys, etta Markusta
tulee johtaja hanen tyoskenteleméssédan yrityksessa.
Ratkaisu: Olkoon

J := Markusta tulee johtaja.

U := Yritys avaa uuden osaston Helsinkiin.
Talloin
P(J)=P(J| N)PWU)+ P(J|UPU®)
=0,8x%x0,4+0,10 x 0,60
=0, 38.

Edellisen Lauseen seurauksena saadaan Bayesin sdantoné tunnettu tulos.
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Seuraus 2.27. Olkoot Ay, As, ... otosavaruuden § ositus, missd P(A;) > 0
kaikilla ©. Tdlloin kaikilla B € T, jolle P(B) > 0 pdtee:

P(A)P(B | A

P(A; | B) = S P(B [ A)P(A}) kaikilla i.
Todistus.
Pl | B) = D
P(A;)P(B | A;)

O

Esimerkki 2.28. Jos esimerkin 2.26 tilanteessa Markku nimitetdan osaston
johtajaksi, niin mika on todennakoisyys, etté yritys on avannut uuden osas-
ton Helsinkiin?

Ratkaisu:

Tiedetddn, ettd P(U) = 0,4 ja P(J | U) = 0,8. Lisaksi esimerkissi 2.26 las-
kettiin, ettd Markusta tulee johtaja P(J) = 0,38 todennakoisyydelld. Seu-
rauksen 2.27 nojalla saadaan, etta

P(U)P(J | U)
PU I = =55
. 0,4-0,8
0,38
=0, 84211.

Eli todennékoisyys, etta yritys on avannut uuden osaston Helsinkiin, on noin
0, 84.

Joskus tapahtuma B ei vaikuta tapahtuman A todennékoisyyteen, jolloin
P(A | B) = P(A). Tiedetaan, etta tissa tapauksessa tapahtuma A on riippu-
maton tapahtumasta B, miké vaatii sen, ettd P(B) > 0. Taméan vaatimuksen
valttamiseksi, riippumattomuus maaritellian seuraavalla tavalla:

Maaritelma 2.29. Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia, jos ja vain
jos:

P(ANB) = P(A)P(B).

Jos edellinen ehto ei tayty tapahtumat riippuvat toisistaan.
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Esimerkki 2.30. Tavallista noppaa heitetdédn kaksi kertaa. Olkoot:

A := Noppien silmélukujen summa on parillinen.

B := Toisen heiton silméaluku on parillinen

Talloin:

Lisaksi P(AN B) = i. Eli tapahtumat ovat riippumattomat.
Lause 2.31. Olkoot tapahtumat A ja B riippumattomat. Tdlldin
1. Tapahtumat A ja B¢ ovat riippumattomat (myés B ja A° ovat)

2. Tapahtumat A° ja B¢ ovat riippumattomat

Todistus. 1.
P(A)=P(ANB°) + P(ANB)
= P(AN B°) + P(A)P(B),
Siksi:
P(ANB®) = P(A)[1 — P(B)] = P(A)P(B°).

[]

Y14 oleva riippumattomuuden méaaritelmé on identtinen Moodi 8 -kirjassa
(2023) esitettavin méadritelman kanssa. Usein on tarpeen tarkastella kahden
tai useamman tapahtuman riippumattomuuksia. Taman vuoksi riippumat-
tomuudelle on annettava laajempi maaritelméa kuin lukiossa.

Maaritelma 2.32. Joukkoperhetta {A; : ¢ € I} sanotaan riippumattomaksi,
jos
P (ﬂ Az-) TP
ieJ ieJ
kaikilla I:n aarellisilla osajoukoilla () # J. Nama tapahtumat ovat toisistaan
riippumattomia.
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Maaritelma 2.33. Joukkoperhettd {A; : ¢ € I} sanotaan pareittain 2 x 2
riippumattomaksi jos:

Esimerkki 2.34. Noppaa heitetdén kaksi kertaa perdkkain. Olkoot A, B, C'
seuraavia tapahtumia:

A ;= 7Silmaluku 2 saadaan ensimmaiselld heitolla”.
B = ”Silmaluku 5 saadaan toisella heitolla”.
C := "Noppien silmélukujen summa on 7”.
Nyt
1
P(A)=P(B)=P(C) = 6
1
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) = 36
1
P(ANBNC)=—
( ) =36

Tapahtumat ovat pareittain riippumattomat, mutta eivat ole toisistaan
riippumattomia silla:

P(ANBNC)# P(A)P(B)P(C).

2.4 Geometrinen todennikoisyys

Tassa alaluvussa kéasitellidn geometrista todennédkoisyytté ja kaydaan lapi
esimerkki aiheeseen liittyen. Huomataan, ettd seuraavan maaritelméan mer-
kinndt nayttavat hyvin samalta kuin Moodi 8 -oppikirjassa (2023).

Maaritelma 2.35. Olkoot Q # ) ja I' o-algebra joukossa € ja oletetaan,
ettd geometrinen mitta m on maaritelty joukossa (€2, I"). Téll6in tapahtuman
A geometrinen todennékoisyys on

Geometrista mittaa kutsutaan Lebesguen mitaksi, jota kiytetadn yleisesti
reaalilukujen, taso- ja avaruusjoukkojen mittaamiseen. Lebesguen mitta pe-
rustuu o-algebroihin. Sigma-algebraan kuuluvat vain ne joukot, joiden mitta
voidaan madrittad Lebesguen mitan avulla. Kaikki joukot eivit kuitenkaan
ole mitallisia, eiké Lebesguen mittaa voida méarittda ei-mitallisille joukoille.
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Esimerkki 2.36. Liisa ja Pekka sopivat tapaamisen kahvilaan kello 12 ja 13
vélille. He voivat saapua paikalle mina ajan hetkend hyvénsa. Olettaen, et-
ta heidédn saapumisaikansa ovat riippumattomia, laske todennakoisyys, ettéa
Liisa ja Pekka tapaavat siten, ettd kumpikin odottaa enintadn 10 minuuttia.
Ratkaisu:

Olkoot X ja Y tapahtumia:
X := "Liisan saapumisaika”

Y := "Pekan saapumisaika”

Otosavaruus
Q:={(z,y) eR?*:0<2<60,0 <y <60}
Halutaan laskea tapahtuman T todennakoisyyttéa, missé

T={(x,y) € Q:| z—y |<10}.

Kuva 2.1: Esimerkki 2.36

_ T'm pinta-ala (3600 —50-50) 1100 11
~ (n pinta-ala 3600 © 3600 36
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2.5 Satunnaismuuttuja

Tassd alaluvussa kasitellddn satunnaismuuttujaan liittyvia maéaaritelmia ja
esimerkkeji. Aihetta késiteltiin hieman jo lukiomatematiikassa ja opittiin,
mikéd on satunnaismuuttuja. Lukiossa satunnaismuuttujaa ei késitella funk-
tiona, vaan se selitetddn vain sanallisesti. Juuri 8 -oppikirjassa (2022) kylla
mainitaan, ettd satunnaismuuttuja on tdsméllisemmin funktio, mutta siihen
ei perehdyta tarkemmin. Seuraavaksi kaydaan lapi satunnaismuuttujalle tar-
kempi madritelma.

Maiaritelma 2.37. Olkoon (2, I', P) todennakoéisyysavaruus. Satunnaismuut-
tuja on kuvaus X : Q — R siten, ettd A € B, X !1(A) € T', missé B on Borelin
o-algebra joukossa R.

Huomautus 2.38. Olkoon (€, T, P) jokin mielivaltainen todenndkoéisyysava-
ruus. Ottaen huomioon, etta joukot (—oo, 2], missd x € R, generoivat Borelin
o-algebran, voidaan osoittaa, ettd funktio X : 2 — R on satunnaismuuttuja,
jos ja vain jos X '((—o0,z]) € T kaikilla x € R.

Esimerkki 2.39. Heitetaan kahta tavallista noppaa. Talloin Q = {(4, j),4,j =
1,2,---,6} on kaikki noppien heitoista saatavat tulokset. Olkoon I" kaikkien
osajoukkojen kokoelma p(2). Mééritelladn X seuraavasti

X(w)=i+j jos w=(i,j) €
ja koska nyt X ~!((—o0,x]) € T, niin X on satunnaismuuttuja.

Esimerkki 2.40. Hehkulamppu valmistetaan. Valmistuksen jalkeen sen kéyt-
toika X testataan ja kirjataan ylos aika, joka on kulunut silloin, kun lamppu
lakkaa toimimasta. Téssé tapauksessa (2 = {t : ¢ > 0}. Olkoon I' = B(RN2)
o-algebra. Méaritelladn

X: Q>R Xw) =w, well

Téalloin
0, jos <0
(0,z], jos x>0.

X (~o0,2] = {

Siksi kayttoika X on satunnaismuuttuja.

Huomautus 2.41. Olkoon X satunnaismuuttuja todennékoisyysavaruudessa
(Q,T, P). Satunnaismuuttujaan liittyvid tapahtumia voidaan esittdd myos
joukkomerkintdmuodossa:

{XeB} ={weQ: X(w) € B}, missa B € B.
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Lukiossa opetetaan, ettd satunnaismuuttujan jakauma sisaltaéd satunnais-
muuttujan arvot ja sen todennakoéisyydet. Lukiossa myos satunnaismuuttu-
jan jakauma madritelladn sanallisesti, eika kaytetéd funktiota Px kuvaamaan
todennéakoisyysmittaa. Lukiossa ei ylipadtaén opita todennékoisyysmitan ké-
sitettd. Seuraavaksi esitetddn satunnaismuuttujan jakaumalle tdsméllisempi
esitys.

Lause 2.42. Oletetaan, ettd X on satunnaismuuttuja todenndkéisyysavaruu-
dessa (2,1, P). Funktio Px

Px(B) := P ({X € B}), kaikillaB € B

on todenndkdisyysmitta joukossa (R, B), ja sitd kutsutaan satunnaismuuttu-
jan X jakaumaksi.

Todistus. Taytyy osoittaa, ettd Py tayttda todenndkoisyysmitan madritel-
man kolme ehtoa:

1. Kaikilla B € B, Px(B) > 0.
2. Px(R)=P{we Q: X(w) eR}) = P(Q) =1.

3. Olkoot Aj, As, ... joukon B alkioita, jolle A; N A; = () kaikilla ¢ # j.
Koska tapahtumat {X € A;} ovat erillisié, niin

o (Un)=r(ireUa))

P (g {X € Ai}>
iP({X € A})

(A2).

I
I
3

N
Il
—

[]

Esimerkki 2.43. Olkoot Q = {a,b,c}, T' = {0,{a},{b,c},Q} ja P siten,
etta:

i
—
=
N—

I

= otk o= O



Olkoot X : Q2 — R siten, etté

1

2 jos w=b tai w=ec

, Jos w=a

X(w):{

Talloin satunnaismuuttujan jakauma on esimerkiksi
Px(0)=0
Px({1}) = P({a}) =

Py({2}) = P({b,c}) = £
Py(R) = 1.

o] —

Px(B) voitaisiin laskea kaikille Borel-joukoille kuten Lauseessa 2.42. Jakau-
man arvo riippuu siitd, kuuluvatko 1 ja/tai 2 joukkoon B.

Satunnaismuuttujan jakaumasta jatketaan kertyméafunktion maéritelmaén,
joka tuli tutuksi jo lukioaiheita kasitellessa. Kuten alta huomataan tama
maéaritelmé ei muutu lukio-opetuksen ja yliopisto-opetuksen valilla.

Maaritelma 2.44. Olkoon X satunnaismuuttuja. Funktiota Fy joukossa R
Fx(z):= Px(] —o0,z]) = P(X < x)
kutsutaan satunnaismuuttujan X kertyméfunktioksi.

Kéaydaidn seuraavaksi esimerkki siitd, miten kertymafunktio méaéritellaédn.

Esimerkki 2.45. Olkoon Q = {a,b,c},T' = {0, {a}, {b,c},Q} ja P annettu
seuraavalla tavalla:

X (w) 1, jos w=a
w) =
2, jos w=b tai w=c
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Satunnaismuuttujan X kertyméafunktio mééritellddn Fx(z) = P(X < z).
Satunnaismuuttuja X saa arvoja 1 ja 2. Muodostetaan kertyméafunktio néille
arvoille: Kun z = 1:

Fﬂn:fmxgnzpqwegpnmg1p:PQ@y:é

Kun x = 2:
Fx(2) = P(X <2)
= Plwe: X(w) <2}
1 4
575
=1.

Satunnaismuuttujan X kertyméfunktio on siis

, jos xz<l1

Fx(x)=4¢%, jos 1<z<2

= al= O

, jos x>2.

Satunnaismuuttujan kertyméfunktiolla on tiettyjd ominaisuuksia. Seuraa-
vassa Lauseessa kdydéan néita lapi.

Lause 2.46. Olkoon X satunnaismuuttuja avarvudessa (2,1, P). Kertymd-
funktiolle Fx pdtee seuraavat ehdot:

1. Jos x <y, niin Fx(x) < Fx(y).

2. Fx(zT) = hli}r(l)qu Fx(z + h) = Fx(z) kaikilla € R.

3. lim Fx(z) = 1.

T—r00

T—r—00

Todistus. 1. Jos x < y, niin:

{weQ: X(w)<z}C{we: X(w) <y}

Fx(z)=P(X <z) < P(X <vy) = Fx(y).
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2. Olkoon z € R. Oletetaan, etta (x,), on reaalilukujen viaheneva jono
raja-arvolla x. Eli

T1>To > > ja Jirgloxn:x

Néahdaan, etta
(X<} 2{X <m} 2

ja etta
N{X <a}={X <a}

n=1

Siksi Lauseesta 2.14 seuraa, etta

Fx(z") = lim Fx(x,) = lim P(X <z,)=P(X <x) = Fx(x).

n=oo n=oo
3. On selvéa, ettéd kaikille n € N patee
{X<n}C{X<(n+1)}
ja
0= Ej {X <n}.
n=1
Eli

lim Fx(z) = lim Fx(n) = lim P(X <n)=P(Q)=1.

T—r00 n—oo n—oo
4. Kaikille n € N pétee

(X <—n} 2 {X < —(n+1)}

ja lisaksi
0= ﬂ {X < —n}
n=1
Néin ollen:

lim Fx(z) = lim Fx(—n) = lim P(X < —n) = P(0) = 0.

T—00 n—00 n—00

Voidaan osoittaa, ettd miké tahansa funktio F'(x), joka toteuttaa edellisen
Lauseen ehdot, on jonkin satunnaismuuttujan X kertymafunktio.
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Seuraus 2.47. Olkoot X satunnaismuuttuja joukossa (2,1, P), Fx satun-
naismuuttujan kertymdafunktio ja a,b € R siten, ettd a < b. Tdlloin:

1. Fx(z™):= hhj}ﬁ Fx(z —h) = P(X < z).

2. P(a< X <b) = Fyx(b) — Fy(a")

3. Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

J. P(a< X <b)=Fy(b~) — Fx(a").
5. Pla < X <b) = Fx(b™) — Fx(a).
6. P(X = a) = Fx(a) — Fx(a").

7. Jos P(a < X <b) =0, niin Fx on vakio vdliltd (a,b).

Todistus. 1. Olkoon = € R. Oletetaan, etta (x,), on kasvava reaalilukujen
jono raja-arvolla x. Eli

1< << ja nll_{{}oiﬁn:l'

On selvad, etta
{X§$1}§{X§l‘2}§"‘

ja
U{X <.} ={X <z}
n=1
Lauseesta 2.14 seuraa
Fx(z™) = lim Fx(x,) = nh_}rgoP(X <z, =PX <x).
Q={X<a}U{a <X <b}U{X >b}.
Téasta saadaan, etta
l1=P(X <a)+Pla< X <b)+P(X >0).

Eli
Pla< X <b)=1-P(X <a)— P(X >b).

Nyt hyodyntamélld kohtaa 1 ja koska 1 — P(X > b) = P(X < b)
saadaan, etta

P(a < X <b) = P(X <b) — Fx(a").
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Koska Mééritelmén 2.44 nojalla P(X < b) = Fx(b), niin
Pla < X <b)=Fx(b) — Fx(a™).
Jatetaan loput todistukset harjoitustehtéavéaksi. O

Esimerkki 2.48. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio Fx
on

0, jos x<0
Fx(z) = %, jos 0<z<2
1, jos x>2,

missd Fy on jatkuva. Télloin myos satunnaismuuttuja X on jatkuvasti ja-
kautunut satunnaismuuttuja.

Huomautus 2.49. Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja todennakoisyysava-
ruudessa (£2,T", P), niin talloin F(a) = F(a™) ja koska P(X =a) = F(a) —
F(a™) =0, niin P(X = a) = 0 kaikilla a € R.

2.6 Diskreetti satunnaismuuttuja

Satunnaismuuttujat luokitellaan niiden kertyméfunktion mukaan. Jos kerty-
méafunktio on porrasfunktio, sanotaan, ettd X on diskreetti satunnaismuut-
tuja. Jos taas X on absoluuttisesti jatkuva funktio, niin X on jatkuva sa-
tunnaismuuttuja. Tassa alaluvussa késitellaan néista diskreettia satunnais-
muuttujaa.

Maaritelma 2.50. Olkoon X satunnaismuuttuja ja F'x sen kertyméfunktio.
Sanotaan, ettd kertymafunktio F'x on epédjatkuva pisteessi a € R jos:

Fx(a) — Fx(a™) #0.

Huomautus 2.51. Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, niin epdjatkuvuus-
pisteiden joukko on tyhja joukko.

Seuraava maaritelma kasittelee pistetodennakoisyytta.

Maaritelma 2.52. Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvoja
ovat x1,xs,.... Funktiota px joukossa R

P(X =x;) jos = =ux1,m9,...
px(z) =
0, muuten

kutsutaan satunnaismuuttujan X pistetodennakoisyysfunktioksi.
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Pistetodennékoisyysfunktiota késitelldan lukiossa Lauseena, jolle pétee
seuraavan huomautuksen toinen kohta.

Huomautus 2.53. Pistetodennakoéisyysfunktiolle patee:
1. p(x;) > 0 kaikilla i ja

2. Zip<xi) =1

Esimerkki 2.54. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on

0, jos x< =2

1 ; _9< 1
Fy(z) = z,  Jos 2<r <y

%, jos %§x<\/§

1, jos x> \/§

Pistetodennékoisyysfunktio voidaan méarittda kertymafunktion avulla seu-
raavasti: Seurauksen 2.47 nojalla P(X = a) = Fx(a) — Fx(a™) eli

_ 1

7

_ 1

=

1 1 1-
P(X =)= Fx(2) — Fx(=
(X =3)=Fx(3) — Fx(5 )

41

77

_3

=7,

ja

4
—1——
7
3
==
Satunnaismuuttujan X pistetodennékoisyysfunktio on siis
%, jos x=-2
3 1
_ )7 )08 T =3
) =
Px() %, jos x=+/2
0, muulloin.
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Esimerkki 2.55. Kolikkoa heitetdéan kahdesti. Olkoon X saatujen klaavojen
maara.

1. Muodosta satunnaismuuttujan X pistetodennékoisyysfunktio.
2. Laske P(0,5 < X <4), P(-1,b < X <1)ja P(X <2).
Ratkaisu:

1. Satunnaismuuttuja X saa arvoja 0,1 tai 2 eli:

P(X =0) = P(KR,KR) =
P(X=1)=P(KR,KL))+ P(KL,KR)) = i + j‘ = ;
P(X = 2) = P(KL, KL)) i
Joten pistetodennakoisyysfunktio on
i, jos x =
px(r) =41, jos z=
i, jos x =
2.
P05 <X <4)=P(X=1)+ P(X=2) =

2.7 Jatkuvat satunnaismuuttujat

Tama alaluku késittelee jatkuvia satunnaismuuttujia. Jatkuvat satunnais-
muuttujat on maaritelty seuraavalla tavalla.

Maaritelma 2.56. Olkoon X satunnaismuuttuja todennakoisyysavaruudes-
sa (2,T, P). Satunnaismuuttuja X on absoluuttisesti jatkuva, jos ja vain jos
on olemassa epdnegatiivinen ja integroituva funktio fx siten, ettd kaikilla
r € R patee

Fx() = [ ; Fx ().

Funktiota fy kutsutaan jatkuvan satunnaismuuttujan tiheysfunktioksi.
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Huomautus 2.57. Tiheysfunktiolle f péatee seuraavat ehdot:

a) f(z) > 0 melkein kaikilla x:n arvoilla

b) /OO flz)dx =1.

— 00

Esimerkki 2.58. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on

0,jos <0
Fx(z) =Sz, jos 0<z<l1
1,jos =z >1.

Satunnaismuuttujan X erés tiheysfunktio fx on:

1, jos 0<Lz<1

0, muulloin.

Ix(z) = {

2.8 Satunnaismuuttujan muunnokset

Oletetaan, ettd X on satunnaismuuttuja, joka on mééritelty todennékoisyy-
savaruudessa (£2,T", P) ja olkoon ¢ funktio siten, ettd ¥ = ¢g(X) on satun-
naismuuttuja. Seuraavaksi halutaan méérittaé satunnaismuuttujan Y tiheys-
funktio satunnaismuuttujan X tiheysfunktion suhteen.

Lause 2.59. Olkoon X absoluuttisesti jatkuva satunnaismuuttuja, jonka ti-
heysfunktio on fx. Jos h on aidosti monotoninen ja derivoituva funktio, niin
talldin satunnaismuuttujan Y = h(X) tiheysfunktio on:

fx(7H W) | &2 ) | josy = h(x) jollekin x

missd h™' on h:n kddnteisfunktio.

Todistus. Oletetaan, ettd h on aidosti kasvava funktio ja olkoon y € R siten,
ettd y = h(x) jollekin z.
Talloin:



Derivoimalla saadaan

d

fr(y) = F&(h‘l(y))@h‘l(y)

— fx () | Cj;w(w |

olettaen, ettd h:n derivaatta on positiivinen.
Olkoon h aidosti vaheneva funktio ja y € R siten, ettd y = h(x), joillakin
x. Talloin

Fy(y) = P(Y <y)
= P(h(X) <y)
=P(X > h7'(y))
=1—Fx(h™'(y)).
Derivoimalla saadaan
Frlo) = =5 (@) o0 )

= fe () | jyh-%y) ]

koska téassa tapauksessa h:n derivaatta on negatiivinen. Jos y € R siten, etta

y # h(z), kaikilla z, niin Fy (y) =0 tai Fy(y) = 1 eli fy(y) = 0. H
Esimerkki 2.60. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka noudattaa jakaumaa
1 22

e 2, —00 < T < 00.

fx(z) = Vor

Maaritd Y = eX tiheysfunktio.
Ratkaisu: Kun merkitdin h(X) = ¥, niin h on aidosti kasvava ja derivoi-
tuva ja Y = h(X). Nyt:

y = h(z) = e".
Talloin:
h™(y) =z =1Iny
dh~'(y) 1
dy y
Koska Y = eX saadaan, etti:
dhil(y) 1 1 21
= fx(h7! = e—2ny)” 2
fY(y) fX( (y)) dy \/% y

Siksi satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

1 —l(lny)2

fr(y) = {yme 2

0, muulloin.

jos y >0
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2.9 Satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi

Taman alaluvun aiheena ovat satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi.
Lukiomatematiikassa opittiin jo laskemaan satunnaismuuttujan odotusarvo-
ja ja keskihajontoja. Téassa alaluvussa opitaan laskemaan satunnaismuuttu-
jlen variansseja ja opitaan mika ero on varianssilla ja keskihajonnalla. Kay-
déan ensin lapi odotusarvon maéaritelma ja siihen liittyvia esimerkkeja.

Maaritelma 2.61. Olkoon X satunnaismuuttuja todennakoisyysavaruudes-
sa (Q, T, P).

1. Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja, jonka arvoja ovat xi,xo,...,
niin satunnaismuuttujalla X on odotusarvo jos:

k=1

Odotusarvo méaéaritelldan seuraavasti:

2. Jos X on jatkuva satunnaismuuttuja, jolla on tiheysfunktio fx, niin
satunnaismuuttujalla X on odotusarvo jos:

oo
[ lalise) < oo
— 00
Talloin odotusarvo madaritellddn seuraavasti:

E(X) = /OO rfx(x)de.

—0o0

Huomautus 2.62. Jos X on satunnaismuuttuja, jonka arvojoukko on aérelli-
nen, niin £(X) on aina olemassa.

Esimerkki 2.63. Heitetadn tavallista noppaa kerran ja olkoon satunnais-
muuttuja X nopan silméluku, joka saadaan heitosta. Talloin

6k 21
EX)=) —==—.
=10 6

Esimerkki 2.64. Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka pistetoden-
nakoisyysfunktio on
{6—33? jos x=0,1,2,...

0, muulloin.
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Talloin

Seuraavan tuloksen avulla voidaan 16ytaa absoluuttisesti jatkuvan satun-
naismuuttujan odotusarvo sen kertyméfunktion avulla.

Lause 2.65. Olkoot Y jatkuva satunnaismuuttuja ja funktio f sen tiheys-
funktio. Jos E(Y') on olemassa, niin tdlldin:

EY) = [T = Frwldy — [~ Fr(-u)dy,

0 0

Todistus. Kaytetdan todistuksen apuna Fubinin lausetta ja saadaan, etta
E(Y) = /_O:O zf(x)de

Yt @) dx+/0 of(2) dz

() e ([ ) s

mémf z) dody — / / 7) dwdy

MHY>w@—A P(Y < —y)dy

1= Fe(y)ldy — [ Fr(-y)dy.

(o)

Il
S—— >— >— 5—

]

Seuraava Lause, joka tunnetaan nimella "Law of the unconscious statistician”
eli LOTUS, ilmaisee satunnaismuuttujan ¥ = ¢g(X) odotusarvon tiheysfunk-
tion fx ja funktion g avulla.
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Lause 2.66. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on fx ja ol-
koon g : R — R funktio siten, etta Y = g(X) on satunnaismuuttuja. Talloin

E(9(X)) =

> g(z)px(z) jos X on diskreetti satunnaismuuttuja

/ g(x)fx(z)dx jos X on absoluuttisesti jatkuva satunnaismuuttuja

aina kun summa tai integraali konvergoi absoluuttisesti.

Todistus.

1. Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka saa arvoja xy, xs, - - -

Tassa tapauksessa pistetodennékoisyysfunktio on

P(X =z) jos z=ux1,29, -
px(x)z{ ( ) i 1, T2

0 muulloin

Satunnaismuuttuja Y = g(X) saa arvoja g(z1), g(x2),---. On selvéé,
ettd jotkin ndistd luvuista voivat olla samat. Oletetaan, ettd y;,j >
1 esittaa g(xz;) eri arvoja. Kerddmaélla yhteen kaikki g(x;), jotka ovat
samat, saadaan, etté

Zg pX l‘z Z Z .g<xz’>pX<xz’>

J ig(zi)=y
= Z Yi Z px(%')
J i:g(wi)=y;
= ZyjP(g(X) = y;)
= Z y; P(Y =y;)

= E(Y) = E(9(X)).

2. Olkoon X absoluuttisesti jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunk-
tio on fx. Oletetaan, ettd g on epénegatiivinen funktio, yleisen tapauk-
sen todistus sivuutetaan. Lauseen 2.65 nojalla

Elg(X) = [~ Plg(X) > y)dy — [~ Plg(X) < ~y)dy

/ > y)dy
(s

missd B := {x : g(x) > y}. Siksi

oo rg(x)
:/ / fx(x) dydz
—/ x)d.
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]

Esimerkki 2.67. Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio
on

2z, jos O<z<l1
flz) = .
0,  muulloin.
Talloin:
BE(X?) = /OO 2 f () dx
100
= / 22 dx
0
_ 2
=

Siirrytédan kasitteleméan odotusarvon tarkeimpia ominaisuuksia.
Lause 2.68. Olkoon X satunnaismuuttuja.

1. Jos P(X >0) =1 ja E(X) on olemassa, niin talloin E(X) > 0.

2. E(a) = a, jokaiselle vakiolle cv.

3. Jos X on rajoitettu, eli on olemassa vakio M > 0 siten, ettd
P(] X |< M) =1, niin E(X) on olemassa.

4. Jos « ja  ovat vakioita ja jos g ja h ovat funktioita siten, ettd g(X) ja
h(X) ovat satunnaismuuttujia, joiden odotusarvot ovat olemassa, niin
E(ag(X) + Bh(X)) on olemassa ja:

E(ag(X) + 6h(X)) = aE(9(X) + BE(h(X)).

5. Jos g ja h ovat funktioita siten, ettd g(X) ja h(X) ovat satunnaismuut-
tujia, joiden odotusarvot ovat olemassa ja jos g(x) < h(zx) kaikilla ,

E(g(X)) < E(h(X)).
Erityisests
|E(X)] < E(1X]).
Todistus. 1. Oletetaan, ettd X on diskreetti satunnaismuuttuja, joka saa

arvoja xy, o, - --. Koska P(X < 0) = 0 saadaan, ettd P(X = ;) =0
kaikilla x; < 0. Siksi:

B(X) = > a:P(X = )

= 3 mP(X =) >0.

12 >0
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Jos X on absoluuttisesti jatkuva satunnaismuuttuja, niin

E(X):/OO 1 — Fy(2)] dx—/OOOFX(—x)dx
/ 1 — Fx(z)] dx

= P(X > x)dx > 0.

. Fla)=aP(X =a)=qa.

. Jos X on diskreetti satunnaismuuttuja, joka saa arvoja x1, xs, - - -, niin
koska P(|X| > M) = 0, voidaan olettaa, ettd {xy,xq,---} C [-M, M].
Eli

Sla|P(X =2) <MY P(X =) =M < o0
Jos X on absoluuttisesti jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunk-
tio on f, niin koska P(|X| > M) = 0, voidaan olettaa, ettd f(x) =0
kaikilla « & [—M, M]. Siksi:

[ eli@yde = [ elsyde < o [ gy de = < oo

. Kaydaén lapi jatkuvan satunnaismuuttujan tapaus ja jatetaan diskreet-
ti tapaus harjoitustehtavaksi. Jos X on absoluuttisesti jatkuva satun-
naismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f, niin:

| lag(a) + (@) f @) do < [ Jag@@)|f@)du+ [ |8h(@)|f () da

:]a|/oo lg(x)|f(x)dx

+|5|/ x)dr < 0o

Odotusarvo (ag(z) + Bh(X)) on olemassa ja on selvid, etta

| _(ag@)+ Bh@)f@)dz = [ (agl@)f@)da+ [ (Bh(x)f(x)da

= aB(g(X)) + BE(h(X)).

. Jatetaan diskreetti tapaus harjoitustehtavaksi. Jos X on absoluuttisesti
jatkuva satunnaismuuttuja, jonka tiheysfunktio on f, niin téalloin

E(g(X)) = [ g@)f@)de < [~ h(@)f(@)de = EG(X))
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Koska

—|X] <X < [X]|
saadaan
E(-]X]) < E(X) < E|X]|
—E(|X]) < E(X) < E(1X]).
Eli
[E(X)| < E(1X]).

O

Satunnaismuuttujan odotusarvoa kutsutaan ensimmaiseksi momentiksi.
Maaéritelladn seuraavaksi momentit yleisemmin. Momentit ovat tunnusluku-
ja, jotka kuvaavat satunnaismuuttujien pistetodennidkoisyysfunktioiden ja-
kautumista.

Maaritelma 2.69. Olkoon X satunnaismuuttuja. Satunnaismuuttujan r:s
momentti on

pe = B(X7)
aina kun odotusarvo on olemassa.

Lause 2.70. Jos X on satunnaismuuttuja siten, ettd u; on olemassa, niin
tilloin myds w, on olemassa kaikilla s < 7.

Todistus. Kaydaan lapi jatkuva tapaus ja jatetadn diskreetti tapaus harjoi-
tustehtavaksi. Koska

|2°| <14 |2"| kaikilla 2z €R
saadaan

/O:O 2| fx () da < /2(1 ) fx (@) de = 1+ /O:o " | fx (x) dz < oo.

]

Maaritelma 2.71. Olkoon X satunnaismuuttuja. Satunnaismuuttujan r:s
keskusmomentti on

pr o= E([X = E(X)]")
aina kun odotusarvo F(X) on olemassa.

Lause 2.72. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on olemassa.
Jos p, on olemassa, niin:

=3 (;) p (=) "

k=0
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Todistus. Lausetta 2.68 ja Newtonin binomikaavaa kayttamalla saadaan, et-
ta

]

Perehdytaan tarkemmin toiseen keskitettyyn momenttiin eli varianssiin
ja sen ominaisuuksiin. Varianssi kuvaa satunnaismuuttujan arvojen vaihtelua

odotusarvosta. Keskihajonnalla o ja varianssilla on yhteys. Keskihajonta on

varianssin nelidjuuri eli varianssi on o2.

Lause 2.73. Olkoon X satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on olemassa ja
a, B € R ovat vakioita. Tdllgin:

1. Var(X) >0

2. Var(a) =

3. Var(aX) = a*Var(X)

4. Var(X + ) = Var(X)

5. Var(X) =0, jos ja vain jos P(X = E(X)) = 1.

Todistus. 1. Todistus seuraa varianssin maaritelméasta ja odotusarvon omi-
naisuuksista

Var(aX) = E[aX — E(aX))’
= E(aX — aB(X))?
= o’E(X — B(X))?
= a*Var(X).
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Var(X +8) = E[(X + ) — B(X + )2
=E[X + 8- B(X)- g
= Var(X).

5. a) Jos X = E(X) todennakoisyydelld 1, niin on selvéé, etta
Var(X) =0.

b) Oletetaan, ettd Var(X) = 0 ja olkoon a := E(X).
Jos P(X = a) < 1, niin silloin on olemassa ¢ > 0 siten, etta

P((X —a)*>¢) >0,
koska
(iIZ’ — a)2 > C.)C‘{(x,a)2>c}.

Seuraavan paéttelyn taustalla on Markovin epéyhtalo, josta saa-
daan, etta

E(X ) > E(CX{(m a) 2>c})
VCL?”( ) >c E(X{(a: a)? >c})
Var(X) > cP((X —a)* > ¢) > 0,

miké on ristiriita ja siksi P(X = E(X)) = 1.
[

Varianssi voidaan laskea ensimmaisen ja toisen momentin avulla seuraa-
vasti:

Lause 2.74. Olkoon X satunnaismuuttuja, jolle E(X?) on olemassa. Tdlloin

Todistus.
Var(X) = E(X — B(X))?
= B(X? - 2XE(X) + (E(X))?)
= E(X?) - 2(E(X)E(X) + BE(E(X))?
= BE(X?) = 2(B(X))* + (B(X))?
= B(X?) — (B(X))?



Esimerkki 2.75. Heitetadn tavallista noppaa kerran ja olkoon X satunnais-
muuttuja, joka esittédé saatuja tuloksia. Tiedetdén, ettd E(X) = 2 ja

91

1
K=
6

|

6
B(X?) = Z
k=1

Talloin
91 21\? 91 49 35
w(X) =B} - (B =1 (T) == -7 =5
Néain saatiin kasiteltyd todennékoisyyslaskennan kehittymistéd aina ala-
koulun matematiikasta mittateoriaan saakka. Tutkielma aloitettiin toden-
nékoisyyslaskennan perusteista ja vahitellen péastiin kasitteleméan aihetta
todennéakoisyysavaruudessa. Lukijalla tulisi tdmén jalkeen olla kattava kuva
siitd, mita asioita millakin luokka-asteilla kiydaan ja miten kaikki yhdistyy

lopulta mittateoriaan.
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