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Tiivistelma

Taman pro gradu -tutkielman tarkoituksena on perehtya transkendenttilu-
kuihin sekéa algebrallisiin lukuihin. Algebrallinen luku on jonkin rationaalilu-
kukertoimisen polynomin juuri. Jos luku ei ole algebrallinen niin se on trans-
kendentti. Tutkielmassa aihetta lahestytadn kuntien, kuntalaajennosten seké
symmetristen polynomien kautta. Tutkielman tarkoituksena on antaa tiivis
yleiskuvaus aiheesta.

Ensin tutkielmassa perehdytadn pohjatietona rationaali- ja irrationaalilu-
kuihin seka erityisesti esitetdan todistukset lukujen 7 ja e irrationaalisuudes-
ta luvussa 1. Pohjatietojen kéasittelyn jalkeen annetaan méaritelmé transken-
denttiluvulle ja algebralliselle luvulle. Tésté siirrytddn tarkastelemaan tut-
kielmassa myohemmin tarvittavaa perusalgebraa luvussa 2. Luvussa 3 pereh-
dytdén polynomirenkaisiin seké symmetrisiin polynomeihin. Samassa luvus-
sa todistetaan symmetristen polynomien peruslause 3.19, jolla on oleellinen
osa tutkielman paatuloksien todistuksissa.

Luvussa 4 tutustaan kuntalaajennoksiin ja erilaisiin niitd koskeviin tu-
loksiin. Luvussa 5 késitellaédn algebrallisten lukujen ominaisuuksia ja osoite-
taan, ettéd algebralliset luvut muodostavat kunnan. Tutkielman paatuloksina
luvussa 6 esitetadn todistukset lukujen 7 ja e transkendenttiudesta. Tutkiel-
man lopuksi luvussa 6 esitelladn vield, miten luvun 7 transkendenttius liittyy
antiikin konstruktio-ongelmaan ympyréan nelidinnista ja samassa luvussa esi-
tellidn myos kuution kahdentamiseen liittyva konstruktio-ongelma. Tamén
lisaksi otetaan pieni katsaus siihen millaisiin transkendenttilukuihin liitty-
viin ratkaisemattomiin ongelmiin nykypaivian matemaatikot yrittavat loytaa
ratkaisuja.
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Johdanto

Tutustumme tutkielmassa transkendenttilukuihin seké algebrallisiin lukuihin
ja niiden ominaisuuksiin. Algebrallinen luku on jonkin rationaalilukukertoi-
misen polynomin juuri. Luvut, jotka eivat ole algebrallisia, ovat transken-
dentteja. Tunnetuimmat transkendenttiluvut ovat ympyran kehén ja halkai-
sijan suhdetta kuvaava luku 7 ja Neperin luku e.

Transkendenttilukuja on tutkittu matematiikan historian saatossa useam-
man sadan vuoden ajan. Jo 1700-luvun lopussa matemaatikko Johann Lam-
bert esitti vaitteen lukujen 7 ja e transkendenttiudesta julkaisussaan, jossa
hén esitti todistuksen luvun 7 irrationaalisuudesta. Kuitenkin vasta 1800-
luvun loppupuolella ensimméiset luvut onnistuttiin todistamaan transken-
denteiksi. Téta pitkaa vilia vaitteiden ja niiden todistusten vélilla selittéaa se,
ettd transkendenttilukujen todistuksiin liittyy teknisié haasteita eiké yleisté
menetelmaéd luvun transkendentiksi todistamiselle tunneta.

Ensimmaéisen todistuksen Neperin luvun e transkendenttiudesta esitti
ranskalainen matemaatikko Charles Hermite vuonna 1873. Téssa tutkielmas-
sa toinen luvussa 6 esitetyista paatuloksista on luvun e transkendenttiuden
osoittaminen niin, ettd todistus mukailee Hermiten alkuperéista todistusta.
Yhdeksan vuotta Hermiten todistuksen jalkeen vuonna 1882 saksalainen ma-
temaatikko Ferninand von Lindemann julkaisi todistuksen, jossa hén osoitti
luvun 7 olevan transkendenttiluku kun ensimmainen todistus luvun 7 irra-
tionaalisuudesta oli esitetty jo yli sata vuotta aiemmin. Lindemanin esitysta
mukaileva todistus luvun 7 transkendenttiudesta esitellaédn luvussa 6.

Osoittaessaan luvun 7 olevan transkendentti Lindemann tuli samalla rat-
kaisseeksi yhden antiikin kolmesta suuresta konstruktio-ongelmasta. Luvulle
7 ei Lindemannin todistuksen mukaisesti voida loytaéa rationaalilukukertoi-
mista polynomia, jonka juuri se olisi ja tasta seuraa se, ettd annetulle ym-
pyralle ei voida konstruoida pinta-alaltaan yhtd suurta neliota. Luvussa 6
tutkielman lopussa esitelldan ympyran nelidinnin konstruktio-ongelma tar-
kemmin ja tutustutaan myos kuution kahdentamiseen.

Ennen kuin tutkielmassa padstadn kasiksi sen paatuloksiin, esitelldan
pohjatietoja, jotka johdattelevat lukijan aiheeseen tutumpien matemaattis-
ten tulosten kautta. Ensimmaisessa luvussa 1 annetaan maéritelmat rationaali-
ja irrationaaliluvuille ja kidydadn lapi useampi todistus eri lukujen irrationaa-
lisuudesta. Tutkielman aihetta lahestytaan aluksi irrationaalilukujen kautta,
koska jokainen transkendenttiluku on myo6s irrationaaliluku. Toiseen suun-
taan véite ei ole totta eli jokainen irrationaaliluku ei ole transkendentti. Esi-
merkki tillaisesta luvusta on v/2, jonka irrationaalisuus on todistettu luvussa
1. Luku v/2 on siis irrationaaliluku, mutta se ei ole transkendentti, koska se
on polynomin P(x) = x? — 2 juuri.



Irrationaalilukujen tarkastelun jalkeen tutkielmassa méaritelldan algebral-
linen luku ja transkendenttiluku. Taman jalkeen siirrytadan perusalgebraan ja
tutkielman péatavoitteen kannalta olennaisiin méaritelmiin ja tuloksiin ren-
kaisiin, kuntiin ja vektoriavaruuksiin liittyen luvussa 2.

Luvussa 3 késitelladan polynomirenkaita ja symmetrisia polynomeja. Po-
lynomi on symmetrinen silloin, kun sen muuttujien jarjestysta vaihtamalla
itse polynomi ei muutu. Lukijalle esitellaén Eisensteinin kriteeri polynomien
jaottomuudesta ja polynomien jakoalgoritmi. Samassa luvussa kaydaan lapi
myoOs symmetristen polynomien peruslause 3.19, jota tarvitsemme tutkiel-
man loppupuolella usean eri tuloksen todistuksissa. Lauseen mukaan miké
tahansa polynomirenkaan R[z1, ..., x,] symmetrinen polynomi voidaan esit-
téda alkeispolynomien polynomina siten, ettd polynomin kertoimet ovat ren-
kaassa R. Erityisesti algebrallisten lukujen ominaisuuksia tutkittaessa luvus-
sa 5 kyseinen lause padsee kayttoon. Téssé tutkielmassa on haluttu nostaa
symmetriset polynomit ja erityisesti symmetristen polynomien peruslause
3.19 esiin, koska niiden hyodyntdminen lauseiden 5.4 ja 5.5 todistuksissa on
harvinaisempi lahestymistapa.

Luvussa 4 hyodynnetaan tutkielmassa aiemmin esiteltyja méaritelmié se-
k& tuloksia ja tutustaan kuntalaajennoksiin. Algebrallisista luvuista tiede-
tdan transkendenttilukuja enemmaén, joten luvussa 5 keskitytadn algebrallis-
ten lukujen ominaisuuksiin. Algebralliset luvut muodostavat kunnan ja ta-
mén osoittaminen on luvun 5 paasisalto.

Viimeisessa luvussa 6 esitellidn tutkielman péatulokset lukujen 7 ja e
transkendenttiudesta ja perehdytadn kahteen antiikin aikaiseen konstruktio-
ongelmaan ja osoitetaan ne mahdottomiksi. Transkendenttilukuihin liittyy
edelleen avoimia kysymyksié, joihin nykyiset seka tulevat matemaatikot koit-
tavat 16ytaa vastauksia. Kiinnostavaan transkendenttilukuihin liittyvaan rat-
kaisemattomaan ongelmaan tutustutaan lyhyesti tutkielman lopussa ja sa-
malla pohditaan transkendenttilukujen tutkimisen tulevaisuutta.

Taman tutkielman paaasiallisena ldhteenéd on kaytetty Ian Stewartin kir-
jaa Galois theory [10]. Stewartin kirjaa on tarpeen tullen tdydennetty muilla
lahteilld kuten Langin kirjalla [7] ja Kahanpaan luentomonisteella [1]. His-
toriallisina lahteina luvussa 1 on kéytetty Stainvillen kirjaa [2] ja Jeffreysin
kirjaa [3], joissa on julkaistu todistukset lukujen e ja 7 irrationaalisuudesta ja
taydentavana lahteend on kaytetty Roegelin artikkelia [J]. Lineaarialgebran
mééritelmien ja tulosten ldhteind luvussa 2 on kiytetty Petersenin kirjaa [¥]
ja Akkisen luentomonistetta [11]. Luvussa 3 symmetrisid polynomeja késitel-
taessd on kaytetty ldhteend Daoubin julkaisua [1].



1 Irrationaaliluvut

1.1 Rationaaliluvut ja irrationaaliluvut

Ennen kuin ryhdymme tarkastelemaan tutkielman péaaaihetta eli transken-
denttilukuja, niin pohjustetaan aihetta kasittelemaélla irrationaalilukuja seké
niiden ominaisuuksia. Aloitetaan antamalla rationaali- ja irrationaaliluvulle
méaritelmat.

Maaritelma 1.1. Luku g € R on rationaaliluku, jos on olemassa luvut a € Z
ja b € N siten, etta

q:g-

Luku r € R on irrationaaliluku, jos se ei ole rationaaliluku.

Merkitéaan rationaalilukujen joukkoa kirjaimella Q ja olkoon irrationaali-
lukujen joukon merkintd R\ Q. Yksittdisen luvun irrationaalisuuden osoitta-
minen ei ole aina helppoa eiké ole olemassa tiettyd menetelmad, joka toimisi
kaikissa reaalilukujen tapauksissa. Tarkastellaan seuraavaksi muutamaa eri-
laista reaalililukua ja kuinka niiden irrationaalisuus voidaan osoittaa.

Lause 1.2. Luku \/2 on irrationaaliluku.

Todistus. Todistetaan véiite epasuoran todistuksen avulla eli muodostetaan
vastaoletus: Luku v/2 on rationaaliluku. Rationaaliluvun méaritelmin mu-
kaisesti on olemassa luvut a € Z ja b € N siten, etté

Vil d
b
Oletetaan, etté lukujen a ja b suurin yhteinen tekija on 1, koska jos néin ei
ole, lukuja voitaisiin supistaa kunnes on l6ydetty uudet luvut a ja b, joille
patee syt(a, b) = 1.

Olkoon



Koska b € N, niin myés b € N, jolloin a? on parillinen luku. Niin ollen
myos a on parillinen luku. Voidaan siis merkita a = 2k, jollain k € Z. Nyt

20* = a® = (2k)? = 4k*
& b= 2k%

Taten luku b? on parillinen, koska k? € Z. Myos luku b on parillinen, jolloin
on olemassa [ € Z niin, ettd b = 2[. Joten patee

a 2k
2=—-=—.
V2 b 2]
Taméa on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, koska osaméarad voi edelleen
supistaa. Nain ollen ei 16ydy lukuja a € Z ja b € N siten, etta

a
V2=
b

Antiteesin kumoutuminen todistaa alkuperiisen véitteen eli v/2 on irratio-
naaliluku. O

Edellinen lause voidaan yleistda korvaamalla luku 2 mill& tahansa alku-
luvulla. Oletusta, ettd p on alkuluku tarvitaan tésséd todistuksessa.

Lause 1.3. Luku \/p on irrationaaliluku, kun p on alkuluku.

Todistus. Todistetaan vaite epasuoralla todistuksella. Oletetaan siis, etta lu-
ku /p on rationaaliluku. Néin ollen on olemassa luvut a € Z ja b € N siten,

etta
a

Vi=5.

Oletetaan vastaavasti kuin lauseen 1.2 todistuksessa, etta lukujen a ja b osa-
méaraa ei voida supistaa. Nyt

a
vP=5
a2
& bp=ad’ (1.1)

jolloin p on luvun a? tekija eli a® on luvun p monikerta. Kaikki lukua yksi
suuremmat kokonaisluvut voidaan esittda yksikasitteisesti alkulukujen tu-
lona. Eli a = my - mg - ... - my,, missa mq,..,m, ovat alkulukuja, jolloin

a? = (my-my ... -my)(my-my ... omy) = my My ... My - My Nyt p



on jokin luvun a? alkulukutekijoista my, ..., m, ja talldin myés luvun a alku-
lukutekijoista. Néin ollen luku a on luvun p monikerta eli se voidaan esittaa
muodossa a = kp, missa k € Z. Talloin yhtalo 1.1 saadaan muotoon

v’p = (kp)®
b =k*p

eli b on luvun p monikerta ja vastaavalla padttelylld kuin aiemmin myds b
on luvun p monikerta. Téasta aiheutuu ristiriita vastaoletuksen kanssa, koska
luvuilla a ja b ei pitanyt olla muita yhteisia tekijoitd kuin luku 1. Antiteesin
kumoutuminen todistaa alkuperaisen véitteen, joten luku ,/p on irrationaa-
liluku, kun p on alkuluku. O

1.2 Lukujen 7 ja e irrationaalisuus

Tutkielman péaétuloksia ovat lauseet lukujen e ja 7 transkendenttiudesta,
mutta tutkitaan ensin kyseisten lukujen irrationaalisuutta. Erilaisia todis-
tuksia Neperin luvun, toiselta nimeltaén Eulerin luvun, irrationaalisuudelle
on useita, mutta tahan tutkielmaan on valittu kenties kaikista tunnetuin ver-
sio. Kyseinen todistus on julkaistu vuonna 1815 kirjassa Mélanges d’analyse
algébrique et de géométrie [2]. Suomennettuna kirjan nimi tarkoittaa Sekoi-
tus algebrallista analyysia ja geometriaa. Kirjan julkaisi Janot de Stainville,
mutta kirjassa mainitaan luvun e irrationaalisuustodistuksen olevan peraisin
tunnetulta matemaatikolta Joseph Fourierilta. Seuraavaksi esitettéva todis-
tus mukailee lahteen [2] alkuperaisté versiota todistuksesta, mutta selkeyden
vuoksi joitakin valivaiheita on tdsmennetty. Todistuksessa hyodynnetaan Ne-
perin luvun e sarjakehitelméa, joten maaritelladn se ensin.

Maaritelma 1.4. Neperin luku e voidaan ilmaista kaavalla

> 1 1 1 1 1
GZZm:a‘f‘ﬂ‘f‘a‘f‘g—F...

n=0
Tata kutsutaan e:n sarjakehitelmaksi.
Lause 1.5. Luku e € R on irrationaaliluku.

Todistus. Todistetaan viite epasuoran todistuksen avulla. Oletetaan siis, etta
e on rationaaliluku eli se voidaan esittaéd kokonaisluvun ja luonnollisen luvun
osamaarana. Osoitetaan ensin, ettd e ei ole kokonaisluku. Selvisti ndhdaén,
etta



eli 2 < e, koska kahden ensimméisen termin summa on 2. Kun tutkitaan
loppuja termeja niin voidaan huomata, etta

1+1+1+ <1+1+i+
20 31 4l 2 22 23
koska n! =1-2-...-n > 2""! Geometrisen sarjan summakaavalla saadaan
[e.e] 1 n
IO
n=1 2

Eli 2 < e < 3 ja téten e ei ole kokonaisluku. Oletetaan, etta

a

e=—- = —
'7

b = n!

missd kokonaisluvut a ja b ovat suurempia tai yhta suuria kuin luku 2. Ker-
rotaan yhtéaloa puolittain luvulla b!

a-bl 1+1+1+1 R S
b \o! 2! 3! bloool(b+1) 7

b1 71 7T R )V 1 b! b!
@a-(—) 0+1+2+§...+a+m+
bl bl b b 1
— 14+ —+ .. 1.2
0'+1+2+3 a +b—|—1+ ( )

Vasen puoli yhtéalosta 1.2 on selvasti kokonaisluku, koska a € Z ja b € N.
Nain ollen my6s oikean puolen kuuluisi olla kokonaisluku. Jaetaan yhtalon
oikean puolen tarkastelu kahteen osaan:

bl bl bl b

— 1 1.

0'+1‘—|—2—|—3‘+ .+ (1.3)
ja

Ly ! -
b+1  (b+1)(b+2)

Yhtalon 1.2 oikean puolen lausekkeen osa 1.3 on kokonaisluku, koska jokai-
nen summattava on kokonaisluku osoittajien b! kumotessa kaikki nimittéjat.
Tarkastellaan seuraavaksi lausekkeen toista osaa 1.4 etsiméalla sen arvolle so-
piva ala- ja ylaraja. Yksi sopiva alaraja lausekkeen 1.4 arvolle on 0 ja valitaan
ylaraja siten, ettd se on lukua 1 pienempi positiviinen luku.

(1.4)



1 1 1

b+1 * (b+1)(b+2) * (b+1)(b+2)(b+3
1 1 1
+ b+1) + CESIE + ...
11 1 1
< =

)—i-...

Nyt siis lausekkeen toinen osa 1.4 ei voi olla kokonaisluku, koska sen arvoa
rajoittavat luvut 0 ja % eli

1 1

0<
brl brD(b 12

+ <1
-2y

eika kyseisten lukujen valista voi 10ytya kokonaislukua. Néain ollen yhtélon
1.2 oikea puoli ei voi olla kokonaisluku, koska kun kokonaislukuun summa-
taan muu kuin kokonaisluku, niin ei voida péatya kokonaislukuratkaisuun.
Tasta aiheutuu ristiriita yhtalon 1.2 vasemman puolen ollessa kokonaisluku
ja vastaoletus kumoutuu. Taten luku e on irrationaaliluku. O]

Ensimmaéinen julkaistu todistus luvun 7 irrationaalisuudesta ajoittuu jo
1700-luvulle ja kunnia todistuksesta kuuluu Johann Heinrich Lambertille.
Lambertin todistus ja lisda historiaa aiheesta 10ytyy ldhteesta [9]. Tahén tut-
kielmaan on valittu alkuperaisesta todistusta yksinkertaisempi Mary Cart-
wrightin versio [3, s. 268].

Lause 1.6. Luku m € R on irrationaaliluku.

Todistus. Tarkastellaan integraalia

I, = /1 (1 — 2*)" cos(ax)dz.

-1

Osittaisintegroidaan lauseketta:
1 n
/ (1 —x2> cos (ax) dx
-1
1
n 1 1 n-11
:Zl ((1 - xQ) - sin (ozx)) — /_1 (—2nac (1 - xZ) ' o sin (ozx)) dx

1 n—1 1
=/ 2nx(1—2? — si de.
/ nx( x) a81n(ax) x

-1



Osittaisintegroidaan saatua lauseketta uudelleen:

1 n—1 1
2nx (1 —2%)  —si d
/1 mc( x) Oésm(aa:) T

:/1 <2ng; (1- xQ)"_l (—;2) cos (a:v))

1

_ /_11 <2n ((1 — a:Q)n_l —22%(n—1) (1 — $2)n—2) <—;2> CoS (oz:zc)) dx
1 1

= (Qn <<1 — xQ)nil —22% (n —1) (1 — xz)n2> cos ((m:)) dx.

a? )

Jarjestelemalld lauseketta uudelleen paadytaan haluttuun muotoon.

L <2n <(1 - :EQ)n_l —22%(n—1) (1 — xz)n_2> cos (ax)) dx

a2
R (Y- d
== _1(—71( —x) ((n— )x® — )cos(ozx)) x
_Lr 2n (1 - 332)n_2 cos (ax) —2n (2n — 1) 2 (1 - xQ)n_Q cos (ax) dx

a? Ja

1 1 2 n—1
:$2n (2n —1) /_1 (1 - ) cos (ax) dx

1 1 n—2

- Eéln (n—1) [1 (1 - 3:2) cos (ax) dx

1 1
:EQn (2n—1)1,—1 — §4n (n—1) 1,2

Téten saadaan
1 1
I, = ?271 2n—1)1,—1 — ?471 (n—1) 1,2
s L, =2n2n—1)1,_; —4n(n — 1)1, o, kun n > 2.

Olkoon J, = a**11,, jolloin saadaan
Jo=2n(2n — 1) J,_1 — 4n(n — 1)a?J,_s.

Nyt kun n = 0, niin

Jo = ady :a/l cos (ax) d:zc:oz-l/ (sin (ax))

-1 al

= sin(a) — sin(—«) = 2sin(«)

10



ja kun n = 1, niin

1
J = o’ = ag/ (1 — x2> cos (ax) dx
-1

=a’ (/_11 cos (ax) dx — /_11 2% cos (ax) dac)
=ao (/1; sin (owc)) —a? /_11 2% cos (azx) dx
= 2a*sin(a) — a® (/i (m2; sin (ozx)) - /_11 Qx; sin (ax) dx)

= 2a”sin(a) — 2a*sin (@) + 202 (le (—I cos (ozx)) + S /11 (cos (ax) dx))

(% (0%
1

1
= —4acos (a) + 2a/ —sin (ax) dz
o
-1
= —4acos () + 4sin(a).

Osoitetaan induktiotodistuksen avulla, ettd kaikilla n € Z* péatee

Jpn = nl(P,(a)sin(a) + Qn(«a) cos(av)),
missa P,(x) ja Qn(x) ovat kokonaislukukertoimisia polynomeja, joiden aste
on pienempdd tai yhta suurta kuin 2n. Kun n = 0, niin Jy = 2sin(«) eli
P.(a) = 2ja Qu(a) = 0. Kun n = 1, niin J; = —4acos () + 4sin(«a) eli
P,(a) =4 ja Qn(a) = —4a. Oletetaan, ettd viite péatee kun n = k eli
Jp = K/(Py(o) sin(ar) + Qr () cos(a))
seka kaikille lukua k& pienemmille luonnollisille luvuille. Osoitetaan, etta véite
piatee kun n = k + 1.
o1 = 2(k +1)(2k + 1) Jp — 4(k + Dka* Ty
= 2(k+ 1)(2k + 1) k(P () sin(a) + Qg () cos(av))
—4(k + 1) ka*(k — D)!(Pr_1(a) sin(a) + Qp_1 () cos(ar))
= (k+ 1! ((4k +2) P (a) — 40’ Py (a)) sin (a)
+ (k+ 1! (4K +2) Qx () — 40°Qs1 (a)) cos ()
= (k+ D)!(Pry1(a) sin(a) + Qrr1() cos(a)),
missa
Prii(a) = (4k +2) Py (o) — 40®Py_ 1 (@) ja
Qrri(@) = (4k +2) Qx (a) — 40°Qp-1 ()

11



ovat kokonaislukukertoimisia polynomeja siten, etta niiden asteet ovat pie-
nempié tai yhta suuria kuin 2k 4 1. Induktioperiaatteen nojalla
Jn = nl(P, () sin(a) + Qn () cos(a)) pétee kaikilla n € N.

Oletetaan, ettd 7 on rationaaliluku eli on olemassa luvut m € Z jan € N

niin, ettd 7 = 7. Olkoon a = § = %, missd a # 0 ja b ovat kokonaislukuja.
Téalloin
p2ntt ™ . (T T T
it = (22 (3) s (3) + @u (5) eos(3))
bt T\ on+t1
& =P (2> peise (1.5)

Nyt oikea puoli yhtalosta 1.5 on kokonaisluku, koska a € Z ja polynomin
P,(x) aste on pienempéd tai yhta suurta kuin 2n. Mutta 0 < I,, < 2, koska
integroitava funktio saa arvoja véliltd ]0,1[ kun —1 < z < 1 ja vilin [—1, 1]

pituus on 2, ja
b2n+1

— 0 kun n — oo.

n!
Taten kun n on riittdvan suuri

2n+1
0<—1I,<1
n!
eli valilta |0, 1] 16ytyisi kokonaisluku. Téastéa aiheutuu ristiriita, koska kyseisel-
14 valilla ei ole kokonaislukua. Tama todistaa sen, ettd 7 ei ole rationaalinen
ja néin ollen myoskaén 7 ei voi olla rationaalinen. Luku 7 on siis irrationaa-
linen. O

2 Kunnat ja renkaat

Irrationaalilukuja voidaan jaotella useilla eri tavoilla, mutta yksi keino on ja-
kaa ne kahteen luokkaan eli algebrallisiin lukuihin ja transkendenttilukuihin.
Maaritelladn ensin mité tarkoittaa algebrallinen luku ja sen kautta saamme
madaritelmén myos transkendenttiluvulle.

Maaritelma 2.1. Luku a € R on algebrallinen, jos on olemassa rationaalilu-
kukertoiminen polynomi P(x) siten, ettd a on kyseisen polynomin nollakohta
eli P(a) =0. Luku ¢ € R on transkendentti, jos se ei ole algebrallinen.

Maéritelman mukaisesti transkendenttiluku ei ole minkaan rationaalilu-
kukertoimisen polynomin juuri, joten osoittaaksemme luvun transkendentik-
si, on todistettava etta téllaista polynomia ei 16ydy. Vastaavasti kuin irratio-
naalilukujen tapauksessa, luvun transkendenttiuden osoittaminen on todettu
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haastavaksi ja tésta johtuen tunnemme niista vain muutamia erikoistapauk-
sia. Palaamme tutkielmassa néihin erikoistapauksiin eli tunnettuihin trans-
kendenttilukuihin my6hemmin luvussa 6, mutta algebrallisista luvuista on
yksinkertaista antaa esimerkki.

Esimerkki 2.2. Luku /2 on algebrallinen, koska se on polynomin P(x) =
2? — 2 juuri eli P(v2) = (vV2)2—2=2-2=0.

Tutustuaksemme tarkemmin algebrallisiin ja transkendenttisiin lukuihin
seké niiden ominaisuuksiin, on méariteltéava joitakin olennaisia perusalgebran
maéaritelmid. Téméan luvun ldhteind on algebran osalta kiytetty Langin kirjaa
[7] ja Stewartin kirjaa [10]. Lineaarialgebran késitteissa lahteind on kéytetty
Petersenin kirjaa [] ja Akkisen luentomonistetta [11]. Mééritellddn ensin
rengas ja annetaan sen avulla madritelma kunnalle.

Maaritelma 2.3. Rengas R on joukko, jossa on méaaritelty operaatiot yhteen-
ja kertolasku, ja se tayttaa seuraavat ehdot.

1. Kaikilla a,b € R pétee a + b = b+ a. (summan vaithdantalaki)

2. Kaikilla a,b,c € R patee (a+b) +c=a+ (b+c).
(summan listantalaki)

3. On olemassa 0 € R siten, ettd 0 + a = a kaikilla a € R.
(summan neutraalialkio)

4. Jokaiselle a € R on olemassa —a € R siten, ettd a + (—a) = 0.
(vasta-alkio)

5. Kaikilla a,b, ¢ € R pétee (ab)c = a(bc). (tulon liitintdlaki)

6. Kaikilla a,b,c € R patee a(b+ ¢) = ab+ ac ja (b+ ¢)a = ba + ca.
(osittelulait)

Rengas R on ykkdsellinen rengas mikali ehtojen 1.—6. lisdksi patee myos seu-
raava.

% On olemassa 1 € R ja 1 # 0, siten, ettd la = a kaikilla a € R.
(tulon neutraalialkio)

Rengas R on kommutatiivinen rengas mikali ehtojen 1.-6. lisdksi patee seu-
raava ehto.

% Kaikilla a,b € R patee ab = ba. (tulon vaihdantalaki)
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Maaritelméassa 2.3 sanomme joukossa R olevan maariteltyina yhteen- ja
kertolaskuoperaatiot. Tama tarkoittaa sité, ettd jos a,b € R niin myos a+b €
R ja ab € R. Tassa tutkielmassa jatkossa renkaista puhuttaessa kyseessa on
ykkosellinen kommutatiivinen rengas, joka toteuttaa méaaritelmén 2.3 kaikki
ehdot.

Esimerkki 2.4. 1. Kokonaislukujen joukko Z, rationaalilukujen joukko
Q, reaalilukujen joukko R ja kompleksilukujen joukko C ovat renkaita.

2. Luonnollisten lukujen joukko N ei ole rengas, koska maaritelméan 2.3
neljas ehto vasta-alkiosta ei toteudu. Esimerkiksi 1 € N, mutta ei ole
olemassa n € N siten, ettd 1 +n = 0.

Lisdamalld méaritelméan 2.3 vield yhden ehdon joukolle, saamme maéri-
telméan kunnalle.

Maaritelma 2.5. Kunta on ykkosellinen kommutatiivinen rengas K, joka
toteuttaa myos seuraavan ehdon.

#® Jokaiselle a € K on olemassa a~! € K niin, ettd aa™! = 1.
(tulon kdadanteisalkio)

Esimerkki 2.6. 1. Rationaalilukujen joukko @Q, reaalilukujen joukko R
ja kompleksilukujen joukko C ovat kuntia.

2. Kokonaislukujen joukko Z on rengas, mutta se ei ole kunta. Esimerkiksi
2 € Z, mutta ei ole olemassa tulon kdanteisalkiota n € Z siten, etta
2n =1, koska 2n on parillinen luku ja 1 on pariton luku.

Maaritelladn seuraavaksi alirengas ja alikunta.

Maaritelma 2.7. 1. Renkaan R alirengas on epétyhja osajoukko S C R
siten, ettd jos a,b € S, niina+be S,a—be SjaabeS.

2. Kunnan K alikunta on osajoukko S C K, joka sisaltaa alkiot 0 ja 1 ja
josa,b € S;nima+be S, a—beSjaab e S sekd jos a # 0 niin
a”les.

Alirengas on siis renkaan epatyhjéa osajoukko, joka siséltdé alkioiden sum-
mat, erotukset ja tulot. Alikunta on kunnan alirengas, joka sisaltda myos nol-
lan, ykkosen seka nollasta poikkeavien alkioiden kéaanteisalkiot. Osoitetaan
seuraavan lemman avulla, ettd pienin kompleksilukujen joukon C alikunta
on rationaalilukujen joukko Q.

Lemma 2.8. Jokainen joukon C alikunta sisdltid joukon Q.
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Todistus. Olkoon K C C alikunta. Tall6in 0,1 € K maéaritelméan 2.7 mukaan,
joten 1+..4+1 = n kuuluu joukkoon K kaikilla kokonaisluvuilla n > 0. Koska
K on alikunta, niin my6s —n € K, joten Z C K. Jos p,q € Z ja q # 0, niin
pqilzgéK. Néin ollen Q C K. O

Esimerkki 2.9. Olkoon K kaikkien niiden reaalilukujen joukko, jotka ovat
muotoa p + ¢v/2, missi p,q € Q. Osoittaaksemme, ettd K on joukon C
alikunta, tulee meidéan nayttaa, etta

1. K sisaltaa vahintadn kaksi alkiota,
2. a—b e K kaikilla a,b € K,
3. jaab™! € K Xkaikilla a,b € K,b # 0.
Néama ehdot muodostavat alikuntakriteerin. Kéydéaan lépi jokainen kohta.

1. K sisaltaa vahintadn kaksi alkiota, koska esimerkiksi 0,1 € K.

2. Nyt p+qv2,k +1v/2 € K kun p, ¢, k, 1 € Q. Télloin saadaan

pHav2—(k+IV2)=(p—k) +(¢—)V2€K.

3. Olkoon p+ qv/2,k+ 12 € K ja k,l # 0. Nyt

L1 =Dk z
k+1v2)™ = = = — 2¢ K
bt =~ e —w—w e Y2

jolloin

0+ V) 1 1va) = PTaV2 _ tav2) (k= V)

SN k2 — 212
_pk—l—kqﬂ—plﬂ—qu
B k2 — 2[2

_ pk—2ql

kq — pl
= o T Y2 ek

Téten joukko K on joukon C alikunta.

Maéaritelladn muutamia oleellisia lineaarialgebran maaritelmia, joita tar-
vitsemme myohemmin tutkielmassa luvussa 4.
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Maaritelma 2.10. Olkoon K kunta ja V' joukko. Maédritetdan operaatiot

(A u) = Au Ae K,ueV),
(u,v) > u+v (u,v e V).

Joukko V' varustettuna edelld maaritellyilla operaatioilla on vektoriavaruus
kunnan K suhteen jos ja vain jos operaatiot toteuttavat seuraavat ehdot.

1. Kaikilla u,v € V pétee u +v = v + u.

2. Kaikilla u,v,w € V pétee (u+v) + w = u+ (v + w).

3. On olemassa 0 € V siten, ettd 0 + v = u kaikilla u € V.

4. Jokaiselle u € V on olemassa —u € V siten, ettd u + (—u) = 0.
5. Jos A € K jau,v €V, niin A(u+v) = Au + \v.

6. Jos A\, € K, niin (A + p)u = \u + pu kaikilla u € V.

7. Jos A\, p € K, niin AM(pu) = (Ap)u kaikilla v € V.

8. Jos 1 on kunnan K neutraalialkio, niin 1u = u kaikilla v € V.

Vektoriavaruuden V maéédritelméssa olevaa kuntaa K kutsutaan toisinaan
vektoriavaruuden skalaarikunnakss.

Maaritelma 2.11. Olkoon V vektoriavaruus kunnan K suhteen. Jos cq, ..., ¢, €
K ja vy,...,v, € V niin vektoreita

Cc1V1 + Covg + ... + CcpU,
kutsutaan vektoreiden vy, vs, ..., v, lineaarikombinaatioiksi.

Maaritelma 2.12. Vektoriavaruuden V' vektorit vy, ...v, ovat lineaarisesti
riippuvat, jos jokin vektoreista v; voidaan esittdd muiden lineaarikombinaa-
tiona. Muulloin kyseiset vektorit ovat lineaarisesti riippumattomat.

Lisaksi sovitaan, ettd yhden vektorin muodostama vektorijoukko v; on
lineaarisesti riippumaton jos ja vain jos v; ei ole nollavektori.

Lause 2.13. (a) Vektoriavaruuden V vektorit vy, ...v, ovat lineaarisesti riip-
pumattomia jos ja vain jos

C1v1 + cUy + ... + ¢, =0

patee ainoastaan, kun ¢ = ¢y = ... = ¢, = 0.
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(b) Vektoriavaruuden V wvektorit vy, ...v, ovat lineaarisesti riippuvia jos

vaIn jos
C1V1 + CUy + ... + cpv, =0

patee niin, ettd reaaliluvuista cq, co, . . ., ¢, atnakin ykst on nollasta poik-

keava.
Todistus. Lauseen 2.13 todistus 16ytyy lahteesta [11, s. 44]. O
Maaritelma 2.14. Olkoon {vy,..., v} vektoriavaruuden V' éérellinen osa-
joukko. Vektorit { v1,..., v } muodostavat vektoriavaruuden V' kannan, jos

1. vy, ..., v, ovat lineaarisesti riippumattomia ja

2. jokainen vektoriavaruuden V' vektori voidaan lausua vektoreiden
v1, ...,V lineaarikombinaationa. Toisin sanoen vektorit vy, ..., v
virittévat vektoriavaruuden V eli (vy,...,v5) = V.

Maaritelma 2.15. Vektoriavaruuden V' dimensio eli ulottuvuus dim V' on
vektoriavaruuden V kannassa olevien vektoreiden lukuméaré.

Liséksi sovitaan, etta ainoastaan nollavektorista koostuvan vektorijoukon
dimensio on 0.

3 Polynomirenkaat

Tutkielman transkendenttitodistuksia varten tarvitaan hieman pohjatietoa
polynomeista, erityisesti symmetrisistd polynomeista, joten tutustaan niihin.
Téamén luvun ldhteend on kéytetty Stewartin kirjaa [10] ja symmetristen
polynomien osalta taydentévani ldhteend on kaytetty Daoubin julkaisua [1].

3.1 Polynomit

Maaritellaédn ensin polynomi, polynomin aste ja polynomirengas yhden muut-
tujan tilanteessa.

Maaritelma 3.1. Olkoon R rengas. Polynomi f, jonka muuttuja on z ja
kertoimet ay, ..., a,, ovat renkaan R alkiota, on summa

f(z) = Z apx® = ag + a1z + ... + a,z".
k=0

Polynomin f(z) aste on muuttujan x suurin eksponentti n siten, etti
kyseisen termin kerroin a, # 0. Télldin polynomin johtava termi on a,x".
Polynomin f asteesta kaytetdan merkintda of = n.
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Nollapolynomi on summa, jonka kaikki kertoimet ag, ay, ..., a,, ovat nollia.
Nollapolynomin asteen on sovittu olevan 9(0) = —oo.

Polynomit, joiden kertoimet ovat renkaan R alkioita, muodostavat poly-
nomirenkaan R[z]. Maaritelladn vastaavasti myos monen muuttujan polyno-
mit, jotka muodostavat polynomirenkaan.

Maaritelma 3.2. Olkoon R rengas. Monen muuttujan polynomi, jonka

muuttujia ovat zy, .., z, ja kertoimet ag,, ..., ar, ovat renkaan R alkiota, on
summa
k k
f(xh'er wxn) = Z akh...,k’nxll SR T

k1,....kn €NU{0}

Polynomin f(z1,zs,...,x,) termin aste on termin eri muuttujien eksponent-
tien summa ja kyseisen polynomin aste on suurin termien asteista.

Nama useamman muuttujien polynomit, joiden kertoimet ovat renkaan
R alkioita, muodostavat polynomirenkaan Rz, ..., z,].

Esimerkki 3.3. Olkoon f(x1,22) = 2323+ 323 + 529, jolloin df = 2+3 = 5.

Propositio 3.4. Jos f ja g ovat polynomeja kunnan C suhteen, niin

O(f +g) <max(df,0g9) ja O(fg)=0f + dg.

Todistus. Todistus ohitetaan tassa tutkielmassa, mutta sen loytaa lahteesta
[7, s. 189-190]. ]

Maéritelma 3.5. Polynomi f(t) = a,t" + ... + a;t' + ag alikunnan K C C
suhteen on mooninen jos a, = 1 eli johtavan termin kerroin on 1.

Polynomien jaollisuus on tarkea késite, jota tarvitaan kuntalaajennoksien
yhteydessa kun késitellidn minimaalipolynomeja luvussa 4. Annetaan seu-
raavaksi yksinkertainen maéaritelmé polynomin jaollisuudesta ja tutkitaan
sen jalkeen polynomin jaollisuuden tai jaottomuuden selvittamisté.

Maaritelma 3.6. Muu kuin vakiopolynomi on jaollinen, jos se on kahden
pienempéad astetta olevan polynomin tulo. Muussa tapauksessa se on jaoton.

Esimerkki 3.7. Olkoon f(z) = z? — 4. Polynomilauseke voidaan esittda
muodossa
2 —d=1"-2"=(z+2)(z - 2).

Polynomi f(z) voidaan esittdd kahden pienempéd astetta olevan polynomin
tulona eli se on jaollinen.
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Polynomin jaottomuuden tarkasteluun kunnassa Q voidaan kayttaé esi-
merkiksi seuraavaa lausetta eli Eisensteinin kriteeria.

Lause 3.8 (Eisensteinin kriteeri). Olkoon
f(z) =ap+ a1z + ... + apa”

polynomi kunnan Z suhteen. Oletetaan, ettd on olemassa alkuluku q siten,
ettd seuraavat ehdot patevdt.

1. qfay,
2. q|a;, missii=0,...,n—1
3. ¢*tag
Talléin polynomi f on jaoton kunnan Q suhteen.
Todistus. Lauseen todistus l6ytyy lahteesta [10, s. 55-56]. O]

Esimerkki 3.9. Tutkitaan polynomin p(x) = 23 — 2 jaottomuutta Eisenstei-
nin kriteerin 3.8 avulla. Nyt loytyy alkuluku 2 siten, etta se ei jaa polynomin
johtavan termin kerrointa eli 2 1 1, mutta se jakaa polynomin toisen termin
kertoimen eli 2 | —2. Liséiksi pétee, ettd 22 1 —2, joten Eisensteinin kriteerin
3.8 nojalla 2 — 2 on jaoton.

Polynomien jakoalgoritmi on vastaavanlainen kuin kokonaislukujen jaolli-
suutta tutkiessa. Polynomien jakoalgoritmia tarvitaan tassa tutkielmassa eri-
tyisesti minimaalipolynomien tunnistamisessa sekéd Lemman 4.12 ja Lauseen
4.13 todistuksissa.

Propositio 3.10 (Jakoalgoritmi). Olkoon p ja q polynomeja kunnan K suh-
teen siten, ettda p ei ole nollapolynomi. Talloin on olemassa yksikdsitteiset
polynomit r ja s yli kunnan K niin, ettd

q=pr+s
ja polynomilla s on pienempi aste kuin polynomilla p.

Todistus. Hyodynnetdan induktiotodistusta. Jos g = —o0o, niin ¢ on nolla-
polynomi ja voidaan valita ¢ = s = 0. Jos d¢ = 0, niin ¢ = k, missa k on
kunnan K alkio. Jos myds dp = 0 niin p on kunnan K alkio ja voidaan valita
r=k/pjas=0.
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Muissa tapauksissa dp > 0 ja voidaan valita r = 0 ja s = ¢g. Oletetaan,
ettd tulos patee aina kun polynomin ¢ aste on pienempi kuin n ja olkoon
dq =n > 0. Jos dp > 0q voidaan valita r = 0, s = ¢. Muulloin

P =ant™ + ...+ ag

q = b,t" + ... + b,
missé a,, # 0 # b, ja m < n. Olkoon

Q= bnar_nltn_m

pP—q.
Koska korkeinta astetta olevat termit kumoutuvat pois, saadaan dg¢; < Jq.
Talloin induktio-oletuksen nojalla on olemassa polynomit r; ja s; yli kunnan
K siten, ettd ¢; = pri + s1 ja 9s; < dp. Olkoon

—1in—m
m b

r=bya —ry ja §= —s1.

Talloin
—ltn—m

pr+ s =b,a P—Tip—S1=q+ ¢ —q =,

joten g = pr + s ja selvisti ds < Jp.
Osoitetaan vield polynomien yksikéasitteisyys. Oletetaan, etta

q=pri+ 8 =pro+ Sy missi 0Jsy,0s9 < Op.

Néin ollen p(r; — ry) = s3 — s1. Nyt yhtalon vasemmalla puolella olevalla
polynomilla on suurempi aste kuin oikealla elleiviat molemmat polynomeista
ole nollapolynomeja. Nyt kuitenkin koska p # 0, niin taytyy péatea r, = ry ja
51 = s9. Jolloin siis r ja s ovat yksikéasitteisia. O]

Maaéritelladn polynomien suurin yhteinen tekijé vastaavalla tavalla kuin
se madritelldaan kokonaisluvuille.

Maaritelma 3.11. Olkoon f ja g polynomeja kunnan K suhteen. Mikali
polynomi d kunnan K suhteen toteuttaa ehdot

l.d| fjadl|g
2. josel| fjae]|g,niineld

niin polynomia d sanotaan polynomien f ja g suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi
ja siitd kaytetddn merkintaa d = syt(f, g).
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Kahdelle muulle kuin nollapolynomille voidaan loytda suurin yhteinen
tekija Eukleideen algoritmin avulla, jota tyypillisesti kaytetdan kokonaislu-
kujen suurimman yhteisen tekijan laskemiseksi. Ohitamme Eukleideen algo-
ritmin esittelyn tassa tutkielmassa, mutta siihen voi tutusta lahteesta [10, s.
50].

Lause 3.12. Olkoon f ja g nollasta poikkeavia polynomeja kunnan K suh-
teen. Tdlloin on olemassa polynomit a ja b kunnan K suhteen niin, ettd

syt(f,9) = af + bg.

Todistus. Todistus ohitetaan. Se loytyy ldhteesta [10, s. 50]. ]

3.2 Symmetriset polynomit

Maaritellaén symmetrinen polynomi seka symmetriset alkeispolynomit, jotta
paasemme kasittelemédan tutkielman kannalta oleellista tulosta eli symmet-
risten polynomien peruslausetta.

Mairitelma 3.13 (Symmetrinen polynomi). Polynomi f on symmetrinen
jos
f(x7(1)7x7—(2)7 wa(n)) = f(.fl?l,l'g, 7:Cn)

kaikilla mahdollisilla kertoimien z;.xs, ..., z,, permutaatioilla z-(1), T7(2), .., Tr(n)-

Symmetrinen polynomi ei siis muutu kun sen muuttujia vaihdetaan keske-
naén eri jarjestykseen. Annetaan ensin esimerkki symmetrisestd polynomista
ja sen jalkeen polynomista, joka ei ole symmetrinen.

Esimerkki 3.14. Méiaritellddn polynomi f niin, etté
f(z1, 29, 23) = 3x1 - X9 - T3 + 321 - T3 + 3x1 - T2 + 32 - T3,

Nyt koska voimme muuttaa muuttujien z; jarjestystd muuttamatta polyno-
mia, niin polynomi f on symmetrinen.

Esimerkki 3.15. Olkoon polynomi g(xy,z5) = 7 - x% + 2x1 + 225 ja olkoon
permutaatio 7 = (21). Nyt

9(Tr(1), Tr2)) = Ta - TF + 209 + 221 # X1 - 75 + 221 + 279

eli g ei ole symmetrinen polynomi.
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Maaritelma 3.16. Symmetriset alkeispolynomit oy, ..., o, muuttujille
T1, T2, ..., Ty OVab

01 :ZE1+JI2+...+Z‘”,
092 = 1T + ... + X1y + T2ZT3 + ... + ToXy, + T3Ty4... + Tp—1Th,

03 = X1T2x3 + ... + T1Tp_ 1Ty + ... + Tp_oTpn_1Ty

Op = 1Ty " Tp.

Esimerkki 3.17. Olkoon x1, x5 ja 3 muuttujia kunnan K suhteen. Télloin
symmetriset alkeispolynomit ovat

01 =21+ X2+ T3
09 = L1X9 + T1T3 + ToX3
ja

03 = L1T9X3.

Miaritelms 3.18. [Leksikografinen jérjestys] Olkoot z{" - - - 2% ja 5 - - abn

monomeja polynomirenkaassa K|z, ..., z,|. Téll6in

xtflxzn <x?1xz’"
jos joko
a1+—|—an<b1—|——|—bn
tai

a1+...+(ln:bl+...+bn.
ja jollekin 1 < j < n, a; = b; kaikille 1 < ¢ < j ja a; < ;.

Seuraava lause, jota kutsutaan symmetristen polynomien peruslauseeksi,
on tarpeellinen kun muodostamme todistuksen luvun 7 transkendenttiudesta
luvussa 6 sekéd kun tutkimme algebrallisten lukujen ominaisuuksia luvussa 5.

Lause 3.19. [Fundamental theorem of symmetric polynomials] Jokainen po-
lynomirenkaan k[zy,xs, ..., x,] symmetrinen polynomi voidaan lausua alkeis-
polynomien k-kertoimisena polynomina. Lisdksi alkeispolynomien avulla lausu-
tun polynomin aste on pienempdd tai yhta suurta kuin alkuperdisen polyno-
min aste.
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Todistus. Olkoon f € k[xy, ..., x,] symmetrinen polynomi ja olkoot o7, ..., 0,
symmetriset alkeispolynomit muuttujille z1, xo, ..., 2, . Olkoon polymonin f

johtava termi cz{* - - - %" ja valitaan toinen polynomi g siten, etté
— alj—a2 a2—a3 a
g —_— 0'1 0'2 N O'n”7

missd a; > a;41. Symmetrisen polynomin f johtavalla termilla on laskevat
eksponentit, koska jos nain ei olisi, niin voisimme muuttaa muuttujien jar-
jestysta sopivaksi muuttamatta itse polynomia. Nyt polynomin ¢ johtavaksi
termiksi saadaan

a]—az
Ty

an

>a2—a3 .
n

(x1x2 ..(Il...xn)a”:x(i‘l...x

Tastd huomataan, ettd polynomien f ja cg johtavat termit ovat samat. Maéa-
ritetdan polynomi f; = f — cg, jolla on pienempi aste kuin polynomilla f,
koska johtavat termit kumoavat toisensa. Nyt koska molemmat polynomit f
ja g ovat symmetrisia niin myos niistd muodostuva polynomi f; on symmet-
rinen.

Samalla menetelmalld voidaan muodostaa symmetrinen polynomi f; =
f1—c191, jonka johtavan termin aste on pienempi kuin polynomilla f;. Tamé
voidaan kirjoittaa myos muodossa fo = f1 —c191 = f —cg —c191. Jatkamalla
samaa menetelméad saadaan polynomit

Lh=f—cg.fo=f—cg—cgfs=Ff—cg—cigi —cago, ...

Menetelméa jatkamalla saatujen polynomien asteet pienenevét johtavien ter-
mien kumotessa toisensa, joten lopulta on olemassa jokin m siten, etta f,, =
0. Kun f,, = 0, niin polynomilla ei enda ole johtavaa termia eli menetelmé
paattyy ja saadaan

f=cg+cigr+cag2+ -+ Cn1Gm—1-

Koska jokainen polynomi g; on alkeispolynomien o; tulo, niin on saavutettu
haluttu tulos eli polynomi f on saatu lausuttua alkeispolynomien avulla.
Saadun polynomin cg+cig1+cago+- - -+ Cm_19m—_1 aste on selvasti pienempéa
tai yhté suurta kuin alkuperaisen polynomin, koska alkuperiisen polynomin
johtavan termin asteen perusteella 0f = a;+---+a, janyt dg = (a1 —az) +
(ag —az) -+ ay. O

Edellisesta lauseesta on olemassa my6s vahvempi versio, jossa osoitetaan
alkeispolynomien avulla lausutun polynomin yksikasitteisyys. Kyseisen vah-
vemman tuloksen todistuksen voi katsoa lahteesté [1, s. 58-59].

Seuraavaa lausetta kutsutaan algebran peruslauseeksi ja sen mukaan jo-
kaisella kunnan C polynomilla, joka ei ole vakiopolynomi, on ainakin yksi
nollakohta.
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Lause 3.20. [Algebran peruslause] Jos p(z) on positiiviasteinen polynomi
kunnan C suhteen, niin on olemassa zy siten, ettd p(zy) = 0.

Todistus. Lauseen todistus 16ytyy lahteesta [10, s. 41-42]. O]

Propositio 3.21. Olkoon p(t) € C[t] ja Op =n > 1. Polynomi p(t) voidaan
esittaa muodossa

p(t) =kt —ay)(t —ag) - (t — ),
missd ¢ # 0 € C ja luvut o, ..., o, € C ovat polynomin p(z) juuria.

Todistus. Todistus ohitetaan ja sen voi loytaa lahteesta [10, s. 43]. O

Erityisesti edellisestd propositiosta seuraa, ettéd a;:t ovat polynomin p(t)
ainoat juuret kompleksilukujen joukossa, joten algebran peruslause 3.20 ja
propositio 3.21 osoittavat, etta jokaisella rationaalilukukertoimisella polyno-
milla p on n juurta kompleksilukujen joukossa, kun juurien mahdolliset tois-
tot otetaan huomioon. Propositiossa 3.21 esitetyn muodon kautta polynomin
p kertoimet saadaan ilmaistua symmetrisind polynomeina juurista «;. Yhdis-
tetdaan seuraavalla lauseella algebran peruslause symmetrisiin polynomeihin.

Lause 3.22. Jos f on rationaalilukukertoiminen symmetrinen polynomi, ja
p on rationaalilukukertoiminen polynomi, jonka juuria ovat o, ..., Q,, nin
talloin f(oq, ..., a,) on rationaaliluku.

Todistus. Olkoon p(z) = 37, a;2" € Q[x] nollasta poikkeava polynomi, jon-
ka juuret ovat aq, ..., a,. Tarkastelemalla polynomia voidaan huomata, ettéa

n
p(x) = a, [[(z — i) = apa™ — a1 2" 4 4,002 A - (—1) 0,00,
i=1

missd o;:t ovat symmetrisid alkeispolynomeja aq, ..., a,, suhteen.
Jos f € Q[x] on symmetrinen alkeispolynomi oy, niin

g

op(ay, ..., ap) = —,

k( 1 n) a,
joten f(aq,...,a,) on rationaalinen. Muussa tapauksessa voidaan hy6dyn-
tda symmetristen polynomien peruslausetta 3.19, jolloin f voidaan lausua
symmetristen alkeispolynomien avulla. O]

24



4 Kuntalaajennokset

Pohjatietoja on kasitelty edellisessa kappaleissa, joten padsemme vihdoin tu-
tustumaan kuntalaajennoksiin. Annetaan kuntalaajennokselle ensin maééari-
telma.

Maaritelma 4.1. Jos K on kunta, joka sisdltda alikunnan L, niin K on
alikunnan L kuntalaajennos. Merkitaan tata K : L.

Esimerkki 4.2. Kunta C on alikunnan Q kuntalaajennos eli voidaan merkitéa

C:Q.

Maaritelma 4.3. Olkoon X osajoukko kompleksilukujen joukosta C. Talloin
joukon X wirittamd C:n alikunta on leikkaus kaikista C:n alikunnista, jotka
sisaltdavat osajoukon X.

Joukon X virittdma alikunta siis pienin kompleksilukujen joukon C ali-
kunta, joka sisaltaa joukon X.

Maaritelma 4.4. Jos L : K on kuntalaajennos ja A C L osajoukko, niin
talloin yhdisteen K U A virittdmaéd C :n alikuntaa merkitaan K (A) ja se on
saatu kunnasta K lisddmdlld sithen joukko A.

Kun joukko A = {ay,...,a,} on &arellinen voidaan merkitd K(A) =
K(ay,...,a,). Alikunta K (A) on mééritelmén mukaisesti pienin niista komplek-
silukujen joukon alikunnista, jotka sisdltéavat joukot K ja A. Tutustaan yksin-
kertaiseen kuntalaajennokseen, jossa kuntaan on lisétty yhden alkion joukko.

Maaritelma 4.5. Yksinkertainen laajennos on sellainen kuntalaajennos
L: K, ettd L = K(«) jollakin o € L.

Esimerkki 4.6. Esimerkissa 2.9 osoitettiin joukon K, joka on kaikkien muo-
toa p+qv/2 olevien lukujen joukko, missé p, ¢ € Q, olevan joukon C alikunta.
Nyt Q(v2) = {p + qv2 : p,q € Q} eli kyseessii on yksinkertainen kuntalaa-
jennos.

Tutkitaan kahdenlaisia yksinkertaisia kuntalaajennoksia. Jos uusi kun-
taan K lisattava alkio toteuttaa polynomiyhtalon kunnassa K, niin laajennos
on algebrallinen. Muussa tapauksessa kyseessa on transkendentti laajennos.

Maaritelma 4.7. Olkoon K kompleksilukujen kunnan C alikunta ja o € C.
Luku « on algebrallinen kunnan K suhteen, jos on olemassa polynomi p, joka
ei ole nollapolynomi, kunnan K yli siten, ettd p(c) = 0. Muussa tapauksessa
luku « on transkendentti yli kunnan K.
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Esimerkki 4.8. 1. Luku o = /7 on algebrallinen kunnan Q(7) suhteen,
koska o — 7 = 0 pétee.

2. Luku o = /7 on transkendentti kunnan Q suhteen. Tadméi seuraa tut-
kielman toisesta paatuloksesta, joka todistetaan luvussa 6.

Jotta voimme ymmartad paremmin yksinkertaisten algebrallisten laajen-
nosten rakennetta, tarvitsemme maéaaritelmén lisittyyn alkioon « liittyvalle
polynomille. Kutsumme kyseista polynomia minimaalipolynomiksi ja anne-
taan sille seuraavaksi maaritelma.

Maaritelma 4.9. Olkoon L : K kuntalaajennos ja oletetaan, ettd o € L on
algebrallinen kunnan K suhteen. Télloin luvun o minimaalipolynomi kun-
nan K suhteen on alinta mahdollista astetta oleva yksikésitteinen mooninen
polynomi m siten, ettd m(a) = 0.

Luvun « minimaalipolynomi kunnan K suhteen on yksikésitteinen, kos-
ka jos polynomit m ja p olisivat alinta mahdollista astetta olevia moonisia
polynomeja siten, ettd m(a) = p(a) = 0, niin p(a) — m(a) = 0. Nyt jos
p # m niin jokin monikerta p — ¢ on mooninen polynomi, jonka juuri luku
a olisi. Tamé on ristiriita méaritelmén kanssa, joten minimaalipolynomi on
yksikéasitteinen.

Maaritelladn kongruenssirelaatio polynomeille vastaavasti kuin kokonais-
luvuille.

Maaritelma 4.10. Polynomit a,b € K|[t] ovat kongruentteja modulo m,
merkitdan taté
a=b (modm),

jos a(t) — b(t) on jaollinen polynomilla m(t) kunnan K[t] suhteen.
Lemma 4.11. Oletetaan, ettd a; = as (mod m) ja by = by (mod m). Tdlloin
a; +by =as+by (mod m)

ja
a;by = agby  (mod m)

Todistus. Lemman todistus 16ytyy lahteesta [10, s. 74] O
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Lemma 4.12. Jokainen polynomi a € K|[t] on kongruentti modulo m jonkin
yksikdsitteisen polynomin kanssa, jonka aste on pienempi kuin polymonin m
aste.

Todistus. Polynomit a,b € K[t] ovat kongruentteja modulo m jos a(t) — b(t)
on jaollinen polynomin m(t) kanssa. (¢ = b (mod m))

Proposition 3.10 eli jakoalgoritmin nojalla on olemassa yksikasitteiset po-
lynomit ¢, € K[t] siten, ettd a = gm + r ja Or < Om. Nyt

a=qm-+r
a—17r=qm

a =r (mod m).

Osoitetaan viela polynomin r yksikéasitteisyys. Olkoon r, s € K|[t]. Olete-
taan, etta r = s (mod m) ja dr,0s < Om. Eli r — s = pm, mutta

d(r — s) < max(9dr,ds) < Om

Taytyy siis olla r —s = 0 eli » = s. Néin ollen polynomi r on yksikéasitteinen.

[]

Kéytetaan merkintaa K[t]/(m) polynomirenkaan K[t] ekvivalenssiluokis-
ta modulo m.

Lause 4.13. Olkoon m # 0 mielivaltainen polynomi. Tdlloin jokaisella nol-
lasta poikkeavalla tekijarenkaan K[t]/{(m) alkiolla on kddnteisalkio tekijaren-

kaassa K[t|/{(m) jos ja vain jos polynomi m on jaoton polynomirenkaassa
K[t].

Todistus. Jos polynomi m on jaollinen niin talléin m = ab, missa Oda,0b <
dm. Nyt [a][b] = [ab] = [m] = [0]. Oletetaan, ettd ekvivalenssiluokalla [a] on
kéadnteisalkio [c], jolloin [a][c] = 1. Nyt siis [0] = [¢][0] = [c][a][b] = [1][b] = [b],
joten néin ollen m jakaa polynomin b. Koska tiedetédan, ettd 9b < Om, taytyy
olla b = 0 ja siten myos m = 0. Tamé on ristiriita, koska nollapolynomeilla
on samat asteet.

Jos m on jaoton, niin olkoon a € K[t] siten, etté [a] # [0]. Nyt polynomien
m ja a suurin yhteinen tekija on 1. Lauseen 3.12 nojalla on olemassa h, k €
K[t] niin, ettd ha + km = 1. Télléin [h][a] + [k][m] = [1], mutta [m] = [0],
joten [1] = [h][a] + [k][m] = [h][a] + [K][0] = [h][a] + [0] = [h][a]. Néin ollen
[h] on kysytty kddnteisalkio. O

Lause 4.14. Olkoon K(«) : K yksinkertainen algebrallinen kuntalaajennos

ja olkoon luvun o minimaalipolymoni kunnan K suhteen m. Talloin K (o) :
K on isomorfinen K[t]/(m) : K kanssa. Isomorfismi K[t]/(m) — K(«)
voidaan valita kuvaamaan t luvuksi .
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Todistus. Isomorfismin méadrittelee kuvaus [p(t)] — p(«a), missa [p()] on po-
lynomin p(t) ekvivalenssiluokka modulo m. Nyt kun m|p eli p = a - m ja
oletuksen mukaan m on minimaalipolymoni eli m(«) = 0, niin p(a) = 0.
Kun p(a) = 0 niin selvisti m|p. Nyt siis kuvaus on hyvin mééritelty, koska
p(a) =0 jos ja vain jos m|p.

Kyseessa on selvisti kuntahomomorfismi, koska kuvaus séilyttaa lasku-
toimitukset. Kuvaus on injektio, koska jokainen ekvivalenssiluokka [p(t)] ku-
vautuu omaksi luvukseen p(«). Koska kyseessa on my6s injektio, niin kuvaus
on kuntamonomorfismi.

Osoitetaan vield, ettd kuvaus on surjektiivinen. Kuvajoukko on alikun-
ta, joten se sisdltdéd kaikki K'(«):m alkiot. Toisaalta madritelmén mukaisesti
K () on kunta, joka sisdltaa sekd K, ettd a:n. Taten p(a) € K(«) kaikilla
polynomeilla p. Néin ollen kuvajoukko siséltyy K («):aan. Kuvajoukko on siis
K («) eli kuvaus on surjektio. Koska kuntahomomorfismi on bijektio niin se
on isomorfismi. Kyseinen isomorfismi kuvaa polynomin muuttujan ¢ luvuksi
a.

O

Esimerkki 4.15. Olkoon a = v/2 ja Q(3/2) : Q yksinkertainen algebralli-
nen kuntalaajennos. Kuntalaajennos on algebrallinen, koska a = /2 toteut-
taa polynomiyhtilén 23 — 2 = 0 kunnassa Q. Polynomi 2® — 2 on luvun o
minimaalipolynomi kunnan Q suhteen, koska se on jaoton Eisensteinin kri-
teerin nojalla 3.8. Muodostetaan polynomirenkaan Q[z] ekvivalenssiluokat
modulo 2 — 2 ja merkitadn niitd Q[z]/(z* — 2). Nyt siis

Qla]/(2® — 2) = {p | 2 — 2}, missi p € Q[z].
Jakoalgoritmin 3.10 nojalla kaikille ekvivalenssiluokkien [p(z)] € Q[z]/{x?® —
2) edustajille p(x) ja minimaalipolynomille 22 — 2 on olemassa polynomit f
ja r siten, etta
p:f'(x3_2)+7n7
missé polynomin r aste on pienempéé tai yhté suurta kuin 2. Koskam | p—r,
niin [p] = [r|. Néin ollen
[ap + a17 + asx® : ag, a1, az € Q)
ovat kaikki ekvivalenssiluokat Q[z]/(x® — 2). Nyt lauseen 4.14 nojalla

Q(V2) = {ao + a1(V2) + a2(V2)* : ag, a1, az € Q}.

Lemma 4.16. Olkoon K(«) : K yksinkertainen algebrallinen kuntalaajen-
nos, m on luvun o minimaalipolynomi kunnan K suhteen ja minimaalipoly-
nomin m aste n. Talloin {1, a,a?,...,a" 1} on kunnan K(«) kanta kunnan
K suhteen.
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Todistus. Todistus seuraa lemmasta 4.12. OJ

Tutustutaan seuraavaksi kuntalaajennoksen asteeseen, joka on karkea ar-
vio kyseisen kuntalaajennoksen koosta. Kuntalaajennoksen asteen maéaaritel-
méa varten tarvitsemme pohjatietoja vektoriavaruuksista luvusta 2.

Maaritelma 4.17. Olkoon K kunta, joka on kunnan L kuntalaajennos. Tal-
16in kuntaa K voidaan tarkastella vektoriavaruutena, jonka skalaarikuntana
on L. Taman vektoriavaruuden dimensio eli ulottuvuus on kuntalaajennok-
sen K : L aste ja sitd merkitddn [K : L.

Esimerkki 4.18. Esimerkissd 4.6 médritellyn kuntalaajennoksen Q(v/2) : Q
aste on 2. Kun tarkastelemme vektoriavaruutta Q(+/2), niin huomaamme voi-
vamme muodostaa sillee kannan {1, /2}. Talléin vektoriavaruuden dimensio
on 2, koska sen kanta muodostuu kahdesta vektorista ja néin ollen kuntalaa-
jennoksen Q(v/2) : Q aste on myds 2 madritelmén 4.17 mukaisesti.

Seuraava lause auttaa maarittdméaan kuntalaajennoksen astetta myos haas-
tavammissa tapauksissa.

Lause 4.19. Jos K, L ja M ovat kompleksilukujen kunnan C alikuntia ja
patee K C L C M, niin

[M: K]=[M: L)L : K]

Todistus. Olkoon (z;);c; kanta alikunnalle L vektoriavaruutena kunnan K
suhteen ja olkoon vastaavasti (y;);es kanta alikunnalle M kunnan L suhteen.
Nyt jokaiselle ¢ € I ja j € J on olemassa x; € L ja y; € M. Osoitetaan, ettd
(2:y;)ier,jes on kanta vektoriavaruudelle M kunnan K suhteen.

Osoitetaan ensin lineaarinen riippumattomuus. Oletetaan, ettd jokin aé-
rellinen lineaarikombinaatio oletetun kannan alkioista on nolla.

Zkijxiyj = 0, missa k;; € K.
2
Jarjestelldan yhtaloa uudelleen

> (; kwxz> y; = 0.

J

Nyt koska tieddmme (y;);es olevan kanta, jonka kertoimet ovat kunnassa L,
niin téssé tapauksessa siis kertoimet k;;z; ovat kunnassa L. Kannan (y;);es
alkiot ovat lineaarisesti riippumattomia kunnan L suhteen, joten
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Toistamalla sama paattely kunnan L sisilld saadaan k;; = 0 kaikilla ¢ € 1
ja j € J. Nain ollen alkiot x;y; ovat lineaarisesti riippumattomia kunnan K
suhteen.

Osoitetaan vield, ettd alkiot z,y; virittavéit vektoriavaruuden M kunnan
K suhteen. Jokainen alkio x € M voidaan kirjoittaa muodossa

T = Z )\jﬂfi,
J

jollekin sopivalle valinnalle \; € L, koska y; virittaa vektoriavaruuden M
kannan L suhteen. Vastaavasti jokaiselle j € J

Aj = Z Aij%i,
i
missd \;; € K. Kun yhdistetaan nama tiedot, niin saadaan

xr = Z )\”l'ly]
4,J
Taméa osoittaa halutun vaitteen.
O

Seuraava propositio kertoo, ettd yksinkertaisista kuntalaajennoksista al-
gebrallisilla on aérellinen aste ja transkendenteilla déreton.

Propositio 4.20. Olkoon K(«) : K yksinkertainen kuntalaajennos. Jos kun-
talaajennos on transkendentti, niin [K(«) : K| = co. Jos kuntalaajennos on
algebrallinen, niin [K («) : K] = Om, missi m on luvun oo minimaalipolynomi
kunnan K suhteen.

Todistus. Kasitelladan ensin tapaus, jossa yksinkertainen kuntalaajennos on
transkendentti. Riittdd tarkastella, ettd alkiot 1,c,a?,.. ovat lineaarisesti
riippumattomia kunnan K suhteen. Jos 1,a,a?, .. ovat lineaarisesti riippu-

vaisia, niin on olemassa jokin lineaarikombinaatio

n

Z o' = 0, missé \; # 0 joillain 4 = 0, ..., n.

i=0
T&lloin on 16ydetty polynomi p(z) = 2%, Az’ siten, ettd sen kertoimia ovat
it ja p(a) = 0. Kuitenkin luku a on oletuksen mukaan transkendentti eiké
se voi olla polynomin p(z) juuri. Néin ollen alkioiden 1, o, o2, .. tulee olla line-
aarisesti riippumattomia ja transkendentin yksinkertaisen kuntalaajennoksen
aste ei ole aarellinen.

Toinen tapaus eli kun yksinkertainen laajennos on algebrallinen seuraa

suoraan Lemmasta 4.16.

[]
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Esimerkki 4.21. Esimerkiksi kompleksiluvut C ovat reaalilukujen kunnan
yksinkertainen laajennos R(i). Nyt luvun i minimaalipolynomi on z? + 1
kunnan R suhteen ja sen aste on 2 eli [C : R] = 2 Proposition 4.20 nojalla.

5 Algebralliset luvut

Taman luvun tavoitteena on kuvailla algebrallisten lukujen joukkoa esittele-
malla niiden ominaisuuksia. Algebrallisista luvuista osataan kertoa huomat-
tavasti enemman kuin transkendenttiluvuista, joten esitelladn seuraavaksi
nelja algebrallisia lukuja koskevaa lausetta.

Lause 5.1. Jos luku o € R on algebrallinen niin myos —a on algebrallinen.

Todistus. Oletetaan, ettd luku « toteuttaa yhtdlon f(z) = 0, missa
f(l‘) = cpz” + Cn—lxn_1 + ...+ cax+ o,

missd ¢; € Q kaikilla 7. Olkoon fi(x) = f(—=), jolloin

ja taten luku —a on algebrallinen. O]

Lause 5.2. Olkoon luku o € R algebrallinen. Tdalléin myds luvun o kddn-
teisluku o= on algebrallinen kun luku o on nollasta poikkeava.

Todistus. Oletetaan, etté
"+ 1"V a4 =0,

missd ¢; € Q kaikilla 7. Jakamalla yhtédlod puolittain luvulla o™ saadaan

1 1

an—1 * COJ =0

1
Ch+Ch1—+ ...+
Q

eli
Cn + cn_lofl + ...+ clof(”_l) + cpa™ " = 0.

Niin ollen nollasta poikkeavan algebrallisen luvun o kéédnteisluku o' on

my0s algebrallinen.
]
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Tutkitaan seuraavaksi tilannetta, jossa meilla on kaksi algebrallista lukua
ja haluamme tietda ovatko niiden summa ja tulo myos algebrallisia lukuja.
Tilannetta voi tutkia monella eri lahestymistavalla ja tahan tutkielmaan on
valikoitunut tapa, joka hyodyntad symmetrisia alkeispolynomeja ja symmet-
risten polynomien peruslausetta 3.19. Vaihtoehtoinen todistus kahden al-
gebrallisen luvun summan ja tulon algebrallisuudesta esitetédén videolla [7]
ja vield kolmas lahestymistapa esitellaan ldhteessa [1, s. 46].

Tarkastellaan ensin esimerkkié, joka auttaa hahmottamaan seuraavien
lauseiden todistukset paremmin.

Esimerkki 5.3. Olkoon ¢(x),r(z) € Q[z] maaritelty siten, etté
q(z) = 2* + ayx + ag
ja
r(x) = 2% 4 byx + by,
ja olkoon ai, @y polynomin ¢(z) nollakohtia ja [, 52 polynomin r(z) nol-

2" 2

lakohtia. Tarkastellaan polynomin p(z) = [] ] (z — (a; + 8;)) kertoimia,
i=1j=1

missd polynomin p(x) nollakohdat ovat summat «; + 81, a1 + fB2, a0 + 1

ja ag + Ps. Avaamalla tulomerkint6jé ja sulkeita sopivalla tavalla saadaan

=
&
I
—.
o

@
Il
—
.
Il
—

(z — (@i + 5;))

Il
e

' (= (i + B1)) (x — (i + Ba))

= (v — (a1 + B1)) (& — (1 + B2)) (x — (a2 + B1)) (z — (a2 + B2))
=a" — ((a1 + B1) + (o1 + B2) + (2 + 1) + (a2 + B2)) 2°

+ ((c1 + B1)(0q + B2) + (o + Br) (a2 + B1) + (oq + 1) (a2 + B2)
+ (o1 + Ba) (a2 + A1) + (a1 + B2) (a2 + Ba2) + (2 + f1) (2 + o))
— ( )
+( (

@
Il
-

(a1 + B1)(aq + B2) (e + B1) + (o + B1)(ar + B2) (g + Bo)
oy + Bi)(ag + Br) (e + B2) + (a1 + Ba2) (a2 + B1) (s + f2))x
+ (a1 + B1) (a1 + B2)(aa + B1) (a2 + Ba2).

Nyt polynomin termien kertoimia tutkimalla voidaan huomata, etta poly-
nomin p(x) kertoimet vastaavat symmetrisia alkeispolynomeja muuttujille
(a1 +p51), (1 +P2), (a+P1) ja (aa+/52). Esimerkiksi maaritelmén 3.16 mukai-
sesti symmetrinen alkeispolynomi oy muuttujille (a; +31), (o + 32), (o +31)
ja (ag + P2) on

o1(a; + Bj) = (a1 + B1) + (a1 + B2) + (o + B1) + (a2 + Ba),
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joka vastaa x3:m kerrointa polynomissa p(z). Néin ollen polynomi p(zx) voi-
daan kirjoittaa muodossa

p(z) = 2* — o1y + Bj) 2 + ooy + B;)2* — a3(ai + Bj)x + oa(a; + B)).

Polynomin p(z) kertoimia eli alkeispolynomeja o (c; + 3;), ..., o4(c; + ),
joiden muuttujia ovat (ay + 1), (a4 52), (e + 51) ja (ag + 52), voidaan tar-
kastella polynomeina muuttujinaan aq, ap siten, ettd kyseisten polynomien
kertoimet ovat polynomirenkaassa Q[3;, 82]. Polynomin p(z) termin z* ker-
rointa vastaava polynomi p; (a1, ) voidaan ryhmitelld seuraavalla tavalla

p1(ar, az) = 2a1 + 200 + (261 + 209) - 1,

missd kerroin 2 ja vakiotermin kerroin 24, + 235 kuuluvat polynomirenkaa-
seen Q[f1, B]. Kasitelladn niité kertoimia polynomeina, jolloin koska ne ovat
symmetrisia 3; ja f2 suhteen, niin ne voidaan lauseen 3.19 nojalla lausua
symmetristen alkeispolynomien oy(f3;), 02(3;) avulla. Tall6in koska oletuk-
sen mukaan (1 ja (s ovat rationaalilukukertoimisen polynomin r(z) juuria,
niin lauseen 3.22 nojalla kertoimet 2 ja 23, + 235 ovat rationaalisia.

Nyt siis polynomi p; on rationaalilukukertoiminen ja symmetrinen muut-
tujien ay ja ag suhteen, joten symmetristen polynomien peruslauseen nojalla
3.19 se voidaan lausua alkeispolynomien oy(;) ja o2(a;) polynomina. Myos
a1 ja ag ovat rationaalilukukertoimisen polynomin ¢(z) juuria, joten lauseen
3.22 nojalla p1(ay, ag) on rationaaliluku.

Toistamalla sama tarkastelu myos muille alkeispolynomeille
oa(a; + B5), 03(cu, B;), 04(cv + B;) voidaan todeta polynomin p kaikkien ker-
toimien olevan rationaalilukuja eli p(x) € Q[x].

Yleistetaan esimerkki seuraavan lauseen avulla, jonka todistus noudattaa
vastaavaa periaatetta.

Lause 5.4. Olkoot o, B € R algebrallisia lukuja. Tdlléin myds luku o+ 3 on
algebrallinen.

Todistus. Oletetaan, etta f(x), g(z) € Q[z] on madritetty siten, etté
fx)=2™ +ax™ ' + ... +apn

ja
g(x) = 2"+ bia"t + ...+ by,
missé a;, b; € Q kaikilla i, j. Oletetaan myos, ettd f(«) = 0 sekd g(8) = 0.
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Merkitédén polynomin f(z) nollakohtia a3 = «, g, ..., , ja polynomin
g(x) nollakohtia 81 = 5, s, ..., B Tarkastellaan polynomia

F(sc):f[lf[lu—(aimj)),

jonka nollakohtia ovat a; + S1,aq1 + Ba, ..., an, + Bn. Nyt vastaavasti kuin
esimerkissa 5.3 polynomin F'(z) kertoimet vastaavat symmetrisia alkeispoly-
nomeja muuttujissa o; + f;. Alkeispolynomien o (a; + 5;), ..., Onm(ci + 5;)
avulla polynomi F'(x) voidaan kirjoittaa uudelleen muodossa

n m

F(z) =TI (= = (0 + 5))

i=1j=1
= xnm — 0'1(042' + Bj)l’nm_l + UQ(OCi + 6j)l’nm_2 + ...+ (—1)nm0'nm(06i -+ ﬁ])

Polynomin F(z) € Q[a; + §;][z] muuttujana on z ja sen kertoimet kuulu-
vat kerroinrenkaaseen Q[o; + f3;]. Tarkastellaan nyt polynomin F'(z) kertoi-
mia polynomeina muuttujinaan ay, ..., a,,, jolloin ne kuuluvat polynomiren-
kaaseen Q[3;][cy]. Kertoimet ovat siis polynomeja

oy = Z Qoo (B - Bt -,
J1yeeesin
missd t = 1,...,nm, kertoimet ¢;, _; (51,...,Bn) ovat symmetrisia 3; suh-
teen ja itse polynomi o; on symmetrinen muuttujissa «;. Vastaavalla ta-
valla kuin esimerkissd 5.3, tarkastellaan ensin kertoimia g;, . (B1, ..., Bm)-
Kertoimet ovat symmetrisia eli ne voidaan lauseen 3.19 nojalla lausua sym-
metristen alkeispolynomien o;(3;) avulla. Maaritelman mukaisesti f; kaikilla
j = 1,...m on rationaalilukukertoimisen polynomin g(z) juuri eli nollakohta.
Nyt lauseen 3.22 nojalla kertoimet ¢;, . ;. (51,..., Bn) ovat rationaalilukuja.
Tastéa seuraa, ettd kertoimet oy = >, . @i .. (B1,- .. Bm)odt - adn
ovat rationaalilukukertoimisia symmetrisid polynomeja siten, etta «;:t ovat
polynomin f(x) € Qz] juuria, joten hyodyntamaélla lauseita 3.19 ja 3.22
voidaan todeta kertoimien o; olevan rationaalilukuja. Nyt o;:t vastasivat po-
lynomin F'(z) kertoimia eli niin ollen F'(z) € Q[z]. Aiemmin asetettiin, etté
a; = aja f; = [ niin a1 + f1 = a+ [, joten a + S on rationaalilukuker-
toimisen polynomin F'(x) juuri ja niin mééritelméista seuraa, ettd o + 3 on
algebrallinen.
O
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Lause 5.5. Olkoot o, 8 € R algebrallisia lukuja. Tdlloin myés luku of8 on
algebrallinen.

Todistus. Todistus on vastaavanlainen kuin edellisen lauseen todistus al-
gebrallisten lukujen summasta. Tehdéan siis alkuun samat oletukset eli ole-
tetaan, ettid f(z),g(z) € Q[z] on madritetty siten, etté

f(z)=2™ +ax™ " + ... +ap

ja

g(x) = 2"+ bix" ...+ by,
missd a;,b; € Q kaikilla ¢, j. Oletetaan myos, ettd f(a) = 0 sekd g(8) =
0. Merkitdan polynomin f(z) nollakohtia a; = «, aq,..., @, ja polynomin
g(x) nollakohtia 3y = B, B, ..., Bm- Tarkastellaan kuitenkin tédssa tapauksessa
polynomia

:HH (x — a,35),

jonka nollakohtia ovat a1, aqfs, ..., 0. Todistus etenee tasta eteenpéin
vastaavalla tavalla kuin lauseen 5.4 todistus, jolloin nahdéaén, ettd polynomin
F(z) kertoimet ovat rationaalilukuja, joten a8 on rationaalilukukertoimisen
polynomin nollakohta ja taten algebrallinen luku. O

Edellisten lauseiden nojalla saadaan muodostettua seuraava tulos.

Seuraus 5.6. Algebrallisten lukujen joukko on kunta.

6 Transkendenttiluvut

Tassa luvussa esitellidn todistukset tunnetuimmille transkendenttiluvuille
seké tutkielman lopuksi kéasitelldan kahta konstruktio-ongelmaa ja esitellaan
hieman millainen transkendenttilukujen tutkimisen tulevaisuus mahdollisesti
on. Luvun paalahteend on kéytetty Stewartin kirjaa [10, s. 88-100, 288-291],
jossa on esitelty lauseet lukujen 7 ja e transkendenttiudesta seka perehdytty
harppi-viivain-konstruktioihin. Tamén luvun lopussa alaluvussa 6.3 lahteena
on kaytetty Lagariaksen artikkelia [0].
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6.1 Lukujen 7 ja e transkendenttius

Lause 6.1. Luku m € R on transkendenttiluku.

Todistus. Todistetaan viite epéasuoralla todistuksella. Oletetaan, ettd luku 7
on algebrallinen eli se on jonkin nollasta poikkeavan rationaalilukukertoimi-
sen polynomin nollakohta. Talldin myds im, missd i = v/—1, on jonkin ratio-
naalilukukertoimisen polynomin nollakohta. Olkoon 60, (x) € Q(x) polynomi,
jonka nollakohtia ovat ay = im, ao, ..., a, eli

O1(z) =alx —ay)(z —ag) - -+ (x — ).

Eulerin lauseen mukaisesti

joten
(e +1)(e?+1)...(e™+1)=0 (6.1)

tulon nollasaénnon nojalla. Kun avataan yhtaloa 6.1 saadaan
14 e™ +e* 4. e M0 [ peton [ pentorteton —( (6.2)

Muodostetaan kokonaislukukertoiminen polynomi, jonka nollakohdat ovat
luvun e eksponentit a;; + ... + «; ., jotka esiintyvat yhtéalossa 6.2. Olkoon 6,
maéaritelty kuten edella,

O = as(z — (a1 +a2)) -+ (z — (1 — ) -+ (@ = (A1 — ),

O, = an(x — (01 + a2+ -+ + a1 + ).

Vastaavalla tavalla kuin luvussa 5 lauseen 5.4 todistuksessa nahdaan, etta
polynomit #; ovat rationaalilukukertoimisia symmetristen polynomien perus-
lauseen 3.19 nojalla. Néin ollen

01(x)b(z) - - - O, ()

on polynomi, jonka nollakohdat ovat yhtalosséd 6.2 esiintyvat luvun e eks-
ponentit. Kun tdmé polynomi jaetaan sopivalla muuttujan x potenssilla ja
kerrotaan sopivalla kokonaisluvulla, niin saadaan polynomi 0(x) € Z|x], jon-
ka nollakohdat ovat nollasta poikkeavat luvun e eksponentit yhtalosta 6.2.
Nyt yhtalo 6.2 voidaan kirjoittaa muodossa
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el +e2=0

eli
k=0, (6.3)

missd k € Z ja k > 0, koska termi 1-1---1 esiintyy yhtélossa 6.2. Oletetaan,
etta
0(x) =ca" +ci2" t + ...+,

koska luku 0 ei ole polynomin € juuri, niin ¢, # 0. Maéritetdan
o0 (@)
(p—1!
missd s = rp — 1 ja p on miké tahansa alkuluku. Méaritetdan myos
F(a) = f(2) + f'(x) + o+ fEPD (@)

ja huomioidaan, etta fe+7+7)(z) = 0. Nyt

fx) =

(@) = F(0) =~ [ e/ (y)dy.

koska p
e F (@) = —e " f(2).

Valitsemalla y = Ax saadaan

F(z) — ¢ F(0) = —¢* /

0

1 1
e f (A\z)d\ = — / 1=V £ (\z) d.
0

Muodostetaan summa siten, ettd muuttuja x kay lapi luvut Sy, ..., 8. Yhtalon
6.3 nojalla 3>7_, e = —k, joten

i F(8:) + kF(0) = — Z Bi /0 Y (ABi) dA. (6.4)

Osoitetaan, etta kaikilla riittdvan suurilla alkuluvuilla p yhtdlon 6.4 vasen
puoli on nollasta poikkeava kokonaisluku. Tutkitaan yhtalon 6.4 vasemman
puolen ensimmaista termié eli summaas:

r stpt+r—1

iF(ﬁz) = Z Zo f(m)(ﬂi)-

Kun 0 <m < p, niin

T

S Fm(B) =o0.

i=1
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Kun taas m > p, niin jokaisella derivaatalla f™(3;) on tekijani p, koska
[0(x)]? taytyy derivoida vahintaan p kertaa, jotta saadaan nollasta poikkeava
termi. Nyt jokaisella m > p

> £ (8)

on symmetrinen polynomi [, ..., 3, suhteen ja sen aste on < s. Nyt sym-
metristen polynomien peruslauseen 3.19 nojalla se voidaan lausua kokonais-
lukukertoimisena polynomina polynomin é(x)/c kertoimista c;/c, siten, etta
polynomin aste on < s. Luvulla ¢; kertominen kun maéériteltiin f(x) tekee
S, f0™(B;):std kokonaisluvun. Joten kun m > p, niin

=1

sopivalle k,,, € Z eli se on my6s jaollinen luvulla p. Tutkitaan vield mita F(0)
on. Kin0<m<p-—2:

FO)=0,f(0)=0,...fP20)=0 eli f™(0)=0.

Kun m = p — 1 niin f™(0) = ¢*(#(0))? = c*(c,)P. Ja kun m > p niin
™) (0) = pl,,, sopivalla kokonaisluvulla ,,. Nyt siis

s+p+r—1
EEQO)=k[0+0+...+0+(c.)P+p Y. ln].

m=p

Néin ollen yhtalon 6.4 vasen puoli on
N F(Bi) + kF(0) = tp + ke* (¢, )P
i=1

jollakin ¢ € Z. Nyt k # 0,¢,. # 0 ja ¢ # 0. Jos valitaan p riittavian suureksi
eli
p > max(k, [c], |e,]),

niin vasen puoli yhtalostd 6.4 on nollasta poikkeava kokonaisluku, joka ei
ole jaollinen luvulla p. Arvioidaan viela yhtalon 6.4 oikeaa puolta. Nyt kun
0 <X <1, niin

Ve TBr o)

s||A3.|p—1 p
< IR s |

38



Olkoon m(i) = sup [0(AB;)]. Nyt siis

0<A<1

r 1 T S B Pl (1) 1P 1
_ A (1-\)B; , < ]| Bi|PIm(d)] / (1-\)B;
| ;:1 52/0 e FOAB)dA| < ;:1 -1 max | e dA.

Maksimi integraalista on darellinen ja tiedetaédn, ettd péatee raja-arvo
hP

(p— D!

kun p — oo. Nain ollen jokainen summan termi suppenee nollaan tasaisen

suppenemisen nojalla, ja siispa yhtalon 6.4 oikean puolen lauseke suppenee

nollaan. Tastd aiheutuu ristiriita yhtalon vasemman puolen ollessa nollasta
poikkeava kokonaisluku, joten luku 7 ei ole algebrallinen vaan transkendentti.

]

— 0,

Lause 6.2. Luku e € R on transkendenttiluku.

Todistus. Osoitetaan véite epdsuoran todistuksen avulla. Oletetaan siis, etta
luku e € R ei ole transkendentti, jolloin se on algebrallinen. Néin ollen e on
jonkin polynomin P(x) = a,z" + a,_ 12" + ... + a1 + ap juuri eli

ane” + ap_1e" 4 ...+ aje +ao = 0. (6.5)

Oletetaan, ettd polynomin kertoimet ay, ..., a,, ovat kokonaislukuja ja ag # 0.
Maaritetadn
2PNz — 1)P(z — 2)P...(x — n)P

fla) = ) ,

missd p on mielivaltainen alkuluku. Nyt f on polynomi, jonka aste on np +
p — 1. Asetetaan

F(z) = f(z) + f'(2) + ... + [P0 (g)
ja huomataan, ettd f"P*P)(z) = 0. Laskemalla saadaan

i (e_mF(x)) = jp (e‘x (f(x) + f(z)+ ...+ f(”p+p_1)>)

dx
=—e"f(z)+e " f(x) —e " f(x) + e fM(x) —
=—e "f(2).
Néin ollen kaikille 7 patee

a; /Oi e ’f(x)dr =q [—e’xF (x)]; = a;F(0) — a;e " F(i).
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Kerrotaan titd luvulla e’ ja summataan kun i = 0,1, ..., n, jolloin

> (aiei /Z e f () dx) = F(0) Zaiei =Y @ F (i
=0 0 ‘ i=0
6 n np+p 1

oYY w0 (6.:6)

=0 j=0

Osoitetaan, ettd jokainen f() (i) on alkuluvulla p jaollinen kokonaisluku ellei
1 =0 tai 7 = p— 1. Hyodynnetadn Leibnizin saantod, jolloin ainoat nollasta
poikkeavat termit kun ¢ # 0 muodostuvat kun tekijdé (x — i)? derivoidaan
tasmalleen p kertaa. Koska (;)37!1)1 = p, niin kaikki ndma termit ovat koko-
naislukuja, jotka ovat jaollisia luvulla p. Poikkeustapauksessa kun 7 = 0,
ensimmainen nollasta poikkeava termi esiintyy kun j = p — 1 ja talloin

FED0) = (=17 (=n)".

Perékkaiset nollasta eridvat termit ovat kaikki luvun p monikertoja. Nain
ollen yhtélon 6.6 arvo jollekin kokonaisluvulle K on

K, + ag(—1)7...(—n)".

Jos valitaan p > max(n, |ag|), niin kokonaisluku ag(—1)?...(—n)P ei ole jaolli-
nen luvulla p. Nain ollen riittdvan suurilla alkuluvuilla p yhtalon 6.6 arvo on
luvulla p jaoton kokonaisluku ja taten se on nollasta poikkeava. Arvioidaan
seuraavaksi integraalia. Kun 0 < x < n, niin

f) < T
f(z)| < ;
(p—1)!
joten
o n i pnPtP— 1 n nrptp—1
e / e f S az S az
0 o (p—1)! p —1)!

ja tama lahestyy lukua 0 kun p lahestyy positiivista aaretonta. Tama on
ristiriita sen kanssa, etta yhtélon 6.6 arvon pitdisi olla nollasta poikkeava
luvulla p jaoton kokonaisluku, kun p on riittavin suuri. Néin ollen luku e on
transkendentti eiké algebrallinen. O]
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6.2 Konstruktio-ongelmat

Ympyran kehén suhdetta sen halkaisijaan kuvaavan luvun 7 transkendent-
tiuden todistaminen ratkaisi yhden antiikin suurista konstruktio-ongelmista.
Ympyran nelidinnin konstruktio-ongelmassa tarkastellaan tilannetta, jossa
harpin ja viivaimen avulla halutaan konstruoida annetun ympyrin pinta-
alaa vastaava nelio. Haluttua tilannetta on havainnollistettu kuvassa 6.1,
jossa ympyran siade on 1 ja nelion sivun pituus on /7, jolloin molempien
kappaleiden pinta-alat ovat .

Kuva 6.1: Kuvan ympyralla ja neliolla on sama pinta-ala.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd kuvan 6.1 mukaista nelioté ei pystyta kon-
struoimaan annetun ympyran avulla.

Lause 6.3. Annetun ympyrin kanssa pinta-alaltaan yhtd suurta neliotd ei
ole mahdollista muodostaa kdyttimdlld harppi-vitvain-konstruktioita.

Todistus. Ympyran nelidimisen ongelman tarkastelu voidaan rajata tilantee-
seen, jossa ympyran side on 1 ja taten sen pinta-ala on 7. Tassa tapauksessa
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ympyran pinta-alan suuruutta vastaavan nelion sivun pituus on /7. Onnis-
tunut konstruktio tilanteesta vastaa sita, ettd voitaisiin konstruoida jana,
jonka pituus on /7.

Jos /7 on konstruoitava luku, niin talloin on mahdollista konstruoida
my0s w. Kuitenkin Gaussin oppilas Pierre Wantzel osoitti vuonna 1837, etté
harppi-viivain-konstruktioiden avulla luotujen janojen pituuksien taytyy olla
joidenkin rationaalikertoimisten polynomien juuria [10, s. 88, 98].

Néin ollen konstruoitavat janojen pituudet ovat algebrallisia lukuja. Téssa
tapauksessa se tarkoittaa, etta luvun 7 tulee olla algebrallinen, jotta ympyran
neliointi olisi mahdollista vain harppia ja viivainta kayttamélla. Lauseen 6.1
nojalla luku 7 on transkendentti, joten ympyrén neliéinti ei ole mahdollista

harppi-viivain-konstruktioilla.
m

Toinen kiinnostava antiikin aikainen konstruktio-ongelma liittyy kuution
tilavuuden kaksinkertaistamiseen. Kyseistd ongelmaa kutsutaan myos kuu-
tion kahdentamiseksi. Haluttua konstruktiota on havainnollistettu kuvassa
6.2, jossa pienemman kuution sivun pituus on 1 ja suuremman kuution si-
vun pituus on /2 eli kuutioiden tilavuudet ovat 1 ja 2. Osoitetaan, ettd kuvan
kaltaista suurempaa kuutiota ei voida konstruoida pienemmésté annetusta

kuutiosta.

/7

)

Kuva 6.2: Pienemman kuution tilavuus on 1 ja suuremman tilavuus on 2.
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Lause 6.4. Annettua kuutiota ei voida kahdentaa kdyttamdlld harppi-vitvain-
konstruktioita.

Todistus. Voimme rajoittaa tarkastelun tilanteeseen, jossa annetun kuution
sivun pituus on 1 ja néin ollen kuution tilavuus on 1* = 1. Kuution karkien
etiisyydet toisistaan ovat 1,v/2 tai /3. Jos voisimme kahdentaa kuution
niin voisimme konstruoida janan, jonka pituus d toteuttaa yhtilon d® = 2.
Téalloin 1ahteessd [10, 7.12, s. 98] esitetyn lauseen nojalla kuntalaajennoksen
[Q(d) : Q] asteen tulisi olla luvun 2 potenssi. Kuitenkin d on rationaaliluku-
kertoimisen polynomin #3 — 2 juuri ja Eisensteinin kriteerin 3.8 mukaisesti
jaoton kunnan Q suhteen. Néiin ollen #3 — 2 on luvun d minimaalipolynomi
ja proposition 4.20 mukaisesti [Q(d) : Q] = 3. Ta4ma on ristiriita, koska luku
3 ei ole luvun 2 potenssi. Néin ollen kuutiota ei voida kahdentaa harpin ja
viivaimen avulla. O

6.3 Tulevaisuuden suuntia

Transkendenttilukujen saralla riittda edelleen tutkittavaa, vaikka useihin nii-
ta koskeviin kysymyksiin onkin 16ydetty ratkaisut 1900-luvun alun jalkeen.
Yksi merkittavistd edistysaskeleista transkendenttilukujen tutkimuksen sa-
ralla on vuonna 1935 esitetty ratkaisu Hilbertin seitsemanteen ongelmaan.
Tuloksen mukaan luku a® on aina transkendentti, jos a # 0, 1 on algebrallinen
ja b on irrationaalinen algebrallinen luku.

Haasteena uusien transkendenttilukujen loytamisesséd on yleisen menet-
telytavan puuttuminen, jolla voitaisiin testata onko luku algebrallinen vai
transkendentti. Eulerin vakio, joka tunnetaan myos Eulerin-Mascheronin va-
kiona, maéritelladn harmonisen sarjan ja luonnollisen logaritmin erotuksen
raja-arvona

"1
Vznll_>nolo (I;k—lnn>.
Vakion likiarvo kymmenen desimaalin tarkkuudella on 0, 5772156649 ja se
on yksi esimerkki luvusta, jota ei ole onnistuttu osoittamaan algebralliseksi
tai transkendentiksi. Kyseinen luku on poikkeuksellinen sen takia, ettd myos
sen irrationaalisuus on avoin ongelma edelleen.

Yleisen menettelytavan puuttumisen lisiksi transkendenttiustodistuksiin
liittyy usein myo6s teknisia haasteita. Naiden syiden takia tekodlyn kehit-
tyminen voi avata uusia mahdollisuuksia lukujen algebrallisuuden ja trans-
kendenttiuden tutkimiselle. Toivon mukaan transkendenttilukujen tutkimus
ottaa seuraavien vuosikymmenien aikana edistysaskeleita ja yhé useampia
transkendenttilukuja loydetadn seké niiden ominaisuuksista osataan kertoa
enemman.
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