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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa tutkitaan tasossa olevien joukkojen piirrettavyytta. Piir-
rettavyys maaritellian kahden tyokalun eli kynén ja kumin yhteistyona, jot-
ka molemmat muodostavat 1-sdteisen kiekon kokoisen jaljen tasoon. Naistéa
jaljista kynan jattama musta jalki muodostaa tutkittavat piirrettavat jou-
kot ja kumin jattdma valkoinen jélki piirrettdvien joukkojen komplementin
tason koskemattoman valkoisen alueen kanssa. Tyokalun jattdméan kiekon
muotoisen jéljen ollessa avoin puhutaan piirrettavyydesta, mutta jos kiek-
ko maéritelldan suljetuksi, puhutaan SYK- eli suljetuin 1-sdteisten kiekoin
piirrettavyydesta.

Tutkielma koostuu kahdesta paatuloksesta, joista ensimméinen on, ettei
(2x2)-shakkiruudukko ole piirrettava. Kuitenkin pyoristamalla (2x2)-shakki-
ruudukon sisakulmia joukosta saadaan paikallisesti piirrettava. Tutkittaessa
(2x2)-shakkiruudukon piirrettavyyttd hydodynnetddn lemmaa, jonka avulla
saadaan muodostettua ei-piirrettavia joukkoja seka tutkittua myos muiden
joukkojen piirrettavyytta.

Tutkielman toisessa padlauseessa sanotaan, ettéa kaikki piirrettavat joukot
ovat Lebesgue-mitallisia. Toisaalta on olemassa tason mitallisia osajoukkoja,
jotka eivit ole piirrettévia. Lisdksi tutkitaan tason piirrettévien joukkojen
kokoelman mahtavuutta verrattuna tason Lebesgue-mitallisten osajoukkojen
kokoelmaan, tason konveksien joukkojen piirrettavyytta sekéd piirrettavien
joukkojen kuuluvuutta Borel-joukkojen kokoelmaan.
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1 Johdanto

Piirtdminen voidaan yksinkertaisimmillaan ajatella kahden eri tyokalun yh-
teistyona. Ensimmaisesta tyokalusta jaa musta pyorea jalki ja toisesta tyoka-
lusta valkoinen pyorea jalki. Télloin piirtoalustan ollessa valkoinen tyokaluis-
ta toinen toimii kumina, jolla musta jalki saadaan poistettua. Lisaksi kuten
oikean kynén ja kumin, tyokalut voi nostaa pois alustasta aina halutessaan.

Piirtoalusta on taso R?, kyni on mustan ympyrin tuottava tyokalu ja
kumi valkoisen ympyran tuottava tyokalu. Kynén ja kumin saa nostaa tasosta
niin monta kertaa kuin haluaa, eli mallissa ei ole vaatimuksia jatkuvuuden
suhteen, ja tyokaluja saa vaihtaa niin monta kertaa kuin haluaa.

Maaritelladn tyokalut siten, etta kynan ja kumin tuottamat ympyrat ovat
avoimia 1-séteisia kiekkoja eli ympyroité, joiden sisdjoukko on osa vérid, mut-
ta reuna ei kuulu joukkoon. N(A) tarkoittaa joukon A C R? 1-siteistd ympé-
ristoa eli kaikkien avointen 1-sateisten kiekkojen yhdistetta joiden keskipiste
kuuluu joukkoon A. Toisin sanottuna

N(A) ={z € R*: |z —a| < 1 jollain a € A}.

Talloin tason osajoukko, joka voidaan piirtaa pelkastaan kynaéd kayttamalla
on N(A;) = Dy jollain A; C R% Jos tihin piirrokseen kiytetddn kumia,
poistetaan joukosta N(A;) joukko N(As,) jollain Ay C R?, jolloin saadaan
joukko Dy = N(A;) \ N(Ay). Téhéan joukkoon kynida kayttdmélla saadaan
joukko D3 = (N(A;) \ N(A2)) U N(A3) ja niin edelleen.

1-séteiset kiekot voidaan valita myos suljetuiksi joukoiksi, jolloin saadaan
toinen malli piirrettaville joukoille. Tassa mallissa avoimet 1-siteiset kiekot
on korvattu suljetuilla, eli

Ne(A)={z € R?: |z —a| <1 jollain a € A}.

Kutsutaan tatd mallia suljetuin 1-sdteisin kiekoin piirrettaviksi eli SYK-
piirrettaviksi joukoiksi. Tulee huomata, ettei SYK-piirrettava joukko ole valt-
taméatta suljettu, silla esimerkiksi avoin 1-sidteinen kiekko on SYK-piirrettavé
joukko.

Seuraavissa luvuissa méaritelladn piirrettavyys tarkasti ja tutkitaan kah-
ta piirrettavyyteen liittyvaa paalausetta. Piirrettavyys maaritellian luvussa
2 ja teoksen paatulokset esitetdan luvussa 3. Piirrettavien joukkojen ominai-
suuksia kasitellaan laajasti Florian Frickin ja Fei Pingin artikkelissa What
Can You Draw? [2], joka on tdmén tutkielman tarkein lahde.



2 Piirrettavat joukot

Tassé luvussa madritelldan piirrettavat joukot.

Maaritelma 2.1. (Piirrettavit joukot) Piirrettavien joukkojen kokoelma D
on

D = |J D, missi

n=1
D,={DUN(A,): D €D, 1,A, CR*}, kun n on pariton ja

D, ={D\ N(A,): D € D,_1,A, C R*}, kun n on parillinen.

Maaritelmaéssa

Dy = {0} ja

N(A,) ={z €R?: |z —a| < 1jollain a € A,}.
Suljetuin 1-séteisin kiekoin piirrettavat joukot madritellian samoin.

Maaritelma 2.2. (SYK-piirrettaviat joukot) SYK-piirrettédvien joukkojen
kokoelma D< on

D< = | J Dy, jossa

n=1
D, = {DUN<(A,) : D € Dey_1y, A, C R?}, kun n on pariton ja

D, ={D\ N<(A,) : D € D<(,_1), A, C R?}, kun n on parillinen.
Maéritelméassa

Do = {0} ja

N<(A,) ={xr €R*: |z —a| < 1jollain a € A, }.



Seuraavassa kuvassa muutamia esimerkkeja piirrettavista joukoista.

Kuva 1: Esimerkkeja piirrettavistd joukoista. Kahden ensimméisen joukon
piirrettavyys on helposti ndhtéavissa. Kolmas joukko saadaan, kun piirretaan
ensin miké tahansa kuvio, joka peittdd kuvassa olevan alueen. Taman jil-
keen kumitetaan kuvion reunoilta pois alueita saaden aikaan kulmikas ja
ohut muoto.



3 Paatulokset

Esitellaan seuraavaksi tutkielman paatulokset. Méaritellaan Lausessa 3.2 kéy-
tettéva (2x2)-shakkiruudukko.

Maaritelmé 3.1. (2x2)-shakkiruudukko S on joukko
§=([-1,0] x [-1,0) U ([0,1] x [0,1]) C R*.

Kuva 2: Méadritelmén 3.1 mukainen (2x2)-shakkiruudukko.

Lause 3.2. (222)-shakkiruudukko ei ole piirrettavd eikd SYK-piirrettiva.

Maaritelmén 3.1 mukaisen (2x2)-shakkiruudukon piirrettavyyden liséksi
tutkitaan piirrettavyyden ja mitallisuuden yhteytté seuraavasti.

Lause 3.3. Piirrettiville joukoille patee seuraavat:

(i) Kaikki piirrettavat ja SYK-piirrettivdit joukot ovat Lebesque-mitallisia.

(ii) Kaikki Lebesque-mitalliset osajoukot tasossa R? eivdt ole SYK-piirrettivid,
mutta kokoelmalla D< on sama mahtavuus kuin tason Lebesque-mitallisten
osajoukkojen kokoelmalla ja suurempi mahtavuus kuin kokoelmalla D.

(7ii) Jokainen piirrettivd joukko on Borel-joukko.

Lause 3.2 todistetaan luvussa 4 ja Lause 3.3 todistetaan luvussa 5. Jouk-
kojen Lebesgue-mitallisuus ja mahtavuus méaritelladn luvussa 5.
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4 Shakkiruudukon piirrettavyys

Téassa luvussa todistetaan Lause 3.2 eli ettei (2x2)-shakkiruudukko ole piir-
rettavéd eikd SYK-piirrettdava. Luvussa muodostetaan paikallisesti piirretté-
vyyden méaritelmé ja lemmoja todistuksen tueksi seka kdydéan lapi miksi
tietyt intuitiivisesti jarkevét piirtotavat eivat ole mahdollisia.

Todistusta varten maéaritellaan avoimet joukot ja niiden avulla pisteen
ymparist6. Enemman avoimista joukoista seka ymparistoista luettavissa Jus-
si Vaisélan teoksesta Topologia I [3].

Maésaritelma 4.1. (Avoin joukko) Joukko U C R? on avoin, jos jokaisella
pisteelld x € U on olemassa séde r > 0 siten, ettd kiekko B(x,r) C U.

Maéritelmén 4.1 mukaan avoimen joukkoon U kuuluvien pisteiden ympé-
rille pitaa pystyéa piirtdméaan r-sateinen kiekko, joka kuuluu kokonaisuudes-
saan joukkoon U. Ympyréan sidde r voidaan valita niin ldheltd nolla kuin ha-
lutaan, kunhan r > 0. Néin ollen Méaritelmésté 4.1 seuraa, etteiviat avoimen
joukon U reunapisteet kuulu joukkoon U, silld jos reunapisteiden ympérille
asetettaisiin kiekko B(z,r), siitd osa kuuluisi valttdméatta joukon U komple-
menttiin. Madritelméan 4.1 avulla voidaan maaritelld pisteen ympéristo.

Miiritelma 4.2. (Ympiéristo) Joukko U C R? on pisteen x € R? ympéristo,
jos joukko U on avoin ja z € U.

Esimerkiksi Méaaritelméssa 4.1 kaytetty kiekko B(z,r) on pisteen = € U
ympéristo. Ympériston ei tarvitse olla pyorea, vaikka pyoreda muotoa ym-
péaristolle tassa tyossa paljon kaytetadnkin. Seuraavalla sivulla on havainnol-
listava kuva ympaéristosta.



Kuva 3: Piste x joukossa V' seka pisteen z ympéristo U. Maaritelméssa 4.2
joukko V on korvattu koko tasolla R2, joka on tulevaa todistusta katsoen
hyodyllisempi muotoilu.

Piirrettavyydesta voidaan muodostaa heikompi versio, jota kutsutaan
paikalliseksi piirrettavyydeksi.

Miiritelmé 4.3. (Paikallinen piirrettivyys) Olkoon joukko B C R2 Jos
jokaisella pisteelld z € R? on ympaéristd U siten, ettd on olemassa piirrettéva
joukko D € D, jolla U N B = U N D, sanotaan joukkoa B paikallisesti
piirrettavaksi.

Toisin sanottuna, jos suurennamme kuvaa joukosta niin paljon, etta otam-
me huomioon vain tietyn osan joukosta B, ndkemdmme joukon osa ei eroa
piirrettavasta joukosta. Méaaritelman 4.3 nojalla jokainen piirrettiva jouk-
ko on paikallisesti piirrettava, silla joukot B ja D voidaan valita samoiksi
joukoiksi.

Joukko, joka vastaa (2x2)-shakkiruudukkoa, mutta jonka sisékulmat on
pyoristetty ja kokoa kasvatettu on paikallisesti piirrettava, mutta ei piirret-
tavé, silld reuna pyoristetysta sisikulmasta jia avoimeksi eikd kumi mahdu
kahden piirretyn joukon valiin. Talloin kynalla tehdyn jéaljen ollessa tarpeek-
si pieni kuvioon néhden, voidaan piirtad keskelld olevat kulmat pyoreiksi.
Kuvio ei ole piirrettava myoskéaan siksi, etta se ei noudata taméan luvun ala-
luvussa 4.2 esiintyvaa Lemmaa 4.4. Tarkempi todistus sivuutetaan. (2x2)-
shakkiruudukko, jonka sisdkulmat on pyoristetty on esitetty seuraavassa ku-
vassa.



Kuva 4: (2x2)-shakkiruudukko, jossa pyoristetyt sisdkulmat.

4.1 Piirtamisen yrittaminen

Kéydaan seuraavaksi lapi kaksi yritysta, joilla (2x2)-shakkiruudukkoa voi
intuitiivisesti yrittad piirtda. Ensimmaisessa yritteessa kaytetdan kumia te-
roittamaan (2x2)-shakkiruudukon ruudut yhdistéava kulma, kuten Kuvan 1
kolmannen tapauksen ohuen suorakaiteen piirtamisesséa. Kynalla piirretaan
haluttua joukkoa suurempi kuvio ja pyyhitadn kumilla osa pois, jotta nelioon
saa 90 asteen kulman. (2x2)-shakkiruudukon muodostavista kahdesta nelits-
td ensimmaisen piirtdminen ei tuota ongelmaa, mutta kun halutaan piirtaéa
toinen neli6 tdydentdméan joukkoa tarvitsisi aina pyyhkiéd osa ensimmaisesté
neliosta pois. Nain ollen jalkimmaisté neliota ei voi piirtaa.

Toisessa yritteessa tyokalun kokoa lahdetadn pienentaméan neliot yhdis-
tavad kulmaa piirrettéessa. Tyokalujen pienentaminen ei ole sallittua méari-
telmid 2.1 ja 2.2 kéytettdessd, mutta tilannetta voidaan verrata joukon suu-
rentamiseen, jolloin tyokalu muuttuu pienemmaéksi joukkoon verrattuna. Tél-
14 menetelmalld saadaan lahemméksi Kuvan 2 mukainen (2x2)-shakkiruuduk-
ko, mutta nelidité ei saa talla tavoin yhdistettyé eikéd kaarevuus hévia neliot
yhdistavasta kulmasta. Suoran kulman piirtdminen pyoreélld tyokalulla on
mahdotonta vaikka tyokalua pienentéisi tai joukkoa suurentaisi kuinka paljon



tahansa. Néin ollen kynén jéljen pienentdminen ei ole ratkaisu joukon (2x2)-
shakkiruudukko piirrettavyyteen. Tilannetta voidaan verrata Maaritelméan
4.3 mukaiseen paikallisesti piirrettavyyteen ja yrite toimii todistuksen idea-
na myos sille miksi (2x2)-shakkiruudukko ei ole paikallisesti piirrettava.

Yritteiden nojalla voidaan todeta, etta kahden suoran kulman piirtaminen
vastakkain ei onnistu ainakaan néilla yritteilla, silla kynélla ei saada piirret-
tya tarkasti suoraa kulmaa ja kumin kaytto pyyhkii aina toisesta neliosta kul-
man pois. Néin ollen (2x2)-shakkiruudukko ei ole piirrettévissa kummankaan
yritteen mukaisesti. Seuraavaksi todistetaan, ettei (2x2)-shakkiruudukko ole
piirrettavisséd muillakaan tavoilla.

4.2 Piirtamattomyyden todistaminen

Jotta (2x2)-shakkiruudukon piirtdméttomyys saadaan todistettua, muotoil-
laan Lemma 4.4, joka antaa yleissaannon ei-piirrettéavien joukkojen muodos-
tamiseksi. Jos loydetaén joukko X C S mustia eli kynalla tehtyja pisteitd ja
joukko Y C R?\ S valkoisia eli kumilla tehtyjé pisteité siten, ettd on olemas-
sa piste x € R?, joka on niin lihelld sekd mustasta pisteesté ettd valkoisesta
pisteesta, ettei kyné eikd kumi mahdu kokonsa puolesta joukkojen N(X) ja
N(Y) véliin, S ei ole piirrettava.

Tyokalujen ja piirtamisen kannalta ajateltuna, aina kun piirrdmme kynal-
14 joukon mustia pisteitd ne yltéavat joukon N(Y') alueelle, jolloin ne joudu-
taan kumittamaan seuraavassa vaiheessa. Kuitenkin mustien pisteiden ku-
mittaminen joukosta N(Y') johtaa siihen, ettd kumitamme mustia pisteité
my0s alueelta N(X). Néin ollen syntyy loputon mééré piirrettavia ja kumi-
tettavaa eika joukkoa ole mahdollista piirtaé.

Lemma 4.4. Jos epdtyhjille joukoille X, Y ja S pitee N(X) = N(Y),
X CSjaYNS =0, niinS eiole piirrettivd.

Todistus. Oletetaan, ettd S on piirrettavissa joukkojen Aq, As, ..., A, avulla
(katso Maéaritelméa 2.1). Kutsutaan k askeleen jilkeen tuotettua joukkoa jou-
koksi Sy, eli S; = N(A;), So = N(A;) \ N(A3) ja niin edelleen askeleeseen k
asti. Olkoon k viimeinen askel, jossa joko kynalla tai pyyhekumilla muoka-
taan joukkoa X UY, eli N(A)N(XUY)#Dja N(A)N(XUY) =0, kun
k<l<n.

Koska X # (), jokin askel piirtad jonkin mustan alueen joukkoon X, joten
k on hyvin méaritelty ja positiivinen. Koska lopulta X C S jaY NS = 0,
sama patee jo askeleella k: X C Sy ja Y NS, = ), koska askeleen k jalkeen
emme poista joukossa X olevia pisteitd emmeka piirrd joukossa Y olevia
pisteita.

10



Ehto N(X) = N(Y) tarkoittaa, ettd kyna tai pyyhekumi koskettaa jouk-
koa X, jos ja vain jos se koskettaa joukkoa Y. Niiden pisteiden joukot, joiden
etédisyys on pienempi kuin yksi joko joukosta X tai joukosta Y, ovat samat.
N(Ap) N (X UY) # 0 tarkoittaa, ettd jokin piste joukossa Aj on pienem-
mélla etdisyydelld kuin yksi joukosta X tai joukosta Y. Siten joukko Aj; on
pienemmallé etaisyydella molemmista joukoista X ja Y.

Néin ollen N(Ax) N X # 0 ja N(Ax) NY # (. Riippuen askeleen k
parillisuudesta joko piirsimme joukon N(Ag), eli Sy = Sk—1 U N(Ag), tai
pyyhimme joukon N(Ay), eli Sy, = Sk—1\ N(Ax). Ensimmaisessa tapauksessa

S,NY DN(A)NY #£()
ja jalkimmaisessa tapauksessa mika tahansa

z € N(A;) N X el kuulu joukkoon Sy.

Molemmat tapaukset johtavat ristiriitaan, joten lemman mukainen joukko ei
ole piirrettava. O

Huomautus 4.5. Lemma 4.4 péatee myos N<(X) = N<(Y) tilanteessa eli SYK-
piirretyille joukoille.

Huomautus 4.5 patee silla suljetut 1-siteiset kiekot tyokaluina eivit vai-
kuta tilanteeseen verrattuna avoimiin 1-siteisiin kiekkoihin. Lemman 4.4 li-
siksi Lauseen 3.2 todistuksessa sovelletaan seuraavaa geometrista faktaa.

Lemma 4.6. Jos kaksi tason saman kokoista ympyrad Cy ja Cs leikkaavat
toisensa pisteissa v ja w, niin lyhyempi kaari joka yhdistad pisteet v ja w
ympyrad Cy pitkin kuuluu ympyrdin Cy muodostaman kiekon sisdpisteisiin,
kun taas pidempi kaari ulkopisteisiin.
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Kuva 5: Saman séteiset ympyrat C ja Cy leikkaavat pisteissa v ja w.

Kuten Kuvasta 5 nakyy, Lemman 4.6 taytyy pitda paikkansa eli lyhyem-
pi kaari, joka yhdistad pisteet v ja w ympyrad C; pitkin, kuuluu ympyrin
(5 muodostaman kiekon sisépisteisiin, kun taas pidempi kaari ulkopistei-
siin. Luonnollisesti sama pétee myos toisin pain eli jos ympyrat lemmas-
sa vaihdetaan péikseen. Seuraavaksi todistetaan Lause 3.2 eli ettei (2x2)-
shakkiruudukko ole piirrettava.

Lauseen 3.2 todistus. Maaritelmén 3.1 nojalla (2x2)-shakkiruudukko S on
S = ([-1,0] x [=1,0]) U ([0, 1] x [0,1]).
Talloin joukon S sisdjoukko int(S) on
int(S) = (] — 1,0[x] — 1,0[) U (]0, 1[x]0, 1]).

Kéytetddin Lemmaa 4.4 eli etsitddn epétyhjiat joukot X,Y C R? siten,
etti N(X)=N(Y),XCSjaYnsS=190.

Olkoon joukko X = int(S)\N({1,1},{—1,—1}) eli poistetaan 1-siteiset,
(1,1)- ja (-1,-1)-keskeiset kiekot joukon S sisdpisteistd. Joukko Y on peilaus
joukosta X y-akselin suhteen. Néin ollen X C S ja Y C R?\ S.

12



Kuva 6: Joukko X = int(S) \ N({1,1},{—1,—1}). X merkitty tumman
harmaalla, poistetut kiekot vaalean harmaalla ja symmetriaa varten oleva
suora y = —x mustalla.

Todistetaan seuraavaksi, ettd N(X) = N(Y). Olkoon piste u € N(X).
Tehdéaan antiteesi siten, ettd piste u & N(Y). N({u}) siis leikkaa joukkoa
X mutta ei joukkoa Y. Koska N({u}) on liian suuri mahtumaan kokonaan
joukkoon X, niin sen taytyy leikata joukon X reunapisteitd useassa koh-
dassa. N({u}) ¢ Y, joten se leikkaa joukon N(1,1) tai joukon N(—1,—1)
kanssa. Koska tilanne on symmetrinen Kuvassa 6 ndkyvin suoran y = —x
suhteen, voidaan tarkasteltavaksi ottaa nelidista ylempi ja olettaa, etté jouk-
ko N({u}) leikkaa joukon N(1,1) kanssa. Ympyra C,,, joka ympéaréi joukkoa
N({u}), leikkaa seké joukkoa X ettd joukkoa N(1,1) ympyroivad ympyraé
tasan kahdessa pisteessé, kuten Kuvassa 7.
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Kuva 7: Joukon X ylempi osa, josta valittu piste u. Yksikkoympyra C,
on merkitty punaisella ja 1-siteisen ympyran C, ja joukon N(1,1) reuna-
pisteiden leikkauspisteita v, ja w; merkitty mustalla. Ympyran C, pidempi
kaari on merkitty kirjaimella a.

Lemman 4.6 perusteella pidempi kaari «, joka yhdistaa pisteet vy ja w;
ympyréssé C,,, on joukon N (1, 1) ulkopuolella. Koska « on joukon N(1,1) ul-
kopuolella eika se voi antiteesin mukaan ylittda koordinaattiakseleita joukon
Y puolelle, sen on oltava téysin joukon X sisdjoukossa. Téma on kuitenkin
ristiriita, silld oletimme, ettd N({u})\ X # 0.

Ristiriita syntyy, koska o on 1-séteisen ympyran pidempi kaari, joten sen
kauimmaiset pisteet ovat toisistaan etaisyydella kaksi kyseisen ympyran hal-
kaisijan ollessa kaksi. Jos joukosta X haluttaisiin pistepari, joiden etaisyys
toisistaan on kaksi, toinen taytyisi valita joukosta (] —1,0[x]—1,0]) ja toinen
joukosta (]0, 1[x]0, 1]). Jos naita pisteita haluttaisiin yhdistda puoliympyroil-
14, ne eivat olisi kokonaan joukon X sisilld, vaan niitd yhdistavin kaaren on
oltava osittain joukossa Y. Néin ollen N(X) C N(Y). Symmetriasta johtuen
joukkojen X ja Y paikkaa voidaan vaihtaa, jolloin saadaan N(Y) C N(X).
Nyt N(X)=N(Y), X C SjaY NS =0, joten Lemman 4.4 nojalla joukko
S ei ole piirrettéivissé eli S & D.
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Joukon S SYK-piirtdmattomyys voidaan todistaa samoin tavoin kéytté-
malld Lemman 4.4 sijaan Huomautusta 4.5. T&lloin valitaan epéatyhjat joukot
X,Y C R? siten, etti Ne(X) =N (Y), X CSja¥Y NS =0. O

Néin todistettiin tutkielman péaalauseista ensimmainen, Lause 3.2, eli et-
tei (2x2)-shakkiruudukko ole piirrettavé eikd SYK-piirrettava. Todistuksen
periaatteella voidaan 16ytdaa myos muita ei-piirrettavid joukkoja, kuten jouk-
koja joissa on toisiaan vastakkain olevat kulmat. Padasiallisena tyokaluna
tdhan toimii Lemma 4.4, jolla voidaan tutkia tyokalujen sopivuutta erilaisiin
tilanteisiin.

Kuva 8: Kuvassa oleva joukko ei ole piirrettéava, silla siind on kaksi kul-
maa, jotka ovat vastakkain toisiinsa nahden. Téalloin Lemman 4.4 nojalla ku-
viota ei voida piirtad. Todistaminen onnistuu samaan tapaan kuin Lauseen
3.2 todistus.
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5 Piirrettavan joukon mitallisuus

Tassa luvussa todistetaan Lause 3.3 eli kaikkien piirrettavien ja SYK-piirret-
tavien joukkojen Lebesgue-mitallisuus seka piirrettavien joukkojen kuulu-
minen Borel-joukkoihin. Téata ennen taytyy kuitenkin méaritelld joukkojen
mahtavuus, silla Lauseessa 3.3 eli toisessa pédalauseessa vertaillaan SYK-
piirrettévien joukkojen D<, piirrettavien joukkojen D ja Lebesgue-mitallisten
osajoukkojen mahtavuuksia. Lausetta varten taytyy méaaritelld myos joukon
Lebesgue-mitallisuus. Aloitetaan maéarittelemélld joukkojen mahtavuus.

Maaritelma 5.1. (Joukkojen mahtavuus) Jos on olemassa bijektio joukko-
jen A ja B valilla, niin sanotaan, ettd joukot ovat samankokoiset tai yhtéa
mahtavat eli |A| = |B|. Jos joukkojen A ja B vililld on injektio A — B, niin
|A| < |B| ja sanotaan, ettd joukko A on pienempi tai yhtéd suuri kuin B. Jos
joukkojen A ja B vililla on surjektio A — B, niin |A| > |B| ja sanotaan,
ettd joukko A on suurempi tai yhta suuri kuin B.

Seuraavaksi méaritellian joukon Lebesgue-mitallisuus. Lisdd mitallisuu-
desta voi lukea Juha Lehrbackin luentomonisteesta Mitta- ja integraaliteoria

[3].

Maaritelma 5.2. (Lebesgue-mitallisuus) Joukko A C R™ on Lebesgue-
mitallinen eli A € M, jos kaikille joukoille F C R" pétee, etté

m*(E) =m"(ENA)+m"(E N A°).
Tassd m* on Lebesguen ulkomitta.
Téasté lahtien M = {avaruuden R? Lebesgue-mitalliset joukot}.

Lause 5.3. Kaikki SYK-piirrettdvdt joukot ovat Lebesque-mitallisia. Kaikki
Lebesgue-mitalliset tason R? osajoukot eivit ole SYK-piirrettivii, mutta ko-
koelmalla D< on sama mahtavuus kuin kokoelmalla M ja aidosti suurempi
mahtavuus kuin kokoelmalla D.

Lause 5.3 on typistetty versio tutkielman toisesta paalauseesta eli Lausees-
ta 3.3. Siiné ei kdyda lapi piirrettavien joukkojen kuulumista Borel-joukkoihin
eikéd tarkastella suoraan piirrettiavien eli avoimilla 1-séteisilld kiekoilla piir-
rettavien joukkojen Lebesgue-mitallisuutta. Lause 5.3 késittelee Méaritelméan
2.2 mukaisten suljetuin ympyrékiekoin piirrettavien joukkojen Lebesgue-mi-
tallisuutta. Kaikki Lebesgue-mitalliset joukot eivét kuitenkaan ole SYK-piir-
rettavid eli lause ei toimi toiseen suuntaan. Lisédksi SYK-piirrettévien jouk-
kojen kokoelman mahtavuuden sanotaan olevan yhté suurta kuin mitallisten
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joukkojen kokoelman ja aidosti suurempaa kuin avoimilla 1-séteisilla kiekoilla
piirrettavien joukkojen kokoelman mahtavuuden.

Lause 5.3 kasitelladn erikseen sen ollessa helpompaa kuin koko Lauseen
3.3 todistaminen. Todistuksessa kaytetaédn hyodyksi suljettujen konveksien
joukkojen piirrettavyytta seké sitd, ettd Lebesgue-mitallisten joukkojen ko-
koelma on o-algebra.

Tassa luvussa kiydéan ensin lapi Lauseen 5.3 todistukseen tarvittavia
maaritelmid ja lauseita. Lopuksi todistetaan, ettd kaikki SYK-piirrettavat
joukot ovat Lebesgue-mitallisia, niiden mahtavuuteen liittyvat tulokset se-
ka piirrettavien joukkojen kuuluminen Borel-joukkojen kokoelmaan. Lopulta
todistetaan myos Lause 3.3.

Muodostetaan seuraavaksi konveksin joukon maéritelma. Merkinta ajas
tarkoittaa jatkossa pisteiden a; ja as vélista janaa.

Maéritelma 5.4. (Konveksisuus) Joukko A C R? on konveksi, jos ajay C A
kaikilla aq,as € A.

Kuva 9: Kuvassa jﬂlkko X on konveksi, silld ab € X kaikilla a,b € X, mutta
joukko Y ei, silla cd € Y vaikka pisteet ¢,d € Y.
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Sovelletaan konveksien joukkojen méaritelméa piirrettavyyteen muodos-
tamalla seuraava lause.

Lause 5.5. Kaikki tason R? suljetut konveksit joukot ovat piirrettivid.

Lauseen 5.5 todistusta varten taytyy maéaritella sisatulo, josta lisda voi
lukea Jyvéskylan yliopiston kurssin Lineaarinen algebra ja geometria 1 luen-
tomonisteesta [1].

Maaritelma 5.6. (Sisatulo) Olkoon avaruuden R™ vektorit u = (uq, ug, ..., uy,)
ja v = (v1,v2,...,v,). Vektorien sisdtulo on

(u, v) = UV + UgVe + ... + ULV,

Sisédtulolle patee seuraavat:

1, Jos w = 0 niin (v, u) =0 ja muuten (u, u) >0

2, (u, vy=(v, u)

3, (ut+v, w)y=(u, w)+ (v, w)

4, (au , v) = alu , v).

Namaé sisatulolle patevit sdannot seuraavat suoraan sisdtulon maéaritel-
méstda. Muodostetaan lemma Lauseen 5.5 todistusta varten.

Lemma 5.7. Olkoon C' C R? suljettu konveksi joukko. Télléin on suljettujen
puolitasojen kokoelma {H;|i € I} siten, ettd

iel
Todistus. Olkoon C' C R? suljettu konveksi joukko.

Koska C' on konveksi, niin mille tahansa pisteelle p ¢ C' on olemassa
suljettu puolitaso H),, joka sisiltda joukon C', mutta ei pistettd p. Talloin

c= N 4,

peER2\C

Todistetaan seuraavaksi Lause 5.5.

Lauseen 5.5 todistus. Lemman 5.7 mukaan jokainen tason R? suljettu kon-
veksi joukko K voidaan muodostaa suljettujen puolitasojen H;y,7 € I, leik-
kauksena. Mikd tahansa avoin puolitaso H = {x € R*: (z , y) > a} jollain
y € R? ja a € R on avointen 1-siteisten kiekkojen yhdiste. Ensimmaéisessé
vaiheessa viritetdan koko taso R? mustaksi ja toisessa vaiheessa kumitetaan
kaikki avoimet puolitasot H;_ := R?\ H,,,i € I. Télléin jaljelle jaa tasmal-
leen haluttu joukko K. O
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Sen lisdksi, ettd haluamme todistaa kaikkien piirrettavien joukkojen ole-
van Borel-joukkoja, tarvitsemme Borel-joukkoja ja niiden yhteytta piirretté-
viin joukkoihin piirrettavien joukkojen mitallisuuden todistamiseksi. Saamme
siis osan Lauseesta 3.3 todistettua jo matkalla lauseen varsinaiseen todistuk-
seen. Tata ennen pitdd méaritella o-algebra helpottamaan Borel-joukkojen
maéaarittelya.

o-algebran maarittelyyn tarvitsemme potenssijoukkojen méaritelméaa, jo-
ten maaritelladn ensin potenssijoukot Lehrbackin Mitta- ja integraaliteoria
luentomonisteen mukaisesti [3].

Maaritelma 5.8. (Potenssijoukko) Joukon A potenssijoukko P(A) on jou-
kon A osajoukkojen kokoelma eli P(A) ={E: E C A}.

Maaritellaén o-algebra. Enemman tietoa seké o-algebroista ettéd Borel-
joukoista 16ytyy potenssijoukkojen tapaan Lehrbéackin Mitta- ja integraali-
teoria luentomonisteesta [3].

Maaritelma 5.9. (o-algebra) Olkoon X joukko. Talloin I' C P(X) on o-
algebra joukossa X, jos I' toteuttaa seuraavat ominaisuudet:

i) 0erl

(ii) jos A € T, niin A® = X/A €T

(iii) jos Ay, Ag,... € T, niin U2, A; € T

Nyt voimme maéritelld Borel-joukot o-algebran avulla.

Maéritelmé 5.10. (Borel-joukko) Avaruuden R™ Borel-joukkojen kokoelma
B,, on pienin o-algebra, joka sisaltda kaikki avoimet joukot A C R™.

Huomautus 5.11. Borel-joukot ovat Lebesgue-mitallisia, joten By C M. Eri-
tyisesti tason R? avoimet ja suljetut joukot ovat Lebesgue-mitallisia. Lisdksi
on olemassa mitallisia joukkoja, jotka eivit ole Borel-joukkoja. Lisatietoja
Juha Lehrbéckin Mitta- ja integraaliteorian luentomonisteessa [3].

Seuraavaksi voidaan muodostaa jo aiemmin mainittu osa Lauseesta 3.3.
Lause 5.12. Jokainen piirrettivd joukko on Borel-joukko.

Todistus. Miké tahansa joukko N(A), jossa A C R? on avoin ja piirret-
tava, koska se on yhdiste avoimista 1-sateisistd kiekoista. Néin ollen jokai-
nen joukko kokoelmassa D; on Borel-joukko, silld avoimet joukot kuuluvat
Borel-joukkoihin. Induktiolla voidaan todistaa, etta jokainen joukko yhdis-
teessa U2, D,, on myo6s Borel-joukko, silla jos S C D, niin S on joko muotoa
S=5,1UBtai S =5, 1\ B, missi B on avoin ja S,_; on Borel-joukko
induktio-oletuksen nojalla. O]
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Néin saatiin todistettua viimeinen osa paatuloksestamme Lauseesta 3.3
eli Lause 5.12. Todistettavaksi jaa Lauseen 5.3 osuus Lauseesta 3.3. Seu-
raavaksi siirrytdan tarkastelemaan joukkojen mahtavuutta ja edetdan kohti
Lauseen 5.3 todistusta.

Lause 5.13. Piirrettivien joukkojen mahtavuus on aidosti pienempi kuin
konveksien joukkojen mahtavuus tasossa.

Lauseesta seuraa, etta suuri osa konvekseista joukoista ei ole piirrettavia,
mutta koska Lauseessa 5.5 todettiin kaikkien tason R? suljettujen konvek-
sien joukkojen olevan piirrettavia, nama joukot eivit voi olla suljettuja. Esi-
merkkind tallaisesta joukosta toimii joukko A = (| —1/2,1/2[x]—1/2,1/2[),
silla kyna ei mahdu joukon sisélle, eiké joukkoa voida kumittaa pienemmaksi
valkoisella avoimella 1-sateiselld kiekolla silld joukosta A tulisi suljettu. Myo-
hemmin kuitenkin huomataan, ettd ongelma poistuu, kun siirrymme avoi-
mista 1-siteisista kiekoista suljettuihin 1-siteisiin kiekkoihin.

Kuva 10: Esimerkkind kdytetty avoin joukko A = (]—1/2,1/2[x]|—1/2,1/2]),
jonka reuna ei kuulu joukkoon A. Joukon A reunaa on kuvassa merkitty vaa-
lean harmaalla ja joukko A ei ole piirrettéava.
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Ennen Lauseen 5.13 todistusta muodostetaan erilliset lauseet viela kah-
desta todistuksessa ilmenevasta mielenkiintoisesta yksityiskohdasta.

Lause 5.14. Reaalilukujen potenssijoukon mahtavuus on suurempi kuin re-
aalilukujen mahtavuus eli

[P(R)] > [R].

Todistus. Tehdédan antiteesi eli oletetaan joukkojen mahtavuudet yhta suu-
riksi. Talloin olisi olemassa bijektio 6 : R — P(R) ja joukko

A={zeRlz&0(x)} € P(R).

Néin ollen on olemassa a € R siten, ettd 6(a) = A. Nyt jos a € A,
niin a ¢ O(a) = A, jolloin syntyy ristiriita joukon A mééritelmén nojalla.
Toisaalta, jos a ¢ A, niin a € #(a) = A, joka on myos ristiriita joukon A
maéaritelmén nojalla. O]

Lause 5.15. Tason R? konveksien osajoukkojen kokoelman mahtavuus on
vahintddan sama kuin reaalilukujen potenssijoukon eli

[P(R)| < [Ks|.

Todistus. Mika tahansa joukko, joka mahtuu avoimen 1-séteisen kiekon ja
suljetun 1-séteisen kiekon leikkaukseen on konveksi. Toisin sanoen, olkoon U
miké tahansa yksikkéympyran S! osajoukko. Télloin

{r CR*:|z| < 1}UU
on konveksi, joten
[P(SY)] < IKsl.

Koska |P(S")| = |P(R)], niin lause pétee. O
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Nyt voimme todistaa Lauseen 5.13. Tésté lihtien 8, = {Tason R? Borel-
joukkojen kokoelma}.

Lauseen 5.153 todistus. Lauseen 5.12 nojalla
D] < [Bal-

Borel-joukkojen kokoelman mahtavuus on sama kuin reaalilukujen mahta-
vuus, kuten Srivastava teoksessaan A Course on Borel Sets [7] todistaa eli

|Ba| = [R].
Lauseen 5.14 nojalla
IR| < [P(R)|
ja edelleen lauseen 5.15 nojalla
[P(R)] < |K|,

missé o = {K C R? konveksi}. Niin ollen
DI < [8e] = IR] < [P(R)] < |Ksl,

josta péateltynéd |D| < |Ka| eli piirrettévien joukkojen mahtavuus on aidosti
pienempi kuin konveksien joukkojen mahtavuus tasossa R2. O]

Koska piirrettavien joukkojen mahtavuus on aidosti pienempi kuin kon-
veksien joukkojen mahtavuus tasossa R?, niin Lauseesta 5.13 ja Lauseesta 5.5
voidaan péatella, ettei suurin osa konvekseista joukoista ole piirrettavia. Jos
kuitenkin tutkimme SYK-piirrettavyytta, saamme muodostettua seuraavan
lauseen.

Lause 5.16. Jokainen konveksi joukko on SYK-piirrettavd.

Esimerkkind konveksista joukosta, joka ei ole piirrettava on Kuvassa 10
esitetty joukko A = (]—1/2,1/2[x]—1/2,1/2[). Kuitenkin SYK-piirrettavyy-
den takia myos kumi on suljettu 1-séateinen kiekko ja kynalld tehdyn joukon
kumittaminen johtaa avoimeen tai "puoliavoimeen" joukkoon eli piirretyn
joukon A ja sen komplementin véalinen reuna kuuluu kumittamisen jélkeen
joukon A komplementtiin niiltd osin mihin kumi on koskenut.
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Kuva 11: Joukko B on esimerkki "puoliavoimesta' joukosta, joka on kuten
Kuvassa 10 esiintyva joukko A, mutta joukon B yli- ja alareuna kuuluvat
joukkoon B. Télloin kumi on koskenut vain joukon B vasempaan ja oikeaan
reunaan, jotka on merkitty kuvaan vaalean harmaalla.

Todistetaan seuraavaksi Lause 5.16 eli, etta SYK-piirrettavyytta hyodyn-
tamalld jokainen konveksi joukko saadaan piirrettya.

Lauseen 5.16 todistus. Olkoon C' C R? konveksi joukko. Todetaan aluksi, et-
td joukon C sulkeuma C on SYK-piirrettivi. Todistus on identtinen Lauseen
5.5 todistuksen kanssa, kun huomataan, etté jokainen avoin puolitaso on sul-
jettujen 1-sateisten ympyroiden yhdiste.

Olkoon seuraavaksi p € C'\ C. Talloin, koska C' on konveksi, on olemassa
suljettu kiekko D,, C R?*\C siten, ettd p kuuluu kiekon D, reunaan. Olettaen,
ettd joukon C sulkeuma C on jo piirretty, C saadaan piirrettys, koska

C=C\ U D,
peC\C

O

Muodostetaan vield ennen Lauseen 5.3 todistusta Lemma 5.19 ja sita
varten Lause 5.17 sekd Huomautus 5.18 joukon mitallisuuden osoittamiseen
liittyen. Lisdd mitallisuuteen liittyvistd ominaisuuksista 16ytyy Lehrbéackin
Mitta- ja integraaliteoria luentomonisteesta [3].
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Lause 5.17. Lebesguen ulkomitalle m* pdtee, ettd jos Ay, Ao, ... C R™, niin

7j=1 7j=1
Ndin ollen Lebesquen ulkomitta on subadditiivinen.

Todistus. Todistus 16ytyy Lehrbackin Mitta- ja integraaliteoria luentomonis-
teesta [3] sivulta 21, joten téssé yhteydessé se sivuutetaan. ]

Huomautus 5.18. Koska £ = (EN A) U (E N A°), Lebesguen ulkomitan
subadditiivisuuden nojalla patee aina

m*(E) =m"((ENA)U(ENA°)
<m*(ENA)+m"(EnNA°.
Nain ollen joukon A Lebesgue-mitallisuutta osoittaessa riittda nayttad, etta
m*(E) >m*(ENA)+m*(EnN A
kaikille joukoille £ C R2.

Lemma 5.19. Oletetaan, etti A, B € M. Tdlldin pdtee, ettd
(i) A°e M
(ii) AUB e M
(iii) AN B e M
(iv) A\ Be M
Todistus. (i) Taméa seuraa suoraan Méaaritelmasta 5.2, silla (A%)° = A.
(ii) Olkoon E C R™. Koska A € M, saadaan Maéritelméstd 5.2, ettd

m*(B) = m*(E N A) +m*(E N A°).

Koska B € M, voidaan termid m*(E N A¢) arvioida edelleen Mééritelmén
5.2 avulla kiyttden joukkoa (E N A¢) C R?. Tallin
m*(ENA°) =m*"((ENA°)NB)+m*((EN A°) N B°)
=m"(ENA°NB)+m*(ENA°N B
=m"(ENA°NB)+m"(EN(A°N B°))
=m* (ENA°NB)+m"(EN (AN B)°).

Kun termille m*(E N A°) saatu lauseke sijoitetaan Maéritelmén 5.2 lausek-
keeseen, saadaan Huomautuksen 5.18 ja yhtalon

(ENA)U(ENA°NB)=EN(AUB)
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avulla, etta

m*(E) = m*(EN A) +m*(EN AN B) + m*(E N (AU B)°)
>m*(ENA)U(ENA°NB)+m*(EN (AU B)°)
=m"(EN(AUB))+m"(En (AU B)°).

T&alloin Huomautuksen 5.18 nojalla joukko AU B € M.
(iii) A, B € M, jolloin (i)-kohdan mukaan A¢, B¢ € M. Talléin (ii)-
kohdan nojalla A°U B¢ € M ja néin ollen

ANB = (A°U B € M.

(iv) B € M, joten (i)-kohdan perusteella B¢ € M ja talloin (iii)-kohdan
nojalla

A\B=ANB‘e M.
[

Huomautus 5.20. Lemman 5.19 avulla voidaan todistaa, etta mitallisten jouk-
kojen kokoelma muodostaa o-algebran.

Nyt on koottu tarvittavat lauseet ja néiden lauseiden avulla voidaan to-
distaa Lause 5.3.

Lauseen 5.3 todistus. Lauseessa 5.3 sanotaan kaikkien SYK-piirrettavien jouk-
kojen olevan Lebesgue-mitallisia seké, etté kaikki Lebesgue-mitalliset tason
R? osajoukot eivit ole SYK-piirrettévid, mutta kokoelmalla D< on sama mah-
tavuus kuin kokoelmalla M ja aidosti suurempi mahtavuus kuin kokoelmalla
D eli

D] < |D<| = [M].

SYK-piirrettavien joukkojen Lebesgue-mitallisuus voidaan todistaa in-
duktiolla. Kaikki suljettujen 1-sateisten kiekkojen ylinumeroituvatkin yhdis-
teet ovat Lebesgue-mitallisia artikkelin [I] mukaan. Nyt miké tahansa jouk-
ko N<(A), jossa A C R? on Lebesgue-mitallinen, koska se on yhdiste sul-
jetuista 1-sateisistéd kiekoista. Nain ollen jokainen joukko kokoelmassa D<q
on Lebesgue-mitallinen. Induktiolla voidaan todistaa, ettda jokainen joukko
yhdisteessa Uy ;D<,, on myos Lebesgue-mitallinen, silléd jos ' C D, niin
T on joko muotoa T' =T, 1 U B tai T = T, \ B, missa B on suljettu ja
T,_1 sekd B ovat Lebesgue-mitallisia induktio-oletuksen nojalla. Talloin T'
on Lebesgue-mitallinen Lemman 5.19 nojalla.
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Kaikki Lebesgue-mitalliset tason R? osajoukot eivéit kuitenkaan ole SYK-
piirrettavia, silld esimerkiksi Luvussa 4 kéasitelty Maaritelman 3.1 mukainen
joukko S eli (2x2)-shakkiruudukko ei ole SYK-piirrettavd Lauseen 3.2 no-
jalla. Toisaalta S on suljettu ja siten Huomautuksen 5.11 nojalla Lebesgue-
mitallinen.

Todistetaan seuraavaksi, etta

D<| < [M].

Koska kaikki SYK-piirrettavéit joukot ovat Lebesgue-mitallisia, kuten ylla to-
distettiin, taytyy Lebesgue-mitallisten joukkojen mahtavuuden olla suurempi
tai yhta suuri kuin SYK-piirrettavien joukkojen.

Sitten todistetaan, etta

|D<| > |M],

eli SYK-piirrettavien joukkojen mahtavuuden taytyy olla suurempi tai yhtéa
suuri kuin Lebesgue-mitallisten joukkojen. Artikkelin [2] mukaan

M| = [P(R?)| = |Ka].

Koska kaikki edelld mainituista ovat SYK-piirrettavia on vaitteen padettava.
Talloin

D<| = [M].

Kokoelmalla D< on sen sijaan aidosti suurempi mahtavuus kuin kokoel-
malla D silla Lauseen 5.13 nojalla

|Df < [K]

ja Lauseen 5.16 nojalla jokainen konveksi joukko on SYK-piirrettavéa, joten
Ko < [D<].

Talloin

D] < [D<|.

Kootaan viela lopuksi yhteen tulokset, jotka todistavat Lauseen 3.3.
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Lauseen 3.3 todistus. Lause 3.3 koostuu kolmesta kohdasta, joten todiste-
taan ne erikseen.

Lauseen ensimmaisessa kohdassa kaikkien piirrettavien ja SYK-piirrettavien
joukkojen sanotaan olevan Lebesgue-mitallisia. SYK-piirrettévien joukkojen
tapaus kasiteltiin Lauseen 5.3 yhteydessa. Koska piirrettavat joukot kuulu-
vat Borel-joukkojen kokoelmaan, ne ovat Lebesgue-mitallisia Huomautuksen
5.11 nojalla.

Lauseen toisessa kohdassa sanotaan, etta kaikki Lebesgue-mitalliset os-
ajoukot tasossa R? eivit ole SYK-piirrettavid, mutta kokoelmalla D< on sama
mahtavuus kuin tason Lebesgue-mitallisten osajoukkojen kokoelmalla M ja
suurempi mahtavuus kuin kokoelmalla D. Tama osa lauseesta sisdltyy myos
Lauseeseen 5.3.

Lauseen kolmannessa kohta kasitellaan piirrettavien joukkojen ja Borel-
joukkojen yhteyttéa eli sanotaan kaikkien piirrettavien joukkojen olevan Borel-
joukkoja. Tama todistettiin Lauseessa 5.12. O

Néin ollen Lause 3.3 eli toinen tutkielman paéalauseista on todistettu.
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