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Taman sivututkielman tarkoituksena on luokitella aérellisia ryhmié isomor-
fialla kertalukuun 21 saakka. Luokittelussa hydodynnetaén muun muassa La-
grangen ja Cauchyn lauseita sekd myohemmin Sylowin lauseita. Ndmé anta-
vat pohjaa ryhmien rakenteiden hahmottamiseen.

Ensimmaiseksi tyossa kdydaan lapi ryhmateorialle ominaisia méaaritelmia ja
kasitteita sekd Lagrangen lause ja isomorfia. Témaéan jéalkeen esitelldan ryh-
méperheet, joiden yhteydessa kaydaan lapi esimerkiksi kertaluvultaan alku-
luvullisen ryhmaéan luokittelu seké erikoistapauksen 8 kasittely.

Taman jalkeen perehdytdan ryhmén toimintaan, rataan, stabiloijaan seké
rata-stabiloijalauseeseen konjugaation nakokulmasta. Kaydaén lapi luokkayh-
téalo, keskus ja keskittédja sekéd Cauchyn lause, joiden yhteydessa tarkastellaan
kertalukujen tapausten p? ja 2p, missi p on alkuluku, todistukset.

Viimeiseksi esitelladn p-aliryhmat seké erityisesti Sylowin lauseet ja niiden
todistukset. Namé antavat pohjaa kertalukujen erikoistapauksen 12 seké ylei-
sen tapauksen pg, missd p ja g ovat eri alkulukuja, tarkempaan perehtymi-
seen. Naiden jalkeen méaritelldan puolisuora tulo seké esitelladn pintapuo-
lisesti kertaluvun erikoistapaukset 16,18 ja 20 viitaten niitd syvemmin ka-
sitteleviin teoksiin. Kertaluvun tapaukset 1 — 21 on koottu tyon loppuun
liitteeksi.
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1 Johdanto

Abstrakti algebra tutkii algebrallisten kappaleiden rakennetta. Yksi abstrak-
tin algebran osioista on ryhmdteoria, joka tutkii erityisesti erilaisten kappalei-
den symmetrioita ja sédnnéonmukaisuuksia esimerkiksi isomorfialla. Symmet-
rioiden tarkastelua hyodynnetdan kaytannossa muun muassa eri esineiden ja
asioiden tulkinnassa tieteissa, taiteessa ja matematiikassa, kun tarkastellaan
esineiden sddnnonmukaisuuksien ja liikkeiden erilaisia mahdollisuuksia [4, lu-

ku 3].

Kertaluvultaan pienié tai rakenteeltaan yksinkertaisia aarellisia ryhmié voi-
daan luokitella isomorfialla Lagrangen lauseen avulla. Lauseen mukaan ryh-
mén aliryhméan kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun. Lause kuitenkin olet-
taa aliryhman olemassaolon, miké rajoittaa ryhmien rakenteiden tarkastelun
kertaluvultaan pieniin ryhmiin. Sen sijaan Sylowin lauseilla voidaan ryhméan
kertaluvun ominaisuuksilla todeta ryhmaélla olevan olemassa aliryhmié, joi-
den lukumaéra saadaan tarkastelemalla kertaluvun muodostavia alkulukuja.
Sylowin lauseilla saadaan laajennettua ryhmien rakenteiden tarkastelu mo-
nimutkaisempiin ja kertaluvultaan hieman suurempiin tapauksiin.

Tassa tyossa tarkastellaan kertaluvultaan 1 — 21 olevien ryhmien luokittelua
Sylowin lauseilla ja ilman. Ryhmat luokitellaan eri ryhmaperheiden mukaan,
mitké esitellddn tyon edetessa. Tapaukset, joissa hyodynnetdan esimerkiksi
Lagrangen ja Cauchyn lausetta ryhmien luokittelussa esitellidn ennen lu-
kua 5 sitd mukaan, kuinka paljon eri tietoja luokittelussa tarvitaan. Taman
jalkeen luokitteluissa hyodynnetddin myos Sylowin lauseita. Tyon loppuun
liitteeseen on koottu kertaluvultaan 1 — 21 olevien ryhmien yleiset tai eri-
koistapaukset, ja viitattu lauseisiin, jotka todistavat ryhmien luokittelut iso-
morfialla. Tapaukset n = 16,n = 18 ja n = 20 on jatetty késitteleméatti
tarkemmin, silld niiden tarkastelu vaatii tasta tyostd poikkeavia vélineita.
Nama kolme tapausta on esitelty luvussa 5.3. Lukijalta odotetaan joukko-
opin, abstraktin algebran ja ryhmateorian perusteiden hallintaa.



Merkintoja

Z(G)

Kokonaislukujen joukko

x on joukon/ryhmén G alkio

Alkion x kéanteisalkio

Luku z jakaa luvun y, ei jaa lukua y
x ja y ovat kongruentit modulo n

Homomorfismin ¢ ydin
Alkion x, ryhméan G kertaluku
Ryhmét G ja G’ ovat isomorfiset

Ryhmien/joukkojen Gy ja G yhdiste
Ryhmien/joukkojen G ja G, leikkaus

H on ryhmén G (aito) aliryhmé
H on ryhmén G (aito) normaali aliryhmé

Ryhmén G tekijaryhma
Ryhmén G aliryhman H indeksi
Sylowin p-aliryhmien lukumaéra

Ryhmien H ja K tulo
Ryhmien H ja K suora tulo
Ryhmien H ja K puolisuora tulo, missé H on normaali

Alkion z virittdma ryhmé, jonka kertaluku on |z|
Syklinen ryhmé, jonka kertaluku on n
Dihedraaliryhmaé, jonka kertaluku on 2n
Kaikkien joukon X permutaatioiden joukko,
Symmetrinen ryhmé, jonka kertaluku on n!
Alternoiva ryhmaé, jonka kertaluku on %‘
Disyklinen ryhma, jonka kertaluku on 4n
Kvaternioryhma, jonka kertaluku on 8

Alkion z € G rata
Alkion x € G stabiloija
Alkion x konjugaattiluokka

Ryhmén G aliryhméan H normalisoija
Ryhmén G keskus



2 Ryhma ja homomorfismi

Tassd kappaleessa tutustutaan ryhmateorian perusteisiin. Esitelldan siten
alussa ryhméteorialle ominaisia esitietoja, joita hyodynnetddn tdméan jél-
keisissa ryhméan méaritelmissa ja ominaisuuksissa. Ryhmén méaaritelmien ja
ominaisuuksien ohella esitelldén esimerkiksi (normaali) aliryhmaé, sivuluokat
sekd Lagrangen lause. Naiden jélkeen jatketaan homomorfismin, isomorfis-
min ja ytimen tarkasteluun.

2.1 Esitiedot

Tassa alaluvussa tutustutaan muutamiin ryhmateorian esitietoihin eli muu-
tamiin kasitteisiin ja merkintoihin. Taman alaluvun teoria perustuu lahteisiin

[1, luku 8.3], [0, luku 0] ja [9, luku 1].

Maaritelma 2.1. Joukkoa X kutsutaan epdatyhjdksi, jos silld on ainakin yksi
alkio.

Joukkoa X kutsutaan ddarelliseksi, jos alkioiden lukumaéra voidaan ilmaista
kokonaisluvulla Z.

Vastaavat termit patevat myos ryhmaélle. Alkioiden lukuméarad kutsutaan
talloin kertaluvuksi, ja se esitellian luvussa 2.2. Jatkossa joukon alkioiden
lukumaaraé ei erotella ryhméan kertaluvun merkinnésta.

Maaritelma 2.2. Kuvausta x : G x G — G kutsutaan epétyhjan joukon G
laskutoimituksekst

Laskutoimitus kuvaa jonkin ryhméan G' x G alkioparin joksikin muuksi ryh-
mén G alkioksi. Kirjallisuudessa tahén viitataan multiplikatiivisena laskutoi-
mituksena. Usein laskutoimitukseen x * y viitataan yksinkertaisemmin mer-
kinnélla xy. Téasta eteenpain laskutoimituksen merkintad x kiytetdan vain
tarvittaessa.

Maairitelma 2.3. Ekvivalenssiluokkaa
la) ={a+kn:keZ}

kutsutaan alkion a jddannosluokaksi modulo n.
Kaksi alkiota = ja y ovat kongruentit, jos ne ovat samassa jaannosluokassa.



Jaannosluokat ovat erillisid ja niiden yhdiste on kokonaislukujen joukko Z.
Jaannosluokkien joukkoon modulo n viitattaessa kaytetdan merkintaa

Z/nZ ={la] : a € Z}.

Huomioitavaa on, etta tekijaryhmét muodostetaan jiannosluokkien ja lasku-
toimituksen avulla. Tekijaryhmét esitellaan luvussa 2.2.

Maaritelma 2.4. Epatyhjan joukon X permutaatio jarjestaéd joukon alkiot
uudelleen eli on bijektio o : X — X joukolta itselleen. Joukon X kaikkien
permutaatioiden joukkoon viitataan merkinnalld S.

Permutaatioiden joukkoon Sy viitataan mychemmin nimikkeella symmetri-
nen ryhmd (merkinta S, ). Sithen tutustutaan tarkemmin kappaleessa 3.4.

2.2 Ryhma ja aliryhma

Maaritelladn sekd ryhmé ja aliryhmaé ettd normaali aliryhma ja tekijaryhma.
Esitelldan lopussa Lagrangen lause, jota hyodynnetaan paljon aérellisten ryh-
mien luokittelussa. Tamén alaluvun tiedot perustuvat pddasiassa Armstron-
gin [!] lukuihin 2 ja 15 sekd Dummit ja Footen [0] lukuihin 0, 2.1, 3.1 ja
3.2.

Maaritelma 2.5. Paria (G, *), missa |G| > 0, kutsutaan ryhmdksi, jos seu-
raavat aksioomat patevat:

1. laskutoimitus on assosiatiivinen eli kaikille alkioille z,y, 2z € G pétee
(xxy)xz=1x%(yx*2),

2. ryhmalld G on olemassa yksikéasitteinen neutraalialkio e € G eli alkio,
jolle patee e x x = x = x % e kaikille x € G, ja

3. jokaisella alkiolla x € G on olemassa yksikéasitteinen kddnteisalkio
' € G, jolle pitee zxx ! =e=a"txux.

Ryhmén G alkioiden lukumadraa kutsutaan ryhméan kertaluvuksi, jonka mer-

kinta on |G].

Ryhmaéa, jonka laskutoimitus on kommutatiivinen eli jonka alkioille pétee

yr = xy (tai toisin kirjoitettuna yry~! = ) kaikille z,y € G, kutsutaan
kommutatiiviseksi (tai Abelin) ryhméksi.
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Propositio 2.6. Olkoon G ryhmd ja x,y € G joitakin alkioita. Tdlldin pdtee

1. (zH =2, ja
2. (zy) =y tz7h

Todistus. [0, s. 18 propositio 1] O

Maaritelma 2.7. Ryhméa G on triviaali, jos se sisaltda vain neutraalialkion
e. Triviaalin ryhmén G kertaluku |G| = 1.

Kahden ryhmén H ja K, joiden ainoa yhteinen alkio on neutraalialkio e,
leikkausta H N K = {e} kutsutaan triviaaliksi leikkaukseksi.

Maaritelma 2.8. Olkoon G ryhma ja z,y ryhmén G alkioita. Ryhmén G
osajoukko H C GG on ryhmén G aliryhmd, jos pétee

1. H on epatyhja,
2. 27! ¢ H kan v € H, ja
3. zye H, kan z,y € H.

Lemma 2.9. Olkoon G ryhmd, jonka kaikkien neutraalialkiosta poikkeavien
alkioiden kertaluku on 2. Tdlloin G on kommutatiivinen.

Todistus. Olkoot x,y € G, missd = # vy, ja |z| = |y| = 2, jolloin z = 27! ja
y = y~ 1. Koska myés zy € G, niin |xy| = 2 ja propositiota 2.6 hyddyntien
saadaan yr = y~lz~! = (xy)~! = xy. Siispad xy = yx pitee kaikille alkioille
x,y € G ja siten G on kommutatiivinen. O

Maaritelma 2.10. Olkoot H C GG ryhman G aliryhma ja g € G.
Joukkoa
gH ={gh:he H}

kutsutaan aliryhman H vasemmaksi sivuluokaksi ja joukkoa
Hg={hg:he H}
otkeaksi sivuluokaksi ryhméssa G.

Maaritelma 2.11. Olkoon G ryhmé ja g,h € G. Kuvausta [, : G — G,
l,(h) = gh kutsutaan vasemmaksi siirroksi.



Lause 2.12. Vasen siirto l, on bijektio.

Todistus. Olkoot G ryhma ja g, g1,92 € G. Kuvaus [, : G — G on surjektio,
silld kaikille h € G pétee l,(g7'h) = gg~'h = h.
Jos 1,(g1) = l4(g2), niin gg1 = l;(g1) = l4(g2) = gg2 ja l, on injektio. O

Maaritelma 2.13. Ryhmén G aliryhmé H on normaali (merkitdan H < G),
jos kaikille € G pétee tHx™' = H (tai zH = Hz).

Maaritelma 2.14. Olkoon H ryhméan G aliryhmé. Méaritellaan aliryhmén
H vasempien sivuluokkien joukko

G/H ={zH : x € G}.

Lause 2.15. Olkoon H ryhman G normaali aliryhmd. Kun joukko G/H
varustetaan laskutoimituksella asettamalla

(zH)(yH) = (xvy)H,

niin joukko G/H on ryhmd ja sitd kutsutaan ryhmdan G tekijaryhmdksi.

Todistus. [0, s. 77, lause 3] O

Lause 2.16 (Lagrangen lause). Adrellisen ryhmdin G aliryhmdn kertaluku
jakaa ryhmdn G kertaluvun.

Todistus. [0, s. 89 lause 8] O

Lagrangen lauseen yhteydessa usein puhutaan, ettd ryhman G alkion ker-
taluku jakaa ryhman G kertaluvun. Taméa on seuraus siitd, ettd ryhman G
alkio z virittdd ryhmén G syklisen aliryhmén (x), jonka kertaluku on yhta
suuri alkion z kertaluvun kanssa (syklinen ryhmé kdydéén tarkemmin 1&pi
seuraavassa luvussa 3.1). Ks. [2, s. 57 seuraus 2.8.10].

Maaritelma 2.17. Maaritellaan ryhman G aliryhmien H ja K tulo:
HK ={hk:he H ke K}.

Seuraus 2.18. Ryhmd HK on ryhmdn G aliryhmd, jos aliryhmd H tai K
on normaali.

Todistus. [0, s. 94 seuraus 15] O



Propositio 2.19. Olkoon H ja K ryhmdn G ddrellisia aliryhmd. Tdlloin
saadaan

| H||K]
HEi|= 120
K = T g

Todistus. [0, s. 93 propositio 13] O
Maaritelma 2.20. Aliryhméan H indeksi

o |G
@ H) =

ilmaisee aliryhman H sivuluokkien lukuméaréan ryhméssa G.

Aliryhmén H indeksi ilmaisee tekijaryhman G/H koon, eli |G/H| = [G : H].

2.3 Homomorfismi

Tasséd kappaleessa esitellidan homomorfismi ja automorfismi seké erityisesti
ryhmien luokittelussa olennaisesti hyodynnettavéd isomorfismi. Lisdksi kay-
ddan lapi homomorfismin ydin, jota hyodynnetdédn esimerkiksi kertaluvun
tapauksen 12 todistuksessa. Taman kappaleen maédritelmat ja tulokset pe-
rustuvat padasiassa Armstrongin [1] lukuihin 7, 8, 16 ja 23 sekd Rotmanin
[9] lukuihin 1 ja 3.

Maaritelma 2.21. Olkoot (G, *) ja (H, o) ryhmid varustettuna vastaavilla
laskutoimituksilla. Kuvaus ¢ : G — H on homomorfismi, jos kaikille x,y € G
patee

oz y) = o) o p(y)

Kuvaus ¢ on isomorfinen ja ryhméa G talloin isomorfinen ryhman H kanssa
(merkitadn G = H), jos on olemassa bijektiivinen homomorfismi .

[somorfista kuvausta ¢ : G — G ryhmélta G itselleen kutsutaan automorfis-
miksi.

Lause 2.22. Olkoot ¢ : G — H homomorfismi, x € G jokin alkio sekd
eq € G ja ey € H neutraalialkioita. Talloin pdtee

L. QD(GGf) = €H, j(L



2. (™) = p(x)" jollekin n € Z.

Todistus. [9, s. 17 lause 1.13] O

Maaritelma 2.23. Homomorfismin ¢ ytimeksi ker(p) kutsutaan ryhmén G
sellaisten alkioiden joukkoa, jossa alkiot kuvautuvat neutraalialkioksi, eli

ker(p) = {x € G : p(x) = e}.

Propositio 2.24. Homomorfismi ¢ on injektio jos ja vain jos ker(p) = {e}.

Todistus. Injektiiviselle ¢ vain neutraalialkio e kuvautuu itsekseen lausetta
2.22 mukaillen, jolloin ydin ker(y) = {e} on triviaali.

Oletetaan siten, etté ker(y) on triviaali ja ettd z,y € G. Jos ¢(x) = ¢(y),
niin saadaan

-1

F=p()e) T =

e(zy™) = o@)e(y™) = e(x)p(y)

kuvauksen homomorfisuuden ja lauseen 2.22 nojalla. Siten zy~! € ker(ip) ja
xy~! = e, josta edelleen x = y. Siten ¢ on injektio. O
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3 Ryhmaperheet

Tassa kappaleessa esitellddan ryhméteorialle tyypillisimmét ryhméperheet:
syklinen ryhma C),, dihedraaliryhmé D,,, symmetrinen ja alternoiva ryhmé
Sy, ja A, sekd disyklinen ja kvaternioryhma Dic, ja Qg. Esitellian ryhmaé-
perheiden yhteydessid my6s ryhmien suora tulo.

3.1 Syklinen ryhma

Esitelldan tamén kappaleen alussa syklisen ryhméan maéaritelma ja sille tyy-
pillisimpié ominaisuuksia. Todistetaan kertaluvultaan alkuluvullisen ryhmén
syklisyys. Tamén alaluvun tiedot perustuvat pééosin Armstrongin [1] lukui-
hin 5, 11 ja 15, Carterin [1] lukuun 5.1.

Maaritelma 3.1. Olkoon x € G alkio, jonka kertaluku on n ja joka virittda
ryhmin G = (z) = {2" = e,z,2z%,..., 2" '}. Talléin G on syklinen ja sen
kertaluku |C,,| = n.

Syklisiin ryhmiin viitattaessa kiaytetdin joko jadnnosluokan merkintaé Z/nZ
(tai lyhyemmin Z,,) tai merkintédd C,,. Edeltavd merkinta johtuu siita, etta
sykliset ryhmét ovat isomorfisia jadnnosluokkien kanssa ja niiden laskutoi-
mitus kytkeytyy modulaariaritmetiikkaan. Téssé tyossa syklisistd ryhmistéa
kaytetadn merkintad C,,, missa n viittaa ryhmén virittdvan alkion kertalu-
kuun.

Lemma 3.2. Syklinen ryhmd C,, on kommutatiivinen.

Todistus. Olkoon G alkion z virittdmé syklinen ryhmé G = (x). Téll6in
mille tahansa 2%, 27 € G pitee 2’2/ = 27 = 29T = 292, jolloin G on
kommutatiivinen. O

Lause 3.3 (Tapaus n = p). Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on alkuluku
p. Tdalloin G on syklinen ryhmi.

Todistus. Olkoon x € G neutraalialkiosta poikkeava alkio. Lagrangen lauseen
2.16 nojalla ryhméan G kertaluku on jaollinen alkion x kertaluvulla eli alku-
luvulla p. Koska = # e, niin taytyy olla |x| = p. Télléin alkio z virittaa koko

Y

ryhmén G, jolloin G on syklinen. Siispd G' = (z) = C,,. O
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Lause 3.4. Jos ryhmdn G aliryhmdn H indeksi |G : H] = 2, niin H on
normaali ja G/H = Cs.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd H on normaali. Selvésti tH = Hx ja H on
normaali maaritelmén 2.13 nojalla, kun x € H, silla aliryhman H sivuluok-
kien lukumééréd on indeksi [G : H| = 2. Oletetaan siis, ettd = ¢ H.
Sivuluokat H ja xH muodostavat ryhmén G osituksen, mutta toisaalta H
ja Hz ovat ryhman G osituksia. Siispa taytyy olla *H = Hz, jolloin H on
normaali.

Koska lauseen 3.3 nojalla ryhmaé, jonka kertaluku on alkuluku p, on isomor-
finen syklisen ryhmén C), kanssa, niin patee myés G/H = Cs. n

3.2 Ryhmien suora tulo

Kéaydaéan lapi ryhmien suoran tulon maaritelma sekd muutamia ryhmien luo-
kittelun todistuksissa kiytettéivia tuloksia, kuten Adrellisten kommutatiivis-
ten ryhmien peruslause. Tdmén alaluvun tiedot perustuvat Carterin [1] lu-
kuun 8.5 sekd Dummit ja Footen [0] lukuihin 5.1 ja 5.2.

Maaritelma 3.5. Olkoot Gy, ..., C, ryhmié, joiden vastaavia laskutoimi-
tuksia merkitdan xq,...,x*,, ja olkoot z;,y; € G; joitakin alkioita. Joukkoa
G1 x - -+ x G, kutsutaan ryhmien suoraksi tuloksi, jossa laskutoimitus

(xla"wa:n) * (yla"'>yn) = (1'1 1Yty Tn *n yn)
Propositio 3.6. Ryhmien G1,...,G, suora tulo Gy X --- x G, on ryhmd,
jonka kertaluku on |G1|---|G,|.
Todistus. [0, s. 153, propositio 1] ]

Lause 3.7 (Adrellisten kommutatiivisten ryhmien peruslause). Jokainen dd-
rellinen kommutatiivinen ryhmd G on isomorfinen syklisten ryhmien suoran
tulon kanssa. Siten on olemassa lista kokonaislukuja ny,...,n, € Z siten,

etta
G=Cy x---xCy, .

Todistus. [0, s. 196-197 luku 6.1] O
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Propositio 3.8. Olkoot x ja y lukuja, joiden suurimmalle yhteiselle tekijdlle
patee syt(z,y) = 1. Talloin syklinen ryhmda Cy, on isomorfinen syklisten
ryhmien Cy ja C, suoran tulon kanssa.

Todistus. |1, s. 53, Lause 10.1] ]

Lause 3.9. Olkoot H, K < G ryhmdn G normaaleja aliryhmid. Leikkaus
HN K = {e} on triviaali ja pitee HK = G jos ja vain jos on olemassa
isomorfismi H x K = G.

Todistus. [2, s. 65 propositio 2.11.4(d)] O

3.3 Dihedraaliryhma

Saannollisida monikulmioita voidaan tarkastella kaksiulotteisessa ympéristos-
sd, jolloin niiden symmetriat ovat kiertoja tai peilauksia. Myohemmassa maéa-
ritelméssé kiertoa merkitadan alkiolla x ja peilausta alkiolla y. Télléin |x| = n,
missa n viittaa monitahokkaan sivujen tai kulmien lukuméraén, ja |y| = 2.
Téalloin dihedraaliryhmén kertaluvuksi saadaan |D,,| = 2n. Taméan alaluvun
tiedot pohjautuvat Armstrongin [1] kappaleeseen 4 ja Carterin [1] kappalee-
seen 5.3. Aloitetaan dihedraaliryhmien tarkastelu esimerkilla.

Esimerkki 3.10. Tarkastellaan tasasivuisen kolmion kiertoja ja peilauksia
kuvan 3.1 avulla merkitsemall& kolmioiden kulmat ja tarkastelemalla, kuinka
kulmien paikat muuttuvat kierron ja peilauksen myota.

Dihedraaliryhmén alkiot voidaan kirjoittaa muotoon
Dy = {2’ =y’ = e,x,2°, y, 2y = ya®, 2’y = ya},

missa x viittaa kiertoon ja y peilaukseen, kuten kuvassa 3.1. Kuvasta huo-
mataan, etti tosiaan yaxy = 22 = 27!, kuten olevassa madritelméssé 3.11.

Maaritelma 3.11. Olkoon D, alkioiden x ja y virittdma aliryhmé, jonka
kertaluku |D,,| = 2n. Jos sen alkioille x ja y pétee

" =e=y? ja yry=a'=2"""
niin ryhmaa G kutsutaan dihedraaliryhmdksi.

Lause 3.12. Dihedraaliryhmd Dy on isomorfinen Kleinin neliryhmdan Cyx Cly
kanssa.
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3 3

] ] Kierto kahdesti

Alkutilanne = e Kierto = z 9/

= z*(= yxy)
3
3 3
. Kierto ja sitten Kierto kahdesti
Peilaus = y . . . 9

peilaus = xy ja peilaus = z7y

Kuva 3.1: Dihedraaliryhméan D3 kierrot ja peilaukset.

Todistus. Olkoot x,y € Dy. Télloin dihedraaliryhmén méaaritelméan 3.11 no-
jalla patee 2" = 2* = e = y? ja (zy)?> = x(yzy) = 2~ ! = ¢, niin lemman 2.9
nojalla Dy on kommutatiivinen eli Dy = {e, z,y, 2y = yz}.

Koska kaikki ryhméan D, alkiot voidaan ilmaista alkioiden x ja y tulona, ja
koska x ja y virittavit sykliset aliryhmét (x) ja (y), jotka ovat normaaleja
ja isomorfisia syklisen ryhmén C5 kanssa lauseen 3.4 nojalla, niin lauseen 3.9
nojalla Dy = (x) x (y) = Cy x Cs. O

3.4 Symmetrinen ja alternoiva ryhma

Esitiedoissa sivuttiin symmetristen ryhmien S,, sisidltdvan jonkin n-alkioisen
joukon kaikki permutaatioesitykset. Méaritelladn tassa kappaleessa ryhma
tarkemmin ja kdydaén lapi muutamia sille olennaisia ominaisuuksia. Téssé
alaluvussa késiteltéava aihe perustuu Armstrongin [1] lukuun 6 ja Carterin [/]
lukuun 5.4.

Maaritelma 3.13. Olkoon joukon X permutaatio bijektio ¢ : X — X

14



joukolta itselleen, ja |X| = n. Kaikkien joukon X alkioiden permutaatioiden
joukkoa kutsutaan symmetriseksi ryhmdaksi S, .

Symmetrisen ryhmén S, kertaluku on muotoa |S,,| = n!.

Seuraavissa tuloksissa tarkastelun apuna kaytetddn sykleja, joissa on kaksi
alkiota. Naita kutsutaan 2-sykleiksz.

Lause 3.14. 2-syklit virittdvdt symmetrisen ryhmdn S,,.

Todistus. [1, s. 28 lause 6.1] O

Propositio 3.15. Olkoot o € S,,,0 = my ja 0 = msy, missi my on 2-syklien
tulo ja msy on 2-syklien tulo.

Talloin molemmissa my ja mo 2-sykleja on parillinen mdard tai molemmissa
pariton maard.

Todistus. [1,s. 28 lause 6.2 ja s. 29 O

Maaritelma 3.16. Symmetrisen ryhmén S, permutaatiota o kutsutaan pa-
rilliseksi, jos 2-sykleja on pariton maéaré, tai parittomaksi, jos 2-sykleja on
parillinen maéra.

Lause 3.17. Symmetrisen ryhmdan S, parilliset permutaatiot muodostavat
aliryhmdn, alternoivan ryhmdn A, jonka kertaluku |A,| = n!/2.

Todistus. [1, s. 29-30 lause 6.4] O

3.5 Disyklinen ryhma

Disykliset ryhmat ovat syklisten ryhmien C5 laajennuksia syklisilla ryhmill&
U5y, joiden kertaluvut vastaavasti ovat 2 ja 2n. Disykliset ryhméat voidaan
esitelld eri tavoin, joten aloitetaan disyklisten ryhmien késittely matriisien
avulla ja sitten siirrytaén yleisempéaan méaaritelmaan. Disyklisia ryhmia tar-
kastellessa tarkastellaan neutraalialkioa e = 1. Ryhmien esittelyn jilkeen
kaydaan tapauksen n = 8 todistus lapi. Tamén kappaleen tiedot perustu-
vat osakseen Armstrongin [!] lukuun 13, Artinin [2] lukuihin 2.4 ja 7.8 seka
Dummit ja Footen [6] lukuun 1.

15



Maaritelma 3.18. Olkoot z ja y sellaisia alkioita, jotka virittavit ryhmén,
jonka kertaluku on 4n. Olkoot

. cos 7 +isin 7~ 0 - 10 —1 : Toin
N 0 cos T —isinZ o y= .

o [FL 0] e [-1 0[-1 0] _t o] _
B V| e IO N R (L Y

missd n > 2. Naiden alkioiden sanotaan virittavan disyklisen ryhmdn Dic,,.

Abstraktimmin disyklinen ryhma maérittelemélla ryhma, jonka kertaluku on
4n ja jonka virittda alkiot x ja y asettamalla

Dic, = {z,y: 2" = 2"y % = ayzy~ ' = e}.
Maaritelma 3.19. Kvaternioryhmdksi kutsutaan ryhmaé

Qs ={x 1, + i, + j, £ k}, missi

10 . i o . (o 1 L fo
ilzi[ ],il_i[ _Z.],ij_il_l Ol,ik_i[i 01

ja missé laskutoimitus on matriisien kertolasku. Naille patee
iP=j’=k*=1, ij=—ji=k, ja ki=]j.

Huomautus 3.20. Kvaternioryhman alkioiden +i, +j ja +k kertaluku on 4 ja
néistd milla tahansa kahdella alkoilla saadaan viritettyé koko kvaternioryhmé

Qs-

Lause 3.21. Kvaternioryhmd Qg on isomorfinen disyklisen ryhmdn Dicy
kanssa.

Todistus. Tarkastellaan kvaternioryhméan Qg alkioita disyklisen ryhmén Dicy
tapauksessa. Todistettaessa voidaan asettaa x ja y miksi tahansa kahdeksi
kvaternioryhméan alkioksi i,j tai k, koska maaritelman 3.19 nojalla ryhmé
voidaan virittda milld tahansa kahdella alkiolla. Olkoot siten x =1 ja y = j,

16



jolloin 2™ = i? = —1 ja y~' = j~' = —j madritelméan 3.19 nojalla. Siispa
saadaan

932 =i = (-1)(-1) =1,
gyt = 2(J 2= -1(-j)(=j) =-1(-1) =1 ja
wyry ™t =i = (i) (1)) = k(-k) = 1,

jolloin kvaternioryhmén ()g rakenne vastaa disyklisen ryhméan Dicy raken-
netta méaritelméan 3.18 nojalla eli Qg = Dicy. O

Tahéan asti ollaan nyt saatu esiteltya tarpeeksi tietoja maarittelemaan ker-
taluvun |G| = 8 erikoistapaus. Todistetaan siispa seuraavaksi sellaiset kom-
mutatiiviset ja ei-kommutatiiviset ryhmét, jotka ovat isomorfisia téllaisen
ryhmén G kanssa:

Lause 3.22 (Tapaus n = 8). Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 8. Tdlloin
ryhmd G on isomorfinen syklisen ryhmdn Cg, syklisten ryhmien tulon Cy x Cy
tai Cy x Cy x Cy, dihedraaliryhmdn Dy tai kvaternioryhmdn Qg kanssa.

Todistus. Olkoon G ryhma, jolle |G| = 8 = 2-4 = 2-2-2. Oletetaan ensin, etti
ryhmé G on kommutatiivinen. Télloin Aérellisten kommutatiivisten ryhmien
peruslauseen 3.7 nojalla

GgCg;, Gg02><04, tai GgCQXCQXCQ.

Siispé oletetaan, ettd G ei ole kommutatiivinen ryhma. Olkoon H ryhmén G
aliryhmé ja x neutraalialkiosta poikkeava alkio, joka virittad aliryhmén H
(eli H = (z)). Lagrangen lauseen 2.16 nojalla |z| € {2, 4, 8}.

Jos |z| = 8, niin alkio z virittd4 koko ryhmén G, jolloin G = Cs on kommu-
tatiivinen. Jos taas kaikille z; € G pétee |z;| = 2, niin lemman 2.9 nojalla G
on kommutatiivinen. Siispa taytyy olla ainakin yksi alkio x € G siten, etta
lz| = 4.

Olkoon y € G\H. Talloin vasen sivuluokka yH = {y,yz,yz? yz*} = G\H
ja aliryhmén H indeksi [G : H] = 2, jolloin H on normaali ja G/H = C,
lauseen 3.3 nojalla. Siispa yxy~* € () ja |yzy~!| = 4. Tapaus yry~' = x joh-
taisi kommutatiiviseen tapaukseen, mikéa vastoin oletusta. Koska tapauksissa
yry 1 = e tai yry~! = 22 kertaluku |yzy~!| # 4, niin taytyy olla yzy~! = 3.

Koska G/H on kahden alkion ryhmaé, saadaan (y(z))? = y*(z) = e(x)
jolloin pétee y? € (z). Nyt jos y? = z tai y* = z°, saataisiin (y*)* = ¢® =
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jolloin alkion y kertaluku olisi 8 ja patisi G = (y) = Cs. Siispa téaytyy olla
y? € {e, 2%}. Tarkastellaan ndmé tapaukset erikseen.

Jos y? = e, niin |y| = 2 ja tarkastelemalla lukua n = 4 saadaan

"=zt=e, =€ ja yry l=2"=2""",

jolloin kyseesséd on dihedraaliryhman D, méaritelméan 3.11 nojalla, joten pa-
tee G = Dy.

Jos y? = 22, niin tarkastelemalla lukua n = 2 saadaan
an — [L‘4 —e
Pyt =2 =2t =e

ja  ayxy = zxd =gt = e,

jolloin disyklisen ryhmén Dico, méaritelmén 3.18 ja kvaternioryhmén (g iso-
morfisuuden 3.21 nojalla G = Dicy = Qs.

Huomioidaan viela, ettd Qg 2 D4. Huomautuksen 3.20 nojalla kvaternioryh-
malld Qg on kuusi alkiota &+ i, & j ja & k, joiden kertaluku on 4. Sen sijaan
dihedraaliryhmaélld D4 on vain kolme alkiota, joiden kertaluvut on 4: kierrot
x, 2 ja a3, Siispa Qg % Dj. O
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4 Rata-stabiloijalause

Tassd kappaleessa esitelldan ryhméan toiminta, rata, stabiloija seka rata-
stabiloijalause. Naitd tarvitaan ryhmien rakenteiden tarkastelussa. Aloite-
taan kappale esittelemalld teoriat abstraktilla tasolla, ja siirrytaan sitten
siitd, konjugaation ja keskuksen tarkasteluihin. Esitelladn lopuksi Cauchyn
lause.

4.1 Ryhmaian toiminta, rata ja stabiloija

Maaritelladn ryhmén toiminta, rata ja stabiloija seké rata-stabiloijalause en-
sin abstraktilla tasolla. Maaritelmét ja tulokset perustuvat Armstrongin [I]
lukuun 17, Artinin [2] lukuun 6.9 sekd Dummit ja Footen [0] lukuihin 1.7 ja
2.2,

Maaritelma 4.1. Olkoot g € G ja x € X. Ryhmén G toiminnaksi joukossa
X kutsutaan kuvausta ¢ : (G, X) — X, missa (g,2) — ¢(g,2) = g - .
Ryhmén toiminnalle patee seuraavat aksioomat

L. g1 (92 2) = (9192) - @, missd g1, 92 € G, ja

2. e-x =1
Huomautus 4.2. Olkoon ¢ ryhmén G toiminta joukossa X. Télloin kaikille
g € G on olemassa permutaatio o, € Sy, missé o4(x) = g -z = ¢(g, x).
Todistus. [0, s. 42 kpl 1.7] O]

Maaritelma 4.3. Olkoot G ryhma ja X joukko, jossa ryhméa G toimii, seké
g € Gjaxe X. Alkion x radaksi kutsutaan joukkoa

G(r) ={g(x) =g -2:9€G}.

Huomautus 4.4. Erilliset radat G(x) osittavat joukon X.

Todistus. Olkoon z,y € X, g1,92 € G ja X joukko, jossa ryhma G toimii.
Ryhman toiminnan méaaritelmalla 4.1 tiedetdan, etta kaikille x € X patee

r=ec-x=ce(x) € G(x).
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Olkoon z € G(x) N G(y). Télloin gi(x) = z = ga(y), josta edelleen saadaan
y = g5 'g1(x), jolloin y € G(x). Vastaavasti voidaan saada = € G(y).

Siten taytyy olla G(x) = G(y), jolloin ratojen leikkaus on joko tyhja tai radat
ovat tdysin samat. Talloin erilliset radat osittavat joukon X. O]

Maaritelma 4.5. Olkoot G ryhmad, joka toimii joukossa X ja x € X jokin
kiinnitetty alkio. Talloin alkion x stabiloija ryhméssa G on joukko

G, ={p€qG:px)=ur}

Lause 4.6 (Rata-stabiloijalause). Olkoon X ddrellinen joukko, jossa ddrel-
linen ryhmd G toimii sekd olkoot G(x) alkion x € X rata ja G, alkion x
stabiloija. Tdlloin saadaan

|G| = G ()]Gl

Todistus. [1, s. 94 seuraus 17.3] O

Maaritelma 4.7. Olkoon G ryhmaé, joka toimii joukossa X. Madritelldan
alkioiden x € X erillisten ratojen joukko

X/G={G(x):z e X}

Lemma 4.8. Olkoot G ryhmd, joka toimii joukossa X, r € X ja X/G
erillisten ratojen joukko. Tdlloin

(XI= > G

G(z)eX/G

Todistus. Tulos seuraa huomautuksesta 4.4. Koska alkioiden x € X radat
osittavat joukon X, niin niiden yhdiste on erillinen ja siten

XI=| U Gwl= Y [G@)]

G(z)eX/G G(z)eX/G

4.2 Konjugaatio, konjugaattiluokka ja normalisoija

Konjugaation tapauksessa huomataan, etta konjugaatio on eras ryhman toi-
minta. Talloin konjugaattiluokka toimii ryhméan ratana ja normalisoija ryh-
mén stabiloijana. Nama huomataan vertaamalla maéritelmia toisiinsa. Lu-
vun tulokset perustuvat Artinin [2] lukuun 7.2, Dummit ja Footen [6] lukuihin
2.2 ja 4.3 sekd Rotmanin [9] lukuihin 2 ja 3.
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Maaritelma 4.9. Olkoot G ryhmaé ja z,y € G. Olkoon ¢ : G — S¢ toiminta
konjugoinnilla, missi ¢(y) = ¢y, ¢, : G — G on bijektio ja p,(z) = yry'.
Talloin kuvausta ¢, kutsutaan konjugoinniksi ja sanotaan, ettd x on konju-
gaatti alkion ¢, (x) kanssa.

Huomautus 4.10. Konjugointi on toiminta.

Todistus. Osoitetaan konjugoinnin olevan toiminta tarkastelemalla ryhmén
toiminnan maaritelman 4.1 aksioomia konjugoinnilla, missd merkinta y -
viittaa konjugoinnissa merkintdan ¢, (z) = yzy .

1. Selvasti kaikille x,y, z € G pétee

1

(02)(y(2) = pa(yay ™) = zyay 27" = (zy)a(zy) ! = @uy(x), ja

2. exe~ ! = x kaikille x € G.

]

Masritelmé 4.11. Kaikki ne alkiot ¢, (), jotka ovat konjugaatteja alkion
x kanssa, muodostavat joukon, jota kutsutaan alkion x konjugaattiluokaksi:

C(x) = {p,(z) € G : p,(z) = yry~" jollekin y € G}.

Maaritelma 4.12. Ryhmén G aliryhman H normalisoijaksi kutsutaan jouk-
koa

Ng(H)={ye G:yHy ' = H}.

Koska konjugaattiluokat ovat konjugaatiolle ratoja, niin ne osittavat ryh-
méan lemman 4.8 nojalla. Talloin rata-stabiloijalauseen sovelluksena saadaan
aikaiseksi darellisten ryhmien luokkayhtélo:

Mairitelmé 4.13. Olkoot C'(z;) ryhmén G alkioiden x; konjugaattiluokkia
siten, ettd jokainen z; on eri konjugaattiluokassa. Merkitdén naiden konju-
gaattiluokkien lukumaéraa kirjaimella m. Konjugaattiluokan luokkayhtdloksi
kutsutaan yhtéloa

G| = | Qlcmj)! - i ().
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4.3 Keskus ja keskittaja

Ryhmille voidaan méaarittaa keskus, joka tuo esille alkiot, jotka kommutoi-
vat kaikkien ryhméan G alkioiden kanssa. Keskus on sen alkioiden erillisten
ratojen yhdiste ja keskittdja Z(x) ryhmén G alkion x stabiloija, kun tar-
kastellaan ryhméan G toimintaa konjugaatiolla. Téssd alaluvussa esitelladn
yhteys konjugaatioon seké tulokset, jotka pohjautuvat Armstrongin [1] lu-
kuun 14, Dummit ja Footen [0] lukuihin 4.1—4.3 sekd Rotmanin [9] lukuihin
3ja4.

Maiaritelmé 4.14. Ryhmén G keskus Z(G) koostuu kaikista niista alkioista
y € G, jotka kommutoivat kaikkien ryhman G alkioiden kanssa:

Z(G) ={y € G :yry ' = 2 kaikille x € G}.
Lause 4.15. Kommutatiivisen ryhmdn G keskus on ryhmd itse eli Z(G) = G.
Todistus. Keskuksen maaritelméan 4.14 nojalla keskus Z(G) koostuu kaikista

sellaisista alkioista y € G, jotka kommutoivat kaikkien ryhmén G alkioiden
x € G kanssa. Koska tdmé pétee kaikille y € G, niin Z(G) = G. O

Lause 4.16. Keskus Z(G) koostuu sellaisista konjugaattiluokista, joissa on
yksi alkio.

Todistus. [, s. 77 lause 14.1] O

Lause 4.17. Keskus Z(G) on ryhmdn G normaali aliryhmd.

Todistus. Olkoon y,z € Z(G) C G. Osoitetaan ensin, ettd keskus Z(G) on
ryhmén G aliryhma maéaritelmén 2.8 avulla:

1. Z(G) on epétyhja, koska se sisiltdi aina neutraalialkion e ryhmén mééa-
ritelméan 2.5 kohdan 2 nojalla.

2. Osoitetaan, ettid y=' € Z(G) mille tahansa y € Z(G). Koska y € Z(G),
niin pitee yry~' =z € Z(G). Téstd saadaan kertomalla puolittain

yry ' = x, josta saadaan x =y 'xy, ja edelleen z =y tx(y ),

jolloin y~1 € Z(G).
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3. Osoitetaan, ettd yz € Z(G). Koska y, z € Z(G), niin niiden kddnteisal-
kioille pétee y~lzy = x ja 27 'zz = x. Talldin

(y2)x(yz) " = y(zaz )y = .
Talloin yz € Z(G).

Siispd Z(G) on ryhméan G aliryhma. Koska kaikille x € G ja y € Z(G) pétee
yry~! = x, niin kertomalla puolittain saadaan

yry ' =z, ja edelleen y = xyz ',

jolloin kaikille y € Z(G) pétee zyz™" € Z(G) eli Z(G)z"' = Z(G) ja
mééritelmén 2.13 nojalla Z(G) on normaali.

]

Maaritelma 4.18. Ryhmén G alkion x keskittdjiksi kutsutaan joukkoa
Z(x) ={y € G :yzy ' =x}.
Lause 4.19. Keskittiji Z(x) on ryhmdn G aliryhmd.

Todistus. Olkoon x € G mika tahansa alkio. Todistetaan, etta alkion x kes-
kittdja Z(x) on ryhmén G aliryhmé madaritelmén 2.8 aksioomien avulla:

1

1. Z(z) on epatyhji: Koska xzaz™" = ze = z, niin z € Z(z).

2.y € Z(x), kun y € Z(z): Koska alkiot z ja y kommutoivat, pitee
yr = xy, josta edelleen y~'zy = z ja y~! € Z(x).

3. yz € Z(x), kun y, z € Z(z): Talloin saadaan proposition 2.6 avulla

1 -1

"=yerz Tty =gy = a,

(y2)z(yz)~

jolloin yz € Z(x).

Lemma 4.20. Keskittajille Z(x) patee v € Z(x) ja Z(G) C Z(x).
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Todistus. Tapaus x € Z(x) todistettiin lauseen 4.19 todistuksessa.

Maaritelmista 4.14 ja 4.18 huomataan helposti tulos Z(G) C Z(z): Jos y €
Z(@Q) eli kaikille = € G patee yzry~! = z, niin y € Z(z). O

Lause 4.21. Olkoon H ryhmdn G aliryhmd ja h € G. Tdlloin aliryhmdan H
konjugaattien lukumddrd on yhtd suuri indeksin [G : Ng(H)| kanssa.
Alkion h konjugaattien lukumddrd on yhtd suuri keskittdjin Z(h) indeksin

|G : Z(h)] kanssa. Télldin
|Gl = [Na(H)|[G : No(H)] = |Z(h)[[G - Z(R)].

Todistus. [9, s. 44-45 lauseet 3.2 ja 3.3] ]

Lause 4.22. Luokkayhtdlo voidaan ilmaista myos muodossa

G| =12(G)+ > |Cil

‘Cl">1

Todistus. Maéritelladn kuvaus ¢ : G — G, missd p(z;) = yz;y~ " € G, jossa
ryhmé G toimii itsellddn konjugaatiolla. Talloin alkion z; rata on yhta suuri
sen konjugaattiluokan kanssa eli G(z;) = C(x;).

Tarkastellaan luokkayhtaloa 4.13. Lauseen 4.16 nojalla keskus koostuu sel-
laisista alkioista, joiden konjugaattiluokka sisaltdd vain tdmén alkion itse.
Talloin luokkayhtélo 4.13 saadaan muotoon

Gl = 3010 = |2(6)| + pay!
j=1 Ci|>1

[]

Lemma 4.23. Olkoon p alkuluku ja k jokin posititvinen kokonaisluku. Ryh-
mén G, jonka kertaluku on p*, keskus Z(G) ei ole triviaali eli Z(G) # {e}.

Todistus. Tarkastellaan ryhméé G, joka toimii keskuksessa Z(G) konjugaa-
tiolla.

Olkoon C; konjugaattiluokkia, jotka osittavat joukon G\ Z(G). Télléin luok-
kayhtalon 4.22 nojalla

Gl =12(G)|+ > ICil.

|C;1>1
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Koska konjugaattiluokka on ryhmén G rata, niin rata-stabiloijalauseella 4.6
tiedetidn, ettd sen kertaluku jakaa ryhmin G kertaluvun eli |C;] | p*, kun

Jotta kertaluku |G| olisi jaollinen alkuluvulla p, niin keskuksen kertaluvun
|Z(G)| on oltava jaollinen luvulla p. Koska p 1 1, niin |Z(G)| # 1 eli Z(G) #
{e}, jolloin keskus ei ole triviaali. O

Lause 4.24 ( ). Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on p*, missd
p on alkuluku. Tdlloin G on isomorfinen syklisen ryhmdan Cye tai syklisten
ryhmien tulon C, x C, kanssa.

Todistus. Lemman 4.23 nojalla tiedetdan, ettd ryhméan G keskus on epatri-
viaali, kun ryhmén G kertaluku |G| = p*. Siispa |Z(G)| € {p,p?}. Jilkim-
mainen viittaa siihen, ettd keskus on yhté suuri koko ryhmén kanssa, jolloin
ryhmé G on kommutatiivinen lauseen 4.15 nojalla.

Oletetaan, ettd |Z(G)| = p. Olkoon =z € G alkio, jolle pitee z & Z(G).
Lemman 4.20 nojalla z on sen keskittajéssé eli x € Z(z) ja lisdksi pétee
Z(G) C Z(x). Siispi Z(G) C Z(x), silld myés z € Z(z), eli |Z(z)] > p+ 1.
Koska Z(xz) C G lauseen 4.19 nojalla, niin Lagrangen lauseella 2.16 tiede-
tddn, ettd |Z(x)| = p?. Siispa Z(x) = G, jolloin pétisi z € Z(G), mikd on
ristiriidassa alun oletuksen kanssa. Siten |Z(G)| # p, eli |[Z(G)| = p* = |G,
jolloin G' on kommutatiivinen lauseen 4.15 nojalla.

Koska |G| = p x p = p?, niin Aérellisten kommutatiivisten peruslauseen 3.7
nojalla G = p x p tai G = Cpe. H

4.4 Cauchyn lause

Tassa kappaleessa kaydaan léapi ensin Cauchyn lause, jota hyodynnetdén pal-
jon ryhmien luokittelussa. Lisdksi kaydéaan lapi kertaluvun tapaus 2p, missa
p on alkuluku. Tamén kappaleen asiat perustuvat Armstrongin [!] lukuihin
13 ja 15 sekéd Rotmanin [9] lukuun 4.

Lause 4.25 (Cauchyn lause). Olkoon G ddrellinen ryhmd, jonka kertaluku
on jaollinen alkuluvulla p. Talloin ryhmdalld G on olemassa aliryhmd, jonka
kertaluku on p.
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Todistus. Maaritellaan joukko X:

X:{(xl,...,l’p)EGp:x1x2...xp:e}_

Joukon X alkion komponentit ovat vapaasti valittavissa lukuunottamatta
viimeistd, kun asetetaan x, = (w129 x, ;)" ' Talldin erilaisia mahdolli-
suuksia jarjestellda muut komponentit x; on yhteensa |G|P~!. Téssa |G| = kp
on jaollinen alkuluvulla p oletuksen mukaisesti. Siispa saadaan

X[ =GP~ = (kp)"™, (4.1)
jolloin joukon X kertaluku on jaollinen alkuluvulla p.

Nyt miké tahansa joukon X alkion komponenttien x; syklinen permutaa-
tio tuottaa alkion, joka myos sisdltyy joukkoon X, niin voidaan méaritella
syklisen ryhmén C, = ((1 2 --- p)) toiminta asettamalla jokaisella o € C),
joukossa X:

g - (xla . >xp) - (xo(ly T 7lj"(p))'

Koska p on alkuluku, niin se on jaollinen vain luvulla 1 ja itsellidn. Siis-
pa myos alkion x radan C,(x) tai stabiloijan C,, tulee jakaa luku p eli
|Cp(z)| € {1,p} tai C,, € {1,p} rata-stabiloijalauseen 4.6 nojalla. Selvésti
tapaus |Cy(z)| = 1 patee neutraalialkiolle, silld

(1, xp) = (z,...,2) = (e,...,€) =e.

Jos |Cp(z)| = p kaikille z € X — {e}, niin rata-stabiloijalauseen seurauksesta
4.8 saadaan

|X| = Z |Cp,:v| - |C ,e‘ + Z |Cp7y| =1+ mp, (4'2)

rxeX yeX—{e}
missd mp on alkuluvun p monikerta.

Yhtalot (4.1) ja (4.2) aiheuttavat ristiriidan. Siispa on olemassa ainakin yk-
si rata Cp(xg) siten, ettd |Cy(zo)| = 1 jollekin zyp € X — {e}. Siispa télle

neutraalialkiosta poikkeavalle alkiolle zog = (x,...,z) patee z-- -z = aP = e,
jolloin ryhmalld G on olemassa alkion x virittdma ei-triviaali aliryhmé, jonka
kertaluku on p. O

Huomautus 4.26. Jos p | |G]. niin on olemassa alkio x € G, jonka kertaluku
|z = p.
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Todistus. Seuraa alkuluvullisen ryhmén syklisyydesta 3.3 sekd Cauchyn
lauseesta 4.25. [l

Lause 4.27 (Tapaus n = 2p). Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 2p ja
p > 3. Tdlloin G on isomorfinen syklisen ryhmdan Cs, tai dihedraaliryhmdan
D, kanssa.

Todistus. Olkoot x,y € G alkioita, jotka virittavit ryhmén G aliryhmét (z)
ja (y), jotka leikkaavat triviaalisti eli (x) N (y) = {e}. Cauchyn lauseeseen
4.25 nojautuen olkoot |z| = p ja |y| = 2.

Aliryhmé (z) on normaali lauseen 3.4 nojalla, silld sen indeksi [G : (x)] = 2.

Nyt Lagrangen lauseen nojalla alkion zy € G kertaluku jakaa ryhméan G
kertaluvun, eli |zy| € {2, p, 2p}.

Jos |ry| = 2, niin (2y)? = xyzy = € josta edelleen yry = v~ = 2" = 2P~ 1
missé n = p. Siispa dihedraaliryhmén maéaritelmén 3.11 nojalla G = D,,.

Jos |zy| = 2p, niin G = Cy,.

Jos |xy| = p, niin pétisi (zy)? = e ja siten

() = (z)e = () (zy)? = ({)zy)? = () = ()y,

jolloin pétisi y € (x), mikéa ei voi pitda paikkaansa, silld aluksi oletettiin, etta
ryhmille (z) ja (y) patee (z) N (y) = {e}.

Siispa ryhma G on isomorfinen ryhman D, tai Cy, kanssa. O

ITekijaryhmissi (x)/G{x) alkio (z) = e, jolloin pitee (x)(zy)? = ((x)xy)P.
Haye = {ex,2?,.. ., aP o} = {x,22,... 2P = e} = ().
S

27



5 Sylowin lauseet

Tassa kappaleessa esitellaan Sylowin lauseet ja niitd hyodyntavét todistuk-
set tapauksista n = 12,n = 16,n = 18 ja n = 20. Kolmen viimeisen tapauk-
sen todistukset kaydaan lapi tassa tyossa pintapuolisesti listaamalla ryhmat,
jotka ovat isomorfisia késiteltavad kertalukua olevan ryhmén kanssa.

5.1 Sylowin p-aliryhmai ja Sylowin lauseet

Tassa kappaleessa esitelldan Sylowin lauseet. Luvun tulokset perustuvat Arm-
strongin [1] lukuun 20, Artinin [2] lukuun 7.7, Dummit ja Footen [6] lukuun
4.5 ja Rotmanin [9] lukuun 4.

Maaritelma 5.1. Olkoon p jokin alkuluku ja ¢ > 1 kokonaisluku. Ryhmaé,
jonka kaikkien neutraalialkiosta poikkeavien alkioiden kertaluku on muotoa
pt, kutsutaan p-ryhmdkss.

Ryhméan G aliryhmié, jotka ovat p-ryhmia, kutsutaan p-aliryhmiksi.

Esimerkki 5.2. Esimerkkeja 2-ryhmista ovat Qg ja Dy.

Huomautuksesta 3.20 tiedetdan, ettéd kvaternioryhman (Jg neutraalialkiosta
poikkeavien alkioiden £ i, £+ j ja + k kertaluvut ovat muotoa 4 = 22, ja
madaritelmésta huomataan, etté alkion -1 kertaluku on 2.

Vastaavasti ryhmén D, kiertojen z, 22 ja 22 kertaluvut ovat muotoa 4 = 22,
ja peilauksen y kertaluku on 2.

Sen sijaan ryhmé D3 (joka esiteltiin esimerkissd 3.10) ei ole p-aliryhma, silla
sen alkioille patee |z| = 3 ja |y| = 2, jolloin kertaluvut eivit ole saman
alkuluvun potensseja.

Maaritelma 5.3. Olkoot p jokin alkuluku ja m jokin kokonaisluku siten,
ettdi p { m. Olkoot G ryhmé, jonka kertaluku on muotoa |G| = p*m, ja
H C @ aliryhmé, jonka kertaluku on p*.

Talloin aliryhméad H kutsutaan ryhmén G Sylowin p-aliryhmdksi. Sylowin
p-aliryhmien lukumaéraa merkitdan symbolilla n,,.

Huomautus 5.4. Sylowin p-aliryhmien lukumaard n, on yhté suuri ryhmén
G aliryhmén H konjugaattien lukumaéérin kanssa.
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Todistus. Sylowin 3. lauseen 5.10 yhteydessa. [

Lemma 5.5. Olkoon P ddrellisen ryhman G Sylowin p-aliryhmd. Tdlloin

jos alkion a € G kertaluku on muotoa |a| = p* ja aPa™' = P, niin pitee
a€ P jaPCQG.

Todistus. Rotmanin [J, s. 78 lemma 4.11] todistuksessa hyodynnetaan neljat-
ta isomorfismilausetta, vastaavuuslausetta (Correspondence Theorem), joka
vaatii tasta teoksesta syvéllisempéa tietamysta. O]

Lemma 5.6. Binomikerroin <p;l7;n) et ole jaollinen alkuluvulla p.

Todistus. [2, s. 206 lemma 7.7.10] O

Seuraavaksi perehdytadn Sylowin lauseisiin ja niiden todistuksiin hyodynté-
malld padosin Armstrongin [1] luvun 20 ja Rotmanin [9] luvun 4 todistuksia.

Lause 5.7 (Sylowin 1. lause). Ryhmdlld, jonka kertaluku on jaollinen alku-
luvulla p, on olemassa Sylowin p-aliryhmd.

Todistus. Olkoot p* suurin alkuluvun p potenssi, joka jakaa ryhmén G kerta-
luvun |G| = p*m ja X joukko, jossa on kaikki sellaiset ryhmén G osajoukot,

joiden kertaluku on p*. Talloin | X| = (p:;”), joka ei lemman 5.6 nojalla ole
jaollinen alkuluvulla p.

Maaritelldén ryhméan G toiminta joukossa X vasemmalla siirrolla, jossa
(9,A) = gA, missa g € G jagA={ga:a € A} € X.

Koska p { |X|, niin on olemassa rata G(A) € X siten, ettd p {1 |G(A)| huo-
mautuksen 4.4 nojalla. Talléin myés p* t |G(A)| ja rata-stabiloijalauseen 4.6
nojalla

|G| = p'm = |G4llG(A)],
jolloin téytyy olla p* | |G4|. Talléin |G 4] > p*.

Toisaalta, jos g € G4 ja a € A, niin my6s ga € A, jolloin koko oikea sivu-
luokka G 4a C A, joten |G 4] < |A| = pF.

Siten G4 on ryhmin G aliryhma, jolle |G 4| = p*. O

Lause 5.8 (Sylowin 2. lause). Mitkd tahansa kaksi Sylowin p-aliryhmdd ovat
konjugaatit.
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Todistus. Sylowin 3. lauseen 5.10 yhteydessa. [

Huomautus 5.9. [2, s. 204] Ryhméll4d G on olemassa yksi Sylowin p-aliryhmé
H jos ja vain jos H on normaali.

Todistus. Jos ryhmélla G on vain yksi Sylowin p-aliryhmé P, niin P < G,
silld mika tahansa ryhmén P konjugaatti on myos Sylowin p-aliryhmé. Vas-
taavasti jos P on ryhman G normaali Sylowin p-aliryhmaé, niin Sylowin p-
aliryhmien konjugaatiosta seuraa lauseen 5.8 nojalla, etta p-aliryhmia on vain
yksi. O

Lause 5.10 (Sylowin 3. lause). Sylowin p-aliryhmien lukumddrd n, jakaa
ryhmdin G kertaluvun |G| = p*m ja lisiksi pitee

n,=1+Ilp=1 (mod p)

jollekin kokonaisluvulle [.

Todistus. Olkoon P; ryhmén G Sylowin p-aliryhmé ja X = {Py,... P} ali-
ryhmén P; konjugaattien joukko. Talloin ryhma G toimii konjugaatiolla jou-
kossa X ja voidaan méaritelld huomautusta 4.2 mukaillen homomorfismi
o : G — Sy, missi a — ¢, € Sy jollekin a € G ja p,(P;) = aPa™! ja
missd 1 <7 <t.

Olkoon @ jokin ryhmén G Sylowin p-aliryhma, jolloin () C G ja siten myos
ryhmé () toimii joukossa X. Lauseen 4.21 nojalla toiminnan jokaisen radan
koko jakaa ryhmén @ kertaluvun |@|, jolloin radan koko on alkuluvun p

potenssi (€ {p”,p',...,]Q|}).

1. Jos jossain radassa on yksi alkio P, niin pétee ¢, (P;) = ¢Piq~" kaikille
¢ € Q. Lemman 5.5 nojalla tilléin P, C Q. Koska |P;| = |Q] ja koska
@ on Sylowin p-aliryhmad, niin P, = Q).

Koska konjugaatit P; ovat eri ryhmia, niin muiden joukon X alkioiden
ratojen koko on oltava alkuluvun p aito potenssi (p',0 < | < k). Talléin
|X|=1 (mod p).

2. Oletetaan, ettd @ ¢ X. Télloin edellisen tapauksen nojalla ei ole ole-
massa sellaista rataa, jossa olisi vain 1 alkio. Siispa joukon X alkioiden
ratojen koko on oltava alkuluvun p aito potenssi (p',0 < I < k), jolloin
|X| =0 (mod p).
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Tama saa aikaan ristiriidan aiemman kanssa, joten ei ole olemassa Sy-
lowin aliryhméaé @ siten, ettd Q € X. Siispd X sisaltdd kaikki ryhmén
G Sylowin p-aliryhmét, jotka ovat konjugaatteja Sylowin p-aliryhmén

P, kanssa.
Lauseen 4.21 nojalla konjugaattien lukumééra n, = [G : P;] on ryhmén G
kertaluvun tekiji eli n, | |G| = p*m. O

5.2 Luokittelua Sylowin lauseilla

Tassa kappaleessa hyodynnetadn Sylowin lauseita kertaluvun erikoistapauk-
sen 12 ja yleisen tapauksen pq todistuksissa. My6s taméan kappaleen asiat
perustuvat Armstrongin [!] lukuun 20 ja Rotmanin [9] lukuun 4.

Lause 5.11 (Tapaus n = 12). Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 12.
Tdlloin G on isomorfinen syklisen ryhmdn Cio, kommutatiivisen ryhmdn
Cy x Cy x (3, alternoivan ryhmdan A4, dihedraaliryhmdn Dg tai disyklisen
ryhmdn Dics kanssa.

Todistus. Olkoon G ryhmé, jonka kertaluku on |G| = 12 = 2% . 3. Sylowin
1. lauseen 5.7 nojalla ryhmaélla G on siten olemassa Sylowin 2-aliryhma H
ja Sylowin 3-aliryhmé K, joille |H| = 4,|K| = 3 ja |H N K| = {e}. Koska
|H| = 4, niin tapauksen 4.24 nojalla H = Cy tai H = Cy x Cy. Sylowin
3. lauseella tiedetdan, ettd ny € {1,3} ja ng € {1,4}. Késitellidn ndma
tapaukset erikseen.

1. ng=3jang =4

Tapaus ng = 4 tarkoittaa, ettd ryhmélla G on 4 aliryhméé K;, joiden
kertaluku on 3. Jos neutraalialkiota e ei huomioida, niin ndma aliryh-
mét sisaltavit 4 - 2 = 8 ryhmén G alkiota. Koska H N K = {e}, niin
jaljelle jaa 3 neutraalialkiosta poikkeavaa alkiota, jotka kuuluvat ali-
ryhméan H. Koska |H| = 4, niin aliryhmi& H ei voi olla kuin yksi.

2. no=1jang=1:

Talloin huomautuksen 5.9 nojalla H ja K ovat normaaleja aliryhmié.

Koska H N K = {e} ja |[HK| = ||g|r|§(l| = 12 = |G/, niin lauseen 3.9

nojalla ja propositiota 3.8 hydodyntden saadaan aikaiseksi isomorfiat

G§HXK%C4><03gClgtaiG%HxK§CQ><CQ><Cg%’CQXC’(;.
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3. ng =1jang =4

Talloin huomautuksen 5.9 nojalla H on normaali. Merkitadn Sylowin
3-aliryhmien joukkoa K = {K7, Ky, K3, K4}. Maaritellddn ryhmén G
toiminta joukossa IC konjugaatiolla asettamalla

0:G— S, missi (p(9))(K;) = gKig™!

kaikille 7 € {1,2,3,4} jag € G.

Koska nyt K; C Ng(K;) ja lauseen 4.21 nojalla aliryhmén K; konju-
gaattien lukuméara on yhtéd suuri aliryhmén K; indeksin kanssa eli

[G : Ng(Kz)] = [G : Kz] =4 = ns,
niin patee K; = Ng(K;) kaikille 7. Téasté seuraa, ettéd kuvauksen ¢ ydin
ker(p) = {e} on triviaali, jolloin proposition 2.24 nojalla ¢ on injektio.

Talloin |o(G)| = 12 = |G| ja ¢(G) sisaltédéd yhteensa 8 kertaluvun 3
alkiota, jotka ovat 3-sykleja tapauksen n = p 3.3 nojalla ja jotka ovat
parillisia sykleja maaritelman 3.16 nojalla. Talloin lauseen 3.17 nojalla

G on alternoivan ryhmén A, aliryhmdi. Koska |G| = 12 = 4 = |A4,],
niin G = Ay.

4. neg =3 jang =1
Olkoon K = (z). Koska K on normaali huomautuksen 5.9 nojalla,
niin patee yry~' = 2/, missa y € G ja 2’ € K. Aiemmin saatujen

kommutatiivisten tapausten seurauksena voidaan olettaa, etta G ei ole
kommutatiivinen. Koska lisdksi alkion x kertaluku on 3, taytyy péatea
yry~ ' = 2? ja edelleen yr = x%y. Tésti puolestaan saadaan

v = yaty = dyay = o'y = 2y,
jolloin alkiot z ja 3? kommutoivat.
(a) Jos H = (y) = Cy:
Ryhmén G virittaviksi alkioiksi voidaan valita alkiot y?z = xy?
ja y. Koska alkion z kertaluku on 3 ja alkion y? kertaluku on
2 (koska (y?)*> = y* = e), niin saadaan |y’z| = |zy?| = 6 eli

(y*r)® = e. Tama saadaan helposti myos hyodyntamalld tietoa
yr = xy. Koska alkiot 3? ja o kommutoivat, niin
(v*2)’ = (2y°)’ = ay’zy’oy’ = zay’yPoy’ = - = 2°y° = o

Lisdksi saadaan
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W2)y(y’a)y™ =ay’ay™ = =2y =e
tiedolla yx = 22y seka alkioiden y? ja 2 kommutoinnilla.
Siispa virittédjille y?z = zy? sekd y pétee (y?z)® = (y?x)?3 = e,
(v2x)3y=2 = y*y~? = e sekd (y2x)y(y*xr)y~! = e, ja korvaamal-
la disyklisen ryhmén abstraktin méaaritelman 3.18 alkio z alkiolla

y?x = xy? ja tarkastelemalla tapausta tilanteessa n = 3 huoma-
taan, ettd G = Dics.

(b) Jos H = {e,y,z,yz} = Cy x Cy, missi y> = e = 22 = (yz2)? ja
yz = zy:
Oletuksen nojalla K = (z), missi |z| = 3, on normaali, jolloin
patee

ymy‘l = yxry = °, zaz 7t = zxz =20 ja
(y2)a(yz)"" = (y2)a(zy) = ya'y = «”,

missa a,b € {£1}. Jos patee a = b = 1, niin ndhdéén, ettd kaikki
ryhmén H alkiot kommutoivat ryhmén K kanssa, jolloin G on
kommutatiivinen.

Siispd voidaan olettaa esimerkiksi, ettd a = 1 ja b = ab = —1.
Talloin alkiot y ja x kommutoivat, jolloin ne virittéavat syklisten
ryhmien tulon (z) x (y) = C3 x Cy = Cg ja jolloin kertaluku
|zy| = 6.

Alkio z ei ole mikdédn alkion xy potensseista, joten alkiot xy ja z
virittdvit ryhmén G. Aiemmin huomattiin, ettd (zy)® = e = 22, ja
(y2)x(yz) = 271, josta saadaan z(zy)z = (xy)~'. Talloin ryhmén
G rakenne on sama dihedraaliryhméan Dg kanssa maéritelméan 3.11
nojalla eli G = Dy.

SllSpa G= Clg,G = Cg X 02 X CQ, G= A4, G= Dng tal G = Dﬁ. ]

Lause 5.12 (Tapaus n = pq). Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on pq, missd
p ja q ovat eri alkulukuja ja p < q. Jos p | (¢ — 1), niin G on syklinen tai
isomorfinen sellaisen ryhmdn (z,y) kanssa, jossa pdtee

=e=y" ja yry '=za"

missd kP = 1 (mod q), mutta k # 1 (mod q). Jos p 1 (¢ — 1), niin G on
syklinen.
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Todistus. Olkoon |G| = pgq, missé p ja ¢ ovat alkulukuja ja p < ¢. Sylowin 1.
lauseen 5.7 nojalla on olemassa Sylowin p-aliryhméa P ja Sylowin g-aliryhmé

0.

Sylowin 3. lauseen 5.10 nojalla n, € {1, ¢+ 1}. Jalkimmainen ei kuitenkaan
ole mahdollinen, silla g + 1 ei jaa lukua p oletuksen p < ¢ vuoksi, vaikka
Sylowin 3. lause tamén vaatii. Siispa n, = 1 ja () on normaali huomautuksen
5.9 nojalla.

Vastaavasti n, = 1 (mod p) ja n, | ¢, missd ¢ on alkuluku. Siispi saadaan
n, € {1,q = 1+tp} jollekin kokonaisluvulle ¢. Jos p{ (¢—1), niin patee t =0
ja siten ¢ = 1 eli n, = 1. Kéydaén tapaukset n, = 1 ja n, = ¢ lipi erikseen.

Jos n, = 1, niin my6s P on normaali huomautuksen 5.9 nojalla. Koska pétee
PN@Q ={e}ja|PQ| = pg = Q, niin lauseen 3.9 nojalla ja propositiota 3.8
hyodyntéen saadaan G = P x Q = C, x Cy = C),.

Tarkastellaan tapausta n, = ¢. Koska @ on normaali, niin yxy~! = 2* kiin-
nitetyilld virittéjillda y € P ja x € @, jolloin erityisesti y” = e. Oletetaan, etta
k # 1 (mod q), silld muutoin k£ = 1 ja palataan kommutatiiviseen tapauk-
seen. Induktiolla saadaan osoitettua, yPxy™P = " ja siten se, ettd pitee
kP =1 (mod q):

1. Tapaus 7 = 1: Tama patee, silld aliryhmén () normaalius johtaa tulok-

seen yxy ' = 2.

2. Induktio-oletus: Oletetaan, ettéd kaikille i = p — 1 péatee

_ _ p—1
yp ll'yl P _ ill'k

3. Tapaus ¢ = p: Talloin saadaan

x=yPry ™’ = gy ey Py =yt Y = (2P = g ke

Tulos menettelee induktiolla, ja siten péitee x = z* eli e = 271,

jolloin k» =1 (mod q).

]

Esimerkki 5.13. Kaydaén tassa esimerkissa lapi muutama sellainen tapaus,
jossa kertaluvulle patee |G| = pq.

34



Aiemmista tapauksista voidaan huomata, etté kaikille tapauksille 2p, missa p
on jokin pariton alkuluku, pétee 2 | (p — 1). Lauseen 4.27 avulla huomataan,
ettd tosiaan talloin kyseinen ryhmé on isomorfinen syklisen ryhmén Cs, ja
dihedraaliryhmén D, kanssa. Siten taman tapauksen ryhmalle patee lauseen
5.12 ehdot.

Ryhmaéssi, jonka kertaluku muotoa |G| =21 =3 -7, missd 3 | (7 —1) = 6,
ei-kommutatiiviselle tapaukselle pitee 27 = e = 3 ja yary ! = 22.

Néiden sijaan esimerkiksi ryhmd, jonka kertaluku on |G| = 15 = 3 - 5, missé
31 (5—1) = 4, on syklinen. Muiden téllaisten ryhmien kertalukuja ovat
esimerkiksi 33 =3-11,35=5-7,51=3-17ja 91 =7-13.

5.3 Ryhmien puolisuora tulo

Tassa alaluvussa kdydaan lapi ryhmien puolisuoran tulon méaritelma pinnal-
lisesti erikoistapausten n = 16,n = 18, n = 20 isomorfisten ryhmien esittelya
varten. Téssa kappaleessa tapauksia ei todisteta perusteellisesti, vaan nii-
den todistuksiin tai esityksiin viitataan lyhyesti. Alaluvun tiedot perustuvat
Dummit ja Footen [0] lukuun 5.5, ja lisdksi erikoistapauksissa viitataan Deo-
purkarin [5], Finottin [7], Lapuyade-Lahorgue [3], Tschinkelin [10], Ulmerin
[11] sekd Wilden [12] tuotoksiin. Osan ryhmien nimeédmisessa on hy6dynnetty
Carter ja Ellisin [3] nettisivustoa.

Maaritelma 5.14. Olkoot H ja K ryhmén G aliryhmié, ja H normaali. Jos
HNK = {e} ja HK = G, niin ryhméd4 G kutsutaan aliryhmien H ja K
puolisuoraksi tuloksi ja merkitdén H x K (tai H x K).

Lause 5.15 (Tapaus n = 16, kommutatiiviset). Olkoon G kommutatiivinen
ryhmd, jonka kertaluku on 16. Tdlldin G on isomorfinen syklisen ryhmdan Cg
tai jonkin syklisten ryhmien suoran tulon Cy x Cy x Cy X Cy, Cy x Cy, Cy x Cg
tai Cy x Cy x C4 kanssa.

Todistus. Aérellisten kommutatiivisten ryhmien peruslauseella 3.7, kun tie-
detdan, ettd |G| =16=2-2-2-2=4-4=2.8=2-2-4. O]

Lause 5.16 (Tapaus n = 16, ei-kommutatiiviset). Olkoon G ei-kommutatiivinen
ryhmd, jonka kertaluku on 16. Tdlloin G on isomorfinen jonkin seuraavan
ryhmdan kanssa:

1. suora tulo Cy X Dy,
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2. suora tulo Cy X Qg
3. dihedraaliryhmd Dg

4. semidihedraaliryhmd S Dg, missd

(r,y:2° =y = e,y~lay = ),
5. modulaarinen maksimaali-syklinen ryhma Mg, missd

(r,y: 2% =y = e,y~ oy = 2°),
6. ei-triviaalinen puolisuora tulo Cy x Cy, missd
(r,y: a2t =y' = e,yx = 2’y),
7. ryhmd, missa
(w,y ot =yt = (y2)? = (y'2)* =¢),

8. puolisuora tulo (Cy x Cq) x Cy ("Paulin ryhma”), missd

2 2

(g, 202 =y* =22 = e,myz = y2w = zay), ja

9. yleistetty kvaternioryhmda 16, missd
(w,y 2t =y* = (2y)?)

Todistus. [3, luku 4.2], [12] O
Lause 5.17 (Tapaus n = 18). Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 18.
Talloin ryhmd G on isomorfinen jonkin seuraavan ryhmdn kanssa:

1. syklinen ryhmd Cisg,

2. syklisten ryhmien suora tulo Cs x Cg,

3. dihedraaliryhma Dy,

4. syklisen ja symmetrisen ryhmdn suora tulo C3 X Ss, missd

(g, 20 =y =P =eyry =2 02 = z2,y2 = zy), ja
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5. puolisuora tulo (C3 x C3) x Cy, missd

3

(w,y,2:0* =y* =2° = e,yry = 2,202 = 2,2 = 2y).

Todistus. [11, Corrigé 10.5] ]

Ryhmit, joiden kertaluku on 18 todistetaan Sylowin lauseilla Ulmerin [11]
oppikirjan harjoitustehtévan ratkaisussa. Liséksi esimerkiksi Finottin [7] ja
Tschinkelin [10] kurssin harjoitustehtavissd kaydadn tapaukset lapi jollakin
tasolla.

Lause 5.18. Olkoon G ryhmd, jonka kertaluku on 20. Tdlloin ryhmd G on
isomorfinen seuraavien ryhmien kanssa:

1. syklinen ryhmd Coyyp,
2. syklisten ryhmien suora tulo Cy x Chg,
3. dihedraaliryhma Dy,
4. puolisuora tulo Cs x Cy, missd
(ry:a' =y’ =eyzy=1), ja
5. Frobeniuksen ryhmd Frog, missd
(x,y: 2t =y° = e,yr = zy?).
Kertaluvultaan 20 olevat ryhméat pyydetaén luettelemaan esimerkiksi Dum-

mit ja Footen [0] teoksessa sivun 186 harjoitustehtavassa 12. Deopurkar [7]
kay lapi ryhmat lyhykéisesti.
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Alla olevaa taulukkoa lukiessa on hyva huomioida, ettd ”lause”-sarake viit-
taa tekstissa ilmenevdan lauseeseen, joka todistaa halutun rivin tapauksen.
Numeroinnista saa selville, missa luvussa todistus kdydaéan léapi. Taulukossa
ilmeneva varikoodaus kytkeytyy tekstissa ilmenevaén varikoodaukseen.

|G| =n tapaus lause = lkm
n=1 n=mp 3.3 1
n=2 n=mp 3.3 1
n=3 n=mn 3.3 1
4.24
n=>5 n=mp 3.3 1
n==~06 n=2p 4.27 2
n="71 n=mp 3.3 1
n=23y erikoistapaus 3.22 5)
4.24
n = 10 n =2p 4.27 2
n =11 n=mp 3.3 1
n=12 erikoistapaus 5.11 5
n=13 n=mp 3.3 1
n=14 n=2p 4.27 2
n=15 n=pqpt(qg—1) 5.12 1
n =16 erikoistapaus 5.15, 5.16 14
n =17 n=p 3.3 1
n =18 P2q 5.17 5
n =19 n=p 3.3 1
n = 20 p’q 5.18 5
n =21 n=pqp|(¢g—1) 5.12

AARELLISTEN RYHMIEN LUOKITTELUA.
KERTALUVUN TAPAUKSET 1-21.
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