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I. Ein leitun g. Bezeichnu n ge n 

1. 1. In dieser Abhandlung werden wir einige Randwertaufgaben be-

handeln, mit denen wir den Biegungsvorgang der durch äußere Kräfte ver­

formten Platten zu schildern versuchen. Unsere Arbeit schließt sich eng 

. an die Untersuchungen von R. Leis sowie von seinen Schülern R. Polis, 

W. Wickel und K. J. Witsch an.

In unserer Problemstellung liegt die Platte in einem (n+1)-dimen­

sionalen euklidischen Raum ]Rn+1 ( n ; 2) mit den Koordinaten 

(x
1

, ... ,xn,y) . Das Koordinatensystem wird so gewählt, daß die Ebene

y = 0 mit der Mittelebene (mit der "neutralen Schicht") der nichtdefor­

mierten Platte zusammenfällt. 

Wir betrachten einen Fall, der in den Rahmen der linearen Elasti­

zitätstheorie paßt und der physikalisch durch folgende vereinfachenden 

Voraussetzungen charakterisiert werden kann : Die Platte soll dünn sein, 

ihre Dicke klein gegenüber den übrigen Dimensionen, die auftretende 

Durchbiegung sei klein gegenüber der Dicke der Platte. Es sollen nur 

Kräfte in Richtung der y-Achse wirken, so daß die Verschiebung der Platte 

in Richtung der Ebene y = 0 vernachlässigt werden kann. 

Wir werden unsere Betrachtung auf die Projektion der Platte in den 

n-dimensionalen Raum ]Rn 
mit Koordinaten x1, ... ,x

n 
beschränken. Diese

Projektion sei mit G bezeichnet und deren Rand mit 3G Es sei y =

w(x
1

, ... ,x
n

,t) die Durchbiegung der Platte im Zeitpunkt t , dann genügt

die Funktion w der allgemeinen zeitabhängigen linearen Plattengleichung 

von der Gestalt 

( 1. 1) 

3 
a

0 
w + b - w + 10 w

3t� 3t 
F . 

Dabei ist 10 ein linearer gleichmäßig stark elliptischer Differential­

operator vierter Ordnung mit genügend regulären reellwertigen Koeffi­

zienten, a (Massendichte) und b (Dämpfung) sind reellwertige Funk-
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tionen mit a(x) > 0 , b(x) � 0 sowie F die Intensität der Normalbe­

lastung (vgl. die Voraussetzungen II.1.7, III.1.1 und III.1.2). 

Wir wollen hier nur den zeitharmonischen Fall behandeln (bezüg­

lich des zeitabhängigen Falles verweisen wir auf Bröhl [3]) und nehmen 
-iwt an, daß F und w zu e ( w eine nichtnegati ve Konstante) pro-

portional sind, also 

F(x,t) und w(x,t) 

Dann erhalten wir aus Gleichung (1.1) die Plattengleichung 

( 1.2) w a i w b) u = f .  

Zu dieser Gleichung werden wir sowohl für beschränkte als auch für unbe­

schränkte Gebiete G die üblichen Randwertaufgaben stellen (vgl. II.1.4, 

III. 1. 1 und III. 1 .4). Die verschiedenen Randbedingungen entsprechen

verschiedenen Arten der Einspannung des Plattenrandes, z.B. entspricht

die Dirichletsche Randbedingung dem Fall, in dem der Plattenrand fest

eingespannt ist, die Neumannsche Randbedingung dem Fall, in dem der

Plattenrand vollständig frei beweglich ist (vgl. II.1.1).

Wegen der Herleitung der Plattengleichung, wegen der däfÜr ülJ­

lichen Voraussetzungen sowie wegen verschiedener Eigenschaften der zu 

betrachtenden Platte ( z. B. homogen-inhomogen, isotrop-anisotrop) sei auf 

Courant-Hilbert [6], Girkmann [15], Landau-Lifshitz [19], Mansfield 

[24], Timoshenko [37], Leis [23], Polis [28] und Duvaut -Lions [8] ver­

wiesen. Hier sei noch erwähnt, daß 1,1 = () dPm st.at.isrllPn Fall Pnt­

spricht und daß die Lösung u der Gleichung (1.2) in diesem Fall die 

Durchbiegung der Platte in Querrichtung in der Gleichgewichtssituation 

bedeutet sowie daß für w > 0 die Lösung u die z:eitl1armonische Trans­

versalschwingung der Platte beschreibt. 

In unserer Behandlung der Randwertprobleme kommen vier wesentlich 

verschiedene Typen von Gebieten G vor: 

1) Beschränkte Gebiete,

2) Außengebiete, d. h. Gebiete, deren Komplemente kompakt und

nicht leer sind, folglich sind auch deren Ränder kompakt, 

3) unbeschränkte Gebiete, deren Ränder nicht kompakt sind und

deren Komplemente innere Punkte haben, 

4) das Gebiet G fällt mit dem ganzen Raum JRn 

zusammen.
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Weitere Voraussetzungen Über G und clG werden bei der jeweili­

gen Problemstellung gegeben . 

In Teil II werden wir verschiedene Randwertprobleme mit 

homogenen Randdaten im statischen Fall, d. h. Probleme zur Gleichung 

(1.3) 

untersuchen, und zwar das Dirichletproblem in den Gebietstypen 1)-3) und 

andere Randwertaufgaben (u. a. das Neumannsche Problem und das gemischte 

Problem vom Dirichlet-Neumannschen Typ) in den Gebietstypen 1)-2) sowie 

die Differentialgleichung ( 1. 3) ohne Randbedingungen in ganz ]R
n 

.

In Teil III werden wir das homogene Dirichletsche Problem zu 

• Gleichung (1.2) mit w > 0 in den Gebietstypen 2)-3) untersuchen.

Verschiedene Randwertaufgaben werden auf gewisse Probleme in ge­

eignet erklärten Sobolevräumen zurückgefÜhrt. Dadurch werden sog. 

schwache Lösungen der zu betrachtenden Randwertaufgaben erzielt. 

Falls man für das zu betrachtende Gebiet und für die Koeffizi­

enten des Operators L : = L
0 

- w
2 

a - i w b sowie für f genügend

starke Regularitätsvoraussetzungen stellt, werden die Lösungen der von 

uns behandelten Randwertaufgaben die üblichen Regularitätseigenschaften 

besitzen (man siehe etwa Agmon [1], §9-10, Fichera [11], §8-10 und §13, 

und [12], §3-4 und §11, und Necas [27], §4-5). 

1.3. Wir werden uns jetzt mit unseren Problemen auseinanderset­

zen. Bei der Behandlung der Randwertaufgaben zu Gleichung (1.3) werden 

die für funktionalanalytische Lösungsmethoden üblichen Schlüsse (die 

Koerzitivitätsungleichung, die Poincaresche Ungleichung, der Auswahlsatz 

von Rellich, der Satz von Lax und Milgram) angewandt ( vgl. II. 2). Wegen 

ähnlicher Betrachtungen sei auf' Duvaut -Lions [8], Fichera [11]-[12], 

Michlin [25] und Necas [27] verwiesen. In diesem Zusammenhang seien 

auch Courant - Hilbert [6]-[7], Vekua [39], Velte [40] und der Übersichts-­

artikel [9] erwähnt. 

1.4. Die Untersuchung der Randwertprobleme zu Gleichung (1.3) 

in den Gebietstypen 2)-4) stößt auf' Schwierigkeiten, die im Falle be­

schränkter Gebiete nicht auftreten. Es ergibt sich (Beispiel II.1.3), 

daß schon das Dirichletsche Problem nicht eindeutig lösbar ist. Dafür 
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müssen wir das Verhalten der Lösungen "im Unendlichen" genauer charakte­

risieren. Eine weitere Schwierigkeit entsteht dadurch, daß einige für 

beschränkte Gebiete gültige Resultate der üblichen 1
2

-Theorie (die

Poincaresche Ungleichung und der Auswahlsatz von Rellich) sich nicht 

allgemei11 auf ullueschränkte GebieLe übertragen lassen. Wegen dieses 

Sachverhalts sind wir auf eine gewichtete 1
2

-Theorie angewiesen. Unsere

Betrachtungen sind durch persönliche Diskussionen mit Herrn K. J. Witsch 

und durch seine Arbeit [48] angeregt worden. 

Die Behandlung der Gleichung (1.3) mit verschiedenen Randbedin­

gungen in unbeschränkten Gebieten benötigt eine Modifikation der 

Poincareschen Ungleichung, die wir in 11.j.2 beweisen werden. Mit Hilfe 

der so erzielten Ungleichung können wir in den Fällen des Dirichletschen 

Problems und des gemischten Problems sowie für genügend große Dimensionen 

auch im Falle des Neumannschen Problems und im Falle des ganzen Raumes 

]R
n 

unter Anwendung des Satzes von Lax und Milgram die Existenz einer

eindeutigen Lösung nachweisen (Satz II.3.8). Andererseits folgt aus 

derselben Ungleichung ohne Dimensionseinschränkungen immer die Gültig­

keit einer gewichteten Gardingschen Ungleichung (vgl. II.3.5), die ge-

mäß einigen Stabilitätseigenschaften von Fredholmoperatoren das Bestehen 

einer Fredholmschen Alternative für den Operator 1
0 

garantiert (Satz 

II.3.15).

Bei dem Eindeutigkeits- und Existenzbeweis der Lösung der 

Dirichletschen Randwertaufgabe zu Gleichung (1.2) im gedämpften Fall 

( b > 0 ) lassen sich die üblichen funktionalanalytischen Methoden (die 

Gardingsche Ungleichung und der Satz von Lax und Milgram) unabhängig 

von Gebietstyp mit Erfolg verwenden (Satz III.2.1). 

Angeregt durch die Arbeiten [ 23) von Leis und [28] von 

Polis wird schließlich das homogene Dirichletsche Problem zur Gleichung 

( 1 .4) ( 1
0 

- m - k
4 
) u = f 

behandelt. Diese Gleichung entspricht dem nichtgedämpften Fall ( b = 0) 

in Gleichung ( 1. 2), wenn der Koeffizient w
2 

a in die Summe

2 4 
w a(x) = m(x) + k 
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ausgespalten wird, wobei k
4 

> 0 sein soll.

Zunächst beschäftigen wir uns mit der Frage: Unter welchen Vo­

raussetzungen an das asymptotische Verhalten des Randes (für Gebiets­

typ 3)), der Koeffizienten des Operators L
0 

- m und der Funktion u

9 

"im Unendlichen" das Dirichletsche Problem zu Gleichung (1. 4) eindeutig 

lösbar ist? 

Wie im Falle der Schwingungsgleichung muß man zwischen den e1.n­

und ausstrahlenden Lösungen von (1.4) unterscheiden, und wir wollen uns 

auf die ausstrahlenden beschränken. Von der "Ausstrahlungslösung" wird 

außer dem Erfüllen der Differentialgleichung und der Randbedingungen 

das Bestehen einer 1!Ausstrahlungsbedingung" verlangt. 

Bei der Betrachtung des Ausstrahlungsproblems treten folgende be­

sondere Schwierigkeiten auf: Die Lösungen sind nicht quadratintegrier­

bar (doch sind sie mit geeigneten Gewichten quadratintegrierbar, vgl. 

Beispiel III.1.3), und im Gegensatz zur Schwingungsgleichung schließt 

die Ausstrahlungsbedingung das Vorkommen der Eigenwerte des Operators 

nicht aus (vgl. Bemerkung III.1.5). Eine weitere Schwierigkeit entsteht 

dadurch, daß die oben erwähnte allgemeine funktionalanalytische Lösungs­

methoden sich nicht auf Behandlung der Gleichung (1. 4 ) in den Gebiets­

typen 2 )--4) übertragen lassen. (Wegen der Randwertaufgaben zu Gleichung 

(1.4) in beschränkten Gebieten sei auf Leis [23) und Polis [28) verwie-

sen.) 

Außenraumaufgaben ( d. h. Ausstrahlungsprobleme für Außengebiete) 

zu Plattengleichungen und zu einigen anderen elliptischen linearen Dif­

ferentialoperatoren vierter Ordnung sind von Leis [21), [23) und Polis 

[28) sowie von Saranen [32), Teschke [36), Wickel [h5] und Witsch [49) 

behandelt worden. 

In diesen Untersuchungen wird die Behandlung wesentlich auf die 

von Rellich [30), Leis [20) und Jäger [16) entwickelte Hilbertraumtheo­

rie der Schwingungsgleichung zurückgeführt. Dabei kann man eine sach­

gemäße Ausstrahlungsbedingung wie bei der Schwingungsgleichung aus der 

Sommerfeldsehen Ausstrahlungsbedingung herleiten. Für allgemeinere 

Plattengleichungen (des anisotropen Falles) ist dies nicht mehr möglich, 

und man leitet dann eine Ausstrahlungsbedingung auf andere Weise her 

(vgl. Polis [28)). 

Ausstrahlungsprobleme zu allgemeineren Gleichungen höherer Ord­

nung sind in den Gebietstypen 2) oder 4) u. a. von Eidus [10), Finozenok 
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[14], Vainberg [38] und Witsch [50] und in Gebietstyp 3) von Vogelsang 

[41]-[42] behandelt worden. Die Vogelsangschen Ergebnisse gelten (sogar 

vereinfacht) auch in Außengebieten und in ganz ]Rn . 

Hier suchen wir in den Gebietstypen 2)-3) (ähnliche Ergebnisse 

würden doch in ganz ]Rn gelten) nach sachgemäß gewichtet quadratinteg­

rierbare Funktionen u ( vgl. III. 1. 4), die die Ausstrahlungsbedingung 

(1.5) 

und die Gleichung (1.4) mit Dirichletschen Randwerten im schwachen Sinne 

erfüllen. Dabei werden anstelle der Kompaktheitsvoraussetzungen von 

Leis [23] und Polis [28] auch bis ins Unendliche reichende Inhomogenitä­

ten und Anisotropien zugelassen (vgl. Voraussetzung III.1.2). Als Grund­

lage der Beweismethode bei der Behandlung dieses Problems benutzen wir 

hauptsächlich die Arbeiten [h1]-[h2] von Vogelsang. Die Voraussetzungen 

über die Operatoren sowie die Ausstrahlungsbedingung unterscheiden sich 

aber von denjenigen von Vogel sang (vgl. die Sätze III. 3. 1 , TTT. 5. 3 1rnrl 

III.5,4).

Die Abschnitte III.3 und III.5.1 befassen sich mit der Eindeutig-

keitsfragen des Ausstrahlune;sproblems. 

de Bedingungen dafür gegeben, daß k4 
kein Eigenwert des Operators 

L0 -m auf einer später zu definierenden Definitionsmenge in L
2

(G)

(wobei keine Gewichte nötig sind) ist. Die Voraussetzungen enthalten 

z.B. die Bedingung (über die geometrische Natur des Randes), daß auf

dem Rand von G

( 1.6) x•v(x) < 0 

gilt, wobei v die äußere Normale des Randes bezeichnet. Im Falle eines 

Außengebietes besagt (1.6) die Sternförmigkeit des Randes. Man kann Be-

din.güng ( 1. 6) a.:uch noch d.u.:rch eine schwächere ersetzen (-.,.rgl. Vcgcl8o..ng 

[h1] und Saranen [31]). 

lösung 

liegt. 

ist, 

Anschließend zeigen wir (Satz III.5.3), daß jede Ausstrahlungs­

u der homogenen Plattengleichung ( L -m - k 
4) u = 0 rn L 2 

( G) 0 
Unter der Annahme, daß k li kein Eigenwert des Operators L0 - m

folgt dann, daß das Ausstrahlungsproblem höchstens eine Lösung 

haben kann. 

Die Existenz einer Lösung des Ausstrahlungsproblems wird mit der 
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Methode der Grenzabsorption (vgl. Leis [23], Vainberg [38] und Vogelsang 

[42]) unter der Annahme bewiesen, daß k4 kein Eigenwert des Operators

L
0-m ist (Satz III.5. 4). Die für diesen Beweis nötigen A-priori--Ab­

schätzungen werden in Abschnitt III.4 hergeleitet. 

Es sei bemerkt, daß man eigentlich an reellwertigen Lösun­

gen der Randwertaufgaben zu den Gleichungen (7.2)-(7.4) interessiert ist. 

Im gedämpften Fall sowie im Falle des Ausstrahlungsproblems sind die Lö­

sungen komplexwertig (die Ausstrahlungsbedingung ist nur für komplexwer­

tige Funktionen vernünftig). Physikalisch interessant ist dann der 

Realteil der Lösung. 

1.8. Hier sei erwähnt, daß Leis [23], Polis [28] und Wickel 

[45] auch Neumannsche Außenraumaufgaben zu Plattengleichungen behandelt

haben. Leis hat gezeigt, daß das Neumannsche Ausstrahlungsproblem bei

Operatoren mit konstanten Koeffizienten außerhalb einer Kugel eine ein­

deutig bestimmte Lösung hat. Leis und Polis haben auch gezeigt, daß

für die Neumannsche Außenraumaufgabe in allgemeineren Gebieten eine

Fredholmsche Alternative gilt.

Im Falle konstanter Koeffizienten kann man Außenraumaufgaben zu 

Plattengleichungen auch nach dem Vorbild der klassischen Potentialtheo­

rie mit Integralgleichungsmethoden lösen. Eine solche Theorie wird von 

Wickel [46] dargestellt. Wegen der Entwicklung der Integralgleichungs­

methoden für das Ausstrahlungsproblem zur Schwingungsgleichung sei auf 

Sommerfeld [35], Rellich [30], Vekua [39], Appendix II, Weyl [44], 

Müller [26] und Leis [20] verwiesen . 

1 . 9. Wir bezeichnen mit JN0 bzw. JN die Menge der nichtnega­

ti ven bzw. positiven ganzen Zahlen, mit llin bzw. (Cn den n-dimensio­

nalen ( n E: JN ) reellen bzw. komplexen euklidischen Raum sowie mit 

bzw. 1. 1 das Skalarprodukt bzw. die Norm in llin . Ferner schreiben 

wir :ITT
+ 

• = { x E: :ITT I x ; 0 }

Sei G ein Gebiet in llin mit 3G bezeichnen wir den Rand von 

G. Wir benutzen durchgehend die Bezeichnungen 

G( R) : = { x E: G 1 1 x 1 < R } , 

3G( R) • = { x E: 3G 1 1 x 1 < R } 
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G(R1 ,R2) · = { X E GI R1 
< lxl < R2} '

S(R) · = { X E G lxl = R} 

K(R) := {xE:lEll lxl < R} 

K(R1 ,R2) · = { x E ]R
n 

1 R
1 

< lxl < R2} '

B(R) := { x E G 1 X > R} , 

r : = lxl x : = x / lxl 

und v ( x) : = ( v 
1 

( x)

Punkt x E 3G 

... , v (x)) ist die äußere Normale von 3G imn 

Es seien f , g : JRn ->- er: Wir schreiben f(x) = O(g(x)) für 

lxl ->- 00 falls R ::- 0 und C > 0 so existieren , daß lf(x) 1 / lg(x) 1 

< C für lxl > R gilt. 

Die Ordnung eines Multiindexes a : = (a1, ... ,a
n 

) E ]1/n 
wird

0 

durch lal := a
1

+ ... +a
n 

erklärt.

1.10. Wir benutzen die Bezeichnungen D · = D · = (D1
, ... ,D )

X T n 

mit D. : = D := 3/3x. Weiter schreiben wir grad := V : = D x. J J 
wobei der lndex 'l' die 'l'ransposi tion eines Vektors oder einer Matrix 

bezeichnet. Wir setzen 

für 

2 2 
Ferner ist 6 : = D 

1 
+ ... + D

n 
der Laplacesche Differentialoperator und

6 
2 

= 6 6 der Bipotentialoperator.

v V . 

Die Ableitung in Richtung der äußeren Normalen 

Für Felder F : JR
n 

->- JR
n 

wird die Bezeichnung 

v ist D · = 

\) 

div F := V • F 

verwendet. 

1 . 11 . Es sei G c :ITT;:; eine offene Menge. Die Klasse der in C 

erklärten stetigen komplexwertigen Funktionen bezeichnen wir mit c
0

(G) 

und die Klasse der t-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit Ct
(G) , 

t E ]\/. Die Menge der Funktionen aus Ct
(G) bzw. aus 

C
00

(G) := 

o, 

n ct(G) , 
t=O 

0ie je einen kompakten Trä6er in G haben, sei mit C�(G) bzw. C�(G) 

uezeichnet. Der Träger \'On u , 'I'rg u , ist die Abschließung der Menge 
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{ x E G [ u(x) * 0} . Weiter bezeichnen wir mit C
t

(G) 

die Menge der Funktionen, die mit ihren Ableitungen bis zur Ordnung t 

gleichmäßig stetig in G sind. 

Wir bezeichnen wie Üblich den Hilbertraum (der Äquivalenzklassen) 

aller in G im Lebesgueschen Sinne meßbaren und quadratintegrierbaren 

Funktionen mit L
2
(G) , das Skalarprodukt in L

2
(G) mit 

:= J u v dx 
G 

und die zugehörige Norm mit 

llu ll0 G' 

Wir erklären für 

!lu ll
t G'

:= 

:= 

1/2 (u, u)O G
' 

u E Ct
(G) ( t E TI'l) die Normen

( a 2 \1/2 

\ l 11 D u 11 O G) 
la l<t 

' 
= 

llu ll 
t 

:= sup { ID
a 

u(x) 1 [ x E G , la l < t} 
C (G) 

und die Halbnormen 

Für 

( a 2 \1/2 
\ l 1 1 D u 11 0 , G) 

la l=t 

1 u 1 : = sup { 1 D
a 

u( x) 1 \ x E G , 0 < 1 a 1 < t } . 
Ct(G) 

Wir setzen 

u,v E 

c;(G) :== {uEC
t

(G) 1 

t - { u E C
t(G) C**(G) ·= 1 

!lu ll
t G'

< 00 }

< 00 }llu ll 
t C ( G) 

c;(G) erklärt man das Skalarprodukt 

(u, v\ G
, 

l J D
a 

u D
a 

v dx .
1 a 1 ;;t G 

Den Sobolevschen Funktionenraum Ht(G) 

Vervollständigung der Funktionenklasse c;(G) 

erhält man wie Üblich als 

in bezug auf das Skalar­

C�(G) im Raum Ht(G) produkt ( • , • ) t , Ci
sei H�(G) 

Die Abschließung der Menge 

Die Menge derjenigen Funktionen 

U c G mit kompaktem U c G in H
t(U) 

u ,  die für jede offene Menge

liegen, wird mit H
t

1 
(G) be­oc 
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zeichnet (vgl. Agmon [ 1] , S. 8-9). Es sei 

und entsprechend 

Bei der Betrachtung des Neumannschen Problems sowie des 

gemischten Problems zu Gleichung (1.3) setzen wir voraus, daß G die 

Segmenteigenschaft hat (vgl. Agmon [1], S.11): 

Defi n it io n 1.1. Man sagt, daß das Gebiet G die Segmenteigen­

schaft ha.!_, falls 3G eine lokal e�dliche offene Überdeckung {Qi}

hat und zu jedem Q
j 

ein Element yJ E JRn - {O} derart existiert, V daß 

das Segment {y I y = Yo+ t yj , 0 < t < 1} C G Lil.r:. alle Yo E GnQj
Bei der Behandlung des Ausstrahlungsproblems setzen wir voraus, 

daß G E c
1l 

, falls 3G kompakt ist, und G E c
4 

gleichmäßig, falls

8G nicht kompakt ist (vgl. Definitionen 1.2 und 1.3 unten). Die Forde­

rung, daß das Gebiet G E Ct 
t E JN , gleichmäßig ist, garantiert die

Existenz einer gleichmäßigen Zerlegung der Eins (Browder [�], §1, und 

Vogel sang P, 1], §2), und somit lassen sich einige allgemeine, für Ge­

biete mit kompaktem Rand bewiesene Eigenschaften elliptischer Differen-

Lialgleichungcn auf Gebiete mit unbeschränktem Rand. übertragen 

Vogelsang [41], §2). 

I ' \ vg.1. 

Def in ition 1.2. Sei G c JRn ein Gebiet. Man sagt, dRß

GE Ct (oder auch 3G E Ct ), t E JN , gilt, wenn zu iedem x E 3G

eine offene Umgebung U(x) und ein Ct
-Diffeomorphismus T : U(x) ➔ K(1)

mit. 

(i) T(GnU(x)) = l:(1),

(ii) 'r(aGnu(x))

existieren, wobei für R > 0 

sind. 

1, ( R) • = { y E IB
11 

1 1 y 1 < R , Y n � 0 J ,

lyl < R , y = o} 
11 

Definit ion  1.3. Sei G c JR
n 

ein Gebiet. Man sagt, daß

t E JN , gleichmäßig gilt , falls die folgenden Bedingungen 
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(i) -(iv) erfüllt sind:

(i) Es gibt zwei Systeme offener Mengen

{ Q! 1 J E JN } und { Q. 1 
j E JN}

J J 

die beide G überdecken und zwischen denen Q! C Q. für alle j E JN -----
J J 

----

gilt . 

( ii) Es existiert ein n0 E JN derart, daß jedes X E G höch -

stens in n0 Mengen von

(iii) Zu jedem j

T. : Q. ➔ K( 1) derart,
J J 

Relation

und für ----

gelten. 

T. (Q!) 
J J 

=

clG n Q. * (/J die
J 

T.(Gn Q.)
J J 

T.(Gn Q!)
J J 

T. ( clG n Q.)
J J 

{Q.} enthalten ist. 
J 

existiert ein Ct -Diffeomorphismus 

daß für clG n Q
j 

= (/J ( die leere Menge) die 

K(1/2) 

Relationen 

= r ( 1) 
' 

= r ( 1 /2) 

= a0 r( 1)

(iv) Es existiert eine Konstante C > 0 so, daß für die durch
-1 T. x =: y = (y 1, ... ,Y ) , yk = T. x

J n Jk 
( T-

J
. 1 ist die inverse Abbildung von T. ) ,

und Tj y =: x = (x1' ... ,xn)

-1 

-1 J 
Komponenten Tj

k 
bzw. (T

j
)k von Tj bzw. 

� = ( T. \ y erklärten
-1 J 

T. 

-1 
IT. I < C und 1 (T.) 1 < C 

Jk Ct(Q.) J k C t ( FJ ( 1 ) )
J 

gilt, wobei F
j 
( 1) ·= K(1) für aan Q. 

J 
= (/J und Fj(-1) : = r ( 1) für

clGn Q. 
J 

* (/J ist.

Zu Definition 1.3 siehe Browder [4], S.28, und Vogelsang [41], 

S.383.

Bemerkung 1.4. 

gleichmäßig. 

Wenn und clG kompakt ist, ist 



II. Der statische Fall

1. Formulierung von Randwertaufgaben

·1. i. Jetzt werden wir verschiedene Randwertaufe;aben zu Gleichune;

(I.1.3) in variationeller Form stellen. 

Wenn man ein Randwertproblem mit Hilbertraummethoden behandeln 

will, soll zuerst eine Bilinearform (eine Dirichletsche Form) gewählt 

werden. Dem Differentialoperator entsprechen verschiedene Bilinearfor­

men. Insbesondere für das Neumannsche Problem ist die Wahl der Bilinear­

form entscheidend. Aus jeder Bilinearform kommen gewisse Randbedingungen 

als "natürliche Randbedingungen" hervor (vgl. Wickel [45], §III, und Leis 

[23], §2). Um ein physikalisch vernünftiges Neumannsches Problem stellen 

zu können, müssen wir als Bilinearform einen Energieausdruck der Platte 

einführen. Auch bei anderen Randwertproblemen werden wir in der Wahl der 

Bilinearform den Energieausdruck der Platte benutzen. 

Durch eine Reihe von Postulaten, die physikalisch motiviert sind 

(vgl. Duvaut-Lions [8], §4, Landau-Lifshitz [19], §11, Leis [23], §1, 

und Polis [28], §1), kann man den Ausdruck 

( 1. 1) V(u) 2 (V grad u ,  S V  grad u)0 G
, 

für die Verzerrungsenergie der verformten (isotropen oder anisotropen) 

Platte herleiten, wobei u die Durchbiegung der Platte in Querrichtung 

ist. In (1.1) ist S erne (n+(�))x(n+(�)) -Matrix von Elastizitäts­

koeffizienten. Die Elemente s. . der Matrix S sind variabel ( falls 
iJ 

die Platte inhomogen ist). Wegen verschiedener Typen elastischer Medien 

sei auf Sommerfeld [34], Landau-Lifshitz [19], Leis [22] und Polis [28] 

verwiesen. In (1.1) hat der Differentialoperator V die Gestalt 
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D
1 

0 0 

0 D
2 

0 0 

n Zeilen 

0 0 D 
n 

0 0 D D 
n-1n 

0 0 D 0 D 
n-2 n 

V := V(D) : = 

D 0 0 D
1 n 

0 0 D 
n-1

D 
n-2 

0 (
n

) Zeilen 
2 

D 
n-1 

0 0 D
1 

0 

0 0 

n Spalten 

Mit V(x) bezeichnen wir die Matrix, die man von V= V(D) er­

hält, wenn anstelle D = (D
1

, ... ,D
n

) der Vektor x = (x
1

, ... ,x
n

) ge­

schrieben wird. 

Es sei f die Intensität der Normalenbelastung. Die potentielle 

Energie der verformten Platte hat dann den Ausdruck 

TI(u) : = V(u) - (f, u)
0 G .

' 

Aus dem Minimalprinzip folgt ( vgl. Duvaut - Lions [7], §4, und Landau -

Lifshitz [ 19], §11-12), daß die Gleichgewichtsbedingung einer durch 

äußere Kräfte verformten Platte 

( 1.2) 

lautet, wobPi 

(1.3) := div V
T 

SV grad

ist. Hinzu treten gewisse Randbedingungen, die jetzt hergeleitet werden. 
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Man wähle die sesquilineare Form B0 
: = 2 V .

3G E c
4 

und �, .. E c
2

(G) . Für u E c4 (G) n c
2

(G) iJ 

Vorläufig seien 

und <j) E c�(Jft) 

erhält man durch zweimalige partielle Integration 

wobei 

ist. 

: = j u � do 
3G 

TUnter Verwendung der Darstellung grad <j) v Dv <j) + V 
O 

<j) in

eJ nem 'T'9ngent.en-Normal f'n-Systf'm kann man die Randintegrale so umformen 

(Leis [ 2 3], §1, und Polis [ 28], §3), daß als Faktoren nur <j) und 

3<j)/3v auftreten 

wobei 

(1.5) { 
T T T 'r 

( v V + V O V ( v) - ( V O v) v V ( v) ) SV grad u ,

v V� ( v) S V grad u , 

1 ö u die Querkraft und\ 0 das Biegemoment) 

( 1.6) 

sind. 

{ 
·= cp , 

: = V 4> 
\) 

In dieser Arbeit werden wir die folgenden verschiedenen homogenen 

Randbedingungen untersuchen: 

1) Die homogenen Dirichletschen Randbedingungen

(1.7) 0 auf 3G, 

2) die homogenen Neumannschen (natürlichen) Randbedingungen

( 1.8) 0 auf 3G, 

3) die homogenen Randbedingungen für die frei drehbar gelagerte

(gestützte) Platte 
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(1.9) 0 .auf clG , 

4) gemischte Randbedingungen von Dirichlet-Neumannschen Typ,

wobei auf einem Teil r1 des Randes clG homogene Dirichletsche und 
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auf dem komplementären Teil r 
2 

·= clG - r 1 homogene Neumannsche Rand-.

bedingungen gestellt sind, d. h. 

(1.10) { 
0 

0 

auf 

auf 

Diese mathematischen Randbedingungen entsprechen verschiedenen 

Arten der Einspannung des Plattenrandes (vgl. z.B. Girkmann [15], §66): 

Bedingung (1.7) besagt, daß der Plattenrand fest eingespannt ist (die 

eingebaute Platte). Bedingung ( 1. 8) bedeutet, daß der Plattenrand voll­

ständig frei beweglich ist. Bedingung (1.9) stellt einen Plattenrand 

dar, der frei drehbar gelagert ist (die mit einem Scharnier gelagerte 

Platte). 

Beispiel 1.1. Im Falle des Differentialoperators 6
2 

hat die 

oben erklärte sesquilineare Form in JR
2 

die Gestalt 

G 

wobei -1 < µ < 1 ist, d. h. in ( 1. 1) gelten für die Elemente der Ma-

s 12 
s

21 = µ ,  s33 =; (1-µ) und s13 =trix S : s11 = s
22 

=

s31 = s
23 = s32 

= � •
Wegen grad cp = (v

1 
, v

2
) Dv 

cp + (v
2

, -v
1
) D

t 
cp , wobei v =

(v1 , v
2

) die äußere Normale und Dt die Ableitung in Richtung der

Tangente des Randes bezeichnen, lauten die homogenen natürlichen Rand-

bedingungen 

{ 
öo u

01 
u

6u + (1 -µ) D
t 

(v1 v
2 

D
2 2 

(D
2 

u - D1 u) 

6u+(1 -µ) (2 v1 v2 
D1 

D
2 

-
2 2 

v
2 

D1 u -

2 2 

+ (v1 - v
2

)

2 2 
v1 D2 

u) =

D1 D2 
u)

0 . 

!-2. Die Randwertaufgaben zu Gleichung (1.2) mit den oben er­

wähnten verschiedenen Randbedingungen werden jetzt je auf ein Problem 

in einem geeignet erklärten Sobolevraum zurückgeführt. 

Wenn das Gebiet G beschränkt ist, bezeichnen wir die in Frage 

0 
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kommenden der homogenen Randbedingung ( 1 . 7), ( 1 . 8) , ( 1 . 9) bzw. ( 1 . 10) 

entsprechenden Sobolevräume mit v
1(G)

v4(G,r1) und geben 

Defi n itio n 1.2. Wir erklären 

v1
(G) .- H�(G) 

v
2

(G) := H
2

(G) 

v
3

(G) .- H
2

(G) n H�(G)

(oder kurz v4(G)) als Vervollständi-

� der Funktionenklasse 

in bezug auf das Skalarprodukt 

-

Trg u c G - r 1

(• •) definiert. 
' 2 G , 

Diese Räume sind Hilberträiune mit dem Skalarprodukt ( • •) 
' 2 G • , 

1.3. Falls das Gebiet nicht beschränkt ist, ergeben sich neue 

Erscheinungen. Außer Randwertaufgaben in unbeschränkten Gebieten wollen 

wir hier auch die Differentialgleichung 10 u = f mit einer gegebenen 

passend gewichtet quadratintegrierbaren Funktion f (ohne Randbedingun­

gen) in ganz 1t behandeln. Dabei treten für die Lösung der Differen­

tialgleichung anstelle der Randbedingungen doch eine Forderung an das 

asymptotische Verhalten im Unendlichen. Gleichfalls stellen wir für die 

Lösung der zu betrachtenden Randwertaufgaben in unbeschränkten Gebieten 

G außer den Randbedingungen auch eine asymptotische Forderung im Unend­

lichen. Nur durch eine solche Forderung wird die Eindeutigkeit der Lö­

sung der Differentialgleichung bzw. der Randwertaufgaben erreicht. 

Beispiel 1.3. Es seien G = :ITTn K(0,1) und 

u (x) ·=
n 

Dann sind sowohl 

Randwertaufgabe 

r 
') .? 

\xi- ln \xi - lxl +
2 

l
ln lxl 

1 
lxl

-2 1+-
2 2 

n-2 
lx\

4-n + lx\
2

-
n -

4-n 

v(x) = 0 als auch u (x)n 

1 - r'Ür n = 2 
2 

für n = 4 

(4=�+ 1) für Il - 3,5 ,G, ...

Lösungen der Dirichletschen 
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Damit wir 

charakterisieren 

angewiesen . 

das 

= 0 

D uV 

Verhalten 

0 

in G ,

auf 3G 

der Lösung "im 

können, sind wir auf gewisse 

21 

Unendlichen" sachgemäß 

gewichtete Sobolevräume 

Wir führen zuerst folgende Gewichtsfunktionen ein (von der Dirnen-

sion n 

Po (x),n 

p1 (x),n 

p 0 (x) '-,n 

und 

des Raumes ]t abhängend ) 

/ 
2 

{ 
( 1 + lxl ) für 

·= 
( ( 1 + lxl

2
) 

2 
/ ln (e + !xi ) ) für 

f / ( 1 + lxl ) für 
:= 

1 ( ( 1 +!xi) (e + 1 xi) ) / ln für 

·= für 

Wir definieren die gewichteten L
2

-Räume 

:= { u 1 
-1 2 

}(p0 ) u E L (F) 
,n 

n = 3 ,5 ,6, ... 

n = 2,4 

n ; 3

n = 2 

n ; 2 

mit den Skalarp rodukten 

bzw. 

< U, V > 
O,p,F

< u, V >o 1/ F := J (po )
- 2  

u:;;. dx '
' p,' F ,n 

u, v 

Wir schreiben wie oben oft F anstelle G oder m
n 

in solchen 

Definitionen und Resultaten, die sowohl für G als auch für m
n 

be-

stehen . 

Für 

druck 

bilden . Es 

die Funktionen 

lllu lll! F,P, 

sei 

:= 

u E C
t

(F)

:= I J 
1 o: 1 ;;;t F 

{ u E Ct 
(F) 1 

( t = o, 1,2 ) können 

(p I o: 1 ,n 
)
2 

1 D
o: 

u l  
2 

dx

III u 111 t F < 00 } •,P, 

wir den Aus-
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Für u , v erklärt man das Skalarprodukt 

< u ,  V > ·= I r ( ;
2 

D
C'( 

u D
C'( 

V dx . t, p, F 
I a I <t J p I a 1 , n

= F 
Für die Behandlung der Randwertaufgaben 1 )-4) zur Differential-

gleichung L
0 

u = f in unbeschränkten Gebieten bzw. dieser Differen-

tialgleichung in ]R
n 

führen wir gewichtete Sobolevräume 

V2)G) , v
3J

J (G) v
11 )G, f 1) bzw. v0 

(JR
n

) ein:
t p Defin ition 1 .4. Der Raum H (F) , t = 0,1,2 , wird als Ver-
P 

----

vollständigung der Funktionenklasse c 
t 

( F) in _bezug auf das Skalar-
p* t produkt 

im Raum 

< •• 
' 

> definiert. 
t,p,F t wird mit H

p0
(G) 

V. (JR
n

)Up 

v1P
(G)

v2P
(G)

v
3P

(G)

Die Abschließung der Menge c0(G)

bezeichnet. Wir erklären

2 
Ferner wird v4P

(G,r1) : = H
P

(G,r1) (oder kurz v4p
(G)) als Vervoll-

ständigung dei::_ Funktionenklasse 

< •• 
' 

Trg u c G - r 1

> definiert.
2,p,G in bezu_g auf das Skalarprodukt 

Die so definierten Räume v. sind Hilberträume mit dem Skalar-

produkt 
JP 

< • • > bzw. < • • >
' n ' 2,p,G • 2 ,p,Il 2 

Einige Eigenschaften der oben erklärten gewichteten L -Räume und 

Sobolevräume werden in den zwei folgenden Hilfssätzen zusammengefal0t: 

Po (x),n 

2 2 2 
Lemma 1.5. A. Es _gi;l,_!_ L

1/ 
(F) c L (F) c L (F) .

00 
p p 2 

B. Die Funktionenmenge c
0

(F) liegt dicht in L
P

(F)

Beweis. A. Die Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, daß 

< für alle X E F und n � 2 ist. 

B. Für u E L
2

(F) ict V .- u E L2(F) Da dichtc;(F) Po,n 
L

2
(F) 

p 
in liegt, gibt es eine Folge {V.} C c;(F) mit

J 

( 1. 11) 

Wegen 

llv. -vll
0 F J ' 

➔ 

Po (x) > 0 für alle,n 

0 für J ➔ 00 

X E F und wegen Po E C
00

(F)
,n 

ist



P. Neittaanmäki

u .. - v./p0 
E c

00

0(F) 
J J ,n Dann hat man nach (1.11)

lllu. - u lll0 F J ,P, llp0 (u.-u)ll0 F,n J ' 

Somit liegt c�(F) 

Lemma 1.6. 

B. Der Raum----

llvj -v!l0,F -+ 

dicht in 12(F) . □ 

0 

p 2 2 A. �� gilt Ho(G) C Hpü(G) und

H2(F) läßt sich mit dem Raum 
p --------
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für j+oo. 

:= { u E H1
2 (F) J oc lo:I < 2} 

identifizieren (versehen mit_ dem Skalarprodukt < • '. >
2 F ) • ,p, 

Beweis. A. Die Behauptung folgt aus 

B. (Vgl. Witsch [48], S.34-35,) Weil

nur gezeigt werden, daß c2 (F) bezüglich der
p* 

p
i 1 

(x) � 1 •o: n -
H2(;) c H2(F) gilt, sollp p 

rn H2(F) liegt. p 
2 

111 • 111
2,p,F -Norm dicht 

Für u EH (F) , dessen Träger, Trg u ,  kompakt ist, gilt
p 

llu ll
2 F 
' 

= llu ll
2 , FnTrg u < c lllu lll

2,p,F < 00 

Somit gilt u E H2
(F) , und nach A ist u E n2(F) . Gemäß der Defini­

kann jedes Element u � H
2(F) im Sinne dertion des Raumes H

2(F)
p 

III• 1112 F -Norm durch 
,P, -i 

Folglich genügt 

p 
Elemente aus c2 (F) approximiert

p* 
daß die Funktionen 

werden. 

u E H2(F) 
p 

mites zu zeigen, 

kompaktem Träger dicht in H;(F) liegen. 

Es seien u ein beliebiges Element H
2(F) 

oo 1) aus und cp E C (:JR 

mit 

für 

cp(r) = 1 

r > 

für r < 1 ' 
p 

0,;:; cp(r) < 1 für 1 < r < 2 und cp(r) = 0

j E JN j > e
e ) erklären wir je eine 

Funktion 

2 . Für genügend große 

'P
n,j E C�(:JRn) bezüglich der Raumdimension

cp . (x) n,J l cp ( ln I x 1 / ln j )

cp ( ln ln I x 1 / ln ln j ) 

für !xi e und 2 < e n > 

für lx l e und 3,5 ,6, ... > e n = 

für !xi e und 2,4 > e n = 

Es gibt eJ.ne positive Konstante C derart, daß 

( 1.12) 1 D
o: 

cp . ( x)1 n,J 

gilt. 

Für gilt 

< 

u . : = cp . u E H2 ( F)J n,J p 

I o: I = 1 ,2 ) 

(jEJN , J  
e > e 
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vgl. Agmon [1], Theorem 1.13 (die Leibnizsche Regel)), und u. besitzt 

einen kompakten Träger. Ferner gilt nach (1.12) mit einer positiven 

Konstanten C 

( 1. 13) 

Wegen u E 

gegen Null 

1.4. 

lllu -u.111 2 FJ ,P, lllu-u.111 2 B(")J ,p, J 

< C 

+ 

C= 

( lllu lll2 B(
.

) +,P, J 

I II D
a 

4 
n,J 1;;1 a l�?

lßl=2 

lllu lll2 B(.),P, J 

II (p1 V 4 . ),n n,J 

ß-a 
D u ll ü,B(j)

u ll O,B(j)

H2
(F) p 

konvergiert die rechte Seite der Abschätzung (1.13)

+ 00 , und do,her folgt die Behauptung. □ für ,i 

Jetzt stellen wir die Probleme zur Gleichung L0u f .

Es gelte 

Vo raussetzun g 1.7, Die Elemente s .. der Matrix S sindiJ -- ----
reellwertige, beschränkte �nd meßbare Funktionen auf G ,  und die Matrix 

S ist symmetrisch und gleichmäßig positiv definit, d. h. 

� gibt eine positive Konstante µ1 derart, daß

( 1. 14) > 

für alle x EG und für alle 

s ..  = s .. iJ Ji

Die folgenden "variationellen" Probleme 1-4 entsprechen den 

"klassischen" Randwertproblemen mit homogenen Randbedingungen 1)-4). 

Problem 1. 

und 

(Das Dirichletsche Problem.) A. Seien ein be-
2 und f E L (G) gpgphen. Gesucht wird u E V

1
(G)

derart, daß 

( 1. 15) 

gilt. 

für alle 

B. Seien ein solches unbeschränktes Gebiet G , daß ]Rn - G

nicht leer ist, und f E L�/p(G) gegeben . Gesucht wird u E v1p(G)

derart, daß (1.15) für alle v E v1P
(G) gilt.

Problem 2. (Das Neumannsche 1-'roblem.) A. Selen e.L11 liesdiränk­

tes Gebiet G mit der Segmenteigenschaft sowie f E L
2

(G) gegeben. 
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Gesucht wird u E V
2

(G) derart, daß (1.15) für �lle v E V2(G) gilt.

B. Sejen ein Außengebiet G mit .9:er Segmenteigenschaft sowie
2 

f E Ll/p
(G) gegeben . Gesucht wird u E v2p

(G) derart, daß (1.15) für

alle v E v2p
(G) gili.

Problem 3. (Das Randwertproblem für die frei drehbar gelagerte 

Platte.) A. Seien ein beschränktes Gebiet G mit der Segmenteigen­

schaft sowie f E L
2

(G) gegeben. Gesucht wird u E v
3

(G) derart, daß

(1.15) .f._Ür alle v E v
3

(G) gilt.

B. Seien ein Außengebiet G mit der Segmenteigenschaft sowie

f E L�
/p

(G) gegeben. Gesucht wird u E v
3p

(G) derart, daß (1.15) für

alle v E v
3p

(G) ßi_l_!_.

Problem 4. (Das gemischte Problem.) Sei G ein Gebiet, das 

Segmenteigenschaft hat und dessen Rand 3G sich schreiben läßt als -- ----

aG = r 
1 

u r 
2 

mit r 1 n r 2 
= r/J , wobei und relativ offen und -----

von positivem (n-1)-dimensionalem Maß sind. 

A. Das_ Gebiet G sei beschränkt. Sei f E L
2

(G) gegeben. Ge­

sucht wird u E v4(G,r1) derart, daß (1.15) für alle v E v
4(G,r1

)

gilt. 

ben. 

2 
B. Das Gebiet G sei ein Außengebiet. Sei f E Ll/p

(G)

Gesucht wird u E v4p
(G,r1) derart, daß (1.15) für alle

�­
V E

V 
4 p 

( G, r 
1 

) gilt .

Schließlich sollen noch die Lösungen der Differentialgleichung 

L
0 

u = f in ganz JRn gesucht werden :

Problem 5. Sei f E L
2 

(JR
n

) P-egeben. Gesucht wird u E1/p = 

v
0p

(JRn) derart, da_@_

( 1. 16) (f, v) 
O,JR

n 
für alle 

_gilt. 

Bemerkun g 1. 8. A. Teils die Eigenschaft "u E ... " , teils 

die Forderung des Bestehens der Gleichung ( 1. 15) "für alle v E ... " 

verallgemeinern die Randbedingungen. 

B. In einer 

Randdaten stellt man 

u(x) 

klassischen Theorie 

eine 

= 

Bedingung der 

0( 1 xi 
2-n/2 

(ln 

für L0 u =

Form 

lxl )
-1/2-E)

{ 0( \ xi 
2-n/2 

(ln lxl) 
1/2-E)

f mit inhomogenen 

für n = 3,5 ,6, ... 

für n = 2,4 

mit E > 0 an das Verhalten der Lösung im Unendlichen. Durch Einführung 
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gewichteter Räume wird diese Bedingung ersetzt. 

2 . Übe r  die Lösbarkeit der Randwertaufgaben in 

beschränkten Gebieten 

2.1. Wir werden zeigen, daß die Probleme 1.A, 3.A und 4.A ein­

deutige Lösungen haben und daß Problem 2.A eine Lösung hat, die bis auf 

ein beliebiges additives Element aus P
1 

eindeutig bestimmt ist. Hier 

bezeichnen wir mit Pt den linearen Raum der Polynome vom Grade < t

( E JNO). 
Gemäß Voraussetzung 1.7 und gemäß der Definition der Norm 11 • 1 1

2 G 

eibt es �wei Konstant0n 

chungcn 

)1 > 0 
1 

(lf'rart, daß die Ungl e.i.-

(2 .1) 

und 

(2.2) 

für alle U, V 

< 

> 

G i=1 

> 

E V.(G) ( j = 1, ... ,4) gelten. 
J 

< 

Für V1(G)

(Agmon [1], s.73), 

folgt mittels (2.2) aus der Poincareschen Ungleichung 

daß 

eine positive Konstante 

(2 .3) IB l,u 'U' 1 

1 0, 
, 

/, 

B
O 

c1

> 

für alle u E V
1

(G) gilt.

in 

so, 

(' 

v1 

V1 
(G) 

daß 

II 11 2 
11U 2 G , 

streng koerzitiv ist: Es gibt 

Die e.i.t1deutige Lösbarkeit des Problems 1 .A folgt mittels ( 2. 1) 

und (2.3) aus de'n Satz von Lax und Milgram (man siehe etwa Leis [ 20], 

Lemma 6 . 4 . l+ ) . 

2.2. Falls j = 2,3 oder 4 ist, kann man beweisen, daß B
0 

in V. ( G) koerzi ti v ist: Es gibt zwei von u unabhängige Konstanten 
J 

c
1 

> O und c
2 

> O derart, daß 
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(2.4)

für alle u E V.(G) gilt.
J 

> 

Als Antithese nehmen wir an: Es gibt eine Folge {¾J c V
j

(G)

mit den Eigenschaften 

(2. 5) 

und 

(2 .6) 1 . 

1 < 

Wenn G die Segmenteigenschaft hat, gibt es wegen ( 2. 6) und 

nach dem Rellichschen Auswahlsatz (Agmon [1], Theorem 3.8) eine Teil­

folge {u{} c {uk} derart, daß

(2.7) 11 u� - ui 11 1 G + o 
' 

für k ,l +oo 

27 

gilt. Wegen (2.2) folgt aus (2.5) und (2.7), daß {u{} eine Cauchy­

folge in V.(G) ist. Nach (2.5) ist die Grenzelement u der Folge J 
{u{} c V

j
(G) gleich O . Dies steht im Widerspruch zu (2.6).

Aus der Koerzitivität (2.4) und aus (2.1) folgt (vgl. Leis [ 2 3], 

§5), daß für die Lösbarkeit der Randwertprobleme 2.A-4.A eine

Fredholmsche Alternative gilt.

Wegen (2.2) ist 

rn P1nv
j

(G) ( j = 2,3,4 ) enthalten. Weil B0(u ,v) = O für alle

u E P1 und alle v E V/G) gilt, ist 

Wenn 

bzw. u 
Ir 1 

=

Folglich ist 

u E P1 
n v 3(G) 

D. ul r i 1
u = 0 

= 0 

in G 

bzw. u E P1nv
4

(G) ist, gilt ul clG =

( i = 1, ... ,n ) nach Agmon [ 1 l , Lemma 9. 1. 

' 
d. h. N 3(LO) = N4(LO) = {O}

Wir fassen die Resultate zusammen in 

0 

0 t 2 1 V t 1 '7 
• 

f"Jlt Fu"r f E L
2

(G) habenoa z . . orausse zung . se];_ er u. . 

die Probleme 1.A, 3.A, 4.A � eine eindeutige 1:_ösung. 

Für f E L
2

(G) besitzt Problem 2.A genau dann eine Lösung, wenn 
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Bedingung 

0 für alle 

erfüllt ist. Die Lösung dann �is auf ein beliebiges additives Ele-

ment aus eindeutig bestimmt. 

3. Übe r  die Lösbarkeit der Randwertaufgaben in

unbeschränkten Gebieten

Nun sollen die in Abschnitt 1 .1, gestellten Probleme 1 . B-4. B 

und 5 untersucht werden. Wir zeigen, daß die Probleme 1.B, 3.B und 4.B 

eindeutige Lösungen haben. Die Probleme 2.B und 5 haben eindeutige Lö­

sungen, wenn die Raumdimension genügend groß ( n � 5 )  ist (Satz 3.8 und 

Satz 3. 15). In den Fällen n = 2, 3, 4 treten Eigenlösungen ( Beispiel 

3.5) auf, dann wird eine Fredholmsche Alternative gelten (Satz 3.15). 

3.2. Unser Ziel ist zuerst, die Voraussetzungen des Satzes von 

Lax und Milgram in dem zu Problem 1.B-4.B bzw. 5 gehörenden Sobolevraum 

V. ( j = O, ... ,4 ) nachzuweisen.
JP 

Wegen Voraussetzung 1.7 und wegen der Definition der Norm 

III •1112,p,F ist die Beschränktheit von B
0 

klar: Es gilt 

(3. 1) 

für alle u , v E V. ( j 
JP 

< 

< 

O, ... ,4 ) , wobei 

Weil nach Voraussetzung 1.7 die Matrix 

definit ist, gilt 

(3.2) > 

µ
2 

> 0 ist.

S gleichmäßig positiv 

für alle uEV. (j:c.0, ... ,4 ). 
JP 

Um die strenge Koerzitivität von 

( j = O, ... ,4 ) zu verifizieren müssen wir noch ergründen, auf V. 
JP 

un-

ter welchen Voraussetzungen ( über die Dimension n und über das Gebiet 

G )  eine positive Konstante C derart existiert, daß 

c lllu lll2 F,P, 

< 
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für alle u E V. ( j = 0, ... , 4 ) gilt. 
JP 

Zuerst beweisen wir für v1p
Satz 3. 1 . (Gewichtete Poincaresche Ungleichung.) Es seien 

n ; 2 und G ein Gebiet in Jf
l 

derart, daß :ffin - G nicht lee..r. ist. 

Dann gibt �s eine solche Konstante C > 0 daß 

(3. 3) 

für alle 

c lll ulll 2 G,P, 

< 

Die Konstante 

der Raumdimension n und von dem Gebiet G ab. ----------

C

29 

Bemerkun g 3.2. Die gewöhnliche Poincaresche Ungleichung gilt 

nur für spezielle unbeschränkte Gebiete (vgl. z. B. Agmon [ 1 ], S. 75, und 

Clark [5), §2). In der Literatur gibt es Beispiele von verschiedenen 

Möglichkeiten eine Ungleichung vom Typ 

mit yk > 0 für alle u E C�(G) zu beweisen. Für k = 1 siehe man

Courant-Hilbert [6), 8.388, Weidmann [43), § 1 0.6, und Witsch [48), §7.

Wegen anderer Betrachtungen verweisen wir auf den Übersichtsartikel [2),

in dem speziell über die Resultate sowjetischer Autoren berichtet wird,

und auch auf Kudrjavcev [18) und Sedov [33).

Als Ausgangspunkt des vorliegenden Beweises werden wir die Be­

trachtungen von Witsch [48), §7, verwenden. 

mn - G 
'Pj,n 

(3.4) 

Beweis von Satz 3. 1 . A. Ohne Einschränkung kann man K(O,R
0) c

mit 

( j = 

B. 

RO
> 

o, 1 ,2 

e annehmen. Wir erklären in G Gewichtsfunktionen 

folgendermaßen 

f 1 / 1 xi 2 für n = 3,5,6, ... 
Po' (x) := 

1 
2 2,4 ,n 1 / ( 1 X I ln I X 1 ) für n = 

f 
1 / 1 xi für n ; 3 

p ' (x) ·= ,n 1 1 / ( 1 xi ln l xl ) für n = 2 

P2' (x) ·= für n ; 2 
,n 

Jetzt werden wir· für die Ungleichung 

< c
1 

lul l ,G

mit einer Konstanten c
1 

> 0 verifizieren.
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Für u E C�(G) erklären wir einen positiven Ausdruck 

: = 11 'vu + o(n) p1' ,n

wobei o(n) = -1 für n = 2 und o(n) = 

partielle Integration erhalten wir 

für n > 3 ist. Durch 

Io(n) (u)

< 

2 
1l17ull

0 G
' 

l ul 1 G .
' 

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und (3.5) ergibt sich 

2 
11 'vu + o ( n ) p 1 n x u - 17u 11 

0 G 
' ' 

und daher (3.4) mit r
1 

=? • 

< 

C. Durch Anwendung von ( 3 .lt) auf die Funktionen 

( i = 1, ... ,n ) erhalten wir 

(3.6) llp' 17ull0 G 1,n , 
< 

fÜr alle u E C�(G) , wobei c2 
= 2C

1 ist.

Folglich brauchen wir noch zu zeigen, daß eine Konstante c3 > O

derart existiert, daß 

für alle 

llpü,n ull O,G

u E C�(G) gilt.

< 

Wir erklären für einen positiven Ausdruck 

{ 
llp' 17u Po,n x ull;,G

für n = 2,4 
I (u) ·= 

1,n 

n 
llp' 17u + (n-4) Po n x ull�" fÜr 3 ,5,6, ... n = 1,n 

' 
v,v 

und erhalten mit den gleichen Überlegungen wie in B Behauptung (3.7) mit 

c
3 

= 2 . 

D. Die Gewichtsfunktionen und 

äquivalent: Es gilt nämlich 

(3.8) p. (x) < p! (x) < C
4 p. (x)

J ,n = J,n = J,n 

mit C4 = 8 (Die einfachen Werte der Konstanten

hier Folgerungen aus der Annahme K(o,R0) c JRn - G 

sind in 

c1 '
mit 

c3 '

H > 

0 = 

G einander 

C
4 sind

e ; ohne 

diese Annahme würden die Konstanten von n und G abhängen; dann 
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könnte man den Beweis auch nach Vorbild derjenigen von Satz 3.3 gestal-
2 

ten.) Aus (3.6) und (3.7) folgt, daß (3.3) für alle u E c0(G) und

also auch für alle u E v1p
(G) gilt. □

Durch Anwendung von geeigneten Glättungsfunktionen folgt aus Satz 

3.1 

S atz 3.3. n ;, 2 Sei und F der ganze Raum :rrt oder ein 
----

Außengebiet G mit der Segmenteigenschaft. Im Falle F = JRn sei R0 =

e und sonst 

eine von u 

Dann existiert R0 � e so groß, daß ]Rn _ K(R
0) c G

unabhängige Konstante C > 0 derart, daß 

lll ulil
2 F,p, 

< C ( I u I 
2 F + II u II 1 K ( 2R 3R ) )

' ' O' 0 

für alle u E H
2

(F) gilt.--- p 
Beweis. Wir erklären eine Glättungsfunktion cp E c;(K(0,3R0)) 

derart, daß 

und 

:
= 

{ 0 

für 

fÜr 

1 xi ;; 2 R0
2 R0 ;; 1 x 1 < 3 R0

0 2 cp(x); 1 für 

Wegen ( 1 -cp) u 

2R0 < !xi < 3 R0 ist.
2 E H
p0(B(R0)) erhalten wir nach Satz 3.1

(3.10) III ( 1 -cp) ulll
2 F,P, 

111(1-cp) ulll
2 B(R ),p, 0 

< C ( 1 u 1 
2 B ( R ) + 11 u II 1 K ( 2R 3R ) ) ,

' 0 ' O' 0 

wobei C > 0 von u unabhängig ist. 

Wir werden jetzt zeigen, daß mit einer von u unabhängigen Kon­

stanten C > 0 

(3.11) ll ull
2 ,F(3R

O
)

< C 

fÜr alle u E H
2

(F) gilt, wobei 
p 

(l ul
2,F(3Ro) + ll u!l 1,K(2Ro,3Ro))

F(R) : = FnK(R) ist.

Als Antithese nehmen wir an, daß es keine positive Konstante 

mit Eigenschaft (3.11) gibt. Dann kann man eine Folge {u.} c H2
(F) 

J p 

(3.12) 

und 

(3.13) 1 < -
j 

C 

mit 
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finden. Wegen (3.1 2 ) gibt es eine Teilfolge {u!} c {u.} , die in 
1 J J 

H (F(3 R0)) konvergiert (Agmon [1], Theorem 3.8). Nach (3.1 3 ) konver-

giert {uj} in H
2

(F(3 R0)) , und das Grenzelement muß gleich O sein.

Dies steht im Widerspruch zu (3.1 2 ). 

Weil p. (x) < 1 J,n = 

lllcj, ulli
2 F,p, 

ist, gilt nach (3.1 1 ) für alle 

< C ll uii 
2,F(3R0)

< C (l ul
2,F(3Ro) + ll ull

1 ,K (2Ro,3Ro))

Mittels u = cj,u + ( 1 -cj,) u folgt aus (3.1 0) die Behauptung. □ 

Fo lgeru n g  3.4. Sei n; 2 und G wie iE. Problem 11.B bzw. 3.B. 

Dan� gilt mit einer von u unabhängigen Konstanten C > 0 die Abschät-

C lll ulll 
2 G ,p, 

< 

für alle u E Hp
2

(G, r 1) bzw. u E H
2

(G) n H \(G) ---
2 

p p 2 Beweis. Für u E H
p

(G, r
1) ist u\G(3R

0) E H (G(3 R0), r
1)

( R
0 

wie oben ) und fÜr u E H�(G) n H;0(G) entsprechend u\G(3R
0

) E

H
2 

( G( 3 R0)) n H 1 ( G( 3 R
0

) , 8G) Mit den gleichen Überlegungen wie im

Beweis von (3.1 1 ) erhält man (vgl. F.i.d1era [1 1 ], § 1 3 )  für alle u E 

H
p
2

(G, r
1

) bzw. fÜr alle u E H
2

(G) n H 
1 

(G)p pO 

(3.14 ) ll ull 
1 K (2R 3R ) ' O' 0 

< < 

wobei C > 0 von u unabhängig ist. Wegen (3.9) folgt aus (3.1 4 ) die 

Behauptung. □ 

3.3. Im Falle des Neumannschen Problems 2.B und im Falle des 

Problems 5 können wir die strenge Koerzitivität von B0 nicht für alle

Dimensionen n verifizieren, sondern nur für n; 5 Aus der strengen 

Koerzitivität würde die Eindeutigkeit der Lösung folgen, was im Wider­

spruch mit dem folgenden Beispiel für n = 2,3,4 steht. 

Beispiel 3. 5. Weil B0(u , v )  = 0 für alle u E p 1 
und alle

V E H
2

(F) gilt und weil p 1 
c H

2
(F) ( F = G C Til oder F = JR2 

) ist, 
p p 

JR2 ist jedes u E p 1 
eine Lösung der Probleme 2.B und 5 in mit f = 

0 Entsprechend, weil Po C H
2 

(F) für 3 < n < �. ist, ist jedesp 
JR3 JR

4 u E Po eine Lösung der Probleme 2.B und 5 in und mit f = 0. 



P. Neittaanmäki 33 

Einer Anregung von Witsch folgend zeigen wir 

Lemma 3.6. Es seien n:::_ 2 t+1 , t E JN und R > 0 fest. 

Dann gibt .::.:3.. ein� von n , t und R abhängige Konstante C > 0 der­

art, Q_a.:@_ Q_ie Ungleichung 

( 3. 15) llull
t,K(R,2R) 

< 

für alle ----- wobei rl ( R) := 1 xi > R} ist.

Beweis. Wir benutzen anstelle x = (x1, ... ,x
n

) Polarkoordinaten 

(r,w) , wobei w E Sn-j ( Sn-j die Oberfläche der n-dimensionalen Ein­

heitskugel) und erhalten für u E C�(:JRn) die Identität 

-1 
(3.16) u(r,w) 

(t-1) ! 

00 t 

f 
t-1 d 

r 

( r - p ) -
t 

u ( p , w) dp
dp 

Durch die Ungleichung von Cauchy und Schwarz ergibt sich mittels (3.16) 

für r ; R 

(3.17) lu(r,w)i
2 

< f ( )2t-2 1-n 

( (t-1) ! )
2 

r-p p 

00 

dp f p n-1 l
dtu

,
2 

- dp
dpt 

r r
00 

< C I f 
n-1 1D

a
ul

2 
dp ' p 

lal=t 
X 

R 

wobei C < 00 für n ; 2 t + 1 ist. 

Mittels (3.17) erhalten wir mit C' = C'(n,t,R) > 0 

2 
llull0,K(R,2R)

= 

2R 
n-1 

J J r 
R 

Sn-1 

00 

C' I J 
l al=t R

2 
lu(r,w) 1 dr dw 

J p 
sn-1 

n-1 a 2 
ID u(p ,w) 1 

X 

C' lul�,rl(R) 

woraus unsere Behauptung folgt. □ 

Aus Satz 3.3 und Lemma 3.6 ergibt sich 

Folgerung 3.7. Sei n ; 5 und G wie in Problem 2.B. 

gibt .::.:3.. eipe -1,C_On u unabhängige Konstante C > 0 derart, daß 

für alle u E -----

C lllulll
2 F ,P, 

< 

= 

H
2

(F) gilt (mit
p 

lul
2 F 
' 

F G oder F = ]R
n 

) . 

dp dw 

Dann 



Jetzt können wir die eindeutige Lösbarkeit der Probleme 

1.B-4.B und 5 verifizieren.

S a t z  3.8. Voraussetzung 1.7 __ se_i erfüllt. Für f E 1:
1 

(G) ha­
' p 

ben die Probleme 1.B, 3.B, 4.B keine eindeutige Lösun_g_. 

Sei ferner die Raumdimension n > 5 . 
2 

-- ---- --
2= n 

f E L
1/p(C) bzw. Problem 5 für f E L1/p(JR )

Dann hat Problem 2.B für ----
eine eindeutige Lösung. 

Beweis. Nach (3.1) ist B
0 

rn V. (G) ( j = 1, ... ,4) bzw. in 
JP 

v0p(JRn
) beschränkt. Einerseits wegen (3.2) und andererseits wegen

Satz 3.1, Folgerung 3.4 bzw. Folgerung 3.7 ist B0 in V. (G) ( j =
JP 

1, ... ,4) bzw. rn v0p(JR
n) streng koerzitiv.

Wegen 

< 

ist das Funktional 

-1 
\ ((p

O,n) f 'Po,n 
v)O,F\

l\lf lll
0 , 1

/p,F lllv \112,p,F

lv : = (f , v)0 F
' 

mit f E L�/p(F) rn Vjp(G) ( j = 1, ... ,4) bzw. in v0P
(JRn

) be­

schränkt. Daher folgt die Behauptung aus dem Satz von Lax und 

Milgram. □ 

Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis einer Fredholmschen 

Alternative für Problem 2.B und Problem 5, 

Wir brauchen einige Stabilitätsergebnisse für Fredholmoperatoren 

und führen dafür einige Begriffe und Resultate aus dem Werk von Kato 

[ 17) ein. 

Seien X und Y Hilberträume. Sei T : X -> Y ein dicht defi -

H.ierLer linearer Operator, also T: D(T) +Y mit D(T) =X. Ferner

setzen wir T als abgeschlossen voraus (konvergiert also {u.} c D(T)
J 

gegen u E X und {T u.} 
J 

gegen f , so ist u E D ( T) und T u = f ) . 

Die Menge dieser dicht definierten abgeschlossenen Operatoren sei mit 

C(D(T) , Y) bezeichnet. 

Def'i n .i tion 3.9. (Kato [17], S.230.) Wir nennen 'r E C(D(T) , Y) 

einen Xredholmoperator, � die Wertemenge H ( '.l') von '.l' abgeschlolc\en 

( i.E_ Y ) is_!,_ 2cll2.c! sowohl die Dimension des Nullraumes N ( T) von T als 
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auch gie Dimension des Nullraumes N('l'*) des dem Operator T adjungier-

ten Operators 

erklärt. 

T* endlich sind. Ferner wird der Index von 

ind T ·= dim N(T) - dim N(T*) 

Definition 3.10. (Kato [17], S.194.) Seien X, Y ,  Z drei 

Hilberträume. Ferner sei T E C(D(T), Y) mit D(T) c X und A eine 

lineare Abbildung D(A) ➔ Z mit D(A) c X sowie D(T) c D(A) Der 

Operator A heißt 'I'-kompakt, falls für jede solche Folg� {u.} c D(T),
J 

für die sowohl {u) als {T u) beschränkt sind, die Folge {A u) 
eine konvergente Teilfolge enthält. 

Satz  3.11. (Kato [17], S.238.) Falls TE C(X,Y) ein Fredholm­

operator uJ'ill A:X ➔ Y T-kompakt ist, so ist S : = T+A E C(X,Y) auch 

ein Fredholmoperator mit ind S = ind T . 

Es sei F' := K(2R0 , 3R0
) ,  wobei R0 gemäß Satz 3.3 gewählt

ist. Der Interpolationssatz (Agmon [1], Theorem 3.4) besagt für F' 

daß zu jedem E > 0 eine Zahl 

ll ull 1 F'
, 

< 

C = C (F') > 0 so existiert, 
E E 

daß

für alle u E H
2

(F') gilt. Dies angewandt auf die Aussage von Satz 3.3

gibt uns mittels Voraussetzung 1.7 eine gewichtete Gardingsche Unglei­

chung: Es gibt zwei positive Konstanten k0 und "o derart, daß

(3.18) > 

für alle u E H
2

(F) gilt.p 

2 2 
k0 lll ulll

2,p,F 
- "o ll ull 0,F'

Funktion von F' 
, 

also Es sei 

= 1 auf F' 

neare Form B 

XF' die charakteristische
n und X

F
, = 0 auf l\ - F' Wir erklären eine sesquili-

(3.19) 

H
2

(F) x H2(F) ➔ CC mit
p p 

und führen einen Operator L durch diese Form ein. 
A 2 Es sei D(L) (c L (F)) die Menge derjenigen Elemente

2 p 
zu denen je ein f E L

1/p(F) mit

(3. 21) B(u , v) 
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für alle v E H
2

(F) existiert. Durch
p 

(3.22) 

wird L 

L u  ·= f 

2 
D(L) +AL1/p

(F)

für u E D(L) 

erklärt. 

Operator L hat in L
2(F) 
p 

einen dichten Definitionsbereich (vgl.

eLwa Weidmann [43], Satz '.J.36) und es gilt 

Satz 3. 12. Voraus�etzung 1 ;_ 7 sei erfüllt. DanQ_ i-� der durch
2 ( 3. 22) erklärte Operator L E C ( D ( L) , L 1 /p ( F)) ein Fredholmoperator

2 
mit dem Index 0 und R(L) Ll/p

(F)- --- ---

gilt, 

B in 

(3.23) 

Beweis. Weil für alle u ,  v E 1/(F)
p 

< llu ll0 F' llv ll0 F'
' ' 

c lllu lll0,p,r' lllvlll0,p,F

wobei die Konstante C > 0 nur von 

tt
2

(F) beschränkt. Nach (3.18) ist
p 

abhängt, 

IB(u , u) 1 > 
2 k

0 lllu ll12,p,F

ist wegen (3.1) 

für alle 
2 

u EH (F) 
p 

Daher folgt die Behauptung aus dem Satz von Lax

und Milgram. □ 

(3.25) 

Weil für alle u E LL(F)
p 

111 ;\o XF, u 111
0 1 / F ' P, 

< c llu ll0 F'
' 

< c lllu lll0 F,P, 

gilt, wobei die Konstante C > 0 von ;\O und R0 abhängt, können

wir einen stetigen Operator r : D(r) + L�/p(F) mit D(r) : = D(L) und

definieren. Man hat 

Satz 3.13. Der Operator 

Beweis. Falls (2 u.} rn
J 

(3.23) mit Konstanten C' > 0 und 

für u E D(r) 

r : D(r) + L�
/p

(F) ist L-kompakt.

L�
/p

(F) beschränkt ist, gilt nach

C > 0 

(3.26) lllu.1112 F J ,P, 
< C' 111L u

j
lll0,1/p,F 

< C 

für alle {u.} c D(L) . Wegen
J 

llu.1 11 F'J ' 
< 
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ist nach (3.26) {u.} c H
1
(F') eine beschränkte Folge. 

J 

37 

Rellichschen Auswahlsatz (Agmon [1], Theorem 3.8) folgt, 

Aus dem 

daß { u.} 
J 

Wegen 

eine 

Teilfolge {u!} enthält, die in L
2
(F') konvergiert. 

J 

lllru! - rulll / < C ll u
J
! -ullü,F'J 0,1 p,F 

konvergiert {r uj} sogar rn L�/p(F) □

Weil wegen der Sätze 3.12 und 3. 1 3 die Voraussetzungen von Satz 
,,._ ,,._ 

3.1 1 erfüllt sind, folgt aus der Stabilität ind L = ind (L-r) der 

Fredholmoperatoren die Gültigkeit von 

Satz 3.14. Voraussetzung 1 .7 sei erfüllt. Dann ist L =
2 

- ---- 0 
L-r E C(D(L0) ,  1

1
/

p
(F)) mit D(L0) = D(L) ein Fredholmoperator mit

dem Index O .

Nach (3.2) ist 

N(Lo) : = { u E H:(F) 1 Bo(u' v) = 0 für 

rn P
1 

n H;(F) enthalten. Weil B0(u , v) = 0 für alle

und alle v E H
2

(F) gilt, ist
p 

alle v E H
2

(F)}p 

u E P1 
n H:(F)

Gemäß Beispiel 3.5 ist N(L0) = p 
1 

für n = 2 und N(Lo) = P
o 

und folglichfür n = 3,4 Wenn n ; 5 ist, gilt P1 
n H:(F) = {O} 

ist N(L0) = {O}

Weil 

in Nullraum N(Lo) des adjungierten Operators L* enthalten ist und0 
weil wegen ind 1

0 = 0 die Relation dim Qn 
= dim N(L

0
) = dim N(L0

)

gilt, ist N(L0) = Q
n 

für n = 2, 3, 4 Ferner gilt N(L
0

) R(L0).l 

(Kato ( 1 7], Theorem 5, 1 3, S.234). 

Wir fassen die Resultate dieses Abschnitts zusammen in 

Satz 3. 1 5. Voraussetzung 1.7 sei erfüllt. Wenn die Raumdirnen-

sion n?:. 5 

f E L 2 ( lln)
1/p 

für 

ist, hat Problem 2 .B für f E Ll/p(G) 

eine eindeutige Lösung. 

bzw. Problem 5 für 

n = 2 bzw. n = 3, 4 ist, besitzen die Probleme 2.B und 5 

genau dann keine Lösung, falls die Bedingung 
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für alle V E p 
1 

bzw. für alle erfüllt ist. --- -- --�

dann_ bi_� au[_ ein beliebig_e_:c,_ additives Element aus 

g_eui:_ig bestimmt. 

p 
1 

bzw. aus P
O 

e1.n-

Mit gleichen Methoden wie oben lassen sich auch Randwert-

aufgaben zu 

(1
0 

+ E) u f , 

cl. h. 7,1i dP.r GlP.i�hung fiir PlattP. auf P.lasti.s�her Unterlage, behandeln,
2 

wenn man E(x) > 0 und E(x) = 0( (p
0 n 

(x)) ) für I xi + 00 voraus-

setzt. 



III. Der sch wingende Fall

1. Problemstellung

1.1...,_ Wir kommen nun zur variationellen Formulierung der 

Dirichletprobleme zu den Gleichungen (I.1.2) und (I.1.4). 

Falls man die Verzerrungsenergie (vgl. II.1.1), die kinetische 

Energie und die Dämpfung der Platte berücksichtigt, so erhält man (vgl. 

Leis [23]) für zeitharmonische Vorgänge der Biegung die Dirichletsche 

sesquilineare Form 

(1.1) B(u, tjJ) ·= (V grad u, s V grad ip)
0 G - ((w2 a+i w b) u , ip)

0 G
.

' ' 

Dabei sind die Matrix S und der Differentialoperator V wie in II.1.1, 

a > 0 ist die Masse und b > 0 die Dämpfung. Falls der Rand 3G und 

die Koeffizienten 

wie in II.1.1 für 

Integration 

( 1 .2) B(u, tjJ) 

sij 
, a und b 

u E c
11(G) n c2

(G) 

genügend glatt sind, erhält man 

und tjJ E C�(:JRn) durch partielle 

((10-w
2 a-i1.0b) u, <Plo,G - (ö0

u, y0tPlo,aG + (ö1 u, Y1 <Plo,aG
.

Die Plattengleichung lautet also 

(1.3) ( 10 -
w 

2 
a -i w b) u = f .

Dazu kommen im Falle der Dirichletschen Randwertaufgabe die homogenen 

Randbedingungen (II.1.7). 

ZuerHt stellen wir das homogene Dirichletproblem zu Glei­

chung (1.3) im gedämpften Fall. Es gelte 



Voraussetzung 1.1. Die Elemente s ..iJ
reellwertige beschränkte Funktionen aus c0(G) 

symmetrisch und_ gleichmäßig positiv definit. 

der Matrix S sind 

Die Matrix S ist 

Die Koeffizienten a und b sind reellwertige beschränkte und 

meßbare Funktionen auf G �nd ferner gilt 

X E C Die Zahl w ist reell und > 0 . 

Wir stellen 

b(x) > b > 0 = 0 für alle

Problem 1.b. Seien ein beliebiges unbeschränktes Gebiet G 

und f E L2(G) �geben. Gesucht wird u E H�(G) derart, daß 

( 1.4) für alle q, E c;(G) 

gilt. 

1.3. Wir kommen nun zum nichtgedämpften Fall. In (1.3) wird 
2 

a(x) 
4 

·+ einerw durch m(x) + k mi V reellen Konstanten k * 0 ersetzt, 

und somit hat Gleichung ( 1.3) im Falle b = 0 die Gestalt 

(1.5) 
4 

(L0 - m- k ) u f 

Man setze voraus, daß der Operator L - m sich geeignet (vgl. 
00 

Vora,uccetzung 1.2.C unten) einem Operator 1
0 

mit konstanten Koeffizien-

ten asymptotisch nähert. Der Operator 1° hat die Form0 

( 1 .6) L
O div 

T 

0 : = V S* V grad 

wobei S* eine (n+ (�)) x (n+ (�)) -Matrix mit den Elementen 

( A für i j und < i j ;;; n 
= 

(1.7) s'l'. 

l 
µA fÜr i * j und < i , j ,;; n 

iJ 1 

(�) ( 1 - µ) A für i J und n < i , j < n+ 
2 

0 sonst 

ist. Dabei sind A und µ Materialfaktoren der Platte mit A > 0 und 

-1/(n-1) < µ < 1 (vgl. Duvaut--Lions [8], §4, oder Leis (23], §2). 

Ohne Einschränkung kann man A = 1 annehmen, und (1.7) führt L� auf 

die Gestalt 1° = 62 

0 
Voraussetzung (1.7) bedeutet, daß die Plattengleichung für homo-

gene isotrope Medien "im Unendlichen" betrachtet wird. (J!it gleichen 

Methoden könnte man auch allgemeinere Fälle behandeln. Wesentlich ist 
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nur, daß die Überlegungen des Abschnitts l.r. 2 durchführbar sind; insbe­

sondere soll die Charakteristikenfunktion s existieren und Lemma 4.3 

erfüllt sein. ) 

L 
m,k

Für das Gebiet G und für die Koeffizienten des Operators 

: = div V
T 

SV grad - m - k
4 

gelte 

GE c
4 

, falls 3G Voraussetzung 1.2. A. Es sei 

ist, bzw. GE c
4 

gleichmäßig, falls 3G 

gelte die Normalenbedingung 

nicht kompakt ist, 

kompakt 

und es 

( 1.8) x • v(x) < 0 für alle x E 3G , 

wobei v die äußere Normale des Randes bezeichnet. 

B. Die Elemente s .. der Matrix S und miJ - --- -4- -und genügen der Regularitätsbedingung s .. E C**(G)iJ 

sind reellwertig 
1 -bzw. m E C**(G)

Ferner ist die Matrix S symmetrisch und gleichmäßig positiv definit. 

Die Zahl k ist reell und * 0 .  

C. Für !xi ➔ 00 erfüllen s .. und m folgende asymptotischeiJ 
Eigenschaften 

(1.9) s .. - s'!'. = 0( lxl-1 
(ln !xi )-1-ö) 

iJ 

( 1. 10) D
a

s ..iJ 

( 1. 11 ) D s .. r iJ 

( 1. 1 2) m(x) = 

( 1. 13) D mr 

mit einem 
ö > 0

iJ 

= 

O(lxl-3/2 (ln !xi )-1/2-ö)

0( lxl-2 
(ln lxif

1 -0)

0( lxi-1 (ln !xi )-1-ö)

0( lxi-2 (ln !xi f
1

-ö)

mit < lal < 3 ' 

Bevor wir das Dirichletsche Ausstrahlungsproblem zu Gleichung 

(1.5) stellen, führen wir einige gewichtete Sobolevsche Funktionenräume 

ein. Unsere Wahl der Gewichtsfunktionen motivieren wir durch 

Beispiel 1.3. 

!xi < 2 Ferner seien

Es sei _t E c;(K(0,3)) 
ikr v = e / r und f 1

ist u : = ( 1 -t) v die Lösung der Aufgabe 

{ u D u

in 

auf 3G . 

mit t(x) = 1 für 
2 4 

: = - (6- k )t v . Dann
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Die Lösungsfunktion u liegt nicht rn L 2 ( G) aber es gilt 
\x\·-1/2 (ln \xi )-1/2-ö/2 u E L2 (G) für ö > 0

Für ein festes ö E E
+ 

erklären wir die Gewichtsfunktionen 

:= (1+ \xl)-1I2 
(ln (e+ lxl))-1I2-o/2 

und 

:= (1 +\xi) (ln (e + lx\ ))012 

Wir definieren den gewichteten L
2

-Raum 

mit dem Skalarprodukt 

J 
2 -

(u, v)n r, ·= P
1; 

u V dx 
' u, v E L

L 
(G)

- , p 
Q 

> .T 

G pö 

Für die Funktionen t ( t lNü) u E C (G) F könm�n wir den Ausdruck

bilden. Es sei 

Für u,v 

et (G)
gö*

E e
t (G)g

ö
*

erklärt man das Skalarprodukt 

(u, v\ G,g
ö, 

Den gewichteten Sobolevschen Funktionenraum H
t 

(G) erhält man
gö 

durch Vervollständißune; von 

Abschließung der Menge 
gö* 

(G) in hP7,11e; FJ.llf ( •, • \ � • Die
,gö 

, Li 

im Raum wird mit Ht (G) be­
göO 

t zeichnet. Entsprechend wird H 1I2
(G) erklärt .

Einige einfache Eigenschaften der oben erklärten Räume fassen wir 

zusammen in 

Bemerkung 1.4. 

c Ht (G) c Ht (G) undgö 

Für 6 E Jk 
+ 

gelten 

t t Ho(G) C H o(G) .
gö 

1. 4.

lineare Form 

Nach (1.1) ist die dem Operator l, rn,k

t H 
1/2

(G)

zugehörige sesqui-
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B k(u , <j,)m, 

Unser Ausstrahlungsproblem lautet (vgl. Vogelsang [42 ), §1): 

Problem 1.m.k. Seien ein solches Gebiet G , das Voraussetzung 

1.2.A erfüllt, und f E 12 
(G) mit einem festen o > 0 gegeben. 

Po 
-- --- ---

Gesucht werden die Elemente u , die den Relationen 

( 1. 14) 

( 1. 15) B k(u , <j,) für alle m, 

und der Ausstrahlungsbedingung 

( 1.16) 

genügen. 

-ikr 2 grad (e u) E L (B(1))

Jedes dieser Elemente u nennen wir eine der Zahl o zugeordne­

te "Ausstrahlungslösung". Wir schreiben dann auch u E F0
Die Außenraumaufgabe von Leis lautet (Leis [ 2 3), S.11, und Polis 

[28), S.19): 

Problem L. Seien ein Außengebiet G und 

f E := 

�en. Aus der Menge solcher Funktionen u E 

eine Folge {q,) c H�(G) mit llq,j-ull
2,G(R)-+

existiert, werden die Elemente u gesucht, die 

lungsbedingung 

(1.17) 

genügen. 

1
1
2 (G) , zu denen k
oc 

0 für alle R > R --- = 0 

(1.15) und der Ausstrah-

Bemerkung 1.5, A. Die beiden Problemstellungen führen zu 

gleicher Lösung: Wenn eine Lösung des Problems 1.m.k und 

Lösung des Problems L ist, ist u1 -u
2 

eine Lösung des Problems L mit

f = 0 (weil auch u1 die Ausstrahlungsbedingung (1.17) erfüllt). Aus

den Eindeutigkeitsbetrachtungen von Leis ([2 3 ), §8) folgt dann u1

112 • 
B. Die in Beispiel 1.3 eingeführte Funktion u ist eine Lösung

des Problems 1.m.k und des Problems L (zum Gebiet :ITT
3 -K(O, 1) und zu
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der Funktion f 1 ) .

C. Die in dem Gegenbeispiel von Vogelsang [41], S.385, einge­

führte Eigenlösung des Operators 6 
2 

- m ( für ein bestimmtes m ) erfüllt 

Ausstrahlungsbedingung ( 1. 16) bzw. ( 1. 17) und ist folglich auch eine 

Eigenlösung für Problem 1.m.k bzw. für Problem L. Dadurch kann man nicht 

erwarten, daß ein allgemeines Eindeutigkeitsresultat für das Problem 

1.m.k bzw. für das Problem L gelten würde.

2. D e r  ge d ä mpfte  Fall

In diesem Abschnitt beweisen wir die eindeutige Lösbarkeit des 

homogenen Dirichlctproblcmc zu der Gleichung ( L
0 

- 1/ - i w b) u = !' .

Vom mathematischen SLanu_[Jur1kL löL uieser Fall einfach, er ist jedoch 

für die Behandlung des Ausstrahlungsproblems interessant, weil der 

Grenzübergang zum Fall der verschwindenden Dämpfung durchgeführt werden 

kann. Dazu beweisen wir eine A-priori-Abschätzung, die wir beim Beweis 

der Existenz des Ausstrahlungsproblems benutzen werden. 

A. Voraussetzung 1. 1 3ei erfüllt. Dann hat Problem

1.b fÜr eine eindeutige Lösung.

B. Es sei G E C4 , falls 8G kompakt ist, und GE c
4 

gleich-

mäßig, falls 8G nich� kompakt ist, 

ist die Lösul'!.ß_ des Problems 1 . b mit 

2 -
und es gelte s .. E C**(G) . Dann--

2 iJ l1 
f E L ( G) in H ( G) , mit f E

2 4 L
P 

(G) ( ö ;;, 0 ) rn H 112
(G) , und mit einer von

ö r 
abhäne;ie;en Konst,R.nt,Pn C: w�l tP.!:1_ diP Abschätzungen 

(2. 1) 

(2.2) 

b 11 lt ('t II nll 

w O 
11u114,G < v 11� 110,G 

,

w2 
b� 11 u II 112 

<
4 ,r ,G 

C II fil
0 G,P ö' 

u , un-

Beweis. A. Nach Voraussetzung 1.1 ist die Sesquilinearform B 

gleichmäßig stark elliptisch. Wegen der Gardingschen Ungleichung 

(Agmon [1], Theorem 7.6) und wegen 

Im B(u , u) > 

gilt mit einer von u und w unabhängigen positiven Konstanten c 1 
(vgl. Leis [23], §4) 
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(2.3) IB(u, u) 1 > 

Ferner ist nach Voraussetzung 1. 1 die Form B ln beschränkt. 

Nach dem Satz von Lax und Milgram existiert dann ein eindeutig 
2 bestimmte u E H0(G) mit

B(u , <j,) für alle <j, E H�(G) 

und es gilt 

(2.4) < llfii 0 G 
.

Weil GE c
4 

(bzw. GE c
4 

gleichmäßig), ist nach Agmon [ 1 ], 
2 4 

'föeorem 9. 8, die Lösung des Problems 1. b in H0 ( G) n H* ( G) . Folglich

nach Vogel sang [ 4 1 ], Lemma 2. 3 (man siehe auch Witsch [ 49], Lemma 2. 3),

ist u E i(G) , und weiter gilt nach (2.4) (mit Konstanten c
2

, C > 0 )

(2. 5) wb0 llu ll 4 G ' 
< 

C. (Vgl. Vogel sang [ 4 1 ], §5.) Es 

< c llf ll0 G ' 

sei eine Glättungsfunktion 

<j,. 
J 

oo n E c
0 (JR ) wie

(1+ lxl2) 1 /
2 

<1>3 • ,J 
im Beweis von Lemma II.1.6 gewählt und sei d(x)

·= 

(2.6) 

Dann gilt mit 1 al > 

0( 1) für lxl-+ 00 
• 

Wenden wir ( 2. 1 ) auf d <j, . u E H
4 

( G) an, so erhalten wir nach 
J 

(2.6) mit einer von u und J unabhängigen Konstanten C > 0 

2 2 
w b0 lld ui i

4,G(j) 
< 

2 2 
w b0 lld<j,j u li

4,G

< wb0C ll(L0-w2
a-iwb)

< 

Der Grenzübergang j-+ 00 und (2. 1 ) liefern 

Nach (2. 7) gilt 

(2.8) 
2 2 

w b0 llu li
4 d G ' ' 

< 

Die Behauptung folgt jetzt aus (2.8), wenn wir noch (2. 1 ) beachten. □ 
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3. 

3. 1. 

Über  die E igenwerte des Operators L0- m

Die Dirichletschen Randwertaufgaben zur Plattengleichung 

sind im Gegensatz zur Schwingungsgleichung im allgemeinen nicht eindeu-

tig lösbar. Es gibt nämlich Beispiele dafür, 

lieh auftreten können (Eidus [10], S.137, für 

[ 41], S. 385, für ein Außengebiet G ) . 

daß Eigenlösungen wirk­

G = IB3 und Vogelsang 

In diesem Abschnitt geben wir hinreichende Bedingungen dafür an, 

daß der Operator L0 - m auf seiner Definitionsmenge D( L0 - m) . -

H� ( G) n H
4 

( G) keine positiven Eigenwerte hat. 

Rellich [29] hat als erster diese Betrachtung für den Operator 

t:, + ;\ , ;\ E IB , durchgeführt. Seine Methoden sind später für Operato-

ren zweiter Ordnung mit varialJlen Koeffizienten von Wienholtz [l.17] und 

für Operatoren höherer Ordnung von Finozenok [1 3] und von Vogelstillg [41] 

verallgemeinert worden. Die in dem vnrl i Pl'/cll<lP.ll (spezielleren) Fall be­

nötigten Voraussetzungen über die Koeffizienten weichen von Voraussetzun­

gen bei Finozenok, [13 ], s.3A 3-3A4 , bei Vogelsang, f41], S.383- 384, und 

bei Polis [28], s.55 ab. 

Satz  3.1. Voraussetzung 1.2.A-B sei erfüllt, und� gebe eine 

Konstante M > 0 derart, daß 

(3 .1) < 
1 'r

[, (s(x) - 2 r D
r 

S(x)) i; 

n+(�) 
für all"=_ x E G und für alle i; E JR gilt. 

Die reelle Zah-;:-
-

k4�st sicher oarm kein Eigenwert von L0 - m
-2

-
4-------

auf D(L0- m) := H0
(G) n H (G) , wenn 

(3.2) 

G _gilt. 

4 1 m(x) + k + 2 r Dr rn(x) > 0

Bemerkune; 3 .2. Später werden wir zeigen (Satz 5.3): Wenn Vo­

raussetzung 1.2.A-C erfüllt ist und wenn u E F0 eine Lösung der Glei­

chung 

( L0 - rn - k 
4 

) u = 0

ist, liegt u rn H�(G) n H
4

(G) . 

Bemer kung  3.3. A. Im isotropen Fall hat die Matrix S(x) 
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die Gestalt (1.7) (jedoch sind A und 

> 0 und -1 /(n-1) < µ(x) < 1 rn G ).

µ dann keine Konstanten, A(x) 

Weil die Matrix S - J.. r D S2 r 
reellwertig und symmetrisch ist, kann Bedingung (3. 1) in der Form 

für j 1 ,  

>..(x) > M > 0 
J 

in G

... , n + (
n

) 2 gegeben werden, wobei

l 
>.1 A (1 + (n-1)µ) 

>. 

- -½ rDr (A (1 + (n-1) µ)) 

>.2 A ( 1 -µ) - ½ r Dr (A ( 1 -µ))

>.n+1 
= ½ A ( 1 -µ) - i- r Dr 

(A ( 1 -µ))

die Eigenwerte der Matrix S -

B. Es sei erwähnt, daß 
4 

m(x) + k > 0 (die Massen sind 

J_ r D S sind.2 r 
in physikalischen 

positiv) gilt. 

Systemen gewöhnlich 

Beweis von Satz 3.1. A. In den Beweisteilen B-C werden wir die 

Ausdrücke Re ( ( L0 - m - k 
4

) u
4 

Re ( (L
0

- m - k ) u , u)O,G(R)
Polis [28], §16, folgen. 

, r D
r u)O,G(R) und

umformen und dabei den Überlegungen von 

Es ist möglich R so zu wählen, daß auf G(R) der Spursatz 

(Ne6as [27], Theoreme 1.2) und dann auch die Greensche Umformung für 

Funktionen u E H� ( G) n H4 ( G) anwendbar sind. 

B. Durch z weimalige partielle Integration erhalten wir wegen

V grad (r D u) = 2 V grad u + r D V grad u 
r r 

( 3. 3) Re ( L0 u , r Dr u) 0, G ( R)

2 Re (Vgradu , S Vgradu)O,G(R) + Re (Vgradu , S rDr (Vgradu))O,G(R)
1 + rR(u) + ¾(u) ,

wobei 

(3.4) 
T : = - Re (V (v)S Vgradu , grad (rDru))O,oG(R)

ist und für die Größe ¾(u) die Abschätzung 

< C , a 2 
l R IID u!IO,S(R)

lal;;3 

mit einer von u und R unabhängigen Konstanten C > 0 gilt. 

Ferner ergibt sich durch partielle Integration 



(3. 6) 

mit 

s owie 

(3.8) 

unn 

(3 .9) 

(3.10) 

Re (V grad u , Sr Dr (V grad u) )O,G(R)

- Q Re 
2 

- _J__ Re 2 

(Vgradu SVgradu)o,r.(R)

(Vgradu , rDr SVgradu)O,G(R) + r!(u) + KR(u)

2 1 
rR(u) : = 

2 
Re ((x•v) V grad u , SV grad u)O,clG(R)

Für u E H�(G) gilt auf dem Rand 3G D
a

u = 0 1 a 1 < 

rDr grad u =

V grad u =

'T' ? 
(x•v) v D u

\) 

Mittels (3.8)-(3.9) gilt 

Wegen 

rR(u) ·= r;(u) + r;(u)

- .l f (x•v) v VT(v) S V(v) v
T 

ID
2

ul
2 

do .
2 3G(R) v 

4 Re ( - ( m + k ) u , r Dr u) O, G ( R)

= % Re ( ( m + k 
4

) u , u) O, G ( R) + ½ Re ( r Dr m u , u) O, G ( R) + KR ( u)

erhalten wir aus (3.3), (3.6) und aus (3.10)

(3. 11) 
4 Re ((10-m-k) u rDru)O,G(R)

(2-%) Re (Vgradu, SVgradu)O,G(R)

- J Re (Vgradu
c' 
n l+ 

+ - Re ( (m + k ) u
2 

C. Mit gleichen Überlegungen wie oben ergibt sich durch partielle

Integrati on 
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(3.12) Re 

= 

D. Nach

(3, 13) 

4 
( (L0 

- m - k ) u , u)O,G(R)

Re (Vgrad u , 

4 - Re ( (m+ k )

(3.11)-(3.12) 

S V  grad u)O,G(R)

u ' u)O,G(R) + �(u)

gilt 

Aus den Gleichungen (3.12)-(3.13) schließen wir 

(3. 74) 

Wegen 

(3. 15) 

- r (u) < 0 
R = gilt dann nach (3,1)-(3. 2)

2 
M lul2,G(R) � KR(u)

für alle u E H� ( G) n H
4 

( G) mit ( Lo - m - k 
4

) u = o .

49 

Durch die Wahl einer Folge R. ➔ 00 mit 
J �-

(u) ➔ 0
J 

erhalten wir 

für j ➔ 00 aus (3.15) die Behauptung. □ 

4 . A -priori-Abschätzung für  die A u ss t ra h l ungslösung

4.1. Wir beschäftigen uns nun mit der A-priori-Abschätzung, die 

für die Methode der Grenzabsorption und damit für den Beweis der Exis-

tenzaussage (Satz 

Satz 4 . 1.

erfüllt, und sei 

Für alle 
- ----

(4. 1) D
a 

u 

5,4) erforderlich ist (vgl. Vogel sang 

Voraussetzung 1.2 sei mit einer Zahl 
--------

0 < 

E 

\ < 1 . 

H2 
= 

O ( G) n H
4 

( G) 
gö gö 

mit

(e -ikr 
u) E L

2
(B( 1)) für lal 

[ 42 ], Satz 2).

ö 
, 

0 < ö < 

1 ,2,3 
' 
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(4.2) AU E 4
H 1/2(G)

und für alle genügend großen R
2 � R2 ( 6) gilt dann mit einer _von u

und ;\ unabhängigen (und von 6 abhängigen) Konstanten C > 0 die 

Ungleichung 

(4.3) l (IID
o: (e-ikr u)IIO,B( 1) + ;\

1 /2 
ll r 1/2 D

a: 
(e-ikr u)IIO,B(

1
))

1;:;lo:l;:;2 

+ llull 4 G + ;\ 112 
ll (ln (e+r))-612 

ull0 G,go, ' 

< c (ll (L0-m-k
4

-i;\) ull0 G + ll ull
2 G(R )

) ·
,P 6' ' 2 

Den Beweis werden wir in 4.4 nach einigen Hilfsbetrachtungen 

durchführen . Als Grundlage der Beweismethoden werden wir die Arbeit 

[42] von Vogelsang benutzen .

4 . 2 . Unser erstes Ziel ist der Beweis der Vertauschungsrelation 

-ikr 4 e (L -m-k )  0 (B+ T) e-ikr

mit geeigneten Differentialoperatoren B und T , wobei T den Cha­

rakter eines Restoperators hat. Dabei folgen wir den Überlegungen von 

Vogelsang [ 42 ], §2 , und führen dafür einige Begriffe und Bezeichnungen 

ein. 

Es sei s = s(x) die Charakteristikenfunktion der reellen Null­

stellenfläche 

des Polynoms 

(4.4) P*(i;) 

Vogelsang definiert s durch 

s(x) := x • 0(:x:) x 
n-1 

x/ lxlES ,

wobei a : Sn-1 
+ N (P*)

k 
Abbildung v : N

k 
(P*) +

Wegen ( 1. 7) mit 

die bijektive Umkehrabbildung der Gaußschen 

Sn-1 mit 0 • v(a) > 0 , CT E N
1 

(P*) , ist. 

A = ergeben sich in unserem Fall 

a(x) = kx 
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und 

-ikre 

s(x) k r . 

Wir ersetzen u E c; (B( 1)) durch 0 w mit 

u .  Unsere Absicht ist dann, den Ausdruck

4 
( L

0 
- m - k ) ( e w)

umzuformen. 

Das Polynom 

P(x,i;) 

der Veränderlichen /; läßt sich darstellen als 

(l,. 5) P(x,/;) l S (x) i;'
J, 

lo: 1=4 
o: 

e 
ikr 

e und w

mit geeigneten Koeffizienten S Nach (4.5) und nach Voraussetzung 
0: 

1.2 können wir den Operator L0 in der Form

L
O 

L' + T1 := I S (x) D
o: 

+ 
0 

lo: 1=4 
0: 

darstellen, wobei nach ( 1. 10) t (x) 
0: 

= O(ixl-3/2

lxl + 00 eilt. 

I t (x) D
o: 

2,:;;lo: 1;;3 
0: 

(ln lxl )
-1/2-ö

)

51 

für 

Wir bilden den Ausdruck L0 0 w , verwenden dabei die Leibnizsche 

Regel und berücksichtigen (4.5). Die Glieder mit Koeffizienten vom Typ 

O(lxl-3/2 (ln lxl )
-1/2-0

) werden im folgenden zu einem Restoperator T

gesammelt; dann erhält man (vgl. Vogelsang [42], Beweis von Satz 3) 

(4.6) L0 u LO (0 w) I S D
o: 

(0w) 
1 o: 1 =4 

0: 

e J I 
.-ly l � Dy

i;
P(x,o) Dy w i 

L O< ly 1 <4 y . 

I 
( .-ly l-1 

I DE ( 
E+y P(x,o)) Dy w) + T w}+ \l D
i; 

O_:: ly 1.::3 
2 y ! 

l1cl=1 X 

0 (A1 
w + A2 w + T w) ,

wobei T ein Restoperator vom Typ 

(4. 7) T 
1 o: 1 ;;3 



5? 

mit 

(4 .8) für \xi ➔ 00 

ist. Mit Hilfe der Lei�nizschen Regel ergibt sich 

(4.9) 8T w 

mit einem Rcstopcro,tor T vom Typ ( 11. 7). 

Wir werden jedoch die Operatoren A
1 

und A2 in e.iner prak­

tischeren Form darstellen. Dafür erklären wir auf B(1) die Koeffi­

zienten 

(4.10) : = 2-11 a 1 -1 ß II
\a\ ! \ ßl ! a+ß . \ a\-1 ßl----- -- -- D P(x o) i 

i; 
' 

( 1 a\ + 1 ß 1) ! a! ß ! 

für l\al-lßll � 1 und b
a ß

(x) = 0 sonst, sowie entsprechend b�ß(x)

mit P*(o) anstelle P(x,o) . 

Durch direkte Rechnung ergibt sich wegen (4.10) und wegen Voraus­

setzung 1.2 aus (4.6) (vgl. Vogelsang [42), Lemma 2.3) 

(4.11) 

wobei 

(4.12) := 

( 11. 13) := 

1�\a\, 1 ß\;;2 

I (-1) lal

ia\+lß\=1 

und T
? 

ein Restoperator vom Typ (4.7) sind. Wegen (4.6)-(4.10) folgt 

aus (4. 11) 

( 4. 14) 

mit 

(11.15) h(x) 

-1 4 
8 (L'+T - m-k ) 8w

0 1 

= (B +B�+h+T) w =: (B+T) w 
1 c'. 

4
: = P(x,o) - m(x) - k 

Nach Voraussetzung 1.2 hat Operator B2 auch eine andere Dar-·

stellung (vgl. Vogelsang [li2], Lemma 2.3): 
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(4. 16) B2 
= -i (

\
J.. D + l hrD

€ 
+ (�K;)) + O(lxl-J/2 

(ln lxl)
- 1 /2-6) ,

K r I t:I =1 � 

wobei K : = 1/4 k3 und 

h
i 

(x) := D
i; . P(x,o)

i 

ist. 

Für die Koeffizienten baß mit lo:+ SI > 

wegen Voraussetzung 1 .2 gelten für lxl + 00 

(4. 1 7) 

(4. 1 8) 

und 

(4.19) 

{

l

l 

b - b* 
o:S o:S 

Dr baß

D 

h 

h
x.

J

D hr 

h.
i

D h. 
X. i 

J 

D h. 
r i 

= 

= 

0( lxl- 1 

0( lxl-2

0( lxl
-1

(ln 

(ln 

lxl f
1 -6)

lxl )- 1-6)

- 1-6 (ln lxl) ) ,

0(lxl-3/2 (ln lxl )
-1/2-6)

-2 - 1 -6 0 ( 1 X 1 ( ln I X 1 ) ) 

0 ( 1 X 1-1 ( ln IX 1 )-1-6) ,

0(lxl-3/2 (ln lxl )- 1 /2-6)

Wir fassen die Resultate zusammen in 

1, ... ,n , 

J = 1, ... ,n ,

i,j 1, ... ,n , 

Lemma 4.2. Voraussetzung 1.2 sei erfüllt. Dann existieren ein 

Operator B := B1+B?+h , wobei B
1

, B2 und h in (4. 1 2), (4. 1 3)

bzw. (4. 1 5) erklärt sind, und ein Restoperator T vom 1LP_ (4.7) derart, 

daß auf B( 1 ) 

(4.20) 

die Vertauschungsrelation 

(B+ T) -ikre 

gilt. Für die Koeffizienten der Operatoren B und T gelten die 

asymptotischen Eigenschaften (4.17)-(4.19) bzw. (4.8). 

Für den Operator B wird die von Vogelsang eingeführte "ver­

schärfte" Elliptizität bewiesen: 

Lemma 4.3. Es sei für (mit k * 0 ) und 



: = P* ( a + i; ) - D P* ( a) • i; - P* ( a ) .
0 

Dann gelten die _Darstellungen 

(4 .21) 

(4.22) li;I D
li;I <1>(0,i;) - <1>(0,i;)

= l (2lal-1)i;
CY.b�ß(x)ilßl-lcd

i;ß ,
1;; 1 a 1 , 1 ß 1 ;;2 

und� _gibt ein� von o und i; unabhäng� Konstante e1 
> 0 derart,

daß 

(4.23) 

(4. 24) 

für alle und alle 

Beweis. A. Wegen des Beweises der Darstellungen (4.21)-(4.22) 

siehe man Vogelsang [42], Lemma 11. 1, 

B. Durch direkte Rechnung ergibt sich aus (l 1, l 1) mittels (1.7)

eine Darstellung 

(4.25) 

2 2 2 2 2 
1 i; 1 ( 1 i; 1 + 2 1 a 1 + lr I a 1 1 i; 1 cos 8 + 4 1 a I cos 8) 

wobei 8 den Winkel zwiochen a und i; bezeichnet. Für coo G -t 0 

(der Fall cos 0 "' 0 ist trivial) erhalten wir aus (l+.25) unter Verwen-­

dung der Relation 

( a , b , E E JR
+ 

, s > 0) 

an die Terme 4 lal li;I cos 8 mit E = 5/2 

<!>(o,i;) > 
= 

1 i; ,
2 

(½li::1
2

+ lal
2

)

i; E JRn 2 ") 

Für alle a E N (P*) und gilt wegen 1 ol = k
"' 

k 

<!>(a ,E;) > e ( 1 E: 1
2 

+ 11; 1
4

) , 1 
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wobei min 

Für 

und folglich ist 

> 0 ist.

E; V
E; 

<!> erhalten wir die Darstellung

lt;! D
IE;! 

<!>(o,E;) - <!>(o,E;) 

I E;i
2 

(31 E;i
2

+2 loi
2

+81ol IE; !cose+4ioi2
cos

2
e). 

Mit ähnlichen Überlegungen wie oben erhalten wir für alle o E

N
k (P*) und alle E; E ]Rn 

wobei e = 

1 

1 E;I 

min 

D
I E; I <!>(o,E;)

{ 1 /5 , 2k
2 

/7} (mit E = 10/7 in (4.26)) ist. □ 

55 

4.3. Wir vereinbaren für diesen Abschnitt die folgende 

Voraussetzu n g 4.4. Voraussetzung 1 .2 sei mit einer Zahl o, 

und sei 0 < o � 1 , erfüllt, 

Mit f E 12 (G)
Po 

sei die Funktion 

schwache Lösung der Gleichung 

f 

mit 

für io: I = 1,2,3 

und mit - - --

AU E H 1/2
(G)

Sei t E C
00

(JR
n

) eine vom Parameter R0 ( R0 > e , hinreichend

groß) abhängige Glättungsfunktion mit 

{ 
0 für !xi < RO(4.27) t(x) := 

für !xi > 2 R0

und mit 0 < t(x) < für R < 1�1 < 0R Man schreibt 
"'o IAI C. •'o

(4. 28) -ikr 4w := t e u 
' 

f1 := (L - m-k ) tu0 



I n  den folgenden Betrachtungen seien C und c
1 von u, R ,

R
0 , :\ und cS unabhängige positive Konstanten und ¾(w) bzw. J

R(w) 

Hestg�ieder mit der Abschätzung 

(4. 29) < 

bzw. 

(4.30) < 

:= 

C ( R I IID
a

wll; S(R) + :\ I ll r 112 D
a

w11;,S(R) 
1; 1 a 1 ;3 ' 1 a 1 ;3 

+ (ln R)- 1 
ll wll ;,S(R))

c f l (R-
112

11D
a

wll
2 +R;

114>..ll r 112 Da
wll;

G
)

\ 1;l al ;2 
o O,G 

' 

+ R 
1 / 2 

II w II 
2 

+ ( ln R0 ) -
1 

:\ II w 11 � G ) ,
O 4,g0,G ,q0, 

(ln (e+ lxl ))-ö/? ist. 

Im Beweis der folgenden drei Lemmata benutzen wir wiederholt die 

Abschätzungen 

(4 .31) 

(4.32) 

2 

1
8 

(ln lxl )-
0 

lxl -
1 

(ln

2 
< qö(x) 

1 xi )-i-
ö 

die für alle lxl � e und O < ö < 

< 

< 
= 

(ln lxl )-
0 

'

2 - 1 (ln lxl )-
1

-
ö gö(x) < lxl 

gelten. 

Im ersten Lemma werden wir zeigen, wie man die zwei ersten 

Glieder in Ungleichung ( 4 .. 3) majorisieren kann: 

' 

L emma 4.5. Voraussetzung 4.4 sei erfüllt. Dann gilt di� Ab­

schätzung 

< Re 

+ C

I ( ( (2 l al -
1) 

1;l al ,lßl ;2 

-
1/4RO 

Beweis. Die Behauptung folgt mittels Lemma 4.3, wenn man ähn­

liche Überlegungen wie Vogelsang [42 ], Beweis von Lemma 4.2, auf die 

Formen 
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a[w] := 

b[w] 

anwendet und wenn man (4.17) sowie die Abschätzungen (4.31)-(4.32) berück­

sichtigt. □ 

Wir werden jetzt das erste Glied auf der rechten Seite von Unglei­

chung (4.33) folgenderweise abschätzen: 

Lemma  4.6. Voraussetzung 4.4 sei erfüllt. Dann gilt die Ab­

schätzung 

(4.34) 

Beweis. A. Zuerst werden wir die Ausdrücke 

Re ((B+T-i>-) w ' w)O,G(R) '

Re ((B+T- i>-) w ' r Kw)O,G(R) '

Re ((B+T-i>-) w ' r Dr w)O,G(R)

umformen. Für die Herleitung der gewünschten Abschätzung berücksichti­

gen wir dann die Relationen (4.20) und (4.28). 

Durch partielle Integration (vgl. Beweisteil A von Satz 3.1) er-

halten wir nach (4.16)-(4.19) und (4.8) für 

[42], Lemma 3.1) 

(4.35) Re ( ( B + T - i A) w , w) O, G ( R)

R > R 
= 0 

Re l (b D ß
w , Do:

w)O,G(R) + Re
1;:;lo:l,lßl2;2 o:ß 

( 4. 36) >- Re ( ( B + T - i >-) w , r K w) O, G ( R)

(vgl. Vogelsang 

(B2 w ' w)O,G(R)

+ JR(w) + KR(w)

"" ' ß K _o: ' ' I ( - ' 
>- Re l \b D w , r u WJO,G(R) + /\ m w , rur w JO,G(R)

1;lo:l,lßl;2 o:ß 



Ähnlich wie im Beweis von Satz 3.1 und wie Vogelsang [42], Lemma 

3.2-Lernma 3.3, erhalten wir nach (4.16)-(4.19) und (lL8) für R > R0

wobei 

ist. 

B. Weil nach Lemma 4.2 und (4.28)

( B + T - i \ ) w = e -ikr f 1

gilt, schließen wir aus den Gleichungen (4.35)-(4.37) 

(4.3 8) 

2 R e  (e-ikr = f
1 

,rDrw +

Nach (4.31 )-(4.32) gilt 

(4.39) J(e-ikr r
1

, r Drw + (¾ ( n -1)+\rK) w)0,GJ

< C (R�/2 lir1ii�,Pö
,G + R;

112 (IIVwll�,G + llwll�,g
ö,G + \ llwll;,q

0,G)) •

Mit gleichen Überlegungen wie Vogelsang [41], Lemma 2.3 , kann man 

die Gültigkeit der Ungleichung 

(4.40) 2 
llwll 4 G <,g

ö, 

verifizieren. 

fÜr 

Durch die Wahl einer Folge R. + 00 mit 
J 

j ➔ 00 aus (4.38) die Behauptung, wenn wir 

(4.39)-(4.40) beachten. □ 

!�. ( w) ➔ 0 erhalten wir
J 

l' (w) ;; u , (4.::,u) undR. 
J
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Nach den Lemmata 4.5 und 4.6 bleibt noch eine A-priori-Abschät-

zung für ll w11 0 G 
herzuleiten:,g

ö
, 

Lemma l+.7. Voraussetzung 4.4 sei erfüllt, und sei R
0

;, e fest.

Dann existiert zu jedem gegebenen ö , 0 < ö ;  1 , eine von u und A 

unabhängige Zahl R
1
(ö,R0) > R0 derart, daß die Abschätzung

(4.41) ll wll� G + ¾ ll wll� B(R ) ,gö' ,qö' 1 

< 

Beweis. Die Behauptung folgt ähnlich wie bei Vogelsang [ 42], Lem­

ma 3.5 und Lemma 3.6. Das wesentliche Hilfsmittel des Beweises der Be­

·hauptung ist die Integrationformel

R
2 

.l f ö R 1 
R2
f 

R1

(ln R)-ö w(R) dR

R-l (ln R)_ 1_0 
R R2 

( f dr) 
1 -ö w(r) dR +- (ln R

2
) f w(R) dR ,

\R ö 
R1 1

( R > e ) stetigen Funktionen w und für alle
1 = 

reellen Zahlen ö > 0 gültig ist. Dabei werden auch die Abschätzungen 

(4.31)-(4.32) wiederholt benutzt. □ 

4.4. Nun sind wir in der Lage, die gewünschte A-priori-Abschät­

zung für die Ausstrahlungslösungen zu beweisen. 

Beweis von Satz 4.1. Aus den Lemmata 4.5, 4.6 und 4 .7 ergibt 

sich 

(4.42) 

< C ( R-114 
l (11D

a
wll

2 
+A ll r 112

D
a

wll�
G

)
\ o 1;l al;2 O,G ' 

+ R�/2 
1l (L0 - m - k

4 -i A) cpull�,Pö
,G 

+ ll wll�,G(R
1
)

A 2 
) + 8 ll wll 0 G(R ) 

,
,qö' 1 
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wobei die Zahl R
1

(ö,RO
) > R

O 
zu den gegebenen ö und RO 

gemäß Lemma

4 .'7 gewählt sei. 

Nach Vogelsang [111], Lemma 2.3, kann man die Gültigkeit der Un­

gleichung 

( l+. 43) < 

verifizieren. 

4 
C (ll (L -m-k -i \) ull +

O O,g0 ,G 

Die Ungleichung (4.3) folgt nun mit R
2 = 2 R1 aus (4.42)-(4.43),

wenn wir die Definitionen (4.27)-(4.28) berücksichtigen, RO 
genügend

groß wählen, auf die beiden Seiten der erhaltenen Ungleichung die Nor­

men über die fehlenden beschränkten Teilgebiete addieren, und die Ab­

schätzung (Vogelsang [41], Lemma 2.3) 

beachten. □ 

< 

5. Eindeut igkeit und  Existenz der Ausstrahlungslöfillllg 

5.1. Eindeutigkeit. In Abschnitt 3 

reichende Bedingungen dafür angegeben, daß 

Operators 10 - m auf seiner Definitionsmenge

(Satz 3.1) haben wir hin-
4 . .

k kein Eigenwert des 

D(L
o- m) = H�(G)nH

4
(G)

ist. Anschließend zeigen wir jetzt, daß jede Ausstrahlungslösung u 

der Gleichung 

( 5. 1) 
4(T,0 -m - l<: ) 11 = O

in D(LO-m) liegt.

Zuerst beweisen wir zwei Hilfssätze: 

Lemma 5.1. Voraussetzung 1.2 sei mij:;_ einem ö , 0 < ö ;;; 1 , 

erfüllt. Sei u E F 0 ein� Lösung _9.es Problems 1 . m. k zu Gleichung ( 5. 1 ) .

l2ti,nn gilt D
a: (e-lkr 

u) E 1
2(B(1)) für 1;;; lo:I;;; 4

Beweis. A. Folgend einer Anregung von Witsch führen wir den Be-

weis in zwei Teilen durch. Im ersten Teil B zeigen wir, daß in einem 

Randstreifen Q' G -ikr 
E H4

(Q') gilt. Wenn G ein Außen-von e u 

gebiet ist, kann '!.'eil B weggelassen werden. Mit ähnlichen Methoden wie 

Witsch [49], Lemma 2.3, zeigen wir in Beweisteil C, daß 
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D
a 

(e -ikr 
u) E L2(G - Q') für 1 lal 4 gilt.< < 

= 
B. Wir benutzen die gleichmäßigen Überdeckungen { Q ! } und { Q.}

J J 
von G gemäß Definition I.1.3. Man schreibe 

I1 
·= { j E JN Q. n 8G * 0 }

J 

I
2 

:= { j E JN Q. n 8G 0}
J 

und -ikr In den folgenden Zeilen bezeichnen mit C w := e u wir 

verschiedene von j ' w und n unabhängige positive Konstanten. 

Wegen u E Fö gilt w E H
2 

O ( G) n tt4 ( G) (man kann 0 E JRn - G

annehmen). Mittels Lemma 4.2 

gö gö 

erhalten wir aus ( 5. 1) 

(5.2) ·((B+T) w' n)o G'
0 

für alle n E c�(G) Folglich gilt nach Agmon [1], Theorem 9.5 

( 5. 3) < 

wobei Q'.' 
J 

eine offene Menge mit Q! c Q'.' 
J 4 J 

Sei q,. E Co(Q.) 

Q'.' 
J 

mit 

j E I 1 , ist

(vgl. Definition I.1.3). 
J J 

= 1 . Mittels 

(5.2) erhalten wir aus der Koerzitivität 

llwll
2,GnQ'.' 

J 
<

Für die Funktionen 

Poincaresche Ungleichung 

llwll 1,GnQ.
J

< 

II q, j 
w II 

2 , GnQ. 
< C II w II 1 , GnQ. •

J J 

w E H
2 

0(G) gilt in G n  Q. mitgö J 

C IIVwll 0,GnQ.
J 

die 

(vgl. Definition I.1.3 und Agmon [1), Beweis der Poincareschen Unglei­

chung, S . 7 4 ) . 

Wegen Vw E L
2

(G) ergibt sich aus (5.3)-(5.5) nach Summation 

über j E I1 (vgl. Definition I.1.3) w E H
4

(Q') , wobei Q' :=

U.EI G n Q! ist.
J 1 J 

( 5 .6) 

C. Nach (5.2) erhalten wir durch partielle Integration für alle

j E I
2 

, und für alle l 1, ... ,n 

0 ( (B+ T) w 

- ( (B+ T)

, D. n)0 Q i 
' j 

D. w n)0 Q i 
' j 

- ((D
i 

(B+T)) w ,  n)O,Q.
J 
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Weil D
i 

b
o: ß 

= O(g0) , D
i 

h = O(g
0

) und Di
t

o: 
= O(g

0) für

1 x 1 ➔ 00 gelten ( vgl. Voraussetzung 1 . 2 und Abschnitt lr. 2), besteht für 

alle n E c;(Q
j) mit j E 1

2 
die Abschätzung

( 5. '7) l (V w , (B+'I')' nlO,Q.1 
J 

< c ll wll 4,gs,Q- llnllo,Q. ,
u J J 

wobei ( B + T) ' der dem Operator B + 'l' (formal) adjungierte Operator 

Aus Agmon [1], Lemma 6.3, folgt jetzt 

(5.8) I 
0: < 

\; I ri I ;;lr 
IID wllO,Q!

J
( ll wll

4 
Q ,g

<'i
' j 

+ II Vwll O,Q.) •
J 

Summation über j E 12 
ergibt Do: 

w E L2(G -Q') für 1,;;l o:1< 4 

FoJ�Jich nach Teil B (oder im Falle eines Außengebietes nach 

w E� H
J+(G(R)-{O}) fÜr jedes R < 00) gilt dann D

o: 
(e-ikr u) E L

2
(B(1))

für ; l o: I ; 4 . □

L e mma 5. 2. Voraussetzung 1.2 sei mit _eine� Zahl 6 , 0 < ö < 1 

H2 

O ( G) n H4 ( G) , u E L 
2 

( G) und ( 10 -m - k 4) u Eerfüllt. Sei u E 

Dan_g_ gilt 

gö gö 
u E H

4
(G) . 

Beweis. (Vgl. Vogelsang [41], Lemma 2.4, bezüglich Außengebiete 

ohne Regulari tätsvoraussetzungen siehe man Witsch [ l,9], Lemma 2 . 3.) Es 

sei eine Glättungsfunktion <jij E c;(JRn
) wie 

<ji3 • ,J 
im Beweis von Lemma

II.1.6 gewählt. Dann gibt es eine positive Konstante C derart, daß 

für l o:I > 0 gilt. Wenden wir nun Lemma 2.3 von Vogelsang [41] und 

( 5. 9) auf die Funktion <ji j u E H� ( G) n n
4 

( G) an, so -erhalt-en wir mit 

einer von u und j unabhängigen Konstanten C die Ungleichung 

< 

< < 00 

und der Grenzübergang j > 00 liefert die Behauptung. □ 

Satz 5.3. 

erfüllt, und sei 

menge D(L
0 

-m) .

lösung eindeutig. 

Beweis. A.

Voraussetzung 1.2 l:3.!c..� mit �iner Zahl ö , 0 < ö ; 1
), 

k �ein �i_genwert y_o_g_ 10 
-m auf der Definitions-

Dann ist die _zur Klasse F 
0 _gehörende Ausstrahlungs-

(Vgl. Vogelsang [42], §5.) Es seien 
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zwei Lösungen und u : = u1 - u
2 

. Dann folgt aus Lemma 5. 1, daß u eine

schwache Lösung der Gleichung (5.1) mit den Eigenschaften 

u E H
2 

O ( G) n H
4 

( G) ,
gö gö

D
a (e-ikr u) E L

2(B(1)) lal = 1, 2 

ist. Wir werden zeigen, daß dann auch 

(5. 10) 

gilt. 

llull
0 G ' 

< 

Nach Voraussetzung 1.2 folgt aus (5.1) durch partielle Integra­

tion für R � e (vgl. Beweisteil A von Satz 3.1) 

( 5. 11) 0 = 
4 4 ((L0 -m- k ) u, u)O,G(R) - (u, (L0- m -k )  u)O,G(R)

� 2 i Im ( (x V
T S V grad u , u)O,S(R)

- (V
T

(x) S V  grad u , grad u)O,S(R))

2 i Im ( (x VT 
S* V grad u , u)O,S(R)

- (V
T

(x) S* V grad u, grad u)O,S(R)) + JR
(u) ,

wobei für die Größe JR
(u) die Abschätzung 

(5.12) < 2 
C llu ll3 S(R),gö' 

mit einer von u und R unabhängigen Konstanten C > 0 gilt. 

Wegen 

-ikr 
Es sei w = e u

x V
T

(o) S* V(o) o
T 

Wir ersetzen 

V
T

(x) S* V(o) 

ikr u in ( 5. 11 ) durch e w

o
T 

• o
T 

k3 mit o = k x 

erhalten wir aus (5.11) mit geeigneten Koeffizienten 4 -­
a

a ß E C**(B(e))

(5.13) 2 k3 llu ll�,s(R)

1 ß a -1 
= Re l (a

a ß D w , D w)O,S(R) + JR(u) + Re (O(r ) u , u)O,S(R) •
O,;:;J a l,;:;1 

1,;:;J ßl ,;:;3 

Wir integrieren (5.13) über das Intervall (R1,R
2

) , wobei R1
genügend groß gewählt werden soll. Auf der rechten Seite wird ferner 

die Integration partiell so durchgeführt, daß in beiden Faktoren in den 



vorkommenden Skalarprodukten höchstens Ableitungen D
a 

w mit I a 1 ;:; 2 

auftreten. Mittels (5.12) erhalten wir mit einer von u ,  w 

R
2 

unabhängigen Konstanten C 

( 5- 14) 
2 

ll ul \ O G(R R )' 1' 2 

< Cf l (\\D
a

wl\� G(R R) + I\D
a

w\10 G(R R) \\ u\10 G(R R )
)

l 1?, \ et 1 ;;,2 ' 1 ' 2 ' 1 ' 2 ' 1 ' 2 

+ 

, a 2 
l IID wllü,S(R

1)\ al;:;2 

, a 2 - 1  2 1. 
l n

2 
IID wllü,S(R

2
) + R

2 
ll wll O,S(R

2
) f 

1;:;I G\ ;2 

+ 3 ll ull� n(n R ) •
'

J 1' 2 

Die Abschätzung ( 5. 10) folgt unmittelbar aus ( 5. 1 ), ) , wenn wir der 

Grenzübergang R ➔ 00 für eine geeignete Teilfolge durchführen.2 
B. Aus (5.10) folgt u E:: L2(G) , und wegen u E �·0 giH

u E 1/ (G)nH
4 (G)nH4(G) nach Lemma 5.2 . Folglich ist u E: D(LO-m)gö

ü gö
eine schwache Lösung der GJ.eichung (5.1). 

Da nach der Voraussetzung k
4 

kein Eigenwert des Operators

LO-m auf D(L
0

-m) ist, gilt u "'0 , woraus die Eindeutigkeit

folgt. D 

5. 2. Existenz. Die Existenz des Problems 1.m.k wird mit der

Methode der Grenzabsorption nachgewiesen (vgl. Vogclsang [ 42 ], §5): 

S a t z  5, 1.,. Sei Voraussetzung 1. 2 mit einer Zah1 ö , 0 < ö ; 1, 
)1 

erfüllt, 21nd sei k 1'c�in Eigenwert �on LO-m auf D(L
0

-m) Dann
2 ' ' ' ' 

hat Problem 1.m.k zu ,jedem f mü f E:. L \GJ eine \eindeuti.E_ ) Aus-
Po 

strahlungslösung �us der Klasse F0
Beweis. A. Wir wählen eine Folge {f :\ } 

f'Ür V ->- oo 
V 

die in L
2 

(G)
p ö 

konvergiert. Nach Satz 2.1 existiert zu jedem 

Lösung u
;\ E: 

( 5, 15) 

der Gleichung 

(L -m-k
4

-i:\) u f, 
0 v :\ A 

V V 

1 ; 

gegen f 

genau eine 

mit E: H\12(G) Nach Bemerkung 1.4 sind die Voraussetzungen von 
r 
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Satz 4.1 erfüllt, und mit von u
:\ 

und "v unabhängigen Konstanten c1
\) 

und R
1 

gilt die Abschätzung

(5. 16) 

< 

Wir unterscheiden zwei Fälle: 

B. Erstens nehmen wir an, daß eine Konstante C > 0 derart

existiert, daß 

(5 .17) sup llu
:\ 

11
2 G(R ) < C

{ :\ } v ' 1 
\) 

• gilt. Dann ergibt sich nach (5.16)

sup II u
:\ 

II 4 G < C
{:\ } \) ,gö, 

\) 

< 00 

und folglich ist 

(5. 18) sup llu
:\ 

II 2 G(N) < C(N)
{ ;\ } ' v , 

\) 

für alle N E ]IJ • 

Wir beweisen zuerst, daß für die Folge {u
:\

} c H;(G) mit (5.18)

eine Teilfolge und ein 2 \)
u E H0(G) derart gibt, daß für

die Restriktionen die Konvergenz 

(5 .19) in 

für alle NE ]IJ gilt. 

Für u
:\ 

E H;(G) gilt 
\) 

(5.18) gibt es eine Teilfolge 

u
:\ IG(N) E H

2
(G(N),aG(N)) , und wegen

\) 

{u
:\

,} c {u
:\

} , die schwach gegen ein 
\) \) 

Element u E H
2

(G(N),3G(N)) rn H
2

(G(N)) für alle NE ]IJ konver-

giert: u
:\ 1 -" u .  Es seien N1 > N und � E c;(K(N1)) mit �1G(N) -v 2 2 

1 • Dann ist �u
:\

, E H0(G(N1)) und �u
:\

,...,, �u rn H (G(N1)) ,
? 

\) \) 

wobei � u E H; ( G(N 1)) ist. Wegen Beschränktheit von G(N 1) ist die

Einbettung von H;(G(N1)) in H�(G(N1
)) nach dem Rellichschen Auswahl­

satz (Agmon [ 1], Theorem 8. 3) kompakt. Also gilt � u
:\

, ➔ � u in 
\) 
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H�(G(N
1

)) Wegen q,IG(N) = 1 folgt (5.19).

Wenden wir Lemma 2.3 von Vogelsang [41] und Lemma 6 von Leis [21] 

auf die Funktionenfolge { u
:\

,} c H� ( G) n H
11 

( G) an, so erhalten wir über 
\) 

(5.15) mit positiven Konstanten 

llu
:\

, -u
:\

, 11 4 G(N)
\) µ ' 

< C (ll f
:\

, -f':\ 1
11

0 G(N )
\) µ ' 1 

+ C E :ITT , E JN 

+ \� ll u
:\�

IIO,G(N
1

)

+ ll u
:\ 1 -u

:\
, ll 2 G(N ))

\) µ ' 1 

< C (ll f
\

'
, 
-f

:\
µ
' IIO,G(N

2) + :\� ll u
:\

, 1 1
0 G(N ) + :\' ll u

:\
, 1 1

0 G(N ) 
V v ' 2 µ µ ' 2 

+ llu
:\

, -u
:\ 1 11 1,G(N0

)) 
\) µ � 

Folglich konvergiert wegen (5.19) die Folge 4 
{ UA ,} .i!l H* ( G)

\) 

gegen Aus (;,. 15) und (5. 16) folgt dann, daß die 

Grenzfunktion u in F 
ö 

liegt. 

C. Der zweite Fall

Widerspruch. Man nehme an, 

ll u
:\

, 11 2_G(R.) 
\) 

•• 1 

Dann ist 

wobei 

➔ 

v
:\

, 
\) 

CO für :\' 
\) 

·= u
:\

, 
\) 

sup{:\ 

daß 

} ll u
;\ 

11
2 G(R.) = co 

\) \) 
' 1 

eine Teilfolge {u
;\

,} 
\) 

➔ 0 existiert.

( ll u
:\

, 112 G(R ) )
\) 

' 1 

-1

Es sei 

+ 0

in für :\� -+ 0 gilt. 

führt 

mit 

Wenden wir das oben angegebene Verfahren auf die Folge 

zu einem 

{ v 
:\

, , g
;\ 1} an, so folgt die Existenz einer in H� ( G) gegen eine Aus-

\! \) 

strahlungslösung v E F0 der Gleichung ( LO -m -k 4 ) v = 0 kuuvergeo-

ten Teilfolge {v
:\

"} . 
\) 

Satz 5.3 liefert dann notwendigerweise V = 0 , 

was im Widerspruch zu II v 
:\

" II 2 G(R ) "' 1 
\) ' 1 

steht. □
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