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I. Einleitung. Bezeichnungen

1.1. In dieser Abhandlung werden wir einige Randwertaufgaben be-

handeln, mit denen wir den Biegungsvorgang der durch &uBere Krafte ver-—
formten Platten zu schildern versuchen. Unsere Arbeit schlieBt sich eng
~an die Untersuchungen von R. Leis sowie von seinen Schiilern R. Polis,
W.Wickel und K. J.Witsch an.

In unserer Problemstellung liegt die Platte in einem (n+1)-dimen-—

. .. +
sionalen euklidischen Raum Rn !

(n > 2 ) mit den Koordinaten
(x1,...,xn,y) . Das Koordinatensystem wird so gewdhlt, daB die Ebene

y =0 mit der Mittelebene (mit der "neutralen Schicht") der nichtdefor-
mierten Platte zusammenfadllt.

Wir betrachten einen Fall, der in den Rahmen der linearen Elasti-
zitdtstheorie paBt und der physikalisch durch folgende vereinfachenden
Voraussetzungen charakterisiert werden kann: Die Platte soll dlinn sein,
ihre Dicke klein gegeniliber den Ubrigen Dimensionen, die auftretende
Durchbiegung sei klein gegeniiber der Dicke der Platte. Es sollen nur
Kradfte in Richtung der y—-Achse wirken, so daR die Verschiebung der Platte

in Richtung der Ebene y = O vernachldssigt werden kann.

Wir werden unsere Betrachtung auf die Projektion der Platte in den

n-dimensionalen Raum R° mit Koordinaten Xpoeee X, beschrénken. Diese
Projektion sei mit G Dbezeichnet und deren Rand mit 298G . Es sei y =
w(x1,...,xn,t) die Durchbiegung der Platte im Zeitpunkt t , dann genligt

die Funktion w der allgemeinen zeitabhingigen linearen Plattengleichung

von der Gestalt

82 3

(1.1) a RER A b —w + LO w = F.
ot 9t

Dabei ist LO ein linearer gleichmdBig stark elliptischer Differential-

operator vierter Ordnung mit genligend reguléren reellwertigen Koeffi-

zienten, a (Massendichte) und b (Didmpfung) sind reellwertige Funk-



tionen mit a(x) > 0 , b(x) > 0 sowie F die Intensitét der Normalbe-
lastung (vgl. die Voraussetzungen II.1.7, III.1.1 und III.1.2).
Wir wollen hier nur den zeitharmonischen Fall behandeln (beziig-

lich des zeitabhéngigen Falles verweisen wir auf Brdhl [3]) und nehmen
-iwt

an, daB F und w 2zu e (w eine nichtnegative Konstante) pro-
portional sind, also
F(x,t) = etot £(x) und wix,t) = o tUt ulx)

Dann erhalten wir aus Gleichung (1.1) die Plattengleichung

(1.2) (L. - w'a-~iwb)u = f

0

Zu dieser Gleichung werden wir sowohl flr beschrénkte als auch flir unbe-
schrénkte Gebiete G die {iblichen Randwertaufgaben stellen (vgl. II.1.h4,
IIT.1.1 und III.1.4). Die verschiedenen Randbedingungen entsprechen
verschiedenen Arten der Einspannung des Plattenrandes, z.B. entspricht
die Dirichletsche Randbedingung dem Fall, in dem der Plattenrand fest
eingespannt ist, die Neumannsche Randbedingung dem Fall, in dem der
Plattenrand vollstiéndig frei beweglich ist (vgl. II.1.1).

Wegen der Herleitung der Plattengleichung, wegen der daltir Gb-
lichen Voraussetzungen sowie wegen verschiedener Eigenschaften der zu
betrachtenden Platte (z.B. homogen-inhomogen, isotrop-anisotrop) sei auf
Courant — Hilbert [6], Girkmann [15], Landau- Lifshitz [19], Mansfield
[24], Timoshenko [37], Leis [23], Polis [28] und Duvaut — Lions [8] ver-
wiesen. Hier sei noch erwdhnt, daR o = 0 dem statischen Fall ent—
spricht und daB die Ldsung u der Gleichung (1.2) in diesem Fall die
Durchbiegung der Platte in Querrichtung in der Gleichgewichtssituation
bedeutet sowie daR fir w > O die Loésung u die zeitharmonische Trans—
versalschwingung der Platte beschreibt.

In unserer Behandlung der Randwertprobleme kommen vier wesentlich
verschiedene Typen von Gebieten G vor:

1) Beschrankte Gebiete,

2) AuBengebiete, d.h. Gebiete, deren Komplemente kompakt und
nicht leer sind, folglich sind auch deren Rénder kompakt,

3) unbeschrinkte Gebiete, deren Rénder nicht kompakt sind und
deren Komplemente innere Punkte haben,

4) das Gebiet G f&llt mit dem ganzen Raum R" zusammen.
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Weitere Voraussetzungen iiber G und 3G werden bei der jeweili-

gen Problemstellung gegeben.

1.2, In Teil II werden wir verschiedene Randwertprobleme mit

homogenen Randdaten im statischen Fall, d. h. Probleme zur Gleichung
(1.3) L.u = ¢f

untersuchen, und zwar das Dirichletproblem in den Gebietstypen 1)-3) und
andere Randwertaufgaben (u.a. das Neumannsche Problem und das gemischte
Problem vom Dirichlet-Neumannschen Typ) in den Gebietstypen 1)-2) sowie
die Differentialgleichung (1.3) ohne Randbedingungen in ganz R" .

In Teil ITII werden wir das homogene Dirichletsche Problem zu

“Gleichung (1.2) mit w > O in den Gebietstypen 2)-3) untersuchen.

Verschiedene Randwertaufgaben werden auf gewisse Probleme in ge-
eignet erkl&rten Sobolevr&dumen zurickgefihrt. Dadurch werden sog.
schwache LOsungen der zu betrachtenden Randwertaufgaben erzielt.

Falls man flir das zu betrachtende Gebiet und flir die Koeffizi-
enten des Operators L := LO - wza,- iwb sowie fur f genligend
starke Regularitdtsvoraussetzungen stellt, werden die LdOsungen der von
uns behandelten Randwertaufgaben die Ublichen Regularitétseigenschaften
besitzen (man siehe etwa Agmon [1], §9-10, Fichera [11], §8-10 und $§13,
und [12], §3-4 und §11, und Netas [27], §L4-5).

1.3. Wir werden uns jetzt mit unseren Problemen auseinanderset-
zen. Bei der Behandlung der Randwertaufgaben zu Gleichung (1.3) werden
die fiir funktionalanalytische Ldsungsmethoden {iblichen Schliisse (die
Koerzitivit&tsungleichung, die Poincarésche Ungleichung, der Auswahlsatz
von Rellich, der Satz von Lax und Milgram) angewandt (vgl. II.2). Wegen
ghnlicher Betrachtungen sei auf Duvaut - Lions [8], Fichera [11]-[12],
Michlin [25] und Necas [27] verwiesen. In diesem Zusammenhang seien
auch Courant - Hilbert [6]-[7], Vekua [39], Velte [40] und der Ubersichts-
artikel [9] erwéhnt.

1.4, Die Untersuchung der Randwertprobleme zu Gleichung (1.3)
in den Gebietstypen 2)-4) st8éBt auf Schwierigkeiten, die im Falle be-
schrankter Gebiete nicht auftreten. BEs ergibt sich (Beispiel II.1.3),

daB schon das Dirichletsche Problem nicht eindeutig 1Osbar ist. Dafir



missen wir das Verhalten der Ldsungen "im Unendlichen" genauer charakte-
risieren. Eine weitere Schwierigkeit entsteht dadurch, daB einige fur
beschrénkte Gebiete glltige Resultate der ublichen L2ﬂTheorie (aie
Poincarésche Ungleichung und der Auswahlsatz von Rellich) sich nicht
allgemein aufl unbeschrankte Gebiele Ubertragen lassen. Wegen dieses
Sachverhalts sind wir auf eine gewichtete Lg—Theorie angewiesen. Unsere
Betrachtungen sind durch persdnliche Diskussionen mit Herrn K. J. Witsch
und durch seine Arbeit [48] angeregt worden.

Die Behandlung der Gleichung (1.3) mit verschiedenen Randbedin-
gungen in unbeschrénkten Gebieten bendtigt eine Modifikation der
Poincaréschen Ungleichung, die wir in Ll.3.2 beweisen werden. Mit Hilte
der so erzielten Ungleichung kdnnen wir in den Féllen des Dirichletschen
Problems und des gemischten Problems sowie flr genligend groBe Dimensionen
auch im Falle des Neumannschen Problems und im Falle des ganzen Raumes
R" unter Anwendung des Satzes von Lax und Milgram die Existenz einer
eindeutigen L&sung nachweisen (Satz II.3.8). Andererseits folgt aus
derselben Ungleichung ohne Dimensionseinschrénkungen immer die GUltig-
keit einer gewichteten GArdingschen Ungleichung (vgl. II.3.5), die ge—
maR einigen Stabilitétseigenschaften von Fredholmoperatoren das Bestehen
einer Fredholmschen Alternative fur den Operator Lo garantiert (Satz
II.3.15).

1.5. Bel dem Eindeutigkeits- und Existenzbeweis der Ldsung der
Dirichletschen Randwertaufgabe zu Gleichung (1.2) im geddmpften Fall
(b > 0) lassen sich die iiblichen funktionalanalytischen Methoden (die
GArdingsche Ungleichung und der Satz von Lax und Milgram) unabhingig

von Gebietstyp mit Erfolg verwenden (Satz III.2.1).

1.6.  Angeregt durch die Arbeiten [23] von Leis und [28] von

Polis wird schlieBlich das homogene Dirichletsche Problem zur Gleichung

(1.4) UJ—m—kh)u = f

0

behandelt. Diese Gleichung entspricht dem nichtgedémpften Fall (b = 0 )

in Gleichung (1.2), wenn der Koeffizient w2zl in die Summe
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ausgespalten wird, wobeil kh > 0 sein soll.

Zun&chst beschdftigen wir uns mit der Frage: Unter welchen Vo-
raussetzungen an das asymptotische Verhalten des Randes (fiir Gebiets-—
typ 3)), der Koeffizienten des Operators Ly-m und der Funktion u
"im Unendlichen" das Dirichletsche Problem zu Gleichung (1.4) eindeutig
10sbar ist?

Wie im Falle der Schwingungsgleichung muR man zwischen den ein-
und ausstrahlenden LOsungen von (1.h) unterscheiden, und wir wollen uns
auf die ausstrahlenden beschrinken. Von der "Ausstrahlungsl&sung'" wird
auBer dem Erfiillen der Differentialgleichung und der Randbedingungen
das Bestehen einer "Ausstrahlungsbedingung' verlangt.

Bei der Betrachtung des Ausstrahlungsproblems treten folgende be-
sondere Schwierigkeiten auf: Die LOsungen sind nicht quadratintegrier-
bar (doch sind sie mit geeigneten Gewichten quadratintegrierbar, vgl.
Beispiel III.1.3), und im Cegensatz zur Schwingungsgleichung schlieRt
die Ausstrahlungsbedingung das Vorkommen der Eigenwerte des Operators
nicht aus (vgl. Bemerkung III.1.5). Eine weitere Schwierigkeit entsteht
dadurch, daR die oben erwdhnte allgemeine funktionalanalytische LOsungs—
methoden sich nicht auf Behandlung der Gleichung (1.4) in den Gebiets-
typen 2)-L) {ibertragen lassen. (Wegen der Randwertaufgaben zu Gleichung
(1.4) in beschrénkten Gebieten sei auf Leis [23] und Polis [28] verwie-
sen. )

AuBenraumaufgaben (d.h. Ausstrahlungsprobleme fiir AuBengebiete)
zu Plattengleichungen und zu einigen anderen elliptischen linearen Dif-
ferentialoperatoren vierter Ordnung sind von Leis [21], [23] und Polis
[28] sowie von Saranen [32], Teschke [36], Wickel [45] und Witsch [L9]
behandelt worden.

In diesen Untersuchungen wird die Behandlung wesentlich auf die
von Rellich [30], Leis [20] und Jiger [16] entwickelte Hilbertraumtheo-
rie der Schwingungsgleichung zurlickgefithrt. Dabei kann man eine sach-
gemédBe Ausstrahlungsbedingung wie bei der Schwingungsgleichung aus der
Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung herleiten. Fir allgemeinere
Plattengleichungen (des anisotropen Falles) ist dies nicht mehr mdglich,
und man leitet dann eine Ausstrahlungsbedingung auf andere Weise her
(vgl. Polis [28]).

Ausstrahlungsprobleme zu allgemeineren Gleichungen hSherer Ord-

nung sind in den Gebietstypen 2) oder 4) u. a.von Eidus [10], Finozenok
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[14], Vainberg [38] und Witsch [S0] und in Gebietstyp 3) von Vogelsang
[41]-[L42] behandelt worden. Die Vogelsangschen Ergebnisse gelten (sogar
vereinfacht) auch in AuBengebieten und in ganz r"

Hier suchen wir in den Gebietstypen 2)-3) (&hnliche Ergebnisse
wlirden doch in ganz R" gelten) nach sachgeméf gewichtet quadratinteg-

rierbare Funktionen u (vgl. III.1.4), die die Ausstrahlungsbedingung

-ikr

(1.5) grad (e u) € L2(G)

und die Gleichung (1.4) mit Dirichletschen Randwerten im schwachen Sinne
erflillen. Dabei werden anstelle der Kompaktheitsvoraussetzungen von

Leis [23] und Polis [28] auch bis ins Unendliche reichence Inhomogeniti-
ten und Anisotropien zugelassen (vgl. Voraussetzung III.1.2). Als Grund-
lage der Bewelsmethode bel der Behandlung dieses Problems benutzen wir
hauptséchlich die Arbeiten [41]-[L2] von Vogelsang. Die Voraussetzungen
Uber die Operatoren sowie die Ausstrahlungsbedingung unterscheiden sich
aber von denjenigen von Vogelsang (vgl. die Sitze III.3.1, TTT.5.3 und
III.5.4).

Die Abschnitte III.3 und III.5.1 befassen sich mit der Eindeutig-
keitsfragen des Ausstrahlungsproblems. In Satz TTT.3.1 werden hinreichen-—
de Bedingungen daflir gegeben, daBR k  kein Eigenwert des Operators
LO— m auf einer spiter zu definierenden Definitionsmenge in Lg(G)
(wobei keine Gewichte ndtig sind) ist. Die Voraussetzungen enthalten
z. B. die Bedingung (iiber die geometrische Natur des Randes), daB auf

dem Rand von G
(1.6) x° v(x) < 0

gilt, wobeli v die &ulere Normale des Randes bezeichnet. Im Falle cincs

AuRengebietes besagt (1.6) die Sternfdrmigkeit des Randes. Man kann Be-

32 an
ainguig
(k1]

L1

{1 £
\ieOy

-
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und Saranen [31]).

AnschlieBend zeigen wir (Satz III.5.3), daR jede Ausstrahlungs-
18sung u der homogenen Plattengleichung (LO—-m-kh) u = 0 in L2(G)

. I . .
liegt. Unter der Annahme, daB k kein Eigenwert des Operators LO—-m
ist, folgt dann, daR das Ausstrahlungsproblem hdchstens eine Ldsung
haben kann.

Die Existenz einer LOsung des Ausstrahlungsproblems wird mit der
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Methode der Grenzabsorption (vgl. Leis [23], Vainberg [38] und Vogelsang
[L2]) unter der Annahme bewiesen, daR kh kein Eigenwert des Operators
L. -m ist (Satz III.5.L4). Die fiir diesen Beweis ndtigen A-priori-Ab-

0
schiétzungen werden in Abschnitt III.k hergeleitet.

1.7. FEs sel bemerkt, daB man eigentlich an reellwertigen Ldsun-
gen der Randwertaufgaben zu den Gleichungen (1.2)-(1.L4) interessiert ist.
Im gedédmpften Fall sowie im Falle des Ausstrahlungsproblems sind die L&-—
sungen komplexwertig (die Ausstrahlungsbedingung ist nur filir komplexwer-
tige Funktionen verniinftig). Physikalisch interessant ist dann der

Realteil der Ldsung.

1.8. Hier sei erwdhnt, daB Leis [23], Polis [28] und Wickel
[45] auch Neumannsche AuRenraumaufgaben zu Plattengleichungen behandelt
haben. Leis hat gezeigt, daB das Neumannsche Ausstrahlungsproblem bei
Operatoren mit konstanten Koeffizienten auRerhalb einer Kugel eine ein-
deutig bestimmte LOsung hat. Leis und Polis haben auch gezeigt, daB
flir die Neumannsche AuBenraumaufgabe in allgemeineren Gebieten eine
Fredholmsche Alternative gilt.

Im Falle konstanter Koeffizienten kann man AuBenraumaufgaben zu
Plattengleichungen auch nach dem Vorbild der klassischen Potentialtheo-—
rie mit Integralgleichungsmethoden 1l&sen. Eine solche Theorie wird von
Wickel [46] dargestellt. Wegen der Entwicklung der Integralgleichungs-—
methoden flr das Ausstrahlungsproblem zur Schwingungsgleichung sei auf
Sommerfeld [35], Rellich [30], Vekua [39], Appendix II, Weyl [LkL],

Miller [26] und Leis [20] verwiesen.

1.9. Wir bezeichnen mit NO bzw. I die Menge der nichtnega-
tiven bzw. positiven ganzen Zahlen, mit R" bzw. @ den n-dimensio-
nalen (n € IN ) reellen bzw. komplexen euklidischen Raum sowie mit
bzw. |.| das Skalarprodukt bzw. die Norm in R" . Ferner schreiben
wir R := { x € R| x > O} .

Sei G ein Gebiet in Ifl; mit 3G bezeichnen wir den Rand von

Wir benutzen durchgehend die Bezeichnungen

(o]

G(R) := {x€cqc| Ixl <R},

3G(R) := {xe€a3c]| Ixl <R},
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G(R;,Ry) = {x €G] R, <Ixl <R},
s(R) := {xe€ea] Ixl =R},

K(R) := {x€m"| Ixl <R},

K(R ,R,) = {xer"| R, < Ixl <Ry},
B(R) := {x€aG| x>R},

r := Ix| , % = x/ Ixl ,

und v(x) := (v
Punkt x € 09G .

(x), «v. vn(x)) ist die &uRere Normale von 9G im

Es seien f,g: R + @ . Wir schreiben f(x) = 0(g(x)) fir
Ix| > o , falls R>0 und C > 0 so existieren, daB If(x)]/ lg(x)1
g C fir Ixl >R gilt.

Die Ordnung eines Multiindexes o := (ui,...,un) € JNS , wird
durch lal := a ..t erklért.
1.10.  Wir benutzen die Bezeichnungen D := DX 1= (D1,...,Dn)
. . . . T
mit D. := Dx = 3/3Xj . Weiter schreiben wir grad := V = D ,
J

wobei der ILndex ' die 'I'ransposition eines Vektors oder einer Matrix

bezeichnet. Wir setzen

o OL1 *n n
D := D, ... D fir o € N
1 n 0
Ferner ist A := D?+ - +Dr21 der Laplacesche Differentialoperator und

A2 = AA der Bipotentialoperator.

Die Ableitung in Richtung der &uReren Normalen v ist D :=

v
VV . Fiir Felder F: R® » R° wird die Bezeichnung div F := V « F
verwendet.
1.11. EBs sei Gc R" eine offene Menge. Die Klasse der in G
0

(G)

und die Klasse der t-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit Ct(G) .

erklérten stetigen komplexwertigen Funktionen bezeichnen wir mit C

t € N. Die Menge der Funktionen aus Ct(G) bzw. aus
[es) t
00
c(a) n c’(
t=0

1

G) ,

t
O(
Lezeichnet. Der Trédger von u , Trg u , ist die AbschlieRBung der Menge

@
die je einen kompakten Tridzer in G haben, sei mit C (G) bzw. CO(G)
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{x€a| ulx) # 0} . Weiter bezeichnen wir mit ¢t (@) » b EW,,
die Menge der Funktionen, die mit ihren Ableitungen bis zur Ordnung ¢t
gleichméBig stetig in G sind.

Wir bezeichnen wie {iblich den Hilbertraum (der Aquivalenzklassen)
aller in G im Lebesgueschen Sinne meBbaren und quadratintegrierbaren ~
Funktionen mit L2(G) , das Skalarprodukt in L2(G) mit

(u"V)O,G 1= é\Jv ax

und die zugehdrige Norm mit

1/2

= (u ’u)O,G .

”u”O,G

Wir erkléren fiir u € Ct(G) (t € W) die Normen
- a 12\

llu”t,G = \IaZ 1D lﬂlO,G/ s

ull :=  sup {lDa'u(x)l | x€a, lal < t}

und die Halbnormen

1/2
lul = 0y mran? ),
t,6 \|a|=t 0,6/
Jul & i= sup { ID%u(x)! | x€G,0<lal <t}.
c*(a) =
Wir setzen
ce(@) = {uece) | Ml <o},
@ = {uwec@ | Nl <}

c®(c)
Fir u,v € CE(G) erklédrt man das Skalarprodukt

(W, vy o = % [ p%u v ax .
> lal<t G

Den Sobolevschen Funktionenraum Ht(G) erhdlt man wie iiblich als
Vervollstédndigung der Funktionenklasse CZ(G) in bezug auf das Skalar-

produkt (s+,*) Die AbschlieBung der Menge Cg(G) im Raum Ht(G)
t
o(G)

t,G
sei H

Die Menge derjenigen Funktionen u , die fiir jede offene Menge

. - . . . . t
Uc G mit kompaktem U< G in Ht(U) liegen, wird mit Hloc(G) be-
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zeichnet (vgl. Agmon [1], S.8-9). Es sei

t _ t t . o, 1
He(G) = {ue€ Hy . (G) | ¢u € H(G) fiir alle ¢ € Co(R )}
und entsprechend
t t t . LN of
iz C. (R
Hyo(G) {ue 1 (6) | ¢u € H(6) fir alle ¢ € C( )1
1.12. Bei der Betrachtung des Neumannschen Problems sowie des

gemischten Problems zu Gleichung (1.3) setzen wir voraus, daB G die
Segmenteigenschaft hat (vgl. Agmon [1], S.11):
Definition 1.1. Man sagt, daR das Gebiet G die Segmenteigen-—

schaft hat, falls 9G eine lokal endliche offene {berdeckung {Qi}

hat und zu jedem Qj ein Element yJ € Rn-—{O} derart existiert, daB

das Segment [y | y=yo+ty‘j,0<t<1} c G fiir alle yoeénQJ.
Bei der Behandlung des Ausstrahlungsproblems setzen wir voraus,

daB G € Cu , falls 3G kompakt ist, und G € Cll gleichméRig, falls

G nicht kompakt ist (vgl. Definitionen 1.2 und 1.3 unten). Die Forde-

t , t € N, gleichmidBig ist, garantiert die

rung, daR das Gebiet G € C
Existenz einer gleichmiRigen Zerlegung der Eins (Browder [4], §1, und
Vogelsang [41], §2), und somit lassen sich einige allgemeine, fiir Ge-
biete mit kompaktem Rand bewiesene Eigenschaften elliptischer Differen-—
tialgleichungen auf Gebicte mit unbeschrénktem Rand i{ibertragen (vgl.
Vogelsang [41], §2).

Definition 1.2. Sei G R" ein Gebiet. Man sagt, daf

vy,

t

G eCcC (oder auch 3G € C t € N, £ilt, wenn zu jedem x € 3G

eine offene Umgebung U(x) und ein Ct—Diffeomorphismus T : U(x) ~ K(1)

mit
(i) T(Gnu(x)) = (1),
(ii) m(aenu(x)) = a. z(1)

existieren, wobei flir R > O

v
o

——

-

B(R) = {y € R" | Iyl <R,y 2

5 Z(R) = {yem | Iyl <R,y =0}

sind.

Definition 1.3. Sei Gc R ein Gebiet. Man sagt, daB

G € Ct , t € N, gleichmidRig gilt, falls die folgenden Bedingungen




P. Neittaanméki 15

(i)-(iv) erfiillt sind:

(i) Bs gibt zwei Systeme offener Mengen

fet | jew} wa {o| jewy,

die beide G {iiberdecken und zwischen denen Qj c Qj fliir alle j € W
gilt.

(ii) Es existiert ein n, € N derart, daB jedes x € G hdch-

stens in ny Mengen von {Qj} enthalten ist.
(iii) Zu jedem J existiert ein Ct—Diffeomorphismus
Tj Qj + K(1) derart, daBR fiir 8Gf1Qj =@ (die leere Menge) die

Relation

T.(Q!) = K(1/2)

und fir BGﬂQj + @ die Relationen

T.(GNQ.) = z(1)
J( QJ (1),
T.(GNQ!) = z(1/2)
J QJ ?
T.(3GNQ.) = 3. Z(1)
J(aana, ) I
gelten.
(iv) Es existiert eine Konstante C > O so, daB fiir die durch
_ - -1 _. -
zj = y = (y1,.“,yn) > Y = Tjkx und Tj y = x (X1, ,Xn)
(TE1 ist die inverse Abbildung von Tj ), X = (T31)ky' erklérten
Komponenten T. bzw. (T.)_1 von T. bzw. T71
e T Jk — 7§ — J
-1
iT, | < C und Hr.), 'l . < C
Tk c¥(q,) Ik et pd (1))
gilt, wobei FI(1) := K(1) fir 56NQ, = ¢ und FI(1) := I(1) Ffir

oG N Qj # (0 ist.

Zu Definition 1.3 siehe Browder [4], S.28, und Vogelsang [41],
S.383.

Bemerkung 1.4. Wenn G € Ct und 9G kompakt ist, ist G € Ct
gleichmiBig.



IT. Der statische Fall

1. Formulierung von Randwertaufgaben

1.1.  Jetzt werden wir verschiedene Randwertaufgaben zu Gleichung

(I.1.3) in variationeller Form stellen.

Wenn man ein Randwertproblem mit Hilbertraummethoden behandeln
will, soll zuerst eine Bilinearform (eine Dirichletsche Form) gewihlt
werden. Dem Differentialoperator entsprechen verschiedene Bilinearfor-
men. Insbesondere flr das Neumannsche Problem ist die Wahl der Bilinear-
form entscheidend. Aus jeder Bilinearform kommen gewisse Randbedingungen
als "natiirliche Randbedingungen" hervor (vgl. Wickel [45], §ITI, und Leis
[23], §2). Um ein physikalisch verniinftiges Neumannsches Problem stellen
zu kénnen, missen wir als Bilinearform einen Energieausdruck der Platte
einflihren. Auch bei anderen Randwertproblemen werden wir in der Wahl der
Bilinearform den Energieausdruck der Platte benutzen.

Durch eine Reihe von Postulaten, die physikalisch motiviert sind
(vgl. Duvaut - Lions [8], §L4, Landau- Lifshitz [19], §11, Leis [23], §1,
und Polis [28], §1), kann man den Ausdruck

(1.1) V(u) := (D grad u , S D grad u)

> 0,G

=

flir die Verzerrungsenergie der verformten (isotropen oder anisotropen)
Platte herleiten, wobei u die Durchbiegung der Platte in Querrichtung
ist. In (1.1) ist S eine (n%—(g))x (n%—(g)) -Matrix von Elastizitdts-—
koeffizienten. Die Elemente Sij der Matrix S sind variabel (falls
die Platte inhomogen ist). Wegen verschiedener Typen elastischer Medien
sei auf Sommerfeld [34], Landau- Lifshitz [19], Leis [22] und Polis [28]

verwiesen. In (1.1) hat der Differentialoperator D die Gestalt
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1
5 0
- n Zeilen
n
n Dn-1
° n 0 n-2
D := D(D) :=
n 0 1
° D1 Dpp© ‘ (;) Zeilen
Dn—1 0 0 D1 0
D2 D1 0 0
n Spalten

Mit D(x) bezeichnen wir die Matrix, die man von D = D(D) er-

h&lt, wenn anstelle D = (D ..,Dn) der Vektor x = (X1""’Xn) ge—

1°°
schrieben wird.

Es sei f die Intensit&t der Normalenbelastung. Die potentielle
Energie der verformten Platte hat dann den Ausdruck

w(u) = V(u) - (f, u)o o

Aus dem Minimalprinzip folgt (vgl. Duvaut - Lions [7], §4, und Landau-
Lifshitz [19], §11-12), daB die Gleichgewichtsbedingung einer durch

duBere Krédfte verformten Platte
(1.2) L.u = f
lautet, wohei
. T
(1.3) Ly = div D” 8 D grad

ist. Hinzu treten gewisse Randbedingungen, die jetzt hergeleitet werden.
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Man wdhle die sesquilineare Form B, := 2V . Vorldufig seien

l 2, = . ho 2,= n
3¢ € C und r;iJEC(G). Fir u € Cc(G)NCc°(¢) und ¢ € C (R)

0

0
erhdlt man durch zweimalige partielle Integration

By(u, ¢)
= (L.u,0). .~ (vD SDgrad u, ¢) + (DY (V) S Derad u , grad ¢)
07" ’7°0,G > 70,06 ’ 0,93G
wobei
(u,9) [ v ao
0,3G e
ist.
Unter Verwendung der Darstellung grad ¢ = vT Dv¢ + VO¢ in

einem Tangenten—Normalen—System kann man die Randintegrale so umformen
(Leis [23], §1, und Polis [28],8§3), daB als Faktoren nur ¢ und
3p/3v  aultreten

(1'h) Bo(ua‘b) = (Lou ’ (I))O,G - (6011 s YO¢)O,3G + (6111 s Y1¢)O,3G’

wobel
( ) { (Sou 1= (\)DT + VgDT(\)) - (VO\))\)DT(\)))SDgrad u,
s S u = \JDT(\))SDgradu R
(50 u die Querkraft und 6111 das Biegemoment )
(1.6) { YO¢ =0,
v, 9 = D¢
sind.

In dieser Arbeit werden wir die folgenden verschiedenen homogenen
Randbedingungen untersuchen:

1) Die homogenen Dirichletschen Randbedingungen
(1.7) u = y,u = 0 auf 3G ,
2) die homogenen Neumannschen (natiirlichen) Randbedingungen

(1.8) fpu = 8, u = 0 auf 3G ,

3) die homogenen Randbedingungen fiir die frei drehbar gelagerte

(gestiitzte) Platte
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(1.9) u = §,u = 0 auf 0G ,

4) gemischte Randbedingungen von Dirichlet-Neumannschen Typ,

wobel auf einem Teil F1 des Randes 039G homogene Dirichletsche und

auf dem komplementéren Teil F2 = oG - F1 homogene Neumannsche Rand-.

bedingungen gestellt sind, 4. h.

u = Y1 u = 0 auf T, ,

6011 = 61 u = 0 auf F2

Diese mathematischen Randbedingungen entsprechen verschiedenen

(1.10) {

Arten der Einspannung des Plattenrandes (vgl. z. B. Girkmann [15], §66):
Bedingung (1.7) besagt, daB der Plattenrand fest eingespannt ist (die
eingebaute Platte). Bedingung (1.8) bedeutet, daB der Plattenrand voll-
stdndig frei beweglich ist. Bedingung (1.9) stellt einen Plattenrand
dar, der frei drehbar gelagert ist (die mit einem Scharnier gelagerte
Platte).

Beispiel 1.1. Im Falle des Differentialoperators A2 hat die

oben erklérte sesquilineare Form in Re die Gestalt

_ 2 2 2 2 2 2 2 2
Bo(u,¢) = J(D1uD1¢+D2uD2¢+u (D1uD2¢+D2uD1¢)

G
+2(1-u) D, D,uD D,¢) dx ,

wobei -1 < p <1 ist, d.h.in (1.1) gelten fiir die Elemente der Ma-
: 1

trix 8 i s, = sy, =1, S5 T s, =, 83353 (1=u) und S5 =
531 = 523 = s32 = % .
Wegen grad ¢ = (\)1 ,ve) D, ¢ + (v2 ,—v1) D, ¢ , wobei v =

(\)1 ,ve) die &uBere Normale und D, die Ableitung in Richtung der

t
Tangente des Randes bezeichnen, lauten die homogenen natiirlichen Rand-

bedingungen
§u = D Au+ (1-u) D (v.v (D2u—D2u)+(v2—v2)DDu) =0
{ 0 v t 12\ e 1 17 Y2 P2
2.2 2. 2
61u = Au+ (1-n) (2\)1\)2131 D2—v2D1u-\)1D2u)-O.

l.2. Die Randwertaufgaben zu Gleichung (1.2) mit den oben er-
wéhnten verschiedenen Randbedingungen werden jetzt je auf ein Problem
in einem geeignet erklérten Sobolevraum zurlickgefiihrt.

Wenn das Gebiet G Dbeschrénkt ist, bezeichnen wir die in Frage
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kommenden der homogenen Randbedingung (1.7), (1.8), (1.9) bzw. (1.10)

() , v,(a) V. (G) bzw. mit

entsprechenden Sobolevrdume mit V 5 , 3

Vh(G,T1) und geben

1

Definition 1.2. Wir erkléren

v.(6) = E(G)
v, (G) := () ,
v,(6) = HE(G) 0 Hy(o)
Ferner wird V) (G,T,) := HQ(G,P1) (oder kurz V), (G)) als Vervollsténdi-

gung der Funktionenklasse

Ci(G,F ) = {u € Ci(G) ’ Trg u c 6-—F1}

1

in bezug auf das Skalarprodukt (-,-)2 G definiert.
3

Diese Réume sind Hilbertriume mit dem Skalarprodukt (e,e)

2,6 "

1.3. Falls das Gebiet nicht beschrénkt ist, ergeben sich neue

Erscheinungen. AuBer Randwertaufgaben in unbeschrénkten Gebieten wollen

wir hier auch die Differentialgleichung L.u = f mit einer gegebenen

passend gewichtet quadratintegrierbaren Fugktion f (ohne Randbedingun-—
gen) in ganz R" behandeln. Dabei treten fiir die Losung der Differen-
tialgleichung anstelle der Randbedingungen doch eine Forderung an das
asymptotische Verhalten im Unendlichen. Gleichfalls stellen wir flir die
Ldsung der zu betrachtenden Randwertaufgaben in unbeschrénkten Gebieten
G auRer den Randbedingungen auch eine asymptotische Forderung im Unend-
lichen. Nur durch eine solche Forderung wird die Eindeutigkeit der Lo-
sung der Differentialgleichung bzw. der Randwertaufgaben erreicht.

Beispiel 1.3. BEs seien G = Rr" - K(0,1) wund

(0xi® ikl - L ixi” o S vir 0 o= 2
X n X > X > ur n =
w(x) = { Inlxl +=1x12 -2 fir n =L
n 2
- )y — - -
E-i TR T (%:%H) fir o = 3,5,6,...

Dann sind sowohl v(x) = 0 als auch un(x) Lésungen der Dirichletschen

Randwertaufgabe



P. Neittaanmiki 21

A2 u = 0 in G ,
{ u = Dvu. = 0 auf 238G .

Damit wir das Verhalten der Ldsung "im Unendlichen" sachgemiR
charakterisieren kdnnen, sind wir auf gewisse gewichtete Sobolevr&ume
angewiesen.

Wir filhren zuerst folgende Gewichtsfunktionen ein (von der Dimen-—

sion n des Raumes R" abhéngend)

1/ (1+-|x|2) fir n = 3,5,6,
Po,nt*) 3= { 1/ ((+1x1%) 1n (e+1x12))  fiir n =2,k ’
[ 1/ (+lxl) fiir n >
p, (x) := . C
1,1 U o1/ ((r+1x0) 1n (e+ 1x1)) flir n=2
p, (x) := 1 fir n > 2
Wir definieren die gewlchteten L —-Raume
12(F) := {u | u € L°(F) }
P Yo,
und
2 -1 2
L1/p(F) = {u | (po,n) u € L°(F) }

mit den Skalarprodukten

<u,v >O,p,F‘ 1= é (pO,n) u v dx , u,v €L (F)
bzw.
_ -2 - 2
<u,v >O,1/p,F 1= f (pO,n) u v dx , u,v € LT/p(F)'

Wir schreiben wie oben oft F anstelle G oder R in solchen

Definitionen und Resultaten, die sowohl flir G als auch fiir R be-

stehen.
Fiir die Funktionen u € Ct(F) (t = 0,1,2) kénnen wir den Aus-
druck
2 o ,2
Ml 1= ID ul
t,p,F s L Pl n
bilden. Es sei
t t
¢ (F) := {ue€cm | Null <o}

Px ) t,p,F



rd
ro

t
Fir u,v € Cp (G) erklart man das Skalarprodukt
*

= Y
<u,v > = 4
i

I ( 32 0 u D% v 4
" .
t,p,F . | Plap,n) Dub vax
[ ;t F

Flir die Behandlung der Randwertaufgaben 1)-L4) zur Differential-

gleichung LOu. = f in unbeschrénkten Gebieten bzw. dieser Differen-—

tialgleichung in R" filhren wir gewichtete Sobolevr&ume VTp(G> R
n .
V2P(G) s V3p(G) . V)lp(G,F1) bzw. XOP(JR) ein:
Definition 1.4. Der Raum H (F) , t = 0,1,2 , wird als Ver-

vollstindigung der Funktionenklasse C; (F) in bezug auf das Skalar-

.. . X . t
produkt <t-,- >t,p,F deflilert. Die AbschlieRBung der Menge CO(G)
im Raum HP(G) wird mit HpO(G) bezeichnet. Wir erkléren

v (RY = BA(R™)
Op P ’
2
V1P(G) 1= HPO(C) ,
2
v, (G) = H (@),
2p( D
2 1
G = H (G) NH G
1(6) SORLBINO

. 2
Ferner wird Vhp(G’P ) := Hp(G,F1) (oder kurz Vhp(G) ) als Vervoll-

1
stidndigung der Funktionenklasse

¢? (G, ) &= fuec® (G) | Trguc

G-T
Px Px 1}

in bezug auf das Skalarprodukt < =<, >2 p.G definiert.
5 b

Die so definierten R&ume Vjp sind Hilbertriume mit dem Skalar-

produkt < ¢, > bzw. < *,° > .
2,p,1" 2:p,8

.. . . . 2 .
Einige Eigenschaften der oben erklarten gewichteten L -Riume und

Sotolevréume werden in den zwel folgenden Hilfssftzen zusammengefalt:

. 2
Lemma 1.5. A. Es gilt L?/p(F) c LQ(F) c Lp(F)
B. Die Funktionenmenge C:(F) liegt dicht in LE(F)

Beweis. A. Die Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, daB

) (x) <1 fir alle x € F und n > 2 1ist.

O,n = 5 = - -
B. PFir u € L°(F) ist v :=7p u € L°(F) . Da C (F) dicht
o P O,n 0

in L°(F) 1liegt, gibt es eine Folge {vj} c C;(F) mit

(1.11) ”Vj—"”o,F ) fiir j - =

Wegen pO,n(X) > 0 fiir alle x € F und wegen P0.n € ¢"(F) ist
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R € C(F) . )
uy VJ/pO,n O( ) Dann hat man nach (1.11)
”luj"ulllo,p’F = ”pO,n (uj"u)llo’F
= ”Vj —V'IIO’F + 0 fir J =+ o .

Somit liegt C:(F) dicht in Lg(F) . o

Lemma 1.6. A. Es gilt Hg(G) c H;O(G) und HE(F) c Hg(F)

B. Der Raum Hi(F) 14Rt sich mit dem Raum

2 _ 2 a 2
HO(F) := {uen] (F) | Plyl,n D 2 ELU(F), lal g 2}
identifizieren (versehen mit dem Skalarprodukt < e+, > ).

(x) £

Beweis. A. Die Behauptung folgt aus Ploln
b
B. (Vgl. Witsch [481, S.34-35.) Weil HE(F) < HO(F) gilt, soll
nur gezeigt werden, daR c? (F) veziiglich der Ill-1ll ~Norm dicht
) Px 2,p,F
in HP(F) liegt.
Flir u € HE(F) , dessen Trdger, Trg u , kompakt ist, gilt

= < < o
lally o = Mully prpg, & € Nully o

Somit gilt wu € H2(F) , und nach A ist u € HQ(F) . GemdB der Defini-
tion des Raumes Hi(F) kann jedes Element u g HE(F) im Sinne der
“l'”|2,p,F ~Norm durch Elemente aus Ci*(F) approximiert werdeg.
Folglich genligt es zu zeigen, daR die Funktionen u € Hp(F) mit
kompaktem Triger dicht in H;(F) liegen.

Es seien u ein beliebiges Element aus Hi(F) und ¢ € CWCR1)
mit ¢(r) =1 fir r <1, 0g ¢(r) <1 fir 1 <r <2 und ¢(r) =0
fiir r > 2 . Flr genligend groBe j € W (3 > e®) erklaren wir je eine

Funktion ¢n ; € C;(Igw beziiglich der Raumdimension

2

1 fir  Ixl g e® uwnd n >2

¢n3j(x) = $(In x| /1nj) fir Ixl > e® und n = 3,5,6,...
¢(lnln Ixl /1nlnj) fir Ix] > e und n = 2,h

Es gibt eine positive Konstante C derart, daB
o
1.12 . =
( ) ID ¢n’J(x)l < ¢ p2—|a|,n(X) ( lal 1,2 )
gilt.

. 2 . 2 . . e
Fir F ilt u, := . € H (F € W > e
u € HP< ) g 3 ¢D,Ju P( ) (J s d 3
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vgl. Agmon [1], Theorem 1.13 (die Leibnizsche Regel)), und us besitzt
einen kompakten Trédger. Ferner gilt nach (1.12) mit einer positiven
Konstanten C

(1.13) Mu-=u.ll = Hu-u.lll
J dJ

2,p,F 2,p,B(J)

A

C (Mhullly = pesy * Wy 06, ) ully 5oy

o B-a
TSRS S (i S LRy | R
1<lal<e n,J 0,B(3)
|gl=2
C o
s ol s

Wegen u € HE(F) konvergiert die rechte Seite der Abschitzung (1.13)
gegen Null fiir J =+ e , und dehcr folgt dic Bchauptung. O

u=rf

J.hz Jetzt stellen wir die Probleme zur Gleichung LO

Es gelte

Voraussetzung 1.7. Die Elemente Sij der Matrix S sind

reellwertige, beschréinkte und meRbare Funktionen auf G , und die Matrix

S ist symmetrisch und gleichméBig positiv definit, d.h. Sij = Sji und

es gibt eine positive Konstante M, derart, daB

(1.1%) £5(x) € 2 o, gl

fir alle x € G und flir alle & € R gilt.

" Probleme 1-4 entsprechen den

Die folgenden '"variationellen
"klageiechen" Randwertproblemen mit homogenen Randbedingungen 1)-L).
m 1. (Das Dirichletsche Problem.) A. Seien ein be-

e
schrinktes Gebiet ¢ und f € LQ(G) gegehen. Gesucht wird u € V1(G)

(1.15) B.(u,v) = (f,v)

o fliir alle v € V1(G)

0,G

B. Seien ein solches unbeschrénktes Gebiet G , daB R -G

nicht leer ist, und f € L

(G) gegeben. Gesucht wird u € V1p(G)

2

1/p
. , .
derart, daB (1.15) fiir alle v € \1P(G) gilt.

Problem 2. (bas Neumannsche Problem.) A. Seien ein beschrink—

. . . . 2
tes Gebiet G mit der Segmenteigenschaft sowie f € L°(G) gegeben.
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Gesucht wird u € V2(G) derart, daB (1.15) fir alle v € V2(G) gilt.

B. Seien ein AuBengebiet G mit der Segmenteigenschaft sowie

f € L? (G) gegeben. Gesucht wird u € Vgp(G) derart, daB (1.15) fiir

/p
alle v € Vep(G) gilt.

Problem 3. (Das Randwertproblem fiir die frel drehbar gelagerte

Platte.) A. Seien ein beschrinktes Gebiet G mit der Segmenteigen-

schaft sowie f € L2(G) gegeben. Gesucht wird u € V
(1.15) fir alle v € V3(G) gilt.

(G) derart, daB

3

B. Seien ein AuBengebiet G mit der Segmenteigenschaft sowie

f € L?/p(G) gegeben. Gesucht wird u € V3p(G) derart, daR (1.15) fiir
alle v € V3p(G) gilt.

Problem L. (Das gemischte Problem.) Sei G ein Gebiet, das

Segmenteigenschaft hat und dessen Rand 909G sich schreiben 1&4Bt als

3G = F}lJfé mit F1F1F2 =0 , wobei I‘1 und F2 relativ offen und
von positivem (n-1)-dimensionalem MaB sind.

A. Das Gebiet G sei beschrénkt. Sei f € LQ(G) gegeben. Ge-
sucht wird u € Vh(G,F1) derart, daB (1.15) fir alle v € Vh(G,P1)

gilt.
B. Das Gebiet G sei ein AuBengebiet. Sei f € L?/p(G) gege—

) derart, daB (1.15) fiir alle v €

ben. Gesucht wird u € V, (G,T
_— —— bp 1

Vhp(G,F1) gilt.
SchlieBlich sollen noch die L&sungen der Differentialgleichung
L u = f in ganz R gesucht werden:

Problem 5. Sei f € L?/p(Rn) gegeben. Gesucht wird u €

v_(R%) derart, daB

Op
(1.16) Bylu,v) = (£,v) fir alle v € v_ (R")
n A== Op
0,R
gilt.
Bemerkung 1.8. A. Teils die Eigenschaft "u € ...", teils

n

die Forderung des Bestehens der Gleichung (1.15) "fiir alle v € ...

verallgemeinern die Randbedingungen.

B. In einer klassischen Theorie fiir Lyu = ¢ mit inhomogenen
Randdaten stellt man eilne Bedingung der Form
- -1/2- . _
O(|x|2 n/2 (1n 1x!) / Y flir n = 3,5,6,...
uG) = { - 1/2-¢ .
O(|X|2 n/2 (In IxI) / ) fir n = 2,k

mit e > O an das Verhalten der LdOsung im Unendlichen. Durch Einfihrung
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gewichteter Réume wird diese Bedingung ersetzt.

2. Uber die L&sbarkeit der Randwertaufgaben in

beschréidnkten Gebieten

2.1. Wir werden zeigen, daRB die Probleme 1.A, 3.A und L.A ein-
deutige LOsungen haben und daB Problem 2.A eine L3sung hat, die bis auf
ein beliebiges additives Element aus P1 eindeutig bestimmt ist. Hier
bezeichnen wir mit Pt den linearen Raum der Polynome vom Grade <t

(e m,).

0
GemdB Voraussetzung 1.7 und gemiB der Definition der Norm Il-lIl, G
]

gibt es zwei Konstanten P 0 und Wy 2 0 derart, daR die Unglei-
chungen
(2.1) IBO(u VI g H, iuIQ’G Ivlg,G S M ”1”12,G H\Hl2,G
und
(2.2) IBy(u, W)l 2

1%

Hy (i<1§1 ‘D§u|2+h L ‘DiDju|2>>

2
1 2,G

> u, lul
- 9
fir alle u,v GVJ.(G) (J = 1,...,16) gelten.

Fir V1(G) folgt mittels (2.2) aus der Poincaréschen Ungleichung

(Agmon [11, S.73), daB B, in V1(G) streng koerzitiv ist: Es gibt

eine positive Konstante C1 so, daB

2
¢ Hhull

(2.3) IBO(u ,u) ! : 2.6

v

fiir alle u € V1(G) gilt.
Die eindeutige Ldsbarkeit des Problems 1.A folgt mittels (2.1)
und (2.3) aus dem Satz von Lax und Milgram (man siehe etwa Leis [20],

Lemma 6.4.4).

2.2. Falls j = 2,3 oder 4 1ist, kann man beweisen, daB B,

in Vj(G) koerzitiv ist: Es gibt zwel von u unabhéngige Konstanten

C1 > 0 und C2 > 0 derart, daB
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(2.L4) |Bo(u, u) |

v

2 2
C1 HuJIQ,G 02 HLHIO’G

fiir alle u € Vj(G) gilt.

Als Antithese nehmen wir an: Es gibt eine Folge {uk} c Vj(G)

mit den Eigenschaften

(2.5) IBO(uk ,uk)l + Hukilg o < %
und
(2.6) HukH2 ¢ = 1

Wenn G die Segmenteigenschaft hat, gibt es wegen (2.6) und
nach dem Rellichschen Auswahlsatz (Agmon [1], Theorem 3.8) eine Teil-
folge {uﬂ} c {uk} derart, daB

— . -
(2.7) Iluk ull]1,G + 0 fir k,1 -

gilt. Wegen (2.2) folgt aus (2.5) und (2.7), daB {uﬁ} eine Cauchy-
folge in Vj(G) ist. Nach (2.5) ist die Grenzelement u der Folge
{uﬁ} c Vj(G) gleich O . Dies steht im Widerspruch zu (2.6).

Aus der Koerzitivitdt (2.L4) und aus (2.1) folgt (vgl. Leis [231],
§5), daB fiir die LOsbarkeit der Randwertprobleme 2.A-l.A eine
Fredholmsche Alternative gilt.

Wegen (2.2) ist

N.(L.) := {uEVj(G) | B (u,v) =0 fir alle vEVj(G)}

0

in P1 an.(G) (j = 2,3,4) enthalten. Weil Bo(u, v) = 0 fiir alle
u € P1 und alle v € Vj(G) gilt, ist

N.(L) = P1nvj(c)

Wenn u € P1(1V3(G) bzw. u € P1F1Vh(G) ist, gilt u‘BG =0
0 (i=1,...,n) nach Agmon [1], Lemma 9.1.

bzw. u F1 = Diu‘P1

Folglich ist uw =0 in G , d.h. N3(LO) = Nh(LO) = {0}
Wir fassen die Resultate zusammen in

Satz 2.1. Voraussetzung 1.7 sei erfiillt. Fir f € L2(G) haben

die Probleme 1.A, 3.A, L.A je eine eindeutige Ldsung.

. 2 . . v
Fir f € L (G) besitzt Problem 2.A genau dann eine Ldsung, wenn
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die Bedingung

(f,V)O,G = 0 fir alle v € P,

erflillt ist. Die Losung ist dann bis auf ein beliebiges additives Ele-

ment aus P1 eindeutig bestimmt.

3. iber die Ldsbarkeit der Randwertaufgaben in

unbeschréinkten Gebieten

3.1, Nun sollen die in Abschnitt 1.4 gestellten Probleme 1.B-L4.B

und 5 untersucht werden. Wir zeigen, daR die Probleme 1.B, 3.B und 4.B
eindeutige LOsungen haben. Die Probleme 2.B und S5 haben eindeutige Lo~
sungen, wenn die Raumdimension geniigend groR (n > 5) ist (Satz 3.8 und
Satz 3.15). 1In den Fidllen n = 2,3, 4 treten Eigenldsungen (Beispiel
3.5) auf, dann wird eine Fredholmsche Alternative gelten (Satz 3.15).

3.2. Unser Ziel ist zuerst, die Voraussetzungen des Satzes von

Lax und Milgram in dem zu Problem 1.B-4.B bzw. 5 gehdrenden Sobolevraum
Vj“ (5 =0,...,4) nachzuweisen.
p

Wegen Voraussetzung 1.7 und wegen der Definition der Norm

|1|"H|2,p’F ist die Beschrénktheit von B, klar: Es gilt
(3.1) IBO(u , vl My lulg’F lVIZ,F

S oy “IUHIE,p,F “IVHIZ,p,F
fir alle u,v € Vjp (j=0,...,4), wobei Wy~ 0 ist.

Weil nach Voraussetzung 1.7 die Matrix S gleichmlBig positiv

definit ist, gilt

2
(3.2) IByu, Wl 2wy lulz’F
fiir alle u € Vjp (J =0,...,4 ). Um die strenge Koerzitivitét von B,
auf Vjp (j =0,...,4) zu verifizieren miissen wir noch ergriinden, un-

ter welchen Voraussetzungen (iiber die Dimension n und iiber das Gebiet

G ) eine positive Konstante C derart existiert, daB

<
C Hlulll2’p,F < Iulg,F
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fir alle u € Vjp (5 =0,...,4) gilt.
Zuerst beweisen wir fir le
Satz 3.1. (Gewichtete Poincarésche Ungleichung.) Es seien

n>2 und G ein Gebiet in Rr" derart, daB R"- G nicht leer ist.

Dann gibt es eine solche Konstante C > 0 , daB

(3.3) clllulily o 5 luly g

.. _ .2
flir alle u € V1P(G) = Hpo

der Raumdimension n und von dem Gebiet G ab.

(6) gilt. Die Konstante C héngt nur von

Bemerkung 3.2. Die gewdhnliche Poincarésche Ungleichung gilt
nur fiir spezielle unbeschrinkte Gebiete (vgl. z.B. Agmon [1], S.75, und
Clark [5], §2). 1In der Literatur gibt es Beispiele von verschiedenen
Mbglichkeiten eine Ungleichung vom Typ
ul.)
.15

mit Yy > 0 fiir alle u € Cg

Courant — Hilbert [6], $.388, Weidmann [43], §10.6, und Witsch [48], §7.

< |ul

Y X,G

lo .

(G) =zu beweisen. Fir k = 1 siehe man

Wegen anderer Betrachtungen verweisen wir auf den Ubersichtsartikel [2],
in dem speziell iiber die Resultate sowjetischer Autoren berichtet wird,
und auch auf Kudrjavcev [18] und Sedov [33].

Als Ausgangspunkt des vorliegenden Beweises werden wir die Be-
trachtungen von Witsch [48], §7, verwenden.

Beweis von Satz 3.1. A. Ohne Einschrénkung kann man K(O,RO) c

R'-C mit RO > e annehmen. Wir erkléren in G Gewichtsfunktionen
pj (j = 0,1,2) folgendermaRen
3
2 . _
' i 1/ 1xl fir n = 3,5,6,
Py (x) := 1 2 . .
> 1/ (11 1nlxl) fir n=2,4
) 1/ x| fiir n > 3
' x .= -
p1,n( 1 / (Ix] 1n Ixl) fiir n=2 "~
[ = .
pg,n(x) : 1 fiir n > 2
B. Jetzt werden wir fiir wu € Cé(G) die Ungleichung
oh ' <
(3.4) ”p1,n]l”O,G < < lu|1,G

mit einer Konstanten C1 > 0 verifizieren.
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Fir u € C;(G) erkldren wir einen positiven Ausdruck

o
N
it

n 2
lVu + o(n) p% . X uJIO G
b k)

wobei a(n) = -1 fiir n=2 und o(n) =1 fir n > 3 ist. Durch
partielle Integration erhalten wir

2
%) dx + ”pi nll”O G
b 3

c
i

o) ||Vu||g’G - o(n) (j} lal® aiv (

2
1

1
pl,n
< lul .
= ’G

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung und (3.5) ergibt sich

A
=
£

= |IVu + o(n) p! % u - vull®
1,n

lp!  ull? 2
1,n *Vo,6 0,6 = 1,6

und daher (3.4) mit ., =»

1
C. Durch Anwendung von (3.4) auf die Funktionen Diu,E Cé(G)

(i =1,...,n) erhalten wir
.6 Y, < ¢
(3.6) ||p1’n u“O,G < 0 luIQ,G
fiir alle u € Cg(G) , wobei ¢, = 2c1 ist.
Folglich brauchen wir noch zu zeigen, daR eine Konstante C3 > 0
derart existiert, daR
i 1]
(3.7) “pO,nlﬂlo,G < 03 Hp15n VuﬂosG
. 2 .
fiir alle u € CO(G) gilt.
Wir erkldren flir u € Cg(G) einen positiven Ausdruck
Al
1 _ 1 s “ * = i
I (u) := llp1,n Yu Pon * ulIO,G fur n =2,
n : ' _ ' X 2 . - -
Hp1’n vu + (n-U) Py & ullo,a fir n = 3,5,06,...

und erhalten mit den gleichen Uberlegungen wie in B Behauptung (3.7) mit

c, =2

3

D. Die Gewichtsfunktionen P o und pj n sind 1in G einander
k] 2

dquivalent: Es gilt nadmlich

3.8) . (x) < p! (x) < C p. (x)

( P5,n = Pin = 4 Py
mit Ch =8 ., (Die einfachen Werte der Konstanten C1 , C3 s Ch sind
hier Folgerungen aus der Annahme K(O,RO) c R'-G mit HO > e ; ohne

diese Annahme wlrden die Konstanten von n und G abhingen; dann
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kénnte man den Beweis auch nach Vorbild derjenigen von Satz 3.3 gestal-
ten.) Aus (3.6) und (3.7) folgt, daB (3.3) fiir alle u € Cg(G) und
also auch fiir alle u € V1p(G) gilt. ©

Durch Anwendung von geeigneten Glattungsfunktionen folgt aus Satz

Satz 3.3. Sei n >2 und F der ganze Raum R" oder ein

AuBengebiet G mit der Segmenteigenschaft. Im Falle F = r" sei. RO =

n o ..
e und sonst RO > e SO groB, daR TR - (RO) < G . Dann existiert

eine von u unabhdngige Konstante C > O derart, daB

(3.9) |||ulll2,p,F c C (|u|2,p + ”u”1,K(2RO,3RO))

. 2 .
fiir alle u € Hp(F) gilt.
Beweis. Wir erkldren eine Glattungsfunktion ¢ € C;(K(O,3RO))V
derart, daB

f 1 fir Ixl g 2R

._ 0
A (R 2R, < Ixl £ 3R,
und 0 £ ¢(x) < 1 fir 2Ry < Ixl < 3R, ist.
Wegen (1-¢) u € HEO(B(RO)) erhalten wir nach Satz 3.1
1 - = -
(3.10) Mme1-9¢) ulllg,p,F Mer-¢) u|”2,p,B(RO)

A

¢ (lul + llull )
2,B(Ro) 1,K(2R0,3RO)

wobel C > O von u unabhdngig ist.
Wir werden jetzt zeigen, daB mit einer von u unabhingigen Kon—
stanten C > O

(3.11) lull < ¢ (lul + llull )
2,F(3R,) = 2,F(3R,) 1,K(2R 53R )

fiir alle u € HE(F) gilt, wobei F(R) := FNK(R) ist.
Als Antithese nehmen wir an, daB es keine positive Konstante C
mit Bigenschaft (3.11) gibt. Dann kann man eine Folge {uj} c H;(F) mit

(3.12) “ujHQ,F(SRO) =

und

(3.13) fu. | + lu.ll -
J 2,F(3RO) J 1,K(2RO,3RO) J
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finden. Wegen (3.12) gibt es eine Teilfolge {uj} c {uj} , die in
H1(F(3RO)) konvergiert (Agmon [1], Theorem 3.8). Nach (3.13) konver-
glert {u:} in HQ(F(3RO)), und das Grenzelement muB gleich O sein.
Dies steh; im Widerspruch zu (3.12).

Weil pj,n(x) < 1 ist, gilt nach (3.11) fir alle u € Hi(F)

A

I|I¢U||l2,p,F < ¢ ”u“2’F(3RO)

A

+ |1
u”1,

¢ (|U|2,F(3RO) K(ZRO,BRO))

Mittels u = ¢u+ (1-9¢) u folgt aus (3.10) die Behauptung. O

Folgerung 3.4. Sei n >2 und G wie in Problem h.B bzw. 3.B.

Dann gilt mit einer von u unabhfngigen Konstanten C > O die Abschit-

ung
C H|u|||2’p’G < Iulng
. 2 2 1
fiir alle u € Hp(G ,T1) bzw. u € Hp(G)lepo(G)
. . 2 . 2
Beweis. Fir u € Hp(G ,F1) ist u G(3RO) € H (G(BRO) ,F1)
. . 2 1
(RO wie oben) und fiir u € Hp(G)(]HpO(G) entsprechend u G(BRO) €

H2(G(3RO))(1H1(G(3 RO), 3G) . Mit den gleichen Uberlegungen wie im
Beweis von (3.11) erhdlt man (vgl. Fichera [11], §13) fiir alle u €

H;(G,I‘1) bzw. fiir alle u € HE(G)OH1 (G)

p0

(3.1h4) hall c

< tull < ful ,
K(2RO,3RO) = 1,G(3RO> = 2,G(3RO)

wobei C > O von u unabhdngig ist. Wegen (3.9) folgt aus (3.14) die
Behauptung. 0O

3.3. Im Falle des Neumannschen Problems 2.B und im Falle des

Problems 5 kénnen wir die strenge Koerzitivit&t von BO nicht fir alle

Dimensionen n verifizieren, sondern nur fir n > 5 . Aus der strengen
Koerzitivitédt wlirde die Eindeutigkeit der Ldsung folgen, was im Wider-
spruch mit dem folgenden Beispiel fiir n = 2,3,4 steht.

Beispiel 3.5. Weil Bo(u ,V) = 0 fiir alle u € P] und alle
v € Hi(F) gilt und weil P, < H;(F) (F=Gc R’ oder F =R )

ist jedes u € P1 eine L8sung der Probleme 2.B und 5 in EQ mit f =

ist,

)
O . Entsprechend, weil PO c H;(F) fir 3 <n <4 ist, ist jedes

u € PO eine Ldsung der Probleme 2.B und 5 in PB und E*L mit £ =0.
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Einer Anregung von Witsch folgend zeigen wir
Lemma 3.6. Es seien n>2t+1, t€ IN und R >0 fest.

Dann gibt es eine von n, t und R abhingige Konstante C > O der-

art, daB die Ungleichung

(3.15) ||u”t,K(R,2R) : C lult,Q(R)
fir alle u € Cg(Rn) gilt, wobei Q(R) := {x€ R | Ixl > R} ist.
Beweis. Wir benutzen anstelle x = (X1,...,xn) Polarkoordinaten
(r,w) , wobei w € Sn'—1 (Sn~1 die Oberfléche der n-dimensionalen Ein-
heitskugel) und erhalten fiir u € CB(IRH) die Identitit
-1 5 o a®
(3.16) ulr,w) = —— J (r-p) ~—g ule,w) de
(t-1)! dp

Durch die Ungleichung von Cauchy und Schwarz ergibt sich mittels (3.16)

fir r > R
o t
1 d ui2
2 2t-2 1-n -1
(3.17) lu(r,w)l™ < 5 J (r-p) dp J o —| 4
((t=1)1) ap
r
< c 7 Jor” |Dzuledp ,
lal=t R
wobei C <o flir n > 2t+1 ist.
Mittels (3.17) erhalten wir mit C' = C'(n,t,R) > O
2R
2 n-1 2
llu”O,K(R,QR) [ ] r lu(r,w) ™ dr dw
R _n-1
S
¢ - 2
< c | pn1 ID?{u(p,w)l dp dw
loal=t R _n-1
S
2
= 1
C lult,Q(R) 'Y

woraus unsere Behauptung folgt. 0O
Aus Satz 3.3 und Lemma 3.6 ergibt sich
Folgerung 3.7. Sei n >5 und G wie in Problem 2.B. Dann

gibt es eine von u unabhéngige Konstante C > O derart, daB

<
¢ lilullly | o5 luly g

fiir alle u € HE(F) gilt (mit F =G oder F = TR").
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3.h. Jetzt kdnnen wir die eindeutige LOsbarkeit der Probleme

1.B-4.B und 5 verifizieren.

Satz 3.8. Voraussetzung 1.7 sei erfiillt. Fir f € Lf/p(G) ha-

ben die Probleme 1.B, 3.B, 4.B je eine eindeutige Ldsung.

§gi ferner die Raumdimension n > 5 . Dann hat Problem 2.B fir

. 2~ . . . .
f € L?/p(c) bzw. Problcm 5 fir f € L1/p(mn) eine eindeutige Losung.
Beweis. Nach (3.1) ist By in Vjp(G) (3 =1,...,4) vzw. in

Vop(Rn) beschrénkt. Einerseits wegen (3.2) und andererseits wegen
Satz 3.1, Folgerung 3.4 bzw. Folgerung 3.7 ist B, in Vjp(G) (§ =
1,...,4 ) bzw. in Vop(ﬂf” streng koerzitiv.

Wegen

) -1
o8 = Mlpg ) T pg (Vg gl

-0

< ”|f|”0,1/p,F Illvlllgﬁp’F

ist das Funktional
Lv = (f,v)

mit £ € L%, (F) in Vi (6) (3= k) baw in Vo (RY) be-

1/p Op
schrénkt. Daher folgt die Behauptung aus dem Satz von Lax und

Milgram. O

3.5. Ziel dieses Abschnitts ist der Nachweis einer Fredholmschen
Alternative fiir Problem 2.B und Problem 5.

Wir brauchen einige Stabilit&tsergebnisse fir Fredholmoperatoren
und fihren dafiir einige Begriffe und Resultate aus dem Werk von Kato
[17] ein.

Seien X wund Y Hilbertrfume. Sei T: X~ Y ein dicht defi-
pierler linearer Operator, also T: D(T)~+Y mit “TTT-= X . Terner
setzen wir T als abgeschlossen voraus (konvergiert also {u.} c D(T)
gegen u € X und {Tuj} gegen f , so ist u € D(T) und Tu = f).
Die Menge dieser dicht definierten abgeschlossenen Operatoren sei mit
C(D(T) , Y) bezeichnet.

Definition 3.9. (Kato [17], 5.230.) Wir nennen T € C(D(T), Y)
einen Fredholmoperator, wenn die Wertemenge R('I') von I' abgeschloBen

(in Y ) ist und sowohl die Dimension des Nullraumes N(T) von T als
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auch die Dimension des Nullraumes N(T*) des dem Operator T adjungier-

ten Operators T* endlich sind. Ferner wird der Index von T durch

ind T := dim N(T) - dim N(T*)

erkléart.
Definition 3.10. (Kato [17], S.194.) Seien X, Y, 2 drei
Hilbertriume. Ferner sei T € C(D(T),Y) mit D(T) € X wund A eine

lineare Abbildung D(A) -+ Z mit D(A) € X sowie D(T) = D(A) . Der

Operator A heiBt T-kompakt, falls fir jede solche Folge {uj} c D(T) ,
fiir die sowohl {uj} als {Tuj} beschrankt sind, die Folge {Alﬁ}

eine konvergente Teilfolge enthélt.
Satz 3.11. (Kato [17], S.238.) Falls T € C(X,Y) ein Fredholm—
operator und A:X->Y T-kompakt ist, so ist S := T+A € C(X,Y) auch

ein Fredholmoperator mit ind S = ind T .

Es sei F' := K(2RO » 3 RO) , wobel RO gemdB Satz 3.3 gewdhlt
ist. Der Interpolationssatz (Agmon [1], Theorem 3.k4) besagt fiir F' ,

daB zu jedem e > O eine Zahl Ce = Cs(F') > 0 so existiert, daB

lull g < e lul +c lullg g

2,F!

fliir alle u € H2(F') gilt. Dies angewandt auf die Aussage von Satz 3.3
gibt uns mittels Voraussetzung 1.7 eine gewichtete Gardingsche Unglei-

chung: Es gibt zwel positive Konstanten ko und AO derart, daB

2
(3.18) B.(u,u) > x Illulllg’]p

2
o 2 kg - AO “u”O,F'

,F

fiir alle u € Hi(F) gilt.

Es seil X die charakteristische Funktion von F' , also X
=1 auf F' und Xpr = 0 auf R'-F' . Wir erkldren eine sesquili-
neare Form B : H;(F)><H§(F) > C mit

. :: +
(3.19) B(u, v) Bolus v) *+ 2y Ggeu s vl g

-~

und flihren einen Operator L durch diese Form ein.
Es sei D(L) (c Li(F) ) die Menge derjenigen Elemente u € Hi(F),

zu denen Je ein f € L? (F) mit

/p

(3.21) Blu,v) = (£,v),
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fiir alle v € Hi(F) existiert. Durch

~

(3.22) Lu := f fir u € D(L)

A

wird £ : D(L) +AL?/p(F) erklért.
Operator L hat in Li(F) einen dichten Definitionsbereich (vgl.
elwa Weidmann [13], Satz 5.36) und es gilt
Satz 3.12. Voraussetzung 1.7 sei erfiillt. Dann ist der durch
(3.22) erkléarte Operator £ € C(D(i) ,L?/p(F)) ein Fredholmoperator
mit dem Index O und R(E) = Lf/p(F)

Beweis. Weil fiir alle u,v € Hi(F)

| (xpr 5 ) gl lall po vl g

A

0

¢l vl )
“Wo,p,b 0,p,k

gilt, wobel die Konstante C > O nur von R, abhéngt, ist wegen (3.1)

B in Hi(F) beschrankt. Nach (3.18) ist

~

(3.23) [B(u, u)l

nv

2
L IIIuIH2,p’F

fir alle u € Hi(F) . Daher folgt die Behauptung aus dem Satz von Lax

und Milgram. o

o
Weil fiir alle u € L;(F)
(3.25) III;\O XF'“|”0,1/p,F < C |hl”O,F, < cC IIIuIIIO,p,F

gilt, wobel die Konstante C > O von lo und RO abhéngt, kdnnen
wir einen stetigen Operator T : D(I') » L?/p(F) mit D(T) := D(L) wund

F'u := A fir u € D(T)

o Xpr
definieren. Man hat

Satz 3.13. Der Operator T : D(I) = Lf/p(F) ist L-kompakt.

Beweis. Falls {Luj} in L?/p(F) beschrénkt ist, gilt nach
(3.23) mit Konstanten C' > 0 und C > O

(3.26) Hlule < C' IHIJujIH < C

2,p,F =

fir alle {uj} < D(L) . Wegen

0,1/p,F

Hujll1,F, < ¢ ”Iujnlz,p,F
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ist nach (3.26) {uj} c H1(F') eine beschrinkte Folge. Aus dem

Rellichschen Auswahlsatz (Agmon [1], Theorem 3.8) folgt, daB {uj} eine
. W N 2 .

Teilfolge {uj} enthdlt, die in L7(F') konvergiert. Wegen

Mrut - rulll C Illut -ull
J J 0

0,1/p,F LB

konvergiert {Fuj} sogar in Lf/p(F) . o

Weil wegen der S&tze 3.12 und 3.13 die Voraussetzungeg von Satz,
3.11 erfiillt sind, folgt aus der Stabilitédt ind £ = ind (L-T) der
Fredholmoperatoren die Glltigkeit von
. Satz 3.14. Voraussetzung 1.7 EEE.Erfﬁllt- Dann ist L, =
L-T € C(D(LO),L?/p(F)) mit D(L
dem Index O .

Nach (3.2) ist

O) = D(L) ein Fredholmoperator mit

) := {u € HE(F) | B.(u,v) =0 fiir alle v € HE(F)}

0

2 .
in P1(1Hp(F) enthalten. Weil BO

2
(u,v) =0 fiir alle u € P1f1Hp(F)
und alle v € HE(F) gilt, ist

N(L.) = P1F1H2(F)
P

0

GeméB Beispiel 3.5 ist N(LO) = P1 fir n =2 und N(LO) = PO

fir n =3,b . Wenn n > 5 ist, gilt P1f1H§(F) = {0} wund folglich
ist N(LO) = {0}

Weil

)211 | weP flir n=2 bzw. w€P, flir n=3, L}

Q o= {V=( 1 0

n pO,n

in Nullraum N(L*) des adjungierten Operators LB enthalten ist und

0
weil wegen ind Ly =0 die Relation dim Q = dim N(LO) = dim N(Ls)
gilt, ist N(LS) = Qn fiir n = 2,3, 4 ., Ferner gilt N(LB) = R(LO)l

(Kato [17], Theorem 5.13, S.234).
Wir fassen die Resultate dieses Abschnitts zusammen in
Satz 3.15. Voraussetzung 1.7 sei erfullt. Wenn die Raumdimen-—

sion n > 5 ist, hat Problem 2.B flir f € L?/p

(G) bzw. Problem 5 fiir

f € L?/p(Rn) eine eindeutige LOsung.
Wenn n =2 bzw. n=3,4 ist, besitzen die Probleme 2.B und 5

fir f € L?

(F) genau dann je eine Ldsung, falls die Bedingung

/p
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fiir alle v € P1 bzw. fiir alle v € PO erfiillt ist. Diese Ldsung ist

dann bis auf ein beliebiges additives Element aus P, bzw. aus P, ein-

deutig bestimmt.

3.6. Mit gleichen Methoden wie oben lassen sich auch Randwert-

aufgaben zu

(LO+-E) u = T

b

d. h. zu der Gleichung fiir Platte auf elastischer Unterlage, behandeln,
2 .
wenn man E(x) > 0 und E(x) = 0((po n(x)) ) fiir Ixl » » voraus-
- H

setzt.



ITTI. Der schwingende Fall

1. Problemstellung

1.1, Wir kommen nun zur variationellen Formulierung der

Dirichletprobleme zu den Gleichungen (I.1.2) und (I.1.k4).

Falls man die Verzerrungsenergie (vgl. II.1.1), die kinetische
Fnergie und die Dimpfung der Platte beriicksichtigt, so erh&lt man (vgl.
Leis [23]) fiir zeitharmonische Vorginge der Biegung die Dirichletsche

sesquilineare Form

(1.1) B(u,¢) := (Dgradu , S D grad ¢) ((w28.+il»b) u o, 9)

0,6 0,G

Dabei sind die Matrix S und der Differentialoperator D wie in II.1.1,
a >0 ist die Masse und b > O die Démpfung. Falls der Rand 3G und
die Koeffizienten s.. , a und b genligend glatt sind, erhdlt man

wie in II.1.1 fir u € CM(G)(lcQ(é) und ¢ € C;(Rn) durch partielle

Integration

(1.2) B(u, ¢)

= ((L.-w’a-iwbd) u, ¢)

o + (6,0, v, ¢)

0,6 - (U > YO¢)O,BG 0,36

Die Plattengleichung lautet also

(1.3) (Lo~w2a—imb)u = f

Dazu kommen im Falle der Dirichletschen Randwertaufgabe die homogenen

Randbedingungen (IT.1.7).

1.2. Zuerst stellen wir das homogene Dirichletproblem zu Glei-

chung (1.3) im geddmpften Fall. Es gelte



Voraussetzung 1.1. Die Elemente ij der Matrix S sind

s
reellwertige beschrédnkte Funktionen aus CO(E) . Die Matrix S ist

symmetrisch und gleichmiRig positiv definit.

Die Koeffizienten a und b sind reellwertige beschrénkte und

meBbare Funktionen auf G und ferner gilt b(x) > bO > 0 flr alle
x € G . Die Zahl w ist rccll und > O
Wir stellen

Problem 1.b. Seien ein beliebiges unbeschrinktes Gebiet G

und f € LQ(G) gegeben. Gesucht wird u € Hg(G) derart, daR

e
(1.4) Blu, ) = (f ’¢)O,G fir alle ¢ € C;(G)
gilt.

1.3. Wir kommen nun zum nichtgeddmpften Fall. In (1.3) wird

wga(x) durch m(x) + & mit einer reellen Konstanten k # O ersetzt,

und somit hat Gleichung (1.3) im Falle b = 0 die Gestalt

(1.5) Ub—m—kh)u = f .

Man setze voraus, daB der Operator LO—-m sich geeignet (vgl.
Voraussetzung 1.2.C unten) einem Operator Lg mit konstanten Koeffizien-
ten asymptotisch n&hert. Der Operator Lg hat die Form
(1.6) Lg = div DL s* D grad ,

wobei 8* eine (n+ (g)) x (n+ (g)) -Matrix mit den Elementen

f A fir i =Jj wd 121, <n
(1.7) si‘ - J ?A. fir i #J uwnd 121,J<n
J 5(1—11)}\ fir 1 =J und n<i,j_<__n+(g)
{ 0 sonst

ist. Dabei sind A wund u Materialfaktoren der Platte mit A > O und
-1/(n-1) < u < 1 (vgl. Duvaut - Lions [8], §4, oder Leis [23], $§2).

Ohne Einschrénkung kann man A = 1 annehmen, und (1.7) fiihrt Lg auf
die Gestalt Lg = A2

Voraussetzung (1.7) bedeutet, «aR die Plattengleichung fiir homo-
gene isotrope Medien "im Unendlichen" betrachtet wird. (Mit gleichen

Methoden kdnnte man auch allgemeinere Fédlle behandeln. Wesentlich ist
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nur, daR die Uberlegungen des Abschnitts 4.2 durchfilhrbar sind; insbe-
sondere soll die Charakteristikenfunktion s existieren und Lemma 4.3
erfiillt sein.)

Flir das Gebiet G wund fiir die Koeffizienten des Operators
Lm,k := div DT SDgrad - m - kll gelte ),
Voraussetzung 1.2. A. Es sei G € C , falls 3G kompakt
ist, bzw. G € Ch gleichméRig, falls 8G nicht kompakt ist, wund es

gelte die Normalenbedingung

(1.8) x*v(x) < O fiir alle x € 3G ,

wobeli v die &duBere Normale des Randes bezeichnet.

B. Die Elemente sij der Matrix S und m sind reellwertig

und genligen der Regularititsbedingung sij € ci*(é) bzw. m € cl*(G)'

Ferner ist die Matrix S symmetrisch und gleichméBig positiv definit.

Die Zahl k ist reell und # O .
C. Fir Ix|l » o erfiillen sij und m folgende asvmptotischg

Eigenschaften

(1.9) spp - st = 0T (kT
(1.10) p¥s; = 00 ™E () TVEY) mis 1 g lal g3,
(1.11) Dosys = O™ (1™

0Clxl™" (1n 1x)™"7%)

=
.
n
=
g
5
I

k

(1.13) Dom = 0(x™? (1n 1x)77%)

mit einem & > O .
Bevor wir das Dirichletsche Ausstrahlungsproblem zu Gleichung
(1.5) stellen, fiihren wir einige gewichtete Sobolevsche Funktionenriume

ein. Unsere Wahl der Gewichtsfunktionen motivieren wir durch

Beispiel 1.3. Es sei ¢€ c°8(1<(o,3)) mit  ¢(x) =h1 fiir
x| <2 . Ferner seien v = elkr /r und f1 1= —(A2 -k ) ¢v . Dann
ist u := (1-¢) v die Ldsung der Aufgabe
( (A2—kb') u o= f in G := ]R3-K(o,1)
1 u = Du = 0 auf 9G



Die Ldsungsfunktion u liegt nicht in L2(G)

lxlq/2 (1n lxi)"1/2_d/2 u € L2(G) flir 6 >0 .

, aber es gilt

Flir ein festes &8 € R erklidren wir die Gewichtsfunktionen

1+ 1) 2 (10 (e+ 1x))) /27872

0
[e2)
—
i
~—
"

und

ke
0]

(1+1x1) (n (e+ 1x1)8/?
. .. . 2
Wir definieren den gewlchteten L —Raum
2
Lo (@) = {u]| pgu€r7(c)}
fs

mit dem Skalarprodukt

(u, v) [ o2uv ? (o)
u, V), o = p.,uv dx , u,v €°L G
,,Q(S,.r 4 8 p(S
Flir die Funktionen u € Ct(G) (t € TNU) kénnen wir den Ausdruck

2
Hu!Lt o T )
ol

f gi 0% ul® dx

<t

bilden. Es sei

t
¢ (@) := {uece) | lull <o}
g* tag 3G
8 8
Fir u,v € CZ (G) erkldrt man das Skalarprodukt
5%
2 0 o
(u ,v)t a = .2 J g(S D'uD v dx .
sgds' ‘alftG
Den gewichteten Sobolevschen Funktionenraum HZ (G) erhdlt man
] [
durch Vervollst#ndipung von CE (3) in herng auf (',')t 2.0 Die
Dd* b 6:
AbschlieRung der Menge Cg(G) im Raum H; (G) wird mit H; O(G) be-
8 §

zeichnet. Entsprechend wird Ht1/?
A1/2

Einige einfache Eigenschaften der oben erkl&rten R&ume flassen wir

(G) erklart.

zusammen in

Bemerkung 1.4. Kir § € K gelten L2 () = LEUU R Ht (@)

p6 r1/2
G) < Hg (¢) uwna uY(G) e u® (o)

o
5 0 g0

c H

1.4, Nach (1.1) ist die dem Uperator Loy zugehdrige sesqui-
e ,

lineare Form



P. Neittaanmiki 43

B (s ) = B, 8) = (me) w, 6) o

Unser Ausstrahlungsproblem lautet (vgl. Vogelsang [L421, §1):

Problem 1.m.k. Seien ein solches Gebiet G , das Voraussetzung

1.2.A erfiillt, und f € L§ (G) mit einem festen & > O gegeben.
8
Gesucht werden die Elemente u , die den Relationen

2 b
(1.14) u € HgGO(G)ﬂHgé(G) .
(1.15) By plus ) = (1, #)gq firalle ¢¢€ C°O°(G)

und der Ausstrahlungsbedingung

(1.16) grad (e M w) € 1P(B(1))
genligen.

Jedes dieser Elemente u nennen wir eine der Zahl & zugeordne-—
te "Ausstrahlungsldsung". Wir schreiben dann auch u € Foo

Die AuBenraumaufgabe von Leis lautet (Leis [23], S.11, und Polis
[28], S.19):

Problem L. Seien ein AuBengebiet G und

2 2
f € L*(G(RO)) = {g€1°(a) | Trggc K(O,RO)}
2
> loc
. . ~ R .
eine Folge {¢j} c HO(G) mit Il¢j u"2,G(R) O fir alle R > RO

existiert, werden die Elemente u gesucht, die (1.15) und der Ausstrah-

gegeben. Aus der Menge solcher Funktionen wu € L (G) , zu denen je

lungsbedingung

2

(1.17) D ou-iku € L°((B(1))

geniigen.
Bemerkung 1.5. A. Die beiden Problemstellungen fiihren zu

gleicher Ldsung: Wenn u, eine Ldsung des Problems 1.m.k und wu, eine

1 2

Ldsung des Problems L ist, ist u, - u, eine Ldsung des Problems L mit

f =0 (weill auch u, die Ausstrahlungsbedingung (1.17) erfiillt). Aus

den Eindeutigkeitsbetrachtungen von Leis ([23], §8) folgt dann u, =

Uo

B. Die in Beispiel 1.3 eingefliihrte Funktion u 1ist eine Ldsung

3

des Problems 1.m.k und des Problems L (zum Gebiet R~ -K(0,1) und zu
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der Funktion f1).

C. Die in dem Gegenbeispiel von Vogelsang [41], 5.385, einge-
flihrte Eigenldsung des Operators Ag-m (fiir ein bestimmtes m ) erfiillt
Ausstrahlungsbedingung (1.16) bzw. (1.17) und ist folglich auch eine
Eigenldésung flr Problem 1.m.k bzw. fir Problem L. Dadurch kann man nicht
erwvarten, daR ein allgemeines Eindeutigkeitsresultat flir das Problem

t.m.k bzw. flir das Problem L gelten wiirde.

2. Der gedadmpfte Fall

Tn diesem Abschnitt beweisen wir die eindeutige Ldsbarkeit des
homogenen Dirichletproblems zu der Gleichung (LO-w?-iuJb) u =t
Vom mathematischen Slandpunkl isl dieser Fall einfach, er ist jedoch
fiir die Behandlung des Ausstrahlungsproblems interessant, well der
Grenziibergang zum Fall der verschwindenden Dampfung durchgefiihrt werden
kann. Dazu beweisen wir eine A-priori-Abschitzung, die wir beim Beweis
der Existenz des Ausstrahlungsproblems benutzen werden.

Satz 2.1. A. Voraussetzung 1.1 sei erfiillt. Dann hat Problem

1.b fiir f € L2(G) eine eindeutige LOsung.

B. Es sei GE€ C)‘l , falls 3G kompakt ist, und G € Ch gleich-

s . . 2
miRig, falls 9G nicht kompakt ist, und g%_gelte_ sij i Cyx(G) . Dann
ist die L3sung des Problems 1.b mit £ € L°(G) in H (G) , mit f €

L2 (¢) (8 >0) in Hh (@) , und mit einer von u , ® und b. un-
Ps = = 1n1/2 —_— 0 -

abhfngigen Konstanten C gelten die Abschitzungen

< clifly

h,r "7,G LPEE

Beweis. A. ©Nach Voraussetzung 1.1 ist die Sesquilinearform B
gleichmiRig stark elliptisch. Wegen der GA&rdingschen Ungleichung
(Agmon [1], Theorem T7.6) und wegen

2
Im B(u,u) 2 wb, lhl”O,G

gilt mit einer von u und w unabhéngigen positiven Konstanten C
(vgl. Leis [23], §h)
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(2.3) Bu, w2 wbye, Ml o

Ferner ist nach Voraussetzung 1.1 die Form B 1in HQ(G) beschrankt.
Nach dem Satz von Lax und Milgram existiert dann ein eindeutig

bestimmte u € Hg(G) mit

0
. 2

B(u, ¢) = (f,d))O’G fliir alle ¢ € HO(G) R
und es gilt
(2.h) wb, C, IIuIlQ,G < ”f”o,G'

. L L . o .
Weil G € C  (bzw. G € C gleichmidRig), ist nach Agmon [1],

. . L .
Theorem 9.8, die L&sung des Problems 1.b in Hg(G) NH(G) . TFolglich
nach Vogelsang [41], Lemma 2.3 (man siehe auch Witsch [49], Lemma 2.3),
. ) . . .
ist u € H+(G) , und weiter gilt nach (2.4) (mit Konstanten C2 ,C >0)
[s]
(2.9) Wby ”u”h,G S wbyC, (”f“O,G + Ilullg,G) < ¢ ”f”O,G

C. (Vgl. Vogelsang [41], §5.) BEs sei eine Glittungsfunktion

¢. € Cm(]Rn) wie ¢ im Beweis von Lemma II.1.6 gewdhlt und sei d(x)

J 0 3,3
= (14 |><|2)1/2 . Dann gilt mit lal > 1
(2.6) p*(a(x) ¢.(x)) = 0(1) fir  Ixl + e .

i

Wenden wir (2.1) auf d¢>j u € H(G) an, so erhalten wir nach

(2.6) mit einer von u und j unabhingigen Konstanten C > O

2.2

HA

2.2
w by lld¢jU|lh,G

A

wb. C (L

2 .
< o o~ W a—lwb)dd)ju”O’G

A

' + .
< wbyC ”f”O,pS,G wb, C ||u||3,G

Der Grenziibergang J - =« und (2.1) liefern

o 2
(2.7) w” by ”duHM,G < ¢ “fHO’ps’G .
Nach (2.7) gilt
2.2 2.2
+
(2.8) w by “u”h,d,G < C (”fllo,ps,(} 0" oy ”u“3,G)

Die Behauptung folgt jetzt aus (2.8), wenn wir noch (2.1) beachten. o
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3. Uber die Eigenwerte des Operators Lo—m

3.1. Die Dirichletschen Randwertaufgaben zur Plattengleichung

sind im Gegensatz zur Schwingungsgleichung im allgemeinen nicht eindeu-
tig 1losbar. Es gibt ndmlich Beispiele dafiir, daB Eigenldsungen wirk-
lich auftreten kénnen (Eidus [10], S.137, fir G = R

[41], 5.385, fiir ein AuBengebiet G ).

und Vogelsang

In diesem Abschnitt geben wir hinreichende Bedingungen dafir an,
daB der Operator LO-m auf seiner Definitionsmenge D(LO-m) 1=
Hg(G)f]Hh(G) keine positiven Eigenwerte hat.

Rellich [29] hat als erster diese Betrachtung filir den Operator
A+X , X € R, durchgefiihrt. Seine Methoden sind spdter fiir Operato-
ren zweiter Ordnung mit variublen Koeffizienten von Wienholtz [47] und
fiir Operatoren héherer'Ordnung von Finozenok [13] und von Vogelsang [41]
verallgemeinert worden. Die in dem vorliegenden (spezielleren) Fall be-
ndétigten Voraussetzungen lber die Koeffizienten weichen von Voraussetzun-
gen bei Finozenok, [13], 5.383-38L, bei Vogelsang, [41], S.383-38k4, und
bei Polis [28], S.55 ab.

Satz 3.1. Voraussetzung 1.2.A-B sei erfiillt, und es gebe eine

Konstante M > O derart, daB

2 1 T
(3.1) MlEl® < & (8Gx) - 5D 8(x) ¢
n+(g)
flir alle x € G und fir alle & € R gilt.
Die reelle Zahl kLL ist sicher dann kein Eigenwert von LO-m
n
auf D(Ly-m) := Hg(G)ﬂH (G) , wenn
b1
(3.2) m(x) +k +=rD m(x) > O
2 r =
in G gilt.

Bemerkung 3.2. Spdter werden wir zeigen (Satz 5.3): Wenn Vo-

raussetzung 1.2.A-C erfiillt ist und wenn u € F6 eine LOsung der Glei-

chung

ist, liegt u 1in HS(G)ﬂHh

Bemerkung 3.3. A. Im isotropen Fall hat die Matrix S(x)
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die Gestalt (1.7) (jedoch sind A wund u dann keine Konstanten, A(x)
>0 und -1/(n-1) < p(x) <1 in G). Weil die Matrix S - —;— rD S

reellwertig und symmetrisch ist, kann Bedingung (3.1) in der Form

Xj(x) > M > 0 in G
- . n .
fur J =1, ..., n*—(g) gegeben werden, wobel
o= A+ (=) = 2D (A (1+(n=1) W)
Ay = =2 = A (1=-wu) - 5 rD (A (1-1m))
1
An+1 = = A 0 =3 A (1-y) le‘Dr (A (1=n))
n+(,,)
2
die Eigenwerte der Matrix S - %'rI%?S sind.
B. Es sei erwdhnt, daB in physikalischen Systemen gewdhnlich
L

m(x)+k > 0O (die Massen sind positiv) gilt.
Beweis von Satz 3.1. A. In den Beweisteilen B-C werden wir die
Ausdriicke Re ((LO-m-kh) u o, Tlﬂ_u)

Re ((LO-m-kh) u o, u)O,G(R)

Polis [28], §16, folgen.

O,G(R) und

umformen und dabei den Uberlegungen von

Es ist méglich R so zu wdhlen, daB auf G(R) der Spursatz
(Nelas [27], Théoréme 1.2) und dann auch die Greensche Umformung fiir
Funktionen u € Hg(G)f1Hh
B. Durch zweimalige partielle Integration erhalten wir wegen

(G) anwendbar sind.

D grad (rl%?u) = 2D grad u + rI%TD grad u

(3.3) Re (L.u , rDru)

0 0,G(R)

= 2 Re (Dgradu , SD gradu) + Re (Dgradu , SrD (Dgradu))

0,G(R) 0,G(R)

+ T;(u) + KR(u) s

wobei

(3.4) F1(u) := - Re (DT(v)ST7grad11 , grad (r1%~u))0 3G(R)

ist und fiir die GroRe KR(u) die Abschétzung

2
¢ ) R IIn*ull

(3.5) IK (W) o 0,8(R)

A

mit einer von u und R unabhf@ngigen Konstanten C > O gilt.

Ferner ergibt sich durch partielle Integration
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(3.6) Re (Dgradu , SrD (Dgradu))O,G(R)
n
= - ERe (Dgradu , 8D gradu)ob(}(R)
1 2
-5 Re (Dgradu , rDrfSDgradu)O,G(R) + FR(u) + KR(u)
mit
r2(w) i= L Re ((x+v) D grad u , SD grad u)
(3.7) R u =5 e XeV grad u , grad u O,BG(R)
Fir u € Hg(G) gilt auf dem Rand 3G D u=0 , |lal <1
sowie
(3.8) rD grad u = (xev) VTD?11
r v
und
(3.9) Dgradu = D(v) v D u .
Mittels (3.8)-(3.9) gilt
) ( _ T1 T2
(3.10 FR u) = R(u) + R(u)
= _T;__ [ (xev) v DT(\)) S D(v) vl IDiul2 do .

3G(R)
Wegen

Re (—(m+kh) u o, rDru)O,G(R)

%Re ((m+kl+) u, u)O,G(R) + % Re (rDrm u , u)O,G(R) + KR(u)

erhalten wir aus (3.3), (3.6) und aus (3.10)

(3.11) Re ((Lo"m"kh) w5 vD g aep)
= (2—%) Re (Dgradu , SDgradu)O,G(R)
- —;~ Re (Dgradu , rDrSD gradu)O,G(R)
+ -;1 Re ((m+ku) u, u)O,G(R) + % Re (rDrm u o, u)O,G(R)

+ PR(u) + KR(U)

C. Mit gleichen Uberlegungen wie oben ergibt sich durch partielle

Integration
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(3.12) Re ((Lo—m—kl‘) u o, u)O G(R)

= Re (Dgradu , SDgradu)O,G(R)

- Re ((m+kh) u, u)o a(r) * Kp(u)
D. Nach (3.11)-(3.12) gilt
(3.13) Re ((Lo?m—kh)u,rDru+£

2 u)O,G(R)

_ _1
= Re (Pgrad u , (28 > rD_ 8) Dgrad u)O,G(R)

+ T_(u) + KR(u)

1
+ > Re (rDrm u , u)O,G(R) R

Aus den Gleichungen (3.12)-(3.13) schlieRen wir

1
(3.1L4) Re (Dgrad u , (S—-2 rDrS) Dgradu)O,G(R)
b
+ Re ((m+k +2 rDrm) u o, u)O,G(R)
_ 4 n
= Re((LO m k)u,rDru‘r(2 1)u)O,G(R)
- Tplu) + KR(u)
Wegen —I‘R(u) < 0 gilt dann nach (3.1)-(3.2)
(3.15) M lul® < K ()
’ 2,6(R) = 'R
. 2 I . L
flir alle u € HO(G)ﬂH (G) mit (Lo—m—k J)u = 0.
Durch die Wahl einer Folge Rj > o mit I% (u) + 0 erhalten wir

J
fiir j > « aus (3.15) die Behauptung. 0O

4, A-priori-Abschédtzung filr die Ausstrahlungsldsung

ﬁ: Wir besché&ftigen uns nun mit der A-priori-Abschidtzung, die
flir die Methode der Grenzabsorption und damit flir den Beweis der Exis-
tenzaussage (Satz 5.4) erforderlich ist (vgl. Vogelsang [L2], Satz 2).

Satz L.1. Voraussetzung 1.2 sei mit einer Zahl 6 , 0 <& < 1,

erfiillt, und sei 0 < A <1

Fir alle uw € K2 (G)NH
— gs0 g
8 8

o -ikr 2 .
(k.1) D~ (e u) € L7°(B(1)) fir lal =1,2,3,

(G) mit
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L

(L.2) Au € H 1/2
r

(G)

und flir alle genfigend groBen R, 2 Rg(é) gilt dann mit einer von u

2
und A unabhidngigen (und von & abhédngigen) Konstanten C > O die

Ungleichung

.3) 7 (I ()

1clalg2 0,8(1)

+ llull + A

uags,G

< C (||(Lo—m—kh~i>\) ull

+
O,Ddgc ||u||2,G(R )

Den Beweis werden wir in 4.4 nach einigen Hilfsbetrachtungen
durchfihren. Als Grundlage der Beweismethoden werden wir die Arbeit

[42] von Vogelsang benutzen.

h.22 Unser erstes Ziel ist der Bewels der Vertauschungsrelation

N

-m-k') = (B+T) & T

-ikr .
e (LO

mit geeigneten Differentialoperatoren B und T , wobei T den Cha-
rakter eines Restoperators hat. Dabei folgen wir den Uberlegungen von
Vogelsang [42], §2, und fiihren dafiir einige Begriffe und Bezeichnungen
ein.

Es sei s = s(x) die Charakteristikenfunktion der reellen Null-

stellenflédche

n \ i

N (P*) = {g€R | PX(£)-k =0, k*0}
des Polynoms

* = T * T
(4.4) P¥(g) := £ D (&) s*D(g) & .
Vogelsang definiert s durch

s(x) = x-0(2), % = x/lxles,
wobel o: Sn_1 - N (P*) die bijektive Umkehrabbildung der GauBschen
Abbildung v : N (P*) —+ Sn_1 mit gev(o) >0, o€ NK(P*) , ist.

k
Wegen (1.7) mit A = 1 ergeben sich in unserem Fall
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und

s(x) = kr

. 0 . ikr
Wir ersetzen u € CO(B(1)) durch 6w mit 6 = e und w =
e_lkr u . Unsere Absicht ist dann, den Ausdruck
L
(L. -m—-% ) (6w)
0

umzuformen.

Das Polynom
P(x,g) = £ D(g)
der Verdnderlichen & 1&8t sich darstelleh als
(4.9) P(x,8) = Y s .(x)¢&

mit geeigneten Koeffizienten Sa . Nach (4.5) und nach Voraussetzung

1.2 kénnen wir den Operator Lo in der Form

L. = L'+ T = ) S (x)D + Yt (x)D
0 o lal=y ® 2<lal<3

darstellen, wobei nach (1.10) tu(x) = O(ixl_3/2 (1n |x|)_1/2_6) flir

[x| + o zilt.

Wir bilden den Ausdruck Lé()w , verwenden dabeil die Leibnizsche
Regel und beriicksichtigen (4.5). Die Glieder mit Koeffizienten vom Typ
001732 (an 1271278

werden im folgenden zu einem Restoperator T

gesammelt; dann erhdlt man (vgl. Vogelsang [42], Beweis von Satz 3)

(4.6) L'u = L' (6w) = Y s D" (6w)
0 0 lal=h o
= 0 { y -l 1, D' P(x,0) D' w
o<l yl<h Y
+ ( Zhvi- 21Y, N (DZ+Y P(x,0)) DYw> £ w}
Oslvyls3 Tolel=
= 0 (A1w A w4 T w) o,

wobeli T ein Restoperator vom Typ

_ Q
(4.7) T o= L t,0D

lal<3



(4.8) s ) = 00173 (k)RS pie Ixl e e

o

ist. Mit Hilfe der Leibnizschen Regel ergibt sich

(4.9) Tiuo= T (6w) = 0Tw

mit einem Restopcrator T vom Typ (h.7).

Wir werden jedoch die Operatoren A1 und A2 in einer prak-

tischeren Form darstellen. Dafiir erkléren wir auf B(1) die Koeffi-

zienten
_ 1 fal! 811 _
(4.10) b (x) := 2 lal=181l DZ+BP(X,0) ilal I8
B (lal+18l)1 o! B!
far  lHol=181 <1 und bas(x) = 0 sonst, sowie entsprechend b; (x)

mit P*(c) anstelle FP(x,0)
Durch direkte Rechnung ergibt sich wegen (4.10) und wegen Voraus-—

setzung 1.2 aus (4.6) (vgl. Vogelsang [L2], Lemma 2.3)

(L.11) (A1+A2+T) w o= (B1+B2+P+T2) W

wobei

(4.12) B, := (-nyted Da(baBDB) ,
1clal, IBl22

(4.13) B = (—1)'0‘| % (b pf)

e fal+g]=1 of

und TP ein Restoperator vom Typ (L4.7) sind. Wegen (L4.6)-(4.10) foligt
aus (L.11)

(h.10) 07! (y-m-x) u = o7 (L6+T1_m_k”) -
= (B1+B2+h+T)w =: (B+T) w
mit
i
(k.15) h(x) := P(x,0) - m(x) - k .

Nach Voraussetzung 1.2 hat Operator B2 auch eine andere Dar-

stellung (vgl. Vogelsang [h42], Lemma 2.3):
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(4.16) B, = -i (f? D+ | nopf+ %ﬁl) + 0011732 (10 1x)7 1270,
Tolel=1 ¢
wobei K := 1/hk3 und
hl(x) = Dg'P(X,O) - Dg. P*¥(c) , o€ NK(P*) , i=1, ,n
i i

ist.
Fiir die Koeffizienten baB mit la+B8l > 1 gilt baB = bBa und

wegen Voraussetzung 1.2 gelten fiir Ix| - «

b~ Ok = 001x1™" (an 1x)77Y)
e Dby = 0™ (i 1x)™T0)
f no= 0(lxl™ (1 1x)7T0)
(1.18) J b - 0(x1™2 (n 17TV L G,
\ D.h o= 0(1x172 (1n 1x1)717%)
und
( n, = 0121 (1 1x)778
(4.19) J . n, = 0(xl™ (kTR iy =,
\ Dihi = 001%™ (1n 1x)77%)

Wir fassen die Resultate zusammen in

Lemma 4.2. Voraussetzung 1.2 sei erfiilllt. Dann existieren ein
Operator B := B, +B,+h , wobei B, , B, und h in (k.12), (4.13)

i
bzw. (L.15) erklédrt sind, und ein Restoperator T vom Typ (bh.7) derart,

daB auf B(1) die Vertauschungsrelation

(4.20) o Tikr (LO—m—kh) = (B+m) o IET

gilt. TFiir die Koeffizienten der Operatoren B und T gelten die

asymptotischen Eigenschaften (4.17)-(4.19) bzw. (L.8).

Fiir den Operator B wird die von Vogelsang eingefiihrte "ver-

"

schiarfte" Elliptizitit bewiesen:

Lemma 4.3. Es sei fiir o € Nk(P*) (mit k # 0) und ¢ € Rr"
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¢{o,6) = P*(o+§&) - DOP*(O) - & - P¥(o)

Dann gelten die Darstellungen

(h.21) 2(0,6) = AR N IR L
1clal,1Blg2
(4.22) el Dy ®(0,£) - @(0,&)
= ) (2 1ol =1) £ v% () p1B1=lol 8
1<lal, 1812
und es gibt eine von ¢ und & unabhdngige Konstante e, > 0 derart,
daB
2 1
(4.23) o(o,€) 2 e, (JEI"+1E]7)
und
(y.2h) l6l D, 8(0,6) - 6(0,8) 3 e, (161%+ 161"

1] 1

fiir alle o € N (P*) und alle & € R gelten.

Beweis. A. Wegen des Beweises der Darstellungen (L4.21)-(k.22)
siehe man Vogelsang [42], Lemma L.1.

B. Durch direkte Rechnung ergibt sich aus (h.)) mittels (1.7)

eine Darstellung

b 2

(4.25) o(0,8) = gl + 2 lol e

2

E12 4+ 4 1212 (e g) + b (0 €)°

2

2 2 2
= 1E12 (1€1° + 2 1612 + b Jol 1€l cos 8 + b lol° cos® 6)

wobei 6 den Winkel swiochen o und & bezmeichnet. Tir coc 9 + O
(der Tall cos 6 = O ist trivial) erhalten wir aus (4.25) unter Verwen-

dung der Relation
- +
(h.26) 2ab = aa2 + e 1b2 (a,b,e ER , e>0)

an die Terme U4 ol [&] cos 8 mit e = 5/2

2(0,6) 2 161% @1E1%+101%)

no

. 2
Tir alle o € Nk(P*) und £ € R gilt wegen lol” = k

o(c.8) 2 e (12124181")
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wobeil e, = min {1/5 ,kg} > 0 1ist.

C. Far &l D|£|® = g VE ® erhalten wir die Darstellung

L

lE] D| [@(o,m = L |g]

g

und folglich ist

lgl D ,d>(0,£) - 8(0,£)

le

= 121° (3121%+2101°+8 ol 1£] cos 6+ 4 012 cos® 8)

Mit &hnlichen Uberlegungen wie oben erhalten wir fiir alle
N (P*) und alle € R

lEl D),y e(o,8) = 0(o,8) 2 e Getarely

1

wobei e, = min {1/5 ,2k2/7} (mit € = 10/7 in (L.26)) ist. o

4.3, Wir vereinbaren fiir diesen Abschnitt die folgende

Voraussetzung U4.4. Voraussetzung 1.2 sei mit einer Zahl

0<8 <1, erfillt, und sei 0O < A <1
Mit £ € 1° (G) sei die Funktion u € H- (G)ﬂGh
schwache Ldsung der Gleichung

(L ~m—kh—i>\) u = f
O .
mit
p* (KT ) € 1P(B(1)) rir lol = 1,2,3
und mit
b
Au € Hr1/2(G)

Sei ¢ € CM(RH) eine vom Parameter RO ( RO

v

grof) abhingige Glittungsfunktion mit

0 fir Ix| <
(h.27) o0 = | = %o
1 fir Ix| > 2R
="
und mit O < ¢(x) <1 fir Ry < x| < 2R) . Man schreibt
(4.28) N £,o= (L —-m—ku)tbu

4 1ol%1E1% 12 1812 (0 8) + 8 (0-8)°

o€

8

(@) eine

e , hinreichend

2

E

55
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In den folgenden Betrachtungen seien C und C1 von u , R
Ro , A und 6§ unabhingige positive Konstanten und K_(w) bzw. J

Restglieder mit der Abschétzung

(b.29) IKR(w)l

A

2
c (R ;% £
1<lal <3 0,8(R)

bzw.
r—- - ]4
(n.30) 1ol < el 1 EIVRun%wn? e B e /2 pt i
R = 0 0,G 0 0,G
12lalz2
1/2 2 -1 2 )
+ R + (In R X 1l
o llw"h,gG,G (1n O) Ilw O,qG,G s
wobei q6(x) i= (1n (e+ 1x1))"%7 ist.

Im Beweis der folgenden drei Lemmata benutzen wir wiederholt die

Abschétzungen
(5.31) Tn 1™ ¢ o0 ¢ DT,
(1.32) B LI TP D P O N PO L R PP R

die fiir alle Ix|l > e und 0 < § < 1 gelten.

Im ersten Lemma werden wir zeigen, wie man die zwel ersten
Glieder in Ungleichung (4.3) majorisieren kann:

Lemma 4.5. Voraussetzung L.4 sei erfiillt. Dann gilt die Ab-
schétzung

1.33) ¢ T (pwn? e a2 % )
1 0,G 0,6
1<lal <2
< Re ) (((2lal =1) + 22rK) Py DBW,D“w)OG
T 1<lal, 18122 >
T o (O S T T N Pt i I T
\1:|d|;2 s ) agsa“
. 2 \
+ & Hwll .
0,a4,6/

Beweis. Die Behauptung folgt mittels Lemma 4.3, wenn man &hn-
liche Uberlegungen wie Vogelsang [L2], Beweis von Lemma 4.2, auf die

T'ormen
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[w] := Re ((21al =1) v*, DPw , D%w)_
alw 1__<_|0L1§!B|§2 o w W 0,G
1/2 172
bl = ome D200 of (k)P 0t ()P

anwendet und wenn man (L4.17) sowie die Abschidtzungen (4.31)-(L4.32) beriick-

sichtigt. o

Wir werden Jjetzt das erste Glied auf der rechten Seite von Unglei-
chung (4.33) folgenderweise abschétzen:

Lemma 4.6. Voraussetzung 4.4 sei erfiillt. Dann gilt die Ab-
schétzung

B o
(4.34) Re z <bOLB DPw , ((2lal-1)+2A2rK) D W)O,G
ictal,IBlz2
-1/2 a2 -1/h 1/2 a2
< C ( N (R, D™ wlly o + Ry Al D WllO,G)
1zlalz2 ’
1/2 2 -1 2 La1/2 2 \
+ Ry ”w“O,gG,G+ (lnRO) A ”W”o,qé,G‘Ro ”f1“0,pd,G/'

Bewels. A. Zuerst werden wir die Ausdriicke
P
Re ((B+T-ix) w , W)O,G(R) N

Re ((B+T-1ix) w , er)O G(R) °

Re ((B+T-1ix) w , rDrw)O’G(R)

umformen. Flir die Herleitung der gewlinschten Abschétzung beriicksichti-
gen wir dann die Relationen (4.20) und (L4.28).
Durch partielle Integration (vgl. Beweisteil A von Satz 3.1) er-

halten wir nach (4.16)-(4.19) und (L4.8) fiir R > R, (vgl. Vogelsang

[L2], Lemma 3.1) i
(4.35) Re ((B+T=-1X) w, W)O,G(R)
i Re1slul§l6|52 (b, 2w D% o o) * Be B2V s Wo (r)
2 = + JR(W) + KR(W) )
(4.36) X Re ((B+T=-1iA) w, anw)o,G(R)
= A Re1§|a|%|g|§2 (baB pfy s rKDaW)O,G(R) + A Im (v, rDrW)O,G(R)

+

JR(W) + KR(W)
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Ahnlich wie im Beweis von Satz 3.1 und wie Vogelsang [42], Lemma

3.2-Lemma 3.3, erhalten wir nach (4.16)-(4.19) und (4.8) fiir R > R

0
(4.37) Re(m+T~iA)w’rDerﬂW)
B ny o
= Re Y (b Dw,(lu!——}Dw} ~
1<lal,lplze P 2 0,6(R)
;
-3 (n-1) Re (BEW’, W)O,G(R) - AIm (w,r Dr-w)O,G(R)
1
- 5 TRlw) + Jp(w) + Kp(w)
wobei
FR(W) = ) [ (xev) \)ubaevBID\?;wl2 dv
fal=181=2 3G(R)
ist.
B. Weil nach Lemma 4.2 und (L4.28)
(B+T-i)) w = e_ikrf1
gilt, schlieBen wir aus den Gleichungen (L4.35)-(4.37)
B [e]
(L.38) Re y (b . D°w, ((2lal=1)+2xrK) D" w) =
1<lal,lplce P 0,6(R)
-ikr 1
= 2 Re (e £y, rDw+ &5 (n-1)+xrrK) W)O,G(R)
+ Tplw) + JpGn) + Ko ()
Nach (4.31)-(L4.32) gilt
-ik 1
(4.39) (e 1er, rD v+ %—®—1)+ArK]wh%G
1/2 2 -1/2 2 2 2
c (g, 12316,0,,6 * Fo vl o+ el g6 * ”w”O,qa,G)] :

Mit gleichen Uberlegungen wie Vogelsang [41], Lemma 2.3, kann man

die Gliltigkeit der Ungleichung

A

(4.40) Il ¢ (e 112 + Il )

)
855G = 2850 0,846

verifizieren.

Durch die Wahl einer Folge Rj + o mit KR (w) = 0 erhalten wir
J

fir j + » aus (4.38) die Behauptung, wenn wir I'g (w) <0, (4.30) und
J

(4.39)-(L4.40) pbeachten. 0o
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Nach den Lemmata 4.5 und 4.6 bleibt noch eine A-priori-Abschét-

zung fir llwll herzuleiten:
& 0,g4,C b
Lemma 4.7. Voraussetzung 4.4 sei erfiillt, und sei R,z e fest.
Dann existiert zu jedem gegebenen § , 0 < 6 < 1, eine von u und A
unabhéngige Zahl R1(6,RO) > RO derart, daR die Abschétzung
2 A 2
Iy + =
( ) ||w|10,g RER; Ilwllo,q JB(R.)
§ § 1
=3/h a2 2 -3/h 2 \
< o= R LA R AN
= "o b 0,G 170,p5,6 0 ,G(R,)/

gilt.
Beweis. Die Behauptung folgt &hnlich wie bei Vogelsang [L42], Lem-

ma 3.5 und Lemma 3.6. Das wesentliche Hilfsmittel des Beweises der Be-

‘hauptung ist die Integrationformel

R2
% [ (in 7)"® w(R) ar
R
1
R R
2 2
= / R_1 (1n 1?)_1“(S (IJ w(r) dr ) dR + %—(ln Rg)_<S J w(R) dR ,

1 1 1
die fir alle auf [R1,R2] (R1 > e ) stetigen Funktionen w wund fiir alle
reellen Zahlen & > O gliltig ist. Dabei werden auch die Abschitzungen

(4.31)=(4.32) wiederholt benutzt. O

4.4, Nun sind wir in der Lage, die gewlinschte A-priori-Abschét-

zung flr die Ausstrahlungsldsungen zu beweisen.

Beweis von Satz L.1. Aus den Lemmata L.5, 4.6 und 4.7 ergibt

sich
2 2
(i.12) e (7wl e e 0% )
\ 0,G 0,G
1<lalz2
1/2 2 A 2 )
+—
+ RO Ilwllo,gs,G 5 HwIIO’qé’G
(,=1/b a2 1/2 a2
< C|R 1 R D U PR 2 [
= \o 1<lal<2 0,G 0,G
1/2 _ L ) o
+ RO II(LO m-k —-1i2x) ¢1ﬂ|O’DG’G + “w”h,G(R1)
RS )

8§ 7"10,94,6(R ) )
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wobel die Zahl R1(§,R ) > R_ zu den gegebenen § und RO gemdR Lemma

0 0

4.7 gewdhlt sei.
Nach Vogelsang [41], Lemma 2.3, kann man die Giiltigkeit der Un-

gleichung
(h.43) lhull < C (T ~m-%*~12) ull ol )
h,g ,G = 0 0,8,:,G 0,8,,G
§ 8 $
verifizieren.

Die Ungleichung (4.3) folgt nun mit R2 = 21% aus (L4.42)-(L4.43),

wenn wir die Definitionen (L4.27)-(4.28) beriicksichtigen, RO geniigend
groB wihlen, auf die beiden Seiten der erhaltenen Ungleichung die Nor-
men Uber die fehlenden beschrénkten Teilgebiete addieren, und die Ab-

schiatzung (Vogelsang [L41], Lemma 2.3)

oty gy & © (HEg=m-x"=i2) il

+ lull
] )

2,a(2R ))

G(2R 3

1

beachten. 0O

5. BFEindeutigkeit und Existenz der Ausstrahlungsldsung

5.1. FEindeutigkeit. In Abschnitt 3 (Satz 3.1) haben wir hin-

. . N L -
reichende Bedingungen dafiir angegeben, daB k keiln Eigenwert des

Operators LO-m auf seiner Definitionsmenge D(LO—1n) = Hg(G)r\Hh(G)

ist. AnschlieRend zeigen wir jetzt, daB jede Ausstrahlungsldsung u

der Gleichung

L

(5.1) (PU*'m-'k )u = 0

in D(L.~m) liegt.

0
Zuerst beweisen wir zweil Hilfssitze:

Lemma 5.1. Voraussetzung 1.2 sei mit einem &§ , 0 <68 <1,

erfiillt. Sei u € F; eine L3sung des Problems 1.m.k zu Gleichung (5.1).

pann gilt D% (e 7 w) € 12(B(1)) gir 1< lal < b

Beweis. A. Folgend einer Anregung von Witsch filhren wir den Be-
weis in zwei Teilen durch. Im ersten Teil B zeigen wir, daB in einem
Randstreifen Q' von G e_ikrll € Hu(Q') gilt. Wenn G ein AuRen-
gebiet ist, kann Teil B weggelassen werden. Mit dhnlichen Methcden wie

Witsch [L49], Lemma 2.3, zeigen wir in Beweisteil C, daB
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a , —ikr

D (e u) € L2(G—-@-) fir 1 < lal :h gilt.
B. Wir benutzen die gleichmiBigen Uberdeckungen {Qj} und {Qj}

von G gemiR Definition I.1.3. Man schreibe

1, = {jem| Q; N3G + o},
I, := {jeEW | q.nasc=9}
2 J
—~ikr . . . .
und w = e u . In den folgenden Zeilen bezeichnen wir mit C

verschiedene von j , w und n unabhfngige positive Konstanten.

L _
2 (G)NH' (G) (man kann O € R* -3
850 g

annehmen). Mittels Lemma 4.2 erhalten‘wir aus (5.1)

Wegen u € F(S gilt w € H

(5.2) “((B+T) w , n)o ¢ = O

3

fiir alle n € CZ(G) . Folglich gilt nach Agmon [1], Theorem 9.5

(5.3) ¢ lwll

“W”h 1"os
ang! 2,GNQ.

wobeil Q:j' eine offene Menge mit 63 c Q:].‘ s Q—:].'_C Qj , J €I, , ist
(vegl. Definition I.1.3). Sei ¢j € CO(Q.) mit ¢

1
w 2 1 . Mittels

J 31a;

(5.2) erhalten wir aus der Koerzitivitit
(5.4) ”w”.?,GnQ'.‘ < ”¢jW”2,GnQ. < C ”w”1,GﬂQ.

dJ dJ dJ

Fiir die Funktionen w € HZ O(G) gilt in GnQj mit J € I, die
8

Poincarésche Ungleichung
(5.5) ||w||1’Gan < cC ”VWHO,GﬂQj

(vgl. Definition I.1.3 und Agmon [1], Beweis der Poincaréschen Unglei-
chung, 5.74).

Wegen Vw € LZ(G) ergibt sich aus (5.3)-(5.5) nach Summation
N

iiber j € I, (vgl. Definition I.1.3) w € H (Q') , wobei Q' :=
.
Uj€I1 GN Qj ist.
C. Nach (5.2) erhalten wir durch partielle Integration fiir alle
n e COOO(QJ) , 4 € 12 , und fir alle 1 =1, »n
(5.6) 0 = ((B+7)w ,D.n)
O:QJ
= - + +
((B+T) D, w > Mo.q. ((D; (B+T)) w , n%%Q'



62

Weil DibuB O(gé) » D;h o= O(gé) und D.t == O(g(s) fiir

|x] -+ » gelten (vgl. Voraussetzung 1.2 und Abschnitt 4.2), besteht fiir

alle n € Cw(Qj) mit j € I, die Abschétzung

0 2
. I (v B+T)!' < C lwll Il
(5.7) (Vw , ( AN wlly o g Ml g >
J 6773 J
wobei (B+T)' der dem Operator B+T (formal) adjungierte Operator
ist.
Aus Agmon [1], Lemma 6.3, folgt jetzt

(5.8) Tooomn*wl, o, o< ¢ (Il vl )

1il“|f_h OaQJ - hsg(ngj O’QJ
Summation iiber J € 12 ergibt p%w € LQ(G-—QT) fir 1 < lal g i

Folglich nach Teil B (oder im Falle eines AuBengebietes nach
| .
w € H*(G(R)—-{O}) fiir jedes R < =) gilt dann p® (e ke u) € I?(B(1))
fir 1< lal <b . o
Lemma 5.2. Voraussetzung 1.2 sei mit einer Zahl §
erfiillt. Sei uw € H (G)ﬂHh
T T &0 &s
2 . i
L°(G) . Dann gilt u € H (G)

b

(6) , wer(e) und (L,-m-k')u €

b

0<6 <1

Beweis. (Vgl. Vogelsang [41], Lemma 2.L, beziiglich AuBengebiete
ohne Regularititsvoraussetzungen siehe man Witsch [49], Lemma 2.3.) Es
™, Ny .

R wle .
o) 35
TI.1.6 gewdhlt. Dann gibt es eine positive Konstante C derart, daB

sel eine Glattungsfunktion ¢j €cC im Beweis von Lemma

2

(5.9) D% ¢ (x)1 C (gy(x))?

A

fiir lal > 0 gilt. Wenden wir nun Lemma 2.3 von Vogelsang [41] und

(5.9) auf die Funktion ¢j11 € Hg(

einer von u und J unabhingigen Konstanten C die Ungleichung

G) ﬂHh(G) an, so erhalten wir mit

i
Hull . < C L. -m-k . + .
h,G(J) s (”( 0 m )(d)JU)”OgG ]|¢Ju['O,G)
L
< ¢ (I(L.-m—-Xk + ] + < o
< (ne oM ) u”O,G u”3,g6,G “uHO,G) .
und der Grenzlibergang J » © liefert die DBehauptung. O
Satz 5.3. Voraussetzung 1.2 sei mit einer Zahl & , 0 <8 <1,

. . i . . e
erfallt, wund se1 k kein FEigenwert von LO-m auf der Definitions-—

menge D(LO—-m) . Dann ist die zur Klasse Fd gehdrende Ausstrahlungs-—

1désung eindeutig.

u, (S

Beweis. A. (Vgl. Vogelsang [42], §5.) Es seien u, s U, 5
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zwel LOsungen und u := U U, Dann folgt aus Lemma 5.1, daB u eine
schwache Ldsung der Gleichung (5.1) mit den Eigenschaften
w € B (G)HHLL (G) ,
850 Bs

p* (7T 4y € 12(z(1)) , lal = 1,2
ist. Wir werden zeigen, daB dann auch

(5.10)

A

-ikr

lull cf 1 Y (e g s Dl
0,6 \iclalce 0,B(1) baggo

gilt.

Nach Voraussetzung 1.2 folgt aus (5.1) durch partielle Integra-

tion fur R > e (vgl. Beweisteil A von Satz 3.1)

0)

)

N b
(5.11) 0 = ((LO m-k ) u, u)O,G(R) - (u, (LO-m-k ) u)O,G(R)
= 2itm (80T 8D grad u ,
> ©70,8(R)
- (DT(Q) S D grad u , grad u)
> 0,5(R
= 2i Im ((% T s p grad u , u)
> ©/0,3(R)
- (DT(ﬁ) S* D grad u , grad u) ] + J_(u)
’ 0,5(R) R
wobei fiir die GrdéRe JR(u) die Abschitzung
(5.12) la ()l < ¢ lull?
R = 3)86aS(R)
mit einer von u und R unabhdngigen Konstanten C > 0 gilt.
Es sei w = e_lkru . Wir ersetzen u in (5.11) durch elkrw .
~ AT T T, . T T 3 . o
Wegen % D (o) 8* D(o) o0 = D (%) s*¥* D(o) 6 0~ = k° mit o =k&%

~]
~

[T
erhalten wir aus (5.11) mit geeigneten Koeffizienten 8.5 € C;*(B(e

3 2
(5.13) 2k ”uHO,S(R)

= Re Z (a DBw . p“ W)O,S(R) + JR(u) + Re (O(r—1) u o, u)

Oglalgn

121813

afB

Wir integrieren (5.13) iiber das Intervall (R1,R2) , wobei R1

genligend groR gewdhlt werden soll. Auf der rechten Seite wird ferner

die Integration partiell so durchgefithrt, daB in beiden Faktoren in den
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vorkommenden Skalarprodukten hdchstens Ableitungen D% mit |al <2

auftreten. Mittels (5.12) erhalten wir mit einer von u , w , R, und

—

R2 unabhéngigen Konstanten C

2
(5.1h) Hull
O,G(R1,R2)

< c{ ) (I|D°‘w||(2) )

+ 1ID%wll lall
,G(R_,R,) O,G(R1,R2) 0,G(R,,R,)

= 1<lal<2 1772 1
o o 2
IS + ) il
+ 1 R, HD“ng sr) ¥ R; ||w||g S(R )} + l‘ “u”g G(R,,R,)
1<lal<2 P R ) e

Die Abschiatzung (5.10) folgt unmittelbar aus (5.14), wenn wir der
Grenzibergang R2 ~ o flir eine geeignete Teilfolge durchfilhremn.

B. Aus (5.10) folgt u € LQ(G) » und wegen u € Ik, gilt
)
O(G)ﬂH:; (G)NH'(G) nach Lemma 5.2. Folglich ist u € D(LO—m)
§ §
eine schwache L&sung der Gleichung (5.1).

u € If
g

Da nach der Voraussetzung k  kein Eigenwert des Operators

LO—-m auf D(LO—~m) ist, gilt u =0

folgt. o

, woraus die Eindeutigkeit

5.2. BExistensz. Die Existenz des Problems 1.m.k wird mit der
Methode der Grenzabsorption nachgewiesen (vgl. Vogelsang [h2], §5):

Satz 5.4. Seil Voraussetzung 1.2 mit einer Zahl § , 0 < & < 1,
.k . . -
erfiillt, wund sei k  kein Bigenwert von LO—<m auf D(LO-—m) . Dann
hat Problem 1.m.k zu jedem f mit [ & Li (G) eine (eindeutige) Aus-
§

strahlungsldsung aus der Klasse F6
ol

Beweis. A. Wir wdhlen eine Folge {fk } c L

P
o v 8
Ap > A, > .. >0 fir v > o , die in Lp () fir A, > O gegen f
§
konvergiert. Nach Satz 2.1 existiert zu jedem fA € Li (G) genau eine
v §
Lésung uy € Hé(G)f]Hh(G) der Gleichung
v

(5.15) (L -m—kh—i)\)u = f

: 0 viTA X

v v
mit uw, € Hh1/2(G) . Nach Bemerkung 1.4 sind die Voraussetzungen von
r

Y
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Satz 4.1 erfiillt, und mit von u, und XV unabhéngigen Konstanten C
v

1

und R1 gilt die Abschétzung

-ikr
(5.16) y D% (e w. )l + lu, |l
I<lal< A, 0,B(1) A, daggsG
< ¢, (e, 1l + llu, |l )
= 1 LT, 0,04,G A, 2,G(R1)

Wir unterscheiden zwel Falle:
B. Erstens nehmen wir an, daB eine Konstante C > O derart

existiert, daB

(5.17) sup llu, | < C

0y Ay 20®)

- gilt. Dann ergibt sich nach (5.16)

sup llu, |l < C < o
03T g6 ’
Vv

und folglich ist

(5.18) sup llu, Il
{Av}

fir alle N € I .
Wir beweisen zuerst, daB fiir die Folge {uA } c Hg(G) mit (5.18)
v

eine Teilfolge {ux,} c {uA } und ein u € Hg(G) derart gibt, daB fir
v v

die Restriktionen die Konvergenz
(5.19) u%;|G(N) > u‘G(N) in H (¢(N))

fir alle N € N gilt.

. 2 .
Fiir uxv € HO(G) gilt u

Av|G(N) € HQ(G(N)aaG(N)) , und wegen

(5.18) gibt es eine Teilfolge {uk,} c {ux } , die schwach gegen ein
v, v
(

Element u € HQ(G(N),BG(N)) in H(G(N)) fiir alle N € N konver—

giert: uxs “u. Bsselen N, >N und ¢ € CO(K(N1)) mit ¢ a(n) =
1 . Dann ist ¢UA, € HE(G(N1)) und ¢ uy du in H2(G(N1)) s
v v

(G(N1)) ist. Wegen Beschriénktheit von G(N1) ist die
Einbettung von Hg(G(N1)) in H;(G(N1)) nach dem Rellichschen Auswahl-

satz (Agmon [1], Theorem 8.3) kompakt. Also gilt ¢UA' > ¢u in
v

wobel ¢u € H

O o



o
o)

Hé(G(N1)) . Wegen ¢~G(N) = 1 folgt (5.19).

Wenden wir Lemma 2.3 von Vogelsang [L41] und Lemma 6 von Leis [21]

)
auf die Funktionenfolge {uk,} I Hg(G)(IHl(G) an, so erhalten wir iiber
v
(5.15) mit positiven Konstanten C € ' » N,N N, €N (N<N1 <N2)

||u>\, —U.)\' Hh,G(N)
v H

< ¢ (e, -, + A a0 + 2 llu,
= Al AU O,G(N1) v Ay O,G(N1) U Xu o,G(N1)
+lluy, —uy gy ))
v u 1
< c (e, -1, + A N, + A Ny,
= Al xu O,G(Ng) v Ay O,G(Ng) U Au O,G(Ng)
+ lluy, = uy, |l )
Ay AU 1,G(N2)
Folglich konvergiert wegen (5.19) die Folge {uk,} in Hi(G)
Y

gegen 1y € HiO(G)lei(G) . Aus (5.15) und (5.16) folgt dann, daR die

Grenzfunktion u in FG liegt.
C. Der zweite Fall sup Nu, I, = o fihrt zu einem
0 T, 2,6(R,)

Widerspruch. Man nehme an, daB eine Teilfolge {ux,} mit
v

[R5

A'i|2.G(R ) @ fir Ay =0 existiert. FEs sel
\Y T
-1
vy, = uy, (llu,l )
Ay A A 2,G(R1)
Dann ist
— - - 1 -
(LO m-k 1Av) Vo g1 >
v v
wobei
e r (e ] L
81 T A kllux'l]25G(R ))
v v v 1
in 1° (@) flir A' >0 gilt.
Od v

Wenden wir das oben angegebene Verfahren auf die Folge

. . . . L
{VA' ,gx,} an, so folgt die Existenz elner 1in H*(G) gegen eine Aus-
v v
l

strahlungslésung v € F der Gleichung (Lo—ln—-k ) v. = 0 konvergen—

ten Teilfolge {VX"} . Satz 5.3 liefert dann notwendigerweise v = O ,
“v

was im Widerspruch zu |lv Il = 1 steht. O

”
Ay 2,G(R1)
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