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Tiivistelma

Téama pro gradu -tutkielma késittelee lineaarisia Diofantoksen yhtaloryhmia.
Talla tarkoitetaan, etta ratkaistavana on samanaikaisesti useampia lineaari-
sia kokonaislukukertoimisia yhtaloita, joille etsitdan kokonaislukuratkaisua.
Diofantoksen yhtalot ovat yleisesti laajempi kokonaisuus, josta lineaariset
Diofantoksen yhtédloryhmét ovat erikoistapaus. Kokonaislukukertoimiset yh-
talot ovat saaneet nimekseen Diofantoksen yhtalot kreikkalaisen matemaati-
kon Diofantos Aleksandrialaisen mukaan.

Pro gradu -tutkielman ldhtokohtina toimivat lukion matematiikasta tutut
lineaarinen yhtaloryhmaé seka Diofantoksen yhtalo. Lukion oppikirjoissa né-
mé kaksi aihetta esitetdan erilladn ja ovat toisistaan selvésti eroavia aiheita.
Tassa tutkielmassa yhdistetadn namé kaksi aihetta yhdeksi kokonaisuudeksi
lineaarisiksi Diofantoksen yhtéaloryhmiksi. Lineaarisille Diofantoksen yhtalo-
ryhmille esitetdan tutkielmassa tuloksia, joita vertaillaan lineaarisen yhtalo-
ryhmien seké Diofantoksen yhtéldiden vastaaviin tuloksiin.

Lineaarisen yhtaloryhmaén ja lineaaristen Diofantoksen yhtaloryhmien va-
lilla esitetdan niiden samankaltaisuus ratkaisujoukon kohdalla. Ratkaisujou-
kot pitavit sisallaan yhtaloryhmén yksittaisratkaisun seka yhtaloryhman ho-
mogeenisen osan ratkaisun. Lineaarisen yhtaloryhmén kohdalla ratkaisujou-
kon homogeenista osaa kutsutaan lineaariavaruudeksi ja lineaaristen Diofan-
toksen yhtaloryhmien kohdalla hilaksi.

Lineaaristen Diofantoksen yhtéléryhmien ja Diofantoksen yhtaléiden koh-
dalla samankaltaisuutta loydetdan ratkaisumenetelmistda. Molemmissa rat-
kaisumenetelmisséa Eukleideen algoritmi on merkittévassa osassa. Diofantok-
sen yhtaloiden tapauksessa Eukleideen algoritmia suoritetaan paasaéntoisesti
algebrallisesti, kun taas lineaaristen Diofantoksen yhtaléryhmien tapaukses-
sa Eukleideen algoritmi on piilotettuna matriisikertolaskuun. Tutkielmassa



kuitenkin osoitetaan, etté itse asiassa algoritmit hyodyntéavat Fukleideen al-
goritmia samalla tavalla.

Lineaaristen Diofantoksen yhtéloryhmien ratkaisemista varten pro gra-
du -tutkielmassa tarkeimpina sisaltoind toimivat Smithin normaalimuoto ja
Siegelin lemma. Smithin normaalimuodon avulla lineaarinen Diofantoksen
yhtaloryhma voidaan muuttaa ekvivalenttiin muotoon yksinkertaisemman
lineaarisen Diofantoksen yhtaloryhméan kanssa, josta sen ratkaiseminen on
yksinkertaisempaa. Siegelin lemma taas antaa arviota lineaarisen Diofantok-
sen yhtéloryhméan homogeeniselle osalle. Lemman avulla homogeenisen osan
ratkaisun koolle pystytaan antamaan arvio.

Tutkielman lopuksi lineaarisia Diofantoksen yhtéloéryhmié tutkitaan ope-
tuksen nakokulmasta. Diofantoksen yhtéloiden ratkaisumenetelmié seké esi-
tystapoja lukion oppikirjoissa vertaillaan tdméan tutkielman ratkaisumene-
telmiin ja esitystapoihin. Vertailussa pyritdan loytdmaédn yhtélaisyyksia seké
eroavaisuuksia. Lisaksi aivan tutkielman viimeisena asiana pohditaan, mi-
ten Diofantoksen yhtéloiden opettamista voitaisiin kehittdd kouluissa. Poh-
dinnoissa mietitddn muun muassa, miten koulussa Diofantoksen yhtaloiden
avulla voitaisiin luoda syvempéa ymmérrysta lineaarisiin yhtaloryhmiin.



Sisallys

Johdanto

1

Esitietoja

1.1 Lineaarinen yhtaloryhma . . . . . . .. .. ... ... ... ..
1.2 Kokonaislukumatriisit . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.3 Hila .. 000 o

Smithin normaalimuoto

Lineaariset Diofantoksen yhtalot
Lineaariset Diofantoksen yhtaloryhmat
Siegelin lemma

Diofantoksen yhtialot kouluopetuksessa
6.1 Diofantoksen yhtalon ratkaisumenetelmien vertailu . . . . . .
6.2 Miten Diofantoksen yhtéloité voisi hyodyntaa opetuksessa? . .

14

16

21

27

34
37
41



Johdanto

Tama pro gradu -tutkielma kasittelee lineaarisia Diofantoksen yhtaloryhmia.
Lineaariset Diofantoksen yhtaloryhmét ovat erikoistapaus Diofantoksen yh-
téloista ja niille etsitddn kokonaislukuratkaisuja. Diofantoksen yhtalét on ni-
metty kreikkalaisen matemaatikon Diofantos Aleksandrialaisen mukaan, jo-
ka eli 250 jKr. Yksinkertaisin muoto Diofantoksen yhtéloista on lineaarinen
kahden tuntemattoman muuttujan Diofantoksen yhtélo, joka on muotoa

ax + by = c,

missd a,b,c € Z. Diofantoksen kirjoittama Arithmetica-kirja on toiminut
my6hemmin ldhtékohtana monille lukuteoreetikoille [11].

Pro gradu -tutkielman lahtokohtina ovat lukiosta tutut lineaarinen yh-
taloryhma sekd Diofantoksen yhtalo. Lukion oppikirjoissa nama kaksi asiaa
esitetdan hyvin pitkalti toisistaan poikkeavina ja toisistaan erillian. Taman
tutkielman tarkoituksena on yhdistda nama kaksi aihetta yhdeksi kokonai-
suudeksi, lineaarisiksi Diofantoksen yhtéloryhmiksi. Lineaarisiin Diofantok-
sen yhtéaloryhmiin liittyviéd tuloksia vertaillaan lineaarista yhtaloryhmaéaa seké
Diofantoksen yhtélod koskeviin tuloksiin.

Lineaarisen yhtaloryhmaén ja lineaaristen Diofantoksen yhtaloryhmien va-
lilla esitetdan niiden samankaltaisuus ratkaisujoukon osalta. Lineaarisen yh-
taloryhméan kohdalla ratkaisujoukon homogeeninen osa on lineaariavaruus ja
lineaaristen Diofantoksen yhtaloryhmien kohdalla hila. Lineaariavaruuden ja
hilan rakenne koitetaan osoittaa yhtalaiseksi. Lineaaristen Diofantoksen yh-
taloryhmien ja Diofantoksen yhtéloiden osalta samankaltaisuutta loydetaan
ratkaisumenetelmista. Tutkielmassa osoitetaan, etta lukiokirjoissa esiintyva
ratkaisumenetelmé on Smithin normaalimuotoon perustuvan ratkaisumene-
telmén erikoistapaus.

Lineaaristen Diofantoksen yhtaloryhmien ratkaisemisen tueksi pro gradu
-tutkielmassa tarkeimpina sisaltoina toimivat Smithin normaalimuoto ja Sie-
gelin lemma. Smithin normaalimuodon avulla lineaarinen Diofantoksen yh-
taloryhma voidaan muuttaa ekvivalenttiin muotoon yksinkertaisemman line-
aarisen Diofantoksen yhtaloryhmén kanssa, josta sen ratkaiseminen on hel-
pompaa. Siegelin lemma taas antaa lineaarisia Diofantoksen yhtaléryhmien
homogeenista osaa vastaavalle yhtaloryhmaélle arvion ratkaisun koosta.

Tutkielman lopuksi lineaarisia Diofantoksen yhtéloryhmia kasitelladn ope-
tuksen nakokulmasta. Ratkaisumenetelmié ja esitystapoja vertaillaan taman
tutkielman ja lukion oppikirjojen vélilla. Tutkielman viimeisessa kappalees-
sa pohditaan, miten Diofantoksen yhtéaloiden opettamista voitaisiin kehittaa.
Pohdinnoissa mietitddn muun muassa, miten koulussa Diofantoksen yhtaloi-
den avulla voitaisiin luoda syvempaéd ymmarrysta lineaarisiin yhtaloryhmiin.
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1 Esitietoja

Tamaén tutkielman pohjatietoina oletetaan Jyvaskylan yliopiston Lineaarinen
algebra ja geometria 1 sekd Lukuteoria 1 -kursseja vastaavat tiedot [4] [12].
Esitiedoista esitellian hieman lineaarialgebraa, kokonaislukumatriisit seka
hila. Lineaarialgebran kohdalla esitietoja esitelldan sen verran, ettd myohem-
min lineaaristen yhtaloryhmien ja lineaaristen Diofantoksen yhtaloryhmien
vertaileminen mahdollistuu. Lineaaristen Diofantoksen yhtéloryhmien tulok-
set pyritddn myohemmin tutkielmassa esittamaan lineaarisia yhtaloryhmia
vastaavina. Tahan liittyen esitietojen loppuosassa maéaaritelladan hilan kasi-
te, jotta lineaarisille Diofantoksen yhtaloryhmien ratkaisujoukoille saadaan
lineaarisia yhtaloryhmia vastaavat tulokset. Lineaarisiin Diofantoksen yhté-
l6ryhmiin liittyvien tulosten esittdmiseen ja johtamiseen tarvitaan kokonais-
lukumatriisien ominaisuuksia, joita esitellidn kokonaislukumatriisien kappa-
leessa.

1.1 Lineaarinen yhtaloryhma

Kappaleen tarkoituksena on esittda lineaarisesta yhtaloryhmaéastd sen maé-
ritelmé ja nayttad yhtaloryhmén ratkaisujoukko avaruudessa R™. Varsinkin
yhtaloryhman ratkaisujoukkoa tullaan myohemmin vertaamaan lineaaristen
Diofantoksen yhtéloryhméan vastaaviin tuloksiin avaruudessa Z". Esitetdan
seuraavaksi lineaarisen yhtéloryhmén méaritelma.

Maaritelma 1.1. Lineaarinen yhtaloryhma avaruudessa R™ on m:n yhtalon
ja m:n muuttuja lineaarinen yhtaloryhmaé, missé m ja n ovat luonnollisia
lukuja. Se voidaan esittda muodossa

a11°1 + 12T + - - - + Q1 Ty =b

Am1T1 + Apmalo + -+ + QppTy, = bm

Yllaoleva yhtaloryhmé voidaan esittdd myos matriisiyhtalond muodossa
AZ = b, missd m X n-matriisia A kutsutaan yhtaloryhméin kerroinmatrii-
siksi. Vektoria Z, joka toteuttaa yhtdlon AT = b kutsutaan yhtéléryhmén
ratkaisuksi.

Maairitelma 1.2. Joukkoa
{z e R"| AT = b}

kutsutaan yhtaloryhmén AZ = b ratkaisujoukoksi.



Nyt on saatu esitettya lineaarisen yhtaloryhmén maaritelmé ja sen rat-
kaisujoukko. Muistutetaan seuraavaksi, mita ekvivalenssi tarkoittaa avaruu-
dessa R"™.

Ekvivalenssinuoli < tarkoittaa kahden yhtélon valilla, ettd yhtalot ovat
yhtépitivia kaikilla 7 € R™. Esimerkiksi yhtdloiden AT = b < 7 = A~'b
valilld ekvivalenssinuoli tarkoittaa, ettd kaikilla T € R™ pitee, ettd AT = b
jos ja vain jos T = A~'b.

Lineaarisen yhtaloryhman erikoistapausta, jossa luvut by = ---=1b,, =0
kutsutaan lineaariseksi homogeeniseksi yhtéloryhméksi [1]. Homogeeniseen
yhtaloryhmaan térméataan tutkielmassa myohemmin muuan muassa Siegelin
lemman 5.8 kohdalla.

Pyritédn seuraavaksi selvittdméin yhtéloryhméan AZ = b ratkaisujoukon
rakenne. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa sellainen m x m -matriisi H, etta
matriisi HA on niin kutsutussa redusoidussa porrasmuodossa [4] ja yht&lo-
ryvhmé HAT = Hb on ekvivalentti yhtaloryhmén AZ = b kanssa. Matriisi H
voidaan 16ytad Gauss-Jordanin menetelmélla. Redusoidussa porrasmuodossa
oleva matriisi HA = R voi olla esimerkiksi muotoa

0 --- 0 1
joka on ekvivalentti alkuperaisen kerroinmatriisin kanssa. Redusoidusta por-
rasmuodosta lineaarisen yhtaloryhman ratkaisut on helppo néhda. Voidaan

osoittaa, ettd yhtaloryhmén AT = b ratkaisujoukon rakenteelle on kolme
vaihtoehtoa:

o Ei ratkaisua eli tyhji joukko ()
o Yksi ratkaisu 7 = {(z1,...,2,)}

o« Adrettéoman monta ratkaisua, jotka voidaan esittdi seuraavassa muo-
dossa ™ = {p+a101+ - -+ a0 | a1, . .., ar € R}, missi p on yhtaloryh-
mén yksittaisratkaisu ja 1 < k. Yhtaloryhméan homogeeninen ratkaisu
taas on {01 + -+ + apUx | a1, ..., ar € R} [1].

Tarkastellaan tarkemmin lineaarisen homogeenisen yhtaloryhmaéan ratkaisu-

joukkoa. Ratkaisujoukkoa {a17y + -+ + axUx | a1, . .., ar € R} kutsutaan li-
neaariavaruudeksi avaruudessa R". Kyseisen lineaariavaruuden kantana toi-
mivat lineaarisesti riippumattomat vektorit oy, ..., T.

Tutkielman kannalta tdrkeimmat tulokset lineaarisista yhtaloryhmista on
nyt saatu esitettyd. Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisujoukkoa vertaillaan



my6hemmin lineaarisen Diofantoksen yhtéloryhmén ratkaisujoukkoon. Esi-
tetaan vield kappaleen lopuksi esimerkki lineaaristen yhtaloryhmien ratkaise-

misesta. Kyseinen esimerkki tullaan ratkaisemaan myohemmin tutkielmassa
my6s Smithin normaalimuodon avulla.

Esimerkki 1.3. Ratkaise lineaarinen yhtaloryhma
31’1 -+ 2;52 + x3 =12
—41]1 + 21’2 + 3.T3 = —15.
Yhtéloryhméa vastaava matriisiyhtalo on
3 2 1] |7 [ 12
—4 2 3| || T |-15]"
z3

Gauss-Jordan menetelmalla matriisiyhtdlo voidaan ratkaista redusoituun por-
rasmuotoon

1 0 —4/30 | 114/30
01 7/10 | 3/10 |

Redusoidusta porrasmuodosta yhtaloryhman ratkaisuksi saadaan

4, 14
1T 30" T 30

Ty 3
27707 10
r3 € R.

Lineaarisen yhtaloryhman yksittaisratkaisu on
_ (114 3 )T
p=(— = 0] .
30 10
Merkitsemalla

4 -7 T
p— t 1 m p— — — 1)
mb e n <3o 10

voidaan yhtaléryhmén kaikki ratkaisut esittdd muodossa {p + tv; |t € R}.



1.2 Kokonaislukumatriisit

Seuraavina esitietoina ovat kokonaislukumatriisit. Kappaleessa esitelldan ko-
konaislukumatriisien ominaisuuksia. Kyseisia ominaisuuksia tullaan hyédyn-
tdméaan lineaarisiin Diofantoksen yhtédloryhmiin liittyvissé lauseissa ja todis-
tuksissa kuten Smithin normaalimuodossa ja lauseessa 4.1. Kappaleessa méa-
ritelladn muun muassa kokonaislukumatriisi, osamatriisi ja kokonaismatrii-
sien tulo. Lisdksi kappaleessa tutustutaan kokonaislukumatriisien osajouk-
koon GL,(Z) ja esitetdan kyseiseen joukkoon liittyen kéytédnnoéllinen lem-
ma. Kappaleen lopuksi esitelldan vield alkeismatriisit, joita tullaan hyodyn-
tdmadn Smithin normaalimuodossa 2.2. Aloitetaan nyt kokonaislukumatrii-
sin maaritelmalla.

Maaritelma 1.4. Olkoon aqq, aqa, . . ., Gy, kokonaislukuja ja m sekd n luon-
nollisia lukuja. Tall6in m x n-matriisia

aiy ... Qip

ao1 ... Q2pn
A=

Am1 .- Amn

kutsutaan kokonaislukumatriisiksi. Merkitddan m x n -kokonaislukumatriisien
joukkoa M,,xn(Z).

Hyodyntamaélla kokonaislukumatriisin maaritelmaa voidaan seuraavaksi
maaritelld kokonaislukumatriisin osamatriisi seké kokonaislukumatriisien tu-
lomatriisi.

Maaritelma 1.5. Olkoon m X m-matriisi A kuten méaritelméssa 1.4. Tal-
16in matriisin A osamatriisiksi kutsutaan matriisia, mikd saadaan poista-
malla matriisista A ensimméinen rivi ja sarake. (m — 1) x (n — 1) -kokoista
osamatriisia merkitddn (cx;), missd k = m—1 ja l = n— 1. Osamatriisin (cy)
paikalla (1,1) on alkuperiisen matriisin A alkio ags.

Maaritelma 1.6. Olkoon m X n-matriisi A kuten mééritelmassé 1.4 ja ol-
koon n X s-matriisi

bll . bls
B b21 . bgs 7
bnl . bns



missa b;; € Z. Télloin matriisien A ja B tulo on m x s -kokonaislukumatriisi

Ci1 ... Cig
Co1 ... Cog n
AB=C=| . . s Gt = Z aribit,
: S k=1
Cmi --- Cms
missa r=1,... m;t=1,...,s jacy € Z.

Nyt on saatu esitettyd osamatriisiin ja tulomatriisiin liittyvat méaéaritel-
mét. Esitetddn seuraavaksi kokonaislukumatriisien determinanttiin liittyvé
lemma. Lemman tulos on suoraviivainen seuraus determinantin méaritelmas-
té.

Lemma 1.7. Olkoon A n x n -kokonaislukumatriisi. Tdlloin matriisin A
determinantti on kokonaisluku.

Tarkastellaan seuraavaksi kokonaislukumatriisien erikoistapausta. Nelio-
matriisia, jonka determinantti on 1 kutsutaan unimodulaarimatriisiksi. Eri-
tyisesti jos neliomatriisin determinantti on 1, niin sitd kutsutaan positiivi-
sekst unimodulaarimatriisiksi. Unimodulaarimatriiseja tullaan tarvitsemaan
myohemmin tutkielmassa késiteltdessd Smithin normaalimuotoa. Seuraavas-
sa maaritelmassa esitetdédn unimodulaarimatriisien joukolle merkinta.

Maaritelma 1.8. Kokonaislukualkioisten & x k-kokoisten unimodulaaristen
matriisien joukkoa merkitdan GLy(Z).

Unimodulaaristen matriisien joukolle voidaan todistaa, ettd unimodu-
laarimatriisien kaanteismatriisit ovat myts unimodulaarimatriiseja. Téméan
osoittamiseksi tarvitaan neliomatriiseihin liittyvda Cramerin saantoa [4], jo-
ka esitellaén seuraavaksi.

Lemma 1.9 (Cramerin sdénto). Olkoon A kddntyvi n x n-nelidmatriisi ja
beZ". Jos AT = b, niin

Y o det A’

1=1,...,n,

missd B; on se osamatriisi, joka saadaan korvaamalla matriisin A i:s sarake
vektorilla b.

Cramerin sdanto on saatu nyt esitettyd. Kédytetadn sitd apuna seuraavan
lemman todistuksessa. Lemmassa osoitetaan, ettd unimodulaaristen matrii-
sien kaanteismatriisit ovat myo6s unimodulaarimatriiseja.



Lemma 1.10. Jos matriisi S € GLy(Z), niin myds kdainteismatriisi S™' €

GL(Z).

Todistus. Olkoon S € GLk(Z). Koska matriisi S on kddntyva, niin téalloin
on olemassa matriisi X € My, (Z), jolla SX = I. Tiedetdén, ettd kaanteis-
matriisi on yksikésitteinen, jolloin X = S~1. Osoitetaan nyt, ettd matriisi
X e GLy (Z)

Merkitdan matriisin X sarakkeita 7y, . .., T. Talloin matriisin SX sarak-
keita voidaan merkitd STy, ..., STy ja lisdksi identiteettimatriisin I sarakkei-
ta merkitddn €y, ..., e,. Talloin matriisiyhtalossd SX = I on k kappaletta
vektoriyhtaloita. Vektoriyhtaloita merkitdan ST, = ey, ..., ST, = €.

Tarkastellaan téassa yhtéloa

ST;=¢e;, missa 1<j<Ek.

Pyritaan osoittamaan, etta z;:n koordinaatit ovat kokonaislukuja indeksistéa
J riippumatta. Cramerin saannén 1.9 nojalla Z;mn 7:s koordinaatti on koko-
naisluku, sillé kun matriisissa S korvataan i:s sarake vektorilla €;, niin néin
muodostettu matriisi S; on kokonaislukumatriisi. Tiedetééan, etté jokaisen ko-
konaislukumatriisin determinantti on kokonaisluku, jolloin saadaan, etta jo-
kainen vektoreista Ty, . . . , T on kokonaislukuvektori. Nain ollen X € GLy(Z)
ja, koska X = S~! niin voidaan paitelld, ettd S~ € GLi(Z). ]

Lemma 1.11. Olkoon matriisi R € GL,(Z). Tdlldin joukoille ', RZ" ja
Z" R pdtee, etta
RZ" =7" =7"R.

Vastaavasti joukoille R™YZ", 7" ja Z"R™" pitee, ettdi
R'7"=7"=7"R™.

Todistus. Todistetaan ensin lemman ensimmainen véite. Koska matriisi R €
GL,(Z), niin matriisin R alkiot ovat kokonaislukuja. Tiedetadn, ettd koko-
naislukujen kerto- ja yhteenlasku tuottaa kokonaisluvun. Nain ollen RZ" C
Z™ ja Z"R C 7.

Osoitetaan vield, etta Z™ C RZ"™ ja Z" C Z"R. Olkoon § € Z". Tiedetdan
lemman 1.10 nojalla R™' € GL,(Z) ja lisiksi valitsemalla 7, = Ry ja
Ty = yR~! voidaan péitelld, ettd T, ja Ty € Z". Niin ollen selvisti 7 = RT,
ja § = TR, josta voidaan padtella, ettd Z" C RZ" ja Z™ C Z"R. Siispa
R7Z™ =7" =7"R.

Lemman 1.10 nojalla tiedetédin, ettda R~ € GL,(Z). Téllin lemman
toisen viitteen todistus menee vastavasti kuin ensimmaisen vaitteen. Nain
ollen R~'Z" = 7" = Z"R~. ]
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Nyt on saatu esitettyd unimodulaaristen matriisien joukko sekéd niiden
kaanteismatriiseihin liittyvé lemma. Jotta kokonaislukumatriiseilla pystytaan
suorittamaan vastaavia rivi- ja sarakeoperaatioita kuin reaalilukumatriiseilla,
niin esitelladn alkeismatriisit. Alkeismatriiseja tullaan hyodyntaméaan tutkiel-
massa myohemmin Smithin normaalimuodon yhteydessa. Alkeismatriisit suo-
rittavat annettuun kokonaislukumatriisiin vastaavia rivioperaatioita Smithin
normaalimuotoon muokattaessa kuin reaalilukumatriisit Gauss-Jordan rat-
kaisumenetelmassa.

Lemma 1.12. Olkoon

1T 0 v e e e .0
01 :
3 b , )
Ti;(b) = Di(u) ja
01 01
10 10
0 01 0 01
10 0
01
_ 01
Py =
10
10
0 01

alkeismatriiseja, missi b € Z ja u € Z. Matriisi T;;(b) saadaan identiteet-
timatriisista kertomalla j:s rivi vakiolla b ja lisaamdlld se riviin 1. Matriisi
D;(u) saadaan identiteettimatriisista kertomalla rivid i vakiolla u ja matriisi
P;; tulee identiteettimatriisista vaihtamalla rivien i ja j paikkoja. Jokainen
alkeismatriiseista on selvdsti kddantyvd, silld niiden determinantit ovat nol-
lasta poikkeavia.

Alkeismatriisit on nain ollen saatu esitettya. Esitellian kahdessa seuraa-
vassa lemmassa alkeismatriiseihin liittyvia ominaisuuksia. Kyseisid ominai-
suuksia tullaan tarvitsemaan varsinkin késiteltdessd Smithin normaalimuo-
toa myohemmin tutkielmassa.

Lemma 1.13. Alkeismatriisit T;;(b) ja P;; kuuluvat unimodulaaristen mat-
riisien joukkoon GLy(Z). Lisiksi alkeismatriisi D;(u) € GLk(Z), kun u =
+1.

11



Todistus. Huomataan ensin, etta jokaisen alkeismatriisin kaikki alkiot ¢;;, d;;
ja pij € Z. Riittaa siis todistaa, ettd alkeismatriisien determinantti on +1.
Alkeismatriisi D;(u) on identtinen matriisi, jonka jokin rivi tai sarake on ker-
rottu vakiolla u. Talloin alkeismatriisin determinantti on identiteettimatriisin
determinantti kerrottuna vakiolla u. Koska u = £1, niin det D;(u) = £1 ja
néin ollen D;(u) € GLk(Z).

Alkeismatriisit 7;;(b) ja P;; on saatu identiteettimatriisista lisadmalla jo-
honkin riviin toinen rivi kerrottuna vakiolla b tai vaihtamalla kaksi rivia
keskenddn. Néin ollen alkeismatriisien determinantti on sama kuin identi-
teettimatriisin determinantti. Siispd det7};(b) = 1 ja det P;; = 1 ja télléin
Ti;(b), P € GL(Z). m

Seuraavan lemman todistus on suoraviivainen ja se jatetaan lukijalle har-
joitustehtaviksi.

Lemma 1.14. Alkeismatriiseilla matriisin A € My xm(Z) kertominen muut-
taa matriisia A seuraavasti:

i. Vasemmalta matriisin A kertominen mxm-matriisilla T;;(b) lisid mat-
riisin A riviin i rivin j kerrottuna kokonaisluvulla b. Oikealta matriisin A ker-
tominen n x n-matriisilla T;;(b) lisdd matriisin A sarakkeeseen j sarakkeen
1 kerrottuna kokonaisluvulla b.

it. Vasemmalta matriisin A kertominen m X m-matriisilla D;(u) kertoo
matriisin A rivin i kokonaisluvulla w. Oikealta matriisin A kertominen n X n-
matriisilla D;(u) kertoo matriisin A sarakkeen i kokonaisluvulla .

iti. Vasemmalta matriisin A kertominen m X m-matriisilla P;; vaihtaa
matriisin A rivien i ja j paikat. Oikealta matriisin A kertominen n x n-
matriisilla P;; vaithtaa matriisin A sarakkeiden i ja j paikat.

Alkeismatriiseihin liittyvét kaksi lemmaa on saatu nyt esitettya. Néin ol-
len kokonaislukumatriiseihin liittyvista maéritelmisté ja lemmoista on saatu
kaytya léapi kaikki, joita myohemmin tullaan kdyttaméaan tdssé tutkielmassa.
Seuraavassa kappaleessa esitetddn vield viimeiset tutkielman kannalta tér-
keat esitiedot, jotka liittyvat hilan kasitteeseen.

1.3 Hila

Esitetaan viimeisena esitietona hilan kasite. Kappaleessa 1.1 mainittiin, et-
téd lineaarisen yhtéloryhméan ratkaisujoukon homogeeninen osa on lineaa-
riavaruus {a17; + -+ + agU |ay,...,ax € R}. Annetaan seuraavaksi hi-
lan maéaritelma. Maaritelméstd voidaan havaita sen ero lineaariavaruuteen
{a1@1+---+akﬁk|a1,...,ak GR}
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Maaritelma 1.15. Hila H C R” on joukko
H:{alwl—f—---—i—akwk | al,...,akEZ},
missa vektorit Wy, ..., W, € R™ ovat lineaarisesti riippumattomat [5].

Vektoreita wy, ..., w, € R™ kutsutaan hilan kannaksi. Huomataan hilan
madritelmésta 1.15, ettd hila eroaa lineaariavaruudesta siten, etta lineaari-
sesti riippumattomien vektoreiden wy, ..., w; kertoimet aq,...,a; kuuluvat
kokonaislukuihin eivéitka reaalilukuihin. Esitetddn seuraavaksi hilaan liityviéd
ominaisuuksia lemman muodossa. Lemma on muodostettu luentomonisteen
[6] pohjalta.

Lemma 1.16. Olkoon H C R" hila. Tdlloin se on additiivinen ryhmd.

Todistus. Todistetaan, ettd maédritelman 1.15 mukainen joukko H on ryhmén
R aliryhmé. Olkoon

T = a1 + -+ apWy EHjay:b1w1+~--+bkwk € H.
Talloin
T+Y = a W+ -+ apWi+byw + - - -+ bpwy = (@14_[)1)@14_. . '+(@k+bk)wk-

Koska kertoimet a,...,ar € Z ja by, ..., by € Z, niin a; + by, ..., ar + by €
Z. Nain ollen x + y € H. Lisaksi tiedosta aq,...,a, € 7Z saadaan, etta
—ay,...,—a, € Z. Nain ollen —z € H. Siispa joukko H on ryhmén R aliryh-
mé ja talloin se on additiivinen ryhmé. O]

Esimerkki 1.17. Osoitetaan esimerkissi, ettd vaikka jokainen hila on ad-
ditiivinen ryhma, niin jokainen additiivinen ryhma ei ole hila. Esimerkiksi
joukko H = Z + ©7Z on ryhméa mutta kuitenkin voidaan osoittaa, etté se ei
ole hila.

Tehdéan antiteesi ja oletetaan, ettd H on hila joukossa R. Avaruudessa
R voi olla korkeintaan yksi lineaarisesti riippumaton alkio, niin talléin on
olemassa alkio x € R, jolla Z + nZ = xZ. FErityisesti talloin on olemassa
kokonaisluku a, jolla ax = 7. Samoin on olemassa kokonaisluku b, jolla bx =
1. Talloin

r=—- Jja — =m.

b b
Tama on ristiriita ja nain ollen H ei ole hila.

Hilaa tullaan esittelemédan myohemmin tutkielmassa viela lineaaristen
Diofantoksen yhtéloryhmien kohdalla. T&lloin kyseesséd on hilan erikoista-
paus, missd lineaarisesti riippumattomat kantavektorit wq,...,w, € 7Z".
Kaikki esitiedot on saatu kaytya nyt lapi. Seuraavassa kappaleessa paastaan
kasiksi Smithin normaalimuotoon, jota hyodynnetédan lineaaristen Diofan-
toksen yhtaloryhmien ratkaisemisessa.
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2 Smithin normaalimuoto

Tamén kappaleen tarkoituksena on todistaa Smithin normaalimuoto. Kéy-
tetaan téassa kappaleessa merkintad L;, kun lemman 1.12 alkeismatriisilla
kerrotaan vasemmalta puolelta ja R;, kun alkeismatriisilla kerrotaan oikealta
puolelta. Jarjestysluku i = 1,...,n kertoo, missa jarjestyksessa matriiseilla
kertominen suoritetaan. Sopivien matriisien L; ja R; valinnassa kaytetdan
apuna Eukleideen algoritmia, joka esitellian seuraavaksi lemmana. Euklei-
deen algoritmin avulla jakoyhtaloa hyodyntéden alkuperdisen matriisin rivi-
ja sarakealkioita on mahdollista muuttaa lopulta nollaksi. My6hemmin tut-
kielmassa myo6s osoitetaan, etta lukion oppikirjoissa esiintyva Fukleideen al-
goritmi on erikoistapaus Smithin normaalimuodon ratkaisumenetelmésta.

Lemma 2.1 (Eukleideen algoritmi). Olkoon a,b € Z, b # 0 ja s; sekd r;
kokonaislukuja jokaisella v =0, ... ,n. Talloin jakoyhtdlon nojalla

a = sob + ro, missi 0 < ry < |b].
Toistamalla jakoyhtdlod saadaan

b= s1rg+ 11, missi 0 < rqy <rg

ro = Sor1 4+ 1o, missd 0 < ry < 1y

Theo = Sp_1Tn_1+ Tn, missa 0 < r, <r,_1

Trn—1 = SpTn + 0.
Talloin viimeinen jakojadannés r, = syt(a,b).

Esitetadn seuraavaksi Smithin normaalimuotoon liittyva lause 2.2. Hyo-
dynnetaén todistuksessa apuna Jacobsonin todistusta Smithin normaalimuo-
dolle Eukleideen alueessa [2] kappaleessa 3. Esitetadn vield yksi notaatio
Smithin normaalimuodon lauseeseen liittyen. Olkoot n ja m luonnollisia lu-
kuja ja k = min(n,m). Téalloin notaatiolla D = diag(d,...,ds,0,...,0) vii-
tataan m x n-matriisiin D, jonka vasemmassa ylakulmassa on diagonaalinen
k x k-alimatriisi, jonka diagonaalilla ovat alkiot dy,...,ds ja muut matriisin
alkiot ovat nollia.

Lause 2.2 (Smithin normaalimuoto). Olkoon A € M,,x,(Z). Tdlldin on
olemassa L € GL,,(Z) ja R € GL,(7Z), joille pdtee

LAR =D :diag(dl,dg,...,dS,O,...,O),

missd luvut d; > 0 ovat kokonaislukuja jokaisella 1 = 1,...,s ja d;|d;i1,
1=1,...,s—1. Tdlléin D on m X n-matriisi.
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Todistus. Jos matriisi A on nollamatriisi, niin viitteessa ei ole mitdan todis-
tettavaa. Oletetaan siis, ettd A # 0. Olkoon a;; matriisin A itseisarvoltaan
pienin nollasta eroava kokonaislukualkio. Siirretaan a;; rivi- ja sarakeoperaa-
tioiden avulla matriisissa A paikalle (1, 1).

Olkoon k > 1 ja merkitadn paikan (1, k) alkiota a1, Eukleideen algoritmin
nojalla a1y = aj1bg + b1g, missa |byg| < |ai1|. Kertomalla matriisia A oikealta
sopivalla matriisilla R; saadaan vihennettya sarakkeesta k£ ensimmaéinen sara-
ke kerrottuna luvulla by,. Talloin matriisissa A paikalle (1, k) tulee alkio byy.
Toistetaan oikealta sopivalla matriisilla kertomista, jolloin saadaan ensim-
maiselle riville alkiot bs, ..., by,. Jos jokin alkio by # 0, missd k = 1,...n,
niin vaihdetaan itseisarvoltaan pienimmén nollasta eroavan by, alkion sara-
ke ja ensimméinen sarake keskenédan kertomalla oikealta sopivalla matriisilla
R;. Télloin matriisin A paikalle (1, 1) tulee alkio by;. Toistetaan Eukleideen
algoritmin prosessia ensimmaiselle riville, jolloin matriisissa A paikalla (1, 1)
alkion itseisarvo pienenee jokaisella prosessin toistolla. Nain ollen Eukleideen
algoritmin prosessia voidaan jatkaa niin pitkdan kunnes b;o = --+ = by, = 0.

Vastaavasti merkitddn ax; = aq1b + b1, missd |bgy| < |ag1|. Kertomalla
matriisia A vasemmalta sopivalla matriisilla L; saadaan vihennettya rivil-
td k ensimmaéinen rivi kerrottuna luvulla b,. Télloin matriisissa A paikalle
(k,1) tulee alkio by;. Toistetaan vasemmalta sopivalla matriisilla kertomista
Eukleideen algoritmin vaatimasti vastaavasti kuin sarakkeiden kohdalla oi-
kealta sopivalla matriisilla kertomista. T&ll6in jos jokin by # 0, niin vaihde-
taan itseisarvoltaan pienimman alkion by rivi ja ensimmainen rivi keskenéan
kertomalla vasemmalta sopivalla matriisilla L; vastaavasti kuin sarakkeiden
kohdalla.

On mahdollista, ettd kun ensimméisen sarakkeen alkiot by; = - -+ = b,,,; =
0, niin vasemmalta matriisilla L; kertominen on muuttanut ensimmaista ri-
vid. Taméan vuoksi jos jokin by, # 0, missd k = 2,...,n, jatketaan Euklei-
deen algoritmin prosessia uudestaan ensimmaiselle riville. Kun ensimmaisell&
rivilla saadaan taas alkiot muotoon b;y = --+ = by,, = 0, niin on mahdollis-
ta, ettd oikealta matriisilla R; kertominen on muuttanut ensimmaéisen sa-
rakkeen alkioita by;. Koska FEukleideen algoritmin avulla matriisin A paikan
(1,1) alkion itseisarvo pienenee jokaisella prosessin kerralla, Eukleideen al-
goritmia vuorottelemalla ensimmaéinen sarake ja rivi tulee lopulta muotoon
bip = -+ =by, =0jaby = -+ = b, = 0. Talloin saadaan matriisin A
kanssa yhtapitava matriisi B, joka on muotoa

by O ... 0
0 Coo ... Cop (2 1)
0 Cm2 .- Cmn
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Matriisi (2.1) voidaan myos muuttaa muotoon, jossa by |cy jokaisella
k,l € N. Jos by1 1 ¢x, niin vasemmalta kertomalla sopivalla matriisilla L;
voidaan lisaté rivi k£ ensimmaéiseen riviin. Talloin ensimmaiseksi riviksi tulee
(D11, Ck2y+ - -5 Chly - - - 5 Ckp ). Toistamalla Eukleideen algoritmia kertoen vasem-
malta ja oikealta sopivilla matriiseilla L; ja R; voidaan matriisia B muuttaa
niin ettd by | g kaikilla k,1 € N, silla paikan (1,1) alkion itseisarvo pie-
nenee jokaisessa Eukleideen algoritmin vaiheessa. Lopulta saadaan matriisin
(2.1) kanssa yhtapitava matriisi, jossa by # 0 ja by | ¢y kaikilla k,1 € N.
Eukleideen algoritmin avulla tehty prosessi alkuperéiselle matriisille A voi-
daan toistaa osamatriisille (cg;), jolloin saadaan yhtapitéva matriisi

bll 0 el o 0

0 C22 0 . 0

0 0 dyg ... ds |, (2.2)
0 0 dps ... dpn

missi ¢y | dp, kaikilla p,q € N. Koska b1y |coa ja 2| dp, niin pétee myos,
ettd byy | dp,. Jatkamalla Eukleideen algoritmin hyddyntamistéd vastaavalla
tavalla osamatriisin d,, kanssa kuin alkuperdisen matriisin A tai osamat-
riisin (c;) kanssa saadaan lopulta matriisin A kanssa yhtépitdva matriisi
diag(dl, dg, cee ,ds, 0, ceey O), missa d1 = blla dg = C22,... ja dz | dj kaikilla
1 <j.

Merkitdan vasemmalta kerrottujen matriisien L; tulomatriisia L ja oi-
kealta kerrottujen matriisien R; tulomatriisia R. Koska matriisit L; ja R; €
GL,(Z), niin talléin myds matriisit L, R € GL,(Z). Néin ollen on saatu to-
distettua, ettd on olemassa matriisit L ja R € GL,(Z), joille pitee, ettd
LAR:D:diag(dl,dg,...,dS,O,...,O). O

Smithin normaalimuoto on saatu esitettya ja siihen liittyva lause 2.2 to-
distettua. Kappaleessa 4 lineaaristen Diofantoksen yhtaloryhmien kohdalla
kyseinen lause on keskeisessé osassa. Smithin normaalimuodon avulla lineaa-
risten Diofantoksen yhtdléryhmien ratkaiseminen helpottuu huomattavasti.
Lisdksi mychemmin kappaleessa 6.1 tullaan néyttdméaan Smithin normaali-
muodon ja Eukleideen algoritmin samankaltaisuus, jotta ndhdéédn Diofan-
toksen yhtéaloiden ja lineaaristen Diofantoksen yhtéaléryhmien yhtenevaisyys
ratkaisumenetelmassé.

3 Lineaariset Diofantoksen yhtalot

Taman kappaleen tarkoituksena on kédyda yksityiskohtaisesti lapi lineaarisen
Diofantoksen yhtéldiden ratkaiseminen ja ratkaisujoukko ennen kappalee-
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seen 4 siirtymista. Lineaariset Diofantoksen yhtélot esitetdén lukiossa valta-
kunnallissa syventavissd moduuleissa. Lineaarisesta Diofantoksen yhtéalostéa
esimerkkina toimii yhtalo

3x + 6y =9,

jolle kokeilemalla voidaan loytaéd ratkaisu x = 1 ja y = 1. Kdyddan tassa
kappaleessa tasmallisesti 1api, miten lukuteorian kirjallisuudessa lineaariset
Diofantoksen yhtalot esitetddn ja ratkaistaan. Esitys seurailee ldhteen [13]
kappaleen 2.2 esitysta. Kappaleen lopuksi méaritetdan Diofantoksen yhtalon
ratkaisujoukon rakenne.

Lineaarisella Diofantoksen yhtélolld tarkoitetaan muotoa

axr + by =c

olevaa yhtaloa, jossa muuttujien z ja y kertoimet a ja b seké luku c ovat koko-
naislukuja. Yhtélolle haetaan ainoastaan kokonaislukuratkaisuja. Diofantok-
sen yhtalolle voidaan 10ytaa ratkaisu kokeilemalla tai kayttdmalla hyodyksi
Eukleideen algoritmia 2.1. Seuraavassa lauseessa osoitetaan milloin Diofan-
toksen yhtalolle 16ytyy ratkaisu.

Lause 3.1. Olkoot a, b ja ¢ nollasta eroavia kokonaislukuja. Tdlloin lineaa-
risella Diofantoksen yhtalolla ax + by = ¢ on ratkaisu jos ja vain jos d|c,
missi d = syt(a,b).

Todistus. Oletetaan ensin, etté lineaarisella Diofantoksen yhtélolla ax +by =
c on ratkaisu xg, yo. Koska d = syt(a,b), niin on olemassa suhteelliset alku-
luvut r ja s, joille patee, ettd a = dr ja b = ds. Talloin

c = axg + byy = drzg + dsyy = d(rzg + syo).

Néin ollen d | c.

Oletetaan seuraavaksi, etta d | ¢, jolloin ¢ = dt. Liséksi tiedetaan Bezoutin
identiteetin nojalla, etta on olemassa luvut x( ja o, joille patee d = axy-+byy.
Talloin

c =dt = (axg + byo)t = a(txg) + b(tyo),
missé txy ja tyy on Diofantoksen yhtélon ratkaisu. Siispa lineaarisella Dio-
fantoksen yhtalolla on ratkaisu jos ja vain jos d | c. O]

Edella nahtiin, etté lineaarisella Diofantoksen yhtélolla on ratkaisu jos ja
vain jos syt(a, b) | c. Oletetaan tdméan kappaleen ajan, etta syt(a,b) | c.

Osoitetaan seuraavaksi, miten Eukleideen algoritmin avulla lineaariselle
Diofantoksen yhtélolle voidaan 10ytda sen erds ratkaisu. Algoritmissa jako-
yhtalon nojalla merkitaan

a=5Sob+ry, missd 0<ryg<b
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kuten lemmassa 2.1. Jakoyhtalo voidaan toistaa nyt luvuille b ja rg, jolloin
saadaan
b=sirog+mry, missd0<ry <rg.

Vastaavasti jakoyhtaloa toistamalla paastadn lopulta tilanteeseen, jossa ja-
kojadnnosté ei synny eli lemman 2.1 nojalla tilanteeseen

Tp—2 = Sp—1Tn—1 + T

Tno1 = SpTn + 0.

Talléin viimeinen jakojaannos r, on Eukleideen algoritmin ratkaisu koko-
naislukujen a ja b suurimmaksi yhteiseksi tekijaksi syt(a, b). Merkitdan, etta
rn, = ¢ = syt(a,b).

Maéritellaan nyt rekursiivisesti lukujonot (x;) ja (y;) asettamalla zo = 1,
1 =0, yo = 0 ja y; = 1. Muut lukujonojen alkiot saadaan rekursiivisesti
ehdosta z; 11 = ;-1 — x;8; ja Yir1 = Yi_1 — ViS;, missa alaindeksi ¢ kertoo
kuinka monta vaihetta jakoyhtalossa on lukujen a ja b suurimman yhteisen
tekijan selvittamiseksi.

Lemma 3.2. Lukujonoille (z;) ja (y;) pdtee, ettd
ri = axr; +by; kaikilla 1,

kun tiedetadn, ettd jakojadnnoksille patee r;vq = 11 — r;8;. Erityisesti siis
patee, ettd
ax, + by, = r, = syt(a,b).

Todistus. Todistetaan lemman ensimmainen vaite induktion avulla. Kun i =
0 tai 2 = 1 vaite patee, silla Fukleideen algoritmin ensimmaiset jakojaannok-
set ovat rg = a ja r; = b. Osoitetaan induktiolla, ettd viite patee myos, kun
1 > 1. Oletetaan, ettd vaite on tosi, kun ¢ < k. Tall6in

Thal = The1 — TkSk = (aTp—1 + byp—1) — (axs, + byi) sk
= a(@r—1 — TkSk) + O(Yr—1 — YrSk) = ATpp1 + DYkt
Nain ollen
r; = ax; + by; kaikilla 1.
Lemman toinen véite seuraa edellisestd, kun tiedetdén, etta r, = c. Siispa
axy, + by, = r, = syt(a,b). ]

Néin ollen kaénteiselld Eukleideen algoritmilla saadaan, etta x, ja y, on
Diofantoksen yhtélon ax 4 by = ¢ yksittédisratkaisu. Merkitdan yksittéisrat-
kaisua vielda tutumassa muodossa xz,, = Ty ja y, = ¥o. Nain on saatu néytet-
tya, miten Eukleideen algoritmin avulla saadaan lineaariselle Diofantoksen
yhtalolle 16ydettyé yksittaisratkaisu.
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Huomautus 3.3. Huomautuksen tarkoituksena on osoittaa, ettéd halutut ker-
toimet x,, ja y, voidaan selvittaa tehokkaasti matriisikertolaskulla. Merkitaan

matriisia
A — Ti-1 T4
’ Yie1 Yi)

Lukujen x; ja y; rekursiivisen méaritelmén nojalla patee, etta
Ai ) 0 1 _ T; Ti—1 — TiS; _ Ty Ti41 _ A/L'Jrl.
I =s; Vi Yie1 — YiSi Yi Yit1
Merkitéaan
0 1 . 10
i <1 —si> ja A= (0 1)'

0 1 n Tn
An+1 == Alsl . ~Sn71 (1 —s > = <:; z :::11> .

Edella esitettiin huomautuksen muodossa tehokkaampi tapa selvittaa yk-
sittdisratkaisu lineaariselle Diofantoksen yhtélolle ax + by = syt(a, b). Matrii-
sista A, 11 ndhdéaan lineaarisen Diofantoksen yhtalon ratkaisu x, ja y,. Seu-
raavassa huomautuksessa saadaan lisatietoa huomautuksessa 3.3 esiintyvasta
matriisista.

Talloin

Huomautus 3.4. Matriisi

on alkeismatriisien
01 1 - S;
10 0 1

tulomatriisi. Téata tulosta tullaan hyodyntaméan tutkielmassa myohemmin
ratkaisutapoja vertailtaessa.

Jos alkuperaisessid Diofantoksen yhtélosséa r, = syt(a,b) # ¢, niin tasta
saadaan yhtalon ratkaisu kertomalla %y ja g, vakiolla k. Télloin paadytaan
lopulta tilanteeseen

akio + bkyy = ¢,

josta Diofantoksen yhtalon yksittaisratkaisu kZg, k7o voidaan nahda.

Esitetdan ja todistetaan viela tdméan kappaleen lopuksi Diofantoksen yh-
taloiden ratkaisuihin liittyvéa lause, mika maédrittelee ratkaisujoukon raken-
teen. Kaytetadn lauseen todistuksessa apuna Burtonin Elementary Number
Theory -kirjaa [11].
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Lause 3.5. Olkoot a, b ja ¢ nollasta eroavia kokonaislukuja. Jos xq, yo on

Diofantoksen yhtdilon yksittdisratkaisu, niin kaitkki ratkaisut ovat muotoa
n nb . na
Tr=2x —_— a = _

missi n on mikd tahansa kokonaisluku ja d = syt(a,b).

Todistus. Olkoon xg, yo Diofantoksen yhtélon yksittaisratkaisu. Jos 2, ¢ on
toinen ratkaisu, niin
azrg + byy = ¢ = ax + by,

miké on yhtapitavaa sen kanssa, etta

a(Z —xo) = blyo — 7).

Koska d = syt(a,b), niin luvut a ja b voidaan esittdd muodossa a = dr ja
b = ds, missa r, s ovat suhteellisia alkulukuja. Télloin sijoittamalla a = dr ja
b = ds seké jakamalla puolittain luvulla d yhtalo

a(Z — xo) = b(yo — 9)

voidaan muuttaa muotoon

r(Z —x9) = s(yo — 7). (3.1)

Néin ollen tiedetddn, etta r|s(yo — 7) ja koska syt(r,s) = 1, niin saadaan
ettd 7 | (yo — ¢). Talloin pétee, etté

Yo— Y =rn, missd n € Z.
Sijoittamalla yhtaloon 3.1 yo — § = rn ja jakamalla puolittain luvulla r
saadaan, etta
T — o= SNn.

Taten, koska a = dr ja b = ds, niin

- nb . . na
x:x0+sn:xo+g Jja y:yo—rn:yo—j.

Osoitetaan vield, ettd kyseiset lausekkeet toteuttavat Diofantoksen yhtéalon
riippumatta kokonaisluvun n valinnasta.

_ . nb na

a$+by:a(a?o+j)+b(yo—j)
= ax +LCLb+b —n—ab
= aXo d Yo d
=axg+ by, =c

20



Néin ollen Diofantoksen yhtélolla on olemassa darettoméan monta ratkaisua.
Lisaksi kaikki ratkaisut ovat muotoa
nb na

IE:%‘FE Ja -y ="Yo—

O

Nyt on todistettu Diofantoksen yhtéloiden ratkaisujoukon rakenteeseen
liittyva lause 3.5. Kaytiin myo6s lapi tdsmaéllisesti milloin lineaarisella Dio-
fantoksen yhtéalolle 10ytyy ratkaisu. Lisaksi 16ydettiin tehokas tapa loytaa
lineaarisen Diofantoksen yhtalon ratkaisu hyodyntden matriisikertolaskua.
Seuraavassa kappaleessa tatd menetelméé sovelletaan lineaarisen Diofantok-
sen yhtaloryhmén tapaukseen. Kappaleessa lineaaristen Diofantoksen yhtélo-
ryhmien ratkaisemiseksi tullaan myos hyodyntéméaan aiemmin tutkielmassa
esitettya Smithin normaalimuotoa.

4 Lineaariset Diofantoksen yhtaloryhmaét

Lineaarisella Diofantoksen yhtédloryhmallé tarkoitetaan yhtaloryhmaé

a11°1 + 12T + - - - + A1 Ty =b;

Am1T1 + ApmaTe + -+ + Gy, = bmu

missé sekd muuttujien z; kertoimet a;;, etta luvut b; ovat kokonaislukuja.
Diofantoksen yhtaloryhmalle etsitddn ainoastaan kokonaislukuratkaisuja. Li-
neaarisesta Diofantoksen yhtaloryhmaésta esimerkkiné toimii yhtéloryhmé

dr+4y =11
br+8y =21
3r+ Ty =1T7.

Lineaaristen yhtéléryhmien kohdalla tiedetddn, etta ratkaisuja voi olla
yksi, darettoman monta tai ei ollenkaan kuten kappaleessa 1.1 kerrottiin. Li-
neaaristen Diofantoksen yhtéloryhmien kohdalla herdévit samat kysymykset.
Misté tiedetdan milloin lineaarisella Diofantoksen yhtaloryhmaélla on ratkai-
su? Ja jos silla on ratkaisu, miten on mahdollista loytéda sen koko ratkaisu-
joukko? Téassa kappaleessa ldhdetadn selvittaméan naihin kahteen kysymyk-
seen vastausta.
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Lineaarisiin Diofantoksen yhtaloryhmiin liittyvien kysymysten ratkaise-
misen tueksi esitelldan lause, jossa lineaariselle Diofantoksen yhtaloryhmél-
le esitetadn nelja yhtapitava vaitettd. Lauseen 4.1 tarkoituksena on antaa
ehtoja, sille, milloin lineaarisella Diofantoksen yhtéaloryhmalld on ratkaisu.
Lauseen todistuksessa kaytetddn hyodyksi edellisen kappaleen Smithin nor-
maalimuotoa. Kappaleen lopussa vertaillaan my6s, miten lineaaristen Diofan-
toksen yhtaloryhmien ratkaisujoukko vertautuu lineaaristen yhtaloryhmien
ratkaisujoukkoon. Aloitetaan kuitenkin ensin maérittelemalld, mité tarkoi-
tetaan ekvivalenssinuolella < tassa kappaleessa, silla se poikkeaa hieman
ekvivalenssinuolen merkityksesta aiemmin tassa tutkielmassa.

Ekvivalenssinuoli < tarkoittaa téssa kappaleessa, ettéd kaksi yhtaloa ovat
vhtipitavit jokaisella T € Z". Esimerkiksi matriisiyhtéiloiden AT = b <
T = A7'b kohdalla ekvivalenssinuoli tarkoittaa, ettd kaikilla T € Z" pétee,
ettd AT = b jos ja vain jos T = A~!'b. Lisdksi tdssid kappaleessa jos 7 on
vaakavektori, niin merkinnilld Ry tarkoitetaan Ry’ .

Nyt voidaan esittda lineaarisiin Diofantoksen yhtaloryhmiin liittyvé en-
simmainen lause. Todistetaan lause 4.1 kayttiaen apuna Lazebnikin artikkelia
(3]

Lause 4.1. Olkoon A, L, R, D kuten lauseessa 2.2, b € Z" ja ¢ = Lb. Tdlldin
seuraavat neljd vdaitetta ovat yhtapitavid:

(1) Lineaarisella yhtiloryhmdilld AT = b on kokonaislukuratkaisu

(2) Lineaarisella yhtaloryhmdlld Dy = ¢ on kokonaislukuratkaisu

(8) Jokaiselle rationaalivektorille w, jolle WA on kokonaislukuvektori pdtee,
etti ub on kokonaisluku

(4) Jokaiselle rationaalivektorille U, jolle D on kokonaislukuvektori pdtee,
ettd vc on kokonaisluku.

Todistus. Todistetaan ensin, etta véitteet (1) ja (2) ovat yhtapitavia keske-
niin. Aloitetaan olettamalla, ettd on olemassa vektori T € Z, jolla AT = b.
Koska D = LAR, niin saadaan yhtdlon AT = b kanssa ekvivalentti muoto
(L7'DR™Y7 = b. Kertomalla puolittain vasemmalta yhtiloa (L' DR 1)z =
b matriisilla L seké merkitsemilld € = Lb saadaan yhtilé muotoon D(R™17) =
¢. Merkitsemilld 7 = R™'T yhtdlo D(R™'Z) = ¢ on ekvivalentti yhtilon
Dy = ¢ kanssa. Koska R € GL,,(Z), niin lemman 1.10 nojalla R~' € GL,(Z).
Talloin, koska T € Z", niin 7 = R™'7 € Z" lemman 1.6 nojalla. Niin ollen
(1) = (2). Suunta (2) = (1) osoitetaan vastaavasti. Siispa vaitteet (1) ja (2)
ovat yhtapitdavia keskenaan.

Todistetaan seuraavaksi, ettd viitteet (3) ja (4) ovat yhtapitavid kes-
kenaén. Oletetaan aluksi, ettd jokaiselle rationaalivektorille @, jolle wA on
kokonaislukuvektori pétee, ettd @b on kokonaisluku. Oletetaan lisiksi, et-
td vD € Z", kun U on rationaalivektori. Todistetaan, ettd talloin ve € Z.
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Koska D = LAR, niin ehdosta 7D seuraa, ettdi 7(LAR) € Z" ja edel-
leen (VL)AR € Z". Kertomalla puolittain oikealta matriisilla R~ viite
(WL)AR € Z™ voidaan muuttaa ekvivalenttiin muotoon (vL)A € Z"R™'.
Lemman 1.11 nojalla seuraa siis, etta (vL)A € Z". Merkitseméllda 7L = u
yhtélo (vL)A € 7Z"™ on ekvivalentti viitteen ©A € 7Z" kanssa. Nyt kos-
ka L € GL,(Z) ja v € Q" niin © € Q™ ja talloin vaitteen (3) nojal-
la wb € 7Z. Huomataan, ettd tiedoista @ = UL ja ¢ = Lb saadaan, ettd
ve = (vL)(L7'¢) = ub € Z. Niin ollen (3) = (4). Vastakkainen suunta
(4) = (3) tulee vastaavasti aloittamalla oletuksesta WA € Z™. Siispé véitteet
(3) ja (4) ovat keskenddn yhtépitavia.

Vield viimeisené todistetaan, ettd viitteet (2) ja (4) ovat yhtapitavia.
Oletetaan ensin, ettd on olemassa vektori y € Z", jolla Dy = ¢. Todistetaan,
etta téalloin jokaiselle rationaalivektorille 7, jolle D on kokonaislukuvektori
pétee, ettd vc € Z. Oletetaan nyt, ettd ¥ on ratinaalivektori, jolla vD € Z".
Jokaiselle 7 € Q™ pétee, etta v(Dy) = ve¢, kun yhtalod Dy = ¢ molempia
puolia kerrotaan vasemmalta. Koska 7 € Z" ja jos vD € Z" niin maaritelman
1.6 nojalla 7Dy € Z. Talloin siis v¢ € Z. Nain ollen (2) = (4). Osoitetaan
seuraavaksi vastakkainen suunta (4) = (2). Oletetaan, ettd (4) on voimassa
ja ¢ on ehdon (4) mukainen. Osoitetaan, etta talléin ¢ = (¢y,...,¢s,0,...,0).
Tehdéén antiteesi, ettd on olemassa sellainen ¢, etté sen j:s koordinaatti c; #
0, j > s. Olkoon liséksi v = (0,...,0,1/(2¢;),0,...,0), missa 1/(2¢;) on j:s
koordinaatti. Koska 7D = 0 € Z", niin viitteen (4) nojalla v¢ € Z. Toisaalta
suoraan laskemalla havaitaan, ettd v¢ = 1/2, joka on ristiriita. Siispd ¢; = 0
kaikille j > s. Olkoon seuraavaksi, ettd v; = (0,,...,0,1/d;,0,...,0), missi
i = 1,...,s. Nyt koska jokaisella indeksilla ¢ 7;D € Z", niin véitteen (4)
nojalla 7;¢ € Z. Néin ollen ¢;/d; € Z. Télloin 16ytyy kokonaislukuvektori
7= (Y1,---,Ys,0,...,0), missé y; = ¢;/d; € Z, joka on yhtdlon Dy = ¢
ratkaisu. Néain ollen (4) = (2) ja olemme osoittaneet véitteet (2) ja (4)
yhtapitaviksi.

Viitteiden (1) < (3), (1) & (4) ja (2) < (3) yhtapitdvyys seuraa yllaole-
vista kolmesta yhtapitavyydesta. Néin ollen kaikki vaitteet ovat keskendan
yhtapitavia. O

Nyt on saatu todistettua lause 4.1. Esitetaén seuraavassa lauseessa, mika
vhteys ratkaisujoukoilla {z € Z" | A= = b} ja {y € Z™ | Dy = ¢} on.

Lause 4.2. Merkitidn ratkaisujoukkoa {T € Z"| AT = b} = A ja ratkaisu-
joukkoa {y € Z™ | Dy = ¢} = D. Talloin pdtee, ettd

RD = A,
Todistus. Todistuksessa riittaé osoittaa, etté jokainen joukon RD alkio kuu-
luu joukkoon A seki, ettd jokainen joukon A alkio kuuluu joukkoon RD.
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Osoitetaan ensin, ettd jokainen joukon RD alkio kuuluu joukkoon A.
Olkoon 7, jolle pitee Dy = ¢ = Lb. Télloin Smithin normaalimuodon nojalla
saadaan, ettd Dy = Lb on ekvivalenttia yhtilon LARy = Lb. Nyt kertomalla
yhtéléd puolittain vasemalta matriisilla L™! saadaan

ARy = b.

Siispa Ry € A ja todistuksen toinen suunta on saatu osoitettua.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokainen joukon A alkio kuuluu joukkoon
RD. Olkoon T € A. Nyt riittdé osoittaa, ettd T = Ry jollain 7, jolla Dy =
¢ = Lb. Matriisilla R kertominen antaa bijektion joukosta Z" joukkoon Z",
niin on olemassa jokin gy € Z", jolla Ry = x. Talloin sijoittamalla ¥ = Ry seka
kertomalla yhtiloda vasemmalta matriisilla L yhtild AZ = b on ekvivalentti
yhtilon LARy = Lb kanssa. Nyt Smithin normaalimuodon nojalla yhtilo
saadaan ekvivalenttiin muotoon yhtalon

Dy=c¢
kanssa. Siispa T € RD. Ja niin ollen RD = A. n

Nyt on saatu esitettyi ratkaisujoukkojen {Z € Z"| AT = b} ja {y €
Z™| Dy = ¢} valinen yhteys. Maaritetaan seuraavaksi lineaarisen Diofantok-
sen yhtaloryhmian AZ = b ratkaisujoukko. Ratkaisujoukon selvittdmiseksi
esitetadn ensin lause 4.3, jossa madritellian yhtdloryhman Dy = ¢ ratkaisu-
joukko.

Lause 4.3. Yhtdloryhmdalld Dy = € on ratkaisu jos ja vain jos
Coq1 =" =¢, =0 jJa di|Ci, 1=1,...,s.

Lisdksi jos Diofantoksen yhtdloryhmdlld on ratkaisu sen ratkaisujoukko on
muotoa

{(yly'-wymtl;--wtn—s)|t17-~;tn—s EZ}

Todistus. Lause on suoraviivainen seuraus lauseen 4.1 todistuksesta. O

Nyt voidaan maarittad alkuperdisen lineaarisen Diofantoksen yhtéloryh-
min AT = b ratkaisujoukko. Lauseen 4.2 nojalla lineaarisen Diofantoksen
yhtaloryhman muodosta Dy = ¢ saadaan alkuperaisen Diofantoksen yhtalo-
ryhméin AT = b ratkaisut yhtilon 7 = Ry avulla. Tdssd matriisi R € GL,(7Z)
esittdd Smithin normaalimuodon oikelta suoritettavia matriisikertolaskuja.
Esitetéén vield alkuperiisen lineaaristen Diofantosten yhtéléryhmien Az = b
ratkaisuvaihtoehdot vastaavasti kuin lineaaristen yhtéloryhmien ratkaisu-
vaihtoehdot kappaleessa 1.1. Ratkaisujoukossa vektorilla €; tarkoitetaan vek-
toria. jossa koordinaatin ¢ paikalla on luku 1 ja muut koordinaatit ovat 0.
Lineaarisen Diofantoksen yhtdloryhméan ratkaisuvaihtoehdot ovat
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o tyhji joukko ()
o yksittdinen ratkaisu T = Ry = R(y1, .., Yn)"
o aarettomén monta ratkaisua, jotka voidaan esittad muodossa

{R(ylv SR 79570- . ,O)T +t1RES+1
4+ .. +tn—sREn|t17-~-7tn—s & Z}

Lineaarisen Diofantoksen yhtaloryhmén ratkaisujoukko jakaantuu yksittais-
ratkaisuun seka yhtaloryhméan homogeenisen osan ratkaisuun. Yhtaloryhman
yksittaisratkaisu on R(yi,...,¥s,0,...,0). Talloin lineaarisen Diofantoksen
yhtaloryhman homogeenisen osan ratkaisu on muotoa t Rés 1+ - -+t,_ s Re,.
Lineaariseen homogeeniseen Diofantoksen yhtaloryhméan tutustutaan tar-
kemmin kappaleessa 5, jossa kasitelladn Siegelin lemmaa [1].

Vertaillaan seuraavaksi hieman lineaarisen yhtaloryhman ja lineaarisen
Diofantoksen yhtaloryhmén ratkaisujoukkojen homogeenisia osia. Lineaari-
sen yhtaloryhméan kohdalla ratkaisujoukon homogeeninen osa on aliavaruus
avaruudessa R". Vastaavasti lineaarisen Diofantoksen yhtaloryhméan kohdalla
homogeenisen osan ratkaisujoukko

{thés—H + o+ tn—sRén | t17 s 7tn—s € Z}

on hila. Kuten kappaleessa 1.3 kerrottiin, niin lineaarisen Diofantoksen yhta-
loryhméan ratkaisujoukon kohdalla kyseessa on hilan erikoistapaus, silla vek-
torit Regyq,..., Re, € Z". Hilan generoivat vektorit Reg,q,..., Re, € Z"
ovat lineaarisesti riippumattomia, koska vektorit €; ovat lineaarisesti riippu-
mattomia ja R € GL,(Z), jolloin vektoreita Ré,yq,..., Re, € Z" ei voida
esittaa toistensa lineaarikombinaatioina. Nama lineaarisesti riippumattomat
vektorit toimivat hilan kantavektoreina.

Lineaarisen Diofantoksen yhtaloryhmien ratkaisujoukkoa on saatu ver-
rattua lineaarisen yhtéaloryhmien ratkaisujoukkoon. Voidaan havaita, etté
ne ovat hyvin samankaltaiset. Esitetddn seuraavaksi esimerkki lineaarisen
Diofantoksen yhtédloryhmaéan ratkaisemista. Esimerkissa kaytetdan hyodyksi
Smithin normaalimuotoa 2.2 sekd lausetta 4.1 Diofantoksen yhtaléryhméan
ratkaisemiseksi.

Esimerkki 4.4. Ratkaise lineaarinen Diofantoksen yhtéloryhmé Az = b,
missa



Ratkaisu. Matriisi A voidaan muuttaa muotoon D = LAR hyodyntéden mo-
dulaarimatriiseja, jotka toteuttavat matriisille A rivi- ja sarakeoperaatiot séi-
lyttdaen kuitenkin kokonaislukualkiot. Rivien vilisid operaatioita suoritetaan
2x 2-kokoisilla matriiseilla L; ja sarakeoperaatioita suoritetaan 3 x 3-kokoisilla
matriiseilla R;. Matriisien alaindeksi kertoo jarjestyksen, jossa matriisitulo
toteutetaan.

001 1 -2 0 10 -3
Ri=|0 10|, Re=|0 1 0|, Ry=]01 0],
100 0 0 1 00 1
Lo 1 0 0 100
L4:<_3 1), Rs=|0 3 —2|, Rg=|0 15
0 -1 1 001

Jokainen matriisi L; ja R; ovat modulaarimatriiseja, silla niiden determinant-
ti on 1 tai —1, joten Ry, Ry, R3, L4, Rs ja Rg € GL,(Z). Olkoon L = L, ja
R = RiRyR3R5Rg. Télloin matriisi D voidaan esittdd muodossa

0 -1 —4
1 0\(3 21 100

DzLARz( )( )o 313 :( )ja
=3 1)\ 23/ 010

- (4 9 (25)- (1)

Nyt ratkaisemalla 7 yhtalosta Dy = ¢ ja sijoittamalla T = Ry saadaan lopulta

0 -1 —4 12 51 — 4t
z=[0 3 13 ||-51|=|-153+13t|, t €Z
1 -3 —14/ \ 4 165 — 14¢,

Ratkaisujoukko 7 voidaan halutessaan esittdéd myos muodossa

51 —4
T=|-153 |+t | 13 |,
165 —14
missé (715161553> on yhtaloryhmaéan yksittaisratkaisu. O]

Néin on saatu esitettyé esimerkki lineaarisen Diofantoksen yhtéaloryhméan
ratkaisemisesta. Myohemmin tutkielmassa kappaleessa 6 kdydaan lapi muu-
tama esimerkki lisdd. Seuraavaksi vuorossa on kappale 5, jossa kerrotaan Sie-
gelin lemmasta. Siegelin lemma kasittelee erikoistapausta lineaarisesta Dio-
fantoksen yhtaloryhmaésta.
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5 Siegelin lemma

Tamén kappaleen tarkoituksena on esitella Siegelin lemma 5.8. Kyseinen lem-
ma todistuksineen esitetdaédn kappaleen lopuksi. Siegelin lemmaan johdatel-
laan ensin hieman lemman 5.7 avulla, joka mukailee Siegelin lemman tulosta.
Kappaleen aluksi esitetaan kuitenkin muutama lemma ja maaritelma, joita
tarvitaan myohemmin tassa kappaleessa. Aloitetaan esittelemélla kyyhkys-
lakkaperiaate [7].

Lemma 5.1 (Kyyhkyslakkaperiaate). Olkoon A ja B ddrellisii epatyhjid
joukkoja, joille pdtee, ettd |A| > |B|. Olkoon f : A — B kuvaus. Tdlldin
joukossa A on olemassa alkiot x ja y, siten ettd x # vy, joille pdtee, ettd

f@) = f(y).

Néin on saatu esitettyéd kyyhkyslakkaperiaate, jota tullaan hyodyntdmaéan
myOhemmin téssd kappaleessa Siegelin lemman todistuksessa. Seuraavaksi
madritelmissa esitetdén joukko Rp sekd matriisia A vastaava kuvaus. Kysei-
sid maaritelmia hyodynnetaan tulevissa lemmoissa.

Maaritelma 5.2. Olkoon matriisi

@11 -+ Q1N

A:

apr ot GMN

missé a;; € Z. Talloin maaritellaén, etta |A| := ax |ail.

11
1<iSMI<G<SN

Seuraavassa méaaritelméassd esitetadan merkintd [— B, B], missd B on posi-
tiivinen kokonaisluku. Kyseisella merkinnélla tarkoitetaan kokonaislukuvali&
luvusta —B lukuun B.

Maaritelma 5.3. Olkoon matriisi A kuten maaritelmassa 5.2 seka merki-
tadin joukkoa Rp = [—-B, B] X -+ x [-=B, B] C Z". Tallin merkitiin

ARp = {AF|7 € Rp}.

Nyt on saatu maéariteltyd, mita tarkoittavat merkinnat |A| sekd ARp.
Kyseisid maéaritelmid tullaan kayttdmaan lemmoissa, jotka esitellidn seu-
ravaaksi. Maédritetadn seuraavaksi joukon Rp koko, jonka jéilkeen esitetaan
lemma 5.5, joka kertoo millainen joukko ARp on.

Lemma 5.4. Olkoon Rg = [—B,B] X --- X [=B, B]| C Z~ joukko, missi B
on posititvinen kokonaisluku. Tdlloin

|Rp| = 2B+ 1)".
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Todistus. Joukon koolla | Rp| tarkoitetaan joukon alkioiden lukumééraé. Kos-
ka valilla [— B, B] on 2B +1 alkiota, niin tuloperiaatteen nojalla joukossa Rp
on (2B + 1)V alkiota. O

Lemma 5.5. Olkoon matriisi A € Myrw«n(Z) ja joukko Rp kuten lemmassa
5.4. Tdlloin pdtee, ettd

ARp C [-N|A|B,N|A|B] x --- x [-N|A|B, N|A|B] c ZM.

Lisdksi pdtee, ettd

|ARp| < (2N|A|B + 1)M.

Todistus. Olkoon matriisi A ja joukko Rp kuten méaritelmassé 5.3. Osoite-
taan ensin, etta

ARy C [~NJA|B, N|A|B] x - -- x [~N|A|B, N|A|B).

Maéritelman 5.3 nojalla tiedetéén, ettéd a;; € Z kaikilla ¢, j. Lisaksi jos 7 =
(ri,...,r~n) € Rp, niin a;r1 + -+ 4+ a;nry € Z kaikilla 1 < i < m. Téll6in
siis A7 € ZM. Tutkitaan seuraavaksi vektorin A7 ensimméisen koordinaatin
aij1r1 + - -+ + a;nry kokoa. Kolmioepayhtalon nojalla

layim + -+ ainry| < lanri| 4+ -+ |aivral.

Nyt ottamalla tulosta itseisarvot erikseen seké arvioimalla, etta |rq], ..., |ry| <
|B| ja|ai1], - - -, |ain] < |A| saadaan

lapr| + -+ |laawry| < an|fr| + -+ |law||ry| < JA[B] + - -+ [A]|B].

Muodostamalla summasta kertolasku saadaan luvun aq;7;+- - -+a; 7y koolle
lopullinen arvio
lanry + -+ avrn| < NJA||B|.

Nyt, koska |aj1r + -+ - + ayyrn| < N|A||B], niin taytyy olla, etté
anr + - +ainry C [=N|A[B, N|A|B].

Vastaavasti muille koordinaateille saadaan samanlainen arvio, jolloin ollaan
saatu osoitettua, etta

ARy C [~NJA|B, N|A|B] x - -- x [~N|A|B, N|A|B).

Néytetddn vield, etti [-N|A|B, N|A|B] x --- x [-N|A|B, N|A|B] c Z™.
Tiedetddn, ettd N,|A| ja B € Z, jolloin myds N|A|B € Z. Liséksi koordi-
naatteja on M kappaletta, jolloin

ARp C [-N|A|B,N|A|B] x --- x [-N|A|B, N|A|B] c ZM.
Arvio |[ARg| < (2N|A|B + 1)M seuraa lemman 5.4 tuloksesta. O
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Nyt on saatu todistettua lemmat 5.4 ja 5.5. Esitetaan vield yksi lemma,
jota tullaan hyodyntédmaédn Siegelin lemmaa mukailevan lemman 5.7 todis-
tuksessa. Seuraavassa lemmassa tulevat esiintymaan merkinnat N, M, B ja
|A|. Kyseisessa lemmassa esiintyvait luvut N ja M, B ja |A| ovat kaikki luon-
nollisia lukuja.

Lemma 5.6. Olkoon N > M. Tdlloin pdtee, ettd
(2N|A|B+1DM < 2B+ 1)",

kunhan B on kokonaisluku, joka toteuttaa ehdon
M
B> (2N[A)N - M .
Todistus. Tiedetaan, ettda N > 1, M, B ja |A| > 1, jolloin saadaan, etta
(2N|A|B+ 1)™ < (2N|A|B + 2N |A|B)M = (4N|A|B)M.
Lisiksi tiedetdén, ettd (2B)N < (2B + 1), Niin ollen viitteen
(2N|A|B+ DM < 2B+ 1)",
todistamiseksi riittda osoittaa, etté
M
(AN|A|B)M < 2B)Y, kun B> (2N]A)N — M.

Lihdetidn etsimiin kokonaislukua B, jolla epiyhtilo (4N|A|B)M < (2B)N
toteutuu. Ottamalla kantaluvun B potenssi molemmilta puolilta potenssilas-
kusaantojen mukaisesti erikseen saadaan

BM(4N|ADM < BN2N,

Epdyhtilo voidaan jakaa puolittain luvuilla BM ja 2V, jolloin se voidaan
muokata muotoon (AN| A
4 N-M
27]\[ < B .
Tarkastellaan nyt ylldolevan epayhtalon vasenta puolta. Oletuksen nojalla
1 1
N > M ja, koska N, M € N, niin — < —. Talloin

2N T oM”
4N|ANM 4AN|ANM
NI (GNIADY gy
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Nyt siis riittéda etsia sellainen B, jolla
(2N|ANM < BNM,
Ottamalla tasta juuren puolittain saadaan ekvivalentti epayhtélo
M

(NJANN =M < B,
Siispa on saatu osoitettua, etta
M

2N|AIB+1)M < 2B+ 1)N, kun B> (2N|A|)N — M,
O

Néin ollen on saatu esitettyd lemmat, joita tullaan tarvitsemaan lauseen
5.7 todistamista varten. Lause 5.7 kasittelee erikoistapausta lineaarisesta Dio-
fantoksen yhtaloryhmasta, silla kyseesséd on pelkéstddan yhtaloryhméan homo-
geeninen osa. Lause on mukaileva versio Siegelin lemmasta. Mukailevan ver-
sion ajatuksena on selittad alkuperdisen Siegelin lemman todistuksen idea
hieman yksinkertaisemmin. Myohemmin esitetdan alkuperainen Siegelin lem-
ma 5.8 todistuksineen. Kahdessa seuraavassa lauseessa kaytetaan notaatiota
|| viittaamaan lattiafunktioon ja [z] viittaamaan kattofunktioon.

Lause 5.7. Olkoot N > M positiivisia kokonaislukuja ja olkoon

anTy +---+anInv =0

aynTy +---+aunTy =0

lineaarinen Diofantoksen yhtdiloryhmd, jonka jokin kokonaislukukerroin on

nollasta poikkeava. Tdlloin yhtaloryhmdlld on olemassa ratkaisu (Ty, ..., Tx),
missda ainakin jokin kokonaisluvuista 11, ..., TN on nollasta poikkeava ja
M
max [T;] <2 |2N[A)N - M
1<i<N

Todistus. Olkoon t = (11, Ty, ..., Ty) € ZN, siten, etti t # 0 ja t € Rp,
M

missi B = |(2N|A|)&N —M | Ja olkoon joukko Rp on kuten lemmassa 5.4

médariteltiin. Talloin |Rp| = (2B + 1)V.
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Maaritetaan kuvaus fa : Rp — ARp, missa fa(t) = At. Merkitaan lem-
massa 5.5 esiintyvia joukkoa [—N|A|B, N|A|B]| x --- x [-N|A|B, N|A|B| =
Sp. Télloin lemman 5.5 nojalla ARg C Sg ja tiedetdén, etta joukon Sp koko
on |Sp| = (2N|A|B + 1)M. Lemmasta 5.6 seuraa, ettd kun

M
B= |2N|A)N — M| niin |Sp| < |R5|.

Talloin my6s |[ARp| < |Rp|. Lemman 5.1 nojalla tésté seuraa, ettd on ole-
massa vektorit £; ja ty € Rp siten, etté t; # o joille patee Aty = At,. Vahen-
tamaélla molemmilta puolilta Aty ja ottamalla matriisi A yhteiseksi tekijaksi
yhtdlo muutetaan muotoon A(t; — ) = 0. Koska ¢; # 5, niin merkitse-
méalla ¢t = {; — {3 saadaan yhtaloryhmalle At = 0 ratkaisu, joka on nollasta
poikkeava. Lisiksi, koska [t;| < B ja |to| < B, niin kolmioepéayhtéalon nojalla
saadaan, etta

M
]| <2B eli [f|<2-|@2NJA)N -M

O
Néin ollen on saatu todistettua, ettd lemmalla 5.7 on yhtaloryhmén to-
teuttava ratkaisu (71, T, ..., Ty ). Lisdksi ratkaisu toteuttaa epayhtalon
M
max |13 < 2- |(2N|A)N — M
1<i<N

Kyseisen lauseen arviota voidaan kuitenkin viela tarkentaa. Siegelin lemma
esittdd samalle yhtdloryhmalle tarkemman tuloksen. Vaikka lemman joh-
topaatos nayttaa hieman monimutkaiselta, niin se kertoo kuitenkin jotain
yksinkertaista. Lineaarisessa yhtaloryhmassa, jossa muuttujia on enemmaéan
kuin yhtaloita, niin tiedetadn, ettd yhtaloryhmalla on ei-triviaali ratkaisu.
Liséksi ratkaisusta tiedetddn, ettd on olemassa kokonaislukuratkaisu, jos-
sa ainakin osa muuttujista on nollasta poikkeavia. Lemman viimeinen osa
taas kertoo, ettd voidaan loytaéd ratkaisu, joka ei ole kooltaan liian suuri.
Tarkemmin ottaen on mahdollista 16ytaa ratkaisu, jonka kokoa rajoittaa yh-
taloiden lukumaara M, muuttujien lukumaara N sekéd kertoimien a;; koko.
Lemman todellinen sisalto onkin se, etta ratkaisu on olemassa siten, etta sen
koordinaattien koko on rajoitettu. Esitetadn seuraavaksi Siegelin lemma ja
todistetaan se.
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Lause 5.8 (Siegelin lemma). Olkoot N > M positiivisia kokonaislukuja ja
olkoon

anTi+--+anyTn =0

aynTh + - +aunTy =0

lineaarinen yhtdaloryhmd, jonka jokin kokonaislukukerroin on nollasta poik-
keava. Tdlloin yhtdloryhmdlle on olemassa ratkaisu (11, . ..,Tx), missd aina-
kin jokin kokonaisluvuista Ty, ..., TN on nollasta poikkeava. Lisiksi ratkaisu
toteuttaa seuraavan ehdon

M

max |T;| < <N max |aij|>N - M

1<i<N 1<iSM1<j<N
Todistus. Aloitetaan todistus yksinkertaistamalla Siegelin lemman vaitetté.
Jokaiselle vektorille # = (11, ...,Ty) € RY merkitiin, etté

[t| = max |T;].
1<i<N

Vastaavasti merkitaan
Al = max |al.
1<i<KMA<j<N

Talloin Siegelin lemma yksinkertaistuu muotoon, etta yhtaloryhmalla At = 0
on ratkaisu t € Z", t # 0, joka toteuttaa ehdon

M

7] < (NJADN =M.

Jokaiselle reaaliluvulle a mééaritellaan

a’ :=max(a,0) ja a :=max(—a,0).

Talloin pétee, ettd a = a™ — a~ ja |a| = a™ + a~. Maaritellaan seuraavaksi
lineaariset yhtilot L;(f) = SN, a;/T; ja asetetaan
N N N
Lt :Za+ L; :Zaj_i, jolloin L; :L;L+L; :Z|aﬁ|.
i=1

J Jju
i=1 i=1

Liséksi maéaritelladn vield tulojoukko

R :=1[0,B] x --- x [0,B] c Z".
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Oletetaan, etta t = (T4, ..., Ty) € RE, jolloin 0 < T; < B. Télléin, koska
N
—LyB <Y Taj; <L, ZT%<ZT“+§L+B
i=1

niin voidaan péaatelld, ettd j:s koordinaatti L;(f) vektorista At sijaitsee vélilla
—LyB < Lj(t) < L} B.

Voidaan péitelld, ettd fi(R}) C H?il[—L;B,LjB]. Olkoon B positiivi-
nen kokonaisluku. Talloin kokonaislukuvektorien méaara rajatussa alueessa
Hj]\il[—L;B, L;FB] on

M M
[[(L;B+LjB+1) = H L;B+1).

J=1

Toisaalta joukon R} koko on tuloperiaatteen nojalla (B + 1)V Jos nyt B
valitaan siten, ettéa

M
(B+1)N HLB+1 (*)

niin kyyhkyslakkaperiaatteen nojalla joukossa R on olemassa erilliset koko-
naislukuvektorit 1 ja o, 1 # o, joilla fa(t;) = fa(t2). Talloin erotusvektori
t = t; — t3 on lineaarisen yhtaloryhméan A¢ = 0 kokonaislukuratkaisu siten,
ettd |f| < B.

Jotta Siegelin lemma saadaan todistettua, niin endd riittdd varmistaa,

etta
M

B = (Nmax|aZJ])N_M
17]

toteuttaa ehdon (*). Kyseiselle luvun B arvolle pétee, etté

M

B+ 1> (Nmax|a;|)N =M
ja taten
(B+ )N =(B+1D)"(B+ 1D M > (B+ 1)M(N max|a;|)™.
Havaitaan, etta

L; < Nmax|a;| ja 1< Nmax|al,
1,) 4,7
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jolloin

M M
1(L;B+1) <(B LN max|aij|) <(B+1N
Z7]

]:

—_

]

Nyt on saatu kédytya lapi myos varsinainen Siegelin lemma. Téten lineaa-
risiin Diofantoksen yhtéloihin liittyvat padtulokset tdman tutkielman osalta
on kayty lapi. Seuraavassa esimerkissd naytetddan, miten lauseiden 5.7 ja 5.8
arviot ratkaisun koordinaattien koosta eroavat.

Esimerkki 5.9. Olkoon lineaarinen Diofantoksen yhtéalopari muotoa

6z +2y+ 142 =0
r+3y+92=0

Talloin |A| = 14, M = 2 ja N = 3. Lauseen 5.7 nojalla yhtaloparin ratkaisun
koordinaattien koko on

M
max |Ti| <2 [(2N]A) N = M
2
=2.[(2-3-14)3 = 2]
=2-[(6-14)*] =2-(6-14)*

Vastaavasti lauseen 5.8 nojalla yhtéloparin ratkaisun koordinaattien koko on

M 2

: N—M —(3.14)3—2 — (3. 14)?
max |T;| < (N]A]) (3-14) (3-14)%.

Néin on esitetty havainnollistava esimerkki, miten lauseiden 5.7 ja 5.8
tulokset ratkaisun koordinaattien koosta eroavat. Seuraavassa kappaleessa
Diofantoksen yhtaloihin tutustutaan enemmén opetuksen ja koulun néko-
kulmasta.

6 Diofantoksen yhtalot kouluopetuksessa
Taman kappaleen tarkoituksena on tutustua Diofantoksen yhtéloihin syvalli-

semmin. Lukiokirjojen tapaa esittaé lineaariset Diofantoksen yhtalot vertail-
laan lineaarisiin Diofantoksen yhtéaloryhmiin. Naista koitetaan 16ytéaa yhteisié
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esitystapoja seka eroavaisuuksia. Kappaleen lopuksi on tarkoitus pohtia, mi-
ten Diofantoksen yhtéloita voisi hyodyntaa peruskoulu- ja lukio-opetuksessa
paremmin. Lisdksi pohditaan, miten Diofantoksen yhtaloita voisi kayttaa
apuna ymmaértamaan lineaarisia yhtaloryhmia helpommin ja syvéllisemmin.

Esitetadn seuraavaksi kuitenkin esimerkit Diofantoksen yhtéaloisté lukion
oppikirjojen ratkaisumenetelmélla sekd Smithin normaalimuodon avulla, kun
kokonaislukukertoimet a ja b seké kokonaisluku c ovat kiinnitettyja. Pidetaan
esimerkit yksinkertaisina, jotta ratkaisumenetelmien vaiheita olisi mahdolli-
simman helppo seurata.

Esimerkki 6.1. Ratkaistaan lukion oppikirjoissa esitettavilla menetelmaélla
Diofantoksen yhtalo 16x + 12y = 4. Lahdetaén etsimaan Eukleideen algorit-
min avulla lukujen 16 ja 12 suurinta yhteista tekijaa. Eukleideen algoritmin
nojalla saadaan

16=1-12+14
12=3-4.

Nain ollen lukujen 16 ja 12 suurin yhteinen tekija on 4. Peruuttamalla Euklei-
deen algoritmia saadaan
4=16—-1-12.

Néin ollen Diofantoksen yhtélon 16z + 12y = 4 yksittaisratkaisu on o = 1
ja yo = —1. Talloin lauseen 3.5 nojalla Diofantoksen yhtélon kaikki ratkaisut
ovat muotoa

12 16
x:1+7n=1+3n ja y=—1—7”=—1—4n.

Esimerkki 6.2. Merkitddn Diofantoksen yhtédlod 16x + 12y = 4 vastaavia
matriiseja seuraavasti

A= (16 12), $:<§> ja b=(4).

Kerrotaan matriisia A oikealta matriisilla

01
R1:<1 O)?

jotta matriisin A paikalle a1 saadaan sen itseisarvoltaan pienin alkio. Talloin

AR, = (12 16) .

35



Nyt Eukleideen algoritmia hyodyntamaéllé kerrotaan matriisia AR; oikealta
matriisilla

Ry, = <é _11> , jolloin saadaan AR;R; = (12 4) )

Matriisissa AR, Ry alkioiden paikkojen vaihtamiseksi kerrotaan matriisilla

&:GéijmjﬁﬂﬂF@lﬂ

Taas Eukleideen algoritmia hyodyntaen valitaan matriisiksi

1 -3
Ry — (0 ; ) .
Talloin matriisia AR Ry R3 oikealta kertomalla saadaan diagonaalimatriisi
D = AR\R;RsRy = (4 0).
Vasemmalta matriisia A ei tdssa tapauksessa kerrota, joten L = (1) Merki-

tdan oikealta matriisia A kertovien matriisien R; tulomatriisia

1 3
R: R1R2R3R4 = (_1 _4> .

Nyt lausekkeen ¢ = Lb nojalla saadaan, etté

6:(4).

Seuraavaksi lausekkeen Dy = ¢ avulla diagonaalimatriisia D hyodyntéen
saadaan ratkaistua, etta

_ 1

Y= <n> , nez.

Ja lopulta Diofantoksen yhtalon kaikki ratkaisut voidaan selvittdd yhtéalon
T = Ry avulla, jolloin

(20 -

missa yhtélon 16z + 12y = 4 yksittainen ratkaisu on (_11>

Esimerkkien 6.1 ja 6.2 ratkaisumenetelmét eivit vaikuta suoranaisesti sa-
manlaisilta. Niilld saadaan kuitenkin seka yksittaisratkaisuksi, etta yleiseksi
ratkaisuksi samat ratkaisut. Seuraavassa kappaleessa osoitetaan, ettd namé
kaksi ratkaisumenetelméd ovat yhtéaléiset.
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6.1 Diofantoksen yhtalon ratkaisumenetelmien vertai-
lu

Kappaleessa 3 kaytiin tasmallisesti ldpi, miten Diofantoksen yhtaloita rat-
kaistaan. Téasséd kappaleessa tarkoituksena on osoittaa, ettda koulussa opetet-
tava lineaarisen Diofantoksen yhtélon ratkaisumenetelmé toimii vastaavasti
kuin Smithin normaalimuotoon perustuva yleinen menetelmé, kun yhtalo on
muotoa

ar + by = c.

Aloitetaan esittamaélla lineaarisen Diofantoksen yhtalon ratkaiseminen lukion
oppikirjoissa kuten esimerkiksi Juuri 11-kirjassa esiintyvilla menetelmélla [8].
Tarkastellaan erikoistapausta, missd Eukleideen algoritmissa on vain kaksi
askelta ja kiinnitetdan yksinkertaisuuden vuoksi syt(a,b) = ro = c. Olete-
taan, ettd |a| > b. Nyt Eukleideen algoritmia voidaan lahted suorittamaan ja
jakoyhtélon nojalla merkitaan

a=Sob+1ry, missd 0<rg<b

kuten lemmassa 2.1. Jakoyhtalo voidaan toistaa nyt luvuille b ja rg, jolloin
saadaan
b= S17T0-

Eukleideen algoritmi on saatu nyt suoritettua loppuun, joten lihdetédan suo-
rittamaan algoritmia kdanteisesti yksittaisratkaisun xg ja yo ratkaisemiseksi.
Kaénteisellda Eukleideen algoritmilla saadaan, etta

ro = a — Sob.
Néin ollen yksittaisratkaisu Diofantoksen yhtéalolle ax + by = ¢ on
ro=1 ja yg= —So.
Talloin lukion oppikirjojen tavalla saadaan, etta kaikki ratkaisut ovat muotoa

nb 1 nb na na

Tt ey T e T s T T
Nyt on saatu esitettyd Diofantoksen yhtalon ax + by = c ratkaisu lu-
kion oppikirjoissa kaytetylla tavalla. Téméa ratkaisumenetelmé ei suoranai-
sesti vaikuta samalta kuin Smithin normaalimuodon avulla lineaarisen Dio-
fantoksen yhtdlon ratkaiseminen. Kuitenkin kappaleessa 3 osoitettiin, etté
kaanteisen Eukleideen algoritmin suorittaminen voidaan tehdd matriisiker-
tolaskulla. Seuraavaksi osoitetaan, ettd kappaleen 3 ja Smithin normaali-
muodon ratkaisutavat ovat yhtéalédiset ja, etté erityisesti ne johtavat samaan

yksittéisratkaisuun.
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Kappaleessa 3 osoitettiin, ettd Diofantoksen yhtélon ratkaisu voidaan
esittdd muodossa A, <0>, missa matriisi A;;; méaariteltiin rekursiivises-

ti sdannoilla

0 1 ) 10
Ay = AilS;, Sz‘=<1 _5i> Ja Al:(O 1>.

Matriisissa S; kertoimet —s; ovat kertoimia Eukleideen algoritmista. Talloin
matriisi A, 1 on tulomatriisi

An+1 = Alsl T Sn-

Olkoot Diofantoksen yhtéalo ax + by = c¢ kuten edelld. Lisdksi Eukleideen
algoritmi luvuilla a ja b suoritetaan kuten aikaisemmin esitettiin. Tall6in
kappaleessa 3 esiintyvat matriisit ovat

10 0 1 . (0 1
Al_(o 1)’ Sl_(l —so> Ja S2_<1 —sl>'

Talloin ratkaisu voidaan esittaa matriisikertolaskuna

Aj (é) = (i;) . (6.1)

Tamaé alkaa jo ndyttdmadn huomattavasti samanlaiselta kuin Smithin nor-
maalimuotoon perustuvassa ratkaisumenetelmaéssa. Esitetdan seuraavaksi sa-
man Diofantoksen yhtalon ax + by = c ratkaisu Smithin normaalimuodon
avulla.

Lineaarista Diofantoksen yhtaloa ax + by = ¢ vastaavat matriisit ovat

A=) o= (1) o0=(9).

Seuraamalla lauseen 2.2 todistusta huomataan, ettd matriisin A Smithin nor-
maalimuoto on matriisi D = (c 0) , missé syt(a, b) = c. Télloin paddytaan
ratkaisemaan yhtaloryhmaa

mista yksittaisratkaisuksi saadaan vektori (

O) . Lauseen 4.1 mukaan yhtalon

AZ = ¢ yksittaisratkaisu on talloin R (1

O) , missa matriisi R toteuttaa ehdon
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AR = (Syt(a, b) 0) . Jotta voidaan osoittaa, etta kappaleiden 3 ja 4 ratkai-
sumenetelmét ovat samat téssa erikoistapauksessa, niin riittda osoittaa, etta
R = As.

Kéaydadn seuraavaksi lapi Diofantoksen yhtédlon ratkaiseminen Smithin
normaalimuodon avulla ja osoitetaan, ettd R = Ajs. Oletetaan, etté |a| > b ja
alun oletuksen nojalla syt(a,b) = ro = ¢. Nyt, koska |a| > b, niin matriisia A
halutaan kertoa matriisilla, joka vaihtaa sen alkioiden paikkoja. Kertomalla
oikealta matriisia A matriisilla

01
R, = (1 0) saadaan AR; = (b a).

Nyt jakoyhtalon a = sob 4 rg nojalla kertomalla oikealta matriisilla

1 —
Ry, = <0 180> , saadaan AR;R; = (b 7“0).

Merkitédén matriisia Rj Ry = Rjo. Tiedetdén, ettd ro < |b|, joten halutaan
taas kertoa matriisilla, joka vaihtaa alkioiden paikkoja keskenédéan. Nain ollen
kertomalla seuraavaksi oikealta matriisilla

Ry = <(1) (1)> , saadaan AR;2R3 = (ro b) )

Jakoyhtalon nojalla b = s17¢, joten kertomalla oikealta matriisilla

1 —s
R4 = (0 1 1) taas AR12R3R4 = (To 0) .
Merkitadn matriisia R34 = R34. Nyt matriisi A on saatu muutettua diago-
naalimuotoon, missé diagonaalimatriisi D = AR5 R34. Merkitdédn matriisia
A oikealta kertovien matriisien R; tulomatriisia R = R R34. Tulomatriisi

. . 01 1 —So 01 1 —S1\ 1 S1
= Fizfls = (1 0) (0 1 ) <1 o) (o 1 ) - <—30 —5081 —1)'

Nyt havaitaan, ettd Ris = S7 sekd R3q = Sp. Talloin saadaan, ettd Az = R,
koska jokainen matriisitulon tulontekijia on samankaltainen. Suorittamalla
Smithin normaalimuoto loppuun saadaan Diofantoksen yhtalon ax + by = ¢
ratkaisuksi

nb . na
r=1+— ja y=-—59——.
To To
Néin on saatu esitettyd Diofantoksen yhtéalon ratkaiseminen vapailla ko-

konaisluvuilla a ja b Smithin normaalimuodon avulla. Voidaan havaita, etté
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aina pétee, etta S; = R;;11). Tasta seuraa, etta kappaleen 3 matriisi A, 4
ja kappaleen 4 matriisi R ovat aina yhtasuuret. Talloin kappaleessa 3 10y-

detty erikoisratkaisu A, (O) on yhtasuuri kuin kappaleen 4 erikoisratkaisu

R (1) . Edella tama todistettiin tapauksessa tapauksessa, missa Fukleideen
algoritmissa oli vain kaksi askelta. On ilmeista, etta tulos on voimassa myos
yleisesti mutta téssa tutkielmassa sitéa ei todisteta yleisella tasolla. Nain ol-
len ollaan saatu osoitettua, etta koulukirjojen ratkaisumenetelmé lineaarisel-
le Diofantoksen yhtéalolle, joka on muotoa ax + by = ¢ on vastaavanlainen
kuin Smithin normaalimuotoon perustuvassa ratkaisumenetelméssa.

Vertaillaan ratkaisumenetelmaén lisiaksi lukion oppikirjan [8] ja tdmén tut-
kielman tapaa esittaé lineaarisen Diofantoksen yhtdlon ratkaisujoukko. Néi-
den kahden tavan valilld 10ytyy yhtélaisyytta ratkaisujoukon esittémisessa.
Lukion oppikirjassa ratkaisujoukko esitetdan muodossa

nb na

— 7 ja y=yg-————\ nez
syt(a,b) e y= syt(a,b) "

xr =xy+
Kyseisessa ratkaisun esitystavassa on ensin esitetty yhtédlon yksittaisratkaisu
To ja yp ja ratkaisujoukon loppuosa on Diofantoksen yhtdlon homogeeninen
osa. Vastaavasti tassa tutkielmassa ratkaisujoukossa on ensin esitetty yhta-
lon yksittéaisratkaisu ja yksittaisratkaisuun on lisatty yhtdlon homogeenisen
osan ratkaisu. Téasta esimerkkinéd toimii esimerkin 6.2 ratkaisujoukko, joka

oli muotoa
— 1+3n
S \—=1—4n/)’
1

missa () on yhtalon 16x + 12y = 4 yksittaisratkaisu.

Ratkaisujoukkoon liittyen 16ytyy myos lukion oppikirjan [8] ja tamén tut-
kielman esitystavoissa eroavaisuus. Lukion oppikirjassa Diofantoksen yhtéloi-
den ratkaisujoukko esitetdan koordinaatti kerrallaan muodossa

nb na

— 7 4 y=yw-————\ nez
syt(a,b) aoy= syt(a, b) "

xr =xy+
Tamén tutkielman kohdalla Diofantoksen yhtélon ratkaisujoukko esitetadn

hieman erilaisessa muodossa. Ratkaisujoukko esitetdan témén tutkielman
kohdalla vektorimuodossa

sz@zR(%), missa t € Z.

Néaiden kahden esitystavan valilla 16ytyy siis eroavaisuus. Lukion oppikirjas-
sa [8] painotetaan enemmén ratkaisun esittdmistéd koordinaatti kerrallaan,
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jolloin x-koordinaatti ja y-koordinaatti on esitettyna erikseen. Taas tassa
tutkielmassa ratkaisujoukossa on nakyvissa jokaisen koordinaatin ratkaisut,
kun ratkaisujoukko esitetdan vektorimuodossa. Ratkaisujoukkojen esitysta-
van erilaisuuteen ja niiden vaikutusta oppimiseen pohditaan tarkemmin kap-
paleessa 6.2.

6.2 Miten Diofantoksen yhtaloita voisi hyodyntaa ope-
tuksessa?

Tassa kappaleessa pohditaan, miten ja missa tapauksissa lineaarisia Diofan-
toksen yhtaloita voitaisiin hyodyntaa lukion matematiikan opetuksessa. Ra-
joitun téssd kappaleessa vain lukion matematiikkaan, silla Diofantoksen yh-
talot esitetaan oppilaille vasta lukion oppikirjoissa. Kappaleessa esitettéavat
véitteet opetuksen vaihtoehtoisista toteutustavoista ovat omia mielipiteitani,
jotka ovat muodostuneet tata tutkielmaa tehdessa. Kaikki toteutusehdotuk-
set eivat valttamétta toimisi tdysin sellaisenaan mutta tarkoituksena on myos
herdattaa tutkielman lukevia muita matematiikan opettajia pysdhtyméan ja
pohtimaan matematiikan siséllon opettamistaan.

Lukion opetussuunnitelman perusteiden 2019 [9] mukaan Eukleideen al-
goritmi kuuluu pitkdn matematiikan valinnaiseksi luokiteltavaan Algorit-
mit ja lukuteoria -moduuliin. Diofantoksen yhtalot mainitaan lukion oppi-
kirjoissa, kuten kirjassa Juuri 11 Eukleideen algoritmiin liittyvéssa kappa-
leessa. Diofantoksen yhtalot toimivat lukion oppikirjoissa hyvina soveltavina
esimerkkeind Eukleideen algoritmin hyodyntamisesta. Lyhyen matematiikan
kohdalla Diofantoksen yhtéaloita tai Eukleideen algoritmia ei mainita pakol-
listen eikd valinnaisten moduulien keskeisissé sisalloissé.

Lukion pitkdn matematiikan oppikirjoissa Diofantoksen yhtéalolla tarkoi-
tetaan tilannetta, jossa kyseessa on kokonaislukukertoiminen kahden muut-
tujan yhtalo

ar + by = c,

missa a,b ja ¢ € Z. Ramirezin artikkelin [10] mukaan juuri Diofantoksen yh-
talon tapaisissa tilanteissa oppilailla on koettu olevan ongelmia. Oppilailla on
ollut vaikeuksia artikkelin mukaan ymmartaé, ettda yhtalolla voisi olla yksit-
tainen ratkaisu tai toisaalta, etta silla voi olla darettoman monta ratkaisua.

Mielestani Ramirezin artikkelin ongelmaan voisi olla apua siita, miten
oppilaita opettaisiin esittamaian vastaukset Diofantoksen yhtaloihin. Kappa-
leessa 6.1 kerrotaan, etta lukion oppikirjoissa ratkaisujoukko esitetdan muo-

dossa
nb na

— =y ——, necz
Stap) B YT w n

r= T syt(a,b)’
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Itse koen, etta kyseinen ratkaisujoukon esitysmuoto saattaa tuoda oppilaille
mielikuvaa, missa muuttujien x ja y arvot eivét riipu toisistaan mitenkéan.
Kuitenkin todellisuudessa x ja y ovat lukupari, joka toteuttaa Diofantoksen
yhtalon ax + by = c. Tassa tutkielmassa ratkaisujoukko esitetddn vektori-
muodossa

sz@zR(ytl>, missa t € Z.

Lukion oppikirjoihin en usko myoéskéaan vektorimuodon olevan paras tapa
esittdd Diofantoksen yhtéaldiden ratkaisua. Kokisin itse yhdeksi hyvéaksi vaih-
toehdoksi esittad ratkaisujoukko esimerkiksi muodossa

(z,y) = <$0+nb),?/0—na>,

syt(a,b syt(a, b)

jolloin ratkaisujoukosta esiintyisi, ettd muuttujat = ja y ovat lukupari. Rat-
kaisujoukon esitysmuoto olisi taman lisdksi mielestani lukiolaisille ymmaér-
rettavissa muodossa, kun se vastaisi heille jo tuttua esitystapaa lukion oppi-
kirjoista.

Kuten aiemmin jo mainitsin, niin lyhyen matematiikan keskeisissé sisal-
16issé ei Eukleideen algoritmia tai Diofantoksen yhtaloité ole mainittuna min-
kaan moduulin kohdalla. Yksi mahdollinen paikka, jossa Diofantoksen yhta-
16t voitaisiin ainakin pintapuolisesti esitellé sijoittuisi kaikille pakolliseen ma-
tematiikan MAY1 -moduuliin. Kyseisen moduulin keskeisissé sisélloisséd on
mainittuna ensimmaisen asteen yhtalo seka yhtalopari. Diofantoksen yhtaloi-
den ratkaisemiseen kaytettavd Eukleideen algoritmi ei oikein sopisi kyseisen
moduulin siséltoihin. Koen kuitenkin, ettd Diofantoksen yhtéaloita voisi esit-
téda kyseisessd moduulissa kokeilemismenetelmén avulla havainnollistamaan,
miten esimerkiksi muuttuja x on riippuvainen ensimméisen asteen yhtalon
ratkaisusta y [9].

Lukion matematiikan opetussuunnitelman muuttaminen ei vilttamatta
ole yksinkertaisin tehtava. Nain ollen yksi ndkokulma, jota pohdin myos
on, ettd miten Diofantoksen yhtaloisté saataisiin oppilaille mahdollisimman
paljon matemaattista hyotyd nykyisessd moduulissaan. Ainakin Juuri 11 -
lukiokirjassa Diofantoksen yhtalot esiteltiin, jotta Eukleideen algoritmia pads-
tdan soveltamaan erilaisissa tilanteissa. Diofantoksen yhtaloité esittéessé opet-
taja voisi hyodyntda sitd myos esimerkiksi ensimméisen asteen yhtéloiden,
yhtaloparien tai yhtaloihin liittyvien kasitteiden kertaamisessa. Ensimmaéi-
sen asteen yhtéloiden tai yhtaloparien kertaaminen Diofantoksen yhtéloité
hyodyntéen toisi mielesténi oppilaille mahdollisuuden kerrata yhtédléiden al-
gebrallista ratkaisemista. Lisdksi kokonaislukukertoimisten yhtéloiden rat-
kaiseminen voisi tuoda oppilaille syvempéaa ymmaértamista yhtaloiden rat-
kaisemiseen, kun muuttujien kertoimet olisivat hallittavammassa muodossa.
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Esitetdan lopuksi vield kaksi esimerkkié, miten Diofantoksen yhtaloita voi
hyodyntéaa kertaamaan, onko yhtaloryhmaélla ratkaisua. Esimerkkien tarkoi-
tuksena on antaa vain pari mahdollista tapaa, miten lineaarisia Diofantoksen
yhtéloita voisi hyodyntaa opetuksessa.

Esimerkki 6.3. Tutkitaan 10ytyyko yhtaloparille

8r+4y =6
dor +2y =3

reaalilukuratkaisua. Entéa 16ytyyko sille kokonaislukuratkaisua?
Huomataan, etta jos yhtaloparille olisi ratkaisu, niin taytyisi patea, etta

6 =8z +4y =2(4dx +2y) =2-3 =6.

Tama on tosi ja koska yhtélolle 4x + 2y = 3 on olemassa darettoman monta
ratkaisua, niin yhtaloparilla on olemassa adrettomén monta reaalilukurat-
kaisua. Kokeilemalla huomataan, etta yhtéaloparille 10ytyy ratkaisu x = 0 ja

Yy = 3 Talloin sen kaikki ratkaisut ovat kappaleen 1.1 nojalla muotoa

(0, 2) +t(—1,2), missi teR.

Ratkaisujoukon rakenteesta ei voida helposti paatella, onko yhtéloparil-
la kokonaislukuratkaisua. Fukleideen algoritmin nojalla alemman yhtalon
muuttujien kertoimien 4 ja 2 syt(4,2) = 2. Koska 2 { 3, niin lauseen 3.1
nojalla yhtalolla 4x 4+ 2y = 3 ei ole olemassa kokonaislukuratkaisua. Siispa
yhtaloparilla ei ole olemassa kokonaislukuratkaisua.

Esimerkki 6.4. Tutkitaan 16ytyyko lineaariselle yhtaloparille

3r+y=2
r+y=1

kokonaislukuratkaisua.

Huomataan kokeilemalla, ettd ylemmalle yhtalolle 16ytyy kokonaisluku-
ratkaisu x = 1 ja y = —1 ja alemmalle yhtéalolle kokonaislukuratkaisu x = 1
ja y = 0. Ongelmana on, ettd 16ytyyko kokonaislukuratkaisua, joka toimii
yhtaloparin molemmille yhtalaille.

Ratkaistaan alempi yhtaloista muotoon y = 1 —x ja sijoitetaan ylempaéan
yhtaloon muuttujan y paikalle.

3r+y=3cx+(1—2)=3cr+1—-x=2x+1=2.
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Yhtalosta 2x + 1 = 2 puolittain vahentdmalla luvun —1 ja jakamalla puo-

1
littain luvulla 2 saadaan lopulta, ettd x = 3 Sijoittamalla = = 3 yhtaloon
1
y =1 —x saadaan y = 3 Néin ollen yhtaloparille 16ytyy yksikasitteinen ra-

tionaalilukuratkaisu x = — ja y = —=. Koska ratkaisu ei ole kokonaisratkaisu,

niin yhtéloparille ei 16ydy kokonaislukuratkaisua.
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