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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa todistetaan Kuratowskin lause, joka on verkkoteorian
keskeinen tulos. Tutkielma jakautuu kolmeen kappaleeseen, joista ensimméi-
sessa tutustutaan verkkoteorian perusteisiin ja yleisiin méaaritelmiin alkaen
verkon kérkien seka sivujen maarittelemisesta. Tyossé keskitytaan yksinker-
taisiin suuntaamattomiin verkkoihin. Verkkoteorian peruskasitteiden jélkeen
maéaaritellaan tasoverkko sellaiseksi verkoksi, joka voidaan piirtda tasoon niin,
etta sen sivut eivat leikkaa toisiaan. Erilaisista tasoverkoista esitellaan puut
seka sillat. Siltojen maédritelméad seka erityisesti kierrosten siltoja tarvitaan
Kuratowskin lauseen todistamiseen.

Tutkielman kolmannessa osassa maaritellian Kuratowskin lausetta var-
ten ensin Kuratowskin verkot K5 ja K3 3. Naille verkoille osoitetaan, ettd ne
eivat ole tasoverkkoja. Tarvittavien tietojen jalkeen esitellian Kuratowskin
lause, jonka mukaan verkko on tasoverkko, jos ja vain jos se ei siséilla ali-
verkkonaan verkkoja K5 tai K33 eikéd niiden alijaotuksia. Lisaksi esitellaan
Wagnerin lause, joka naytetdan yhtapitaviksi Kuratowskin lauseen kanssa.
Wagnerin lauseen mukaan verkko on tasoverkko, jos ja vain jos silla ei ole Ku-
ratowskin minoria. Tétéa lausetta varten maéaritellaan verkon minori ja esite-
tdan minoreihin liittyvia tuloksia. Tarvittavien aputulosten jalkeen esitetaan
Wagnerin lauseen todistus, jolloin my6s yhtapitava Kuratowskin lause on to-
distettu. Lopuksi esitetdan esimerkki, jossa osoitetaan Kuratowskin lauseen
avulla, ettd Petersenin verkko ei ole tasoverkko.
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Johdanto

Verkkoteorian ajatellaan saaneen alkunsa Konigsbergin siltaongelmasta, jon-
ka Leonhard Euler ratkaisi vuonna 1736. Konigsbergisséa joki kulki keskella
kaupunkia niin, ettd sen keskelle jai kaksi saarta. Nama saaret oli yhdistetty
toisiinsa ja muuhun kaupunkiin seitsemalld sillalla. Siltaongelmassa haluttiin
selvittad, onko mahdollista kulkea jokaista siltaa pitkin tasan kerran ja palata
takaisin lahtopaikkaan. Euler todisti tdmén olevan mahdotonta havainnollis-
tamalla tilannetta verkkona, jossa sillat ovat viivoja, jotka yhdistavat maata
kuvaavia pisteita. [1] Tata todistusta pidetédén verkkoteorian ensimmaisend
todistuksena. Verkkoteoriassa eli graafiteoriassa késitelldan siis erilaisia ma-
temaattisia malleja eli verkkoja, jotka koostuvat pisteista eli karjista seké
naita yhdistavista viivoista eli sivuista. Verkkoja voidaan soveltaa monessa
eri yhteydessé, ja sovelluksia kaytetdan erityisesti tietotekniikassa. Lisaksi
esimerkiksi sosiaalisia suhteita, kemiallisia malleja tai tie- ja viemériverkos-
toja voidaan kuvata verkkojen avulla.

Yksi verkkoteorian keskeisistd kysymyksistd on, onko tarkastelun koh-
teena oleva verkko tasoverkko, eli voidaanko se piirtdd tasoon niin, ettei-
vat sen sivut leikkaa toisiaan. Téassa tutkielmassa todistetaan Kuratowskin
lause, jonka avulla voidaan selvittaa, onko kyseesséd tasoverkko vai ei. Téa-
mén Kazimir Kuratowskin vuonna 1930 todistaman lauseen mukaan verkko
on tasoverkko, jos ja vain jos se ei sisédllé aliverkkonaan verkkoja K5 tai K33
eika niiden alijaotuksia. Verkot K5 ja K33 ovat Kuratowskin verkkoja, jot-
ka eivit ole tasoverkkoja. Namé verkot ovat térkedssa roolissa tasoverkkoja
tutkittaessa. Kuratowskin lause todistetaan osoittamalla ensin, ettd se on
yhtapitava Wagnerin lauseen kanssa, jonka jialkeen voidaan todistaa Wag-
nerin lause. Taman Klaus Wagnerin julkaiseman lauseen mukaan verkko on
tasoverkko, jos ja vain jos silld ei ole Kuratowskin minoria.

Lauseiden todistamiseksi ensimmaisessé luvussa maéaritellaédn verkkoteo-
rian peruskasitteitd ja merkintoja verkon maaritelmasta alkaen. Tamaéan jal-
keen tutustutaan tarkemmin tasoverkkoihin ja siltoihin. Lisdaksi olennaisena
kasitteend esitellaén verkon minori, jota tarvitaan Kuratowsin lauseen todis-
tamiseen.

Tyo pohjautuu pasasiassa Bondyn ja Murtyn teokseen Graph Theory [1]
ja sité tdydentaviin Brad Gardnerin luentomuistiinpanoihin [2]. Verkkoteo-
rian perusteiden madrittelyssi ldhteind on kaytetty luentomonisteita [3] ja

[5]-



1 Verkkoteoria

Maaritelladn aluksi verkko ja siihen liittyva sanasto seka muita verkkoteorian
késitteitd ja niihin liittyvid merkintoja. Néissé lahteend on kaytetty [1], [3]
seka [5].

Maaritelma 1.1 (Verkko). Paria G = (V, F), jossa joukko V' on epatyhja
aarellinen joukko ja joukko E on kokoelma joukon V' alkiopareja, kutsutaan
verkoksi. Joukon V' alkioita kutsutaan verkon kdrjiksi (vertex) ja joukon E
alkioita sivuiksi (edge). Verkon G karkijoukkoa merkitdan V(G) ja sivujouk-
koa E(G). Kérkien u ja v vélista sivua voidaan merkita {u, v} tai uv. Verkkoa
voidaan havainnollistaa piirtdmélla se tasoon, jolloin karjet ovat pisteita ja
sivut néita pisteita yhdistavia janoja.

Verkko on yksinkertainen, jos se ei sisilld silmukoita eli sivua {v;, v;} mil-
laan v; € V, ja jokainen sivu esiintyy verkossa vain kerran. Jos verkossa
on silmukoita, tai sama sivu esiintyy verkossa useamman kerran, verkko on
multigraafi. Lisédksi verkko voi olla suunnattu, jolloin sivujen kulkusuunnalla
on merkitystd. Talloin sivu kulkee vain lahtopisteesta paatepisteeseen, mut-
ta ei takaisin. Suunnatussa verkossa sivut kuvataan yleensa nuolilla, jotka
nayttavit kulkusuunnan. Téssa tyossa keskitytadan kuitenkin yksinkertaisiin
suuntaamattomiin verkkoihin.

Esimerkki 1.2. Olkoot V' ={1,2,3,4} ja

E = {{1,2},{2,3},{3,4},{4,1},{1,3}}. Talloin verkosta G = (V, E) voi-
daan piirtda kuva, jossa joukon V' alkiot ovat verkon karkié ja joukon E al-
kioparit ovat sivuja. Verkko on yksinkertainen, koska siina ei ole silmukoita
ja jokainen sivu esiintyy verkossa vain kerran.

2 @ 3

1 ® 4

Kuva 1.1: Esimerkki verkosta G = (V, E)

Maaritelma 1.3 (Kéarjen aste). Verkon G = (V, E) kérjen v aste kertoo,
kuinka monta sivua kérjestd lahtee. Merkitdén kérjen v astetta d(v). Esi-
merkiksi Kuvan 1.1 kirkien asteet ovat §(1) = 0(3) = 3 ja 6(2) = d(4) = 2.
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Maééritelma 1.4 (Aliverkko). Verkko G = (V,E) on verkon G = (V,E)
aliverkko, jos V C V ja £ C E.

Maaritelma 1.5 (Kérjen poistaminen). Kun verkosta G = (V, E) poiste-
taan kérki v;, myos karjestéd lahtevét sivut e = {v;,v;}, kaikilla ¢ # j pois-
tetaan. Kérjen v poistamista verkosta G merkitaén G — v.

Maisritelmé 1.6 (Naapuri). Verkon G kaksi kirked v;, v; € V(G) ovat naa-
pureita, jos niitd yhdistda sivu {v;,v;} € E(G).

Sellainen jono kérkid v; € V(G), jossa perdkkaiset kérjet ovat naapureita,
on verkon G kdvely. Kavely on suljettu, jos sen ensimméinen karki ja viimei-
nen karki ovat samoja. Jos kavelyn kaikki kéarjet ovat eri karkia, kévely on
silloin polku. Kahta karkea u ja v yhdistavaa polkua merkitdan uwPv. Suljet-
tu kévely, jossa ensimméinen ja viimeinen kérki ovat samoja ja muut kérjet
keskenddn eri kéarkia, on kierros. Kierros on triviaali, jos siind on korkein-
taan kaksi karkea. Kierros voidaan piirtda tasoon ympyrand, jolloin siihen
kuuluvat karjet ovat ympyran kehalld ja jokainen kérki on astetta 2.

Maaritelma 1.7 (Yhtendisyys). Verkko on yhtendinen, jos sen jokaisesta
karjesta on kavely jokaiseen karkeen. Toisin sanoen verkkoa piirrettéessa siind
on vain yksi osa, eika yksikadn karki tai sivu ole irrallinen.

Maiaritelmé 1.8 (Verkon komponentti). Verkon komponentti on verkon yh-
tendinen osa. Komponentin jokaisen karkiparin valilla on kévely. Verkon eri
komponentit ovat erillisia, eli niiden vélilla ei ole kavelyita. Jos verkossa on
enemman kuin yksi komponentti, sitd kutsutaan epayhtenaiseksi.

™

Kuva 1.2: Epayhtendinen 2-komponenttinen verkko

Maaritelma 1.9 (Téaydellinen verkko). Verkko G on téydellinen, jos sen
jokainen kéarki v; € V(G) on naapuri jokaisen kérjen v; € V(G) kanssa,
kun i # j. Taydellinen verkko pysyy aina taydellisena, vaikka siitd poistaisi
karjen, koska jokaisesta karjestd on aina sivu muihin karkiin.



Maééritelméa 1.10 (Isomorfisuus). Yksinkertaiset verkot G = (V, E) ja G =
(V, E) ovat isomorfiset, jos on olemassa bijektio f: V' — V siten, ettd kaikilla
v, v € V pétee {f(v1), f(v2)} € E, jos ja vain jos {vi,v9} € E. Télléin

kuvaus f on verkkojen G ja G vélinen isomorfismi.

Us

U1 V2

G H Ug

Ve U3 us

Vs V4 Ug Uy
Uy

Kuva 1.3: Isomorfiset verkot G' ja H

Esimerkki 1.11. Verkkojen isomorfisuus on térkeé ja hyvin keskeinen asia
verkkoteoriassa, koska isomorfiset verkot ovat ominaisuuksiltaan samat. Verk-
kojen vélistd isomorfisuutta voi olla hankalaa huomata tai osoittaa, jos ké-
sitellaén suuria monikérkisia verkkoja, mutta yksinkertaisemmissa esimer-
keissé se onnistuu helposti kuvan avulla. Isomorfisilla verkoilla on aina yhté
monta karked ja sivua. Isomorfisilla verkoilla voidaan ajatella olevan vastin-
kérjet, jotka ovat keskendén samaa astetta. Olkoot verkot G = (Vi, Fy) ja
H = (Vi, E,), joissa

Vi :{U1,U2a---,v6}>v2 = {U1>U2a--->u6},

Ey = {{Ul,UQ}, {v2,v3}, {vs, va}, {va, vs}, {vs, v}, {06,711}}7
EQ = {{ul, UQ}, {UQ, U3}, {U3, U4}, {U4, ’LL5}, {U5, UG}, {Uﬁ, Ul}}

Tutkitaan, ovatko ndma Kuvan 1.3 verkot isomorfiset. Muodostetaan bijektio
f:Vi—= Vo, f(v;) =u; kaikillai=1,2,...,6.

Tastd kuvauksesta huomataan, ettd jokaiselle verkon G karjelle v; 16ytyy
vastinkarki u; verkosta H. Nyt verkkojen sivuille patee selvasti, etta

{f(vi), f(v;)} € Ey, jos ja vain jos {v;,v;} € Ey. Tamén voi huomata suoraan
siitd, ettd f(v;) = w;, jolloin jokaiselle sivulle {v;,v;} € E; on vastinsivu

{f(vi)a f(vj)} = {ui7uj} € E2-



Verkot G ja H ovat siis isomorfiset, mikéd tarkoittaa sitd, ettd niiden
voidaan ajatella olevan "samat'. Isomorfiset verkot voivat nayttda tasoon
piirrettyna eri verkoilta, mutta niilld on samat ominaisuudet. Esimerkiksi
naapurit, kavelyt seké kérkien asteet ovat samat.

Misritelms 1.12 (Verkon alijaotus). Verkko G, joka saadaan lisdamil-
la verkkoon G 2-asteisia karkid, on verkon G alijaotus. Téllaiset 2-asteiset
karjet jakavat siis jonkun verkon sivuista kahteen osaan. Alijaotus voidaan
ajatella myo6s niin, etta kahta karked yhdistava sivu jakautuu naita karkia
yhdistavéksi poluksi.

G G

Kuva 1.4: Esimerkki verkon G alijaotuksesta G

Esimerkki 1.13. Kuvassa 1.4 verkon G erés alijaotus G on saatu verkosta G
lisaamalla kolme uutta karked. Nama karjet on merkitty kuvassa punaisella
ja ne jakavat jokainen yhden sivuista kahteen osaan.

Maaritelma 1.14 (Kaksijakoinen verkko). Verkko G on kaksijakoinen, jos
sen karjet voidaan jakaa kahteen erilliseen pareittain pistevieraaseen jouk-
koon Vi = {vy,vq,...,v;} ja Vo = {uy,us, ..., uj}, joissa v;,u; € V(G) kai-
killa 4,5 = 1,2,3... siten, ettd verkon G jokainen sivu on muotoa {v;,u;}.
Kaksijakoisen verkon sivujen padtepisteet ovat siis aina eri joukoista.

2 Tasoverkot

Seuraavaksi esitetddn tasoverkon maéadritelméi seké erilaisiin tasoverkkoihin
liittyviéd tuloksia, joita tarvitaan Kuratowskin lauseen todistamisessa.

Maaritelméa 2.1 (Tasoverkko). Verkko G = (V| E) on tasoverkko, jos sen
sivut leikkaavat tasossa vain verkon kérjissa. Toisin sanoen se voidaan piirtaé
tasoon niin, ettd sivut eivat leikkaa toisiaan. Esimerkiksi Kuvan 1.1 verkko
G on tasoverkko.



Maiaritelmé 2.2 (Tasoesitys (planar embedding)). Verkon tasoesityksella
tarkoitetaan sité esitystéd tasoverkosta, jossa verkko on piirretty tasoon niin,
ettd sen sivut eivit leikkaa toisiaan. Tasoesitys on sellainen esitys verkosta,
joka jakaa tason yhtenaisiin osiin. Naita osia kutsutaan verkon tahkoiksi.

Lause 2.3. Yksinkertainen verkko G, jonka kdrkien mdard k < 4, on taso-
verkko.

Todistus. Jos verkossa on vain yksi kérki, silld ei ole sivuja, jotka leikkaisi-
vat toisiaan. Jos kérkia on kaksi, verkossa on vain yksi sivu. Jos kérkia on
kolme, verkossa on enintdan kolme sivua, jolloin verkko voidaan selvésti aina
piirtaa tasoon kolmiona, jonka sivut eivat leikkaa toisiaan. Tapauksessa, jos-
sa kérkia on nelji, sivuja on enintdan 6. Téssd tapauksessa se voidaan aina
piirtda esimerkiksi Kuvan 2.1 mukaisesti. Talloin 4-karkinen verkko on aina
tasoverkko. O

Kuva 2.1: Tasoesitys taydellisesté 4-karkisestéd verkosta

2.1 Puut

Tietynlaisia verkkoja kutsutaan puiksi. Tasoon piirrettynd puilla voidaan
mallintaa esimerkiksi sukupuita tai molekyyleja. Puut ovat aina tasoverk-
koja. Puihin liittyvissd mééritelmissa lahteend on [5].

Maaritelma 2.4 (Puu). Yhtendinen yksinkertainen verkko, jossa ei ole epét-
riviaaleja kierroksia on puu. Verkkoa, jonka komponentit ovat puita kutsu-
taan metsdksi.

Kuva 2.2: Esimerkkeja puista



Maaritelma 2.5 (Juurrutettu puu). Puu, josta on valittu yksi kdrki puun
juureksi on juurrutettu puu. Juurrutetussa puussa kirjen taso on juuresta
kyseiseen karkeen johtavan polun pituus. Juureksi valitun kérjen aste on siis

0.

Juurrutetussa puussa karjen korkeampitasoiset naapurit ovat sen lapsia
ja matalampitasoiset naapurit ovat sen vanhempia. Jos karjellé ei ole lapsia,
se on [lehti. Juurrutettu puu piirretddn yleensé tasoon kuten Kuvan 2.2 puu
A. Matalatasoisin kirki on ylinpdnéa ja sen naapurit ovat sen lapsia. Kuvan
2.2 esimerkissa puulla A on nelja lehteé, eli kirkea, jolla ei ole lapsia.

Maaritelma 2.6 (Virittdva puu (spanning tree)). Olkoon verkolla G ali-
verkko H. Jos aliverkko H on sellainen puu, joka sisaltda kaikki verkon G
karjet, H on verkon G virittivd puu. Virittavaan puuhun kuuluu verkon kaik-
ki karjet, mutta ei valttamatta kaikkia sen sivuja. Verkolla G voi olla useita
eri virittavia puita.

Lause 2.7. Yhtendiselld verkolla on aina virittdvd puu.

Todistus. Olkoon verkko G yhtendinen. Jos verkossa G ei ole kierroksia, se
on virittdva puu. Jos verkossa G on kierros C', poistetaan kierroksesta si-
vu e € C. Nyt verkko G — e on edelleen yhtendinen. Jos verkossa G' — e ei
ole kierroksia, se on virittava puu. Jos verkossa G — e on kierros, poistetaan
siité jalleen sivu. Tata voidaan toistaa, kunnes verkossa ei ole enaé kierrok-
sia. Talloin yhtenéiselle verkolle saadaan aina muodostettua virittava puu
poistamalla sivuja. O]

Lause 2.8. Puussa kahden karjen vdlilla on tasmdlleen yksi polku.

Todistus. Todistuksessa lahteend on [3]. Olkoon T puu, jossa on kérjet v # w.
Koska T on puu, se on yhtendinen, jolloin kahden kérjen v ja w vélilla on
ainakin yksi polku. Oletetaan, ettéd kirkien v ja w valilld on kaksi eri polkua.
Olkoot ndmé polut P = (v; = v,...v, =w) ja P, = (w; = v,...,w, = w).
Olkoon v’ se kérki, jossa polut P; ja P, ensimmaisen kerran erkanevat, eli
v = v, = wy sellaisella k, jolle vgi1 # wiy1. Nyt jatketaan kérjestd o'
polkua P; siihen karkeen, jossa polut jilleen yhdistyvit. Tamé kirki w’ on
siis ensimméinen kérki, jolle w’ = v; = w; joillain i,57 > k. Nyt voidaan
palata kérjestd w’ polkua P, takaisin kédrkeen ¢’. Télloin muodostuu polku
(V' = v, Vg1, .., = W = wj,wi_q,...w,, = V'), joka on epétriviaali
kierros. Tama on ristiriita, koska puussa ei voi olla epétriviaalia kierrosta.
Talloin puussa kahden kérjen valilla on tdsmélleen yksi polku. O



Py
Kuva 2.3: Havainnollistus kahdesta eri polusta

2.2 Sillat

Tietynlaisia aliverkkoja kutsutaan silloiksi. Naihin siltoihin liittyvia tuloksia
tarvitaan myohemmin Wagnerin lauseen todistamisessa, joten maéritellaan
nyt sillat. Lisdksi esitetdédn siltoihin liittyvid ominaisuuksia. Aloitetaan méa-
rittelemélla sivuindusoidut aliverkot, joiden avulla sillan méaaritelmé on hel-
pommin ymmarrettavissa. Silloista erityisesti kierrosten sillat ovat jatkossa
hyodyllisia. Siltoja kasitellaan teoksessa [1, s. 263-267].

Maaritelma 2.9 (Sivuindusoitu aliverkko (edge-induced subgraph)). Ver-
kon G aliverkko H on sivuindusoitu, jos se koostuu joistain verkon G sivuista
ja kaikista nédiden sivujen padtepisteisté.

Maaritelma 2.10 (Kérki-indusoitu aliverkko (vertex-induced subgraph)).
Verkon G aliverkko H on kéarki-indusoitu, jos se koostuu verkon G joistain
karjista ja kaikista naita karkia yhdistavistéa sivuista.

G H

Kuva 2.4: Verkon @ sivuindusoitu aliverkko H

Esimerkki 2.11. Y4 olevassa kuvassa on esimerkki verkon G sivuindusoi-
dusta aliverkosta H. Sivuindusoidussa aliverkossa H on osa verkon G sivuis-
ta ja kaikki naiden sivujen paatepisteet. Valitut sivut on merkitty kuvaan
punaisella.



Maaritelma 2.12 (Silta (bridge)). Olkoon G yhtenéinen verkko ja olkoon H
verkon G aito aliverkko. Joukoon E(G) \ E(H) kuuluvat sivut muodostavat
siltoja seuraavasti:

1. Olkoon F; verkon G — V(H) komponentti. Silta B; = (E(B;), V(B;)),
on sivuista F(B;) = E(F;) U{e € E(G) : {u,v},u € V(F;),v € V(H)} koos-
tuva sivu-indusoitu aliverkko. Télléin joukko V(B;) koostuu sivujen E(B;)
paatepisteista.

2. Jaljelle jaavat verkkoon H kuulumattomat sivut e, eli sellaiset sivut,
joiden molemmat péadtepisteet ovat joukossa V(H). Namé sivut muodosta-
vat siltoja siten, ettd B; = (F(B;),V(B;)), jossa E(B;) = {e € E(G) :
{u,v},u,v € V(H)} ja joukko V(B;) koostuu naiden sivujen F(B;) péite-
pisteista.

Sillat saadaan siis muodostettua poistamalla ensin verkosta G aliverkon
H karjet. Kun kérjet poistetaan, myos niista lahtevat sivut poistetaan. Nyt
jéljelle jadvat komponentit F; muodostavat jokainen oman sillan B;. Silta B;
koostuu komponentin F; sivuista ja niista sivuista, jotka yhdistavit kompo-
nentin F; aliverkkoon H. Naisté sivuista muodostettu sivuindusoitu aliverk-
ko on silta B;. Loput sillat muodostuvat niista sivuista, joiden molemmat
paatepisteet ovat aliverkossa H.

Tastd méaaritelmasta seuraa, ettd verkon H sillat leikkaavat vain verkon
H kérjissa.
Maaritelma 2.13. Olkoon B jonkin yhtendisen verkon aliverkon H silta.
Nyt karjet, jotka kuuluvat seka verkkoon H etté siltaan B, eli siis joukkoon
V(B) N V(H), ovat aliverkon H kiinnityskarkid (vertices of attachment).
Sillan B muut kérjet ovat sisdisid kdrkid (internal vertices). Silta on triviaali,
jos sillé ei ole lainkaan sisaisia karkié.

",
“,

B3 Al'\,
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®

Kuva 2.5: Aliverkon H sillat By, By ja Bs



Esimerkki 2.14. Kuvassa 2.5 on esimerkki verkon G aliverkon H siltojen
muodostumisesta. Aliverkko H on merkitty tummemmalla viivalla. Oikean
puoleisessa kuvassa ovat verkon H sillat By, By sekd Bs. Sillassa B; on kolme
kiinnityskarkeé ja kaksi sisaista karkea. Silta B, on triviaali, koska siina ei
ole sisdisia karkia. Sillassa B3 on yksi kiinnityskarki ja kaksi sisdista karkea.

Maaritelma 2.15 (k-silta). Silta, jolla on k kiinnityskérkea on k-silta. Kaksi
siltaa, joilla on samat kiinnityskérjet, ovat ekvivalentteja siltoja.

Keskitytdan jatkossa kierrosten siltoihin. Silloista puhuttaessa puhutaan
aina jonkun kierroksen silloista, jos muuta ei mainita.

Maaritelma 2.16. Olkoon G yhtendinen verkko, jossa on kierros C'. Olkoon
kierroksessa C' k—silta B, jossa k > 2. Sillan B kiinnityskarjet jakavat kier-
roksen (', k eri polkuun, joissa ei ole yhteisia sivuja eli segmenttiin. Silta jakaa
siis kierroksen yhtéd moneen segmenttiin, kuin sillassa on kiinnityskarkia.

Maaritelmé 2.17. Sillat ovat joko padllekkdisii tai toisiaan vdlttivid. Jos
sillan B kaikki kiinnityskarjet ovat sillan B yhdessd segmentissa, sillat B ja
B ovat toisiaan valttavia. Muissa tapauksissa sillat ovat paillekkéisié.

Miaritelmé 2.18. Kaksi siltaa B ja B ovat toisiinsa nihden vinot (skew),
jos niissé on kiinnityskérjet u,v € V(B) seké @,0 € V(B) siten, ettd ne ovat
kierroksessa jarjestyksessa u, @, v, 0. Sillat ovat siis toisiinsa ndhden vinot, jos

niiden jotkut kiinnityskarjet "vuorottelevat" kierroksessa.

. . .
- . e
.
.
’B
* 3
.
.
.

Kuva 2.6: Esimerkkeja kierroksen (' silloista

10



Esimerkki 2.19. Kuvassa 2.6 kierroksen C' sillat B; ja By ovat pédallekkéi-
sid, koska siltojen kiinnityskarjet ovat eri segmenteissa. Sillat B; ja By ovat
toisiinsa ndhden vinot, silla niistd voidaan valita kiinnityskarjet niin, etta ne
ovat kierroksessa vuorotellen. Sillat Bs sekd By ovat toisiaan véalttavid, koska
kaikki sillan Bj kiinnityskérjet ovat sillan By samassa segmentissa.

Lause 2.20. Olkoon G yhtendinen verkko ja C' kierros verkossa G. Pddl-
lekkdiset kierroksen C' sillat ovat joko toisiinsa ndhden vinot tai ekvivalentit
3-sillat.

Todistus. Todistuksen lahteend on [1, s. 264]. Lauseen todistamiseksi téytyy
kasitella mahdolliset tapaukset erikseen.

Olkoon C kierros yhtendisessi verkossa G. Oletetaan, ettd B ja B ovat
padllekkéisia siltoja kierroksessa C'. Nailla silloilla on siis oltava vahintadn
kaksi kiinnityskarkea. Jos toinen silloista on 2-silta, sillat ovat toisiinsa nah-
den vinot. TAmé seuraa siité, etté sillat B ja B ovat paallekaisid, joten kum-
mankaan sillan kaikki kiinnityskarjet eivat ole samassa toisen sillan segmen-
tissa. Talloin 2-sillan toisen kiinnityskérjistd on oltava eri segmentissa kuin
toinen, jolloin kiinnityskérjet ovat valttamétta vuorotellen kierroksessa C.

Kasitellaan seuraavaksi tapaus, jossa silloilla B ja B on vihintdén kolme
kiinnityskérked. Olkoot u,v € V(B) ja 4,9 € V(B) kiinnityskarkia. Jos
silloilla B ja B ei ole samat kiinnityskérjet, eli ne eivit ole ekvivalentit,
sillalla B on kiinityskarki @ sillan B perikkéisten kiinnityskérkien u ja v
vilissd. Nyt koska B ja B ovat padllekkaisié, jokin sillan B kiinnityskérjisté
¥ ei ole kirkien u ja v vélisessi segmentissé. Talloin sillat B ja B ovat toisiinsa
néhden vinot.

Jos sillat B ja B ovat ekvivalentit k-sillat, on oltava k > 3. Jos k = 2,
sillat B ja B eivit ole padllekaisid, koska niilla on samat kaksi segmenttia,
jolloin sillat ovat toisiaan valttavia. Jos taas k > 4, sillat B ja B ovat toisiinsa
nidhden vinot. Tama seuraa siita, etta sillat ovat ekvivalentit, joten voidaan
valita nelja perdkkéista kiinnityskérkea jarjestyksessé niin, ettd ensimmainen
ja kolmas ovat sillan B kérkié ja toinen ja neljis ovat sillan B kérkia. Talloin
nama kiinnityskarjet vuorottelevat ja sillat ovat toisiinsa nahden vinot.

Nyt siis jokaisessa tapauksessa sillat B ja B ovat joko toisiinsa nihden
vinot sillat tai ekvivalentit 3-sillat. [

3 Kuratowskin lause

Tassa luvussa esitellaédn tyon paatulos Kuratowskin lause. Tamén todistami-
seksi késitelladn verkkojen minoreita ja todistetaan niihin liittyvid tuloksia.
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Liséksi esitelladn ja todistetaan Wagnerin lause, jonka avulla myos Kura-
towskin lause saadaan todistettua.

3.1 Kuratowskin verkot

Kuratowskin verkot K5 ja K33 esitetadn yleensa Kuvan 3.1 mukaisina. Verk-
ko K5 on viisi karkinen taydellinen verkko ja verkko K33 on kuusikarkinen
kaksijakoinen verkko, jossa jokaisesta kérjesta lahtee kolme sivua. Kuratows-
kin verkkoja hyodynnetdan tasoverkkoja tutkittaessa. Lisdksi niitd voidaan
hyodyntaa esimerkiksi pintojen topologisissa tarkasteluissa.

K K33

)

Kuva 3.1: Kuratowskin verkot K5 seka K33

Kuratowskin verkkoja voidaan hyodyntéda, kun tutkitaan tasoverkkoja.
Ne eivit kuitenkaan ole tasoverkkoja ja sen todistamista varten esitetdan
seuraavaksi Jordanin kayralause.

ext(C)

Kuva 3.2: Havainnollistus Jordanin kayralauseesta

Lause 3.1 (Jordanin kayralause). Jokainen yksinkertainen suljettu kiyrd C
eli Jordanin kdyrd jakaa tason kahteen erilliseen polkuyhtendiseen avoimeen
joukkoon. Tdalloin kdyrin C sisdipuolelle jadvdistd joukosta kdytetidan mer-
kintdd int(C') ja ulkopuolelle jidvistd joukosta merkintid ext(C). Jokainen
polku, joka yhdistid pisteen joukosta int(C') pisteeseen ext(C') leikkaa kdyrad
C.
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Todistus. Todistus vaikuttaa intuitiivisesti selvalta, mutta on pitkéd topolo-
ginen todistus, joten se sivuutetaan. Selked suomenkielinen todistus loytyy

esimerkiksi pro gradu tutkielmasta [6]. Verkkoja kasiteltdessa kayra voidaan
ajatella monikulmioksi, joten todistus monikulmioiden tapauksessa on riit-
tava. O

Lause 3.2. Kuratowskin verkko K5 ei ole tasoverkko.

Todistus. Todistuksessa on kiytetty lahteend [1, s. 245]. Oletetaan, etté verk-
ko K5 on tasoverkko, jonka kérjet ovat vy, ve, v3, v4, v5. Olkoon tama verkko
G. Nyt GG on taydellinen verkko, eli jokaisesta kérjestd on sivu jokaiseen kér-
keen. Olkoon kierros C' := vv9v3v7 yksinkertainen suljettu kierros. Télloin
kayrda C jakaa tason kahteen osaan eli joukkoihin int(C') sekéd ext(C'). Nyt
karki vy kuuluu valttdmatté joko joukkoon int(C') tai joukkoon ext(C'). Voi-
daan valita, ettd vy € int(C'), jolloin my6s sivut vivyg, vovy, v3v4 ovat kaikki
kéyran C' sisdpuolella eli kuuluvat joukkoon int(C'). Tét4 on havainnollis-
tettu Kuvassa 3.3. Merkitadn nyt karjistd koostuvia kierroksia seuraavas-

ti: C1 = wvugvgve, Co = w3viv4vs ja C5 = viveugwy. Télloin on oltava
v; € ext(C;), kun i = 1,2, 3. Eli esimerkiksi v; € ext(C}). Verkkoon G kuu-
luu myos karki vs seké sivut vsv; kaikilla ¢ = 1,2, 3,4. Lisdksi verkko on

tasoverkko, eli kdrjen vs taytyy olla sellainen, etteivét sivut vsv; leikkaa mui-
ta sivuja, eli vy € ext(C;) kaikilla ¢ = 1,2, 3. T&ll6in kuitenkin Lauseen 3.1
eli Jordanin kéyrédlauseen nojalla sivu vqvs leikkaa vélttaméttda kdyrda C,
koska vy € int(C) ja vs € ext(C), jolloin verkko G ei voi olla tasoverkko.
Tama on ristiriidassa oletuksen GG on tasoverkko kanssa, joten verkko Kj ei
ole tasoverkko. O

(%1
V2

ext(C) C

U3

Kuva 3.3: Havainnollistus Lauseen 3.2 todistuksesta

Lause 3.3. Kuratowskin verkko Ks 3 ei ole tasoverkko.

Todistus. Verkolle K33 todistus voidaan tehda vastaavalla tavalla kuin ver-
kolle K5. Oletetaan, etta verkko K33 on tasoverkko, jonka karjet ovat
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U1, V2, U3, U4, Us, Vs. Olkoon tdmaé verkko G. Verkko K3 3 on kaksijakoinen verk-
ko, joten nimetaan kérjet uudelleen niin, etta ne kuuluvat kahteen joukkoon
Vi = {v1,v9, 03} sekd Vo = {vy, vs5, v6} niin, ettéd jokaisesta joukon Vi karjesta
on sivu jokaiseen joukon V5 karkeen. Verkossa G on yksinkertainen suljettu
kierros C' := 104090501, joka jakaa tason kahteen osaan int(C) ja ext(C).
Nyt kérki vs kuuluu néista toiseen. Voidaan valita, ettd vs € int(C'). Télloin
myo6s sivut vsvy, v3vs € int(C'). Merkitdadn nyt kierroksia C7 = vyvavsv304 ja
Cy = vyvguzvsvy kuten Kuvassa 3.4. Talloin vy € ext(Ch) ja ve € ext(Cy).
Verkossa on kuitenkin vield kirki vg seké sivut vguy, vgva, vgv3. Koska oletam-
me verkon G olevan tasoverkko, naméa sivut eiviat saa leikata muita sivuja.
Kérjelld vg on kolme mahdollista sijaintia. Jos kirki vg € int(Cy), sivu vgvg
leikkaa Jordanin kédyrédlauseen nojalla kierrosta Cs, koska vy € ext(Cs). Vas-
taavasti jos vg € int(Cy), sivu vgv leikkaa kierrosta C. Jos vg € ext(C), sivu
vgus leikkaa kierrosta C'. Kaikissa tapauksissa jokin sivu leikkaa toista sivua,
mika on ristiriidassa oletuksen G on tasoverkko kanssa, joten verkko K33 ei
ole tasoverkko. O

(%
1 Us

C ext(C')

Uy U2

Kuva 3.4: Havainnollistus Lauseen 3.3 todistuksesta

Seuraavaksi esitetdadn tutkielman paatulos Kuratowskin lause. Lause to-
distetaan myohemmin. Esitetdén ensin lisdd todistukseen tarvittavia méaari-
telmié seka aputuloksia.

Lause 3.4 (Kuratowskin lause). Verkko on tasoverkko, jos ja wvain jos se
et sisalla aliverkkonaan verkkoja Ks tai Ks3 eikd niiden alijaotuksia. Nditd
alijaotuksia ovat kaikki verkot, jotka saadaan verkoista Ky tai Ky 3 lisdamalld
nithin 2-asteisia kdrkid.

3.2 Verkon minori

Maaritelma 3.5 (Verkon minori). Verkko H on verkon G minori, jos se saa-
daan verkosta G vaiheittain poistamalla karkié, poistamalla sivuja tai yhdis-
tamalla kérkia, joiden véliset sivut poistetaan. Tata kérkien yhdistamisté
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voidaan kutsua sivun supistumiseksi (edge contraction) ja sivun e supista-
mista verkossa G merkitdén G/e. Verkon G F-minoriksi kutsutaan sellaista
minoria, joka on isomorfinen verkon F' kanssa.

Maaritelma 3.6 (Kuratowskin minori). Minori, joka on isomorfinen verk-
kojen K tai K33 kanssa on Kuratowskin minori.

G H

Kuva 3.5: Esimerkki verkon GG minorista H

Kuva 3.5 havainnollistaa minorin muodostumista, kun verkosta G su-
pistetaan punaisella merkityt sivut ja punaisella merkityt karjet yhdistyvat
yhdeksi karjeksi. Minorin voidaan muodostaa myo6s seuraavan Lauseen 3.7
mukaisesti.

Lause 3.7. Verkon G minori H voidaan muodostaa jakamalla verkon G kdr-
jet osajoukkoihin Vo, Vi, ..., V,, missd n on minorin H karkien lukumddrd si-
ten, ettd ndiden osajoukkojen kdrki-indusoimat verkot G[V;] ovat yhtendisid,
kun 1 < ¢ < n. Lisaksi ndille osajoukoille patee, ettd minori H saadaan
muodostettua poistamalla joukon Vy kdrjet ja kutistamalla loput verkot G[V}]
kdrjiksi v; € H sekda poistamalla sivut, jotka eivdt kuulu minoriin H. Tds-
s kutistamisella tarkoitetaan, ettd kaikki verkon G[V;] sivut supistetaan ja
kdrjet yhdistetidan yhdeksi kdarjeksi v;.

Todistus. Todistetaan lause induktiolla. Olkoon verkolla G' minori H, jossa
on n kirked. Minori H saadaan maéritelméan mukaan verkosta GG poistamalla
sivuja, poistamalla kérkia tai supistamalla sivuja. Olkoon k néiden tehtyjen
operaatioiden lukumaéra.

Jos verkosta G saadaan minori H tekemattd yhtdan operaatiota, eli kun
k = 0, vaite pétee.

Oletetaan, ettd viite patee, kun minori H saadaan tekemélla [ operaa-
tiota eli, kun & = [. Osoitetaan nyt, ettd lause péatee, kun minori saadaan
lisdamalla viela yksi operaatio, eli kun & = [ + 1. Jos lisdttdava operaatio
on kérjen poistaminen, joukko V;, johon poistettava karki kuuluu lisdtadn
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joukkoon Vj. Talloin minori saadaan edelleen lauseen mukaisesti. Jos lisat-
tdva operaatio on sivun poistaminen, sivu voidaan poistaa verkosta G, kos-
ka lauseen mukaan sivut, jotka eivit kuulu minoriin H poistetaan. Télloin
edelleen minorin muodostaminen onnistuu. Jos lisdttava operaatio on jon-
kin sivun v;v; supistaminen, karjet v; seka v; yhdistyvat karjeksi v, € H ja
kéarkijoukot V; seka V; yhdistetddan yhdeksi karkijoukoksi Vj,. Télloin verkko
G[V3] on edelleen yhtendinen, koska G[V;] ja G[V;] ovat yhtenisia. Lopuk-
si nimetdan tarvittaessa joukot V; uudelleen, jotta joukot Vi,...V,, pysyvéit
loogisessa jarjestyksessa.

Nyt koska lause pétee induktio-oletuksen nojalla, kun tehdaan [ operaa-
tiota ja lause patee edelleen, kun lisdtaan yksi operaatio eli, kun £ =1+ 1,
induktion nojalla lause péatee. O]

Esimerkki 3.8. Kuvassa 3.6 punaisella merkitty minori A muodostuu, kun
karkijoukot Vi, V5, V3 ja Vj kutistuvat punaisella merkatuiksi kérjiksi vy, vo, v3
ja vy ja joukko Vi poistetaan. Télloin jaljelle jaavien punaisten kérkien in-
dusoima verkko on minori H.

(%1 (%)

Vi Va

V4 U3

Vi H

Kuva 3.6: Esimerkki minorin H muodostamisesta Lauseen 3.7 mukaisesti

Lause 3.9. Tasoverkkojen minorit ovat tasoverkkoja.

Todistus. Olkoot verkko G tasoverkko ja H verkon G minori. Jos minori H
saadaan poistamalla karkid, verkon H on oltava tasoverkko silld, kun taso-
verkosta poistetaan karkia, verkko pysyy valttamatta edelleen tasoverkkona.
Samoin, jos H saadaan poistamalla sivuja, sen on oltava edelleen tasoverkko.
Jos minori H saadaan sivun supistamisella, verkkoon ei tule uusia risteavia
sivuja. Téalloin minorin H on jalleen oltava tasoverkko. Koska minori saa-
daan vain naiden kolmen operaation avulla, minorin H on oltava tasoverkko.
Tasoverkon minori on siis aina tasoverkko. ]
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Seuraavaksi esitetdén kolme minoreihin liittyvéia tulosta, joiden avulla
voidaan osoittaa Kuratowskin lause ja Wagnerin lause yhtépitaviksi.

Lause 3.10. Verkolla, joka sisdltid F-alijaotuksen on myds F-minori.

Todistus. Oletetaan, ettd verkko G sisdltda F-alijaotuksen. F-minori saa-
daan verkosta G poistamalla ensin ne kérjet ja sivut, jotka eivat ole F-
alijaotuksessa. Sitten palautetaan alijaotuksessa kahteen osaan jaetut sivut
takaisin yhdeksi sivuksi supistamalla sivuja, jolloin F-alijaotus palautuu ta-
kaisin verkon F' kanssa isomorfiseksi verkoksi. Tamé on myos verkon G F-
minori, koska se saadaan verkosta G poistamalla kérkia ja sivuja seké supis-
tamalla sivuja. O

Lauseen 3.10 kéanteinen suunta ei péade yleisesti kaikille verkoille. Esi-
merkiksi Kuvan 3.10 verkolla G; on Kj-minori, joka saadaan supistamalla
sivu BC'. Sillé ei kuitenkaan ole Ks-alijaotusta, koska siithen tarvittaisiin viisi
karkeé astetta 4 ja verkossa (G; on vain nelja sellaista kirkea. Voidaan kui-
tenkin osoittaa, ettd Lauseen 3.10 kaanteinen suunta patee, kun verkko F' on
enintaan astetta 3.

Lause 3.11. Olkoon wverkko F enintddn astetta 3. Talloin verkolla G on
F-minori, jos ja vain jos silld on F'-alijaotus.

Todistus. Jos verkolla G on F-alijaotus, silld on F-minori Lauseen 3.10 nojal-
la. Tamé& suunta on siis jo todistettu. Todistetaan nyt lauseen toinen suunta.
Olkoon F' verkko, jossa on n kérkeéd ja se on enintadn astetta 3. Oletetaan,
etta verkolla G' on F-minori. Se etté verkolla G on F-minori, tarkoittaa, et-
td verkko GG saadaan isomorfiseksi verkon F' kanssa poistamalla sivuja tai
karkia tai supistamalla sivuja.

Verkon G kirjet voidaan Lauseen 3.7 mukaan jakaa joukkoihin
Vo, Vi, ...V, niin, ettd néista joukoista karki-indusoidut aliverkot ovat yh-
tendisia ja verkosta G saadaan verkko F' poistamalla joukon V karjet ja
kutistamalla joukot V; kérjiksi v; kaikilla 1 < ¢ < n. Verkko F' on enintdin
astetta 3, joten jokaisella kérjella v; ; € V; on verkossa G 1, 2 tai 3 naapuria
vj; € Vj, kun i # j, joille sivu v; ju;,; voi olla verkon F' sivu. Kutsutaan naita
karkia merkkikarjiksi.

Tarkastellaan tapausta, jossa karjet v; ovat astetta 3. Tapaukset, joissa
karjet ovat astetta yksi tai kaksi saadaan vastaavasti. Joukkojen V; indusoi-
mat verkot ovat yhtendisia, joten niillé on virittavat puut. Tarkastellaan néita
virittavia puita. Jos puussa on kaksi merkkikarkeé, niiden vélilla on Lauseen
2.8 nojalla tasmaélleen yksi polku. Jos merkkikérkia on kolme, kolmas kérki
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voidaan yhdistad lyhyimmalla mahdollisella polulla kahteen muuhun karjis-
ta. Verkon F' karjet ovat enintdan astetta 3, joten lisdtaén jokaiseen vaih-
toehtoon kolme sivua. Nyt saadaan Kuvan 3.7 mukaiset vaihtoehdot. Kuvan
tapaukset B, C ja D saadaan tapauksen A alijaotuksena.

Kuva 3.7: Havainnollistus Lauseen 3.11 todistuksesta

Nyt néiden puiden yhdiste saadaan verkon F' alijaotuksena. Puiden yh-
disteeseen kuuluu verkon G minorin F' kaikki kérjet seké néita karkia yhdis-
téavat sivut. Sivut on kuitenkin jaettu polkuihin, jolloin kyseessé on verkon
F alijaotus. Alijaotus saadaan palautettua minoriksi F', supistamalla sivut,
jotka eivat kuulu minoriin. Siispé, jos verkolla on F-minori, silli on myos
F-alijaotus, kun F' on enintdan astetta 3. [

Lause 3.12. Jokainen verkko, jolla on Ks-minori sisdltdia Kuratowskin ali-
jaotuksen.

Todistus. Todistus tehdaan vastaavalla tavalla Lauseen 3.11 todistuksen kans-
sa ja sen lahteend ovat [1] seké sitd taydentava [2, Exercise 10.5.3(b)]. Olkoon
G verkko, jolla on Ks-minori. Merkitadn minorin K5 kirkid vy, vo, vs, v4, vs.
Verkon G karjet voidaan jakaa joukkoihin Vg, Vi, V5, V3, V), Vi niin, etta néis-
té joukoista karki-indusoidut aliverkot ovat yhtendisié ja verkosta G saadaan
verkko K3 poistamalla joukon Vj karjet ja kutistamalla joukot V; karjiksi v;
kaikilla 1 < ¢ < 5. Kutistamisella tarkoitetaan, etté kaikista joukon V; karjis-
té lahtevat sivut supistetaan ja kaikki kérjet yhdistyvét kérjeksi v;. Verkko
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K5 on taydellinen verkko, joten kaikki sen kérjet ovat toistensa naapurei-
ta. Nyt kaikilla ¢ # j on kérjet v;; € V; ja v;; € V}, jotka ovat naapureita
verkossa G. Jokaisessa joukossa V; on siis 1, 2, 3, tai 4 téllaista jatkossa
merkkikérjeksi kutsuttua karkea.

Tutkitaan nyt joukkojen V; karki-indusoimia aliverkkoja. Merkitadn nii-
ta G[V;]. Nama aliverkot ovat yhtenéisia, joten niilld on virittavit puut. Jos
virittavéissa puussa on kaksi merkkikarkea, niiden valilla on tdsmaélleen yksi
polku Lauseen 2.8 nojalla. Jos merkkikarkia on kolme, voidaan etsié lyhyin
mahdollinen polku, joka yhdistda kolmannen karjen kahteen ensimméiseen,
joiden valilla on tasmalleen yksi polku. Liitetaan siis kahden karjen valiseen
polkuun kolmas karki mahdollisimman lyhyella polulla. Talloin kolmanteen
karkeen johtava polku liittyy kahden ensimmaisen kéarjen "véliin' tai toiseen
paatyyn. Kuvassa 3.8 havainnollistetaan tata. Kuvassa mustat kérjet ovat
merkkikarkia ja katkoviivoilla merkityt sivut kuvaavat polkuja, eli merkki-
karkien valilla voi olla muita karkia. Vastaavasti neljan merkkikéarjen tapauk-
sessa lisdtdaan edella havainnollistettujen kolmen kérjen tapauksiin mahdolli-
simman lyhyella polulla neljas karki. Talloin saadaan Kuvan 3.8 loput mah-
dolliset tapaukset.

Kolme merkkikérkeé '---?---. ®---0---0
;
[
MNeljd merkkikarked @---0---Q---@ *---0---0---0
1 1
; :
[ ) ®

®---0---0 @---0---0 O---0---0---0

[ ‘e ° o
Kuva 3.8: Polkujen muodostuminen Lauseen 3.12 todistuksessa

Verkossa K jokaisesta karjesta lahtee nelja sivua, joten seuraavaksi edel-
14 saatuihin puihin lisdtaan nelja karkeé. Lisatyt karjet muodostavat yhdesséa
merkkikarkien kanssa naméa sivut. Yhden merkkikérjen tapauksessa kaikki
sivut lahteviat samasta merkkikarjestd. Neljan merkkikérjen tapauksessa jo-
kaisesta kéarjesta lahtee yksi sivu. Kahden ja kolmen merkkikarjen tapauk-
sissa on useampi vaihtoehto. Nama on esitetty kuvassa 3.9.
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Nyt edella saadut puut ovat verkon K 4 tai verkon H; alijaotuksia. Verk-
ko K 4 on sellainen verkko, jossa on yksi karki astetta nelja ja nelja karkea
astetta yksi, eli yhdesta karjesta lahtee nelja sivua. Verkko H; on esitetty
kuvassa 3.10. Verkon H; alijaotuksia ovat Kuvan 3.9 kohdat B, D, E, G, H
ja K. Verkon K 4 alijaotuksia ovat siis kohdat A, C, F, I seka J.

A
Yksi merkkikirki W

B

ers AN A
S 6 0 08 NIV,N

Nelja merkkikirkea G I =

Kuva 3.9: Havainnollistus neljan sivun lisdamisesta eri vaihtoehtoihin
Lauseen 3.12 todistuksessa

Tapauksessa, jossa karkijoukoista V; saadaan verkon H; alijaotuksia, néis-
téa alijaotuksista muodostuu verkko, jonka minori on kuvan 3.10 verkko Gj.

Verkolla i on Kjs-minori, joka saadaan verkosta G poistamalla si-
vut DE ja AF. Nyt koska alkuperaisella verkolla G' on K3 s-minori, silld on
Lauseen 3.11 nojalla myos K3 z-alijaotus.

Jos kaikki joukot V;,1 <7 < 5 muodostavat verkon K 4-alijaotuksen, né-
ma viisi K 4-alijaotusta yhdessa muodostavat verkon K alijaotuksen. Tama
seuraa suoraan siitd, ettd jokaisessa viidesséd verkon K 4-alijaotuksessa on
karki astetta nelja. Talloin saadaan viisi astetta nelja olevaa kérked niin,
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kuin on verkossa Kj;. Nyt siis jokainen verkko, jolla on Ks-minori, sisaltaé
Kuratowskin alijaotuksen. O]

B C

AN D

H,

G

Kuva 3.10: Lauseen 3.12 todistuksessa kéytettavat verkot H; ja G,

3.3 Wagnerin lause

Seuraavaksi esitellaan Wagnerin lause, jonka avulla tullaan todistamaan myos
Kuratowskin lause. Namaé lauseet osoitetaan ensin yhtapitaviksi, jolloin Wag-
nerin lauseen todistus osoittaa myos Kuratowskin lauseen todeksi. Todistus
esitetadn myohemmin, silla sithen tarvitaan aputuloksia, jotka kaydaan ensin
lépi.

Lause 3.13 (Wagnerin lause). Verkko on tasoverkko, jos ja vain jos silld ei
ole Kuratowskin minoria.

Edellisen kappaleen lauseiden avulla huomataan, ettd Wagnerin ja Kura-
towskin lauseet ovat yhtapitavia. Koska Lauseen 3.10 mukaan verkko, jolla
on F-alijjaotus sisaltdd myos F-minorin, Kuratowskin lause siséltaéd Wagnerin
lauseen.

Koska verkon K33 kérjet ovat enintéén astetta kolme, Lauseen 3.11 mu-
kaan jokainen verkko, jolla on K3 s-minori, sisiltda K3 s-alijaotuksen. Samoin
Lauseen 3.12 mukaan jokainen verkko, jolla on Ks-minori, sisaltaa Kuratows-
kin alijaotuksen. Talloin Wagnerin lause sisaltaa Kuratowskin lauseen, joten
lauseet ovat yhtapitavit. Nyt voidaan todistaa Kuratowskin lause todista-
malla Wagnerin lause. Maéritellddn ensin tarvittavia apuvélineita lauseen
todistukseen.

Maaritelma 3.14 (Karkileikkaus (vertex cut)). Karkileikkaus on sellai-
nen osajoukko verkon kérkiéa, joiden poistaminen tekee verkosta epayhte-
naisen. Karkia poistettaessa myos kérjista lahtevat sivut poistetaan. Toisin
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sanoen, kun poistetaan verkosta karkileikkauksen kérjet, verkko jakautuu
kahteen tai useampaan komponenttiin. Karkileikkaus, jossa on k kérkeéd on
k-karkileikkaus.

Taydelliselléd verkolla ei ole karkileikkausta, silla téaydellinen verkko py-
syy taydellisena eli myos yhtendisend, vaikka siitd poistaisi minkéd tahansa
kokoelman karkia.

Maaritelma 3.15 (k-yhtendisyys). Verkon G yhtenédisyysaste x(G) on pie-
nin mahdollinen kérkien maéra, joiden poistaminen tekee verkosta GG epéyh-
tendisen tai triviaalin. Verkko G on k-yhtendinen, jos k(G) > k. Toisin sa-
noen verkko G on k-yhtendinen, jos se pysyy yhtendisenéd, kun siitd poistetaan
mitké tahansa k — 1 karkea.

Lause 3.16. Kun k-yhtendisesti verkosta G poistetaan kirki v € V(G),
verkko G — v on (k — 1)-yhtendinen.

Todistus. Olkoon G k-yhtenéinen verkko. Tehdédén vastaoletus ja oletetaan,
ettd verkko G — v ei ole (k — 1)-yhtendinen. Nyt (G —v) < k — 1. Télléin on
olemassa kérjet vy, ..., v; siten, ettd [ < k — 1 ja verkko G —v — {vq,...,u}
on epayhtenainen.

Nyt G —v—{vy,...,u} =G —{vy,...,u,v41}, missi vy = v. Verkko
G —{v1,..., v, v} on epdyhtendinen, joten kK(G) <1+ 1 < k.

Tama on ristiriita sen oletuksen kanssa, ettd G olisi k-yhtenéinen, joten
verkko G' — v on (k — 1)-yhtenédinen. O

Lause 3.17. 3-yhtendisen tasoverkon, jossa ei ole silmukoita, kdrjen naapu-
rit ovat samassa kierroksessa.

Todistus. Todistuksessa lahteend on [1, s. 252]. Olkoon G 3-yhtenéinen taso-
verkko, jossa ei ole silmukoita ja olkoon v € V(G). Koska G on 3-yhtenéinen,
G — v on 2-yhtendinen. Nyt jokaista verkon G — v tahkoa rajaa kierros. Ol-
koon f se tahko, johon karki v kuului. Nyt kirjen v naapurit kuuluvat siihen
kierrokseen, joka rajaa tahkoa f verkossa G — v. Kéarjen naapurit ovat siis
aina samassa kierroksessa. O

Maaritelma 3.18 (S-komponentti). Olkoon G yhtendinen, mutta ei téy-
dellinen verkko, jolla on karkileikkaus S. Nyt G — S jakaa verkon G kom-
ponentteihin. Merkitddn syntyneiden komponenttien karkijoukkoja X;. Ali-
verkko H;, joka on kéarki-indusoitu joukon S U X; kérjistd, on verkon G S-
komponentti.

Maaritelma 3.19 (Merkattu S-komponentti). Jos verkko G on 2-yhtenéinen
ja silld on 2-kérkileikkaus S = {z,y}, voidaan jokaiseen S-komponenttiin li-
sata merkkisivu e = xy. Talléin naitd S-komponentteja, joihin on lisatty
merkkisivu, kutsutaan merkatuiksi S-komponenteiksi.
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Esimerkki 3.20. Kuvassa 3.11 verkolla G on 2-kérkileikkaus S = {z,y}.
Kun verkosta G poistetaan kirjet x ja y, verkko jakautuu kahteen kompo-
nenttiin. Merkitadn néiden komponenttien karkijoukkoja X; ja Xs5. Nyt jou-
kon X;US karjet indusoivat verkon GG ensimméisen S-komponentin ja kérjet
Xy U S verkon G toisen S-komponentin. Kun naihin verkkoihin lisatédan vie-
14 merkkisivu, joka yhdistdéd kérjet x ja y (kuvassa katkoviivoilla), saadaan
verkon G merkatut S-komponentit H; ja Hs.

H,

Y

Kuva 3.11: Verkon GG merkatut S-komponentit

Edella esitettyjen maéritelmien ja tulosten avulla voidaan nyt todistaa
seuraavat nelja lausetta. Néiden lauseiden avulla saadaan todistettua Lause
3.26 ja lopulta myts Wagnerin lause.

Lause 3.21. Olkoon G 2-yhtendinen verkko ja olkoon S = {x,y} verkon
G 2-karkiletkkaus. Tdlloin myos verkon G merkatut S-komponentit ovat 2-
yhtendisid.

Todistus. Todistuksen ldahteend on [I, s. 221]. Olkoon H verkon G merkat-
tu S-komponentti, jossa on karkijoukko S'U X. Nyt komponentin H karkien
méaaréd |V (H)| = |S|+|X]| > 3, koska |S| = 2 ja joukossa X on véhintaan yksi
karki. Nyt jos H on taydellinen, se on 2-yhtenéinen. Jos H ei ole taydellinen,
kaikki komponentin H kéirkileikkaukset ovat myos verkon G kéarkileikkauksia.
Tamé seuraa siitd, ettd verkko H on osa verkkoa G (lukuunottamatta lisét-
tyd merkkisivua zy), joten jos H jakautuu erillisiin komponentteihin, myos
valttamattd verkko G jakautuu. Koska G on 2-yhtendinen, tassa kérkileik-
kauksessa on vahintaan 2 kérkeé, joten myos H on silloin 2-yhtendinen. [

Lause 3.22. Olkoon verkko G verkko, jolla on 2-karkileikkaus {x,y}. Talloin
jokainen verkon G merkattu {z,y}-komponentti on isomorfinen verkon G
manorin kanssa.

Todistus. Todistuksen l&hteend on [!, s. 270]. Olkoon H verkon G {x,y}-
komponentti, jossa on merkkisivu e = xy. Olkoon z Py polku toisessa verkon
G {z,y}-komponentissa. Nyt HU P on verkon G aliverkko. Lisdksi HU P on
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isomorfinen verkon G + e alijaotuksen kanssa. Tamé seuraa siitd, etté sivua
e = xy voidaan jakaa niin monta kertaa, etté se on isomorfinen karkia x ja y
yhdistédvan polun P kanssa. Talloin G + e on isomorfinen verkon G minorin
kanssa. 0

Lause 3.23. Olkoon G verkko, jolla on 2-kdrkileikkaus S = {x,y}. Talloin
G on tasoverkko, jos ja wvain jos sen jokainen merkattu S-komponentti on
tasoverkko.

Todistus. Todistuksen l&hteend ovat [1, s. 270] seké [2, Proofs from Section
10.5.]. Oletetaan ensin, ettd verkko G on tasoverkko. Nyt Lauseen 3.22 mu-
kaan jokainen verkon G merkattu S-komponentti on isomorfinen verkon G
minorin kanssa. Téma minori on tasoverkko, koska G on tasoverkko, joten
myos verkon G merkatut S-komponentit ovat tasoverkkoja.

Todistetaan nyt lauseen toinen suunta. Oletetaan, ettd verkolla G on
k kappaletta merkattuja S-komponentteja H;, jotka ovat kaikki tasoverk-
koja. Olkoon e = xy néiden tasoverkkojen merkkisivu. Nyt kahdella S-
komponentilla on aina yhteisené vain kérjet x ja y seka néiden vélinen sivu e.
(Yhdisteessd nama yhteiset kérjet ja sivut ovat vain yhden kerran, eli verkos-
sa ei ole paallekkaisia sivuja.) Tama yhteinen osa on selvisti myos tasoverk-
ko, koska siin& on vain yksi sivu. Talloin, kun kaksi tasoverkkoa yhdistetaan
sivun e karkipisteistd, yhdisteeseen ei tule uusia risteavia sivuja. Nyt siis
verkon G merkatut S-komponentit voidaan yhdistéa niin, etta yhdiste pysyy
koko ajan tasoverkkona. Nain saadaan yhdiste Hy U Ho U ---U Hp = G + e,
joka on tasoverkko. Verkko GG + e on siis tasoverkko, joten myos GG on taso-
verkko. ]

Lause 3.24. Olkoon G 3-yhtendinen verkko, jolla on vihintddn viisi kdrked.
Talloin verkolla G on sivu e, jolle G/e on 3-yhtendinen.

Tatd todistusta varten todistetaan ensin tarvittava lemma. Seuraavissa
todistuksissa ldhteend ovat [1, s. 222] seka sitd taydentéva [2, Proofs from
Section 9.4.].

Lemma 3.25. Olkoon G 3-yhtendinen verkko, jolla on vdhintddn viisi kdr-
ked. Olkoon e = xy verkon G sivu niin, etti G/e ei ole 3-yhtendinen. Talloin
on olemassa kdrki z, jolle {x,y,z} on verkon G 3-kdrkileikkaus.

Todistus. Olkoon {z,w} verkon G/e 2-kérkileikkaus. Nyt ainakaan toinen
naistd kérjistd ei ole sivun e supistuessa syntynyt kérki. Olkoon se karki z.
Olkoon F' = G — 2. Verkko F' on 2-yhtendinen Lauseen 3.16 nojalla, koska
G on 3-yhtendinen ja siitd poistetaan yksi kiarki. Nyt F/e = (G — z)/e =
(G/e) — z, koska z ei ole sivun e paatepiste. Talla on leikkauskarki w, koska
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{z,w} on verkon G /e 2-kérkileikkaus. Nyt kérki w on sivun e supistumisesta
syntyva karki. Koska e = zy, (G/e) —w = G — {z, y}. Téstéd saadaan

G—A{z,y,2} = (G —{z,y}) =2 = (G/e —w) — 2= (G/e) — {z,w}.

Huomataan, ettd myos G—{x,y, z} on epayhtenainen, koska {z, w} on verkon
G/e kirkileikkaus, joten (G/e) — {z,w} on epéyhtendinen. Nyt siis {x,y, 2}
on verkon G 3-karkileikkaus. ]

Todistetaan nyt edellisen lemman avulla Lause 3.24.

Lauseen 3.2/ todistus. Olkoon G 3-yhtenéinen verkko, jolla on vihintdan 5
karked. Tehddan vastaoletus. Oletetaan, ettd ei ole olemassa sivua e, jol-
le G/e on 3-yhtendinen. Tall6in millddn sivulla e = zy verkko G/e ei ole
3-yhtenédinen. Nyt Lemman 3.25 mukaan on olemassa karki z siten, etté
{z,y, 2z} on verkon G 3-kérkileikkaus. Talloin verkolla G — {z,y, z} on vi-
hintaédn kaksi komponenttia. Valitaan sivu e ja kéarki z niin, ettd verkon
G — {z,y, 2z} komponentissa ' on mahdollisimman monta kérked. Tarkas-
tellaan verkkoa G — z. Tama verkko on 2-yhtenéinen, koska verkko G on 3-
yhtendinen. Verkolla G — z on 2-kérkileikkaus {x, y}. Nyt {x, y }-komponentti
H = G[V(F)U{z,y}] on 2-yhtendinen Lauseen 3.21 nojalla.

Olkoon seuraavaksi kérki v karjen z naapuri jossain vekon G — {z,y, 2z}
muussa komponentissa kuin F'. Sivu f = zu on verkon G sivu, joten G/ f ei
ole 3-yhtenainen vastaoletuksen nojalla. Télloinkin Lemman 3.25 nojalla on
olemassa kérki v, jolle {z,u,v} on verkon G 3-karkileikkaus.

Aiemmin maéritelty komponentti H on 2-yhtenéainen, jolloin H — v on
1-yhtenéinen. Nyt voi olla, ettd v ¢ V(H), jolloin H —v = H. Koska H — v
on yhtendinen, se kuuluu johonkin verkon G — {z,u,v} yhtendiseen kom-
ponenttiin. Talloin kuitenkin silla komponentilla olisi enemmén karkia kuin
komponentilla F', silld komponentilla H on kaksi kirkea enemmén, kuin kom-
ponentilla F'. Tama on ristiriidassa sen kanssa, ettd komponentissa I’ olisi
mahdollisimman monta kérkea. Oletus on siis vaarin, joten verkolla G' on
olemassa sivu e, jolle G/e on 3-yhtenéinen. O

Seuraavaksi esitetaan tulos, joka on merkittavassa osassa lopullisessa Wag-
nerin lauseen todistuksessa. Se on viimeinen lause, joka tarvitaan lopulliseen
todistukseen.

Lause 3.26. Jokaisella 3-yhtendiselld verkolla, joka ei ole tasoverkko, on
Kuratowskin minori.

Todistus. Léhteend todistuksessa ovat [l, s. 270] sekd sitd tdydentava [2,
Proofs from Section 10.5.].
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Olkoon G yksinkertainen 3-yhtendinen verkko, joka ei ole tasoverkko.
Kaikki verkot, joissa on vahemman kuin viisi kérkeéa ovat tasoverkkoja, joten
voidaan olettaa, etta karkien méarda n > 5. Kaytetdan induktiotodistusta.
Viite patee, kun n < 4, koska silloin verkko on aina tasoverkko. Tehdéain
induktio-oletus. Oletetaan, ettd véite patee, kun n < k. Osoitetaan nyt, ettéi
vaite patee, kunn =k + 1.

Olkoon G 3-yhtenéinen k+ 1 kirkinen verkko, joka ei ole tasoverkko. Nyt
Lauseen 3.24 mukaan jokainen 3-yhtendinen verkko, jolla on vahintaén viisi
kérked sisdltda sivun e, jolle G/e on 3-yhtendinen. Verkolla G on siis sivu
e = xy, jolle pétee, ettd H = /e on 3-yhtendinen. Jos H ei ole tasoverkko,
silla on Kuratowskin minori induktio-oletuksen nojalla. Nyt koska jokainen
verkon H minori on my6s verkon GG minori, myos verkolla G' on Kuratowskin
minori.

Oletetaan nyt, etté verkko H on tasoverkko. Olkoon H tasoesitys verkosta
H. Kun verkosta H supistetaan sivu e, yhdistyy sivun e paatepisteet yhdeksi
karjeksi. Olkoon tédma kérkin nyt z. Koska verkossa H ei ole silmukoita ja
se on 3-yhtendinen, Lauseen 3.17 nojalla kédrjen z naapurit ovat samassa
kierroksessa C. Kierros C' rajaa siis verkon H — z tahkoa f. Nyt verkko
G /e siséltaéd kierroksen C. Verkossa (/e on kirjet x ja y, jotka eivit ole
kierroksessa C. Olkoon B, ja B, verkon G/e kierroksen C' kirjet z ja y
sisaltavia siltoja. Kéarkien x ja y naapurit ovat kierroksessa C' ja kierros C
rajaa verkon H — z tahkoa f, joten tahkoon f kuuluu vain ne sivut, jotka
yhdistévat karjen x tai karjen y kierrokseen C'.

Oletetaan ensin, etta B, ja B, ovat toisiaan valttavia. Téassa tapauksessa
B, ja B, voidaan upottaa verkon H — = tahkoon f niin, ettd kirjet z ja y
kuuluvat samaan tahkoon saadun tasoverkon (H — 2) U B, U B, kanssa. Sivu
xy voidaan nyt piirtda tahin tahkoon, jolloin saadaan tasoesitys verkosta G.
Tamé on ristiriidassa sen kanssa, ettd G ei ole tasoverkko. Sillat B, ja B,
eivit siis ole toisiaan valttavia.

Kuva 3.12: Kierroksen C sillat B, katkoviivalla ja B, pisteviivalla

Talloin B, ja B, ovat pédllekkaisia, joten ne ovat Lauseen 2.20 mukaan
toisiaan vastaan vinot tai ekvivalentit 3-sillat. Kuvasta 3.12 huomataan, etta
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kun sillat ovat toisiaan vastaan vinot, verkolla G' on K3 3-minori ja kun sil-
lat ovat ekvivalentit 3-sillat, verkolla G on K5-minori. Nyt lause péatee, kun
verkossa GG on k + 1 kérked, joten induktion nojalla jokaisella 3-yhtenaisell&
verkolla, joka ei ole tasoverkko on Kuratowskin minori. ]

Nyt voidaan todistaa Wagnerin lause 3.13, jonka mukaan verkko on ta-
soverkko, jos ja vain jos silla ei ole Kuratowskin minoria.

Wagnerin lauseen 3.153 todistus. Lahteend on [1, s. 270] seké sita taydentéva
[2, Proofs from Section 10.5.].Todistetaan ensin lause vasemmalta oikealle,
mika on selvasti helpompi suunta.

Olkoon G yhtenainen verkko. Oletetaan, ettd G' on tasoverkko. Lauseen
3.9 mukaan tasoverkkojen minorit ovat myos tasoverkkoja, joten verkolla GG
ei voi olla Kuratowskin minoria.

Todistetaan nyt lauseen toinen suunta. Olkoon G edelleen yhtendinen
verkko. Oletetaan nyt, etté verkko G ei ole tasoverkko. Jos G on k-yhtenainen
ja k > 3, verkko G on 3-yhtendinen. Téll6in Lauseen 3.26 nojalla verkolla G
on Kuratowskin minori.

Jos G ei ole 3-yhteniinen, silld on 2-kérkileikkaus {z,y}. Nyt koska G ei
ole tasoverkko, silld on Lauseen 3.23 nojalla merkattu {z,y}-komponentti,
joka ei ole tasoverkko. Tamé {x,y}-komponentti on Lauseen 3.22 nojalla
isomorfinen verkon G minorin kanssa. Verkolla GG on siis 3-yhtendinen minori,
joka ei ole tasoverkko.

Lauseen 3.26 mukaan jokaisella 3-yhtenéisella verkolla, joka ei ole taso-
verkko, on Kuratowskin minori, joten nyt télla verkon G minorilla on Kura-
towskin minori. Tésta seuraa, ettd myos verkolla G on Kuratowskin minori.
Saadaan siis osoitettua, etta verkolla, joka ei ole tasoverkko on aina Kura-

towskin minori, eli jos verkolla ei ole Kuratowskin minoria, se on tasoverk-
ko. O

Wagnerin lause on saatu todistettua, joten yhtapitava Kuratowskin lause
3.4 on nain ollen myo6s todistettu. Esitetdaan lopuksi viela esimerkki néiden
lauseiden kaytosta.

Esimerkki 3.27. Tutkitaan Petersenin verkkoa ja osoitetaan, etta se ei ole
tasoverkko. Petersenin verkossa on 10 kirkea ja 15 sivua ja se esitetaén usein
Kuvan 3.13 mukaisesti. Petersenin verkolla on selvasti Ks-minori, joka saa-
daan supistamalla katkoviivalla merkityt sivut. Verkko ei siis ole tasoverkko
Wagnerin lauseen nojalla.

Tutkitaan vield kuvan avulla, onko verkolla aliverkkona Kuratowskin ali-
jaotusta. Koska verkossa K33 on kuusi sellaista kérkeé, jotka ovat astetta 3,
valitaan aliverkko niin, etté siind on kuusi kérkei astetta 3 ja loput kérjet
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astetta 2. Varitetaan aliverkon karjet kuten Kuvan 3.13 oikean puoleisessa
verkossa. Kaksi asteiset kérjet ovat mustia ja kolme asteiset kérjet on jaet-
tu punaisiin ja vihreisiin. Nyt verkko voidaan jérjestelld uudelleen Kuvan
3.14 mukaisesti, jolloin huomataan, etta se on verkon K33 alijaotus. Taméa
alijaotus on saatu lisaamalla verkkoon K33 nelja karked, jotka jokainen ja-
kavat yhden sivuista kahteen osaan. Petersonin verkolla on siis aliverkkona
verkon K33 alijaotus, joten se ei ole myoskdan Kuratowskin lauseen nojalla
tasoverkko.

Kuva 3.13: Petersenin verkko ja siita valittu aliverkko

Kuva 3.14: Havainnollistus verkon K3 3 alijaotuksesta Petersenin verkossa
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