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Téamén tutkielman tarkoituksena on perehtyé painotusotantaan ja sen varianssin
pienentédmiseen vakioivien muuttujien ja sekoitejakaumien avulla. Seké painotusotan-
ta ettd vakioivat muuttujat ovat Monte Carlo -menetelmié, ja téssd tutkielmassa
keskitytéddn niiden kayttdmiseen odotusarvon integraalin stokastisessa simuloinnissa.
Tutkielmassa tarkastellaan kirjallisuudessa esitettyéd painotusotannan parannusehdo-
tusta, joka mahdollisesti parantaa menetelmén tehokkuutta pienentamélla varianssia
ja samalla suojaa menetelméé epdonnistumiselta.

Painotusotanta perustuu todennékoéisyysmitan vaihtamiseen tehokkuuden paran-
tamiseksi. Sen estimaattoriin voidaan lisdtd vakioivat muuttujat, joilla varianssin pie-
nennys perustuu korrelaatioon alkuperdisen muuttujan ja vakioivan muuttujan valil-
l14. Vakioivien muuttujien kertoimet taytyy estimoida, silld varianssin pienentdmisen
kannalta optimaalisia kertoimia ei yleensé voida laskea. Tamén tutkielman péatulok-
sena onkin lause, jonka mukaan muutaman ehdon pétiessé optimaalisten kertoimien
korvaaminen pienimmén nelicsumman estimaattorilla on vaikutukseltaan asymptoot-
tisesti merkityksetontd. Sen yksityiskohtaisessa todistuksessa kédytetddn todennékoi-
syyslaskennan perustuloksia, stokastista kertaluokkaa, matriisilaskentaa seké analyy-
sin differentiaali- ja integraalilaskentaa.

Vakioivien muuttujien liséksi painotusotannan parannusehdotukseen liittyy se-
koitejakauman kéyttdminen estimaattorissa. Sekoitejakaumalla tarkoitetaan toden-
nikoisyysjakaumaa, jonka tiheysfunktio on painotettu summa tiheysfunktioista. Yh-
distamalld vakioivat muuttujat ja sekoitejakaumaa kédyttavé painotusotanta saadaan
estimaattori, jonka varianssi todistetaan ylha#lta rajoitetuksi. Liséksi osoitetaan, et-
td menetelmén varianssi ei ole suurempi kuin vastaavan painotusotannan varianssi
parhaimmillaan. Téten, koska estimaattori vélttdd painotusotannan mahdollisen &&-
rettomén varianssin eikd myoskéddn suurenna varianssia, voidaan todeta, ettd paran-
nusehdotusta kdyttiava menetelmé on turvallinen ja tehokas versio painotusotannasta.
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Johdanto

Eri tieteenaloilla eteen voi tulla ongelma, jonka matemaattinen ratkaiseminen on
hyvin tyoléstd tai mahdotonta. Erds esimerkki téllaisesta ongelmasta on todenné-
koisyyksien ja odotusarvojen yhteydessd ilmenevien integraalien laskeminen. Tekno-
logian ja etenkin tietokoneiden kehittyminen on mahdollistanut nédiden ongelmien
ratkaisemisen simuloinnilla, jossa ongelmaan saadaan likimééardinen ratkaisu. Erédstéa
simulointimenetelmien joukkoa kutsutaan Monte Carlo -menetelmiksi. Monte Carlo
-menetelmét ovat otantamenetelmié, joista saatujen estimaattoreiden arvo perustuu
useasti toistetun satunnaisen simulaation keskiarvon laskemiseen.

Yleisesti ottaen hyvé estimaattori lahestyy alkuperéistd arvoa ja on varianssiltaan
pieni, miké tarkoittaa sité, ettd kohtuullisella otoskoolla saadaan luotettava tulos. Va-
rianssin pienentdminen mielletddnkin menetelméan tehokkuuden parantamiseksi, ja se
on ollut térked motivaattori Monte Carlo -menetelmien tutkimiselle. Fishman [5] to-
teaa, ettd aikana, jolloin tietokoneet olivat laskentatehokkuudeltaan hitaita, oli tér-
kedd, etté luotettava tulos saadaan pienimmaélld mahdollisella otoskoolla. Nykypéaivé-
né tietokoneet ovat kehittyneempié, mutta kun simuloitavana on useampiulotteinen
tapaus, on térkedd, ettd otoskokoa voidaan pienentdd ja saadaan edelleen halutulla
luottamusviélilld oleva tulos [5].

Art Owen ja Yi Zhou esittelevit artikkelissaan Safe and effective importance
sampling [9] vuodelta 2000 kaksi keinoa parantaa painotusotannaksi kutsuttua Mon-
te Carlo -menetelméa. Tamé tutkielma seuraa vahvasti heidén artikkeliaan ja pe-
rehtyy syvillisesti toiseen néisté parannusehdotuksista. Painotusotannan yleinen ver-
sio esitelldédn tutkielman luvussa 2, mutta ennen sitéd luvussa 1 annetaan tarvittavat
taustatiedot. Lukijan esitietoina on, ettd hén tuntee stokastiikan ja lineaarialgebran
perustiedot, mutta tarkemmat taustatiedot ovat tarpeen luvun 3 todistuksiin.

Tarkasteltavaan Owenin ja Zhoun parannusehdotukseen liittyy vakioivat muut-
tujat -menetelma, ja luku 3 keskittyy siihen. Luvussa myos todistetaan yksityiskoh-
taisesti Owenin ja Zhoun painotusotantaan ja vakioiviin muuttujiin liittyvé lause [9,
Theorem 1]. Heidén lauseensa muotoillaan uudelleen lauseissa 3.13 ja 3.14, ja ne ovat
tdman tutkielman péadtulokset. Parannusehdotuksen kidytidnnon kannalta tarkeé tulos
on lause 4.8 [9, Theorem 2]. Se on luettavissa luvussa 4, jossa esitellddn myo6s muita
hyodyllisia ja varianssia pienentévid versioita painotusotannasta.

Painotusotannasta 16ytyy vdhéan suomenkielisté aineistoa, eiké kaikille englannin-
kielisille termeille ole vakiintunutta suomenkielistéd vastinetta. Téasta syysté késitteen
médrittelyn yhteydessé esitellddn myos niiden englanninkieliset nimet. Tutkielman to-
distukset, joihin ei ole mainittu lahdetté, on tehty yhteistyossé tutkielman ohjaajan
Matti Viholan kanssa.



LUKU 1

Taustatiedot ja merkinnit

Olkoon (2, F,P) todennékaisyysavaruus, missé €2 on epétyhja joukko, F o-algebra
joukossa 2 ja kuvaus P : F — [0, 1] todenndkéisyysmitta. Olkoon liséksi satunnais-
muuttujien avaruus X mitallinen osajoukko avaruudesta R? ja satunnaismuuttuja
X = X(w), X : Q@ — X jolla on jatkuva todennikoisyysjakauma tiheysfunktiolla
p, sekd funktio f : X — R mitallinen. Mikéli muuttujan f(X) odotusarvo on hyvin
médritelty, voidaan se kirjoittaa muodossa

men:Lﬂxw»mwwiéﬂ@wmw:Lﬂ@mmwmx

missd A on Lebesguen mitta. Téten nojaten Lebesgue-integroituvuuteen sanaparilla
“hyvin médéritelty” tarkoitetaan, ettd [, |f(z)| dA\(z) < oo. Selkeyden vuoksi merkin-
nan d\(x) sijasta kdytetddn Riemann-integraalin merkintdé dzx.

Jatkossa tiheysfunktiosta p puhutaan todennikéisyysjakaumana tai jakaumana,
koska kontekstista on selvéd, mité tarkoitetaan. Lisidksi merkintdd E,[-] kiytetdén
tarkoittamaan sitd, ettd odotusarvo lasketaan todennikoisyysjakauman p suhteen,
toisin sanoen odotusarvon sisélla oleva satunnaisluku noudattaa jakaumaa p. Tamén
tutkielman kiinnostuksen kohteena on odotusarvon E,[f(X)] ratkaiseminen Monte
Carlo -menetelmilld. Oletetaan siis jatkossa reaaliarvoinen ja mitallinen funktio f ja
tiheysfunktio p kiinteiksi ja kdytetddn odotusarvolle, jonka oletetaan jatkossa olevan
hyvin méaéritelty, merkintda

kzmwwnzéﬂmmwm. (1.1)

Maaritelladn perinteisen Monte Carlo -menetelmén estimaattori. Jatkossa sano-
malla X1,..., X, otos jakaumasta p tarkoitetaan riippumattomia ja samoin jakautu-
neita satunnaismuuttujia todennékoisyysjakaumasta p joukossa X.

MAARITELMA 1.1 (Monte Carlo). Olkoon X, ..., X, otos jakaumasta p ja funktio
f : X — R. Talloin odotusarvon I Monte Carlo -estimaattori on

o 1Ny
I =~ ;f(X,). (1.2)

Monte Carlo -menetelmé on siis otantamenetelmé, jolla saadaan likiméérdinen
ratkaisu ongelmaan. Menetelmé perustuu vahvaan suurten lukujen lakiin.

2



1. TAUSTATIEDOT JA MERKINNAT 3

LAUSE 1.2 (Vahva suurten lukujen laki). Olkoon Xy, Xs,... riippumattomia ja
samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joille E[|X,|] < oco. Tdlloin, kun n — oo,

1 n
— Z X; = E[X;q] melkein varmasti.
n &

Tobistus. Katso [14, Theorem 1.13 (ii) s. 62]. O

Maéritelméssa 1.1 satunnaismuuttujat X;, ¢ = 1,...,n ovat riippumattomia ja sa-
moin jakautuneita, joten sama patee myos satunnaismuuttujiin Y; = f(X;). Téten jos

E,[|f(X)]] < oo, niin vahvan suurten lukujen lain nojalla Monte Carlo estimaattorille
(n)

pitee I, — I melkein varmasti, kun n — oo. Todistetaan estimaattori I ) harhat-
tomaksi ja todetaan sen varianssi.
LAUSE 1.3. Olkoon satunnaismuuttujat Xy, ..., X, ja estimaattori I;") kuten mdd-
ritelmdssd 1.1. Tdlloin estimaattor: Ié”) on harhaton el
E 1] =1.
Lisdksi kun oletetaan, etti o7 = Var[f(X1)] < oo, niin
2
o
Var [IM] = £,
1) = &
Tobistus. Koska satunnaismuuttujat X, ..., X, ovat riippumattomia ja samoin
jakautuneita satunnaismuuttujia, myos satunnaismuuttujat f(Xi),..., f(X,) ovat.

Tillsin odotusarvolle E[IS"] pétee

IR RS
B =R D f<Xi>] = LB (X = ng FO] =1
Riippumattomuudesta seuraa myds, ettd Var [> | f(X;)] = >, Var[f(X;)]. Téten
Var [I{V] = Var | - ] — Z\/ar
%
= —Var [f(X0)] = . 0

Varianssista ndhdéén, ettd Monte Carlo -estimaattorin varianssi Var[] ] lahestyy
nollaa, kun néytteiden lukumééran n ldhestyy ddretonta ja ap < 0o. Mitéd pienempi
satunnaismuuttujan f(X) varianssi ag on, sitd vihemman néytteitd tarvitaan, jotta

varianssi Var[[z(,")] saadaan haluttua pienemmiksi. Owen ja Zhou [9] kdyttavit va-

rianssista o2 nimitystd asymptoottinen varianssi. Téssé tutkielmassa asymptoottinen

P
(n)

varianssi o2 mille tahansa estimaattorille I," miiritellifin seuraavasti:

MAARITELMA 1.4 (Asymptoottinen varianssi). Jos jono \/n (LE") —1 ) suppenee

jakaumaltaan normaalijakaumaan eli, kun n — oo,
N (Iin) —I) = N(0,02) jakaumaltaan,

(n)

on o2 estimaattorin I, asymptoottinen varianssi.



1.1. MATRIISIEN OMINAISUUKSIA 4
Ylla oleva méaritelmé perustuu keskeiseen raja-arvolauseeseen.

LAUSE 1.5 (Keskeinen raja-arvolause). Olkoon X1, Xs, ... ritppumattomia ja sa-
moin jakautuneita satunnaismuuttujia siten, etti 0 < o* = Var[X;] < oo. Tilldin,
kun p=E[X;] ja n — oo,

1 n
NG Z(XZ — ) = N(0,0%)  jakaumaltaan.
i=1

Tobistus. Katso [14, Corollary 1.2 s. 69] O

Téamén tutkielman matemaattisten paatuloksien eli lauseiden 3.13 ja 3.14 yksityis-
kohtaiseen todistamiseen tarvitaan madritelmié ja apulauseita liittyen matriiseihin ja
stokastiseen kertaluokkaan. Konkretian vuoksi jatkossa tulevat todistukset tehdain
ympéristossd, jossa satunnaismuuttujien avaruus X = R ja p on tiheysfunktio. Tu-
lokset yleistyvit myos tapauksiin, joissa mitallinen X C R? ja p on diskreetti jakau-
ma. Matemaattisten symboleiden osalta pienilld aakkosilla ja kreikkalaisilla kirjaimilla
merkita#dn yleensé joko vakioita, vektoreita tai kuvauksia, isoilla aakkosilla matriiseja,
estimaattoreita tai satunnaismuuttujia ja lihavoiduilla isoilla aakkosilla satunnaisvek-
toreita tai -matriiseja.

1.1. Matriisien ominaisuuksia

Mééritelldén matriiseille Frobenius-normi ||-||, josta kdytetddn myo6s nimityksia
Euklidinen normi, ls-normi, Schur-normi ja Hilbert-Schimidt -normi [§].

MAARITELMA 1.6. Frobenius-normi m X n -matriisille A on
m n 1/2
Al = (zz raz-jﬁ)
i=1 j=1

Kun Frobenius-normia kaytetdén vektorille b € R™, se samaistetaan m x 1 -
matriisiksi ja saadaan

m 1
16117 =D " bal* = [[b13-

i=1 j=1
Vektorien tapauksessa Frobenius-normi vastaa siis vektorien euklidista normia || - ||2.
Vastaava yhteys voidaan muodostaa myods m x n -matriisille A: Kootaan matriisin
A alkiot a;; sarakevektoreiksi a; = (aij,...,am;) € R™, jolloin A = [ay,...,a,].

Talloin
TANZ = llall3.
j=1

Frobenius-normi téyttd& normin ehdot: ||A||r > 0 ja ||A||lr = 0 jos ja vain jos
A =0, ||[cA||lr = |c|]|A||F kaikille vakioille ¢ € R seké kolmioepayhtélo ||A + B|lp <
|Allr + || B||r on voimassa. Todistetaan néistd jalkimmaisin, silld muut ehdot ovat
triviaaleja.
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APULAUSE 1.7. Frobenius-normi toteuttaa kolmioepdyhtdld eli matriiseille A xn
ja B,«n pdtee

A+ Bl < [[Allp+ Bl p-

TobisTus. Cauchy-Schwarzin epayhtilon nojalla

Em: Zn: |aijbij| < (i Zn: !%F) " (i En: |bij|2) " .

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Taten

1A+ Bl7 =D la; + by

i=1 j=1

<D (ag + b))
i=1 j=1

m

=3 g + 2a by + (b

i=1 j=1

- ZZ |ai;|” + 222 |aiibi| + ZZ b3

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

m n 1/2 m n 1/2
S!\A\!?Jr?(ZZI%\Q) (ZZ\%V) +BI%

i=1 j=1 i=1 j=1
= |All7 + 2 [|All | Bl + 1 BI7
= (1Al + I Blly)"-
Ottamalla neligjuuri molemmilta puolilta on kolmioepéayhtéld todistettu. 0

Frobenius-normilla on myos tédrked ominaisuus: se on submultiplikatiivinen.

APULAUSE 1.8. Frobenius-normi on submultiplikatisvinen eli matriiseille A,,x, ja
Bpyn pitee

IAB][z < [ Allp 1Bl 5 -
Tobistus. Katso [15, s. 23]. O

Perehdytéén seuraavaksi kddntyvéan matriisin ominaisuuksiin. Tavoite on osoittaa,
ettd kdantyvian matriisin ldheisyydesséd olevat matriisit ovat myos kdantyvia. Tamé
véite on muotoiltu lauseeseen 1.10, mutta sen todistamista varten todistetaan ensin
apulause 1.9. Seké apulause 1.9 etté lause 1.10 ovat perdisin Campbellilta ja Meyerilta
[4, Proposition 10.3.2 ja Theorem 10.3.1 s. 214-215], mutta eroavat normin suhteen.
Campbell ja Meyer todistavat véitteet normille || - ||, joka on my6s submultiplikatii-
vinen mutta jossa Frobenius-normista poiketen pétee ||, || = 1, kun 7, on m x m
-identiteettimatriisi. Apulauseen 1.9 ja lauseen 1.10 todistukset siis mukailevat heidén
todistuksiaan, mutta tulos osoitetaan patevan Frobenius-normille.
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APULAUSE 1.9. Olkoon I,,, m x m -identiteettimatriisi ja A m X m -matriisi siten,
etti ||A|lr < 1. Talloin matriisi (I, — A) on kddntyvd ja

1
(I =AY, <vVm—14—n7—n.
“ Ir T AT
TopisTus. Oletuksesta ||Al|r < 1 seuraa, ettd matriisit A" — 0 Frobenius-
normin suhteen, kun n — oo, ja

0o 00
D AR <Y NAlE < oo,
n=1 n=1

missé on hyodynnetty submultiplikatiivisuutta. Téten sarja > >, A" suppence al-
kioittain itseisesti ja rajamatriisi B = ) - A" on olemassa seké hyvin mééritelty.

Olkoon S, = Y2F_, A" Téllgin (I, — A)Sy — (I, — A)B, kun k — oo. Matrii-
sille (I,,, — A)Sy pétee myos (I, — A)Sy = I, — A1 — [, kun k — oco. Téten
rajamatriisille B = limy_,o, Sy, téytyy pited B = (I, — A)~! eli matriisi (I,,, — A)
on kaantyvé. Lisdksi, koska sarja on suppeneva, normin voi kolmioepéyhtédlon nojalla
viedd summan sisélle, ja hydédyntamalla submultiplikaattisuutta saadaan

1Bl =|>_ A"
n=0 F
A" F
n=0
< | Znllr + ) IAIE
n=1
T—[Alr

LAUSE 1.10. Olkoon A ja B mxm -matriiseja ja matriisi A kddntyvd. Jos ||B||r <
1/ |A7Y|  niin matriisi (A+ B) on kddntyvd. Lisdksi

112
il < YEIA T 1B
=TT 1Bl

|A™" = (A+ B)

TobisTus. Koska matriisi A on oletuksen nojalla kdéntyva, matriisi (A + B) =
A(I + A™'B) on kidntyvé, jos matriisi (I + A™'B) = (I — (—A™'B)) on kéintyvé.
Oletusta ||B||r < 1/||A7!||r hyddyntéen saadaan

o =
ENA=LY 5

I = A7'Bllr = [|IA7'Bllr < [|[A7Y| 5 1BllF < ||A

Apulauseen 1.9 nojalla matriisi (I + A~'B) on siis kidfintyvi ja tiiten my6s matriisi
(A + B) on kddntyva.
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Todistetaan seuraavaksi lauseen epayhtélo. Havaitaan, ettéa
A= (A+B) '=[AA+B)-I](A+B)"!
=[I+A"'B-I](A+B)"!
=A"'B(A+B)!
= AT'B (Al + A7'B])
= AT'B(I+A'B) AL,
Téaten
A = A+ B) Y, = [aB I+ a7 B a7

F

< A 0Bl || (7 4+ a7B)

F
< A2 1Bl (ﬁ — 1+ m)
) 1
<[ A7 1Bl <ﬁ— =T HBHF>

e (D0 A L)+
e P
—1+1
< |A7Y|5 118 vm
< 147 121 (=i, o

—1112
_ V/m AT 1Bl
L= [lA=H[p B r

missi on hyddynnetty apulauseen 1.9 epéyht#léd, submultiplikaattisuutta [|A™1B||p <
A=Y || Bllr seké epéyhtélod || A~ 5 [|B]lr < 1. O

Lause 1.10 osoittaa, ettd kun matriisi A on kddntyva ja matriisi B on norminsa
suhteen riittdvén pieni, niin matriisi C = A + B on k#édntyvé. Toisin sanoen, jos
matriisi A on kdantyvi ja matriisi C' riittavén ldhelld matriisia A eli matriisin B =
A — C normi ||Bl|r on tarpeeksi pieni, niin matriisi C' on kééntyva. Kadntyvien
matriisien joukko {A € R™ ™ : A kddntyvd } on siis avoin. Lisdksi lauseesta seuraa
kadnteiskuvauksen jatkuvuus Frobenius-normin suhteen.

SEURAUS 1.11. Kddnteiskuvaus A — A~ on jatkuva kéddntyvien mxm -matriisien
joukossa.

Lauseella 1.10 on myo6s merkittdvéa osa seuraavan apulauseen todistuksessa. Sen
vaittdméat on muotoiltu niin, etta sitd voidaan kdyttda tulevan apulauseen 1.23 todis-
tuksessa.

APULAUSE 1.12. Olkoon matriisi A, € R™*™ kdantyvd. Tdlloin on olemassa va-
kiot s = s(As) > 0 ja ¢ = c¢(As) < 00 siten, ettd matriisit A € R™ ™ joille pdtee
[|A — ALllr < s, ovat kddntyvid ja kaikille vektoreille b, b, € R™ pdtee

[A7 = A7 | o < el A= Addlp Ibllr + 1AL e 116 = bl
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TobpisTus. Todistetaan ensin vakion s olemassaolo ja matriisin A kdantyvyys.
Koska matriisi A, on kadntyvé, voidaan valita s = . Olkoon matriisi

L— < =
214 e AR
A siten, ettd ||A — A.||r < s, ja merkitddin B = A — A,. Talloin lauseen 1.10 nojalla
matriisi A = A, + (A — A,) = A, + B on kidntyvi ja, koska ||B||r = ||A — Al|r <
1/1|A; Y| F, niin

Vi AT [ 1A = Adlr

A7t — AT < * .
H HF 1— HA*IHF HA . A*HF

Koska valittiin s = o pétee talloin

1
2]|A |
VI A EIA = Adle _ VmllAZ G A = Adle e
AT A A S 1ot 2P lIAT A A

e a7
F 2| A7 Ir

[
Valitsemalla téiten ¢ = 2/m ||A;1||§ < 0o saadaan
AT = A7Y|, < cllA— ALl

Arvioidaan seuraavaksi viitteessd olevaa erotusta kdyttamélla Frobenius-normin
kolmioepéayhtaloéd ja submultiplikatiivisuutta seké ylla olevaa tulosta.

|47t — AT, |, = (At — A7 — AV (b —b,)||,
<A™ = ATl + AT B = b
< [l A™ = ATH| g ol + (| AT 2 10— bl
< cllA= Al bl + [ A 5 16 = bl - m

Ka&nteismatriisi on mééritelty kaikille epésingulaarisille neliomatriiseille. Kuiten-
kin tutkielman paatuloksessa lauseessa 3.13 ja sen todistamiseen tarvittavassa apu-
lauseessa 1.23 ei haluta rajoittua pelkistién epéasingulaarisiin neliomatriiseihin. Ma&-
ritelldén titd varten matriisille A yleistetty kidnteismatriisi AT,

MAARITELMA 1.13 (Moore-Penrose kéénteismatriisi). Olkoon A m x n-matriisi.
Sen Moore-Penrose kidnteismatriisi on n x m-matriisi A", jolle pétee ehdot

AATA=A (1.3)
ATAAT = At (1.4)
(AAT)T = AAT (1.5)
(ATA)T = ATA. (1.6)

Yleistettyja kiddnteismatriiseja on erilaisia, mutta tdmén tutkielman kannalta Moo-
ren vuonna 1935 ja Penrosen vuonna 1955 [4] kehittdmé versio on riittédva. Moore-
Penrose kédanteismatriisin tdrkeimpid ominaisuuksia on sen yksikésitteisyys ja yhte-
nevyys kdanteismatriisiin silloin, kun matriisi A on kadntyva.

LAUSE 1.14. Jokaiselle m x n-matriisille A on olemassa yksi ja vain yksi n x m-
matriisi AT, joka tiyttad ehdot (1.3)-(1.6).

Tobistus. Katso [13, Theorem 5.1 s. 202]. O

LAUSE 1.15. Olkoon A m x m-matriisi. Jos A on kddntyvd, niin AT = A7
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ToDpIsTUS. Kéénteismatriisi A~ toteuttaa ehdot (1.3)-(1.6) ja Moore-Penrose
kadnteismatriisi on yksikésitteinen matriisille A. O

1.2. Stokastinen kertaluokka ja rajoittuneisuus

Owenin ja Zhoun lauseessa [9, Theorem 1], joka vastaa tdmén tutkielman lausei-
ta 3.13 ja 3.14, kiytetddn stokastista kertaluokkaa (engl. stochastic order) ilmaise-
maan satunnaismuuttujista muodostetun estimaattorin tarkkuutta. Magritelladn sto-
kastinen kertaluokka ja rajoittuneisuus satunnaismuuttujalle X seké satunnaisvek-
toreille ja -matriiseille X. Kéytetaan jatkossa merkintda Ry = {zr € R : x > 0}
ei-negatiivisten reaalilukujen joukolle.

MAARITELMA 1.16 (Stokastinen kertaluokka). Olkoon jono (an),>1 C R;. Sa-
tunnaismuuttujien jono (X,,),>1 on stokastista kertaluokkaa O,(a,), mitd merkitdén
X, = Op(ay), jos kaikille € > 0 on olemassa s, € [0,00) ja n. € N siten, ettd kaikille
n > n. patee

P(|X,| > anse) < e.
Satunnaismuuttujien joukko {X,} on stokastisesti rajoitettu, jos X,, = O,(1).

MAARITELMA 1.17 (Stokastinen kertaluokka vektoreille ja matriiseille). Olkoon
(X 1)n>1 satunnaisten vektorien tai matriisien jono ja vakioiden jono (a,)n,>1 C Ry.
Jonolle (X ,,),>1 merkitddn X,, = O,(a,), jos || X .|z = Oplay).

Stokastisen kertaluokan avulla stokastisista muuttujista muodostetun jonon asymp-
totiikkaa voidaan luokitella ja vertailla muihin jonoihin. Jono (a,),>1 viittaa satun-
naismuuttujien suppenemis- tai kasvunopeuden kertaluokkaan, ja sen alkiot a, nou-
dattavat yleensé jotain néytteiden lukumé&érédn n funktiota g(n). Esimerkiksi a,, =
n a, =n"Y2 a, =n jaa, = nlog(n) ovat tirkeiti vertailujonoja [3, s. 459].

Todistetaan stokastinen kertaluokka satunnaismuuttujien keskiarvolle.

APULAUSE 1.18. Olkoon Xi, ..., X, rippumattomia ja samoin jakautuneita sa-
tunnaismuuttugia, joille E[X1] =0 ja 0 < Var[X;] < co. Talldin

1 1
— X, =0, —=]).
n Zl g (\/ﬁ)
Tobistus. Koska satunnaismuuttujat Xy, ..., X, ovat riippumattomia ja samoin

Jakautunelta saadaan o2 = Var [ 3" X;] = LVar[X;]. Oletuksen nojalla 0 <

02 < oo kaikilla n € N. Olkoon € > 0. Tilléin 16ytyy reaaliluku s > 0, jolle siz < €.

Kayttamalla Chebyshevin epayhtélod [5, Theorem 2.1 s. 21], saadaan
Var [Xl

kun n > 0. Koska luku sy/Var [X;] > 0 vastaa médritelmén 1.16 vakiota s, viite
pétee. 0

52

1
>san>§—<e

Lauseiden 3.13 ja 3.14 todistuksia varten perehdytéan tarkemmin stokastisen ker-
taluokan hyodyllisiin ominaisuuksiin ja todistetaan ne.
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APULAUSE 1.19. Olkoon a,, b, > 0 kaikilla n ja reaaliarvoinen vakio ¢ > 0. Jos
satunnaismuuttujille X,, = Op(ay) ja Y, = O,(b,), niin
(1) cX,, = Op(ca,) = Op(ay),
(2) X+ Y, = Op(a, +by,) ja
(3) XY, = Op(anby,).
Tobistus. Todistetaan viitteen (1) ensimméinen yhtasuuruus cX,, = Op(cay).
Olkoon € > 0. Koska X,, = O,(a,), on olemassa sX > 0 ja nX € N siten, etti

P (|X,| > ans)) <€
kaikille n > nX. Valitaan s; = s*. Téllsin
P (|cX,| > cansi) =P (c|X,| > cansi) =P (| Xo| > ans)) <€
kaikille n > nX, joten c¢X,, = O,(ca,). Jos taas valitaan s, = cs*, havaitaan, etti
IP’(\an\ > ansz) = ]P’(C\Xn| > ancsf) <€

kaikille n > nX. Osoitettiin siis, ettd cX,, = O,(a,). Koska muuttuja cX on stokasti-
selta kertaluokaltaan sekd O,(cay,) ettd O,(a,), todetaan, ettei vakiolla ¢ kertominen
vaikuta kertaluokkaan. Tdten myos véitteen toinen yhtésuuruus Op(ca,) = Op(ay)
patee.

Todistetaan seuraavaksi viite (2). Olkoon € > 0. Talloin on olemassa 352 > 0 ja

”552 seki sz//Q >0 ja n6Y/2 siten, etti

P(1Xa| > ansy) < g kaikille n > n,  ja
. c N . (1.7)
P(|Y,| > bnseﬂ) <3 kaikille n > n¢,.
Merkitdin s3 = 2 max{sgjz, 32//2} jane = max{nf/é, nz;z} Koska a,, ja b, ovat positii-
visia, patee {|X,| > (a, +b,) %} C {|Xn| > ans§2}. Téten
P(1 X0+ Yol > (a0 +b)ss) <P (1Xal > (a0 +52)F) +P (Y] > (a0 + b))
< P(|Xn| > ansly) +P([Yal > bnsl)y)
<EL €
— — =€
2 2 ’
kun n > n,, ja viite (2) on todistettu.

Todistetaan vield viimeinen viite (3). Olkoon edelleen ¢ > 0. T&llin on olemassa
5‘52 >0 ja n§2 seké 322 >0 ja nz/z kuten kohdassa (1.7). Merkitdan s4 = S§28§2 ja
Ne = max{ng;w ”2//2} Téten

P(I X0 Yol > anbnss) =P (|Xal|[Val > anbnsa, | Xn] < ansly)
+P (]XnYn| > apbpSa, | Xn| > ans§2)

<P (an3§2|Yn| > anbn84) +P (|Xn\ > ansi§2)
<P (Y, > bnsfﬂ) +P (| X,| > ans§2)

€ €
__|__

<
2 2

:67
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kun n > n,, silla
{|Xa||Yo] > anbpss} N{]X,] < ans§2} C {ans§2lYn\ > a,bpS4}. d
APULAUSE 1.20. Olkoon a, > 0 kaikilla n ja (X,)n>1 ja (Yn)n>1 satunnaismuut-
tujien jonoja. Tdlloin
(1) Jos Y, = O,(a,) ja | X,| < |Y,| kaikilla n, niin X,, = Op(ay).
(2) Jos X, = Op(ay) ja Y, = Oy(ay), niin max {|X,|, |Y,|} = O,(a,).

TODISTUS Todistetaan ensin véite (1). Olkoon € > 0. Koska Y,, = O,(a,), on
olemassa s > 0 jan! € N siten, etti

P(|Y,| > ans!) <e
kaikille n > nY. Lisiiksi, koska |X,| < |Y,| kaikilla n, niin kaikille vakiolle ¢ € R,

patee
(1] > ¢} S {Yal > ¢}

Valitaan s¥ = s¥ ja nX = nY. Téllsin kaikille n > nX piitee

P(|Xn| > ans)) = P(|X0] > ans)) <P (|Ya] > ans)) <,

ja viite on todistettu.
Todistetaan seuraavaksi viite (2). Havaitaan, etté kaikille n pétee

max {| X, |Ya[} = [max {|X], [Val } | < [[Xa| + [Val| = | Xa] + [Yal. (1.8)
Apulauseen 1.19 kohtien (2) ja (1) nojalla
[ Xal + [Ya] = Op(2a5) = Op(an).

Taten epayhtilon (1.8) ja ensimméisend todistetun viitteen (1) perusteella viite
max {|X,,|, |Y,|} = Op(a,) on todistettu. O

Ylla olevaa apulausetta 1.20 tarvitaan etenkin seuraavan apulauseen todistukses-
sa, joka liittyy stokastisen kertaluokan méiritelmiin 1.16 ja 1.17. Satunnaisvektoreille
ja -matriiseille stokastinen kertaluokka mééritelladn Frobenius-normin kautta, mut-
ta koska niiden alkiot ovat satunnaismuuttujia, voidaan néiden kahden mééiritelmén
vélille osoittaa yhteys.

APULAUSE 1.21. Satunnaismatriisin stokastinen kertaluokka on sama kuin sen
alkioiden. Toisin sanoen m X | -satunnaismatriisien jonolle (A),>1 pdtee

A, = 0,(a,) & [A,)i; = Oplay) katkillei € {1,...,m} jaj e {1,...,1},

missd [Ayli; tarkoittaa matriisin A, alkiota kohdassa i, j ja (an)n>1 C Ry on vakioi-
den jono.

TobpisTus. Todistetaan ensin vasemmalta oikealle (=-). Oletetaan, ettd A, =
O,(a,). Toisin sanoen mééritelmén 1.17 mukaan || A, ||r = O,(a,). Koska Frobenius-
normille pétee
mf;x ‘[A”]ij >

)
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kaikilla n, niin apulauseen 1.20 kohdan (1) nojalla

= Op(@n)'

ij

max ’ [Ay]

17]

Vastaavasti koska |[A,];; | < max;;[[A,];| kaikilla n sekd ¢ € {1,...,m} ja j €
{1,...,1}, niin edelleen apulauseen 1.20 kohdan (1) nojalla kaikille i ja j pétee

[An]ij = Op(an).

Todistetaan seuraavaksi viite oikealta vasemmalle (<). Oletetaan téten, etté kai-
kille 7 ja j pétee [A,],; = Op(a,). Kdyttamalla apulauseen 1.20 kohtaa (2) rekursiivi-
sesti saadaan

ij

= Op(ay).
Koska Frobenius-normille pétee

)

| Aullr < Viml max|[4,]
7‘7.]

ij
saadaan kayttaméalld apulauseen 1.19 kohtaa (1) ja apulauseen 1.20 kohtaa (1)

[ Anllr = Oplan),
mikid médritelmén 1.17 nojalla tarkoittaa A, = O,(ay,). O

Apulauseen 1.21 mukaan satunnaismatriisin jokaisen alkion tai osamatriisin on
siis supettava vahintddn samaa kertaluokkaa kuin matriisin. Lisédksi lauseesta saa-
daan, etté stokastisen kertaluokan ominaisuudet, jotka pétevit satunnaismuuttujille,
patevit myos satunnaismatriiseille. Koska vektori on m x 1 -matriisi, ylla oleva tulos
pétee myos satunnaisvektoreille.

Tarvittavat apulauseet lauseiden 3.13 ja 3.14 todistukseen on ldhes kaikki muotoil-
tu ja todistettu. Lauseen 3.13 todistus tarvitsee vielda téarkedn apulauseen 1.23, jota
varten todistetaan seuraava tulos.

APULAUSE 1.22. Olkoon (B,,)n>1 avaruuden R™ satunnaisvektorien jono ja b €
R™ vektori siten, ettd B, —b = O,(n~Y?). Télloin (B,),>1 on stokastisesti rajoitettu
eli

B, = O,(1).
TopIsTUS. Miiritelmén 1.17 nojalla B,, — b = O,(n"'/2) tarkoittaa samaa kuin
|B,, — b||r = O,(n~'/?). Frobenius-normille pitee
|Bnllr < |1Bn = bl[r =+ [|0]] F, (1.9)
joten kiinnostuksen kohteena on selvittdd vakion ||b]|r stokastinen rajoittuneisuus.

Koska vektorijono (b),>1 on triviaali satunnaisvektorien jono, valitsemalla s = ||b|| ¢
saadaan kaikille € > 0 patemé&in

P(l[ollr > s) =P ([[bll 2 > [Iblr) = 0 <¢,

kun n > 0. Téten ||b||r = O,(1) ja apulauseen 1.19 kohdan (2) mukaan || B,, — b||r +
6] = O, (n"'/2 4+ 1). Néin epéyhtilon (1.9) ja apulauseen 1.20 kohdan (1) nojalla
1Bnllr = Op (n7'2 +1).
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Vakiolle € > 0 on siis olemassa sZ > 0 ja n? siten, ettd
P (|| B.|F > (n~Y% 4 1)s?) <e
kaikille n > n®. Koska 2 > n~%/2 4 1 kaikilla n, pitee
P (|Byllr > 25P) <P (|Ballr > (0% +1)sP) <,

kaikille n > nZ. Titen ||B,|r = O,(2) = O, (1), missi viimeinen yhtdsuuruus
saadaan apulauseen 1.19 kohdasta (1). O

APULAUSE 1.23. Olkoon (A,)n>1 m X m -satunnaismatriisien ja (Bp)y>1 m-
ulotteisten satunnaisvektoreiden jonoja, jotka suppenevat kohti kdadntyvdd matriisia
A, € R™™ ja rajavektoria b, € R™ siten, etti A, — A, = O,(n"Y?) ja B,, — b, =
0, (n=?). Tdllgin

AB, — A7'b, = 0,(n7'?)

TobisTus. Lauseen 1.14 mukaan on olemassa yksikésitteinen Moore-Penrose kéén-
teismatriisijono (A}),>; ja matriisi A}. Matriisin A, kiifintyvyydesti seuraa lauseen
1.15 nojalla, ettd Af = A;'. Lisiiksi apulauseen 1.12 nojalla on olemassa s* = s*(A,)
siten, ettd matriisit A, joille pitee ||[A — A,||r < s*, ovat kddntyvid. Téten satun-
naismatriiseille A,,, joille pitee || A, — A.||r < s*, pitee myos AT = A" eli ne ovat
kddntyvid. Kaikille vakiosta n riippuvaisille ¢,, € (0, 00) voidaan siis suorittaa jako

P(|| Ay B, — A billp > tn)
= P(|A; B, — AZ'b|r > t, A — Aullr < 57) (1.10)
+P(| Ay By = A bulp >t | An — Allp > 57)

Tutkitaan ensin jalkimméistéa termiéd, joka kattaa mahdollisesti singulaariset mat-
riisit A,,. Olkoon ¢ > 0. Koska jono (A, — A,),>1 on stokastisesti rajoitettu jonolla
(n1/%),>1, niin on olemassa nf/z, sf/Q siten, ettd

P (|| A, — Aul|p > shyn™?) < %

kaikille n > né%. Téaten valitsemalla ﬁ;% > nf/Q siten, ettd kaikilla n > ﬁf/z pétee

1/2

s > sf/Qn_ , niin kaikille £,

P (| Af B, — A;'b.|lp > to, || A, — Au|lr > 57) (1.11)

* _ €
<P(|A, - Adlr > s") P (| Ay — Allp > s2on ™) < -

Y

kun n > ﬁ?yz.

Yhtélon (1.10) ensimmaéisessé termissé kaikki satunnaismatriisit A,, ovat kddnty-
vid. Matriiseille A, joille ||A, — A.||r < s*, voidaan kdyttda apulausetta 1.12: on
olemassa ¢ = ¢(A,) < oo siten, etté kaikille n pétee

1A, By — ATl p < cl|An = Adlp 1Bullr + 1A | [1Br = bl - (1.12)

Koska oletetaan, ettd B,, — b, = Op(n_l/ 2), niin apulauseesta 1.22 saadaan, etti
B,, = 0,(1). Vastaavasti vakiojonolle (A;1),>; pitee A;! = O,(1), kuten osoitettiin
apulauseen 1.22 todistuksessa. Lisiksi oletuksen mukaan A, — A, = O,(n~/2). Titen
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apulauseen 1.19 kohtien (1)-(3) perusteella ¢ [|A,, — Al | Bollr+| A |7 | Bn — bl =
O,(n=1/2%).
Kun € > 0, on siis olemassa ”?/2 ja 53/2 siten, etta
~ . €
P (cllAn = Adlp 1Bullr + A w1 Ba = bullp > s8on™7%) < 5
kaikille n > n,. Taten hydyntien epayhtaloé (1.12) kaikille ¢, > sg/zn’l/ 2 saadaan,
ettd yhtdlon (1.10) ensimmaéiselle termille pétee

< P(c]|An — Adlp [ Balle + A7 # 1B = bollp > ta, [ An — Al < 57)

<P(c||An = Al |1 Balle + 1A 7 1By = bull g > ) (1.13)
_ o« €
<P(c[|An = Al p [Bullr + 1A 7 1Br = ball p > s8on™ %) < 3

kaikille n > n?/z.

Valitaan n, = max{ﬁf/2,n§‘/2} ja se = maX{seA/z, $¢/}. Koska yhtdlo (1.10) pétee
kaikille vakiosta n riippuvaisille ¢,, niin se pitee myds, kun valitaan t, = s.n~ /2.
T&llsin koska ¢, > s‘g‘/Qn_l/2 ja ne valittu siten, ettd s* > s4,n~1/2 kaikille n > n.,
voidaan kéyttdd epayhtaloitd (1.11) ja (1.13) yhtéloon (1.10). Téten on osoitettu, etté
kaikille € > 0 on olemassa n, ja 0 < s, < oo siten, ettéd pétee

€ €
]P)(HA:BTL - A*_lb*HF > Sen_l/z) < 5 + 5 =6
kun n > n.. Stokastisen rajoittuneisuuden méaritelméan 1.17 perusteella on siis todis-

tettu vaite
ATB, — A ', = O,(n/?). O



LUKU 2

Painotusotanta ja sen varianssi

A general Monte Carlo tenet is: mever sample from a distribution
merely because it arises in the physical context of a problem, for we
may be able to use a better distribution in the computations and still
get the right answer. [6, s. 42]

Y14 oleva Hammersleyn ja Handscombin toteamus Monte Carlo -menetelmien toi-
mintaperiaatteesta sopii hyvin painotusotantaan (engl. importance sampling). Mui-
den Monte Carlo -menetelmien tavoin, painotusotanta on suunniteltu estimoimaan in-
tegraalia tai tarkemmin todettuna satunnaismuuttujaan liittyvaa odotusarvoa. Kun
X on jatkuva satunnaismuuttuja tunnetulla todennékoisyysjakaumalla p joukossa X,
kiinnostuksen kohteena on odotusarvon integraali

=B, [f(X)] = / f(@)p(x) de,

missd f : X — R on mitallinen funktio, jolle yll& oleva odotusarvo on dérellinen.
Perinteisessé Monte Carlo -menetelméssé kéytetddn estimaattoria II()") (1.2), mut-
ta se ei ole aina sovellettavissa tai se ei ole paras mahdollinen. Ongelmana voi olla, etté
jakaumasta p on kédytdnnossd mahdotonta tai hankala poimia otosta, jolloin Monte
Carlo -estimaattia ei voida laskea. Toinen mahdollinen ongelma juontuu funktion f
kayttaytymisesta siten, ettd Monte Carlo -estimaattorin varianssi on hyvin suuri. Me-
netelmé on tilloin tehoton, sillda luotettavan estimaatin saamiseksi tarvittaisiin hyvin
suuri méaréd naytteitd. Painotusotanta tarjoaa ratkaisun nédihin molempiin tapauksiin.

2.1. Painotusotanta

Painotusotannan idea pohjautuu havaintoon

I= /Xf(:r)p(:n)d:r = /}g%q(z)dz =E, {%} , (2.1)

missi joukon X todennékoisyysjakaumalle ¢ oletetaan pétevin ¢(z) > 0, kun funk-
tio f(z)p(z) # 0. Y4 ja jatkossa médritellddn § = 0, kun @ = 0 = b. Odotusarvoa
laskettaessa voidaan siis vaihtaa todennékoisyysmittaa, kunhan tehdaén tarvittavat
korjaukset integroitavaan. Simuloinnissa tdmaé tarkoittaa sité, ettd todennékoisyysja-
kauman p sijasta otos voidaan poimia todennédkoisyysjakaumasta ¢. Se, ettéd otos poi-
mitaan eri jakaumasta, korjataan painottamalla integroitavaa funktiota f(x) painolla

p(z)/q(x). Néin saadaan painotusotannan estimaattori.

15
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MAARITELMA 2.1 (Painotusotanta). Oletetaan joukon X todennékoisyysjakau-
malle ¢, etté kaikille x € X pétee ¢(x) > 0, kun f(x)p(z) # 0. Olkoon Xj,..., X,
otos jakaumasta ¢. Téalloin odotusarvon I painotusotannan estimaattori on

ny 1 - f(Xi)p(Xi)
ngﬁgg—aiy—. (2.2)

Todennikoisyysjakaumaa g kutsutaan téssi tutkielmassa ehdotusjakaumaksi (engl.
proposal distibution [17]). Muita nimityksid on painotusjakauma (engl. importance di-
stribution [10]) tai otantajakauma (engl. sampling distribution [9]). Jakaumasta p pu-
hutaan puolestaan kohdejakaumana (engl. nominal distribution [9, 10]) ja suhdetta
% kutsutaan otantapainoksi tai painoksi (engl. importance weight [17], likehood ratio
[10]).

Painokertoimen takia tama tutkielma kayttda menetelmélle nimitysta painotuso-
tanta. Toinen suomenkielen kddnnos tirkeysotanta [1] tuo esille englanninkielisen ni-
men importance sampling alkuperin. Bartonin, Nakayaman ja Schrubenin [2] mukaan
englanninkielinen nimitys on peréisin menetelmén varhaisesta kéayttotarkoituksesta:
menetelmésséd yritetddn poimia otos satunnaismuuttujien avaruudesta X siten, et-
td nédytteiden lukumaéérd kustakin avaruuden alueesta on suhteessa alueen "tarkey-
den” (engl. importance) ja sieltd poimimisen todennékoisyyden tuloon.

Barton ym. [2] ajoittavat painotusotantamenetelmén syntymisen haluun parantaa
simuloinnin tilastollista tehokkuutta 1940- ja 1950-lukujen vaihteessa. Télloin tehok-
kuuden parantamista motivoi kolmen tahon yhdistyminen: (1) halu ymmaértaa atomin
fuusio- ja fissioreaktioita Monte Carlo -menetelmén avulla, (2) numeeristen tietoko-
neiden kehittyminen ja (3) silloiset edistysaskeleet soveltavassa todennékoisyyslasken-
nassa ja tilastotieteessd kuten harvinaisen tapahtuman todennékoisyyden estimointi
(engl. rare-event-probability estimation), jonomallit (engl. queueing models) ja Monte
Carlo -menetelmét. Myos yhdysvaltalaisen RAND-organisaation tutkimussopimukset
Yhdysvaltojen ilmavoimien kanssa tuki menetelmien tilastollisen tehokkuuden var-
haista kehittamistd. Esimerkiksi juuri painotusotannan konsepti esitelldin vuoden
1945 RAND raportissaan. [2]

Painotusotannan alkuperdd ei pystytd tarkasti madrittelemadn. Barton ym. [2]
lainaa G. Goertzelin vuoden 1949 julkaisua, jossa kerrotaan painotusotannan tutki-
mustyon olevan loogista jatkumoa H. Kahn ja T. E. Harrisin RAND raporteista seké
keskusteluista G. Goertzelin ja H. Kahn valilld. Alussa painotusotannan tutkiminen
keskittyi etupadssa todenndakoisyysmittojen vaihtamisen empiiriseen arviointiin, mut-
ta myohemmét tutkimukset perehtyivit myos teoreettisiin ominaisuuksiin [2].

n)

Painotusotannan estimaattorilla I,S ¢ (2.2) on hyvid ominaisuuksia.

APULAUSE 2.2. Estimaattori I;L(,Z) mddritelmdssd 2.1 on harhaton el
E,[I{W] =1,
76 vahvasti tarkentuva eli, kun n — oo,

[I(,Z) — I melkein varmasti.
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TobisTtus. Olkoon X1, ..., X, otos todennékoisyysjakaumasta q. Todistetaan en-
sin harhattomuus. Hyodyntamélld yhtélod (2.1) sekd satunnaismuuttujien X; samoin
jakautuneisuutta kaikilla 7 = 1, ..., n, saadaan

1 - f(X)p(X5) 1 ¢ {ﬂX)p(X)}
E[I™] = —E — | == E, | ——~———=
B =E | T | e T
n
= g, [f(X)] =T

Todistetaan seuraavaksi vahva tarkentuvuus. Koska satunnaismuuttujien X; riip-
pumattomuudesta ja samoin jakautuneisuudesta seuraa, ettd myos satunnaismuuttu-
jat V; = p(X;) = % ovat muuttujan X; deterministisind muunnoksina riip-
pumattomia ja samoin jakautuneita. Koska I on hyvin mééritelty, niin E,[|Y3]] =
E,[|f(X)]] < oo ja suurten lukujen lain 1.2 seké yhtélon (2.1) mukaan

f(XOp(X)]
q(X) }_I

melkein varmasti, kun n — oo. O

Harhattoman estimaattorin IISZ) harha eli odotusarvon poikkeama estimoitavan

parametrin [ arvosta on siis nolla. Se ei siis tuota keskiméérin liian pienid tai liian
suuria estimaatteja. Estimaattorin II(;Z) tarkentuvuus puolestaan tarkoittaan sitd, etté
kasvattamalla otoksen kokoa estimaatti suppenee kohti tuntemattoman parametrin
oikeaa arvoa. Toisin sanoen otosmééraé kasvattamalla estimaattori antaa luotettavan
tuloksen. Harhattomuus ja tarkentuvuus ei kuitenkaan takaa hyvda estimaattoria.
Esimerkiksi Monte Carlo -estimaattori (1.2) on myos harhaton ja tarkentuva, mutta
ongelmallinen tietyissa tilanteissa.

Monte Carlo -menetelmén tavoin painotusotannalla on kaksi kdytdnnon rajoitet-
ta: todennékoisyysjakaumasta ¢ taytyy pystyd poimimaan satunnaismuuttuja X ja
poimituille muuttujille laskemaan f(X)p(X)/q(X). Jos f(X) voidaan laskea, on jil-
kimmaéisen rajoituksen kannalta riittadvaa pystyé laskemaan suhde p(X)/q(X), miki
voi olla joskus yksinkertaisempaa kuin arvojen p(X) ja ¢(X) laskeminen erikseen.
Painotusotannalla on kuitenkin ominaisuuksia, joiden takia se toimii estimaattorina
paremmin kuin perinteinen Monte Carlo. Esimerkiksi, kun jakaumasta p ei voida tai
on hankala poimia muuttujia, niin painotusotannan todenndkoisyysmitan vaihtami-
nen selvisti ratkaisee ongelman. Painotusotanta voi myos olla parempi estimaattori
tilanteissa, joissa ongelmana on funktion f kidyttaytymisestéd johtuva korkea varianssi.

Owen ja Zhou [9] nostavat esimerkiksi tilanteen, jossa funktio f on piikikés sii-
nd mielessd, ettd sen arvo on ldhelld nollaa (tai vakiota) suurimman osan alueesta
X, mutta pienelld alueella A C X funktion f arvon vaihtelu on suurta. Lisdksi jos
osajoukolle A pitee, ettd silld on pieni todennékoisyys todennédkoisyysjakauman p
suhteen, kyse on harvinaisesta tapahtumasta. Yleisesti ajateltuna, kun harvinaisen
tapahtuman X € A todennikoéisyys on pieni, jakaumasta p poimittu otos ei vilt-
taméatta sisalla yhtddn muuttujaa X alueesta A, jolloin Monte Carlo -estimaatti on
nolla. Otoskoon n olisi siis oltava hyvin suuri luotettavan estimaatin saamiseksi.

Jos ylla kuvaillussa tilanteessa kéaytetddn kohdejakauman p sijasta ehdotusjakau-
maa ¢, jolle tapahtuman X € A todennékoisyys on suurempi, voidaan valttda suuren

n 1 .
II(MI) = ﬁZYz — B, [Yi] = E, l
i=1
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otoskoon ongelma. Koska jakauma ¢ antaa enemmén informaatiota térkeédsta alueesta
A, missa funktion f arvojen vaihtelu sijaitsee, on tdlloin todennékodisempéé otoksen
sisaltdvan muuttujia alueesta A ja pienempi otoskoko riittdd takaamaan luotettavan
estimaatin. Owenin [10] mukaan téllaisia tapauksia nousee esimerkiksi hiukkasfysiikas-
sa, bayesildisessi tilastotieteessi, finanssi- ja vakuutusalan harvinaisen tapahtuman
simuloinnissa seké tietokonegrafiikan renderéinnissa.

2.2. Varianssi

Menetelmén tehokkuuden tarkastelussa otetaan huomioon estimaattorin muodos-
tamiseen kdytetty tyomadra ja estimaattorin varianssi. Etenkin jos estimaattorin va-
rianssi on korkea, menetelmé on ongelmallinen. Hammersley ja Handscomb [6] totea-
vatkin, ettd monimutkaisempaan estimaattoriin kaytetty tyoméadrd maksaa itsensa
takaisin, jos sen varianssi on huomattavasti pienempi kuin yksinkertaisemman esti-
maattorin.

Koska Monte Carlo -menetelmét pohjautuvat suurten lukujen lakiin ja keskeiseen
raja-arvolauseeseen, varianssi maarad menetelmén estimaattorin asymptoottiseen te-
hokkuuteen. Toisin sanoen keskeisen raja-arvolauseen 1.5 mukaan, kun n — oo, niin

Vi [1 _
VELINT X, — i) = N(0,1) jakaumaltaan.
. n; 1 (0,1) jakaumaltaan

Téamén tiedon nojalla voidaan méarittad haluttu tarkkuus, joka riippuu satunnais-
muuttujan X; asymptoottisen varianssin 0% neligjuuresta o seki luvusta 1//n. Tisti
puolestaan nihdiin, miksi varianssin o? pienentdminen parantaa menetelmin teho-
kuutta: mitd pienempi o on, sitéd pienempi /n eli otoskoko n voi olla.

LAUSE 2.3. Painotusotannan estimaattorin IISZ) (2.2) wvarianssi on

2
o
Var [[(W] = 224
ar 1] = 222,
missa

X)*p(X)
> =E JXPX)) I?. 2.3
= [ .
Tobistus. Olkoon Xj, ..., X, otos todennékdisyysjakaumasta g. Hyodyntamaélla

varianssin kaavaa Var [a(X + Y)] = a? (Var[X] + Var[Y]) vakiolle a € R ja riippumat-
tomille satunnaismuuttujille X ja Y, saadaan

1
Var [I(V] = —V:
ar [ p,q} 2 ar " a(X1)

. f(Xi)p(Xi) _l ar f(Xl)p(Xl)
; q(X;) ]_ v [ ]
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Vastaavasti hyodyntamalld yhtdloa (2.1) saadaan
2 _ J(X1)p
70 = ¥ { q }

(e[
g (f G
(

(X1)p(
(X1
_ (X1)p(
= (X1)
(X1)p(
(X1)
f(Xl)p( )2
(X1)
(X)*p
q(X)
(X)*p(X
X

)2 . (f(Xl)p(X1)> E, [f(X)p(X)} +E, [f(X)p(X)} ]

Xl)
)
Xl)
p(X1)
Xi)
(X)

q(X1) q(X) q(X)
G S E

:Ep{ q( §>}_ﬂ' N

Painotusotannan estimaattorin varianssi on siis riippuvainen otoskoosta n ja va-
rianssista ag . Kuten yhtélosta (2.3) havaitaan, varianssin 012, , Pienentédmiseksi sopiva

f(X)*p(X)

q(X) } on

ehdotusjakauma ¢ tulee valita funktiolle fp siten, ettéd odotusarvo E, [

mahdollisimman pieni.

LAUSE 2.4. Olkoon funktio f : X — R, jolle pditee E,[|f(X)|] > 0. Tdlloin pai-

notusotannan estimaattorin Iﬁf}} (2.2) ehdot tayttivien ehdotusjakaumien q joukosta

ehdotusjakauma

) |/ () |p()
¢ (x) = m s & | (@)lp(@)
Ep (| (X))
minimoi varianssin o, , (2.3).
Tobistus. Katso [11, Theorem 3.3.4 s. 84]. O

Kuten ylla oleva lause osoittaa, varianssin 012)#1 pienentdmisen kannalta mik&adn
muu jakauma kuin ¢* ei ole paras mahdollinen valinta ehdotusjakaumaksi. Kun poh-
ditaan yleista erikoistapausta, jossa f(x) > 0 ja E,[f(X)] > 0, voidaan kirjoittaa
ehdotusjakaumaksi ¢*(x) = f(x)p(z)/I. Télld ehdotusjakaumalla varianssi o . = 0,
mutta kyseinen jakauma ei ole hyddyllinen kaytanndossé, silla I on tuntematon suure.
Kuitenkin tieto siité, ettd paras ehdotusjakauma ¢* on verrannollinen funktioon |f|p,
viittaa siihen, ettd hyva ehdotusjakauma g on suurpiirteisesti verrannollinen funk-
tioon |f|p. Esimerkiksi, jos joillakin avaruuden X alueilla D funktion f arvo on nolla
tai sen itseisarvo on hyvin pieni, on hyvéa valita sellainen ¢, joka ei lisda yhtaéan tai
lisdd hyvin viahédn painoa kyseiselld alueella D.

Parhaimpaan tulokseen péadstain siis, jos jakauma ¢ on ldhes verrannollinen funk-
tioon |f|p. Téma& verrannollisuus ei kuitenkaan takaa hyvéé estimaattoria. Owen ja
Zhou osoittavan esimerkin [9, Example 1] avulla, miten painotusotanta epdonnistuu
silmiinpistéavésti, vaikka ¢ on ldhes verrannollinen funktioon fp.
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ESIMERKKI 2.5. Olkoon X = (0, 1)® kohdejakaumalla p = U(0,1)” ja funktio

5 5
filz) = 0,9 x [[ B(27,20,20) + 0,1 x [ [ B(a7,2,2).
j=1 j=1
Y14 funktio B on betajakauman tiheysfunktio parametreilld a > 0 ja b > 0

xafl(]_ _ m)bfl

B(x,a,b) = , 0<z <1, 2.4
( ) [(a)T'(b)/T(a+b) (24)
missii () on gammafunktio. Koska betafunktiolle B(a, 8) = [ to‘ 11 —¢)f~tdt =

%, voidaan suoralla laskulla osoittaa, ettd E,[f1 (X fx fi(z dx = 1. Va-

litaan ehdotusjakaumaksi ¢(z) = [T’ =1 B (27,20, 20). EhdotuSJakauma g on talloin to-
della ldheisesti verrannollinen jakaumaa fip, mutta satunnaismuuttujan fi(X)p(X)/q(

. . 2 .
varialnssi Up7q = Q.

Syy ylla olevan esimerkin ddrettéméan Varianssiin ja painotusotannan epaonnis-
tumiseen on ehdotusjakauman ¢ sijainti varianssin a , lausekkeen (2.3) nimittéjas-
sd. Jos nimittdjan jakauma ¢(z) suppenee nopeammin nollaan kuin osoittajan funktio
f?(x)p*(z) jollain muuttujan x integroimisalueella, niin varianssi Var[f(X)p(X)/q(X)]
voi olla #dreton. Esimerkissid 2.5 néin tapahtuu hénnissd. Adreton varianssi voi siis
syntyé alueen X vihemmaén térkedssd osassa, jossa funktion | f|p arvo on pieni, mutta
jakauman ¢ arvo on vield pienimpi kuin funktion |f/|p.

Hyvén ehdotusjakauman valitseminen vaatii valistuneita arvauksia ja mahdollises-
ti numeerisen haun (engl. numerical search). Tietdmys funktion f kdyttdytymisesta
alueella X tai joku muu mallin oleellinen yksityiskohta voi auttaa ehdotusjakauman
valinnassa. Esimerkiksi kun kohdejakauma p on likipitden normaalijakauma, yleinen
taktiikka on valita ehdotusjakaumaksi ¢ Studentin t-jakauma, silld téalloin jakauman
¢ hénnét ovat paksummat kuin jakauman p [10].

Luvussa 4 késitellddn parannusehdotuksia etenkin ehdotusjakauman valintaan ja
esitetddn menetelmié, jotka toimivat huomattavasti paremmin esimerkin 2.5 tapauk-
sessa. Ennen sitd perehdytaédn kuitenkin toisenlaiseen menetelméén - vakioiviin muut-
tujiin, jotka ovat tdmén tutkielman kannalta keskeinen varianssin pienennystekniik-
ka. Seuraava luku esittelee tdmén menetelmén ja tuo esille sen, miten niista voi olla
hy6tyé painotusotannassa.

X)



LUKU 3

Painotusotanta ja vakioivat muuttujat

Samoihin aikoihin painotusotannan kanssa kehiteltiin my6s muita menetelmi
Monte Carlon tehokkuuden parantamiseksi [2]. Fishman [5] toteaa, ettd varianssin
pienentédmiseen kehitettyjen menetelmien toimintaperiaatteet perustuvat yleensa toi-
seen kahdesta eri metodista.

Ensimmaisessd metodissa otoksen poimintaa ja estimaattoria muutetaan siten, et-
td saadaan pienempi varianssi ndytettd kohden. Painotusotanta ehdotusjakaumalla ¢
ja estimaattorilla ],(,Z) on esimerkki tastd. Toisessa metodissa ei puututa otoksen poi-
mintaan vaan hyodynnetddn apumuuttujaa. Lisddmaélla sopivan apumuuttujan avulla
saatu lisdinformaatio tuntemattoman parametrin estimaattoriin, voidaan pienentai
varianssia. Vakioivat muuttujat (engl. control variates) on esimerkki téllaisesta me-
netelmésté. [5, s. 5-6]

Yhdistamélld samaan estimaattoriin kaksi menetelméé, jotka ovat erilaisia meto-
diltaan, voidaan hy6tyd molemmista varianssin pienennysmetodeista. Painon p(x)/q(z)
kdyttaminen vakioivana muuttujana painotusotannassa suojaa menetelméan epéonnis-
tumiselta etenkin, kun otos poimitaan sekoitejakaumasta [9]. Tété tarkastellaan seu-
raavassa luvussa 4, mutta ennen sitd perehdytddn vakioiviin muuttujiin ja siihen,
miten yhdistdé ne painotusotantaan. Tutkielman péa#tulokset eli lauseet 3.13 ja 3.14
osoittavat, ettd estimoiduilla vakioivien muuttujien kertoimilla varustettu estimaat-
tori on asymptoottisesti sama kuin estimaattori optimaalisilla kertoimilla.

3.1. Vakioivat muuttujat

Vakioivat muuttujat -menetelméa hyodyntiaa funktiosta g : X — R ja satunnais-
muuttujasta g(X) saatavaa lisdinformaatiota varianssin pienentdmiseksi. Kayttamalla
funktiota g voidaan kiinnostuksen kohteena oleva integraali I (1.1) esittdd muodossa

1= [ s@pt@)de = [ (70) = gla))pta)da + [ otoila)do

X

Menetelmén ideana on estimoida ensimméinen integraali Monte Carlo -menetelmélla
ja laskea jalkimméinen integraali matemaattisesti. Téta varten funktion g on oltava
tarpeeksi yksinkertainen, jotta funktion gp integraali yli alueen X on laskettavissa.
Toisaalta, jotta saadaan aikaan haluttu varianssin pienentyminen, funktio g on mat-
kittava funktiota f ja "selitettdvad” suurin osa sen vaihtelusta. Satunnaismuuttujaa
g(X) kutsutaankin vakioivaksi muuttujaksi, jos sen odotusarvo E,[g(X)] = 6 on tun-
nettu ja funktio g kiyttéaytyy likipitden samoin kuin funktio f.

Vaatimus funktioiden ¢ ja f samankaltaisesta kédyttdytymisestd voidaan perus-
tella, kun tutkitaan muuttujan f(X) — g(X) + 6 Monte Carlo -estimaattorin (1.2)

21
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varianssia. Olkoon Xi,..., X, ~ p. Talloin

Var | =37 7(X0) = g(X0) + 0] = Var[f(X:) — g(Xy)] (31)

_ %(Var [£(0)] + Var[g(X2)] = 2Cov[£(X2), g(X1)] ).

Havaitaan siis, ettd jos muuttujien véliselle kovarianssille ja muuttujan g(X) varians-
sille pétee

Var[g(X)] < 2Cov[f(X),g(X)], missd X ~ p,

niin muuttujan f(X)—g(X)+60 Monte Carlo -estimaattorin varianssi on pienempi kuin
yksittdisen muuttujan f(X) Monte Carlo -estimaattorin varianssi. Toisin sanoen, mita
suurempi positiivinen lineaarinen riippuvuussuhde muuttujien f(X) ja g(X) vélilla
on, sitd pienempi varianssi saadaan vakioivat muuttujat -menetelmallé.

Hammersley ja Handscomb [6, s. 52, 60] antavat seuraavan teoreettisen esimerkin
menetelmasta.

ESIMERKKI 3.1. Olkoon tutkittava funktio f : X — R, f(x) = 1 ja satunnais-
muuttuja X tasajakaumasta U(0,1). Teoreettisesti laskemalla saadaan ettéd

/f

Var[f(X)] = /0 (f (z) = E[f (X)) do = % ~ 0,08198.

Valitsemalla vakioivaksi muuttujaksi g(X) = X, jolle E[g(X)] = 0,5, saadaan
1

E[f(X)—g(X)+05= [ f(z)—g(x)dr+05
0

-3

_26—2

ja koska vakiolle a € R pétee Var [X + a] = Var[X], niin varianssi Var [f(X) — g(X) + 0,5]
on sama kuin

Var [f (X) — g (X)] :/0 (f (2) = g(x) —E[f (X) = g(X)])* da

Te — 19
= " =~ 1 .
190 — 12 0,0013566

Havaitaan siis, ettd vakioivan muuttujan lisdéédminen ei vaikuta odotusarvoon, mutta
se pienentédd varianssia huomattavasti.

e _x:6_3z0,41802

06—1 e —

ja

+ 0,5 ~ 0,41802

Téassé tutkielmassa késitellddn useaa vakioivaa muuttujaa samanaikaisesti. Ma&-
ritelldédn téata varten vakioiva muuttuja vektoriarvoiseksi.

MAARITELMA 3.2 (Vakioiva muuttuja). Vakioiva muuttuja h on vektoriarvoinen
funktio h : X = R™, h(z) = (hi(x), ..., hp(x))", jolle [, h(z)dx = 6, missé 6 € R™

on tunnettu arvo.
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Y1I4 olevan médritelmén muotoilu johtuu siité, ettd seuraavassa alaluvussa 3.2 va-
kioivilla muuttujilla varustettua estimaattoria on helpompi késitelld, kun vakioivalle
muuttujalle pétee [ h(z)dx = 6. Merkitsemélld h(z) = g(z)p(z) saadaan téissi alalu-
vussa kéytetty vakioiva muuttuja g, jonka odotusarvolle pétee halutusti E,[g(X)] =
[ g9(z)p(z) dz = 6. Médritelldén téiten odotusarvon I (1.1) vakioivien muuttujien es-
timaattori funktion g avulla.

MAARITELMA 3.3 (Vakioivien muuttujien estimaattori). Olkoon X, ..., X, otos
jakaumasta p, vakioiva muuttuja g(z) = (g1(2),...,gm(z))" ja sen odotusarvo § =
(01,...,0,,)" seki kerroin B € R™. Téllin odotusarvon I vakioivien muuttujien esti-
maattori on

n

fis = — > (£ (X)) = 8Tg(X) + 570, (32)

i=1
Estimaattorin kerroin 8 on vektori, jonka optimoinnilla pyritdan takaamaan me-
netelmélle pienin mahdollinen varianssi [10]. Yksiulotteisessa tapauksessa optimoin-
tiongelma on varsin yksinkertainen. Kun vakioiva muuttuja ¢ ja vektori § ovat yksiu-

lotteisia eli m = 1, suluissa oleva varianssi (3.1) voidaan esittdd muodossa

o3 5 = Var[f(X)] + 8*Var[g(X)] — 28Cov[f(X), g(X)].

Derivoimalla tdmé kertoimen 3 suhteen ja ratkaisemalla nollakohdan saadaan varians-
sin minimoijaksi kerroin

5 Cov [/(X),9(X)] _ E[(f (X) —E[f (X)) (9 (X) — )]
" Var[g(X)] E [(9(X) - 0)"]
Kaytéannossa vakion (,,;, arvoa ei useinkaan voida laskea. Talloin kdytetdan yleen-

sé pienimmén neliGsumman estimaattoria, jossa odotusarvot korvataan otoskeskiar-
voilla:

n

-1

- 1 1 <

Bn = (ﬁ Z (f (Xi) — ﬂ (g (Xi) — g)) (‘ Z (9 (Xi) — §)2> , (3.3)
i=1 '

missi f =230 f(Xi) ja g =2, g(X).

Kun yksiulotteisen tapauksen estimaattoriin fig lisdtddn samanmuotoisia vakioi-
via muuttujia Y ., 5;(g;(X;) — 0;), missd j = 2,...,m, padstdin moniulotteiseen
tapaukseen. Talloink&dén varianssin minimoivan vektorin f,,;, € R™ tarkkaa arvoa ei
yleensé voida laskea, joten se estimoidaan otoksen avulla. Tarkastelemalla moniulot-

teisen estimaattorin fig varianssia
2
Ohs = /(f () =89 (x)+ 870 —1) p(x) da

Owen ja Zhou [9] havaitsevat, ettd minimoijan f3,,;, estimaattori @n voidaan 16ytas
regressioanalyysin avulla. Owen [10] nimittéékin estimaattoria fig (3.2) regressioes-
timaattoriksi (engl. regression estimator). Nimitys on osuva, silld mallin voi mieltda
muuttujan f(X) regressioksi, missd g(X) on selittdvd muuttuja ja vektori 5 mallin
regressiokerroin.
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Kuten esimerkistéd 3.1 havaitaan ja seuraavan alaluvun 3.2 apulauseessa 3.5 myos
todistetaan, vakioivien muuttujien estimaattori fig on harhaton. On kuitenkin huo-
mioitava, ettd estimoiduilla kertoimilla kuten estimaatilla 3, (3.3) varustettu esti-
maattori ei yleensé ole harhaton eli E[fiz | # I. Owenin [10] mukaan estimaatin B
kayttdmisestéd johtuva harha on kuitenkin yleensé pieni ja merkitykseton. Jossain mal-
leissa harhan voi jattda huomiotta, kun n on riittdvan suuri, mutta jos estimaattorin
on oltava harhaton, niin harha voidaan poistaa eri menetelmin (katso [10, luku 8 s.

32, 35]).

3.2. Painotusotanta vakioivilla muuttujilla ja varianssin minimointi

Sopivasti valitut vakioivat muuttujat voivat tehokkaasti pienentdd tarvittavaa
otoskokoa, mutta menetelmé ei vélttdmaéatta toimi riittdvan hyvin esimerkiksi har-
vinaisten tapahtumien analysoimisessa. Yhdistamaélla vakioivat muuttujat ja paino-
tusotanta voidaan estimaattoriin saada molempien menetelmien hyodyt. Tarkastel-
laankin seuraavaksi vakioivilla muuttujilla varustetun painotusotannan estimaattorin
ominaisuuksia sekd sen varianssin minimointia.

MAARITELMA 3.4 (Painotusotanta vakioivilla muuttujilla). Olkoon A : X — R™
maédritelmén 3.2 vakioiva muuttuja ja f € R™. Oletetaan todennikoisyysjakaumalle
q(z), ettd kaikille € X pitee ¢(x) > 0 aina, kun f(z)p(z) # 0 tai h(z) # 0.

Kun Xy,..., X, on otos ehdotusjakaumasta ¢, niin odotusarvon I/ painotusotannan

(n)

estimaattori Iy (2.2) vakioivin muuttujin on

o L= f(X)p(Xa) = 2000, Bk (X
Iéﬁ) = Z 70X Zﬁﬂ (3.4)

Painotusotannan estimaattoriin ]]gff]) (2.2) lisdtdén siis vakioiva muuttuja h, jonka

integraali fx x)dr = 6 € R™ on tunnettu. Kuten painotusotannan estimaattori

I,qu), estlmaattorl 1 ;’ B) on hyvin méaritelty, kun ehdotusjakauma ¢ toteuttaa sen ehdot.
Myo6s harhattomuus pétee estimaattorille.

APULAUSE 3.5. Estimaattori I(g (3.4) on harhaton.

TobpisTus. Tarkastellaan estimaattorin [ (,72 odotusarvoa.
] Xi) = 2275 Bihy(
sfiy] - 13os [[OUN BN, §, )
( 10 - 5o [ + S i)
_ < Z@Lm m+2@)
— EZ[iMZ@]:,
n =1 =1
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missd hyodynnetddn todennikoisyysjakauman vaihtamisen yhtaloa (2.1) ja vakioivan
muuttujan mégritelméd [, hj(z) = 6; seké satunnaismuuttujan X; samoin jakautu-
neisuutta kaikilla z = 1,...,n. U

Estimaattorin I énﬁ)

5 médritelmastd 3.4 havaitaan, ettd jos ehdotusjakaumaksi ase-
tetaan q(z) = p(z) ja vakioivaksi muuttujaksi valitaan h(x) = g(z)p(x), jossa g : X —
R™ on vakioiva muuttuja, niin estimaattori I énﬁ) (3.4) on sama kuin vakioivien muut-
tujien estimaattori fig (3.2). Téten apulauseessa 3.5 todistettiin myds estimaattorin
fip harhattomuus.

Estimaattorin soveltaminen kaytdntoon ei vilttdmatta ole helppoa. Kuten va-
kioivien muuttujien yhteydessé tarkastellusta varianssista (3.1) havaitaan, varianssin
pienentyminen perustuu muuttujien f(X) ja h(X) viliseen korrelaation. Ongelmana
on siis 16ytad sopiva vakioiva muuttuja h, joka korreloi halutulla tavalla funktion f
kanssa. Liséksi ongelmana on varianssin minimointi kertoimen S suhteen.

n] _

APULAUSE 3.6. Estimaattorin [;Tg (3.4) wvarianssi on Var [Iéﬂ} = 28 missd

, / (f(m)p(m)—ZT:lﬁjhj

o =
@0 q(z)

(m) + iﬁ]ej — ]) q(l‘) dx. (35)

TobisTus. Merkitdadn p(z) = f(x)p(x)_t%j;zlﬁjh"(x) + >0, 805, Téllsin voidaan

kirjoittaa Ié%) = L5 ¢(X;) ja Var [Ig”ﬁ)} = w, Téten

0375 = Var [%0 (Xl)]
=E [(¢(X1) - Efp (X1)])?]

_ /X <f($)p(fr) — 2 jm1 Bili(@) n Zﬁjej -~ I) q(x) de,

q(x)

missd on hyodynnetty estimaattorin ;7;3) harhattomuutta eli apulausetta 3.5. U

Toinen ongelmakohta on siis varianssin 02 3 (3.5) minimoivan kertoimen f,,;, 16y-
tdminen. Samoin kuin vakioivat muuttujat -menetelméssé, kerrointa [,,;, ei kdytan-

nossé voida aina laskea, joten se estimoidaan. Estimoinnilla saadun vektorin 3, kiyt-
tdminen puolestaan johtaa siihen, ettei estimaattori I ()

q:Pn

ole valttamatta endd har-
haton.

Owenin ja Zhoun tulos [9, Theorem 1] osoittaa, ettd tietyilld ehdoilla pienim-
mén neliGsumman avulla méaritelty esimaattori Bn suppenee varianssin minimoivaan

tarkkaan arvoon [,,;, stokastisella kertaluokalla Op(nfl/ 2). He myds osoittavat, et-

ta estimoidulla arvolla varustettu estimaattori [ (72 suppenee estimaattoriin [ ;Tgmm

kertaluokalla O,(n~1). Toisin sanoen estimaattori I:g on likipitden sama kuin es-
timaattori [ (gnﬁ)mm. Tamén tarkentuvuuden ansiosta estimoidun kertoimen Bn kaytto

ei aiheuta ongelmaa menetelmén kannalta, vaikka sen estimaattorilla olisikin t&ll6in
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harha. Owenin ja Zhoun osoittamat véitteet ehtoineen on muotoiltu tarkasti seuraa-
van alaluvun 3.3 oletuksessa 3.12 seké lauseissa 3.13 ja 3.14. Né&itd ennen perehdy-
taan kuitenkin tarkemmin estimaattorin I énﬁ) (3.4) varianssin o7 5 (3.5) minimoivan
kertoimen [3,,;, yksikésitteisyyteen.

Kuten vakioivien muuttujien estimaattorin tapauksessa, varianssin 027 5 minimoin-
ti kertoimen § suhteen on optimointiongelma. Jotta optimointiongelma on matemaat-
tisesti hyvin mééritelty, on tutkittava, milla ehdoilla minimi on olemassa ja minimoi-
ja on yksikasitteinen. Tésté syystéd kertoimeen f,,;, perehdytidéin ensin teoreettiselta
ndkokulmalta ja vasta sitten alaluvussa 3.3 syvennytddn minimoijan etsimisen empii-
riseen puoleen. Varsinainen todistus varianssin globaalin minimoijan ,,;, olemassao-
losta on lauseessa 3.10, mutta ennen sitd osoitetaan kaksi apulausetta. Maaritellaan
néitéd varten riittavat ehdot yksikésitteisyyden takaamiseen.

OLETUS 3.7. Oletetaan seuraavat vdittdmat:

(i) Olkoon mitallinen funktio f : X — R, p tiheysfunktio joukossa X, h mddri-
telmdn 3.4 vakiotwa muuttuja, jonka integraali 6 € R™, ja q ehdotusjakauma,
jolle patee q(x) > 0, kun f(z)p(x) # 0 tai h(z) # 0 kaikilla = € X.

(i1) Oletetaan, ettd kaikille i,5 = 1,...,m integraalit

o f(@)p(x)hi(z) v g e hi(z)h;(x) .
F”_/x a@) I /X @ (3:6)

ovat hyvin mddriteltyja ja ddrellisia. Mddaritellddn ndaiden integraalien avulla
vektori K, jossa [k|; = ki, ja m x m-matriisi C, jossa [Cl;; = c¢ij.

Oletetaan myds, etti satunnaisvektorin Z = (ZW, ..., 2T missd
Z0 = ’;i(%), i=1,....m ja X ~ q, kovarianssimatriisille Cov|Z,Z] =

Cov[Z] patee Cov[Z] > 0, eli Cov[Z] on positividefiniitti.

Oletuksen avulla halutaan siis varmistaa, ettd jatkossa todistuksissa kaytettavat
vektorin x ja matriisin C' alkiot (3.6) ovat hyvin méériteltyja sekd satunnaismuuttu-
jista hy(X)/q(X), i =1,...,m, muodostuvan satunnaisvektorin Z kovarianssimatriisi
Cov|[Z] on positiivisesti definiitti. Kovarianssimatriisi on tunnetusti aina positiivisesti
semidefiniitti [14, s. 28-29], mutta todistukseemme tarvitsee tiukemman positiivide-
finiittisyyden. Témén oletuksen voimassaoloa tutkitaan tarkemmin alaluvussa 3.4.

Aloitetaan minimin olemassaolon ja yksikésitteisyyden osoittaminen selvittadmalld
varianssin 03”3 gradientti vektorin  suhteen ja osoittamalla sen Hessen matriisin
positiivisesti definiittiseksi.

APULAUSE 3.8. Mikili oletus 3.7 on voimassa, varianssille o} 5 (3.5) pitee

(1) Vo2 s = —2(k — 10) — 2(870)0 + 267 C,
(2) sen Hessen matriisi muuttujan 3 suhteen on H = 2(C —007),
(3) ja matriisi H on symmetrinen ja positiivisesti definiitti.
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ToDISTUS. Osoitetaan ensin viite (1) eli selvitetdén minimoitavan varianssin gra-
dientti V/BO';B. Kiinnitetdan vektorin § alkiot 3;, kun j # i, ja tutkitaan, miten va-
rianssi 027 5 kéyttiytyy, kun alkio f; muuttuu. Kirjoitetaan

Ug,ﬁz/X(SO(ﬁi,x))gq(x) de,

missé

(B 2) = LD~ 2 B () +Zﬁj9—l

q(z)

Koska 250 (f;, z) =

q()’

R N
o (5) = 26(6 >(ez q@)) (6 0)

Mikéli integraalin [, ©®(53;, x)q(x) osittaisderivaatta on olemassa, niin

0 : 28, +e,7) — 02(B;,
aﬁi/X(PQ(ﬁiyx)Q(QZ)d:C:ll_r)% XSO (Bi + € xi ©* (6, )

q(z) dx

=lim [ &(Bi.,x)q(z)dz,
e—0 X

missa 5;, € (5, fi + €) on olemassa viliarvolauseen nojalla kaikilla e € R\{0}.
Kun 3;, € (a,b) C R, niin kaikilla € pétee

1&(Bi, )| < i(Bi, ),

missé
o [ f(@)p(x 185h; ()] ( |hi($)|)
Uil i, ) 2( @ +]1Zm +JIZJ#IBJ |+\I!> 0+ =
|hi(z)] ?
+2max{|a|,|b|}( () —|—|9i|+|]|> )

Oletuksen 3.7 (ii) nojalla [ |f(x)p(x)hi(z)|/q(x) < oo ja [ |hj(x)hi(z)]/q(z) < oo
kaikilla i, j = 1,...,m, joten pétee [ |¢;(B;.,x)q(x)|dr < oo eli funktio ¢;(6;,, x)q(x)
on integroituva. Liséksi osittaisderivaatan jatkuvuudesta seuraa, ettd

ligé (B, x)q(x) = &(Bi, x)q(x).

Téten dominoivan konvergenssin lauseen nojalla

Tohs =l [ (6D ds = [ (i a)ate) do

— /X 20(Bi, ) (92- — Zi(%)) q(z) dx.
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Estimaattorin harhattomuudesta seuraa, etti [, ¢(6;,2)0;q(x) dx = 0, joten yh-
télo sievenee muotoon

déiag’ﬁ - _2/559"(5%95)@(1:) dx
= [ (T i —2 [ 35, (0~
_ /f 9; >dx+219_225](99_/§§%d$>

J=1

:— —I@ 2253 CU
:_Q(Ki_fei)—zﬁ (00; — i),

. . o T e . . . . . . . .. m o
missé ¢; = (¢, .-, Cimy) - on matriisin C' 4. rivivektori. Huomioiden, ettéd > i1 Bicij =
BT¢; = ¢ B, saadaan

Vaol s =—2(k — 16) — 2(876)0 + 208,

miké vastaa véitteen (1) tulosta.
Osoitetaan seuraavaksi viite (2). Gradientin Vgo? 5 derivaatta muuttujan 3; suh-
teen on

d 2
d_ﬁjvﬂo-q"g = —2(9])0 + QCj,
missd on hyodynnetty médritelméstd (3.6) saatua tietoa ¢;; = ¢ kaikilla i,j =
1,...,m. Tédten Hessen matriisi on haluttua muotoa

H=-200"+2C=2(C—-60").

Todistetaan lopuksi véite (3). Koska matriisi C' on symmetrinen, niin matriisi H
on myo0s selvésti symmetrinen. Matriisin H positiivisen definiittisyyden todistamista
varten merkitiin Z = (ZW, ..., Z0m) T missi Z() = s (X) . Tallsin ¢;; = E[ZDZ0)]
jaC=E|[ZZ"]. Lisiksi 0; = E [Z] ja E[Z] = 0. Taten

H=2(E[ZZ']| —E[Z|E[Z]") = 2Cov[Z].

Koska oletuksen 3.7 (ii) nojalla Cov[Z] > 0, niin pdtee H > 0 eli matriisi H on
positiivisesti definiitti. O

Todistetun apulauseen 3.8 kohdasta (2) havaitaan, ettd varianssin O'q 5 Hessen
matriisi H on vakio kalkllla £ € R™. Matriisi H on siis positiivisesti definiitti kaikilla
B. Koska varianssi O'q 5 on toisen asteen lauseke kertoimen 3 suhteen, niin matriisin H
positiivinen definiittisyys takaa kriittisen pisteen olevan globaali a1to minimi. Toisin
sanoen kerroin (3,,;,, jolle gradientti Vga% B = Uy 0N varianssin aq7 5 Yksikésitteinen
minimoija.

Madritelladn vektorin f,,;, 10ytdmistd varten ositetut matriisi A* ja vektori v*.

A = {é eg} ja 4t = H , (3.7)
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missd vektori @ = E[Z] ja matriisin C' sekd vektorin  alkiot ovat kuten oletuksen
3.7 yhtéaloissa (3.6). Koska oletuksen 3.7 nojalla matriisi C' ja vektori x ovat hyvin
madriteltyja, niin matriisi A* ja vektori v* ovat myos hyvin maériteltyja oletuksen
pétiessd. Osoitetaan, ettd matriisi A* on télloin myos kadntyva.

APULAUSE 3.9. Oletuksen 3.7 voimassaollessa matriisi A* yhtildssi (3.7) on
kddantyvi.

TobisTus. Osoitetaan symmetrinen matriisin A* positiivisesti definiitiksi, mikéa

takaa sen kiadntyvyyden. Merkitdan Z= [ é} , jolloin E [é] = [é] jaA*=E [Z A T} .

Olkoon a = {C} € R siten, etté c € R, b € R™ ja a # 0. Téllsin

b

aa=d8 (22 o= [(a'Z) (2'0)] =5 |("2)]
—E |(c+b'2)°| = Var b 2] + (c+076)’,
missi hyddynnetiin satunnaisluvulle X ja vakiolle ¢ péteviid kaava E[(X + ¢)?] =
Var[X] + (c + E[X])2. Kun b # 0,
Var [b' Z] = Cov [b'Z,b"Z] =b"Cov [Z, Z]b > 0,

silld oletuksen 3.7 (ii) nojalla Cov[Z] > 0. T&llsin a" A*a > Var [bT Z] > 0. Vastaa-
vasti, kun b = 0, niin, koska a # 0, on oltava c # 0, jolloin

a' A*a =% > 0.

Titen a' A*a > 0 kaikilla a € R, a # 0, joten matriisi A* on positiivisesti definiitti
ja nédin myos kdantyva. U

Oletus 3.7 takaa siis seké varianssin o2 .5 Hessen matriisin H positiivisen definiit-
tisyyden ettd matriisin A* kddntyvyyden. Todlstetaan seuraavaksi, ettéd oletuksen 3 7
pétiessd matriisin A* ja vektorin 4* avulla muodostetun vektorin Binin = (A*)~1
osavektori Bpin on gradientin Vo7 ; nollakohta ja titen varianssin o7 5 yksikéisittei—
nen minimoija.

LAUSE 3.10. Pditekion oletus 3.7. Olkoon A* ja v* kuten yhtdldssd (3.7) sekd

fo , missd By € R ja Bin € R™,
ﬁmin

vektori B, on varianssin 03”3 (3.5) yksikdsitteinen minimoija muuttujan 5 suhteen.

Bonin = (A*)"I*. Téllgin merkitsemdlli Bin = {

TobisTus. Apulauseen 3.9 nojalla A* on kiéintyvi, joten fmin = (A*)~'y* on
hyvin mééritelty. Koska A*Bi, = A*(A*)~1v* = 4*, voidaan kirjoittaa

* 0 _19T 5 _B"i_e—rﬁmm_[_*
A Pmin = {e O} [ﬁmin] = {5§9+Cﬁmm} = M =7
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Saadaan titen yhtilot By 40" Bmin = I ja ol +CBmin = k. Ratkaistaan ensimméiinen
yhtilo By = I — 07 B, ja sijoitetaan se jalkimmaéiseen yhtaloon.

(I - QTﬁmm)Q + C’ﬁmm =K
& — (07 Bin) + CBin = K — 16.

Sijoitetaan x — 10 = (=07 Brnin)0 + CBpin puolestaan apulauseen 3.8 kohdassa (1)
laskettuun varianssin yht&loon.

Vﬁagﬂmm = —2(k — 10) — 2(B,);,0)0 + 2C Bnin
( (6mm )6 + Cﬁmm) - (/Bmzn )9 + 206mm

= 0.

Koska oletus 3.7 on voimassa, apulauseen 3.8 kohdan (3) mukaan varianssin o7

Hessen matriisi H on positiivisesti definiitti. Téten, koska pétee Vgagﬂmm = 0, on
vektori [3,,i, varianssin yksikésitteinen minimoija. ]

HuomAauTUs 3.11. Lauseessa 3.10 esiintyvan vektorin Bmm = [ Fo ] alkio By =

Bmin
I —07 Bpnin on vakiotermi, joka sisiltéd alkuperiisen ongelman ratkaisun eli odotusar-
von I =E,[f(X)].

3.3. Varianssin empiirinen minimointi

Estimaattorin I\" ﬁ (3.4) varianssin aq 8 (3.5) optimointiongelma on lauseen 3.10
nojalla hyvin asetettu yksikésitteinen minimoija f3,,;, on olemassa, kun oletus 3.7 on
voimassa. Minimoijaa S,,;, ei kuitenkaan yleensé voida laskea teoreettisesti, vaan se
estimoidaan. Millainen on toimiva estimaattori Bn kertoimelle (3,,in?

Owen ja Zhou [9] toteavat, ettd varianssi 02,/3 (3.5) viittaa muuttujan (%)
h;(X)

S on selittava muuttuja. He ehdottavatkin kdyttamaan kertoi-
men [ estimaattorina pienimmén neliGsumman ratkaisua. Télle estimaattorille he
todistavat lauseen [9, Theorem 1], joka on téssé tutkielmassa jaettu kahteen osaan ja
muotoiltu tarkasti lauseisiin 3.13 ja 3.14.

Maéaritelladn lauseiden muotoilua ja todistusta varten tarvittavat apumuuttujat.
Olkoon funktio f, vakioiva muuttuja h, todennékoisyysfunktiot p ja ¢ kuten oletuk-

fXp(X)

regressioon, jossa

sessa 3.7 (i) sekd X; ~ ¢ riippumattomia, kun i = 1,... n. Merkitdin
zM
J(Xi)p(Xi) G) _ hi(X) : .
y, = LUy 7Y = ja Zi=| : |, (3.8)
q(X;) q(Xi) (m)
Z;
missé j = 1,...,m. Naiden avulla estimaattori [ CY/LB) (3.4) voidaan esittdd muodossa
1 n
==Y Y, -p3"Z;+ 0. (3.9)
n
i=1

Apumuuttujien avulla voidaan my6s muotoilla Owenin ja Zhoun véitteen [9, Theo-
rem 1] todistamiseen tarvittava oletus tdsmillisesti.
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OLETUS 3.12. Olkoon satunnaismuuttujat Xy, ... X, ~ q riippumattomia sekd
samoin jakautuneita ja olkoon Y;, Zi(]) ja Z; mddritelty kuten (3.8). Oletetaan, ettd
Cov[Z;] > 0, sekd

E[Y)Y] <o, E [(z}f’f <o ja E {(1/12}”)2] < 0,

kun j=1,...,m.

Estimaattorin ﬁn tasmallistd méadrittelyd varten méaritellddn lisdksi apumuuttujat
Y,jaM,:

Y, 1 z] 1 z0 o g
Yo=|: ja M,=|: +|=1]: =+ " :

Owenin ja Zhoun [9] ehdottama estimaattori B, € R™ ja vakio ) € R voidaan niin
esittdd muodossa
. : 1 1
Go= | P = (1mTe,) mTys (3.10)
Bn n n

Koska matriisin M I M, kdantyvyydesté ei voida olla varmoja pienilld otoskoil-
la n, kidytetddn estimaattorissa mééaritelmén 1.13 Moore-Penrose kadnteismatriisia.

Kuten lauseessa 1.14 todetaan, kéanteismatriisi (M M n)+ on yksikésitteinen mat-

riisille M I M, joten estimaattori , on hyvin méaritelty. Tutkimalla tarkemmin
matriisituloja

s i Y
LTy, = | 52 20 (3.11)
n :
FEL 2T,
ja
o L, 2 LY, 2
n 1 n 1)) 2 n 1) (m
I e A b ) N P N
EMn M, = | >ic1 i n > Zi 7 o 2uim Ly 2 (3.12)
LS S g L ay (Zz<m>)
havaitaan, etté niiden alkiot ovat riippumattomien satunnaismuuttujien otoskeskiar-
voja.

Oletuksen 3.12 ja estimaattorin 3, (3.10) avulla Owenin ja Zhoun viitteen [9,
Theorem 1] ensimméinen osa voidaan muotoilla ja todistaa tarkasti.
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LAUSE 3.13. Olkoon vektorit B, € R™™ ja B, € R™ kuten yhtildss (3.10) ja
patekdit oletukset 3.7 (i) ja 3.12. Tdlldin on olemassa yksikdsitteinen vektori Buin €
R™, joka minimoi varianssin 03’5 yhtdlossd (3.5). Lisdksi, kun n — oo, niin

Bn - ﬁmzn + Oq (n_1/2) .

TobisTus. Oletuksen 3.7 (i) nojalla muuttujat Y; = % ja Zi(j) = % on
hyvin mééritellyt. Koska satunnaismuuttujat X; ovat oletuksen mukaan riippumat-
tomia ja samoin jakautuneita kaikilla ¢ = 1,...,n, muuttujat Y; ja Zi(j) ovat myos

riippumattomia ja samoin jakautuneita. Olettaen, ettd E,[|f(X)|] < oo, saadaan

Bl = [ |22 o) o = [ IO ),

q(z)
= [1#@lpla) do = B, 11 ()] < .

Kayttamaélla Cauchy-Schwarzin epayhtélod ja oletusta IE[(Ylij ))2} < oo saadaan,

el ]) - o] <

Vastaavasti hyodyntden Cauchy-Schwarzin epédyhtiloa ja oletusta E[(ij ))4} < 00

= )] = El)]) <

Tamén nojalla voidaan puolestaan todeta, ettd

} < <IE [(Z}”)2D2 < 00

=

o[

ja

E Hij)ka)H < (E l(z{j))QD% <E {(Z{’”ﬂ)% < 0.

Koska on osoitettu, ettd odotusarvot ]EHYlZl(J)H ja E[|Z£J)Z£k)|] ovat ddrelliset
kaikilla j,k = 1,...,m, ja Cov[Z;] > 0, on oletuksen 3.7 kohta (ii) voimassa. Téten
vektori v* ja matriisi A* méadritelméssi (3.7) ovat hyvin méériteltyja. Koko oletuksen
3.7 voimassaolosta seuraa myds, ettd lause 3.10 pétee eli varianssilla 0275 (3.5) on
olemassa yksikésitteinen minimoija [3,,;,, joka on muotoa
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Todistetaan seuraavaksi, ettd 5, = Bmin + Oq (n='/?). Koska vektorin M 'Y,

(3.11) ja matriisin %M TM,, (3.12) alkiot ovat keskiarvoja riippumattomista ja sa-
moin jakautuneista satunnaismuuttujista, joiden itseisarvon odotusarvot ovat dérelli-
sid, niin vahvan suurten lukujen lain 1.2 nojalla patee, etté

1 1
~M)Y, >~ ja —M M, — A* melkein varmasti,
n n

kun n — oo. Lisiksi, koska muuttujien varianssit ovat oletuksen 3.12 nojalla dérelliset,
vektorin £ M 'Y, — ~* ja matriisin iM TM, — A* alkioille pitee apulauseen 1.18
nojalla, ettd

1 1
[—M;Yn - 7*] =0, (n_1/2) ja {—M,TLM” — A*] =0, (n_l/Q)
n , n .
J kj
kaikilla k,5 = 1,...,m + 1. Niiden alkioittainen suppeneminen tapahtuu siis stokas-
tisella kertaluokalla O,(n~1/2).

Apulauseen 1.21 nojalla, koska sama kertaluokka pétee kaikille vektorin ja matrii-
sin alkioille, niin se pétee myos niistd muodostetulle vektorille ja matriisille. Saadaan
siis, ettd LMY, —9* = O, (n™Y?) ja 1M M, — A* = O, (n"'/?). Nin voidaan
kayttdd apulausetta 1.23 ja saadaan

z = (LlaT "1 T =1 x ~1/2

Vastaavasti, koska vektori ﬂNn— Bmm = [ ﬁ 0~ o

571 - 5mm
niin apulauseen 1.21 nojalla sama stokastinen kertaluokka pétee myos sen osavekto-
rille 5,, — Bmin. On siis osoitettu, ettéi

Bn - 6min - Op (’I’L_l/2)
= Bn - Bmzn + Op (n_1/2) . ]
Todistuksessa kéy ilmi, ettd oletus 3.12 implikoi oletuksen 3.7 kohdan (ii). Né&in
saadaan kayttoon alaluvussa 3.2 todistetut lauseet 3.8 - 3.10. Todistus osoittaa myos,

ettd alkio ﬁo suppenee alkioon [y, joten huomautuksen 3.11 nojalla alkio ﬁo on es-
timoitu vakiotermi, joka siséltédéd odotusarvon I ratkaisun. Kuten Owen ja Zhou [9]

] suppenee kertaluokalla Op(nfl/ 2),

toteavat, estimoidun vaklotermln ja kertoimen avulla estimaattori I (3 4) voidaan
yksinkertaistaa muotoon I ﬁ +07 ﬁmm

Lauseen 3.13 avulla VOldaan todistaa Owenin ja Zhoun toinen véite, jonka mukaan
estimoidulla arvolla ﬁn varustettu estimaattori 1"

4,8n
lahelld ideaalista estimaattoria [ é%)mm.

on suurilla otoskoilla n hyvin

LAUSE 3.14. Olkoon f3, kuten se esiintyy yhtildssi (3.10) ja Bumin varianssin ol
(3.5) yksikdsitteinen minimoija. Pdtekoot myos oletukset 3.7 (i) ja 3.12. Tdlloin, kun
n — 0o, estimaattorille I;”B) (3.4) patee

1 =1" 1 0,n).

q,Bn @,Bmin
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TobisTus. Oletusten 3.7 (i) ja 3.12 voimassaollessa voidaan todeta lauseen 3.13
perusteella, ettéd yksikésitteinen minimoija f,,;, on olemassa ja hyvin mééaritelty. Tar-

(n B) al,) (n ) erotusta esittdmalld ne yhtdlon (3.9) tavoin

ja merkitédén téssd vektorin a alklota a(i).

kastellaan estimaattorien [

I . . 1
() _ gy _ e R -
Iq,Bn B Iq’ﬁmi” N E ; _Y; Bn Zz * Bn 6} (n 2_; Y BmmZ + Bmzn )
1 n
=1
1 n [ m m.
SND ST SIS SRR o N
i=1 [ j=1 =1 —
1 n [ m m
= E - Z <B7(1J) - mzn) + Z ( ¢) mzn) 9(])]
=1 L j=1 j=1
m . 1 n m
—- 3 () (S0 a0) 30 (- ) o0
j=1 n =1 7=1
=3 <A7(lj) _ 5;3%) <9<j> 1 3 Zi(j)> ’
n
Jj=1 i=1

missé summat vaihdetaan toisin péin niiden &érellisyyden perusteella.

Lauseesta 3.13 saadaan, ettd vektorille Bn Bmin = Op(n -1/ %), joten apulauseen
1.21 nojalla sama stokastinen kertaluokka pétee myos sen alkioille eli Bq(zj) - Bfiﬁn =
Op(n_l/ %) kaikilla j = 1,...,m. Vastaavasti, koska satunnaismuuttujalle Zi(j) pétee
E[@U) — ZZ-(j ) } = 0 ja oletuksesta 3.12 seuraa Cauchy-Schwarin epéyhtélon nojalla,

etta E[(ij))ﬁ < 00, niin apulauseen 1.18 mukaan kaikille j = 1,..., m pétee

- Z (09— 2) = 0, (n"12).

Apulauseen 1.19 kohdan (3) nojalla (Bn(j) e ) (9(j) -3 Z,L.(j)) =0, (nY?n71?%) =

min
O, (n™'). Vastaavasti apulauseen kohtien (2) ja (1) perusteella saadaan, etté koska m
on vakioivien muuttujien lukuméarané kiinted luku, niin

> (8.7 - 82.) (em - %Z Zf”) = Op(mn™") = Op(n™"),
j i=1

Jj=1

kun n — oo. Téten on osoitettu, etta

" =1 Lo, (nh. O

q,6n @,Bmin

Owen ja Zhou toteavat artikkelissaan [9] yll4 olevien lauseiden osoittavan, et-

té vaikka estimoitu kerroin 57’ lahestyy optimaalista kerrointa ﬁnﬁn tavanomaisella
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Monte Carlo -nopeudella, tuntemattoman kertoimen B(j ) Lorvaaminen estimaatil-

min
la B on vaikutukseltaan asymptoottisesti merkitykseton. Téstd syysta estimoituja
kertoimia kayttavan estimaattorin [ ™) Voidaan ajatella kdyttaytyvéin samalla taval-

q,6n
(n)
jéi

la kuin tuntemattomilla optimaalisilla kertoimilla olevan estimaattorin I, ; ., eikd
)

estimaattorin ICE”B harhasta tarvitse valittdda. Taméa kdytanto on yleenséd jarkevéa

Monte Carlo otannassa, jossa otoskoko n on huomattavan suuri verrattuna vakioivien
muuttujien lukuméardan m [9].

3.4. Varianssin minimointiehtojen toteutuminen

Lauseiden 3.13 ja 3.14 tarvitsemat ehdot on muotoiltu oletuksiin 3.7 (i) ja 3.12.
Kuten lauseen 3.13 todistuksessa havaitaan, oletuksen 3.12 ehdot Eq[(Z (j))4] < 00

ja E, [(YZ (j))Q} < 0o tarvitaan takamaan oleellisten odotusarvojen &érellisyys. Ehto
Cov[Z] > 0 on kuitenkin abstraktimpi.

Oletuksen Cov[Z] > 0 tarkoitus on varmistaa varianssin o 5 (3.5) minimoijan S
olemassaolo ja yksikésitteisyys. Apulauseessa 3.8 oletuksen avulla todistetaan mah-
dollinen minimoija yksikasitteiseksi, ja vastaavasti apulauseessa 3.9 oletuksen avulla
osoitetaan minimoijan olemassaolon todistamiseen tarvittavan matriisin A* kdanty-
vyys. Matriisin kddntyvyys on yhtapitdava sen kanssa, ettd matriisin sarakevektorit

~~T ~
ovat lineaarisesti riippumattomat. Koska matriisi A* = E [Z Z }, jossa Z =[1,Z]T,
sen sarakevektoreiden lineaarinen riippumattomuus antaa vihjeen siitd, mitd ehto

Cov|[Z] > 0 kdytannossé tarkoittaa.
Maaritellaan asian havainnollistamista varten multikollineaarisuuden kéasite.

MAARITELMA 3.15 (Multikollineaarisuus). Satunnaismuuttujat Xi, ..., X, ovat
multikollineaarisia, jos on olemassa b € R™\{0} siten, ettd > b;X; = ¢ € R melkein
varmasti.

Multikollineaarisuus tarkoittaa siis sité, ettéd yksi satunnaismuuttujista X; voidaan
esittédd toisten muuttujien ja vakion avulla. Se eroaakin lineaarisesta riippuvuudesta
siten, ettd siind muuttuja voi olla riippuvainen myos vakiosta ¢ # 0. Koska matriisin
A* esittamisessa kaytetty Z sisdltéad vakion 1, pelkéstddn satunnaisvektorin Z al-
kioiden lineaarinen riippumattomuus ei riitéd takaamaan matriisi A* on kadntyvyytta.
Tarvitaan siis oletus, ettd vektorin Z alkiot eivét ole multikollineaarisia. Osoitetaan,
ettd ehto Cov[Z] > 0 kattaa kyseisen oletuksen.

LAuse 3.16. Olkoon Z = (Z(l),...,Z(m))T adgrellisvarianssinen satunnaisvek-
tori. Tdlloin kovarianssimatriisi Cov[Z] > 0, jos ja vain jos satunnaismuuttujat
ZW 0 Z0) ejuit ole multikollineaarisia.

Tobistus. Koska kovarianssimatriisi on mééritelménsa nojalla aina positiivisesti
semidefiniitti [14], apulauseen véite on yhtépitdva negaationsa kanssa, eli Cov[Z]
ei ole positiivisesti definiitti, jos ja vain jos ZW, ..., Z(™ ovat multikollineaarisia.
Todistetaan tama.
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Aloitetaan osoittamalla, ettd multikollineaarisuudesta seuraa, ettei kovarianssi-
matriisi voi olla positiivisesti definiitti. Olkoon b € R™\{0} siten, ettd > /", ;2 =
¢ € R melkein varmasti. Talloin

b'Cov[Z]b = Var [b' Z] = Var = Var|c] = 0,

i b; 20
=1

silld vakion varianssi on nolla. Koska on olemassa b # 0 siten, ettd Cov[Z] = 0,
kovarianssimatriisi ei voi olla positiivisesti definiitti.

Todistetaan seuraavaksi, ettd mikéli Cov[Z] ei ole positiivisesti definiitti talloin
ZW ..., ZM ovat multikollineaarisia. Koska Cov[Z] ei ole positiivisesti definiitti on
tillsin olemassa b € R™\{0} siten, ettd b’ Cov|[Z]b = 0. Titen Var[b' Z] = 0, misti
puolestaan seuraa, ettd satunnaismuuttujan X = b' Z on oltava vakio ¢ € R. Titen
b'Z = S b, ZW =celi ZM, ..., Z™ ovat multikollineaarisia. U

Kovarianssimatriisin Cov[Z] positiividefiniittisyys riitta4 siis takaamaan minimoi-
jan olemassaolon ja yksikisitteisyyden. Owenin ja Zhoun [9] eivit kiytéd lauseessaan
kyseistd oletusta, vaan he olettavat suoraan minimoijan olevan yksikasitteinen. Kui-
tenkin kirjassaan [10, luku 9 s. 26] Owen toteaa, ettei lause 3.13 péde, jos kaksi muut-
tujista Z;, j = 1,...,m, ovat kollineaariset. Téllaisessa tapauksessa ongelma voidaan
ratkaista pudottamalla yksi tai useampi tarpeeton muuttuja pois siten, ettd taataan
ei-multikollineaarisuus ja tdten minimoijan yksikésitteisyys.



LUKU 4

Painotusotanta ja sekoitejakauma

Monte Carlo -menetelmén tavoin myos painotusotantaan on historian saatossa ke-
hitetty eri tekniikoita tehokkuuden parantamiseksi. Esimerkiksi Owen ja Zhou [9] pyr-
kivét parantamaan menetelmaéd valitsemalla ehdotusjakauma ¢ ja vakioiva muuttuja
h siten, ettd varianssin pienentyy ja estimaattoria on turvallista kidyttad. Heidédn pa-
rannusehdotus liittyy sekoitepainotusotantaan (engl. mizture importance sampling),
josta 16ytyy varhaisin julkaisu 1970-luvulta [9]. Owen ja Zhou mainitsevat Hester-
bergin artikkelin [7] vuodelta 1995, jossa osoitetaan ensimmaéisten joukossa, ettd se-
koitepainotusotannan erikoistapauksen, niin sanotun defensiivisen painotusotannan,
varianssi on rajoitettu. Owen ja Zhou laajentavat artikkelissaan tdmén teoreettisen
tuloksen vakioivilla muuttujilla varustettuun sekoitepainotusotantaan [9, Theorem 2].
Téssa tutkielmassa kyseinen tulos on muotoiltu lauseeseen 4.8.

Sekoitepainotusotantaan voidaan lisdtd myos ositettu otanta, joka painotusotan-
nan tavoin muuttaa estimaattoria ja otoksen poimimistapaa menetelmén tehokkuu-
den parantamiseksi [5]. Owen ja Zhou [9] kutsuvat deterministiseksi sekoitepainotuso-
tannaksi menetelméé, jossa sekoitepainotusotantaan yhdistetdéin seké ositettu otanta
ettd vakioivat muuttujat. Tatad menetelmédd on kisitelty alaluvussa 4.2. Viimeisessa
alaluvussa 4.3 perehdytédén lyhyesti monipainotusotantaan, joka myos yhdistyy osi-
tettu otanta ja sekoitepainotusotanta.

4.1. Sekoitepainotusotanta

Simuloinnissa voi olla tilanne, jossa todenndkéisyysjakaumien ¢, j = 1,...,m,
joukosta toivotaan 16ytyvéan yksi tai useampi jakauma, joka on edes karkeasti verran-
nollinen funktioon |f|p. Tilanne voi olla my®&s sellainen, etté kiinnostuksen kohteena
on yhtéd aikaa useampi integroitava funktio f;, joille on hankala 16yta& yhté sopivaa
ehdotusjakaumaa ¢ [9]. Téllaisissa tilanteissa sekoitepainotusotanta voi olla hyodyl-
linen. Kuten menetelmén nimi vihjaa, siind painotusotannan ehdotusjakaumana gq
kiytetadan sekoitejakaumaa q, (engl. mizture distribution).

MAARITELMA 4.1 (Sekoitejakauma). Olkoon ¢;, j = 1,...,m, todennékdéisyysja-
kaumia joukossa X ja a; > 0 siten, ettd Z’anl a; = 1. Sekoitejakauma on

Qo = Z a;q;. (4.1)
j=1

Maéaritelladn tdmén avulla sekoitepainotusotanta.

37
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MAARITELMA 4.2 (Sekoitepainotusotanta). Olkoon X1, ..., X, otos sekoitejakau-
masta ¢, (4.1), jolle pétee ¢o(x) > 0, kun f(z)p(z) # 0. Talloin odotusarvon I (1.1)
sekoitepainotusotannan estimaattori on

(n) ._ l - f(Xi)p(Xi)
o n;—qa(){i) ,

Samoin kuin painotusotannassa menetelmééin sopivat ehdotusjakaumat ¢; voidaan
16ytaa numeerisen haun tai aihepiiriin liittyvéan tiedon avulla [9]. Yksinkertainen tapa
muodostaa sopiva sekoitejakauma on kayttad kohdejakaumaa p seké todennakoisyys-
jakaumaa ¢, joka on ldhes verrannollinen funktioon |f|p etenkin simuloinnin kannalta
tarkedlld alueella. Valitsemalla « siten, ettd 0 < o < 1, saadaan sekoitejakauma

Go(7) = ap(z) + (1 — a)q(x). (4.2)

Menetelmé, joka kayttaa téllaista ehdotusjakaumaa, kutsutaan defensiiviseksi paino-
tusotannaksi (engl. defensive importance sampling) [7, 9].

MAARITELMA 4.3 (Defensiivinen painotusotanta). Olkoon Xj, ..., X,, otos sekoi-
tejakaumasta g, (4.2). Télloin odotusarvon I defensiivisen painotusotannan estimaat-
tori on

n) _ IS f(Xi>p(Xi)
= 2 Xy + (1= )X 43)

Kun f(x)p(z) # 0, on p(x) > 0 ja tdten myds g, > 0. Sekoitepainotusotannan
ehtoa g, (x) > 0, kun f(z)p(z) # 0, ei siis tarvita. Defensiivinen painotusotanta onkin
tirked erikoistapaus sekoitepainotusotannasta. Hesterberg [7] toteaa sen vakauttavan
painotusotantaa kolmella tavalla. Ensinndkin otantapaino on ylh&alta rajoitettu:

plr) _ plx) 1 (4.4)
Ga(r) = ap(z) o

Menetelmén nimi ”defensiivinen” (engl. defensive) viittaakin siihen, ettd kohdejakau-
maa p kiytetddn sekoitejakaumassa rajoittamaan painoa ylhéalta ja nédin suojaudu-
taan painotusotannan epadonnistumiselta.

Toinen menetelméé vakauttava tapa on se, ettd painon ylaraja (4.4) takaa yla-
rajan myos menetelmén asymptoottiselle varianssille. Osoitetaan tdma kéayttamaélla
painotusotannan asymptoottista varianssia (2.3) ehdotusjakaumalla ¢, (4.2).

ﬁ%:&{ﬂgggq_p
JﬂmT_p

«

<

&=

QI—Q |+

(B, [f (X)’] =*+ (1 —a)I?)

(2 +(1—a)I?).
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Jos siis kohdejakaumaa p kiyttdvin Monte Carlo -estimaattorin ]]f,n) (1.2) asymp-
toottinen varianssi 012) = Var[f(X)] on &é&rellinen, néin on myos defensiivisen paino-
tusotannan asymptoottinen varianssi. Kolmas vakauttava tapa on, ettd painotusotan-
taan verrattuna defensiivisen painotusotannan lopputulos on vihemmén riippuvainen
todennékoisyysjakauman ¢ muodosta. Kohdejakauman p kdyttdminen ehdotusjakau-
massa ¢, tuo suojaa alueen X kaikilla osilla, joten vaikka jakauma g on jollain alueel-
la huonosti verrannollinen funktioon |f|p, se ei aiheuta pahaa vahinkoa menetelmén
tehokkuudelle. [7]

Luvun 2 esimerkki 2.5 kuvastaa hyvin sitd, miten defensiivinen painotusotanta
toimii paremmin tilanteessa, jossa painotusotanta epéonnistuu. Esimerkisséd paino-
tusotannan estimaattorin varianssi on déreton, koska kédytetyn ehdotusjakauman ¢
hénnédt ovat ohuemmat kuin funktion fi;p hannét. Taméa ongelma voidaan valttdaa
kiyttdmailld ehdotusjakaumana sekoitejakaumaa ¢, = ap + (1 — a)g, jonka hinnét
eivat ole lilan ohuet. Defensiivisen painotusotannan varianssin yléraja ei kuitenkaan
takaa tehokkuutta kaikissa tilanteissa. Menetelmén voi nimittdin antaa suuren va-
rianssin tilanteessa, jossa painotusotanta toimii hyvin. Owen ja Zhou owen2000safe
toteavat ongelman olevan siiné, etté jos jakauma ¢ on likipitden verrannollinen funk-
tioon |f|p, mutta kohdejakauma p ei ole, niin sekoitejakauma ¢, = ap + (1 — a)q ei
myo6skadn ole verrannollinen.

Havainnollistetaan defensiivisen painotusotannan epdonnistumista Owenin ja Zhoun
esimerkilld [9, Example 2]. Siind funktion fop ja todennékoisyysjakauman ¢ verran-
nollisuus menetetéddn, jos kiytetdian sekoitejakaumaa q,, minké seurauksena defen-
siivinen painotusotanta osoittautuu epatarkemmaksi kuin painotusotanta ehdotusja-
kaumalla q.

ESIMERKKI 4.4. Olkoon X = (0, 1)°, kohdejakauma p = U(0, 1)°® ja funktio

5 5
fa(z) = [[ B(27,20,20) + 0,1 x [ [ sin(60m (a7 — 1/3)) 1132002/,

j=1 j=1

missé B on betajakauman tiheysfunktio (2.4). Valitaan todennékéisyysjakaumaksi
q(z) = [I}_, B(a7,20,20).

Koska kullekin j = 1,...,5 piitee fol sin(60m (27 — 1/3))11/3<pi<2/3 da’ = 0, saa-
daan E,[f>(x)] = 1. Sinifunktion aikaansaama vérdhtely funktiossa f, on niin pienté,

ettd funktiota fo(x)p(z) ja jakaumaa g(z) on lihes mahdoton erottaa toisistaan eten-
kin, kun 27 ¢ [1/3,2/3], jolloin ne yhtenevit.

Owen ja Zhou tutkivat simuloinnin avulla eri menetelmien toimivuutta esimerk-
kien 2.5 ja 4.4 tapauksissa [9, Section 6]. Defensiivisen painotusotannan kohdalla he
kayttavat arvoja a = 0,1 ja a = 0,5. Vertailemalla menetelmistéd saatuja normali-
soituja keskineliovirheité, he toteavat painotusotannan toimivan huonosti esimerkissé
2.5, mutta esimerkin 4.4 kohdalla se toimii erinomaisesti. Defensiivinen painotuso-
tanta puolestaan toimii molemmilla vakion « arvoilla todella hyvin esimerkissa 2.5,
mutta painotusotantaan verrattuna paljon huonommin esimerkin 4.4 tapauksessa.
Vastaavasti Monte Carlo -menetelméa 1.1 toimii huonosti molemmissa esimerkeissé.

Owenin ja Zhoun [9] mukaan samaan estimaattoriin on mahdollista saada seké pai-
notusotannan tehokkuus etté defensiivisen painotusotannan suoja epdonnistumiselta.
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He toteavat, ettéd kiayttamaélla jakaumia p ja ¢ vakioivina muuttujina ja ehdotusjakau-
mana niiden sekoitejakaumaa g, (4.2), saadaan turvallinen ja tehokas painotusotanta.
Todetaan tdma yleiselle tapaukselle eli sekoitepainotusotannalle ja sekoitejakaumalle
¢o (4.1).

Todennikéisyysjakauman méadritelmén nojalla sekoitejakaman g, (4.1) komponen-
teille péatee fx ¢;j(z) dz = 1. Jakaumat g; ovat siis mééritelmén 3.2 mukaisia vakioivia
muuttujia. Lisiksi, koska sekoitejakaumalle ¢,(z) > 0 aina, kun ¢;(z) > 0, kom-
ponentteja g; voidaan kdyttdd vakioivina muuttujina samalla tavalla kuin vakioivia
muuttujia h; painotusotannan mééritelméssé 3.4.

MAARITELMA 4.5 (Sekoitepainotusotanta vakioivilla muuttujilla). Olkoon X7, ..., X,
otos sekoitejakaumasta g, (4.1), jolle go(z) > 0, kun f(z)p(x) # 0. Olkoon lisdksi
g € R™. Télloin odotusarvon I sekoitepainotusotannan estimaattori vakioivin muut-
tujin on
I(n) — 1 i f(Xz)p(Xz) Z] 1 ﬁj% Zﬁ
QQ(XZ'> 7

(4.5)

i=1
LAUSE 4.6. Olkoon estimaattori I kuten mddritelmdassd 4.5. Talloin kaikilla
£ € R™ pdtee, ettd estimaattori ]é,,ﬁ on harhaton.
TobIsTuS. Seuraa apulauseesta 3.5. ([l

Menetelmé vastaa siis vakioivilla muuttujilla varustettua painotusotantaa sijoituk-
silla ¢ = qq, hj = q; ja 0; = 1. Téten sen varianssi on sama kuin vakioivat muuttujat

siséltédvén painotusotannan estimaattorin [/ énﬁ) (3.4) varianssi 037 5 (3.5).

APULAUSE 4.7. Estimaattorin I") (4.5) varianssi on

a,
2
o
Var |:[(§nﬁ)i| = O‘ﬁ’
’ n
missd
SXOp(X) = 3270 Bigy(
2 J= JH)
0.5 =E,, + B —1 4.6
B q ( qa(X) Z J ( )
Kuten painotusotannassakin vakioivien muuttujien kerroin 8 = (3y,. .., 3m)" ha-

lutaan valita siten, ettd varianssi ‘73,5 minimoituu. Owen ja Zhou [9] nostavat esille
mahdollisen tapauksen, jossa yksi tai useampi epésopiva jakauma g¢; héiritsee otok-

sella estimoitua kerrointa Bn tarpeeksi tuhotakseen estimaattoreiden It(x”; ja Ia"gmm

vilisen asymptoottisen yhtenevyyden. Lauseen 3.14 mukaan néin ei kuitenkaan kéy,
kunhan tarvittavat oletukset 3.7 (i) ja 3.12 toteutuvat. Oletus 3.7 (i) toteutuu vakioi-
valla muuttujalla varustetun sekoitepainotusotannan méaritelmén 4.5 nojalla. Oletus
3.12 siséltdd puolestaan ehdot: kovarianssimatriisi Cov|[Z] on positiivisesti definiitti-
nen sekd muuttujien (Y)2, (Z9)* ja (Y Z0))? odotusarvot ovat ddrellisii.
Sekoitepainotusotannan tapauksessa, kun X ~ ¢, niin Y = f(X)p(X)/qa.(X)
ja 29 = ¢;(X)/qa(X). Koska q}(z)/qa(z) < o;* kaikille = ja o; > 0, niin ehto
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E[(Z9W)4] < oo seuraa helposti. Oletetaan, ettd vihintdin yhdelle jakaumalle g, va-

rianssi o (2.3) on #érellinen. T&lloin, kuten Owen ja Zhou [9] osoittavat,

E[(yz(j))z} :/ fia q2 ) (@ ) 4

()
= /fqa)(j;)
<oja /f(q @

+I?) < .

:aj ak ( Op.ax

Vastaavalla tavalla osoitetaan, ettd E [(Y)Z} < 00.

Tarkastellaan seuraavaksi, ettd toteutuuko ehto kovarianssimatriisi Cov[Z] posi-
tiividefiniittisyydestd. Sekoitejakaumassa g, (4.1) esiintyville kertoimille a; > 0 pé-
tee D> 71, a; ZW = 1. Jos a; # 0 kaikilla j = 1,...,m, niin satunnaismuuttujat
ZY. ..., Z™ ovat médritelmiin 3.15 mukaan multikollineaarisia. T#ten lauseen 3.16 no-
jalla kovarianssimatriisi Cov[Z] ei ole positiivisesti definiitti, mistd puolestaan seuraa
se, ettei varianssin minimoija ole yksikésitteinen. Owen ja Zhou [9] havainnollistavat

asiaa seuraavasti: mille tahansa vakiolle ¢ € R pétee I 5 vea =1 é"g eli jos Bin mi-
2

nimoi varianssin o, 5, niin samoin minimoi B, — ca . Jos valitaan ¢ = [Bin) s /ay,
niin saadaan minimoija 3, = Bmin — ca, jonka j'. alkio [Bmin — caly = 0. Joku
minimoijan (,,;, alkioista voidaan siis valita nollaksi ja kyseessd on edelleen mini-
moija. Téten asettamalla kertoimen § j'. alkio B; nollaksi, miké vastaa jakauman
g;» pois jattamistéd vakioivana muuttujana, saadaan multikollineaarisuus poistettua ja
varmistettua varianssin minimoijan yksikéasitteisyys.

Jos siis sekoitejakaumassa ¢, vihintaén yhdelld jakaumalla g, on &dérellinen paino-
tusotannan varianssi ja varmistetaan, etté vakioivilla muuttujilla muodostetut satun-
naismuuttujat ZM, ..., Z0™ eiviit ole multikollineaarisia, niin vakioivilla muuttujilla
varustettu sekoitejakauma toteuttaa oletukset 3.7 (i) ja 3.12. Téten lauseen 3. 14 mu—

kaan estimoidun kertoimen estimaattori 1" ; kayttaytyy kuten estimaattori e @nm

optimaalisella kertoimella. T&ll6in ei tarvitse huolehtia siité, ettd huono valinta sekoi-
tejakauman g, komponenteissa ¢; héiritsisi menetelméé liikaa.
Kayttamélla todenndkoisyysjakaumia vakioivina muuttujina pystytddan todista-

maan, ettd sekoitepainotusotannan varianssi ei ole kovin paljon huonompi kuin pai—

notusotannan varianssi parhaimmillaan. Optimaalisen kertoimen estimaattorin /""" () N
7 min

varianssille saadaan nimittédin yldaraja, kuten alla oleva lause osoittaa. Lauseen todis-
tus on Owenin ja Zhoun artikkelista [9, Theorem 2].

LAUSE 4.8. Olkoon estimaattori ] kuten mddritelmdssd 4.5 ja O’aﬁ (4.6) sen

2

varianssi. Oletetaan, ettd on olemassa Uarmnssm 0,5 MINIMOLja Bmin. Tdlloin

2

o
. p,q;

or 5 < min —2, (4.7)

qa ~rman 1§] Sm O{j

missd varianssi o, . on annettu yhtdlossi (2.3).
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TobisTus. Oletetaan kaikille k € {1,...,m} pétevin, ettd jakauma gx(z) > 0,
kun f(z)p(x) > 0. Valitaan k = 1. Tarkastellaan varianssia O'q2 5 Jossa kertoimelle

B € R™ pitee 5 = 0 ja Bj =—Jaj/ay, kun j =2,...,m

, FXOPX) - X" B &L\
Zau ( ¢a(X) Z:ﬁ )

fl@)p(e) + oy 300, ajgi(x ) 1o ‘IZ%J) Go(7) dz

Go(T)

[ (f@pe) ~ T\
_/X Ga(T) ) talw)d
:/ummm—muwd
X Qa<x>
(f(@)p(x) — Iqi(x))”

= /X @1q1 () a
(e N
“a Lt 1) wie

silld go(z) = 3272, ajqz(x) > a1q1~(:c). Vastaiwa tulos saadaan kaikille k € {2,...,m}
valitsemalla vektorin § alkioiksi 8, = 0 ja 8; = —Ia;/ay, kun j # k. Koska vektori
Bmin Oletettiin varianssin Uiﬁ minimoijaksi, saadaan

2
O-Qavﬁmin S U qa 5 — /aj

kaikille 7 = 1,...,m. Téten epayhtélo (4.7) pétee. O

n)

Lauseen 4.8 mukaan estimaattorin ]C(% 5,.., varianssille pétee 027 B/ < a / no;

kaikilla j = 1,...,m. Varianssi 03{7 B, OLL siis véhintdédn yhtéd hyva kuin estlmaatto—
rin [ ;Jn)ﬁ (3.4) varianssi 0;%_, joka saadaan na; néytteelld jakaumasta ¢;. Owenin ja
Zhoun [9] mukaan on vaikea kuvitella, ettéd yleisesti ottaen voitaisiin muodostaa te-
hokkaampi mutta yhté robusti estimaattori, silld sekoitejakauman komponentista g;
saadaan keskiméérin no; ndytettd ja jakauma g; saattaa olla sekoitejakauman kom-
ponenteista ainoa, joka antaa &darellisen varianssin painotusotannassa. Toisin sanoen
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sekoitejakauman huonot komponentit ¢ eivét tee estimaatista huonompaa kuin, mité
olisi saatu vain yhden hyvén komponentin ¢; éytteiden” kaytosta.

Sekoitepainotusotanta vakioivilla muuttujilla on siis menetelmé, jossa yhdistyy
painotusotannan tehokkuus ja defensiivisen painotusotannan suoja epdonnistumisel-
ta. Owen ja Zhou esittelevitkin artikkelissaan [9] tdmén menetelmén painotusotannan
parannusehdotuksena ja kuvailevat sité sanoilla turvallinen ja tehokas painotusotan-
ta (engl. safe and effective importance sampling). Kaytinnon kannalta menetelmii
voidaan vield parantaa, ja perehdytéddn siithen seuraavaksi.

4.2. Deterministinen sekoitepainotusotanta

Sekoitejakaumasta g, (r) = > 7", a;jg;(z) poimitaan yleensi otos siten, ettd to-
denndkoisyysjakaumasta g; otetaan riippumattomia néytteita X; todennékoisyydelld
«;. Esimerkiksi defensiivisen painotusotannan (4.3) tapauksessa tdmé kdytdnnossa
tapahtuu siten, ettd poimitaan muuttuja Uy tasajakaumasta U(0,1). Jos Uy < «,
niin X, ~ p, ja jos Uy > «, niin X} ~ ¢. Kustakin jakaumasta ¢; poimittujen
nédytteiden lukuméirat ovat siis satunnaisia - tarkemmin sanottuna binomijakauman
Binom(a;,n) mukaisia. TAm& satunnaisuus voidaan kuitenkin poistaa.

Hesterberg [7] toteaa, ettd paras tapa poimia otos sekoitejakaumasta on osittaa
nédytteiden lukumééara suhteessa jakaumien todennékoisyyteen. Téllainen otoskokojen
deterministinen paattdminen kullekin sekoitejakauman komponentille ¢; on varianssin
pienennysmenetelmé, jota kutsutaan ositetuksi otannaksi (engl. stratified sampling).
Yleisesti sen idea on jakaa integroimisalue pistevieraisiin osa-alueisiin, toteuttaa esti-
mointi kullekin osa-alueelle erikseen ja summata estimaatit yhteen [6]. Kuitenkin kun
ositettua otantaa sovelletaan sekoitejakaumaan ¢,, kustakin jakaumasta g; otetaan
n; > 0 riippumatonta nédytettd X;;. Lukuméird n; voidaan valita eri tavoin, mutta
varianssin pienentdmisen kannalta hyodytéaan suhteellisesta kiintidinnistéa (engl. pro-
portional allocation). T&lloin ndytteiden méadra n; kiintididdan suhteessa todennikoi-
syyteen «; eli valitaan n; = no; tai sen ldahin kokonaisluku. Esimerkiksi defensiivi-
sessé painotusotannassa otettaisiin na néytettd jakaumasta p ja n(l — «) ndytetta
jakaumasta q.

Yhdistamélla ositettu otanta vakioivilla muuttujilla varustettuun sekoitepaino-
tusotantaan saadaan menetelmé, jota Owen ja Zhou kutsuvat deterministiseksi sekoi-
tepainotusotannaksi (engl. deterministic mizture sampling) [9].

MAARITELMA 4.9 (Deterministinen sekoitepainotusotanta). Olkoon sekoitejakau-
ma ¢, (4.1) siten, ettd g¢,(x) > 0, kun f(z)p(x) # 0, ja B € R™. Olkoon lisiksi
n; =na; €N, jossa j =1,...,m, ja (Xjj)i=1,.n; otos todennikdisyysjakaumasta g;.
Odotusarvon I deterministisen sekoitepainotusotannan estimaattori on

10y = (ZZ a()%; 1O X >+Zﬁj (4.8)

7j=1 =1

APULAUSE 4.10. Estimaattori fé”ﬁ) (4.8) on harhaton.

(n)

TobisTtus. Koska sekoitepainotusotannan estimaattori vakioivilla muuttujilla ]

(4.5) on lauseen 4.6 nojalla harhaton, riittdd osoittaa, ettd E [INI%] =K [I(ing}
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Merkitaan

) — f(XZ) ( z]) Zk 1519(]19 z]
90<ij) = Qa(XU) + Z B;. (4.9)

Talloin estimaattori

I = % (i ‘nj sD(Xij)> (4.10)

ja odotusarvolle saadaan

[ ] Z n;E g (Xq;)] = % il na;Ey, [o(X)]

=K, [¢(X)) =E [10})]. =

Kuten todistuksessa osoitetaan, estimaattorin osittaminen ei muuta sen odotusar-
voa. Owen ja Zhou [9] toteavat, ettd deterministisen estimaatin harhattomuus kat-
taa myos satunnaismuuttujien (Z@)* ja (Y Z0))2 missi Z9) = ¢(X)/q.(X) ja
Y = f(X)p(X)/q.(X), odotusarvot, mistd seuraa, ettd vakioivin muuttujin varus-
tetun sekoitepainotusotannan tavoin lauseet 3.13 ja 3.14 pétevit myds determinis-
tiselle sekoitepainotusotannalle sopivin lisdoletuksin. Myo6s lause 4.8 pétee menetel-
malle ja deterministisen sekoitepainotusotannan hyvin toteutettu ositus voi parantaa
tehokkuutta lisédd. Kun osituksessa kaytetddn madritelmén 4.9 kaltaista suhteellis-
ta kiintiointiéd, niin pétee, ettd ositetun estimaattorin varianssi ei ole suurempi kuin
ilman ositusta olevan estimaattorin varianssi.

LAUSE 4.11. Olkoon deterministisen sekoitepainotusotannan estimaattori I ku—

ten mddritelmdssd 4.9 ja sekoitepainotusotannan estimaattori vakiotvin muuttuym [(; g
kuten mddritelmissd 4.5. Talloin

Var [[ ] < Var [Ia 23]
TobISTUS. Sovelletaan todistusta [12, Proposition 4.3.1 s. 133]. Olkoon ¢(X;;)

kuten (4.9). Télloin estimaattori fén) on muotoa (4.10), ja koska Xy;,..., X, ; ovat

75
riippumattomia satunnaismuuttujia jakaumasta ¢;, estimaattorin [ c(an? varianssi voi-

daan esittdd muodossa
™ n.Var[p( Xy, " o Var[o( Xy,
Var [[a B} Zj_l J [90( 1])] 23_1 J [@( 1])] . (4.11)

n? n

Merkitédin myés [; = [, p(z)a;q;(z) dz eli

Ij = oyE [p (X))

Hyodyntémélli Cauchy-Schwarzin epéyhtilos integraalille T = Jx 0(®)ga(z) dz voi-
daan téten osoittaa, etta

72
J

2 <Zij> = (Z \/I(JTJ\/OTJ) gZiZ@j:;Q—. (4.12)

<.
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Koska

Var [o(X)) = E [o(30] ~ Elp () = [ plofae)do

1 /2
— oz_j g gpQ(a:)ozjqj(:L‘) dx — a_%.’
niin
m m ]72
> apVarlp(Xu)] = [ p(o)aule)da = 30 2
j=1 X =1 Y

Téten hyodyntdmalla epayhtdlod (4.12) saadaan

S a,Varlp(X)] < / & ()(x) di — I = nVar[1)

=1
eli yht#lon (4.11) perusteella Var[I ;”B)] < Var[fgfg)]- -

Y114 oleva tulos voidaan yleistdd myds Monte Carlo -estimaattorille seké tapauk-
selle, jossa n; ei ole kokonaisluku (katso [17]). Kiintioimalld ndytteiden lukumé&éra
voidaan siis poistaa otoskokojen satunnaisuutta, mikéd nékyy varianssin mahdollise-
na pienentymisend. Téstéd ndhdddankin esimerkki Owenin ja Zhoun [9] suorittamassa
simuloinnissa. Kuten alaluvussa 4.1 todettiin, painotusotanta ja defensiivinen paino-
tusotanta toimi hyvin vain toisessa esimerkkien 2.5 ja 4.4 tapauksessa. Testatessaan
determinististé sekoitepainotusotantaa, he kéyttivit estimaattoria IZC(Y"; (4.8) siten, et-
td m =2, ¢1 = p, ¢2 = q ja nj = na;. He kokeilivat menetelméé kahdella kertoimen
a arvolla, oy = 0,1 ja as = 0,9 sekd ay = 0,5 ja ag =0, 5.

Owen ja Zhou [9] toteavat, ettd lauseen 4.8 tuloksen mukaisesti, deterministinen
sekoitepainotusotanta toimii molemmissa esimerkeissé ldhes yhté hyvin kuin parempi
painotusotannasta ja defensiivisestd painotusotannasta. Esimerkkien 2.5 ja 4.4 ta-
pauksessa se siis osoittautuu tehokkaaksi ja turvalliseksi menetelméiksi. Lisdksi Owen
ja Zhou saavat tulokseksi, ettéd kertoimen «; valinnalla on vihemmén merkitysta kuin
itse menetelmén valinnalla. He uskovat, ettd niin kauan, kun yksikédén o; ei ole lii-
an pieni, hydty, joka saataisiin menetelmén optimoinnista kertoimen o suhteen, on
véahéinen verrattuna kertoimen 3 estimoinnista saatuun hyotyyn varianssin pienenté-
misessa.

Sekoitejakaumaa ja ositettua otantaa voidaan hyodyntéa painotusotannassa myos
toisella tavalla. Esitellidn viimeisend versio painotusotannan estimaattorista, jonka
avulla on mahdollista estimoida vield paremmat kertoimet etenkin ositetun otannan
suhteen [9].

4.3. Monipainotusotanta

Sekoitejakauman ¢, (4.1) kiiyttdminen painotusotannan ehdotusjakaumana mah-
dollistaa monipuolisen estimaattorivalikoiman. Samoin kuin deterministisessé sekoite-
painotusotannassa, monipainotusotannassa (engl. multiple importance sampling) hyo-
dynnetddn ositettua otantaa poimimalla n; > 0 nédytettd jakaumasta g;. Lisdksi me-
netelméssé kidytetaan ykkosen ositusta (engl. partition of unity).
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MAARITELMA 4.12 (Ykkosen ositus). Funktioperhe w; : X — [0,1], missd j =
1,...,m, on ykkosen ositus, jos kaikille x € X piétee

ij(x) =1

MAARITELMA 4.13 (Monipainotusotanta). Olkoon w; ykkdsen ositus ja toden-
nékoisyysjakaumat ¢;, j = 1...,m, siten, ettd ¢;(z) > 0, kun w;(z)f(x)p(z) # 0.
Olkoon myos (Xij)izlwnj otos jakaumasta ¢;. Odotusarvon /I monipainotusotannan
estimaattori on

n; q;(Xi5)

J =

1= 30 L300, L)) (4.13)

Estimaattori " on muiden estimaattorien tavoin harhaton [16] ja sen varianssin

pienentémiseksi on kehitetty eri tapoja valita funktiot w;. Kun Veach ja Guibas esit-
televét artikkelissaan [16] monipainotusotannan, he toteavat funktioiden w; valinnan
olevan heuristinen eli ratkaisun 16ydetaéan yrityksen ja erheen kautta tai 16yhéasti maa-
riteltyjen sdéantojen avulla. Artikkelissaan he esittelevit yhteensé neljé erilaista tapaa
valita funktiot w;. Eréis niistd on tasapainoinen heuristiikka (engl. balance heuristic)

() = %)
i(0) = S @)

Talloin, kun valitaan n; = na;, estimaattori 18" (4.13) yhtenee luvuilla n; ositetun

sekoitepainotusotannan kanssa, miké puolestaan vastaa deterministista sekoitepaino-
tusotantaa, kun 8; = 0 kaikilla j = 1,...,m.

Owen ja Zhou kiyttdvat myods monipainotusotantaa simuloidessaan eri menetel-
mien toimivuutta esimerkeisséd 2.5 ja 4.4. He kokeilevat menetelméé neljalla Veac-
hin ja Guibasin artikkelin [16] heuristiikalla. Eri heuristiikat antavat normalisoiduilta
keskineliovirheiltddn ldhes samat tulokset molemmissa esimerkeisséd. Esimerkin 2.5
tapauksessa heuristiikat toimivat huomattavasti paremmin kuin painotusotanta ja ti-
lastollisen merkitsevyyden rajoissa yhtd hyvin kuin defensiivinen painotusotanta ja
deterministinen sekoitepainotusotanta. Vastaavasti esimerkissé 4.4 menetelmét eivit
onnistuneet yhta hyvin kuin painotusotanta ja deterministinen sekoitepainotusotanta,
mutta toimivat hieman paremmin kuin defensiivinen painotusotanta.

Veach ja Guibas [16] kehittédvat monipainotusotantaa kuvien renderdintiin tieto-
konegrafiikassa. Heidén ideansa on yhdistdd useampi painotusotannan strategia saa-
dakseen menetelmé, joka toimii ldhes yhtd hyvin kuin paras mahdollinen strategia
[9]. Owen ja Zhou [9] kehittdvit monipainotusotantaa vield pidemmalle yhdistamalld
sithen vakioivat muuttujat ja niin sanotun positivisaatiomenetelmén, jossa erotellaan
funktion f positiiviset ja negatiiviset alueet. Heidédn artikkelinsa toinen painotusotan-
nan parannusehdotus liittyy tdhén (katso [9]).

Varianssin pienentédminen voidaan siis ndhda tapana kayttda tunnettua tietoa on-
gelmasta [12]. Kuten luvun 2 alussa lainattu Hammersley ja Handscomb toteamus
Monte Carlo -menetelmén periaatteesta tuo ilmi, otosta ei kannata simuloida yksis-
tadan siitd jakaumasta, joka nousee ongelmasta. Mitd enemmén tiedetdédn ongelmasta,
sitd tehokkaampia menetelmié voidaan kayttaa.
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