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Téamén tutkielman tarkoituksena on esitelld lukijalle paperintaittelu tasogeomet-
rian konstruktioiden tyckaluna. Tutkielmassa esitellédén ensin kaikki mahdolliset tavat
taittaa paperi annettujen pisteiden ja suorien perusteella. Paperin taittamista tarkas-
tellaan tason peilauksena jonkin suoran suhteen, ja mahdolliset taitokset madraytyvét
sen mukaan, miten peilaus kuvaa annetut pisteet ja suorat. Mahdollisia taitoksia kut-
sutaan origamiaksioomiksi, vaikka ne eiviat muodosta varsinaista aksioomajérjestel-
méd. Kaikkien origamiaksioomien olemassaolo tason antamassa mallissa todistetaan
ja jotkin niistd johdetaan toisista origamiaksioomista. Naytetéén, ettd yhden taitok-
sen origamiaksioomia ei ole enempéé kuin téssé tutkielmassa esitellyt seitsemén.

Tamén jalkeen tarkastellaan, millaisia lukualueita eri origamiaksioomia k&aytté-
malld saadaan aikaan kompleksitasossa. Késitelladn nelja lukualuetta, jotka muodos-
tuvat lisdamalla edellisiin origamiaksioomiin jokin lisdé. Suppein késiteltdva joukko
on Thaleen joukko, joka muodostuu origamiaksioomien O1 ja O2 pohjalta. Origamiak-
siooman O1 mukaan kahden pisteen kautta voidaan tehdi taitos, ja origamiaksioo-
man O2 mukaan voidaan tehdé taitos, joka kuvaa annetun pisteen toiseksi annetuksi
pisteeksi. Osoitetaan, ettd niilla origamiaksioomilla muodostuva Thaleen joukko on
kunta.

Lisdtaan edellisiin origamiaksiooma O3, jonka mukaan suoran voi kuvata toisek-
si suoraksi. Néin saadaan Pythagoraan kunta. Eukleideen kunta saadaan lisédmalla
edellisiin origamiaksiooma O5, jonka mukaan voidaan taittaa piste suoralle taitoksel-
la, joka kulkee toisen pisteen kautta.

Erityisen huomionarvoinen kunta on Vietan kunta. Se saadaan ottamalla kayt-
toon origamiaksiooma OG6, jonka mukaan yhdelld taitoksella voidaan taittaa kaksi
eri pistettd yhtéaikaisesti kahdelle eri suoralle. Origamiaksiooman O6 avulla voidaan
konstruoida mielivaltaisen luvun kuutiojuuri ja jakaa mielivaltainen kulma kolmeen
osaan. Néin Vietan kunta on suurempi kuin esimerkiksi harpin ja viivaimen avulla
muodostettava. Origamiaksiooma O6 mahdollistaa kolmannen asteen yhtéalon ratkai-
semisen geometrisella menetelmalla.

Lopuksi tarkastellaan erityisesti kolmannen asteen yhtalon ratkaisemista taittele-
malla. Esitelldén Lill'n menetelmé, jolla ratkaistaan polynomiyhtéloitd geometrisesti.
Menetelmésséa piirretdéan yhtaloa kuvaava polku, joka muodostuu yhtélon kertoimien
méadraamistd janoista. Tamén jalkeen muodostetaan toinen janoista koostuva polku,
joka noudattaa madrattyja saantoja alkaen ja loppuen samoihin pisteisiin kuin ensim-
méinen polku. Polkujen viliin muodostuu kulma 6, jonka avulla saadaan yhtélon yksi
juuri x = — tané.

Kun on késitelty Lill'n menetelmé, selvitetdan, miten sitd voi kdytannossa hyodyn-
tad origamitaittelussa kolmannen asteen yhtédloiden ratkaisemiseksi. Tdmé& on mah-
dollista origamiaksiooman O6 avulla ratkaisemalla Belochin nelioksi kutsuttu kon-
struointiongelma. Siiné taitellaan nelio, jonka kaksi vierekkéistd kulmaa ovat anne-
tuilla suorilla ja kaksi sivua kulkee annettujen pisteiden kautta. Kun hyddynnetéadn
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tatda konstruktiota, voidaan l1oytdd Lill'n metodissa tarvittava polku kolmannen as-
teen yhtélolle. Talla tavalla taittelemalla 16ydetaédn kaikki kolmannen asteen yhtéalon
reaaliset juuret.
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Johdanto

Geometrisia konstruktioita voidaan tehda harpin ja viivaimen liséksi monilla muil-
lakin keinoilla. George Martinin teoksessa [16] on késitelty erilaisia geometrisen kon-
struoinnin vélineitd. Erds néistd on paperintaittelu eli origami [16], s. 145-159]. Téa-
mén tutkielman tavoite on selvittdd muun muassa millaisia taitoksia origameilla voi
tehdd annettujen pisteiden ja suorien pohjalta, millaisia lukualueita néilla taitoksilla
voidaan muodostaa ja lopulta miten kolmannen asteen yhtélo ratkaistaan origamin
avulla.

Kun taittelua verrataan harppi-viivain-konstruktioihin, origamigeometriassa tar-
vitaan harpin ja viivaimen sijaan pelkkia taitoksia. Euklidisen geometrian konstruk-
tiot koostuvat kolmesta dérellisesti toistuvasta toiminnosta: voidaan piirtdd suora
kahden pisteen lédpi ja ympyréa annetulla keskipisteelld ja séteelld, sekd paikantaa ym-
pyroiden ja suorien muodostamia leikkauspisteitd. Kun origamigeometrian konstruk-
tiot jaetaan samaan tapaan &érellisesti toistuviin toimintoihin, niitd on vain kaksi.
Voidaan tehdd taitos yksi kerrallaan, tarkoittaen sité, ettd edellinen taitos taytyy
avata ennen uuden taittamista. Lisédksi voidaan paikantaa taitosten ristedmiskohtia,
jotka médrittelevit origamigeometrian pisteet. [§]

Taitoksia voidaan tehdd monipuolisemmin kuin harppi-viivain-konstruktioiden suo
ria, joissa jana voidaan piirtdd vain kahden pisteen vilille. Ensimmaisessd luvussa
aloitetaan esittelemilld erilaiset mahdolliset taitokset. N&itd kutsutaan origamiak-
sioomiksi, vaikka ne eivit muodosta varsinaista aksioomajirjestelméaé. Taitoksia on
mahdollista tehdé vain yksi kerrallaan, eli edellinen avataan ennen kuin tehd&én toi-
nen taitos. Néin voidaan tehdé seitsemén erilaista taitosta annettujen pisteiden ja
suorien pohjalta. Enempédd ei ole, mikd perustellaan tarkastelemalla kohdistuksia,
joista origamiaksioomien voidaan ajatella muodostuvan. Toisessa luvussa tutkitaan,
millaisia lukualueita eri origamiaksioomien avulla voidaan tuottaa. Suppein tarkas-
teltava lukualue on Thaleen joukko, joka muodostetaan origamiaksioomilla O1-O2.
Kun tahén lisdtdan O3, saadaan Pythagoraan kunta. Edelleen lisdamaélla O5 saadaan
Eukleideen kunta, joka on sama kuin harpilla ja viivaimella saatava kunta. Kun ké&y-
tossa on vield O6, saadaan Vietan kunta. T&lloin esimerkiksi kulman kolmijako ja
kuutiojuuren konstruointi ovat mahdollisia.

Kolmannessa luvussa keskitytdaén erityisesti sithen, ettd origamiaksiooma O6 mah-
dollistaa kolmannen asteen yhtédlon ratkaisemisen geometrisesti. Tama perustuu Lill'n
menetelméén, jossa piirretddn yhtalod kuvaava polku ja sen jélkeen tietyin ehdoin
ratkaisupolku. Polkujen vilinen kulma antaa yhtélolle ratkaisun. Beloch néytti, ettéa
Lill'n menetelmé voidaan toteuttaa taittelemalla. Nain 16ydetdéan kaikki kolmannen
asteen polynomin reaaliset juuret.



2 JOHDANTO

Geometristen konstruktioiden mielessé paperintaittelua késitteli ensimmaéisend T.
Sundara Row vuonna 1893 Intiassa teoksessaan Geometric Exercises in Paper Fol-
ding, [19]. Siind hén toteaa, ettd kaikki harppi ja viivain -konstruktiot voidaan selvés-
ti toteuttaa paperintaittelulla. Muunlaisia konstruktioita kuten mielivaltaisen kulman
kolmijakoa ei téssd kuitenkaan mainita. Ensimmaéinen teos, joka késittelee tdsmélli-
sesti paperintaittelua geometristen konstruktioiden niakokulmasta, on R. C. Yatesin
Geometric Tools vuodelta 1949. Siina esitelldédn 3 taitteluoperaatiota, joissa nikyy jo
yhteys origamiaksioomiin. [16], s.145]

1980-luvulla Jacques Justin ja Humiaki Huzita esitteliviat kumpikin tahoillaan
origamiaksioomat, Justin seitsemén ja Huzita kuusi niistd [2], s.1-3]. Lisiksi Justin
esitteli kulman kolmijaon ja kuutiojuuren ratkaisun. Myo6s Hisashi Abe kehitti tavan
jakaa kulma kolmeen osaan. Tamé tapa esitellidn tutkielmassa. Esimerkiksi Roger
C. Alperin ja Robert J. Lang ovat tutkineet origamien geometriaa tésti eteenpéin
2000-luvulla, ndyttéen teoksessaan [2] muun muassa, ettd yhden taitoksen origamiak-
sioomia ei ole enempéd, ja laajentaen nikokulmaa useamman samanaikaisen taitoksen
sallimiseen. Useampi yhtédaikainen taitos ja kéyrat taitokset kuuluvat tdmén tutkiel-
man ulkopuolelle. Geometristen konstruktioiden ulkopuolella ndkékulmia origamien
matematiikkaan ovat muun muassa tesselaatioiden ja jaykkien materiaalien taittelun
tarkastelu (rigid folding).



LUKU 1

Origamiaksioomat

1.1. Seitsemiin origamiaksioomaa

Origamigeometriassa paperi ajatellaan darettoméksi samaan tapaan kuin eukli-
disessakin. Oletetaan euklidinen taso R? olemassaolevaksi ja mééritelliin piste ja
suora.

MAARITELMA 1.1. Piste on euklidisen tason piste.
MAARITELMA 1.2. Suora on euklidisen tason suora.

Suoria merkitddn (X,Y’), mikd tarkoittaa niiden pisteiden (z,y) joukkoa, joka
toteuttaa yhtdlon Xx + Yy + 1 = 0. Origon kautta kulkevia suoria ei pysty tdhén
tapaan ilmaisemaan, mutta niitd ei tarvitse erikseen kasitelld, silla koordinaatiston
voi tarvittaessa siirtdd. Origamigeometriassa ainoastaan kahden suoran risteyskohdat
ovat pisteitd, ja suoraan liittyy aina peilaus, joka maédrdytyy suoran parametrien X
ja Y perusteella.

Kun paperintaittelussa tehdédén taitos, mééritelldéan taitoksen jélki, suora, ja li-
siksi peilaus, kun osa paperista taitetaan toisen péélle. Matemaattinen peilaus kuvaa
koko avaruuden koko avaruudeksi, kun taas paperia taitellessa paperi puolitetaan.
Kuitenkin paperin taittamisen tulkinta peilauksena jonkin suoran suhteen on toimi-
va. Téassé tutkielmassa taitos tarkoittaa seké suoraa ettéd peilausta sen suhteen. Té-
mé on perusteltua, silld suora ja taitos vastaavat yksikésitteisesti toisiaan. Merkitaan
pisteiden P ja Q vilistd janaa PQ, ja miaritelldsn peilaus.

MAARITELMA 1.3. Kun on annettuna suora m, peilaus 7}, on kuvaus 7 : R? —
R?, niin etté kaikille pisteille P € R
P ifPem

T,.(P) = —
(P) Q, if P € m,jam on janan PQ kohtisuora puolittaja.

Huomataan, ettd T'(P;) = P, joss T(P,) = P, silld janan P P, kohtisuora puo-
littaja on myos janan P, P; kohtisuora puolittaja. Paperintaittelussa voi vastaavasti
havaita, etté ei ole merkitystd, kumpi puoli paperista taitetaan toisen paélle.

Kun suora m on Xz 4+ Yy + 1 = 0, peilaus suoran m suhteen on affiinikuvaus
T, : R? — R2,

o [cos?(0) —sin*(0) —2cos(f) sin(6) —2 X
(@) = {—2 cos(f) sin(f) sin?(0) — 0082(8)] Tt X +Y? {Y} ’

missé ¢ on suoran ja z-akselin vilinen kulma (suorasta alkaen vastapaivéén),
0 =m —arctan(—X/Y), kun Y # 0.

Jos Y = 0, niin kulma 6 ole siten méaariteltavissa télla tavalla, silld kyseessd on
pystysuora. Télloin § = 7/2. Huomataan, ettd cos(f) = Y/VX?2+Y? ja sin(d) =

3

—
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X/vX?+ Y2 Sijoittamalla nimé matriisiin, saadaan pisteelle (z,y) kuva

T(w,y) = r(Y? - X?) - 2XYy —2X 1
Y = y(X2—Y?) —2XY2 —2Y | X2+ v?

Tarkastellaan seuraavaksi eri tapoja méaéritelld darellinen méaéra taitoksia erilais-
ten olemassaolevien pisteiden ja suorien pohjalta. Tapoja tunnetaan seitsemén ja niitéa
kutsutaan origamiaksioomiksi. Nimestidan huolimatta ne eivit muodosta aksioomajér-
jestelméd, vaan vaativat pohjalle valmiin geometrian, jossa on méaéritelty esimerkiksi
kohtisuoruus.

Tama tutkielma soveltaa yleisimpié tapoja muodostaa origamiaksioomat. Ne esi-
tellaéin 1dhes samalla lailla monissa eri lihteissé, esimerkiksi [4], [3], [2], [17], [8] ja [1].
Osoitetaan, ettd origamiaksioomat ovat voimassa euklidisessa tasossa R?. Jokaisesta
origamiaksioomasta on todistuksen yhteydesséa kuva.

LAUSE 1.4 (O1). Kun on annettu kaksi eri pistetta Py ja Pa, on olemassa yksise-
litteinen taitos m, joka kulkee ndiden kahden pisteen kautta.

TobisTtus. Kaksi pistettd méaaraavat yksiselitteisesti suoran, ja siten myos pei-
lauksen sen suhteen. U

Kuva 1.1. (O1) Kahden pisteen P; ja P, vilinen taitos.

LAUSE 1.5 (02). Kun on annettu kaksi eri pistetti Py ja Py, on olemassa yksise-
litteinen taitos m, joka kuvaa pisteen Py pisteeksi Ps.

TobisTus. Janan P, P, kohtisuora puolittaja maérittelee halutun taitoksen. [

Kuva 1.2. (02) Taitos, joka kuvaa pisteen P; pisteeksi Ps.

LAUSE 1.6 (O3). Olkoot 1y ja ly suoria. On olemassa yksi tai kaksi taitosta, jotka
kuvaavat suoran l; suoraksi ly.
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TobisTus. Jos suorat [y ja l; ovat yhdensuuntaiset, taitos m on yhdensuuntainen
suoriin [y ja lo ndhden ja kulkee niiden vilistd, siten ettd sen etdisyys kumpaankin
suoraan on yhté suuri. T&lloin mika tahansa suoran m normaali leikkaa suorat [; ja
Iy pisteissid A ja B, jotka ovat yhtd kaukana suorasta m. Siten suora m on janan
AB kohtisuora puolittaja ja kuvaus T(m) kuvaa kaikki suoran [; pisteet suoralle I.
Talloin taitoksia on tdsmaélleen yksi.

Jos suorat eivit ole yhdensuuntaiset, ne leikkaavat pisteesséd, johon muodostuu
kaksi suorien vilistd kulmaa. Néiden kulmien puolittajat toteuttavat origamiaksioo-
man O3 ehdon, silld puolittajien etéisyys kumpaankin suoraan on yhté suuri. Tama
voidaan todistaa konstruoimalla kulmanpuolittajalle normaali, joka muodostaa tai-
toksen ja suorien kanssa kaksi KSK-sdédnnon nojalla yhdenmuotoista kolmiota. Néin
taitoksia on tédsmélleen kaksi. U

Kuva 1.3. (03) Taitos, joka kuvaa suoran l; suoraksi ls.

LAUSE 1.7 (O4). Kun on annettu piste P ja suora I, on olemassa yksiselitteinen
taitos m siten, ettd se on kohtisuora suoraan | ndhden ja kulkee pisteen P kautta.

TobisTUus. Kohtisuoruus suoraan [ ndhden ja piste P jonka kautta taitos kulkee,
médrittelevit taitoksen yksiselitteisesti. U

P

m

n !

Kuva 1.4. (0O4) Pisteen P kautta kulkeva suoraan [ nihden kohtisuora
taitos.

LAUSE 1.8 (O5). Olkoot Py ja Py pisteitd ja | suora siten, ettd pisteiden Py ja
Py etdisyys toisistaan on vdhintddan yhtd suurt kuin suoran | etdisyys pisteestd Ps.
Tdlloin on olemassa yksi tai kaksi taitosta m, jotka kulkevat pisteen P, kautta ja
kuvaavat pisteen Py suoralle [.
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TopisTus. Kiytetiin janan PQ pituudesta merkintid || PQ||. Jos suora [ on yhti
kaukana pisteestd P, kuin piste Py, niin suoralla [ on tdsmélleen yksi piste A, siten ettd
kuvan 1.6\ mukaisesti || P, P, || = ||AP;|. Kulman /P, P, A puolittaja leikkaa janan P, A
pisteessd B. Télloin kolmiot AP, P,B ja AAP,B ovat yhdenmuotoiset, koska niilla
on yhteinen sivu BP, ja /P, P,B = /AP, B. Niin vieruskulmat /P,BP, ja ZABP,
ovat yht# suuret, ja siten suorat, ja ||[PB|| = ||AB||. Kulman ZP,P,A puolittaja on
siis janan P; A kohtisuora puolittaja ja méasrittelee halutun taitoksen.

Jos suora [ on lahempéné pistettd P, kuin piste Py, suoralla [ on kaksi sellaista
pistetté, jotka ovat yhtéd kaukana pisteestd P, kuin piste P;. Siten haluttuja taitoksia
on tasmaélleen kaksi. 0

/

P m

e e e m e = -

51

Kuva 1.5. (O5) Taitos, joka kulkee pisteen P, kautta ja kuvaa pisteen
P, suoralle {.

%

Kuva 1.6. Origamiaksiooman O5 todistus.

Jos suora [ on kauempana pisteestd P, kuin piste P;, suoralla ei ole pistetté, jonka
etéisyys pisteestd P olisi sama kuin pisteiden P; ja P, etéisyys. Siten haluttua suoraa
ei ole olemassa.

Origamiaksioomalla O5 on yhteys paraabeliin. Merkitdén pisteen P ja suoran m
etaisyyttd d(P,m). Paraabeli S = {P € R? : d(P,m) = ||PQ||} on joukko tason pis-
teité, joiden etdisyys annetuista pisteestd () ja suorasta m on yhté suuri. Piste ) on
paraabelin polttopiste ja suora m sen johtosuora. Origamiaksiooman O5 méaérittele-
mé taitos on tangentti paraabelille, jonka polttopiste on P; ja johtosuora on [. Kun
pistettd P, muutetaan, saadaan saman paraabelin useita tangentteja. Siten pisteen
P, taittaminen jokaiselle suoran [ pisteelle antaa kokoelman suoria, joiden méaraama
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verhokéyréd on paraabeli. Tdtd on havainnollistettu kuvassa [I.7] Paraabelin taittelu
paperista on helppoa, kun valitaan suoraksi [ paperin reuna ja taitetaan se pisteelle
P;.

Kuva 1.7. Ob:n taitokset eri pisteilld P, muodostavat verhokéyrén,
joka on paraabeli.

LAUSE 1.9. ([16, Theorem 10.3)) Jos piste P on suoralla I, niin sen peilikuva
suoran m suhteen on suoralla [, jos ja vain jos taitos m kulkee pisteen P kautta tai
on kohtisuorassa suoraan | ndhden. Jos piste P ei ole suoralla [, niin sen peilikuva
suoran m suhteen on suoralla | jos ja vain jos m on tangentti paraabelille, jonka
polttopiste on piste P ja johtosuora on suora .

TobisTus. Todistetaan viite ldhteen [16] mukaan. Ensimméinen osa seuraa pei-
lauksen maéadritelmésta. Tarkastellaan toisen osan viitettd, ettd taitos, joka kuvaa
pisteen P suoralle [, on tangentti paraabelille, jonka polttopiste on P ja johtosuora
on [. Nyt P ei ole suoralla [, ja origamiaksiooman O5 mukaan on olemassa suora m
siten, ettd T,,(P) = @ € (. Tilanne ndkyy kuvassa . Peilauksen mééritelméan mu-
kaan m on tallsin janan PQ kohtisuora puolittaja. Koska P ei ole suoralla I, m ja
[ eivét ole kohtisuorassa. Siten pisteen () kautta kulkeva suoran [ normaali leikkaa
suoran m jossakin pisteessd T. Tallsin | TP|| = ||TQ||. Koska T on yhtd kaukana
pisteestd P ja suorasta [, se sijaitsee paraabelilla, jonka polttopiste on P ja johtosuo-
ra on [. Siten suoralla m on ainakin yksi piste, joka on télld paraabelilla. Suora m
on paraabelin tangentti, jos pisteitd on vain yksi. Siispd oletetaan, ettd suoralla m
on olemassa toinenkin piste S, joka on myo6s paraabelin piste. Nyt suoran [ normaali
pisteen S kautta leikkaa suoraa [ pisteessd F. Talloin ' # ). Koska S on suoralla
m, pitee ||[SP| = ||SQ|. My®s, koska S on paraabelilla, pitee ||SP|| = ||SF||. Siten
1SQ|| = ||SF]|, joten muodostuu kolmio AFSQ, joka on tasakylkinen ja kannan kul-
ma on suorakulma. Témé& on mahdotonta, joten suoralla m on vain yksi paraabelin
piste ja siten se on paraabelin tangentti.



8 1. ORIGAMIAKSIOOMAT

Tarkastellaan sitten viitetté, ettd kun on paraabeli jonka polttopiste on P ja joh-
tosuora on [, paraabelin mika tahansa tangentti peilaa pisteen P suoralle [. Oletetaan,
ettd t on kyseisen paraabelin tangentti, joka sivuaa paraabelia pisteessd T'. Suoran
[ normaali pisteen T kautta leikkaa nyt suoraa [ pisteessd (). Olkoon suora n janan
PQ kohtisuora puolittaja, jolloin siis 7,,(P) = Q. Koska T on paraabelin piste, on

|TP|| = ||ITQ|| ja télloin T on suoralla n. Siten n on paraabelin tangentti. Kuitenkin
yvhden paraabelin pisteen kautta kulkee vain yksi paraabelin tangentti, joten taytyy
ollan =tjaTiy(P) = Q. d
m
T
P
‘ l
Q

Kuva 1.8. Pisteen P taitos suoralle [ on méirdtyn paraabelin tangentti.

LAUSE 1.10 (O6). Olkoot Py ja Py pisteitd, seki ly ja ly suoria, jotka eivit ole
yhdensuuntaiset. Tdlloin on olemassa 1-3 taitosta, joiden mddrittelemdt peilaukset
kuvaavat pisteen Py suoralle Iy ja pisteen P suoralle [5.

Kuva 1.9. (O6) Kahden pisteen taittaminen yhtéaikaisesti kahdelle
suoralle.

TobisTus. Todistetaan lause lahteiden [16] ja [14] pohjalta. Tarkastellaan tilan-
netta, jossa P; on suoralla [ ja P, on suoralla [5. Nyt on kolme taitosta, jotka to-
teuttavat ehdon: Taitos, joka kulkee pisteen P; kautta ja on kohtisuora suoraan [,
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nidhden, taitos, joka kulkee pisteen P, kautta ja on kohtisuora suoraan [; ndhden, se-
kd taitos, joka kulkee pisteiden P, ja P, kautta. Ndmé& ovat véistaméattd olemassa,
silld ne vastaavat origamiaksioomien O1 ja O4 tilanteita.

Tarkastellaan sitten tapauksia joissa P; ei ole suoralla [;. Voidaan valita koordi-
naatisto siten, ettd P; = (0,1) ja suoran [; yhtélo on y +1 = 0 eli y = —1. Suoran
ly yhtdlo on Az + By + 1 = 0. Olkoon piste P, = (u,v). Olkoon suora m taitos,
joka kuvaa pisteen P; suoralle [;. Télloin pisteen P, kuva on P} = (t,—1). Janan
P, P/ keskipiste on piste (¢/2,0) ja sen kulmakerroin on silloin —2/t. Siten taitoksen
m kulmakerroin on ¢/2. Taitoksen yhtdlé on tdmén perusteella

t t
y= 5(1‘ - 5)7
jonka voi kirjoittaa muodossa
-2 4

Tamén taitoksen taytyy kuvata myos piste P, suoralle [5, joten tarkastellaan pisteité
Py ja T,,(Py) = (v/,v") = Pj. Ndiden muodostaman janan kulmakertoimesta

v—1
u—u
saadaan taitoksen kulmakerroin
u—u
o —v

ja nyt voidaan merkitd tdméa yhtd suureksi aiemmin pééatellyn kulmakertoimen kanssa,
jolloin saadaan yht&lo

u—u

t
1.2 — .
( ) 2 v—

Janan P, Pj keskipiste on
utu v+

( 2 ) 2 )7
ja kun sijoitetaan tdmé taitoksen m yhtdloon [I.1], saadaan
-1 2
(1.3) T(u—u')+t—2(v—v')—l—1:0.
Nyt voidaan eliminoida ¢ yhdistdmaélld yht#lot [I.2] ja [1.3] Saadaan yhtils
(1.4) —(u—u) =)+ (=) +2u—u)=0.

Piste Pj on suoralla [, joten se toteuttaa yhtélon Au'+ Bv'+1 = 0. Koska [; }f I,

saadaan
, 1+ Ad

v = — .

B

Sijoittamalla tdmé yhtéloon [I.4] saadaan

1+ Au 1+ Au
I )+ (v + 5

joka on kolmannen asteen yhtélo. Silld on siten vahintdin yksi reaalinen juuri ja

enintddan kolme. Néin luvulle ' saadaan 1, 2 tai 3 ratkaisua, joiden avulla luvulle v’

(1.5) —(u—u)} (v + )2+ 2(u —u)* = 0.
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saadaan myos yksiselitteiset ratkaisut ja jokainen niistd méadrittelee yksiselitteisesti
yhden taitoksen. Siten taitoksia on aina 1, 2 tai 3. U

Tarkastellaan myos kahta mahdollista tilannetta, joissa suorat [y ja [ ovat yhden-
suuntaiset. Tilanteessa, jossa P; ei ole suoralla [, Lauseen todistuksen mukai-

sessa suoran lp yhtélossd on A = 0, ja siten v/ = —1/B. Sijoittamalla tdmé& yhtaloon
.4 saadaan
(1.6) —(u—u)w+1/B)+ (v+1/B)*+2(u—u)*=0.

Téastd muodostuu toisen asteen yhtélo, josta voidaan ratkaista luku «'. Tall4 voi
olla nollasta kahteen ratkaisua. Yhtédén ratkaisua ei ole silloin, jos pisteiden P; ja P
etdisyys toisistaan on pienempi kuin suorien [; ja ls.

Toisessa tilanteessa piste P, on suoralla [; ja P, on suoralla . Talloin kaikki
taitokset, jotka ovat kohtisuorassa suoriin /; ja [, ndhden, kuvaavat pisteet P; ja P,
suorille [; ja lp. Siten taitoksia on d&dreton méadrd, mika ei ole hyviksyttavad, koska
aksioomat vaativat dédrellisen méaidran taitoksia, ettd ne olisivat mielekkaité.

Lauseen mukaan yhden pisteen taittaminen suoralle antaa tangentin paraa-
belille, joka méardaytyy pisteen ja suoran mukaan. O6 kuvaa kaksi pistettd kahdelle
suoralle ja antaa siten yhteiset tangentit kahdelle paraabelille, joiden polttopiste ja
johtosuora maaraytyvéat annetuista kahdesta pisteestéd ja suorasta. Paraabeleilla voi
olla enintéddn kolme yhteistd tangenttia. Téllainen tilanne nékyy kuvassa [1.10}

Kuva 1.10. O6 antaa kahden paraabelin yhteiset tangentit.

LAUSE 1.11 (O7). Kun on annettu piste P sekd suorat Iy }f la, on olemassa yk-
sikdsitteinen taitos m, joka on kohtisuorassa suoraan ly ndhden ja kuvaa pisteen P
suoralle ;.

TobpisTus. Origamiaksiooma O7 saadaan kéiyttdmailla origamiaksioomia O2 ja
04 kuvan [1.11] mukaisesti. Origamiaksiooman O4 mukaan voidaan tehd& suoraan [,
nidhden kohtisuora taitos s, joka kulkee pisteen P kautta. Témén jélkeen voidaan
kayttdd uudelleen origamiaksioomaa O4 ja tehdd pisteen P kautta kulkeva taitos
n, joka on kohtisuora taitokseen s ndhden. Koska Iy }f lo, ja n || lo, suorat n ja Iy
leikkaavat toisensa jossakin pisteessd () € [;. Origamiaksiooman O2 mukaan pisteille
Q@ ja P voidaan taittaa kohtisuora puolittaja m. Nyt tdmé taitos m kuvaa pisteen P
suoralle /; ja on kohtisuora suoraan l; nédhden. O
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Q ‘ n P
‘ 0 ‘ B
Iy s
m
lo A

Kuva 1.12. (O7) Suoraan [y nihden kohtisuora taitos, joka kuvaa pis-
teen P suoralle [;.

Origamiaksioomassa O7 taitetaan yksi piste annetulle suoralle, ja siten myos tdméa
origamiaksiooma tuottaa tangentin paraabelille, jonka polttopiste ja johtosuora tun-
netaan. Piste P on paraabelin polttopiste, suora [; on paraabelin johtosuora ja suora
l5 on yhdensuuntainen paraabelin tangentin kanssa. Kun tarkastellaan uudelleen ku-
vaa [L.7 havaitaan, ettd se pystytddn muodostamaan myos origamiaksioomalla O7,
muuttaen suoraa ls, johon néhden taitos on kohtisuorassa. Huolimatta téstd saman-
kaltaisuudesta origamiaksioomien O5 ja O7 vililla, O5 on néistd kahdesta vahvempi
tyokalu.

Origamiaksiooma O7 todistetaan konstruoimalla sen vaatima taitos origamiak-
sioomien O4 ja O2 avulla. Joitakin origamiaksioomia voidaan siis johtaa toisista ori-
gamiaksioomista. Erityisesti aksioomat O1-O5 voidaan johtaa origamiaksioomasta
O6. Martin [16] osoittaa ettd supistettu versio aksioomasta OG6 riittd4 muodostamaan
saman lukualueen kuin O1-O7, kunhan piste mééaritellddn taitosten leikkauspistee-
nd, siten etté alkutilanteessa on olemassa toisiaan leikkaavia suoria. Myos esimerkiksi
lahteessd [8] todetaan, ettd O6 on riittédvd korvaamaan kaikki 7 origamiaksioomaa.
Siten origamiaksioomien lista ei ole pienin mahdollinen, vaan itse asiassa suurin. Seu-
raavassa aliluvussa perustellaan, miksi origamiaksioomia ei ole enempéaé.
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1.2. Kohdistukset

Téamé aliluku perustuu Jorge C. Luceron teokseen [14] sekd Alperinin ja Langin
teokseen [2]. Origamiaksioomat ovat yhden taitoksen operaatioita, joilla saavutetaan
pisteiden ja suorien vilisid kohdistuksia. Suora ja piste voidaan kohdistaa kolmella
eri tavalla: pisteiden P ja () kohdistus toteutuu kun P = @, suorien m ja n kohdistus
toteutuu kun m = n, ja pisteen P ja suoran n kohdistus toteutuu, kun P € n.

Kun tarkastellaan pisteiden ja suorien peilauksia, ne voivat kohdistua kuudella
eri tavalla jollekin pisteelle tai suoralle, kun otetaan huomioon, ettid osa peilauksista
tarkoittaa kdytdnnossd samaa tilannetta taitoksen kannalta. Tilanteet T'(P) = @ ja
T(Q) = P vastaavat toisiaan, tilanteet T'(P) € m ja P € T'(m) vastaavat toisiaan, ja
T(m) = n vastaa tilannetta T'(n) = m.

Kun P # @ ja m # n, voidaan luetella kaikki tavat kohdistaa pisteen P peilattu
kuva T'(P) ja suoran m peilattu kuva T'(m) pisteisiin P ja @ sekd suoriin m ja
n. Merkitddn kohdistuksia I-kirjaimella 1dhteessd [14] kdytettyyn termiin incidence
perustuen. Namé kohdistukset ovat

I: T(P)=Q I2: T(m) =n I3: T(P)em
g R s
I4: T(P)=P I5: T(m) =m 16: T'(m) =m

Kuva 1.13. Kaikki mahdolliset kohdistukset.

Taitokset kohdistavat pisteiden ja suorien kuvia pisteille ja suorille. Jotkin koh-
distukset voidaan saavuttaa ddrettoméan monella eri taitoksella. Jos kuitenkin néitéa
kohdistuksia valitaan useampi ja vaaditaan, ettd yksi taitos toteuttaa ne kaikki, t&l-
laisia taitoksia voidaan madritelld dédrellinen méaara. Muodostetaan kaikki mahdolliset
kohdistusten yhdistelmaét siten, ettd yhdessé yhdistelméssd on mahdollisimman vihéan
kohdistuksia, mutta tarpeeksi, jotta se méérittelee dérellisen médran taitoksia. Néin
saadaan kohdistusten ja kohdistusparien joukko. N&mé& kohdistukset ja niiden parit
vastaavat origamiaksioomia ja niitd voidaan muodostaa tédsmaélleen seitsemén. Ori-
gamiaksiooma voitaisiinkin mééritelld minimimé&érand kohdistuksia, joka méérittelee
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| I5: F(m) =m |13: F(P) e m |14: F(P) =P

I5: F(n) =n - o7 04
I3: F(Q) en o7 06 05
14:F(Q) = Q 04 05 01

TAULUKKO 1. Mahdolliset kohdistusparit ja niiden muodostamat ori-
gamiaksioomat, kun O # P ja m # n.

yhden taitoksen &érelliselld euklidisen tason alueella ja dérelliselld méaarélla ratkaisuja
[2,, Det.g].

Suora | = (X,Y) on médritelty kahdella parametrilla ja siten silld on kaksi va-
pausastetta. Siten kohdistuksista muodostetun yhdistelmén pitdd antaa tédsmélleen
kaksi yhtaloa, jotta se madrittelisi yhden suoran ja muodostaisi siten origamiaksioo-
man. Kohdistukset 11 ja 12 antavat kumpikin kaksi toteutettavaa yhtélod, joten ne
muodostavat itsenéisesti origamiaksioomat O2 ja O3. Kohdistukset 13, 14 ja I5 méaéa-
raavat puolestaan vain yhden toteutettavan yhtalon ja antavat siksi adrettomésti suo-
ria, jotka toteuttavat halutun kohdistuksen. Siten niitéd tarvitaan kaksi, jotta voidaan
médritelld ddrellinen méaaréd taitoksia. Taulukossa (1] esitelldéin kohdistuksista 13, 14
ja I muodostuvat mahdolliset parit ja nédytetdin, mitd origamiaksioomaa kyseinen
kohdistuspari kuvaa.

Ainoastaan I5-I5-pari ei voi muodostaa origamiaksioomaa. Se vaatii taitoksen I,
joka on kohtisuora kahteen suoraan m ja n néhden. Jos suorat m ja n ovat yhden-
suuntaiset, téillaisia taitoksia on ddrettomaésti, ja jos suorat eivit ole yhdensuuntaiset,
ratkaisuja ei ole lainkaan.

Kohdistus 16 muodostaa itsenéisesti kaksi yhtdlod ja ldhteen [14] mukaan siitd
seuraa origamiaksiooma O8, joka on esitelty kuvassa[I.14] 16 ei kuitenkaan luo uutta
taitosta, kuten muut kohdistukset: koska suora ja taitos samaistetaan, tdsmélleen suo-
ran kohdalla kulkeva taitos on jo olemassa. Siten tapaus O8 voidaan jattdd huomiotta
ja origamiaksioomia on tdsmaélleen seitsemén.

Kuva 1.14. (0O8) Taitos annettua suoraa pitkin.






LUKU 2
Lukualueet

Taittelemalla voidaan muodostaa erilaisia pistejoukkoja tasoon riippuen siitd, mit-
k& origamiaksioomat ovat kdytettdvissa. Tésséd luvussa aloitetaan origamiaksioomil-
la O1 ja O2, ja tarkastellaan millaisia tason pisteitd niilld voidaan muodostaa, seké
millaisia lukuja koordinaatiston akseleille muodostuu. Lisddmélla néihin aksioomia
yksi kerrallaan késitellidn yhteenséd neljé erilaista tason pisteiden joukkoa. Tarkas-
teltavat joukot osoittautuvat kunniksi, kun kompleksilukujen tulo (x1,41) - (22,92) =
(129 — Y1Y2, T2Y1 + 1Y) osoittautuu mahdolliseksi konstruoida. TaAmén vuoksi on
syyté kéasitelld tasoa kompleksitasona ja mééritella kunta.

MAARITELMA 2.1. Kunta K(+, ) on kommutatiivinen rengas, joka siséltaé kaik-
kien alkioidensa a # 0 kadnteisalkiot [12].

Kunta on siis joukko, jossa on méaéritelty kaksi funktiota, summa ja tulo, jotka
kuvaavat kaksi joukon alkiota yhdeksi joukon alkioksi. Kunta toteuttaa summan ja
tulon liitdntélain ja vaihdantalain, vasta-alkioiden ja kédnteisalkioiden olemassaolon,
summan ja tulon neutraalialkion olemassaolon, seké liséksi osittelulain.

Téassé tekstissa késitellddn vain kompleksitasoa ja reaalilukuja, joten on hyva to-
deta, miké on riittdvia reaalilukujen alikunnan muodostamiseksi. Reaalilukujen os-
ajoukko I on kunta, jos se sisaltaa luvut 0 ja 1 ja liséksi

a+b,a—0b, ab, a/c

kuuluvat joukkoon IF aina kun a, b, ¢ € F, ja ¢ # 0 [16}, s.34]. Samoin kompleksilukujen
osajoukko on kunta, kun se siséltdd summan ja tulon neutraalialkiot ja on suljettu
kompleksilukujen summan, tulon, erotuksen ja osaméiran suhteen.

Kun valitaan kolme pistettd A, B ja C siten, ettd ne eivit ole samalla suoralla,
ja rajoitetaan muut pisteet vain niihin, jotka muodostuvat taitosten leikkauspisteista,
voidaan tarkastella, millaisia lukuja erilaisilla origamiaksioomien valinnoilla pystytéaan
konstruoimaan.

2.1. Thaleen joukko

Alperin rakentaa artikkelissaan [I] Thaleen joukon, joka muodostuu ainoastaan
origamiaksioomien O1 ja O2 avulla. Tamé& aliluku perustuu tdysin liahteeseen [1J.
Maéaritelladan Thaleen joukko.

MAARITELMA 2.2. Olkoot pisteet A = (0,0), B = (1,0) ja C, joka ei ole z-
akselilla. Muut pisteet saadaan ainoastaan konstruoitavien taitosten leikkauspisteis-
td. Thaleen joukko on origamiaksioomien O1 ja O2 sisélla suljettu konstruoitavien
pisteiden osajoukko kompleksitasossa, kun konstruktioita voidaan tehda vain &arelli-
nen maara.

15
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Kasitelladn muutamia tarkeimmisté néilld origamiaksioomilla luotavista konstruk-
tioista. Erityisesti mychempia lukualueita ajatellen on olennaista, ettd O4 on mahdol-
lista johtaa néisté, ja pisteité ja suoria pystytadn peilaamaan annetun suoran suhteen.
O1 ja O2 mahdollistavat myos origamiaksiooman O7 konstruoinnin.

LAUSE 2.3. ([1, Lemma 2.1.]) Kun on annettu piste P ja jana AB, voidaan kon-
struoida jana, joka on yhdensuuntainen ja yhtd pitkd kuin jana AB ja jonka toinen
padtepiste on P.

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd piste P ei ole pisteiden A ja B muodostamalla
suoralla. Puolitetaan janat PA, AB ja PB kuvan mukaisesti origamiaksiooman
02 avulla. Olkoot janojen keskipisteet P’, A’ ja B’, siten ettd P’ on pisteiden A ja B
valissd, A’ pisteiden P ja B valissd ja B’ pisteiden A ja P vélissa.

P D/

B’ Zy

A P’ B

Kuva 2.1. Konstruoidaan pisteeseen P jana, joka on yhtd pitké ja
yhdensuuntainen annettuun janaan nahden.

Jana B’A’ on yhdensuuntainen janan AB kanssa. Konstruoidaan origamiaksioo-
man O1 avulla suora P’'A’, ja puolitetaan jana PA’, merkiten keskipistettd D’. Kon-
struoidaan suora B’'D’. Nyt suorat B'D’ ja P'A’ leikkaavat pisteessd D. Jana PD on
yhdensuuntainen janan AB kanssa ja pituudeltaan puolet sen pituudesta. Muodos-
tetaan samalla konstruktiolla janalle A’P’ yhdensuuntainen jana, jonka toinen kér-
kipiste on B. Télloin muodostettu jana leikkaa suoran PD pisteessd E, ja jana PE
on vhti pitki ja yhdensuuntainen janan AB kanssa. Jos jana halutaan konstruoida
toiseen suuntaan pisteestd P, se tehdddn samalla tavalla, mutta suoran AP’ sijaan
konstruoidaan ja kdytetdan suoraa B’'P’, ja téalle suoralle yhdensuuntainen suora kon-
struoidaan pisteesti A.

Jos P on pisteiden A ja B muodostamalla suoralla, voimme konstruoida janan
alkamaan pisteestd (), joka ei ole suoralla, ja sen jédlkeen tdmén janan alkamaan
pisteestéd P. O

LAUSE 2.4. ([1, Cor. 2.2.]) 04 seuraa aksioomista O1 ja O2.

TobisTus. Valitaan kaksi pistettd suoralta m. Naméa ovat olemassa, silla ne voi-
daan muodostaa origamiaksioomien O1 ja O2 ja kolmen aloituspisteen avulla. Kon-
struoidaan origamiaksioomaa O2 kéyttden niiden muodostamalle janalle keskinor-
maali. Lauseen 2.3 perusteella télle normaalille voidaan muodostaa yhdensuuntainen
suora, joka kulkee pisteen P kautta. 0
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SEURAUS 2.5. 07 seuraa aksioomista O1 ja O2.

Tobistus. O7 konstruoitiin edellisessd luvussa origamiaksioomien O2 ja O4 avul-
la, ja Lauseen mukaan O4 seuraa origamiaksioomista O1 ja O2. Siten O7 seuraa
origamiaksioomista O1 ja O2. U

LAUSE 2.6. ([I, Cor. 2.3.]) Kun on annettu suoran | pisteet A, B ja C, ja jo-
kin piste P, voidaan konstruoida piste D janalle AP siten, ettd janojen AD ja AP
pituuksien suhde on sama kuin janojen AB ja AC.

TopisTus. Konstruktiosta kaksi erilaista tapausta on néhtévissa kuvassa[2.2] Ole-
tetaan ensin, ettd P ei ole muiden pisteiden kanssa samalla suoralla. Konstruoidaan
Lauseen avulla pisteeseen B suora, joka on janan PC kanssa yhdensuuntainen. Se
leikkaa janaa AP pisteessid D, ja yhdensuuntaisuuden perusteella ZACP ja ZABD
ovat yhté suuret. Lisdksi kulmat ZPAC ja ZDAB ovat yhté suuret, koska ne ovat jo-
ko samat tai, jos A on pisteiden B ja C' vilissé, toistensa ristikulmat. Siten kolmioissa
ANABD ja AACP on kaksi samankokoista kulmaa joten kolmiot ovat yhdenmuotoi-
set. Talloin niiden vastaavien sivujen AD ja AP suhde toisiinsa on sama kuin sivujen

AB ja AC.

)

A/ AN ¢

Kuva 2.2. Konstruointeja erilaisissa alkutilanteissa. Tilanne A+ C'x B
on samankaltainen kuin A x B * C.

Jos piste P on suoralla [, valitaan jokin piste () suoran ulkopuolelta siten, ettd
voidaan konstruoida janalle AQ piste E, ja saadaan kolmiot AABE ja AACQ jotka
ovat yhdenmuotoiset. Nyt voidaan 16ytaa piste D suoralta [, siten ettéd kolmiot AADE
ja AAPQ ovat yhdenmuotoiset. Niin piste D leikkaa janaa AP samassa suhteessa
kuin B leikkaa janaa AC. O

Kasitelladn sitten pisteiden ja suorien peilaus. Jokainen taitos méarittelee pei-
lauksen, mutta taitoksen peilaamat pisteiden kuvat eivét ole suorien leikkauspisteita
eiviatka siten konstruoitavia pisteitd. Samoin suorat, jotka taitos peilaa, ovat vain ole-
massaolevien suorien kuvia eivitka uusia taitoksia. Siten peilatut suorat ja pisteet
taytyy konstruoida annettujen origamiaksioomien avulla.

LAUSE 2.7. ([1, Cor. 2.4.])) Kun on annettu piste P ja suora l, piste P voidaan
petlata suoran | suhteen. Jos on annettu suorat [ ja m, suora m voidaan peilata suoran
[ suhteen.
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TobpisTus. Ensimméinen véite sisdltyy jalkimméiseen. Valitaan kaksi pistettd A
ja B suoralta [. Konstruoidaan suoran [ normaali pisteen A kautta (O4). Tamén
normaalin ja suoran m leikkauspiste olkoon A’. Tehddan samoin pisteelle B ja saadaan
piste B’. Siirretéin jana AA’ pisteelle A Lauseen mukaisesti ja saadaan tdmén
janan loppupiste C. Samoin tehdiin pisteelle B ja saadaan piste D. Koska ||AA|| =
|AC||, ja ||BB’|| = || BD]|, ja nimé janat ovat kohtisuorassa suoraan ! néhden, suora
[ on janojen A’C' ja B’D kohtisuora puolittaja. Siten Pisteet C' ja D ovat pisteiden A’
ja B’ peilaukset suoran [ suhteen, ja niiden kautta kulkeva suora on suoran m peilaus
suoran [ suhteen. U

Lauseen seurauksena janoja voidaan laskea yhteen, eli kopioida siten, ettd ko-
pioidun janan alkupiste on toisen janan loppupiste. Thaleen joukko on siten suljettu
yhteenlaskun suhteen, ja kun yksi aloituspisteistd on A = (0, 0), se on Abelin ryhm eli
kommutatiivinen ryhmé. Thaleen joukko varustettuna yhteenlaskulla toteuttaa Abe-
lin ryhmén ehdot liitdnnéisyyden, neutraalialkion olemassaolon ja ki#nteisalkioiden
olemassaolon. Lisiksi yhteenlasku on kommutatiivinen.

Osoitetaan kohta, ettd Thaleen joukko on myos Q-vektoriavaruus, silld se toteut-
taa tarvittavat ehdot vektorin ja skalaariluvun kertolaskulle. Kun a, b ovat rationaali-
lukuja ja v, w Thaleen joukon vektoreita, tdmén kertolaskun téaytyy toteuttaa ehdot

(a+b)-v=a-v+b-v,
1-v=v,
a-(b-v)=(a-b)-v ja
a-(v+w)=(a-v)+(a-w).

Néiden toteutumiseksi tarvitsee konstruoida vektorin ja rationaaliluvun tulo. Vek-
toria voi selvésti kertoa kokonaisluvulla Lauseen perusteella. Rationaaliluvulla
kertominen vaatii kuitenkin, ettd vektoreita voidaan myos jakaa kokonaisluvulla.

LAUSE 2.8. ([1, Cor. 2.6.]) Thaleen joukko on Q-vektoriavaruus.

TobisTus. Olkoon W tason piste ja n positiivinen kokonaisluku. Téll6in on ole-
massa U siten, ettd nU = W. Konstruoidaan kuvan mukaisesti ensin nV" jollekin
pisteelle V', joka ei ole samalla suoralla kuin . Témé& on mahdollista, silld Lauseen
perusteella janaa OV voidaan kopioida n kappaletta. Sitten konstruoidaan O1:ta
kiyttden suora pisteiden nV ja W kautta. Lauseen [2.0] perusteella télle voidaan kon-
struoida pisteen V kautta yhdensuuntainen suora, joka leikkaa janaa OW pisteessé
U. O

Tutkitaan, millaisia lukuja voidaan muodostaa z- ja y-akseleille ja tasoon. Pis-
teiden y-koordinaatit muodostavat reaalilukujen osajoukon Y ja x-koordinaatit muo-
dostavat reaalilukujen osajoukon X. Origamiaksiooman O4 seurauksena y-akselille
muodostuu pisteiden (0,Y") joukko ja x-akselille pisteiden (X,0) joukko. Muodostu-
vat lukualueet riippuvat suoraan pisteen C' valinnasta. Pisteestd C riippuen joukko
Y ei ole valttamatta sama kuin joukko X. Thaleen joukko osoittautuu mychemmin
kunnaksi.

LEMMA 2.9. ([1, Lemma 2.7.]) Jos0#t €Y, niin 1/t €Y.
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nV

Kuva 2.3. Konstruoidaan U siten, ettd nU = W.

Tobistus. Olkoot pisteet O = (0,0), P = (1,0) ja B = (0,¢). Konstruoidaan
suorakulmainen kolmio AOAB. Kuvan mukaisesti kateetti OB on y-akselilla ja
pituudeltaan ¢. Tdmé& on olemassa, koska ¢ € Y. Toinen kateetti AB on pituudeltaan
1, ja yhdensuuntainen x-akselin kanssa. Tadmé saadaan Lauseen avulla kopioimal-
la jana OP. Siten on A = (1,t). Hypotenuusa OA konstruoidaan origamiaksioomalla
O1. Konstruoidaan toinen suorakulmainen kolmio AACB. Sen hypotenuusa AC on
pisteesta (1,t) y-akselille kulkeva jana, joka on kohtisuora aiemman kolmion hypote-
nuusaan ndhden. Téamén voi konstruoida origamiaksioomalla O4. Kolmiot AOAB ja
A ACB ovat yhdenmuotoiset yhdenmuotoisuuslauseen K K nojalla, ja siten y-akselilla
kulkevan kateetin BC pituus on 1/t.

C's

1/t _
A A= (1,%)

0
Kuva 2.4. Konstruoidaan y-akselille luku 1/¢.

LEMMA 2.10. Kun z,u € X jay €Y, niinuy/x €Y

TobisTtus. Olkoon origo O, sekd x,u € X ja y € Y. Siten on olemassa pisteet
A = (z,0), B = (u,0) ja C = (0,y). Talléin voidaan konstruoida piste P = (z,y)
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ja suora [ = OP, Lauseen [2.3| perusteella ja origamiaksioomalla O1. Konstruoidaan
pisteen B kautta kulkeva z-akselin normaali m. Suorat [ ja m leikkaavat pisteessi

Q = (u,v), ja Lauseen perusteella
lOP] _ oAl
10Q| loB]
Janan OP pituus on /22 4 32 ja janan OQ pituus on vu2 + v2, joten saadaan

vVai+y?  x

N ET R

Tésté ratkaistaan v ja saadaan

O

Nyt siis uy/x € Y. Koska 1 € X, voidaan madrata u = 1, joten y/x € Y. Samoin
voi olla x = 1, joten uy € Y.

Samaan tapaan, jos tiedetdin, ettd v,y € Y ja x € X, voidaan konstruoida piste
(x,y) ja saadaan vx/y € X. Talloin myds v/y € X. Tamén voi ajatella reaalilukujen
X kertomisena imaginaariluvuilla 7Y, silld kompleksilukujen kertolasku antaa myds

saman tuloksen

u - Yt T -t
P iy ja € X.

yi
LEMMA 2.11. ([1, Cor. 2.8.]) Kun z € X ja t,v,y,€Y # {0}, niin

(1) vy € X, zy €Y ja siten tvy € Y.
(2) 22 € X ja siten X on suljettu kertolaskun suhteen.
(3) Luvulle x € X, x # 0, patee 1/z € X ja siten X on kunta.

TODISTUS. (1) Koska y € Y, lemman mukaan 1/y € Y, lemman [2.10)
mukaan 1/(xy) € Y, ja edelleen lemman mukaan xy € Y. Tésta ja
lemmasta seuraa, ettd kun v,y € Y ja x € X, niin va/(zy) € X.

(2) Kun z € X, merkitddn pistettd (z,0) = A. Konstruoidaan jokin piste B =
(z,y),y # 0. Kohdan 1 mukaan zy € Y, joten O4 antaa z-akselin suuntaisen
suoran [, joka kulkee pisteen C' = (0, zy) kautta. Suora OB leikkaa suoraa [
pisteessd P. Nyt kolmiot AOCP ja ABAO ovat yhdenmuotoiset ja siten

A oA v o

jlcolcpl zy  [|CP

Siten 2% € X. Kun tiedetiiiin, ettd Q € X ja 2uv = (u + v)* — u? — v?, tisti
seuraa, ettd X on suljettu kertolaskun suhteen.

(3) Olkoon y € Y,y #0jax € X, x # 0. Kohdasta 1 ja lemmasta seuraa,

ettd 1/yxr € Y. Koska myos y € Y, kohdan 1 perusteella tiedetddn etté
y/xy € X. Siten 1/x € X. Siten kohdasta 2 seuraa, ettd X on kunta.

ja tésti edelleen ||CP|| = 2*.

O

LAUSE 2.12. Origamiaksioomilla O1 ja O2 muodostuva Thaleen joukko on kunta.
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TobisTus. Lauseesta [2.3]seuraa, ettd Thaleen joukko on suljettu kompleksiluku-
jen summan ja erotuksen suhteen. Liséksi jos luvut C' = z + yi ja D = u + vt ovat
konstruoitavissa, niin niiden tulo

(x +yi)(u+vi) = (zu — yv) + (uy + zv)i

on konstruoitavissa: lemman [2.11|mukaan xu, yv € X jalemman[2.10mukaan uy, xv €
Y. Myés luvun C' = x + yi kéénteisalkio

O = () + (1)

ZE2 + y2 1'2 + yQ
on konstruoitavissa lemmojen ja perusteella. Lisdksi aloituspisteet A = (0, 0)
ja B = (1,0) ovat summan ja tulon neutraalialkiot. O

Konstruoitavat luvut riippuvat aloituspisteestd C' = (a, b). Kutsutaan lukua C' =
a + bi thaleen luvuksi, jos sen avulla muodostettu Thaleen joukko II[C] siséltdd lu-
vun 4, eli C' mahdollistaa pisteen (0,1) konstruoinnin origamiaksioomien O1 ja O2
avulla. T&ll6in pisteiden z-koordinaatit muodostavat rationaalilukujen kuntalaajen-
noksen X = Q(a,b) eli kunnan {z +ya + 2b: z,y,z € Q}. Jos C ei ole thaleen luku,
on X = Q(a,b?). Kaikilla ei-reaalisilla kompleksiluvuilla C' on Y = Xb, ja Thaleen
joukko II[C] on suljettu kompleksikonjugaatin suhteen . Se myos siséltyy kuntaan
Q(a, b,1), koska voidaan ndyttad induktiivisesti, ettd kaikki luvun C' pohjalta muo-
dostuvat janojen puolittajat kuuluvat kuntaan Q(a,b,i) ja kaikkien konstruoitavien
suorien kulmakerroin kuuluu joukkoon Q(a,b).

LAusk 2.13. ([I, Theorem 2.11]) Jos C' ei ole thaleen luku, IT[C] on kunta Q(C, 0).
Jos C' on thaleen luku, II[C] on kunta Q(C,C,1).

TobisTus. Todistus esitetddn lihteessd [1, s.125]. O

Alperinin artikkelissa [1] tarkastellaan tarkemmin erityisesti Thaleen kunnan riip-
puvuutta luvusta C, seké ehtoja, joilla luku C' on Thaleen luku. Teoksessa késitellaan
myo6s kolmea muuta origamiaksioomilla muodostettavaa kuntaa.

2.2. Pythagoraan kunta
Lisédtaén edellisiin origamiaksioomiin origamiaksiooma O3.

LAUSE 2.14. ([1, Theorem 3.1.]) Kun on annettu aksioomat O1 ja O2, seuraavat
ovat yhtdpitdvdt:
(1) yksikkojana voidaan merkitd mille tahansa konstruoidulle suoralle,
(2) Mille tahansa kahdelle suoralle voidaan konstruoida kulmanpuolittaja (O3)
ja
(3) konstruoidun janan pituus voidaan merkiti mille tahansa suoralle.

ToDISTUS. Lauseen todistus perustuu ldhteeseen [1J.

(3) = (1) on selva.

(1) = (2): T4m4 tilanne on kuvassa [2.5] Merkitdén suorien a ja b leikkauspistetti
origona O ja merkitdén yksikkopituudet kummallekin suoralle saaden pisteet A € a
ja B € b. Tamén jalkeen voidaan konstruoida origamiaksiooman O4 avulla suoran
a normaali pisteen A kautta ja samoin suoran b normaali pisteen B kautta. Nama
leikkaavat pisteessda C'. Nyt saadaan kolmiot AOAC ja AOBC, jotka ovat yhtenevéit
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SSK-yhtenevyyssidinnon perusteella. Siten ||AC|| = ||BC|| ja janan OC muodostama
suora puolittaa suorien a ja b vélisen kulman.

Kuva 2.5. Kulman puolitus yksikkojanojen avulla.

(2) = (3): Tama tilanne on kuvassa Kun kaikki kulmat voidaan puolittaa,
voidaan siirt#s janan pituus halutulle suoralle. On annettu jana AB, ja puolisuora [
pisteestd C'. Nyt Lauseen mukaan voidaan siirtéié jana AB alkamaan pisteestd C
ja saadaan jana C'D. Voidaan puolittaa janan C'D ja puolisuoran [ vilinen kulma ja
Lauseen mukaan peilata piste D kulmanpuolittajan suhteen puolisuoralle [. N&in
saadaan piste @ halutulla puolisuoralla, siten etti [|CQ|| = |[AB]|. O

Kuva 2.6. Janan siirto kulmanpuolituksen avulla.

[lman origamiaksioomaa O3, kolmen aloituspisteen avulla voidaan muodostaa
kohtisuorat ja siten z- ja y-akseli, mutta kolmannesta pisteestd C' riippuen pisteet
y-akselilla eivit vilttAmittd ole samat kuin pisteet z-akselilla. Kun A = (0,0) ja
B = (1,0), niin origamiaksiooman O3 my6td Lause mahdollistaa pisteen (0,1)
konstruoinnin. Myos pisteen C' koordinaatit voidaan konstruoida kummallekin akselil-
le. Siten lukujoukot X ja Y ovat samat, edellyttden, kuten tédhéankin asti, ettd kolmas
piste C' ei ole samalla suoralla kuin pisteet A ja B. Koska piste (0, 1) voidaan kon-
struoida, valitaan selkeyden vuoksi piste C' = (0, 1). Tarkastellaan, millaiset joukot
muodostuvat z- ja y- akseleille seké tasoon origamiaksiooman O3 myo6ta.
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MAARITELMA 2.15. Pythagoraan kunta [P on kunta, jossa jokaisen nelion summa
on neli6 [3].

Thaleen joukon yhteydesséd todettiin, ettd X on kunta, ja koska nyt ¥ = X,
myos Y on kunta. Maaritelméan perusteella kunta on Pythagoraan kunta, jos v a? + b2
kuuluu siihen silloin kun a ja b kuuluvat siihen.

LAUSE 2.16. X ja Y ovat Pythagoraan kuntia.

TobisTus. Kun on annettu luvut a,b € X, origamiaksiooman O3 avulla voidaan
konstruoida kolmio, jonka kateettien pituudet ovat a ja b, jolloin va?+ b?> € X.
Samoin joukolle Y. dJ

Origamiaksioomat O1-O3 antavat siis kunnan P x ¢:[P. Sama lukualue saadaan vii-
vaimen ja merikartan harpin avulla. Merikartan harppi toimii siten, ettéa silld voi mer-
kitd janan pituuden annetulle suoralle, mutta ei esimerkiksi valita suoralta pistetté,
joka on annetulla etdisyydella sellaisesta pisteesté, joka ei ole suoralla. O3 mahdol-
listaa Lauseen [2.14] perusteella saman konstruktion. Merikartan harppia ja viivainta
kéisitelladn Martinin teoksessa [16], s.83-96].

2.3. Eukleideen kunta

Lisatddn edellisiin origamiaksioomiin O5. O1 ja O3 voidaan l&hteen [1 s.128]
mukaan korvata muilla kédytossd olevilla aksioomilla, kun O5 otetaan mukaan. Kun
04 ja OT seuraavat origamiaksioomista O1 ja O2, ainoastaan origamiaksioomaa O6
el voi muodostaa origamiaksioomilla O2 ja O5. Voidaan valita my6s vain O1 ja O5,
ja konstruoida néiden avulla kaikki origamiaksioomat paitsi kuudennen. Néytetéan,
miten O1 ja O3 voidaan konstruoida origamiaksioomien O2 ja O5 avulla.

LAUSE 2.17. O1 ja O3 seuraavat origamiaksioomista O2 ja Ob.

TobisTus. Konstruoidaan O1. Tdméd néytetddn kuvassa [2.7h. Olkoot @ ja P
kaksi annettua pistettd. O2:n avulla voidaan taittaa janan ()P kohtisuora puolittaja
[. O5:n avulla voidaan konstruoida pisteen ) kautta kulkeva suora m, joka asettaa
pisteen P suoralle [. Sitten O5:n avulla voidaan konstruoida pisteen P kautta kulkeva
suora, joka asettaa pisteen () suoralle m. Koska () on jo suoralla m, tdmé suora kulkee
pisteiden P ja () kautta, ja on siten Ol:ta vastaava haluttu suora.

O3 voidaan konstruoida kuvan mukaisesti. Oletetaan, ettd suorat [ ja m ovat
olemassa ja niilla on leikkauspiste (). Nyt suoralla [ on vihintddn yksi piste, koska
pisteen () lisiksi on olemassa jokin toinen piste, ja origamiaksioomalla O2 voidaan
tuottaa suora, joka leikkaa ainakin toista suorista [ ja m. Olkoon tdmaé leikkauspiste
P suoralla [. O5:n avulla voidaan taittaa suorat, jotka kulkevat pisteen ) kautta ja
asettavat pisteen P suoralle m. Namé suorat puolittavat pisteessa () olevat kulmat.

Jos suorat [ ja m ovat yhdensuuntaiset, jélleen origamiaksiooman O2 perusteella
kummallekin suoralle voidaan konstruoida jokin piste ja O5 varmistaa, ettéd toisella
suorista on ainakin kaksi pistettd. Olkoot siis () ja P suoran [ pisteitd. Niile voidaan
toteuttaa O2, saaden suoriin [ ja m ndhden kohtisuora s, joka leikkaa suorat pisteissé
A ja B. Toteutetaan uudelleen O2 pisteille A ja B ja saadaan suorien [ ja m keskell&
kulkeva taitos, joka kuvaa suoran [ suoralle m. U
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(a) Ol:n konstruointi (b) O3:n konstruointi

Kuva 2.7. Origamiaksioomien O3 ja O1 konstruointi origamiaksioo-
milla O5 ja O2.

Origamiaksiooman O1 konstruoinnista kuvasta huomataan, ettd kun on aloi-
tuspisteet P ja @), saadaan tuotettua kolmas piste, joka ei ole ndiden kanssa samalla
suoralla. Siten, kun kéytossd on Ob, konstruoitavien tason pisteiden muodostami-
seen ei tarvita kolmea aloituspistettd, vaan pisteet A = (0,0) ja B = (1,0) riittavét.
Tarkastellaan, millainen lukualue origamiaksioomien O1-O5 avulla saadaan aikaan.

MAARITELMA 2.18. Eukleideen kunta on kunta, jossa jokainen alkio on joko nelié
tai sen vastaluku [3].

Maéaritelmé merkitsee siis, ettd Eukleideen kunta on suljettu neliojuuren suhteen.
Néaytetddn, ettd O5 mahdollistaa neligjuuren konstruoinnin. Tésté seuraa, ettd origa-
miaksioomat O1-O5 mahdollistavat Eukleideen kunnan muodostamisen kompleksita-
soon.

LAUSE 2.19. Kun on kdytossd origamiaksioomat O1-05, luvulle r voidaan kon-
struoida nelidjuuri \/r.

TobisTus. Kaydaan lapi neligjuuren konstruointi lihteen [1] mukaan. Téatd on
havainnollistettu kuvassa [2.8 jossa on valittu r = 10. Tiedetdin, ettd O5 antaa
tietyn paraabelin tangentin. Olkoon piste P = (0,1), ja suora [ olkoon y = —1.
Télloin paraabelin yht&lo on

1
Yy = ZLL’L'2.
Paraabelin pisteessi (o, ;11953) sen tangentin kulmakerroin on %xo. Tangentin yhtalo
on siten
1 1
Y — zlxg = 5370(33 — xp).

Tama suora leikkaa y-akselin pisteessd @ = (0, —%x%).

Kun kdytetddn aksioomaa Ob pisteilld P = (0,1) ja @ = (0, —%7“), seké suoralla

y = —1, voidaan taittaa piste P suoralle [ pisteen () kautta kulkevalla taitoksella. N&din
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saadaan konstruoitua paraabelin tangentti, joka sivuaa paraabelia pisteessé, jonka z-
koordinaatti on 4/r. Kuvassa tdmé piste on A. Pisteen P peilaus tdmén tangentin
suhteen on P’ = (1/r, —1), silld se on pisteen A projektio suoralle y = —1. Lauseen
mukaan piste P’ voidaan konstruoida ja siten myos xz-akselille voidaan konstruoida

luku /7.
U

Kuva 2.8. Neligjuuren /7 konstruointi, kun r = 10.

LAUSE 2.20. Origamiaksioomilla O1-05 konstruoitavat kompleksitason pisteet muo-
dostavat Fukleideen kunnan.

Tobistus. Naytetddn, ettd kompleksitason pisteelle voidaan konstruoida nelio-
juuri. Olkoon kompleksiluku C' = re®. Sen nelivjuuri vVC = /re®/? voidaan kon-
struoida puolittamalla kulma 6 ja muodostamalla luku /r. Kulma voidaan puolittaa
origamiaksioomalla O3, ja O5 antaa Lauseen mukaan luvun +/r. U

Harpilla ja viivaimella konstruoitavat luvut muodostavat samat tason pisteet kuin
01-05 [16, s.34-35].

2.4. Vietan kunta

Lisdtaéan edellisiin origamiaksioomiin vielda O6. Luvun lopussa todettiin, et-
td O6 on tunnetusti ainoa tarvittava origamiaksiooma, koska muut seuraavat siité.
06 tarvitsee kuitenkin kaksi suoraa ja pistetti. Siten tilanteessa, jossa alkutilanne on
médritelty ainoastaan pisteiden avulla, O6 ei ole yksin riittavéa, vaan alkutilanteen
muodostamiseksi tarvitaan O1 tai O2 yhdesséd jonkin muun sellaisen origamiaksioo-
man kanssa, joka ei vaadi kahden suoran olemassaoloa. Tarkastellaan origamiaksioo-
mien O1-O7 avulla muodostuvaa lukualuetta. Taittelulla viitataan jatkossa konstruk-
tioihin, joissa kaikki origamiaksioomat ovat kaytossa.

MAARITELMA 2.21. Vietan kunta on Eukleideen kunta, jossa jokainen alkio on
kuutio [3].
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06 mahdollistaa Vietan kunnan konstruoinnin kompleksitasoon. Samaan tapaan
kuin Lauseen todistuksessa. tdmékin voidaan néyttad siten, ettd ilmaistaan ta-
son piste C' kompleksilukuna muodossa C' = re. Tilloin sen kuutiojuuri on &/re/3.
Sen muodostamiseksi tarvitaan reaaliluvun kuutiojuuri /7 ja kolmasosa kulmasta 6.
Reaaliluvun kuutiojuuren muodostus kéasitellddn seuraavassa luvussa, joten toteute-
taan vain kulman kolmijako. Jaetaan kulma Hisashi Aben menetelméllé 1dhteiden [21]
ja [9] pohjalta.

Kulman ZXOA kolmijako tapahtuu kuvan mukaisesti seuraavaan tapaan:

(1) Taitetaan origamiaksiooman O4 avulla suora C'C” vapaasti valitulle kor-
keudelle siten, ettd se on suoran OY normaali, suorien OY ja OX ollessa
kohtisuorassa toisiinsa ndhden. Tamén jalkeen O3 mahdollistaa yhdensuun-
taisten suorien OX ja C'C" keskelld kulkevan suoran BB’ taittelun. N&in
|OBI = BT

(2) Taitetaan origamiaksiooman O6 avulla piste C' suoralle OA ja samalla tai-
toksella piste O suoralle BB'. Konstruoidaan Lauseen mukaisesti pisteen
O peilikuva O" tdmén taitoksen suhteen suoralle BB’.

(3) Nyt suora OO" antaa kulmanZXOO0', joka on kolmasosa kulmasta ZXOA.

Robert Langin teoksessa [13], s. 33-34] on saman konstruktion yksityiskohtainen taitte-
luohje ja liséiksi ohje Jacques Justinin tylpan kulman kolmijakoon. Aben menetelméa
voi tosin soveltaa myos tylpélle kulmalle. Ndiden ohjeiden pohjalta kulman kolmijako
on helppo taitella paperilla, kun valitaan origoksi paperin kulma.

LAUSE 2.22. Aben konstruktio jakaa kulman £XOA kolmeen osaan.

TobpisTus. Todistus perustuu lihteeseen [6] ja on esitetty kuvassa [2.10] Olkoon
kulma ZXOA = 0 ja kulma ZXOO" = ¢. Konstruoinnista seuraa, ettd OO'C’C on
tasakylkinen puolisuunnikas. Siten kolmio AOO’M on tasakylkinen. Koska suorat
OX ja BB’ ovat yhdensuuntaiset, on ZO'OM = /MO'O = /X000 = .

Toisaalta kolmio ACO’O on tasakylkinen, joten kulma Z/CO'B = ZMO'O = ¢.

Myo6s kolmio AOO’N on tasakylkinen, joten ZMON = ZCO'B = . Néin saa-
daan 6 = 3¢. O

Y A A A

B/, B'" B O B B o B
@) X O X O X
(1) O4 ja O3 (2) O6 ja pisteen O peilaus (3) O1

Kuva 2.9. Kulman kolmijako taitoksilla O4, O3, O6 ja O1, seké pis-
teen peilauksella Lauseen mukaisesti.
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A
\\ C/
C X Yold
\ /N
B
X

Kuva 2.10. Aben konstruktion todistus perustuu konstruktiossa syn-
tyviin tasakylkisiin kolmioihin.

LAUSE 2.23. Origamiaksioomilla O1-06 konstruoitavat kompleksitason pisteet muo-
dostavat Vietan kunnan.

TobisTus. Eukleideen kunta on Vietan kunta, jos /= kuuluu kuntaan, kun x
kuuluu kuntaan. Kompeksiluvulla on kuutiojuuri, jos kulma voidaan jakaa kolmeen
osaan ja reaaliluvusta voidaan ottaa kuutiojuuri. Kumpikin on mahdollista toteut-
taa origamiaksiooman O6 avulla. Kulman kolmijako on mahdollinen Lauseen [2.22]
mukaan, ja luku /r konstruoidaan seuraavassa luvussa. U

Origamiakisooman O6 avulla konstruoitavalle lukualueelle ei ole vakiintunutta ni-
mitystd. Nimitys Vietan kunta perustuu matemaatikko Francois Vieteen (1540-1603),
joka tunnetaan myos nimell& Franciscus Vieta. Han konstruoi esimerkiksi sédnnollisen
seitsenkulmion ja kulman kolmijaon, kiyttden antiikin Kreikassa tunnettua menetel-
méd nimeltd neusis. Vieta oli ensimméinen, joka néytti, ettd kulman kolmijako ja
kuutiojuuren konstruointi mahdollistavat ratkaisun kaikkiin ongelmiin, jotka riippu-
vat enintdén neljannen asteen yhtaloista.[18],[16, s.126]

Neusis on kiintedlld yksikkopituudella merkitty viivain. Témén avulla voidaan
esimerkiksi piirtdd yksikkdjana suoralta toiselle siten, ettd se kulkee annetun pisteen
P kautta, eiké piste ole kummallakaan suoralla. Tdmé& onnistuu luonnollisesti vain,
jos suorat ovat tarpeeksi ldhelld toisiaan. Kreikan kielen sana neusis tarkoittaa juuri
tallaista yksikkojanan sovittamista. Neusiksen avulla syntyvé lukualue vastaa kuu-
dennen origamiaksiooman avulla konstruoitavaa Vietan kuntaa.[16] s.123].

Vietan kunnan saa myds kdyttden miraa [5]. Se muistuttaa lapindkyvai peilié,
jota pidetddn pystyasennossa paperilla. Mira heijastaa paperilla olevien merkintojen
peilikuvan miran alaosan muodostaman suoran suhteen, ja koska se nikyy lépi, pei-
likuvan voi asettaa miran takana olevan paperin merkintojen mukaisesti. Sekd miran
kiytto etté taittelu perustuvat peilauksen kiyttoon, ja ldhteen [5] mukaan mira mah-
dollistaakin suoraan aksioomia O1, O2, O3, O5 ja O6 vastaavat operaatiot.






LUKU 3

Yhtilonratkaisu

3.1. Lill’'n menetelmi polynomiyhtilon ratkaisemiseksi

Origamiaksioomat O1-O6 mahdollistavat kuutiojuuren konstruoinnin ja jopa mie-
livaltaisen kolmannen asteen yhtdlon ratkaisun taittelemalla. Tdmén osoittamiseksi
esitellddn ensin Lill'n menetelmé, jolla on mahdollista ratkaista polynomiyhtéléiden
reaalijuuret geometrisesti. Eduard Lill (1830 — 1900) kehitti tdmén ratkaisukeinon
vuonna 1867 [10]. Menetelmi esitelladn M. Riazin vuonna 1962 julkaistussa artikke-
lissa [20], sekéd tdhdn pohjautuen uudemmissa Thomas C. Hullin [10] sekd Roger C.
Alperinin ja Robert J. Langin [2, s. 7-8] teksteissd. Taméa luku perustuu lahteisiin [20]
ja [10].

Olkoon ratkaistava yhtélo muodossa

(3.1) A" + ap 12"+ Ayt 4 Ay P 4+ -+ a9 =0,a, > 0.

Télloin termien kertoimet voidaan esittdd geometrisesti janoina, joilla on madratty
alkupiste, suunta ja pituus. Kutsutaan niité janoja vastaavan kertoimen nimelld, eli
kerrointa a,, vastaava jana on jana a,. Muodostetaan polku, joka alkaa janan a,
alusta ja paattyy janan aq loppupisteeseen. Téllaisia polkuja on esitetty kuvissa
ja[3.2l Jokaisen janan pituus médrdytyy suoraan kertoimen suuruudesta, eli janan a,,
pituus on |a,,|. Suunta madraytyy siten, ettd jana kulkee kulkusuuntaan néhden 90°
astetta vastapaivadan alkaen pisteesté, johon edeltédva jana paattyy. Jos kerroin on ne-
gatiivinen, jana piirretdéin péinvastaiseen suuntaan kuin muuten piirrettiisiin. Tamé
ei vaikuta siithen, mihin suuntaan seuraava jana piirretdan. Myds, jos kerroin on nol-
la, sitd vastaava jana ajatellaan annettuun suuntaan kulkevaksi janaksi, jonka pituus
on nolla, ja seuraava jana piirretéddn téasta 90 astetta vastapiivédin tdsmélleen samoin
kuin jos janalla olisi pituus. Janan a; pituus ja suunta saadaan kaavalla aje’*)7/2,
jossa €'"=RF)7/2 kuvaa yhté kddnnosti siten, ettd kulma on janan ay ja ensimmaisen ja-
nan a,, valinen. Talld tavoin muodostetaan polku, jossa on jokaista kerrointa vastaava
jana jéarjestyksessi alkaen janasta a,,.

Annetulle yhtélolle 16ydetddan nyt ratkaisu muodostamalla toinen polku edellisen
pohjalta. Namé& polut on piirretty katkoviivoilla kuvassa [3.1} Ratkaisupolulla taytyy
olla sama alku- ja loppupiste kuin alkuperiiselld. Ensimméinen jana aloitetaan janan
a, kanssa samasta pisteestd, mutta se on kulmassa 6 janaan a, nihden. Katkaistaan
jana pisteessi, jossa se leikkaa janaa a,_; vastaavan suoran. Seuraava jana aloitetaan
tasta pisteestd siten, ettd sen suunta on 90° myota- tai vastapaivadan edellisen janan
suunnasta. Samoin tdmé seuraava katkaistaan pisteessi, jossa se leikkaa janan a, o
médradaman suoran. Valinta, onko jana myo6téi- vai vastapéivaian edellisesté, tehdaan
sen perusteella, kumpi valinnoista saa janan leikkaamaan haluttua suoraa.

Niin jatketaan, kunnes viimeinen suora kulkee loppupisteen kautta ja tdméa jana
padttyy sithen. Néin syntyy n — 1 yhdenmuotoista suorakulmaista kolmiota, joiden

29
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Kuva 3.1. Esimerkkejd Lill'n menetelmélld muodostetuista poluista.
Kiinted polku kuvaa yht&lod a,z" +a,_ 12" '+ ...+ a1z +ay = 0, ja kat-
koviivalla muodostettu ratkaisupolku antaa yhtédlon ratkaisun kulman
0 avulla.

yvksi kulma on 6, joka kertoo ensimméisen janan kulkusuunnan. Tulkitaan 6 positii-
viseksi silloin, kun uuden janan piirtdminen aloitetaan vastapaiviédn alkuperiisesté,
ja negatiiviseksi kun janan piirtdminen aloitetaan myotapéivadan. Ratkaisupolku lop-
puu samaan pisteeseen kuin alkuperédinen ainoastaan, jos kulma 6 on sopiva. Témén
kulman 16ytamista kéasitellidn mychemmin, silld se voidaan tehd&d paperintaittelua
hyddyntéen. Kaikilla polynomiyhtél6illa ei ole reaalisia juuria, joten niitd vastaaville
poluille ei myoskéédn 16ydy ratkaisupolkua ja siten kulmaa 6. Kuvan polut ovat
tallaisia.
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Kuva 3.2. Esimerkkeja yhtéloistd ja niiden Lill'n poluista, joille ei
l6ydy reaalista ratkaisua.

Jos kulma 6 on olemassa, sen avulla 16ydetddn yhtélolle yksi ratkaisu zx, silla
x = — tan 6 ratkaisee yhtalon. Témé on totta kaikille polynomiyhtéloille, mutta koska
taittelu mahdollistaa Lill'n menetelméan kéayton korkeintaan kolmannen asteen yhta-
l6ille, véitteen todistus kolmannen asteen yhtélolle on riittava. Kuvassa|3.3| esitelldan
GeoGebralla tehty tyokalu, jossa pystytdén etsiméén Lill'n menetelmén ratkaisupol-
kua erilaisille kolmannen asteen yhtélgille.

a3; =51

=

a2,

a0 D ®

2
B -0 ] -1<o]

al; =48

a0, =2.4

o

Kuva 3.3. Sivulla https://www.geogebra.org/m/p3hm32fj on
GeoGebra-tyokalu, jolla voi etsid Lill'n menetelmén ratkaisupolkuja
kolmannen asteen yhtéalolle muuttaen sen kertoimia.

LAUSE 3.1. Lill’'n menetelmalld muodostettu kulma 0 antaa kolmannen asteen
polynomiyhtdlon ratkaisun r = —tan6.

ToDISTUS. n. asteen polynomiyhtéloéd ja sen ratkaisua vastaavat polut muodos-
tavat n kappaletta suorakulmaisia kolmioita, siten etté jokaisen kolmion hypotenuusa
on ratkaisupolun yksi jana ja kolmion yksi kulma on 6. Tamé nikyy kuvissa[3.1]ja[3.4]
Kun kolmioiden kulman @ viereinen sivu on janaa a, vastaavalla suoralla, kulman 6
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vastainen sivu on janaa a,_; vastaavalla suoralla. Ratkaistaan kolmannen asteen yh-
talolle jokaisesta syntyneestéd suorakulmaisesta kolmiosta kulman # vastainen sivu ja
sen avulla seuraavan kolmion kulman 6 vastainen sivu ja nédin myos kolmannen kol-
mion vastaava sivu, jonka pituus on ag. Téstd muodostuu alkuperdinen kolmannen
asteen yhtélo, jossa yhtédlon toteuttaa — tan6.

Kasitellddn ensin tilanne, jossa kaikki polynomin kertoimet ovat positiivisia. En-
simméisen kolmion kulman 6 vastainen kateetti on a3 tan §. Tamaé sivu on joko janalla
as tai osittain suoralla sen ulkopuolella. Namé kaksi tapausta naytetdan kuvassa (3.4}

Oletetaan, ettd kolmion sivu on janalla a,. Téll6in kuvan mukaiset sivujen
pituudet ovat

s3 = aztanb,
S9 = ag — aztanf ja
s1 = (ay — aztan®) tan .
Kun ratkaisupolun ensimméinen jana pa#ttyy janalle as, seuraava jana paittyy véis-
tamétta janalle aq, joten
so = a1 — ((ag — agtanf) tanf) = a; — ay tan § + az tan? 6.

Oletetaan sitten, ettd ratkaisupolun ensimmaéinen jana ei leikkaa janaa ag, vaan
suoraa janan ulkopuolella. T&ll6in tilanne on kuvan mukainen ja sivujen pituudet
ovat

s3 = agtan,

So = aztanf — ay ja
s1 = (aztan — ay) tan 0.

Kun ratkaisupolun ensimméinen jana paattyy janan as ulkopuolelle, toinen jana ei
myoskéadn leikkaa janaa as, ja siten

so = aj + (aztanf — ay) tan f = a; — ag tan 6 + az tan? 6.

Naissd kummassakin tapauksessa sivun ag pituudeksi saadaan siis
tan f(a; — as tan @ + aztan® ) = a; tan @ + aztan® @ — ay tan® 6 = a.
Kun tdma kirjoitetaan muodossa
az(—tan 0)® + ay(—tan ) + a;(— tan ) + ag = 0,

havaitaan, ettd kyseessé on alkuperiinen yhtalo, jossa yhtéalon toteuttaa = — tan 6.

Jos jotkin janojen ao, a; tai ag pituuksista ovat 0, kolmiot muodostuvat edelleen
janoista ylla kuvatuilla yhtéloilla. Tilanteissa, joissa kertoimet ovat myds negatiivi-
sia tai nollia, janan ag pituus voidaan ratkaista syntyvien kolmioiden sivujen avulla
samoin kuin positiivisten kertoimien tapauksessa. Osa tapauksista muodostaa yhden-
muotoiset kuviot. Tilanteet ag < 0 < aq, as,as; a1, a2,a3 <0 < ag; as <0 < ag, ar,as
jaas <0 < ag,aq,az vastaavat toisiaan. Naissé esiintyva kulma 6 on siis sama, mutta
sen tulkinta negatiivisena tai positiivisena vaihtelee.

Kasitelladn néistd tapauksista se, jossa ag < 0 < aq,as, as. Ratkaisupolku kul-
kee viaistamatta alkuperdisen polun ulkopuolella kertoimien suuruudesta riippumat-
ta. Kulma 6 tulkitaan negatiivisena, joten kolmiot muodostavat kulman —@. T&ll6in
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Kuva 3.4. Ratkaisupolku voi muodostua kahdella tavalla, kun kaikki
kertoimet a,, ovat positiivisia.

yhdenmuotoiset kolmiot muodostuvat siten, ettd kolmioiden kulman 6 vastaiset ka-
teetit ovat

az tan(—@),
(az + ag tan(+0)) tan(—6) ja
—ap = (a1 + (az + ag tan(+0)) tan(—0)) tan(—6),

kun huomioidaan ettéd ag on negatiivinen ja vastaavan janan pituus siten —ag. Koska
tan(—0) = — tan(f), saadaan yht&lé muotoon

az(—tan 0)® + ay(—tan ) + a;(— tan 6) + ag = 0,

joka on jalleen alkuperdinen yhtédlo, kun x = — tan6.

Muut tapaukset todistetaan tdsmélleen samaan tapaan.

Tapaukset ag,ay < 0 < aj,a3; ar,a3 < 0 < ag,az; ap,a1,a2,a3 < 0 ja 0 <
ag, a1, as, a3 muodostavat yhdenmuotoiset kuviot. Positiivisten kertoimien suhteen
lause on jo todistettu.

Sivuutetaan yhdenmuotoiset tapaukset a; < 0 < ag, as,as; ag,az,a3 < 0 < ag;
az <0< aq,as, a9 ja ay,as,ag < 0 < ag, sekid yhdenmuotoiset tapaukset ag,a; <0 <
as,as3; ag, a3 < 0 < ag,ar; a,as < Oag,as ja ag,az3 < 0 < ay,ae. Namé todistetaan
tasmélleen samalla tavalla, mutta kolmioiden sivut muodostuvat hieman eri tavalla.
Liséksi janojen ja kulmien etumerkkeihin on kiinnitettdva huomiota.

O

Oletetaan, etté jollekin n. asteen polynomiyhtélolle on 16ydetty ratkaisu x; Lill'n
menetelmélla. Kun jaetaan yhtélo tekijalldéin @ — x;, saadaan jokin (n — 1). asteen
yhtélo. Talloin n. asteen yhtélon ratkaisupolku on yhdenmuotoinen kyseisen (n — 1).
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asteen yhtalon Lill'n polun kanssa. Nain polynomiyhtélon kaikki reaaliset juuret ovat
16ydettéavissa rekursiivisesti Lill'n menetelmalla. Toisaalta n. asteen yhtélolle voidaan
16ytaa myos suoraan useampia ratkaisuja kulman 6 arvoksi [20].

3.2. Belochin neli6

Jotta Lill'n menetelmén toteuttamisessa voitaisiin hyodyntéa taittelua, esitellaan
seuraavaksi Belochin nelio ldhteen [10] pohjalta. Italialainen matemaatikko Marghe-
rita Piazzolla Beloch (1879-1976) esitteli tdmén konstruktion 1930-luvulla ja osoitti
ettd sen avulla voidaan ratkaista kolmannen asteen yhtdlon reaaliset juuret. Néin se
ratkaisee my0s esimerkiksi kuution kahdentamisen ongelman.

Kun on annettu pisteet A ja B, seké suorat r ja s, tehtdviané on konstruoida nelié
W XY Z siten, ettd sen kaksi vierekkéistd kulmaa X ja Y ovat suorilla r ja s téssé
jarjestyksessé, ja sivut WX ja Y Z tai niiden jatkeet kulkevat pisteiden A ja B kautta,
téssa jarjestyksessd. Tilanne on esitetty kuvassa|3.5

Y

Kuva 3.5. Belochin nelio.

Ratkaisun vaiheet nikyvét kuvassa [3.6, Ensin luodaan suora r’ siten, ettd se on
yhdensuuntainen suoran r kanssa ja samalla etédisyydelld siitd kuin piste A, mutta
vastakkaisella puolella. Tadmé& on mahdollista peilaamalla piste A suoran r suhteen
Lauseen mukaisesti, taittamalla suora pisteen A ja sen peilauksen ldpi (O1), ja
tamén jalkeen luomalla taitokselle kohtisuora pisteen A peilauksen kautta (O4). Kon-
struoidaan samalla tavalla suora s’, joka on suoran s suuntainen ja yhta kaukana siitd
kuin piste B.

Tamén jilkeen voidaan taittaa pisteet A ja B yhtiaikaisesti suorille 1’ ja s', téssé
jarjestyksessé, ja saadaan taitos, joka leikkaa suorat r ja s. Namé leikkauspisteet
ovat Belochin nelion kulmat X ja Y, silli XY on nyt kohtisuorassa suoriin AX
ja BY nihden, ja niille suorille voidaan muodostaa kaksi janan XY pituista janaa
origamiaksiooman O3 avulla.

Konstruoidaan luku /2 Belochin nelién avulla. Tilanne esitetiin kuvassa .
Valitaan y-akseli suoraksi r ja x-akseli suoraksi s. Olkoon A = (—1,0) ja B = (0,2).
Talloin, kun konstruoidaan Belochin nelié kuten aiemmin, ' on suora x = 1 ja s’ on
suora y = —2. Kun taitetaan piste A suoralle ' ja samalla taitoksella piste B suoralle
s', saadaan taitos, joka leikkaa y-akselin pisteessd X ja x-akselin pisteessd Y. Nyt
XY on kohtisuorassa janoihin AX ja BY nihden. Téstd seuraa, ettd suorakulmaiset
kolmiot AOAX, AOXY ja AOBY ovat yhdenmuotoiset, kun piste O on kuvan |3.7]
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Kuva 3.6. Belochin nelion konstruointi.

mukaisesti origo. Yhdenmuotoisten kolmioiden sivuista saadaan
[0X| _ [ov] _ 0B
oAl lox|  [loy]

ja kun huomataan, etti |OA| =1 ja ||OB|| = 2, saadaan

_ [9)% 2
oy 171 _ 2
1ox1 ~ o]
Edelleen,
_ ___ oy 2
jox|P = jox il _2__,
10X o]

joten X = (0, —v/2).

3.3. Kolmannen asteen yhtilon ratkaisu taittelun avulla

Luvun v/2 konstruointi Belochin nelién avulla vastaa tdsmélleen yhtélon 22 —2 = 0
ratkaisua Lill'n menetelmilld. Tdmi havaitaan kuvasta[3.8] kun sitd verrataan kuvaan
. Yhtilod 23 — 2 = 0 vastaava Lill'n polku konstruoidaan tissi tapauksessa siten,
ettd alkupiste on piste (—1,0). Talloin a3 = 1 ja jana az pééttyy origoon. ay ja
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Kuva 3.7. Luvun +v/2 konstruointi Belochin nelién avulla.

a; ovat nollia, joten kuvassa niilld ei ole pituutta. Kuitenkin seuraavan piirrettavan
janan suuntaa kadnnetddn 90 astetta vastapidivddn. Jana ag on pituudeltaan 2, ja se
piirretddn ylospéin origosta, silli on kddnnytty kolme kertaa vastapdividn ja ag on
negatiivinen. T&ll6in sen loppupiste on piste (0,2). Nyt voidaan muodostaa Belochin
nelio siten, ettéd polun alkupiste on piste A, loppupiste on piste B ja koordinaatiston
akselit ovat suorat r ja s. Tallgin, kun piste X = (0, —v/2), niin |OX| = aztanf =
tan # = /2. Lill'n menetelmissé kulma tulkitaan negatiiviseksi, joten yht#lon ratkaisu
Lill'n menetelmén mukaan todella on z = — tan(—60) = tan @ [10] s.312]. Késitelldén
vield yleisen kolmannen asteen yhtdlon ratkaiseminen Belochin taitoksella.

LAUSE 3.2. Kaikille kolmannen asteen yhtdloille voidaan muodostaa Belochin ne-
liolla vahintddan yksi Lill'n menetelman ratkaisupolku.

Tobistus. Olkoon Lill'n polun alkupiste Belochin nelién piste A ja loppupiste
piste B. Suora, jota pitkin jana as kulkee, olkoon suora 7, ja suora jota pitkin a;
kulkee, olkoon suora s. Tdmé on esitetty kuvassa [3.9]

Belochin neli6 on aina mahdollista konstruoida néilla valinnoilla, silla suorille r ja
s on olemassa yhdensuuntaiset suorat r’ ja s’, jotka voidaan konstruoida origamiak-
sioomien avulla. Liséksi O6 antaa Lauseen mukaan 1-3 ratkaisua, kun suorat r ja
s eivit ole yhdensuuntaiset. Kolmannen asteen yhtalon Lill’'n esitys ei kuitenkaan joh-
da yhdensuuntaisiin suoriin, silld valitut suorat r ja s ovat vierekkéisten kertoimien
as ja ap madrdamii, ja sen vuoksi toisiinsa ndhden kohtisuorassa.

Kun Belochin nelié konstruoidaan néilla valinnoilla, sen kulmat X ja Y ovat ja-
nojen a, ja a; muodostamilla suorilla, ja sivut suorilla, jotka kulkevat alku- ja loppu-
pisteen kautta. Pisteiden A, X, Y ja B muodostama polku alkaa yhtdloa kuvaavan
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Kuva 3.8. Luvun /2 konstruointi Belochin nelislld vastaa yhtélon

23 — 2 = 0 ratkaisua Lill'n menetelmallA.

37

polun aloituspisteestd A, kadntyy 90 astetta suoran a, pisteessid X ja suoran a; pis-
teessd Y, sekd padttyy yhtdlod kuvaavan polun paétepisteeseen B. Niin se tayttad
kaikki Lill'n menetelmén ratkaisupolun ehdot.

Kuva 3.9. Belochin nelion konstruointi antaa Lill'n ratkaisupolun kol-

mannen asteen yhtalolle.

O
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Ratkaisupolku antaa ratkaisun x = —tan6. Jos ratkaisu halutaan pisteend z-
akselilla, voidaan muodostaa suorakulmainen kolmio, jossa on kulma 6, ja kulman
viereinen kateetti on yksikkdjana. Télloin kulman 6 vastainen sivu on pituudeltaan
x. Tama on mahdollista, koska origamiaksioomat mahdollistavat kulmien ja janojen
siirtdmisen.

Taittelemalla 16ydetddan myos kaikki toisen asteen yhtélon reaalijuuret kéyttéden
Lill'n menetelméa&. Tamé perustuu Thaleen lauseeseen, jonka mukaan puoliympyran
sisaltdmé kehdkulma on suora. Piirretddn Lill'n polku, joka kuvaa annettua toisen
asteen yhtilod. Olkoot sen alku- ja loppupiste O ja P. Olkoon janan OP puolivili
ympyrin keskipiste ja alku- ja loppupisteet ympyrédn kehélla. Téalloin, jos janaa aq
vastaava suora leikkaa tai sivuaa ympyrié pisteessi A, kulma ZOAP on puoliympyrian
kehidkulma ja siten suora. Néin 16ydetéédn ratkaisupolku OAP [7].

Tami voidaan taitella kuvan mukaisesti perustuen origamiaksioomaan O5.
Ympyréan keskipiste S 16ydetédin soveltamalla origamiaksioomia O1 ja O2 alku- ja
loppupisteeseen. Tamén jéalkeen voidaan taittaa alku- tai loppupiste suoralle a; tai-
toksella [, joka kulkee keskipisteen S kautta. TAmé& onnistuu origamiaksiooman O5
avulla. Konstruoimalla pisteen peilikuva suoran [ suhteen saadaan piste A, joka si-

jaitsee suoralla a; ja jolle |OA| = |[SA||, eli A on ympyrin kehillid ja antaa niin
kehakulman.
o
\‘ \\ ? A
O——

Kuva 3.10. Ratkaisupolun piste A voidaan konstruoida origamiak-
sioomilla O1, O2 ja O5, sekid Lauseen perusteella.

LAUSE 3.3. Taittelemalla loydetidn kaikki toisen asteen yhtdlon reaaliset juuret.

TobisTus. Ylla kuvatut ympyréan S kehén pisteet suoralla a; voidaan konstruoida
origamiaksioomaa O5 kéyttéen, jos ne ovat olemassa. Osoitetaan siis, etté jos yhtalolla
on reaalisia juuria, janan a; madrddmai suora leikkaa tai sivuaa ympyrdd S ja siten
suoralla olevat ympyréan kehin pisteet ovat olemassa. Jaetaan todistus kahteen osaan.
Ensimmaisessi ay ja ag ovat erimerkkiset ja toisessa samanmerkkiset. Kertoimen a,
etumerkilld ei ole polun muodon kannalta merkitysté.

Olkoon kertoimilla ag ja ag eri merkit. T&lloin polku on kuvan mukainen, eli
ensimmaéinen 90 asteen kdédnnos tehddédn vastakkaiseen suuntaan kuin toinen. Télloin
toisen asteen yht#lon diskriminantti a? — 4asag on aina positiivinen. Samoin ympyr4,
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jonka kehélla alku- ja loppupiste ovat, leikkaa aina janan a; méaarddméaa suoraa, joten
Lill'n menetelmélld 16ydetdéan aina kaksi ratkaisua.

Olkoot sitten as ja ap samanmerkkisid. Voidaan olettaa, ettd as, ai,ag > 0, silla
polku on yhdenmuotoinen negatiivisilla kertoimien arvoilla. Kuvan [3.12| mukaisesti S
on ympyré, jonka keskipisteen etéisyys suorasta a; on

as + Qg
2

ja séde on

1 5 5
r= 5\/(a1+(ag—a0) ).

Ympyréa leikkaa y-akselia vahintdan kerran, jos ja vain jos
as + ag
r>

- 9

yhtdsuuruuden antaessa vain yhden sivuamispisteen. Korottamalla tdmé toiseen po-
tenssiin saadaan )
25 (a2 + ao) 7
- 4
ja tahén sijoittamalla sédteen pituus saadaan

1
1 (a% + (ag — a0)2) > —(agy + ao)Q.

Kun tdméa saatetaan muotoon

a3 > (ag + co)? — (ag — ag)? = 4asay,

AN

ndhdédédn, ettd ympyréa ja jana a; leikkaavat kahdessa pisteessd antaen kaksi ratkaisu-
polkua jos ja vain jos
a2 — 4azag > 0,

ja sivuavat toisiaan antaen yhden ratkaisupolun, jos ja vain jos

a? — 4azag = 0.

Kuva 3.11. Kun kertoimilla ay ja ay on eri etumerkit, toisen asteen
yhtalolla on kaksi ratkaisua ja Lill'n menetelmé antaa kaksi ratkaisu-
polkua.
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Qo

a1
a

a2

Kuva 3.12. Kun kertoimet as ja ag ovat samanmerkkiset, ratkaisupol-
kujen olemassaolo riippuu kertoimien suuruudesta.

LAUSE 3.4. Kaikki kolmannen asteen yhtdlon reaaliset juuret loydetddn taittele-
malla Lill’'n menetelmdd kdyttden.

Tobistus. Kolmannen asteen yhtélolle 16ydetdén aina vahintdéan yksi juuri
Lill'n menetelmilla. Siten yhtélo voidaan jakaa tekijallidn (zr — xp). Nédin saadaan
toisen asteen yhtélo, jolle voidaan piirtda Lill'n polku. Lauseen mukaan taittele-
malla 16ydetdén toisen asteen yhtélon kaikki reaaliset juuret. Siten kaikki kolmannen
asteen reaaliset juuret loydetaén. U

Jos kolmannen asteen yhtalollda on useampia reaalisia juuria, ne ovat kaikki loydet-
tavissi taittelemalla useampia Belochin nelioita Lill'n polulle, silld O6 antaa yhdesta
kolmeen taitosta. N&in astetta ei tarvitse pudottaa. Toisaalta astetta voidaan pu-
dottaa myos kayttamalla ratkaisupolkua toisen asteen yhtdlon Lill'n polkuna. Néin
voidaan taitella origamiaksioomalla O5 sen ratkaisupolut. Kaikilla n&illa tavoilla 16y-
detdén jokainen kolmannen asteen yhtélon reaalinen juuri.

Téassé tutkielmassa on tarkasteltu ainoastaan yhden taitoksen origamiaksioomia,
mutta tdmé rajaus on tehty vain yksinkertaisuuden vuoksi. Paperilla on helppo tehda
useampia taitoksia kerralla, ja ndiden mahdollisuuksia on selvitetty esimerkiksi Alpe-
rinin ja Langin 2], J. Luceron [15], sekd Ko6nigin ja Nedrencon [11] artikkeleissa. Kun
sallitaan kaksi yhtaaikaista taitosta, artikkelin [I5] mukaan voidaan ratkaista viiden-
nen asteen yhtéloita, ja artikkelin [II] mukaan voidaan ratkaista seitseménnen asteen
yhtéloitd. Lahteen [2] mukaan viidennen asteen yhtilo voidaan ratkaista Lill'n meto-
dilla, jos kédytossd on kolme yhtaaikaista taitosta, ja lisdksi kaikkien n. asteen poly-
nomiyhtéaldiden reaalisten juurten ratkaisuun tarvitaan enintédén (n — 2) yhtaaikaista
taitosta.
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