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Tiivistelma

Taman tutkielman ensimméisessa kokonaisuudessa tarkoituksena on tutus-
tua harmonisiin funktioihin ja niiden ominaisuuksiin. Niisté keskeinen on har-
monisen funktion keskiarvoperiaate. Toisessa kokonaisuudessa tarkastellaan
todennéakoisyysteoriaa ja harmonisen funktion yhteytta pallossa tapahtuvaan
satunnaiskévelyyn.

Tutkielman alussa tutustutaan Laplacen yhtaloon, jonka avulla harmoni-
set funktiot maéritelldédn. Erityisesti tarkastellaan sen fysikaalista tulkintaa
ja johdetaan perusratkaisu.

Seuraavaksi esitellidn kolme harmonisen funktion ominaisuutta. Néista
harmonisen funktion keskiarvoperiaate kertoo harmonisen funktion saavan
pallon keskipisteessé yhta suuren arvon seké pallon pinnalla olevien arvojen
keskiarvon etta pallon sisalla olevien arvojen keskiarvon kanssa. Keskiarvope-
riaatteesta seuraa, ettd harmoniset funktiot ovat saannollisia eli darettoman
monta kertaa jatkuvasti differentioituvia. Lisdksi todistetaan sdannollisyys-
tuloksen paranneltu versio, joka kertoo harmonisen funktion olevan analyyt-
tinen eli jonkin pisteen ymparilla esitettavissa suppenevana potenssisarjana.

Harmonisten funktioiden ominaisuuksien jilkeen tutkielmassa perehdy-
tdan todennakoisyysteoriaan ja erityisesti martingaaliteoriaan. Ensin tutus-
tutaan stokastiikan esitietoihin ja maéaritellaén martingaali ja pysédytysaika.
Niiden jélkeen todistetaan optionaalisen pysdyttamisen lause, jonka mukaan
martingaalin odotusarvot ovat yhta suuret aloitus- ja pysaytyshetkella.

Tutkielman lopuksi esitellian harmonisen funktion keskiarvoperiaatetta
muistuttava dynaamisen ohjelmoinnin periaate, jolle etsitdén ratkaisufunk-
tio siten, ettd se saavuttaa annetun reuna-arvofunktion. Liséksi naytetaan
loydetyn ratkaisufunktion olevan pallossa tapahtuvan satunnaiskévelyn odo-
tusarvo.
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Johdanto

Tassé tutkielmassa tarkastellaan sopivan saannollisia funktioita, joille
n
Au = Zuxm =0,
i=1

missa u,,,, tarkoittaa funktion u toisen kertaluvun osittaisderivaattaa. Ta-
méan Laplacen yhtédlon toteuttavia kaksi kertaa jatkuvasti differentioituvia
funktioita kutsutaan harmonisiksi funktioiksi. Niiden mielenkiintoisista omi-
naisuuksista keskiarvoperiaate on olennainen perusta tamén tutkielman paa-
tulokselle. Siind naytetdédn dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen ratkaisu-
funktion, joka noudattaa maaritelménsd mukaan keskiarvoperiaatetta jou-
kossa ()., olevan pallossa tapahtuvan satunnaiskévelyn odotusarvo. Lisaksi
tdma ratkaisufunktio on harmoninen funktio sopivilla oletuksilla.

Ensimmaisessa luvussa selvennetadn lukijalle tutkielmassa kaytettéavia
merkintoja. Lisdksi esitelladn myohemmissa todistuksissa tarvittavia apu-
tuloksia.

Luvussa 2 tutustutaan Laplacen yhtaloon laskemalla esimerkki harmoni-
sesta funktiosta, mika johdattelee yleisen perusratkaisun etsimiseen. Lisaksi
luvuissa 2.1 ja 2.2 perehdytédan tarkemmin Laplacen yhtaloon. Ensin tarkas-
tellaan sen fysikaalista tulkintaa, joka pohjautuu diffuusion tasapainotilaan.
Esimerkiksi lampotilasta puhuttaessa se tarkoittaa, ettd lahteettomaéssa ta-
pauksessa tarkastelualueen reunasta virtaa ulos ja sisdan yhté paljon lampoa.
Tamaéan jalkeen johdetaan Laplacen yhtalolle perusratkaisu.

Seuraavaksi esitellddn harmonisen funktion mielenkiintoisia ominaisuuk-
sia. Luvussa 3.1 todistetaan harmonisen funktion keskiarvoperiaate

u(z) :][ u(y) dS(y) = ][ u(y) dy, missa ][ on keskiarvointegraali.
OB (z,r) B(z,r)

Tulos tarkoittaa sitd, ettd harmonisen funktion u arvo tarkasteltavan pal-
lon keskipisteessa on yhta suuri pallon sisalla olevien arvojen keskiarvon ja
pallon reunalla eli pinnalla olevien arvojen keskiarvon kanssa. Tata tulosta
hyodynnetadn muiden seuraavaksi mainittavien ominaisuuksien todistukses-
sa.

Luvussa 3.2 tarkastellaan harmonisen funktion sadnnollisyytta. Lisaksi
maéaritellddn standardisilottajafunktio ja jatkuvan funktion silotusfunktio.
Néiden jalkeen havainnollistetaan esimerkilla, miten yksiulotteinen porras-
funktio, joka ei ole jatkuva, silotetaan jatkuvaksi. Esimerkissd muodostetaan
vaiheittain standardisilottajafunktio ja silotusfunktio seké esitetdan havain-
nollistava kuva. Seuraavaksi tutustutaan yleisemmin jatkuvan funktion silo-
tusfunktion ominaisuuksiin. Niista erds hyodyllinen kertoo jatkuvan funktion



silotusfunktion olevan darettomén monta kertaa jatkuvasti differentioituva.
Tata ominaisuutta kayttamalla todistetaan luvun lopuksi harmonisen funk-
tion saannollisyys, jonka mukaan keskiarvoperiaatteen toteuttava jatkuva
funktio on silea.

Luvussa 3.3 parannetaan harmonisen funktion saannollisyystulosta niin,
ettd jokaisen harmonisen funktion todistetaan olevan myds analyyttinen.
Talla tarkoitetaan sita, ettd siled funktio voidaan esittdd suppenevana po-
tenssisarjana jonkin pisteen lahistolla. Téata todistusta varten luvun alus-
sa esitelldan tulos, jossa naytetddan keskiarvoperiaatteen avulla harmonisen
funktion osittaisderivaatoille arviot. Luvun lopuksi késitelldan esimerkki ei-
analyyttisesté funktiosta.

Luvussa 4 siirrytdaédn tarkastelemaan satunnaiskavelya pallossa. Se joh-
dattelee lukijan todennékoisyysteoriaan, jota késitelladn luvussa 4.1. Luvun
aluksi esitelladn hyodyllisia késitteitd ja madritelmia. Erityisesti méaaritel-
laan martingaali, joka kertoo, etta tulevan tapahtuman odotusarvo ei muutu
nykyisestd, kun menneet tapahtumat tunnetaan, seka pysaytysaika. Luvun
lopuksi todistetaan esiteltyjen aputulosten avulla optionaalisen pysayttami-
sen lause, jonka oleellinen sisélto on

eli martingaalin odotusarvot pysaytys- ja aloitushetkella ovat yhtasuuret.

Tutkielman lopuksi luvussa 4.2 tarkastellaan dynaamisen ohjelmoinnin
periaatetta ja todistetaan ratkaisufunktion olemassaolo. Viimeisenéa tutkiel-
massa todistetaan tdman 16ydetyn ratkaisufunktion olevan pallossa tapahtu-
van satunnaiskavelyn odotusarvo optionaalisen pysayttamisen lauseen avulla,
ja lisaksi naytetaan, etté sopivilla oletuksilla se on myos harmoninen.

Paaasiallisena lahteenéd tdmaéan tutkielman harmonisia funktioita kasitte-
levissa luvuissa 2 ja 3 on kéytetty Lawrence C. Evansin kirjaa Partial dif-
ferential equations [2]. Tukena on kéytetty myos Mikko Parviaisen luento-
monistetta Partial differential equations [10] sekd Qing Hanin ja Fanghua
Linin kirjaa Elliptic partial differential equations [5]. Naihin ldhteisiin perus-
tuu lisdksi luvun 1 merkinnét. Jo mainittujen lisaksi luvussa 3.2 lahteena on
kéytetty Parviaisen luentomonistetta Partial differential equations 2 [11]. Lu-
vun 4 péadasiallisina lahteind on kidytetty Marta Lewickan kirjaa A course on
Tug-of-War games with random noise [%] ja Evansin kirjaa An introduction
to stochastic differential equations [3]. Néiden lisédksi luvun 4.2 1dhteend on
kaytetty Parviaisen artikkelia Notes on tug-of-war games and the p-Laplace
equation [13]. Léapi tutkielman on tarvittu tarkeita pienié aputuloksia, joiden
lahteina ovat Jyvaskylan yliopiston luentomonisteet: Mitta- ja integraaliteo-
ria 1 [7], JIMA2 [9], IMA3 [0] ja JMA4 [12].



1 Merkintoja ja esitietoja

Merkintojen ldhteind on kédytetty Evansin kirjaa [2] ja Parviaisen luentomo-

nistetta |

Merkintd
Rn
QCR"
QCR"
of)

€;

||
B(x,r)

u: Q=R
()

Uy,
uxixj
Du
div(u)
Au

|
D>y
Q)
C*Q)
C>(Q)

L(A)

Selitys

n-ulotteinen Euklidinen avaruus
avoin osajoukko

suljettu osajoukko

joukon 2 reuna

0,...,0,1,0,...,0) standardi kantavektori
1
(22 + -+ 22)2, kun piste z = (xq,...,2,) € R"

x-keskinen r-séteinen pallo

reaaliarvoinen funktio

u(x+he;)
h

limy,_ ~u®) funktion u osittaisderivaatta suuntaan z;

olettaen, ettd raja-arvo on olemassa

g—; ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatta
92y

0x;0x;

(Ugyy - -+, Uy, ) gradientti
iy ul divergenssi

div(Dwu) funktion u Laplacen operaattori

toisen kertaluvun osittaisderivaatta

a4+ ay, kun a = (aq, ..., @,) € N” on multi-indeksi

9ot tany _ n
m, kun a = (Oél,...,Oén) eN

joukon €2 jatkuvien funktioiden avaruus

joukon €2 k kertaa jatkuvasti differentioituvien funktioiden
avaruus

joukon 2 darettomén monta kertaa jatkuvasti differentioitu-
vien funktioiden avaruus, ts. sileiden funktioiden avaruus
mitallisessa joukossa A integroituvien ja mitallisten funktioi-
den avaruus

Seuraavaksi tésséd luvussa esitelladn harmonisen funktion fysikaalisen tul-
kinnan ja erilaisten ominaisuuksien todistamiseen tarvittavia esitietoja. Suu-
rin osa esitiedoista perustuu Jyvéskylan yliopiston Johdatus matemaattiseen
analyysiin -kursseihin 2-4, joista kaytetdan myohemmin lyhennettya nimitys-
td JMA. Nama esitiedot pidetdén tunnettuina, joten niita ei varsinaisesti esi-
tella, vaan tuloksiin viitataan tapauskohtaisesti. Vektoricalculus 2 -kurssilla
on esitelty kolmiulotteisessa tapauksessa divergenssilause. Téassa tutkielmassa



hyodynnetaédn sen n-ulotteista tapausta, jonka muotoilussa tarvitaan merkin-
taa 00 € O, mika tarkoittaa, ettd joukon €2 reuna voidaan esittaé lokaalisti
jatkuvasti differentioituvan funktion avulla. Lisdaksi kdytetadn ulospain suun-
natulle yksikkonormaalivektorille merkintdd v = (vq,...,1,). joka esiintyy
divergenssilauseessa ja myochemmin luvussa 2.1. Divergenssilauseen todistus
sivuutetaan, mutta se 16ytyy Hans Wilhelm Altin kirjasta Linear Functional
Analysis [, s. 270-272].

Lause 1.1 (Divergenssilause). Olkoot @ C R™ ja 0Q € C'. Olkoon u € C!
avoimessa joukon §) ympdristossd. Talloin jokaiselle i € {1,...,n}

/uzi dx; :/ uy; dS,
Q Pl

missd v: 0 — R™ on ulkopuolelle suunnattu yksikkénormaalivektori.
Valitsemalla w = F; ja summaamalla indeksin i yli saadaan

[ aivFdr= [ Fvads.
Q El9)

Palautetaan tamén luvun lopuksi mieleen muutamat hyodylliset tulok-
set, jotka on todistettu aiemmin Jyvaskylan yliopiston kursseilla lukuunotta-
matta Lebesguen differentioituvuuslausetta. Ensimmaéisena esitelldan JMA2-
kurssin [9] sisdltoon perustuva tasaisen jatkuvuuden tulos. Tamén jilkeen
siirrytdén Lehrbackin luentomonisteeseen [7] perustuviin mittateorian tulok-
siin, joita ovat kolmioepayhtélod, Lebesguen differentioituvuuslause, joka esi-
tetddn Evansin kirjassa [2, s. 649], ja dominoidun konvergenssin lause. Siina
sekd myohemmin tamén tutkielman tuloksissa tormataan Mitta- ja integraa-
liteoria 1 -kurssilta [7, s. 67] tuttuun késitteeseen melkein kaikkialla, joka
tarkoittaa, ettd jokin ominaisuus patee muualla paitsi nollamittaisessa jou-
kossa. Tamén luvun tuloksia hyodynnetaén luvuissa 3.2 ja 3.3 esiintyvissé
todistuksissa.

Lause 1.2. Olkoot §) rajoitettu joukko ja f: Q — R jatkuva funktio. Tdlléin
f on tasaisesti jatkuva joukossa Q.

Todistus. Sivuutetaan, katso JMA2-kurssin luentomonisteesta [9, s. 96]. [

Lause 1.3 (Kolmioepéyhtild). Olkoon f € L'(A), jolloin ylli olevien mer-
kintojen mukaan joukko A on mitallinen. Tdlloin

]/Afdx < [ 1l da.

Todistus. Sivuutetaan, katso Mitta- ja integraaliteoria 1 -kurssin luentomo-
nisteesta [7, s. 73]. O




Lause 1.4 (Lebesguen differentioituvuus lause). Olkoon f: R™ — R siten,
ettd [gn |f| dx < oo. Tdlloin, kun r — 0,

][( : |f(x) — f(xo)| dz — 0 melkein kaikkialla.
B(xg,r

Lause 1.5 (Dominoidun konvergenssin lause). Olkoot f, fr: A — R mitalli-
sia funktioita siten, ettd

kli:m fr = f melkein kaikkialla joukossa A.
—00
Oletetaan, etti on olemassa funktio g € L'(A) siten, ettd kaikille k € N pitee

\fl < g melkein kaikkialla joukossa A.

Télloin myds f, fr, € L*(A) kaikille k € N, ja

lim/fkdx:/fdx.
k—oo J A A

Todistus. Sivuutetaan, katso Mitta- ja integraaliteoria 1 -kurssin luentomo-
nisteesta [7, s. 74-75]. O



2 Laplacen yhtalo

Tassa luvussa tutustutaan Laplacen yhtdldon, joka on yksi tarkeisté osittais-
differentiaaliyhtaloista. Lisdksi méaaritelladn harmoniset funktiot ja lasketaan
esimerkki. Tamén luvun tuloksissa on kéytetty lahteend Evansin kirjaa [2] ja
Parviaisen luentomonistetta [10].

Tarkastellaan Laplacen yhtéloa

Au=> Uy =0, (2.1)
i=1

missad u: @ — R,u = u(x) ja z € Q C R". Huomioitavaa on se, ettd funktio
u on reaaliarvoinen funktio.

Maéritelmd 2.1. Funktio u € C?*(2) on harmoninen, jos se toteuttaa
Laplacen yhtélon Au = 0.

Esimerkki 2.2. Naytetadn, ettd kaksiulotteinen funktio

f(x) = 2log |x|

on harmoninen funktio, kun x # 0. Valittu esimerkkifunktio liittyy oleellises-
ti myohemmin johdettavaan harmonisen funktion perusratkaisuun. Palaute-
taan mieleen luvusta 1, ettd kaksiulotteisessa tapauksessa

N |

2| = (a1 + 23)2.

Hyodynnetaédn edellé esitettyd méaritelmad. Funktio f on logaritmifunktiona
jatkuva maarittelyjoukossaan

Q:={reR*:z#0}.

Lasketaan ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat:

1 1 _1 2x
fo, =2 —- 5(:c% +23)72 21 = 2my (2] +23) 7 = 7;
(22 + 23)2 ||
ja
1 1 1 2
fes :2'7‘5(37%4‘553) 2209 = 2wp(af + a3) " :ﬁ~

1
(2% +23)2
Lasketaan seuraavaksi toisen kertaluvun osittaisderivaatat:

2 43 2lx* — 4a?
fora = 2(x7 +23) "+ 221 - (—1) (2] +23) 72 22 = oE ’l’|}l _2 ||I|4 1




ja
2 4ai 2lx]? — 44

Joazy = 202 +23) 7 + 20 - (=1) (2] +23) 72 - 219 = 2 2t T 2]t

Funktio f on kaksi kertaa jatkuvasti differentioituva eli f € C?(Q). Nyt on
laskettu tarvittavat osittaisderivaatat, jolloin Laplacen yhtalon (2.1) nojalla

af =an(pg) =i (5L 4 2 ) = vl 1) = Lo + o
 2z]? —dat | 2z]? — 4a3
B B
2z]2lz)? — 4at — a3
N ]t
e - 4+ o)
N | z[*
_ Az]? — 4z]?

[t
= 0.

Néin ollen Mééritelmén 2.1 nojalla f(x) = 2log |z| on harmoninen funktio.

2.1 Fysikaalinen tulkinta

Tarkastellaan tassé luvussa esimerkkia Laplacen yhtéalon fysikaalisesta tul-
kinnasta, joka perustuu diffuusion tasapainotilaan. Yleisesti ottaen ratkaisu-
funktio u kuvaa jonkin suureen, kuten kemikaalisen konsentraation, lampoti-
lan tai sahkostaattisen potentiaalin, suuruutta tasapainotilassa. Talloin tie-
detadn, ettd lahteettomasséi tapauksessa nettovirtaus lapi alueen reunan on
nolla eli esimerkiksi lampoa virtaa alueesta ulos yhtapaljon kuin sita virtaa
alueeseen sisdan.

Esimerkki 2.3. Olkoon U C  siled. Talloin funktion w nettovirtaus lapi
joukon U reunan QU on tasapainotilassa nolla eli

F-vdS=0,
oU

missd v on alueen ulkopuolelle suunnattu yksikkénormaalivektorikentta ja F
on virtauksen suuruus. Lauseen 1.1 nojalla saadaan edelleen

0:/ F~1/d5:/div(F) dz,
oUu U

9



jolloin osajoukon U C ) ollessa mielivaltainen ja virtauksen F' ollessa silea

saadaan

div(F) = 0.
Diffuusion tapauksessa, kun puhutaan esimerkiksi lammon siirtymisesté, on
fysikaalisesti perusteltua, ettd virtaus riippuu lampotilaerosta. LAmpo6 vir-
taa kuumasta kylméaén ja mitd nopeammin virtaus tapahtuu, sitd suurempi
lampotilaero on. Toisin sanoen virtauksen suuruus F' on verrannollinen rat-

kaisufunktion gradientin Du eli suurimman muutosnopeuden vastalukuun.
Siten, kun a > 0 on vakio, merkitain

F=—aDu
ja yhdistamalla edelld olevat tiedot saadaan
0 = div(F) = div(—aDu) = —a div(Du) = —aAu.

Tasta seuraa suoraan, etta

Au = 0.

2.2 Perusratkaisu

Johdetaan téssa luvussa Laplacen yhtélon perusratkaisu. Laplacen yhtélo on
kierron suhteen invariantti eli muuttumaton, joten johdetaan sdde-muotoiset
ratkaisut, jotka ovat funktioita muuttujan r suhteen.

Olkoon Laplacen yhtalon ratkaisu u sateesta r riippuva funktio v siten,

etta
u(z) = v(r) = v(r(z)),

1
missi r = r(z) = |z| = (22 + - + 22)2.
Lasketaan ensin funktion r(z) ensimmaéinen osittaisderivaatta muuttujan z;,
missa ¢ € {1,...,n} suhteen
1, gy L
ro(@) = 3@} 4 +a2)72 2m

Z;

1
(& + -+ af)?

= missa x # 0.

10



Vastaavasti funktion r(z) toinen osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen saa-
daan tulon derivointisaénnon avulla

2

1 2 3 2
(@) = —5 (B 4 22) R 2+ (o

PR |
1+...+xn)_2.1

2
x? 1
= R I
(@i 4 +af)? (@it ad)?
2
© 1
:—%+7, missa x # 0.
r r

Téaten saadaan ketjusaannon avulla funktion u = v(r) ensimmaiseksi osit-
taisderivaataksi muuttujan z; suhteen

Uy,

(3

— v’(r) Ty, = UI(T)E, missa 7& 0
T

ja vastaavasti toiseksi osittaisderivaataksi

_ Y . & . ﬁ /
Ug,z; = V" (1) R + V' (1) 72,2,
2 2
_n :Ei ! 1 .Ti -
=0 (r)-r—z—kv(r) <r_r3>’ missé x # 0.
Laplacen yhtalén (2.1) nojalla
0=Au= Z Ug.z;
i=1
n 2 1 LL’Q
_ " Y4 / LM
> (1) v (-4
n 2 n n 2
/] i=1T;5 / i1 1 _ 2ui=1%
P ES ) (B - B
2 2
o ' n -
=0 (r)r2 +0'(r) (r r3>
n—1

) ,  missé x # 0.

Seuraavaksi merkitdan w(r) = v'(r), jolloin w'(r) = v"(r). Téll6in saadaan
ensimmaisen asteen osittaisdifferentiaaliyhtalo

w'(r) + w(r) <n — 1> = 0.

r

Oletetaan, ettd w(r) # 0, jolloin ylla oleva saadaan muotoon

w(r) n-—1

w(r) 7

11



Téllaista muotoa oleva osittaisdifferentiaaliyhtdlo ratkaistaan integroimalla
/ R 1
wir) dr:/ (n—1)-—dr
w 1 r

puolittain
R
- /1 (r)

;»—/ 1og<|w<r>|>=<n—1>/ log (r).

Sijoittamalla integroimisrajat ja kayttamalld logaritmin laskusdantoja saa-
daan
= log(|w(R)) —log(Jw(1)]) = —(n — 1)(log(R) — log(1))
= log([u(R)]) ~ log(fw(1)]) = log (R~
= log(|[v'(R)]) = log(R"™") + log(lw(1)]).

Tasta korottamalla puolittain luonnollisen logaritmin kantaluvun e potens-
siin ja kayttamalla logaritmin laskusaantoja saadaan

= [V(R)| = los( R ) Hog(jw(1)))
- |UI(R)’ _ elog(|w(1)|) . elog(len)

= [/(R)| = aR'"™", missa a vakio.

Téasta saadaan ratkaistua funktio v(R) integroimalla, kun R > 0

missa b ja ¢ vakioita.

b-log(R)+¢, kunn=2
U(T) - 2—n ’
b-R*™" +c, kun n > 3

Tamén padttelyketjun jalkeen voidaan maéaritelld Laplacen yhtalon pe-
rusratkaisu. Maaritelméassa merkinta w, tarkoittaa yksikkopallon tilavuutta
avaruudessa R, mihin palataan tarkemmin huomautuksessa 3.2.

Maairitelma 2.4. Funktiota

(I)(:L’) = {_217r10g|x’ (n:2)

Ll (n23)

n(n—2)wy, |z|7"—2

missd r € R", x # 0, sanotaan Laplacen yhtélon perusratkaisuksi.

12



3 Harmonisen funktion ominaisuudet

Tarkastellaan tédssé luvussa harmonisen funktion erilaisia ominaisuuksia, jois-
ta osaa paastaan hyodyntamaan myohemmin. Liséksi luvussa 3.2 tutustutaan
huolellisesti silotukseen ja konvoluutioon, seké niiden avulla funktion tehok-
kaaseen approksimaatioon. Taman luvun tulokset perustuvat padasiallisesti
Evansin kirjaan [2] ja Parviaisen luentomonisteeseen [10]. Lisdksi on hyodyn-
netty Hanin ja Linin kirjaa [5].

3.1 Keskiarvoperiaate

Harmonisella funktiolla on yksi merkittavd ominaisuus, jota kutsutaan kes-
kiarvoperiaatteeksi. Taman periaatteen mukaan harmonisen funktion u arvo
u(z) pallon keskipisteessé on yhté suuri seké pallon pinnalla olevien arvojen
keskiarvon etta pallon sisilla olevien arvojen keskiarvon kanssa. Todistetaan
tama seka kaanteinen keskiarvoperiaate tassa luvussa. Naita ennen maaritel-
laan keskiarvointegraali sekéa pallon pinnalla etta pallon sisilla ja lasketaan
esimerkki n-ulotteisesta muuttujanvaihdosta.

Maidéritelma 3.1. Olkoon B(z,r) C U pallo.

1. Pallon sisélla olevien funktion u arvojen keskiarvointegraali on

1
udy=——— u dy.
][B(m,r) ‘B(.CE, ’I")’ B(z,r)

2. Pallon pinnalla olevien funktion u arvojen keskiarvointegraali on

1
dS = ——— ds.
](gB(m,'r) “ |aB(SL’, 7’)| 0B (z,r) “

Huomautus 3.2. Merkitdan w, := yksikkopallon B(0,1) tilavuus avaruudessa
R™ ja nw, := yksikkopallon pinnan 0B(0, 1) pinta-ala avaruudessa R™. T&l-
16in, kun B(0,7) € R", saadaan

|B(0,7)| = w, " ja \8B(O,r)]:nwnr"’1.

Perustellaan, miksi nw, on yksikképallon pinnan dB(0, 1) pinta-ala ava-
ruudessa R"™. Koska w, on yksikképallon B(0,1) tilavuus avaruudessa R",
niin voidaan kirjoittaa

oy = [ 1de:/TﬁBO, do.
rw /O/BB(O,p) p ap 0‘ (0,p)| dp
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Koska yksikkopallon pinta on yhden dimension pienempi kuin yksikkopal-
lo, merkitddn yksikkopallon pinnan pinta-alaa vakiolla o, 1 := |0B(0,1)].
Talloin voidaan muotoilla

/0 10B(0, p)| dp :/0 an1p" dp,

josta integroimalla saadaan

r
r o o
n—1 n—1 n n—1 n
/ Onp’ dp=——/ p'=—r".
0 no/ n

Néin ollen saadusta yhtéalosta

On—1
rw, = —r"
n

voidaan supistaa puolittain termi ™ pois ja sen jilkeen kertoa yhtalé puolit-
tain termilla n, jolloin saadaan

nwy = Op—1.
Siispa nw,, on yksikképallon pinnan 0B(0,1) pinta-ala.

Esimerkki 3.3. Olkoon [*'"u(y) dy yksiulotteinen integraali siten, etti
alue, jonka yli integroidaan, on yksiulotteinen pallo B(x, ). Tehd&dén muut-
tujanvaihto
y—x

—

y=x+rz, jolloin z=

Talloin derivaatalle patee dy = rdz. Uusi alaraja muuttujan z suhteen on
z= W = —1 ja vastaavasti ylaraja on z = 1. Talloin muuttujanvaihdon

nojalla saadaan integraaliksi

b

T+r 1
/ u(y) dy = / u(x +rz)r dz.
T -1

Moniulotteisessa tilanteessa vastaavalla pédattelylla saadaan integraaliksi

u(y) dS :/ u(z +rz)r" 1t dS(z).
Ly @) 5@ = [ (e ) dS(2)

Néaiden aputulosten myotéd voidaan seuraavaksi esitelld harmonisen funk-
tion keskiarvoperiaate ja sen todistus. Taman jalkeen todistetaan myos kaan-
teinen keskiarvoperiaate kayttamaélla apuna seuraavassa todistuksessa maé-
riteltédvan funktion ¢ derivaattaa.
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Lause 3.4 (Harmonisen funktion keskiarvoperiaate). Jos u € C?(2) on har-
moninen funktio, niin jokaiselle pallolle B(xz,r) C Q pdtee

u@) = £ uly) dS(y) = £ uly) dy. (3.1)
IdB(z,r) B(z,r)
Todistus. Méaéaritelladan funktio

o) = £, uly) dS()

joka voidaan maaritelméan 3.1 nojalla esittda muodossa

1

= 0B Josen "W B

¢(r)

Olkoon piste z € B(0,1). Tehddidn muuttujanvaihto y = rz + x siten, et-
td dS(y) = r"1dS(z). Kerroin 7"~! perustuu n-ulotteisen pallon pinta-
alkioiden skaalaukseen. Talloin méaritelméan 3.1, edella olevien esimerkin ja
huomautuksen nojalla

o(r) = M S u(y) dS(y)
= PO VGBI "+ 45
SBE™ g r2+9) 4500
B 9B(0,1) u(m * x) dS(z)

Hyoddynnetdén oletusta u € C?*(Q2) C C'(), jolloin erityisesti funktio u on
jatkuvasti differentioituva. Palauttamalla muuttujanvaihto takaisin siten, et-
td dS(z) = r'="dS(y), saadaan funktion ¢(r) derivaataksi yhdistetyn funk-
tion derivointisadnnolla ja vastaavilla valivaiheilla kuin edella

Yy—I 1,

- __1oB Dyu(y) - L= L1 g
B0, (@21 Do)+ 5 S0
\8B(x,r)\ 1- y—=x

=22 1on D . d
10B(0,1)|" ]ég(m yily) - == dS()

y—x

- Dyu(y) - ds

o) yuly) - = (y)



Koska —* on ulkopuolinen yksikkénormaalivektori, jolle annetaan nimeksi
v, saadaan jatkettua yllaolevaa lauseen 1.1 ja maaritelman 2.1 nojalla

d0) = f, Dyuly) T dS(y)
1
" 10B(z,7)| Jon@n

‘anT‘/mr leD (y)) dy

_ A d 0,
‘aBI’I”|/xr ) y=

koska funktio u on harmoninen oletuksen nojalla. Siispd on osoitettu, etté
¢'(r) = 0. Télloin tiedetddn funktion ¢(r) olevan vakiofunktio, jonka arvo
saadaan ratkaistua raja-arvona

Dyu(y) - v dS(y)

o(r) =lmo(t) =lim f u(y) dS(y) = u(x).

t—0 t—=0 JOB(z,t)

Téaten on osoitettu haluttu yhtasuuruus
u(xr) = ¢(r) = u(y) dS(y).
() =6(r)=f,  uly)dS()

Todistetaan lisdksi véitteen jalkimmainen yhtasuuruus. Téssd osassa hyo-
dynnetaén napakoordinaatteja ja vaitteen ensimméistd yhtasuuruutta, jo-
ka todistettiin aiemmin tassa todistuksessa. Lahdetdan liikkeelle funktion u
keskiarvointegraalista pallon sisalla. Maaritelméan 3.1 ja napakoordinaattien
avulla saadaan

1
fomar= i
B(z,r) ZL’ T’| B(z,r)
_ // ) dS ds
a:r| ans)
1
= —— 0B(z,s)|——— u(y) dSds
1B( xry/’ ( )HaB( )\ 9B(z,5) ()

= :L’T|/’anS|][ ) dSds.

Tahan viimeiseen keskiarvointegraaliin voidaan kéyttaa tdaman lauseen en-
simmaista yhtasuuruutta, joka on todistettu tassa todistuksessa. Téalloin na-
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pakoordinaatteja hyodyntamélla saadaan edelleen

][B(xr ()dy— xr‘/|aB$3|][ m) ) dSds

:|B(x7r)‘/0 0Bz, s)|u(z) ds
_ |B(;7T)|u(x) [ 1085 ds
1

~ [B(w, )]

Taten on osoitettu myos toinen haluttu yhtasuuruus. O]

w(@)|B(z,r)| = u(z).

Lause 3.5. Jos u € C%*(Q) toteuttaa keskiarvoperiaatteen (3.1) jokaiselle
pallolle B(x,r) C Q, niin u on harmoninen funktio.

Todistus. Tehdaan antiteesi: funktio u ei ole harmoninen. T&lloin maaritel-
mén 2.1 nojalla u ei ole Laplacen yhtalon (2.1) ratkaisu, jolloin on olemassa
zg € Q) siten, ettd Au(zg) > 0 tai Au(zg) < 0. Oletuksen nojalla u € C?(£2)
eli erityisesti u on jatkuva, jolloin on olemassa avoin pallo B(xg,r) siten, et-
ta Au(x) > 0 tai Au(z) < 0 kaikille x € B(zg,r). Nain ollen lauseen 3.4
todistuksen derivaattafunktiota ¢'(r) hyédyntamalld saadaan

¢(7’) |aBZI}T"/zr dy>0

tai

¢'lr) = |(9er|/9” u(y) dy < 0.

Naisté derivaatan positiivisuudesta ja negatiivisuudesta voidaan paatella, et-
ta funktio ¢(r), jolla merkittiin keskiarvoa, ei voi olla vakio. TAmé& on risti-
riidassa keskiarvoperiaatteen (3.1) kanssa, jolloin alkuperiinen véite on tosi
eli funktion wu taytyy olla harmoninen. ]

3.2 Saannollisyys

Sdannollisyydelld tarkoitetaan harmonisen funktion sileytta. Toisin sanoen
téssa kappaleessa tullaan osoittamaan, etté kaksi kertaa jatkuvasti differen-
tioituva harmoninen funktio on vélttaméttd myos ddrettomén monta kertaa
jatkuvasti differentioituva eli siled. Ennen téta sdannollisyyslausetta ja sen
todistusta tutustutaan standardisilottajafunktioon, silotukseen ja konvoluu-
tioon. Liséksi tuodaan esille naihin liittyvia aputuloksia, jotta voidaan muo-
dostaa sileitd approksimaatioita annetuille funktioille. Téassa luvussa kayte-
tddn jo mainittujen lihteiden liséksi Parviaisen luentomonistetta [11].
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Tasta eteenpain tarvitaan niiden pisteiden joukkoa, joiden etdisyys jou-
kon reunasta on positiivinen. Merkitadn

Qe :={x e Q:d(z,00) > €}, (3.2)

jos 2 C R™ on avoin ja € > 0. Lisdksi seuraavassa méaritelméssé esiintyy
merkinta spt(n,), milld tarkoitetaan funktion 7. kantajaa jossain joukossa €2
eli joukkoa

spt(ne) = {z € Q0 : n(z) # 0}.
Madritellaén ensimmaisend standardisilottajafunktio.

Maaritelma 3.6. 1. Olkoon n : R" — R &darettomaésti jatkuvasti diffe-
rentioituva funktio siten, etta

1
C-elzP-1 jos |z|<1
) = o
0, jos x| >1

missd C' > 0 on vakio niin, etta [g. n(z)dzr = 1.

2. Kaikille € > 0 asetetaan

€

ne(x) = 61,177 <x> :

Funktiota n. € C*(R") kutsutaan standardisilottajaksi. Se toteuttaa
chdon [gn ne(z) dz = 1, kun spt(n.) C B(0,¢).

Tamén madaritelmén kohdan (2) standardisilottajafunktiolla voidaan to-
deta olevan sama ominaisuus, kuin kohdan (1) funktiolla n. Ndytetdan seu-
raavassa esimerkissd, ettd myos standardisilottajafunktion integraali koko
alueen yli on yksi. Taman jalkeen méaritellaan konvoluution avulla silotus.

Esimerkki 3.7. Standardisilottajafunktion integraalin koko alueen yli voi-
daan nayttda olevan yksi n-ulotteisen muuttujanvaihdon y = % avulla siten,
ettd dor = €" dy. Téssa siis z,y € R™. Talloin
1 T 1 n
/nm(:ﬂ) de = — 77() de=— | n(y)e dy:/Rnn(y) dy = 1.

€" Jrn € €" Jrn

Maaritelma 3.8. Olkoon funktio u :  — R siten, ettd u € C'(€2). Funktion
u silotus joukossa (). on funktio u, : Qe — R, u, := n. * u. Tata kutsutaan
konvoluutiokst, joka on

u(2) = [ nda—yyuty) dy

kaikille x € €Q..

18



Konvoluutio voidaan esittaa yhtépitéavasti myos vastaavanlaisessa muo-
dossa, jossa vain muuttujien paikkaa on vaihdettu. Naytetdan seuraavassa
esimerkissé, miten tdméa konvoluution toinen esitystapa muodostuu.

Esimerkki 3.9. Olkoon = € Q.. Maaritellaan funktio v(y) = z — y. Télléin
Z—Z = —1 kaikille y € R. Lisdksi funktio x —y, missa y on muuttuja, on aidosti

vahenevéa ja bijektio. Néin ollen saadaan

dy 1 1
Y

Téaten konvoluutio voidaan kirjoittaa muuttujanvaihdon v(y) = = — y avulla
muotoon

u(r) = /Oo ne(z — y)uly) dy

z —v(y)) dv(y)

 — v(y))(~1) dv(y)
[ nol)ute = o) dv(y)
T nw@)ule — v(y)) du(y).

Edelleen, kun merkitddn y = v(y) ja  C R, saadaan konvoluutiolle haluttu
muoto

| )l
| el

—

—0o0

uc(z) = /Qne(x —y)uly) dy = /Qne(y)U(l’ —y) dy.

Lasketaan seuraavaksi esimerkki, jossa silotetaan yksiulotteinen porras-
funktio. Esimerkin tarkoituksena on nayttda, miten silottajafunktion ja kon-
voluution avulla silotus muodostuu. Huomioitavaa on, etta téssa esimerkissa
silotettava porrasfunktio ei ole jatkuva. Tutustutaan taman jalkeen silotuk-
sen muutamiin perusominaisuuksiin.

Esimerkki 3.10. Olkoon yksiulotteinen porrasfunktio

1, kunx >0

f@):{o kun 2 <0

Valitaan silottajafunktioksi

C, kunzx € [-1,1]

n(z) = C- xpa(@) = {o, kun @ ¢ [~1,1]
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Maaritelmén 3.6 nojalla [p n(x)dx = 1, joten

00 1
1:/T](LL’) dx:/ C - Xj-11(7) dx:/ C-lde=C-(1-(-1))=2C.
R — 00 —1
Tasta saadaan, ettd C' = %, jolloin silottajafunktio on

L kun z € [—1,1]

n(z) =C - X1 (z) = {8 kun o ¢ [-1,1]

Maaéritelman 3.6 nojalla standardisilottajafunktio on néin ollen

‘)

€

_ 2%, kun [—1,1]
0, kun % ¢[-1,1]

_ 5, kunz € [—¢, ¢ '
0, kunzx ¢ [—¢,¢€]

Il
a |
DN | —
=
L
=
AR oy

Taten maaritelmén 3.8 ja edella olevan esimerkin nojalla funktion f silotus
konvoluution avulla on

f@) = s @) = [ e =) f) dy = [

€

ene(y)f(r —y) dy.

Lasketaan yleista silotusta varten muutama esimerkkipiste muuttujan x eri
arvoilla, jotta ndhdaan, miten silotus muodostuu.
Kun x = ¢, silotuksen arvo on

fele) = /lne(y)f(e —y) dy = _1216 1 dy = 216(6 — (=€) = ;i 1

Kun z = 0, silotuksen arvo on

£.0) = [ n(w) (0~ y) dy

= [ nwi(=y) dy + [ n)s(—y) ay
01 €1

1 1

= Z(O — (=) =3
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Kun z = —3, silotuksen arvo on

r(=5) = [ s (=5 —v) v

i y) dy +/; ) f (—5—v) dy

€

= 277E(y)f< 5

—€

2 1 €
—[? 14 /
—€ 26 y+—

Néin ollen saadaan muodostettua yleinen lauseke silotukselle kolmessa eri
tapauksessa. Ensimmaéisessé tapauksessa x € | — 0o, —¢], jolloin

1
—.0d
2€ 4

NS

£@) = [ s —g) dy= [ -0y =0

—€

Toisessa tapauksessa z € | — ¢, €], jolloin

£@) = [ ndw)fa—y) dy

= | ne)fle—y) dy +/;776(y)f($—y) dy
_ _i;e-my +/;21€-0dy

1 X Hte€

— o= () =5

Kolmannessa ja viimeisessd tapauksessa x € [ €, oo[, jolloin

fe(x) = / ne()f(x —y) dy = ;216 1dy = 216(6 — (=) =1

Siispé silotus tdman esimerkin yksiulotteiselle porrasfunktiolle f on

0, kunze€]|— o0, —¢€]
fx) =%, kunze]—ee[
1, kun z € [€, 00|

jota on havainnollistettu kuvassa 3.1 kolmella eri parametrin e arvolla.

Edella olevassa esimerkissa naytettiin, miten silotus muodostuu yksinker-
taisessa tapauksessa, jossa silotettava funktio ei ollut jatkuva. Tarkastellaan
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0.9F 1 09f 1 09r
0.8f 1 08 1 08r
0.7F 1 07f 1 07r
0.6r 1 06r 1 06
0.5F 1 05 1 05r
0.4F 1 04 1 04r
0.3F 1 03f 1 03r
0.2f 1 02 1 02
0.1 0.1 0.1
0 0 0

Kuva 3.1: Sinisella piirretty yksiulotteinen porrasfunktio ja sen punaisella
piirretty silotusfunktio kolmella eri parametrin e arvolla.

nyt jatkuvan funktion silotuksen mielenkiintoisia ominaisuuksia ja todiste-
taan ne. Yksi hyodyllinen ominaisuus naistd téssa tutkielmassa on ensim-
mainen, joka kertoo jatkuvan funktion silotuksen olevan dérettémén monta
kertaa jatkuvasti differentioituva. Téata tulosta padstdan kiyttdméaan myo-
hemmin, kun todistetaan harmonisen funktion olevan sdannoéllinen. Néiden
seuraavaksi esiteltdvien ominaisuuksien todistamiseen tarvitaan merkintaé
Q' € Q, joka tarkoittaa, etta QcQ ja Q0 on kompalkti eli suljettu ja rajoi-
tettu.

Lause 3.11. Olkoon funktio uw € C(QQ). Talloin sen silotuksella on seuraavat
ominaisuudet

1. u. € C™(Q).
2. ue — u joukossa ), kun e — 0.
3. u. — u tasaisesti joukon 0 kompaktissa osajoukossa.
Todistus. 1. Olkoot =z € Q. jai € {1,...,n}. Olkoon h > 0 siten, ettd

x + he; € Q.. Ideana téssi on osoittaa, etta

0 0
.. We = o Teld — dy.
G te@) = | S —y)uly) dy
Taméan osoittamiseksi hyodynnetddn luvussa 1 esiteltyd dominoidun

konvergenssin lausetta (lause 1.5), jossa on oleellisesti kaksi ehtoa. Osoi-
tetaan ensin, ettd kun A — 0, niin

() ()t () e
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Asetetaan ¢(z) =1 <wzy) Télloin erotusosaméaran raja-arvolle patee

! 1 x4+ he;—vy (x—y)
hlgtl)h g € 1 €

“ar(2)
_81)177 € ’

josta yhdistetyn funktion derivointisdannolla saadaan

0 (x—y) 10 <x—y>

&Ein € € 8a:in € ’

Osoitetaan seuraavaksi, ettd talld samalla erotusosamadran lausekkeel-
la (3.3) on integroituva ylaraja joukossa ) € 2. Lisdksi huomioita-

vaa on se, ettd B(x + he;,€) U B(x,e) C (. Tarkastellaan erotusta
W(x + he;) — () ja sen itseisarvoa. Koska

Y(x + he;) —P(x) = /Oh aatw(a: +te;) dt = /Oh Diy(x + te;) - e; dt,

niin vastaavalle itseisarvolle saadaan arvioksi

h
0

|(z + he;) — ()| = < h-mgx\Dw(x+tei)].

Talloin, kun edelleen ¥ (z) = n (%), saadaan erotusosamééran (3.3)
itseisarvon arvioksi

() 0 ()
<h;°);|(¢(x + he;) — P(x))u(y)l
fth - max |Dp(x + te;)| - |u(y)|

~ max | D(a +te:)] - fuly)] € L(),

VAN

koska
| max D (e + te)| - [u(y)| dy < oo.
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Néin ollen on todistettu lauseen 1.5 kaksi ehtoa, jolloin kyseista lausetta
voidaan hyodyntaa tdmén todistuksen seuraavassa vaiheessa.

Aloitetaan nyt varsinainen todistus lahtemalla liikkeelle silotuksen osit-
taisderivaatasta muuttujan x; suhteen. Hyodynnetdan erotusosamas-
ridn raja-arvoa seka maaritelmia 3.6 ja 3.8, jolloin

B o ud(@ A he — y) — ue(x)
o, el®) = |im h
1
—tim - ([ no+ hei = yuy) dy ~ [ e~ y)uly) dy)

11 x+he;—y
—%:I%h@/,"(e “(Wy)
171 T —y
~ g (G o (5w o)
1.1 x+ he; —y x—y)
— ~ lim = S A - dy.
o Jim - Q(n( ; ) 77( ) uly) dy

Tastd muodosta saadaan lauseen 1.5 nojalla vieda raja-arvo integraa-
lin sisaéan, jolloin voidaan hyodyntaa edelld todistettua raja-arvoa ja

saadaan
.. 1 x+ he; —y :c—y)
= lim - TTRGTY) d
o lim - Q(n( ; ) 77( ) uly) dy

R TR R e L et A D (x—y) u(y) d
e Jorh=0 h n € " € vy

Lp1o n(x_y)U(y) dy.

e Jor € Ox; €

Maéritelméan 3.6 ja yhdistetyn funktion derivointisdannon nojalla pétee

0 (5 —y) = 0 1 (m—y)ll@ (:E—y)
%mx 4 _3@»6”” € _enef)xin € )

Hyodyntamaélla tata kadnteisesti ja maaritelmad 3.8 paastadn halut-

tuun tulokseen
1 10 x—y
— - d
en Jor e ami” ( € ) uly) dy
0

=/, @m(ﬂf —y)uly) dy

_ (9
_ <a>
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Vastaavalla menetelmélla voidaan osoittaa, etté jokaiselle korkeamman
kertaluvun derivaatalle patee D%, = (D*n.) * u. Koska konvoluutio
on jatkuva, on titen osoitettu, etta jokainen silotuksen u. derivaatta
on vastaavan konvoluution derivaatta. Toisin sanoen jokainen silotus
on ddrettomasti jatkuvasti differentioituva ja siten u. € C*°(2).

. Olkoon z € Q' & Q siten, ettd konvoluutio on hyvin méaritelty tar-
peeksi pienelle € > 0. Maaritelmén 3.6 nojalla [z, n. dy = 1, jolloin

u@) = [ ne—y) dy-u@) = [ nle - yu() dy.

Hyodynnetadn tatd ja maaritelméa 3.8, kun tutkitaan funktion u ja
sen silotuksen etdisyyttéa

uce) —u(@) = | [ nle = y)uly) dy = ul)

= /B(M) ne(x —y)u(y) dy — /B(m) ne(z — y)u() dy‘

= | e = )~ ) .

Tata voidaan arvioida lauseen 1.3 kolmioepéyhtalon nojalla, kun lisdksi
kaytetadn méaritelméaa 3.6

g e = 80000 = ule)

<2 o () ) = ute) ay

er €

Tiedetaén, ettd [p(, o7 (%) dy on vakio, joten merkitdan

.
C = ]B(:U,e)\/B(“)n< E y) dy.

Talloin edelleen voidaan arvioida, jolloin lauseen 1.4 nojalla saadaan
raja-arvoksi

1 T —y
- - d
o Jowe” ( - ) uy) — u(z)| dy
<C u(y) — u(z)| dy
B(xz,e€)

— 0, kun €—0.

Taten on osoitettu, ettéd silotusfunktio u.(z) suppenee JMA4-kurssin
[12, s. 66] nojalla funktioon u(x) kaikilla z € 2, kun € — 0.
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3. Oletetaan, ettd funktio u € C(Q) ja olkoon ' € ” € Q. Koska Q" on
kompakti ja suljettu, niin funktio u on tasaisesti jatkuva joukossa Q'
lauseen 1.2 nojalla.

Olkoon € > 0 siten, ettd B(z,e) C Q") kun z € . JMA2-kurssin [9,
s. 93] tasaisen jatkuvuuden nojalla kaikille § > 0 on olemassa € > 0
siten, etté kaikille z,y € Q"

lu(z) —u(y)] <0 aina, kun |z —y| <e.

Talloin tutkimalla funktion u ja sen silotuksen erotusta vastaavasti kuin
tamén lauseen kohdan (2) todistuksessa saadaan

uee) ~u(@) < K £ July) ~ u(x) dy

< K][ 0 dy
B(z,€)

< K¢ riippumatta luvusta z € 0.

Téaten, kun 6 — 0, niin |u.(z) — u(x)| — 0 eli on osoitettu, ettéa silo-
tusfunktio u, suppenee tasaisesti JMA4-kurssin [12, s. 70] nojalla funk-
tioon u kompaktissa joukossa Q" C Q.

[l

Hyoédynnetaan lopuksi tassa luvussa maariteltyja kasitteitd ja todistet-
tuja tuloksia, kun esitellidn harmonisen funktion sdannoéllisyyslause. Usein
puhutaan harmonisen funktion sileydesta eli funktion ominaisuudesta olla
aarettoman monta kertaa jatkuvasti differentioituva, koska késitteena sileys
on kuvainnollisempi. Talla kuitenkin tarkoitetaan samaa kuin sdannollisyys-
lauseella, joka todistetaan alla.

Lause 3.12 (Saannollisyys). Jos funktio u € C(Q2) toteuttaa keskiarvoperi-
aatteen (3.1) jokaiselle pallolle B(x,r) C Q, niin

ue C™(Q).
Erityisesti harmoniset funktiot ovat siis sileitd.

Huomautus 3.13. Funktio u ei valttamatta ole siled tai edes jatkuva reunalle

o) asti.

Todistus lauseelle 5.12. Olkoon € > 0. Olkoot u, = 7. *u silotus ja 2. reuna-
kaistale, kuten maéariteltiin kaavassa (3.2). Kun u € C'(£2), niin lauseen 3.11
nojalla myos u. € C*°(Q2). Téten riittédé osoittaa, ettd u = u,, kun funktio u
noudattaa keskiarvoperiaatetta (3.1).
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Olkoon z € Q.. Talloin silotukselle saadaan méaritelmien 3.8 ja 3.6 nojalla

o) = ()@ = [t =ty v = [ S (=) ut) an

(z,e) €7 €

Tasta saadaan napakoordinaatteja ja maaritelmaa 3.1 kayttamaélla edelleen

wle)= [ (‘3’ - y‘) u(y) dy

- 61” 0677 (:) </BB(x,r) u(y) dS(y)) ar

_ 1 Oﬁn (:) 0B (z, )| u(y) dS(y) dr.

e OB(z,r)

Koska funktio u noudattaa keskiarvoperiaatetta, saadaan lausetta 3.4, napa-
koordinaatteja ja maaritelmad 3.6 kayttamaéalla

wle) == [0 (5)0B@nl £, utw) dsw)dr

€ 0B(z,r)

= ) [(0(%) 0BG ) dr

= o (2) 1
= u() /B 00 ne(y) dy.

Palautetaan mieleen, etta esimerkissa 3.7 naytettiin standardisilottajafunk-
tion integraalin koko tarkastelualueen yli olevan yksi. Tata kayttamalla saa-
daan osoitettua, etta

uew) = u(e) [ ) dy = u()

kaikilla z € €. Néin ollen my6s u € C*(€,). O

3.3 Analyyttisyys

Luvussa 3.2 todistettiin harmonisen funktion olevan sdannollinen eli daretto-
mésti jatkuvasti differentioituva noudattaessaan keskiarvoperiaatetta. Tassé
luvussa parannetaan saannollisyystulosta ja todistetaan kaikkien harmonis-
ten funktioiden olevan analyyttisid. Fnnen varsinaista analyyttisyyslausetta
todistetaan olennainen aputulos, jossa johdetaan keskiarvoperiaatteen avulla
arviot harmonisen funktion osittaisderivaatoille.

Maaritelladn ensin mitalliselle funktiolle kaksi eri normia, joita kdytetadn
tdman luvun todistuksissa.
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Maaritelma 3.14. Olkoon u mitallinen funktio. Talloin
L ullpro) = Jo |ul du.
2. ||ul|pe(q) = esssupg |u| dx.

Kohdassa (2) merkinnélld esssupg, tarkoitetaan oleellista ylarajaa melkein
kaikkialla joukossa 2. Poikkeuksena tavalliseen tunnettuun ylarajaan, tassé
nollamittaisessa joukossa ylaraja voi olla oleellista yldrajaa suurempi.

Palautetaan mieleen luvusta 1 funktion eri osittaisderivaattojen merkinta

aa1+~»+anf

Daf:m’ kun Oé:(Oé]_,...,Oén) GNn

Talloin harmonisen funktion osittaisderivaattojen arviolle voidaan todistaa
seuraava tulos.

Lause 3.15. Oletetaan, ettd u on harmoninen funktio. Tdlloin

o' Ck
D%u(wo)| < el ullo oy

jokaiselle pallolle B(xg,r) C Q2 ja jokaiselle kertoimelle « siten, ettd |a| = k.
Tassi Cy = i, Cr = %, kun k=1,2,....

Todistus. Kaytetaan induktiotodistusta. Todistetaan ensin véite tapauksessa
k = 0, koska tata arviota tarvitaan varsinaisen perusaskeleen eli tapauksen
k =1 todistuksessa. Lauseen 3.4 nojalla tiedetdan, ettd harmoninen funktio
noudattaa keskiarvoperiaatetta, joten hyodynnetadn tata ominaisuutta tasséa
todistuksessa.

Kun £ = 0, saadaan funktion wu itseisarvo esitettyd méaritelméan 3.1 ja
huomautuksen 3.2 nojalla muodossa

u(zo)] = u dy| -

1l
_ u dy| .
| - 7| JB(zo.r) ‘

Tata voidaan arvioida lauseen 1.3 kolmioepéayhtaloa kayttamallé, jolloin maa-
ritelméan 3.14 nojalla saadaan

Frn =5
wdyl = |v—
Bor) | |1B(xo, 7] JB@om)

1
u(xg)| = | ——— u d
[u(zo)l |wn, - ™| JB(z0,r) y‘
1
<—— [ luldy
Wy = T™ JB(z0,r)
Co
Z;ﬂwmﬂmmmy
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Toisaalta, kun valitaan pallon sateeksi 7, saadaan vastaava arvio muodossa

1 /2\"
u@) < — (2) 1ells ey

n

Kun k£ = 1, Laplacen yhtalon (2.1) ratkaisufunktiota u derivoitaessa
huomioitavaa on, ettda wu,, on harmoninen funktio jokaisella indeksilla ¢ €
{1,...,n}. Tamé& on helppo néhdé, silld kun u on Laplacen yhtalon ratkai-
sufunktio, niin Au = 0, jolloin my6s luvun 1 merkinnoéilla

(div(Du))s, = (Au)y, = 0.

Tasta muodosta osittaisderivaatta voidaan vieda sulkujen sisdan, jolloin saa-
daan
div(Duy,) = Au,, =0

Niinpa voidaan arvioida derivaattafunktiota u,, keskiarvoperiaatetta (3.1)
hyodyntamalla ja kayttdmalld vastaavia laskusadntoja kuin lauseen 3.4 to-
distuksessa. Talloin saadaan

(o) = | £, do
B(‘T07§)

|B SL’O % ‘/ 330,2
[0B(wo, 5)|
| B(zo, %)I

7““”Lw(aB<xo,§)>'
Liséiksi, jos € 0B(xo, 5), niin B(x, 5) C B(xo,7) C Q ja talléin

(k=0) 1 /2\" 1 /2\"
u@) < (5) Mgy < - (5) Hulloeen,

Wn Wn
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Yhdistamélla ndma kaksi ylla olevaa epayhtéloa ja huomaamalla, etta
0B(x¢,5) C B(x,r), saadaan osittaisderivaatan arvioksi

2n 1 27
i (@0)] € =l oy - |l oo
r oWy " o L (8B(z0,3))
2n+1 1 .
S W, ’ 7’”+1 HuHLl(B(CEo,T))a Jos ’Oé| =k=1

i

= Ul @eon)-

Nain ollen lause on todistettu tapauksessa & = 1, mika vastaa induktiotodis-
tuksen perusaskelta.

Siirrytdan seuraavaksi todistuksen induktioaskeleeseen. Muotoillaan en-
simméiseksi induktio-oletus. Oletetaan, ettd k > 2. Téalloin véite péatee kai-
kille palloille B(xo,r) C Q ja jokaiselle kertoimelle |5| = k — 1 asti. Liséksi,
jos © € 0B(zo, £), niin B(z, 1r) C B(xo,r) C Q. Siten induktio-oletus on

C
| DPu(z)| < WHUHU B(zo,r))

(2n+1 (k _ 1))]4:71 1
= » P = AT
" (Tr)
(2" in(k — 1))k~
= NG ||u||L1(B(iU0 )
Wn, (T’r‘)

Todistetaan seuraavaksi viite indeksille k. Olkoot B(zg,7) C Q ja kerroin
« siten, ettd |o| = k. Talloin jollekin i € {1,...,n} ja |5] = k — 1 pétee

D = (D%u),,.

Vastaavasti kum tilanteessa k = 1, jossa séde on 7, saadaan téassa tilanteessa
kun sade on 7, derivaatan arv10k81

kn

|D u($0)| < 7||D u||LOC(6B(Io,£))'

Yhdistamélla ndma kaksi ylla olevaa epayhtéloa ja huomaamalla, etta
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0B(x, ;) C B(xo,7), saadaan osittaisderivaatan arvioksi

N kn (2" in(k — 1)1
| D%u(zo)| < o o1 \Th1 HUHLl(B(IO,T))
Wh, (‘7;*T)

@k — )1 kn

= (—pnth1 k=1 ) ;n||u||L1(B(wo,r))

kn+k—1
n _ n+k—1
B (2 +1n)k 1. ’Ekq)n kn
o rntk ’ ;Hu‘|L1(B(x0,r))
(2n+1nk)k—1 . (%) kn
- yntk ) oT||U||L1(B(gc0,r))
etk ()
- w. vtk ) on+1 HuHLl(B(xo,r))
n N
<1
(2 Hink)k
< e Nl @
Ck

= i [l B )

Néin ollen kun |a| = k, véite on todistettu induktiotodistuksen avulla. [

Todistetaan seuraavaksi edella esitettyjen aputulosten avulla harmonisen
funktion analyyttisyys. Analyyttisyydella tarkoitetaan sita, ettd siled har-
moninen funktio pystytdan esittaméan suppenevana potenssisarjana jonkin
pisteen ympaéaristossa.

Lause 3.16 (Analyyttisyys). Olkoon u harmoninen funktio. Tdlléin u on
analyyttinen funktio joukossa ).

Todistus. Kiinnitetddn mikéd tahansa piste xo € 2. Halutaan osoittaa, etté
harmoninen funktio u voidaan esittdd suppenevana potenssisarjana taman
mielivaltaisen pisteen xo lahistolla.

Olkoon 7 := Xd(zo, 02). Tallsin
1

Wpr™

M =

Hu|‘L1(B(x072r)) < Q.

Koska B(z,r) C B(xg,2r) C § jokaiselle x € B(zg, ), mééritelman 3.14 ja
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lauseen 3.15 nojalla

| D%ul| Lo (B(xo,r)) = €8s sup |D%

Zo,T)
- (2n+1nk)k|| ||
ess sup ——||u -
- B@Ji) Wtk L (Blwor))
(o] =k) ess sup (2n+1n’a|)la| ! |u|| L
B(zo,7) rled Wy r™ LH(Bwor)
<M
n+1 |ex]
<M (2 n) e,
r

Seuraavaksi hydodynnetddn Stirlingin kaavaa [3, s. 127]
k= ke *Vork, kun k — oo.

Tamaéa voidaan myos kirjoittaa muodossa

1
= kleF——, kun k — oo,

Vork'

josta merkitsemélld k& = |a| saadaan jollekin vakiolle C' edelleen
ool < Cellal,

missd multi-indeksin « kertoma on a! = ay! - as!. .. ay!. Termid |a|! voidaan
edelleen arvioida multinomilauseen avulla, joka kertoo, etta

|
nk:(1+...+1)k: Z M_

Titen |a|! < nl*la!. Yhdistamalld ndmé ylli saadut epdayhtilét saadaan ar-
vioksi

r

2n+1 |ex]
< M( n) Cel|al!

N 2n+1n |ex] N
1D UHLw(B(zo,r))SM( ) ol

r

n+1 o]
<CM (2 n) elelplalg
r

n+l.2,\ ol
=CM <2 " e) al.
r
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Muodostetaan seuraavaksi pisteessa xg funktion u Taylorin sarja. Lauseen
3.12 nojalla tiedetaén, etta harmonisella funktiolla u on kaikkien kertalukujen
derivaatat. Talloin vastaavasti kuin JMA4-kurssin [12, s. 129] yksiulotteisessa
tapauksessa saadaan funktion u Taylorin sarja pisteen zq lahistolla
2 DYu(xo)

u(r) =

a=0

o (x — x9)".

Todistetaan vield lopuksi, ettd taman potenssisarjan suppenemissade on
R > 555, Lasketaan tédta varten jokaiselle N:lle derivaatalle jaannostermi

«

Ry(x) :=u(zx) — kz Z DQU(%)OE?J — x0)
=0 |o|=k :
-3 D%u(xo + t(x;! o)) (@ — 20)®

la|=N

jollekin ¢ € [0, 1], joka riippuu muuttujasta z. Yhdistetaan edelléd saadut
epayhtalot

r

n+1,2 \ N
M(M) allz — zo|®
| Bn ()]

IN

Z C
=N a!
2n+1n26 N r N
<CM
=C Z( r ) <2”+2n3e>

Néin ollen, kun derivaattojen maara kasvaa rajatta, saadaan jaannostermin
raja-arvoksi

li < lim —— =0.

iy Bl = i e =0
Siispé funktio u voidaan esittdd pisteen xq lahistolla suppenevana potenssi-

sarjana
> D%u(xo)
u() =3 ———

a=0

a! (@ = 0)%,

jonka suppenemisside on R = 55— eli erityisesti funktio u on analyyttinen.

[]
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Annetaan seuraavaksi esimerkki sadnnollisesta eli siledsté funktiosta, joka
ei ole analyyttinen. Toisin sanoen funktio on aérettomasti jatkuvasti diffe-
rentioituva jossain tietyssé pisteessé, mutta sita ei voida esittda suppenevana
potenssisarjana tassa samassa pisteessa.

Esimerkki 3.17. Olkoon funktio g: R — R jatkuva siten, etta
=,k 0
e =2, kun x
g(x) = 70
0, kun x =0

Lasketaan ensin funktion g muutama ensimmaéinen derivaatta yhdistetyn
funktion ja tulon derivointiséannoélla, kun x # 0:

. 24 24\ 1 6 4\ 2 1 /24 36 8\ L
P (4B (G d) Bk (2B k) ot

—e
A L 3 A LA

Lasketaan seuraavaksi erotusosamaarian raja-arvoja lim, ., M kun

x — 0, missd f on funktio g tai sen jokin derivaattafunktio: ’
0 o 0 1
G(0) =t 2 =90 e =0 L
z—0 xr — z—0 €T z—0 re?

silld kun x — 0, niin :%2 — 00 ja eksponenttifunktion tiedetdan kasvavan hy-
vin paljon nopeammin aarettomyyteen kuin mita polynomi ldhestyy nollaa.
Vastaavin perusteluin

/ / 2
- 26727 — () 2
"(0) = lim g'(x) = g(0) = lim ik = lim — =0,
z—0 x—0 xz—0 T =0 4 =
r-ex
//(x o //(O)




ja

z—0 z—0
24 36 8
—lim<;5 Fr)es -0
z—0 x
. 24 36 8
= lim = T + — | =0.
z—0 = == =
16e 22 18ex2 110032

Néin voitaisiin jatkaa aarettoméan monta kertaa. Koska kaikki ndmé erotus-
osamadran raja-arvot ovat nolla, kun tarkasteltiin tilannetta, jossa x — 0,
niin funktiolla g on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessa xq = 0. Lisdksi
jokaiselle derivaatalle pitee D*g(0) = 0, kun k& € (NU {0}). Néin ollen

=0
——

D*¢(0)
il

> 2 =

k=0

2 =0 kaikilla z € R.

Funktiota g ei siis voida esittdd suppenevana potenssisarjana muodossa
o
k
9(x) = mx
k=0

millaan valilla | — r, r[, missd r > 0, silld jos ndin voitaisiin, niin taytyisi olla
ar = 0 kaikilla & € N eli erityisesti g(x) = 0 koko valilld | — r,r[. Tama ei
kuitenkaan péade, silld funktion g maarittelyn nojalla g(z) = 0 ainoastaan kun
x = 0. Ei siis milladn avoimella valilla. Kuvassa 3.2 on piirrettynd funktion
g neljan ensimmaisen derivaatan kuvaajat. Niistd voidaan huomata, etta jo
neljannen derivaatan kuvaaja saavuttaa noin arvon 230, kun taas kolmas
derivaatta saa korkeimmillaan noin arvon 50. Derivaattojen arvot kasvavat
huimaa vauhtia jo alhaisilla kertaluvuilla, eivatka siten ole rajoitettuja.
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Kuva 3.2: Funktion g neljin ensimmadisen derivaatan kuvaajat siten, etta
¢'(x) on piirretty keltaisella, ¢g”(z) violetilla, g® (z) vihrealld ja g™ (z) sini-
sella.

4 Harmonisen funktion yhteys satunnaiska-
velyyn

Téssé luvussa tarkastellaan satunnaiskavelyé pallossa. Jos €2 C R™ on rajoi-
tettu tarkastelualue ja xy € €2 valittu aloituspiste, seuraava piste valikoituu
satunnaisesti zq-keskisen e-siteisen pallon B(x,€) sisiltd. Edelleen seuraa-
vat pisteet valikoituvat satunnaisesti aina edelliseen pisteeseen piirretyn e-
siteisen pallon sisalta. Satunnaiskévely loppuu ensimméiseen sellaiseen pis-
teeseen x,, joka on tarkastelualueen €2 ulkopuolella. Tasta prosessista maé-
raytyy satunnaiskavelyn odotusarvo

E*[F(2-)],

kun reuna-arvofunktio F' tunnetaan. Luvussa 4.2 tullaan nayttdméan, et-
ta talle pallossa tapahtuvan satunnaiskévelyn odotusarvolle 16ydetaan mie-
lenkiintoinen yhteys aiemmin tassa tutkielmassa esiintyneeseen harmoniseen
funktioon, joka toteuttaa keskiarvoperiaatteen (3.1). Tdméan luvun ldhteina
on kaytetty Lewickan kirjaa [3] ja Evansin kirjaa [3].

4.1 Stokastiikkaa ja todenniakoisyysteoriaa

Satunnaiskavelyn tiedetaéan liittyvén oleellisesti matematiikan osa-alueeseen
nimelta stokastiikka ja sitd kautta todennédkoisyysteoriaan, jossa hyodynne-
tdan mittateorian tuttuja ominaisuuksia ja tuloksia todennakoisyysmitoil-
le. Néihin tutustutaan Jyvaskylan yliopiston Mitta- ja integraaliteoria 1 -
kurssilla [7].

Palautetaan lukijalle mieleen, ettd Lebesguen mittateoriassa tutkitaan
avaruuden R™ osajoukkoja Lebesguen mitan avulla. Puolestaan todennékoi-
syysteoriassa, jossa sopivia mitallisia osajoukkoja kutsutaan tapahtumiksi,
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on kaytossa todenndkoisyysmitta P. Téllaisen tapahtumaa vastaavan osajou-
kon mittaa sanotaan tapahtuman todennakoéisyydeksi. Tassa luvussa joukol-
la Q tarkoitetaan aiemmasta poiketen epatyhjaé alkeistapahtumien joukkoa.
Kun lisaksi F on o-algebra joukossa €2 ja P on edelld mainittu todennéa-
kéisyysmitta, niin kolmikkoa (€2, F, P) kutsutaan todenndkdisyysavaruudeksi.
Todennékoisyysteorian késitettd o-algebra hyodynnetadn tassa tutkielmas-
sa lahinna esiteltdavien tuloksien oletuksena. Tasmallinen maéritelma 16ytyy
Evansin kirjasta [3, s. 9].

Aikaisemmin kéytettiin késitetta melkein kaikkialla. Téssa luvussa esitel-
laan tarvittavia aputuloksia stokastiikasta ja todennakoisyysteoriasta, jossa
tarvitaan idealtaan vastaavaa késitetta melkein varmasti. Sanotaan, etta ta-
pahtuma tapahtuu melkein varmasti, jos se tapahtuu todennakéisyydella 1.
Toisin sanoen mahdollisten poikkeustapahtumien joukko voi olla epétyhja,
mutta sen todenndkoisyys on 0 eli se on nollamittainen, kun kaytossia on
todennakoisyysmitta.

Jyvaskyldn yliopiston Stokastiikan perusteet -kurssilla on késitelty enim-
mékseen diskreetteja satunnaismuuttujia. Maaritellian heti alkuun tdméan
tutkielman kannalta oleelliset satunnaismuuttujan peruskasitteet.

Maaritelméd 4.1 (Satunnaismuuttuja). Olkoon (€2, F,P) todennakoisyysa-
varuus. F-mitallinen kuvaus X : Q — RU{£o0} on satunnaismuuttuja, jolle
{X <r} e F kaikilla r € R.

Maaritelmi 4.2 (Odotusarvo). Olkoon (2, F,P) todennikoisyysavaruus.
Kaikkien P-integroituvien satunnaismuuttujien X € () lineaariavaruus on
LY (Q, F,P). Mééritelldén satunnaismuuttujan X € LY(Q, F,P) odotusarvo

E[X] ::/QX dP.

Miiritelmé 4.3 (Ehdollinen odotusarvo). Olkoon X € LY(Q, F,P) satun-
naismuuttuja todennikoisyysavaruudessa (€2, F,P). Olkoon lisdksi G C F
o-algebra. Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo suhteessa ehtoon G
on satunnaismuuttuja Y = E[X| ] siten, ettd Y € L'(Q, F,P) ja

/AE[X\Q] dIP’:/AYd]P’:/AXd]P’
kaikille A € G.

Huomautus 4.4. Téasta ehdollisen odotusarvon méaritelméasta saadaan suo-
raan maaritelméan 4.2 avulla

E[E[X|G]] = E[Y] = E[X],

jos X on satunnaismuuttuja siten, etta sen odotusarvo E[X] on olemassa ja
E[X|G] on satunnaismuuttuja samassa todennakéisyysavaruudessa kuin X.
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Todistetaan seuraavaksi yksi hyodyllinen ehdollisen odotusarvon ominai-
suus, jota tarvitaan myohemmin martingaalien ominaisuuksien todistamises-
sa. Ehdolliselle odotusarvolle on myos muita mielenkiintoisia ominaisuuksia,
mutta niitd ei hyodynneta tassa tutkielmassa, joten ne sivuutetaan.

Lemma 4.5. Olkoon X € L'(Q, F,P) satunnaismuuttuja todenndkdisyysa-
varvudessa (0, F,P). Olkoot Fi C F ja Fo C F o-algebroja. Jos Fi C Fa,
nn

E[X|Fi| = E[E[X|F]| Fi] melkein varmasti.

Todistus. Olkoon A € F;. Méaritelméan 4.3 nojalla
/ E[X|F] dP = / X dP.
A A

Téasta seuraa, ettd ehdollinen odotusarvo E[X|F], joka on siis satunnais-
muuttuja, on integroituva, koska oletuksen nojalla satunnaismuuttuja X on
integroituva. Lisdksi, koska F; C F3, saadaan edelleen maaritelméan 4.3 no-
jalla

/AE[X\}"Q] dIP’:/AX dP.

Yhdistamélld ndméa yhtédsuuruudet saadaan
/AE[X| Fi] dP = /AE[X\ F] dP.

Koska E[X| F] on integroituva, niin saatu yhtdsuuruus toteuttaa méaaritel-
man 4.3. Taten

AE[E[X|F2]|F1] dIP:/AE[Xm] dP,

josta seuraa ehdollisen odotusarvon yksikéasitteisyyden ja méaaritelmén 4.2
nojalla, etta

E[E[X|F]| Fi] = E[X|Fi] melkein varmasti. O

Tutustutaan seuraavaksi uuteen kéasitteeseen filtraatioon, jonka merkitys
on tuttu hieman erilaisilla merkinnoéilla. Filtraation méaritteleminen yksin-
kertaistaa tassa luvussa esiteltavien stokastisten ominaisuuksien todistamis-
ta. Tassd tutkielmassa satunnaiskédvelyn paikka z; ja siitd otettu funktio
u(xy) on tarkein esimerkki maaritelmén 4.2 satunnaismuuttujasta. Erityises-
ti kdaytetdaan merkintaa
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Ehdollisessa odotusarvossa ehtona puolestaan on pallossa tapahtuvan satun-

naiskédvelyn aikaisemmat tiedossa olevat paikat xg, ..., x_1, jotka nekin ovat
satunnaismuuttujia. Télle ehdolliselle odotusarvolle kaytetdan merkintaa
Elu(zg)|(zo, - - ., 1)) (4.1)

Vastaavasti talle voidaan kayttaa lyhyempaé kirjoitusmuotoa
Elu(zi)| Fr-l,

missd Fp_q1 on seuraavaksi méadriteltava filtraatio, joka sisiltda tiedon ta-
pahtuneista tapahtumista tarkasteluhetkelld eli tassa Fp_1 on xg,...,Tr_1
generoima filtraatio.

Maaritelma 4.6 (Filtraatio). Olkoon (€2, F,P) todenndkoisyysavaruus.
Filtraatio {F;}52, on kasvava jono o-algebroja

FoCF C--CFCFy1 C---CF.

Filtraation avulla méaaritelladn seuraavaksi uusi késite martingaali, joka
on hyodyllinen tarkasteltaessa reilua pelid. Nimittdin martingaalin keskeinen
sisalto on tulevan odotusarvo, joka pysyy muuttumattomana, kun edelliset
tapahtumat tunnetaan.

Maaritelma 4.7 (Martingaali). Olkoon (2, F,P) todennikoisyysavaruus.
Martingaali suhteessa filtraatioon {F;}32, on jono integroituvia satunnais-
muuttujia {X;}72, siten, ettd jokainen satunnaismuuttuja

X;: Q= (RU{oo}) on F;-mitallinen ja

X; =E[X;+1|F;] melkein varmasti kaikille j > 0.
Vastaavasti kyseessa on alimartingaali, jos

X; <E[X;41|F;] melkein varmasti kaikille j > 0
ja ylimartingaali, jos

X; > E[X,+1|F;] melkein varmasti kaikille j > 0.

Todistetaan seuraavaksi martingaaleihin liittyva lause, jossa on kaksi tér-
keda tulosta myohempid todistuksia ajatellen. Martingaalien méaaritelmas-
sé tarkastellaan kahta perdkkéista satunnaismuuttujaa. Seuraavassa lausees-
sa nédytetadn, ettd vastaava tulos péatee mille tahansa kahdelle satunnais-
muuttujalle. Lisaksi naytetdan satunnaismuuttujan odotusarvon olevan va-
kio martingaalia pitkin. Tama todistus perustuu Geissin luentomonisteeseen

[1, s. 67].
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Lause 4.8. Olkoot (52, F,IP) todenndkdisyysavaruus ja {X;}32, martingaali
suhteessa filtraatioon {F;}32,. Tdlloin

1. X; = E[Xy|F;| melkein varmasti kaikille 0 < j < k.
2. E[X;] = E[Xq] kaikille j > 0.

Vastaavasti, jos {Xj}j?’oz0 on alimartingaali, talloin ehdoissa 1 ja 2 yhtdsuu-
ruuden tilalla on < -merkki. Jos taas {X;}32, on ylimartingaali, tdlldin eh-
doissa 1 ja 2 yhtisuuruuden tilalla on > -merkki.

Todistus. 1. Koska 0 < j < k, niin F; C Fj—;. Talloin lemman 4.5 ja
méaritelmén 4.7 nojalla saadaan

E[X3|Fj] = E[E[X|Fra]|F5] = E[Xp | F]

melkein varmasti kaikille 0 < j < k. Toistamalla vastaavaa prosessia
niin kauan, kun F; C Fj_,, missd n € N, saadaan

E[Xy1|Fj] = E[E[Xg_1|Fr—o][ F]
= E[X)—2|F}]

= E[E[Xj 12| Fjn] |75
= E[X;| 7]
= X; melkein varmasti kaikille 0 < j < k.

Néin ollen E[X}|F;] = X; melkein varmasti kaikille 0 < j < k.

2. Ensimmaisen kohdan nojalla tiedetddn, etta X, = E[X,|Fy] melkein
varmasti kaikille 7 > 0. Lisaksi 2 C Fy perusjoukkona, jolloin méaéri-
telmaa 4.2 kayttaen saadaan

E[X]] :/QX]- dIP’:/QE[Xj]]-"O] dIP’:/QXO dP =E[X,. O

Y1l filtraatio méariteltiin kasvavaksi jonoksi o-algebroja, jolloin tunnet-
tua informaatiota saadaan lisda, kun aika, jossa tapahtumia tapahtuu, etenee.
Koska martingaali maériteltiin jonoksi satunnaismuuttujia suhteessa filtraa-
tioon, on mielenkiintoista pohtia, mita tapahtuu, jos jonon pyséyttaéd satun-
naisesti. Tata varten méaritelladn pysdytysaika ja todistetaan aputulos, joka
kertoo kahden pysaytysajan minimin olevan myos pysaytysaika.

Maaritelma 4.9 (Pysédytysaika). Satunnaismuuttujaa 7: Q — {0,...,00}
sanotaan pysdytysajaksi suhteessa filtraatioon {E}ﬁo, jos seuraavat ehdot
patevat:
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L {7 <j} ={weQ:7(w) <j} € F kaikilla j > 0.
2. P(r=00) =0.

Toinen ehto kertoo, ettd satunnaismuuttuja 7 on dareton ainoastaan nolla-
mittaisessa joukossa. Siten pysdytysaika on darellinen melkein varmasti.

Lemma 4.10. Olkoot 11 ja 1o pysaytysaikoja suhteessa filtraatioon {]:J};)io
Talloin ne mddradvdt pysdaytysajan

T1 A To := min{m, 7 }.

Todistus. Oletuksen nojalla 7 ja 75 ovat pysdytysaikoja, joten maaritelman
nojalla {r; <t} € F ja {m <t} € F; kaikilla ¢t > 0. Télléin

{7’1/\7’2St}:{min{Tl,Tg}St}:{TlSt}U{TQSt}GE. ]

Edeltavaa lemmaa hyodynnetdan seuraavan aputuloksen todistamiseen.
Siind néytetddn jonon {X:;}52, olevan martingaali tietyin oletuksin. Té-
té tulosta tarvitaan myohemmin tarkedn martingaaliteorian ominaisuuden
todistamiseen.

Lemma 4.11. Olkoot {X;}52, martingaali ja T pysdiytysaika suhteessa filt-
raatioon {F;}32,. Tdalloin { X132 on martingaali subteessa filtraatioon
{}—]}jo’;o Vastaava tulos patee myds ali- ja ylimartingaaleille.

Todistus. Todistetaan tdma lemma alimartingaalin tapauksessa eli halutaan
osoittaa, ettd X n; < E[X r¢i1)|F;]. Jokainen satunnaismuuttuja X,,; on
Fnj-mitallinen ja siten myos Fj-mitallinen. Lisaksi X;,; on P-integroituva
melkein varmasti. Olkoon A € F;, jolloin maaritelman 4.3 nojalla

AE[XTA(j+1)|fj] dP = /AXTA(J‘H) dPP

- XT/\(j+1) d]P)‘i‘ XT/\(j+1) dP

An{r<j} An{T>j}

= XT/\j dP+ Xj+1 d]P),

An{r<j} An{r>j}

koska 7 < j, niin min{r, j + 1} = min{7, j} ja toisaalta, koska 7 > j, niin
min{7, j+1} = j+1. Liséiksi oletettiin, ettd A € F;, jolloin AN{7 > j} € F;.
Tasta seuraa, ettd ylapuolella saatu oikeanpuoleinen integraali on alhaalta
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rajoitettu ja siten saadaan jatkettua arvioimalla

/ X, p; dP + X1 dP

An{r<j} An{r>35}

> / X, dP + X; dP
An{r<j} An{r>j}

- / X, pj dP + X, p; dP
An{r<j} An{r>j5}

- / X, dP.
A

Néin ollen médritelmén 4.7 nojalla {X;4;}52, on alimartingaali suhteessa
filtraatioon {F;}52. O

Palautetaan mieleen luvusta 1 dominoidun konvergenssin lause. Muotoil-
laan lause uudestaan, kun kéytossd on todennékoisyysmitta ja funktioiden
tilalla ovat satunnaismuuttujat. Lauseen péasisalto pysyy oleellisesti muut-
tumattomana.

Lause 4.12 (Dominoidun konvergenssin lause). Olkoon {X;}52, jono satun-
naismuuttujia todenndkoisyysavaruudessa (2, F,IP) siten, ettd jono suppenee
pisteittdain melkein varmasti satunnaismuuttujaan X. Oletetaan, ettd on ole-
massa integroituva satunnaismuuttuja Z € LY(Q,F,P) siten, etti | X;| < Z
melkein varmasti kaikilla j € N. Tdlloin X, X; € L'(Q, F,P) ja

lim [ X; dP= [ X ap.
j—00 JQ Q

Tassa kohtaa lukua on esitelty riittavat aputulokset ja taustatiedot, jotta
voidaan todistaa yksi tarkeista martingaaliteorian ominaisuuksista, nimittain
optionaalisen pysayttamisen lause. Sen mukaan martingaalin odotusarvo py-
saytyshetkella on yhtd suuri kuin martingaalin odotusarvo aloitushetkellé.
Toisin sanoen mahdollisuus pysdyttda sopivaan aikaan ei anna hyotya niin
kauan kun tulevaisuutta ei voi ennustaa.

Lause 4.13 (Optionaalisen pysayttamisen lause). Olkoon (2, F,PP) toden-
nakoisyysavaruus. Olkoot {Xj};‘io martingaalt ja T pysdytysaika suhteessa
filtraatioon {F;}32,. Oletetaan, ettd joko

1. pysdytysaika T on rajoitettu, tas

2. on olemassa integroituva satunnaismuuttuja Z € LY(Q, F,P) siten, ettd
|X;| < Z melkein varmasti kaikille j > 0.
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Tillsin X, € LY(Q, F,P) ja
E[X,] = E[X,].

Vastaavasti, jos {X;}32, on alimartingaali, niin E[X.| > E[X,]. Jos taas
{X;}520 on ylimartingaali, niin E[X,] < E[Xo].

Todistus. Oletetaan, ettd { X;}32, on martingaali ja 7 pyséytysaika suhteessa
filtraatioon {F;}32,. Télloin lemman 4.11 nojalla myos {X;»;}52, on mar-
tingaali suhteessa filtraatioon {F;}52,. Siten lauseen 4.8 kohdan (2) nojalla

E[XT/\j] = E[XO]

Pysaytysajan méaaritelmén nojalla pysaytysaika 7 on darellinen melkein var-
masti, jolloin satunnaismuuttuja X, on hyvin méaritelty melkein varmasti.
Néin ollen lim; ,(7 A j) = 7 melkein varmasti ja siten

im X;,; = X; melkein varmasti.
— 00

J

Jos oletus (1) on voimassa, niin pysédytysaika 7 on rajoitettu. Talloin
on olemassa jokin N € N siten, ettda 7 An = 7, kun n > N. Nain ollen
Xoan = Xy, kun n > N. Koska {X74;}52, on martingaali suhteessa filtraa-
tioon {]-"j};-";o, niin martingaalin maéritelméan nojalla X.,; on integroituva.
Siispa, kun n > N, myds X, on integroituva ja nain ollen

E[XT] = E[XT/\n] = ]E[XO]

Jos taas oletus (2) on voimassa, niin on olemassa integroituva satunnais-
muuttuja Z € LY(Q,F,P) siten, ettd |X;| < Z melkein varmasti kaikille
7 > 0. Koska pysdytysaika 7 on méaritelmén mukaan &darellinen melkein
varmasti, niin myo6s kaikille j > 0 melkein varmasti

| Xonil < 2.
Talloin lauseen 4.12 nojalla X on integroituva ja

lim E[X,,] = lim [ X, dP = / X, dP = E[X,].
Q Q

j—o0 Jj—00
Siispé,
E[X;] = lim E[X;,,] = lim E[X,] = E[X,]. -
j—o0 J—0
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4.2 Dynaamisen ohjelmoinnin periaate

Tassa tutkielmassa tarkastellaan harmonisia funktioita eli tarkemmin sanot-
tuna 2-harmonisia funktioita. Yleisempi p-harmonisten funktioiden teoria,
missa p > 2, sivuutetaan. Taman vuoksi késitelladn vain héirityn koydenve-
topelin erikoistapausta, satunnaiskdvelyd pallossa. Téman luvun lahteenéd on
kéytetty Parviaisen artikkelia [13].

Tassa luvussa tarkastellaan dynaamisen ohjelmoinnin periaatetta, joka
voidaan satunnaiskavelyn tapauksessa kirjoittaa muotoon

ue(x) = ][B(:p,e) u(y) dy. (4.2)

Tavoitteena on todistaa, etté talla yhtélolla on olemassa ratkaisu. Toisin sa-
noen halutaan 16ytaa funktio, joka toteuttaa harmonisen funktion keskiarvo-
periaatteen.

Maéaéritelladn ensin e-sdteinen reunakaistale tarkastelualueelle, koska dy-
naamisen ohjelmoinnin periaatteessa (4.2) tarkastellaan e-siteisia palloja.
Néain saadaan yhtalo hyvin méaritellyksi myos tarkastelualueen reunalla.

Maaritelma 4.14. Olkoot € > 0 ja 2 C R” rajoitettu tarkastelualue. Tall6in
alueen Q) e-sdteinen reunakaistale on

Ie:={z eR"\ Q:d(z,Q) <e}.

Seuraavaksi todistetaan, ettd dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen yhté-
16114 (4.2) on olemassa ratkaisu. Erityisesti sellainen ratkaisu, joka noudattaa
annettua reuna-arvofunktiota. Myohemmin osoitetaan, ettd tdma loydetty
ratkaisu on satunnaiskévelyn odotusarvo. Ennen naité on oleellista méaaritel-
14 erds operaattori, jolle monotoninen iteraatio antaa kiintopisteen.

Maaritelma 4.15. Olkoon F': I'. — R reuna-arvofunktio. Olkoon F, joukko
ei-negatiivisia jatkuvia ja rajoitettuja funktioita siten, ettd ne ovat maéritelty
(2 U T'.) —» R. Maaritellaén T: F — F,

Tu(z) = JCB(ac,e)U(?J) dy, kun z €
= F(Jf)7 kun z € F€ .

Lause 4.16. Olkoon annettuna jatkuva ja rajoitettu reuna-arvofunktio
F:T.— R. Talloin on olemassa jatkuva ja rajoitettu funktio u siten, ettd se
toteuttaa dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen (4.2) reuna-arvoilla F.
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Todistus. Todistetaan ensin, ettd funktion w pisteittdinen raja-arvo 16ytyy.
Olkoon u;1 = T'uj, kun j = 0,1,..., missa

(2) infyer, F, kun z € Q
Up\T) = .
’ F(z), kun z € T,

Hyodynnetaan induktiotodistusta osoittamaan, etta jono u; on kasvava.
Kun z € T';, niin edelld olevan T-operaattorin maaritelman nojalla

uy(z) = Tup(x) = F(z) = up(x).

Toisaalta, kun = € (2, saadaan vastaavasti T-operaattorin avulla

ui(e) = Tugla) = £ wolw) dy > f,  inf F(y) dy = inf F(y) = wo().
Néin ollen uq () > up(z) kaikilla z € (QUT,), joka vastaa induktiotodistuk-
sen perusaskelta.

Siirrytédan seuraavaksi induktioaskeleeseen ja muotoillaan ensin induktio-
oletus. Oletetaan, ettd u; > u;_ jollain j = 2,3, . ... Todistetaan sitten viite
indeksille j 4 1:

ujy1(x) = Tuj(z) = ][ u;(y) dy > wj—1(y) dy = Tuj—1(v) = uj(x).
B(z,¢) B(z,¢)
Taten ujp > u; kaikilla j = 0,1,.... Néin ollen induktiotodistuksen avulla
on osoitettu, ettd jono u; on kasvava.
Oletuksen nojalla reuna-arvofunktio F' on rajoitettu, joten sup,cr F'(y) <
00 rajoittaa jonoa u; ylhaalta. Néin ollen voidaan maaritelld rajoitettu jat-
kuva funktio u monotoniseksi pisteittiiseksi raja-arvoksi

u(r) = jli)rglo u;(z) kaikilla z € (QUT,).

Koska edelld todettiin jonon u; olevan ylhaaltéd rajoitettu ja lim; o u;(x) =
u(z), lauseen 4.12 eli dominoidun konvergenssin nojalla pétee

u(r) = lim u,(z) = lim Uj— d:]L u(y) dy.
() = Jim ujw) = Jim 7 wialy)dy =g uly)dy
Taten raja-arvofunktio u toteuttaa dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen
(4.2) ja funktiolla u on konstruktiosta johtuen oikeat reuna-arvot. O

Nyt on l6ydetty dynaamisen ohjelmoinnin periaatteelle ratkaisufunktio
u. Téma ratkaisufunktio on harmoninen joukossa (2. eli funktio u noudat-
taa harmonisen funktion keskiarvoperiaatetta samassa joukossa. Osoitetaan
lopuksi, ettd tama 1oydetty ratkaisufunktio w on pallossa tapahtuvan satun-
naiskédvelyn odotusarvo.
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Lause 4.17. Olkoon funktio u harmoninen joukossa €).. Olkoon u. dynaa-
misen ohjelmoinnin periaatteen (4.2) toteuttava funktio funktion F' = u an-
tamilla reuna-arvoilla. Tdlloin mille tahansa xo € ) pdtee

u(o) = uc(wo) = E*[F(z,)],

missd x, on ensimmdinen piste tarkastelujoukon  ulkopuolella ja T on py-
saytysaika.

Todistus. Tarkastellaan satunnaiskéavelyé pallossa, missa seuraava piste vali-
taan satunnaisesti joukon B(x,€) C € tasaisen todenndkoéisyysjakauman mu-
kaan. Kun edelliset pisteet tiedetdan, seuraava piste x; satunnaiskéavelyssé
pallossa valitaan pallosta B(zx_1, €). Oletuksen nojalla funktio u. toteuttaa
dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen (4.2). Néin ollen pisteessé zj, saatavan
arvon ehdolliseksi odotusarvoksi saadaan

E*[uc(x)|xo, - .., xp_1] = ]g( )ue(y) dy = uc(zr_1). (4.3)
Th—1,€

Tamé on maaritelma 4.7 kaavan (4.1) mukaisin merkinnéin, joten voidaan
merkité, ettd M; := u.(x;) on martingaali satunnaiskévelyssa. Koska vakion
odotusarvo on vakio itse ja piste, jolloin satunnaiskévely paattyy, on tarkas-
telualueen ulkopuolella eli x, € ', niin lauseen 4.13 nojalla saadaan

ue(o) = B [uc(wo)] = B [Mo] = E™[M;] = E*[uc(x-)] = E*[F(x-)].

Sama todistus menee ldpi my6s funktiolle u, kun kaavassa (4.3) kdytetdan
harmonisen funktion keskiarvoperiaatetta (3.1). Siten funktiot u ja u. ovat
samat eli dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen ratkaisufunktio on yhtépité-
vaa pallossa tapahtuvan satunnaiskévelyn odotusarvon kanssa. O

Kasitellaén lopuksi vield edellisen lauseen erikoistapaukset, joissa funktio
u on harmonisen funktion keskiarvoperiaatteen ali- tai superratkaisu. Jos
Au > 0 eli v on harmonisen funktion keskiarvoperiaatteen aliratkaisu, niin
M; := u(x;) on alimartingaali satunnaiskévelyssi, koska

E* [u(zk)|zo, - - -y Tp_1] = ]g( )u(y) dy > u(zy_1).
Tp—1,€

Talloin lauseen 4.13 nojalla vastaavin perusteluin kuin edelld lauseen 4.17
todistuksessa martingaalin tapauksessa saadaan

u(zo) = E™[M,] < E®[M,] = E™[F(x,)].
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Vastaava tulos péatee myos funktiolle u., kun se on dynaamisen ohjelmoinnin
periaatteen aliratkaisu. Siispa osoitettiin pallossa tapahtuvan satunnaiskéve-
lyn odotusarvon olevan suurempi kuin dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen
aliratkaisu.

Jos Au < 0 eli 4 on harmonisen funktion keskiarvoperiaatteen superrat-
kaisu, niin M; := u(z;) on ylimartingaali satunnaiskévelyssé, koska

E™ [u(zy)|zo, - - - Th1] = ][ u(y) dy < u(zp-1).
B(zk—_1,€)
Talloin lauseen 4.13 nojalla puolestaan saadaan
u(zg) = E*°[My] > E*[M,] = E*[F(z,)].
Tassékin tapauksessa tulos pateen myos funktiolle u,, kun se on dynaamisen
ohjelmoinnin periaatteen superratkaisu. Siispé osoitettiin pallossa tapahtu-

van satunnaiskavelyn odotusarvon olevan pienempi kuin dynaamisen ohjel-
moinnin periaatteen superratkaisu.
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