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Huomattavaa

Huomattavaa

Yleista

Lukijalla oletetaan olevan perustiedot tensorialgebrasta sekd jonkinlainen ymmarrys
fysikaalisesta maailmankuvasta.

Yhtilot ja kaavat

Kaavoissa kaytetadn ns. luonnollisia yksikoiti ellei toisin mainita. Ndissd yksikoissd valon
nopeus c¢ sekd Diracin vakio % on asetettu (dimensiottomaksi) ykkoseksi. Tutkielman lopussa
olevassa liitteessd kdydddn pikaisesti ldpi eri yksikkojérjestelmien tarpeellisuus sekd niiden
vilisid muunnoksia.

Valitettavasti tulostusteknisistd syistd osa kaavoista siséltdd puutteita. Esimerkkind téllaisesta
puutteesta olkoon oJ-merkki, missd oikeanpuoleinen kaari voi olla vajaa. Toivon kuitenkin
tekstin olevan luettavaa.

Indeksit ja merkinndit

Indekseissi kreikkalaiset aakkoset offydegy.. tarkoittavat avaruusajan komponentteja 0, 1, 2,
3; ja latinalaiset abcde... tilaulottuvuuksien komponentteja 1, 2, 3 — ellei toisin mainita.
Vektoreita merkitddn kaavoissa nuolella ja tekstissd paksulla. Mikili nelivektoreita erotellaan
komponenteiksi, erotellaan ne usein kahteen komponenttiin, missd ensimmdinen on nolla-
komponentti ja toinen kolmikomponenttinen vektori.

Liitteet

Tutkielman lopussa olevissa liitteissd kdydaén pikaisesti lapi padasioita yksikkojérjestelmisti ja
variaatioperiaatteesta. Lisdksi viimeiseen liitteeseen on sijoitettu ne tekstin tuloksiin johtaneet
laskut, joita ei ole laskettu tekstissé tai merkitty lahteisiin.

Léhteet

Jokaisen luvun lopussa on lista kyseisessd luvussa piddasiallisesti kidytetyistd lahteista.
Téydellinen lahdeluettelo on tutkielman lopussa.

Kiitan ohjaajaani Markku Lehtoa lahes kaikkea hiponeista keskusteluista.
Edelleen kiitdn itsedni tutkielman kirjoittamisesta.

Onnea vastasyntyneelle. /
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Yhteenveto

Yhteenveto

utkielmassa kasitelldadn kahta eri approksimaatiota yleiselle suhteellisuusteorialle:

lineaarista  approksimaatiota sekd Reggen laskentaa. Gravitaation lineaarista

approksimaatiota késittelevdssé luvussa tarkastellaan gravitaatiovuorovaikutusta johtamalla
teorian kenttdyhtdlot rinnan sahkomagneettisen vuorovaikutuksen kanssa. Samat kenttayhtalot
johdetaan tutkielman lopussa olevassa liitteessd variaatioperiaatteen kautta. Luvun toisessa
osassa huomioidaan gravitaatiovuorovaikutuksen epilineaarinen luonne ja edetdén gravitaation
geometriseen tulkintaan, missd massa kaareuttaa muutoin laakeata avaruusaikaa. T#ll6in metrii-
kan havaitaan massan vaikutuksesta poikkeavan laakean avaruusajan Minkowskin metriikasta
7,, seuraavasti

gyv(x) = n,uv + Kh,uv(x)
kaava 1

Reggen laskentaa kisittelevissd luvussa kdydddn ldpi simpleksisen avaruuden peruskisitteet
sekd tarkastellaan paloittain laakean avaruuden merkitystd yleiselle suhteellisuusteorialle.
Luvun tarkoituksena on esitelld teoria ylimalkaisesti teorian perusajatusten kayttdmiseksi
diskreettid hila-avaruutta kisittelevissa kvanttigravitaatioluvussa.

Mittaa kisittelevassd luvussa kdydddn ldpi luonnon symmetrioita sekd niiden yhteyttd
sdilyviin suureisiin ja mittateorioihin. Invarianssi mittamuunnoksissa kisitellddan sekd sahko-
magnetismille ettd gravitaatiovuorovaikutukselle. Luvussa pyritddn yhdistimdidn vuoro-
vaikutuksen ldhteend olevat siilyvit suureet Noetherin teoreeman kautta symmetrioihin ja
edelleen lokaalin symmetrian kautta mittakenttiin. Kuvattu prosessi suoritetaan
sihkomagneettiselle vuorovaikutukselle ja jossain maidrin myos gravitaatiolle. Erityisesti
osoitetaan yleisen suhteellisuusteorian infinitesimaalisten koordinaattimuunnosten yhteys
lineaarisen approksimaation mittamuunnoksiin ja kdydadn ldpi Killingin vektoreiden avulla
gravitaation ldhteend toimivan energia-liikemédra-jannityksen yhteys avaruusajan symmet-
rioihin. Lisédksi keskustellaan yleisen suhteellisuusteorian ja mittateorioiden vilisistd ongel-
mista.

Kvanttigravitaatiota Kkisittelevdssd luvussa luodaan yksiulotteinen hilamaailman-
kaikkeus, johon pyritddn soveltamaan Feynmanin polkuintegraalikvantitusta. Statistista



Yhteenveto

fysiikkaa apuna kayttden saadaan hila-avaruuden keskimédridinen linkinpituus eri hilapisteiden
vililld seuraavassa muodossa

(L) o+2

N A
kaava 2
missd N on hilapisteiden lukuméird, L on hila-avaruuden kokonaispituus, o mielivaltainen
vakio ja A ns. ‘kosmologinen vakio’. Edelleen mddritetdan yksiulotteisen hila-maailman-
kaikkeuden keskiméaradisen kokonaispituuden kvanttifluktuaatioiden suhteellinen suuruus

AL 1 1
(L) J2+0 VN
kaava 3

jonka siis havaitaan olevan kéinteisesti verrannollinen hila-avaruuden suuruuden nelijuureen.

Tutkielman loppuun sijoitetuissa liitteissd tarkastellaan hieman yksikkojarjestelmien
vilisid muunnoksia, variaatioperiaatetta sekd kidydddn tarkemmin ldpi tekstin tuloksiin
johtaneita laskuja.
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Johdanto

A. Johdanto

hminen pyrkii selittimédén luonnon monimutkaisia rakenteita matemaattisilla malleilla. Ndin

tieteen edetessd fysikaaliset teoriat kehittyvdt yhd monimutkaisemmiksi sopeutuessaan yhi

tarkempiin vaatimuksiin maailmankaikkeuden toiminnan kuvauksessa. Usein teoriat
osoittautuvat liian monimutkaisiksi sovellettavaksi sellaisenaan. Té&lloin mukaan tulevat
teorioiden approksimaatiot, jotka yksinkertaistavat alkujaan monimutkaista teoriaa joidenkin
oletusten turvin. Yksinkertaistettua teoriaa voidaan nyt vapaasti kéyttdd oletusten sanelemassa
ympdéristossd. Tuloksena saatu mekanismi sddstdd aikaa ja resursseja asetettujen ongelmien
ratkaisemisessa. Tamidn vuoksi laskemme edelleen suuren osan mekaniikkaan liittyvistd
ongelmista 1600-luvulla julkaistulla Newtonin teorialla. Teoria on vain approksimaatio luonnon
todellisesta kayttaytymisestd, mutta kuvaa fysikaalisia tapahtumia riittdvilld tarkkuudella
toimivuusalueellaan!.

Tutkielmassa ensin kasiteltava Albert Einsteinin yleisen suhteellisuusteorian lineaarinen
approksimaatio vaihtaa alkuperéiset gravitaation epélineaariset kenttayhtilot lineaarisiksi toisen
kertaluvun differentiaaliyhtédloiksi. Tamd luonnollisesti helpottaa kenttdyhtidloiden késittelyd
approksimaation toimivuusalueella — heikossa gravitaatiokentidssd — sijaitsevissa ongelmissa.
Edelleen approksimaatio ei tunne gravitaatiokentdn vuorovaikutusta materiaan, jonka
mukaantulo johtaakin teorian epilineaarisuuteen ja lopulta gravitaation geometriseen
tulkintaan. Gravitaation lineaarinen approksimaatio on ldhtokohtana mielekéds johto kaarevan
avaruusajan vilttamattomyydelle. Tarkat epilineaariset kenttdyhtdlot voidaan puolestaan
johtaa olettamalla avaruusaika kaarevaksi ja soveltamalla yleisen invarianssin periaatetta.
Approksimaatioiden kautta voidaan siis saada sisdltod, tai jopa onnistua hakemaan perusta
tarkalle teorialle.

INewtonin  mekaniikka on hyvd approksimaatio makroskooppisten  kappaleiden
kayttdytymisestd pienilld nopeuksilla (v {{ c), heikoissa gravitaatiokentissi (Aurinkokunta).

A-1

approksimaatioista

lineaarinen
approksimaatio



Reggen laskenta

fysiikKa jaKaantuu

KvanttimeKaniikka
vs. suliteellisuus-
teoria

Kvanttigravitaatio

Johdanto

Gravitaation geometrisen tulkinnan mukaan massa kaareuttaa avaruusaikaa aiheuttaen
siten ndenndisen kaarevat radat massakappaleiden ldheisyydessd. Kaarevan avaruusajan
pohjalta johdettavat Einsteinin kenttdyhtdlot ovat monimutkaisuudessaan vaikeita ratkaista
muille kuin yksinkertaistetuille systeemeille. Tdméd monimutkaisuus voidaan jilleen viistda
uudella approksimaatiolla — Reggen laskennalla. Reggen laskenta puolestaan supistaa
avaruusajan kaarevuuden diskreeteille alueille avaruusajassa. Talloin avaruusaika on paloittain
laakea siséltden saranoita yllapitaimiassa kaarevuutta. Emme kuitenkaan voi olla varmoja siité,
ettei avaruusaika pienessd mittakaavassa muistuttaisikin paloittain laakeata avaruutta. Tdmén
mielessd pitden voimme ajatella koko fysikaalisen teoriavarastomme siséltdvian ainoastaan
approksimaatioita, joita pakkomielteen omaisesti pyrimme muuntamaan kohti suurempaa
tarkkuutta.

Fysiikka on kuin yksiulotteinen laajeneva organismi pyrkiessddn kurottamaan tietamys-
tddn mittakaavan molempiin suuntiin. IThmiskunnan tietimys ymparistostadn on alkanut edetd
omasta mittakaavastamme yhé pienempiin ja vastaavasti yhd suurempiin ilmidihin. Nama kaksi
eri karkipditd ovat kehittyneet eri fysiikan aloiksi — kvanttifysiikaksi ja yleiseksi suhteellisuus-
teoriaksi. Molemmat teoriat kuvaavat maailmankaikkeutta llistyttdvdn tarkasti omassa
ympdristossddn. Kvanttimekaniikka teoriana selittdd oivasti kokeellisia tuloksia molekyylitasoa
pienemmaissd mittakaavassa tapahtuvissa fysikaalisissa prosesseissa. Albert Einsteinin
kehittdmi yleinen suhteellisuusteoria vastaavasti kertoo kuinka avaruusaika kayttdytyy tihtien
viliselld tasolla. Thmiskunta kédvelee sisukkaasti kahdella eri pituisella kainalosauvalla —
sisukkaasti mutta ontuen.

Kvanttimekaniikan maailmankuva nojaa todennikoisyyksiin. Teorian mukaan
tarkasteltava systeemi on jossakin tilassa tietylld systeemin aaltofunktiosta saatavalla
todennékoisyydelld. Edelleen systeemi siirtyy tilasta toiseen alku- ja lopputilan aaltofunktioiden
kautta saatavan siirtymatodenndkoisyyden turvin. Yleinen suhteellisuusteoria sitd vastoin
tarkastelee systeemien tiloja ja siirtymid klassisen fysiikan kautta, jolloin systeemin voidaan
sanoa olevan juuri tietyssd tilassa. Samanaikaisuuksia ja informaation siirtonopeutta
kasittelevdd suppeampaa suhteellisuusteoriaa joudutaan kéyttdméan my6s kvanttimekaanisessa
mittakaavassa. Ndin ollen yleisen suhteellisuusteorian ja kvanttimekaniikan yhdistiminen vaatii
enemmainkin gravitaation kvantittamista kuin kvanttimekaniikan ‘suhteellisuusteoretisoimista’.
Gravitaatiota kvantitettaessa etsitddnkin keinoa esittdd avaruusajan geometrisen tilan
siirtymédtodenndkoisyyksid geometrian siirtymiselle alkutilasta lopputilaan. Tami voidaan
saavuttaa summaamalla yli kaikkien mahdollisten tilojen todennékoisyydet alku- ja lopputilan
valilla.

Muiden perusvuorovaikutusten kvantisointiin ndhden gravitaatio on osoittautunut
ongelmalliseksi kvantisoida. Kolmen muun perusvuorovaikutusten kvantisoinnissa kiytetddn
laakeaa tausta-avaruutta, jossa vuorovaikutuksen kvantit eli vilittdjdbosonit toimivat.
Gravitaatiota ei kuitenkaan voida kvantisoida suhteessa kiintedidn taustaan gravitaation itse
ollessa vastuussa taustageometrian muovaamisesta. Ndin ollen on ehkd parempi ldhestyi
kvanttigravitaatiota geometrisemmilta ldhtokohdilta eikd puhtaan hiukkasfysiikan kautta.
Gravitaation luonne pienilld etdisyyksilld voi antaa automaattisen vastauksen myds muiden
vuorovaikutusten syntyyn ja luonteeseen. Maailmankaikkeuden hurja monimutkaisuus voi
kummuta yksinkertaisesta perusteoriasta — kvanttigravitaatiosta.
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B. Lineaarinen approksimaatio
I: lineaariset kenttayhtalot

ineaariseen gravitaatioteorian ja yleisen suhteellisuusteorian vililld on kaksisuuntainen tie.

Yleisestd suhteellisuusteoriasta voidaan pudottautua lineaariseen teoriaan linearisoimalla

yleisen suhteellisuusteorian yhtilot laakeassa avaruusajassal. Vastaavasti lineaarisesta
gravitaatioteoriasta voidaan nousta gravitaation geometriseen tulkintaan ottamalla huomioon
gravitaatiokentdn vuorovaikutus itsensd kanssa, ja ndin luopumalla lineaarisuudesta. Syitd
lineaarisen gravitaatioteorian kehittimiseen on muitakin kuin kdyttiminen ponnahduslautana
kohti yleistd epilineaarista suhteellisuusteoriaa. Suuri osa suhteellisuusteoriaa todentavista
kokeista on asetettu lineaarisen gravitaatioteorian ldhtokohdista. Néihin kuuluvat gravitaatiosta
johtuva aikadilataatio, gravitaatiositeily ja valon taipuminen gravitaatiokentéssa.

Lineaaristen kenttdyhtdloiden hakemisessa voidaan kéyttdd apuna analogiaa sdhko-
magnetismiin sé@hkomagneettisen vuorovaikutuksen ollessa luonnostaan lineaarinen teoria.
Gravitaation tiarkein eroavaisuus suhteessa sdahkOmagnetismiin on gravitaatiokentin
itseisvuorovaikutukset, joita sdahkomagneettisella vuorovaikutuksella ei esiinny. Gravitaation
itseisvuorovaikutukset tuottavat lopulta teorian epilineaarisen luonteen, mikd tullaan
havaitsemaan toisessa lineaarista approksimaatiota késittelevassd luvussa. Samalla kuitenkin
havaitaan gravitaation geometrinen luonne — massa kaareuttaa avaruusaikaa.

B.1_Lineaarisuus

Lineaarisuus tarkoittaa suoraviivaista. Lineaarinen n:nnen Kkertaluvun differentiaali-
yhtélé on muotoa
a')n (9"_1
— |//(x)+fn_l()c)_—n_1 w(x)+...+fl(x)

- = 2y + £ = 1,02

kaava 1
Gravitaation lineaarisessa approksimaatiossa pyrimme kuvaamaan syntyvid gravitaatiokenttid

juuri tdmén Kaltaisilla yhtiloilld. Ulkondollinen ero ylldolevaan yhtdloon tulee syntyméédn
kéytettdvisti tensorimuodosta yhtildiden kuvaamisessa.

IKs. esim. D’Inverno tai Misner & Thorne & Wheeler.
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B.2 Kentat ja kenttayhtalot
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Kuva 2. Varausten keskinaista
sijaintia muutettaessa varausten
véliset voimavektorit eivdt muutu
vélittdmasti. Paikallaan oleva
varaus ei tieda siirrosta ennenkuin
siirtoinformaatio ehtii sen luo.
Séhkémagneettisen vuorovaiku-
tuksen tapauksessa informaatio
liikkuu valon nopeudella.

Kuva 1. Kahden pistemaisen
sdhkdvarauksen vélilla
vaikuttaa Coulombin voima (
ks. kaava 2).

Kuva 3. Informaatio negatiivisen
varauksen siirtymésté on ehtinyt
positiivisen varauksen luo.
Talléin voimavektorit ovat
muuntuneet vastaamaan uutta
tilannetta.

Kahden pistemdisen sdhkdvarauksen vililld vaikuttaa voima

yh:_k:u:ﬂ 1 qq 7
— D r
4me, r

kaava 2

missd p on yksikkovektori varauksesta g’ kohti varausta g. Negatiivista pistevarausta
siirrettdessd tdytyy positiivisen varauksen voimavektorin F muuttua. Positiivinen varaus ei
kuitenkaan ole heti tietoinen negatiivisen varauksen liikkeistd johtuen informaation rajallisesta
kulkunopeudesta. Néin ollen pistevarauksen siirtdiminen aiheuttaa jonkinlaisen héirion
siirtymisen ensimmdiseltd varaukselta toiselle. Hairion saavuttaessa paikallaan olevan
varauksen, muuttuu varausten keskindinen voimavektori F. Taté hdiriotd kutsutaan kentdksi.

Jotta litkemddra sdilyisi koko varausten siirtoon liittyvédn prosessin ajan, on puuttuvan
liilkemé#drén siirryttiavé viliaikaisesti sahkomagneettiseen kenttddn ja edelleen kentisté toiseen
varaukseen. Niin ollen kentit siséltdvit energiaa ja liikemééria ollen siten olemassa rinnakkain
materian kanssa. Kenttien voidaan ajatella olevan materian viides olomuoto kiinteiden,
nestemdisten, kaasujen ja plasmojen lisiksiZ. Juuri kenttdyhtilot antavat yhteyden kenttien ja
lahteiden vilille muodostaen kuvauksen kentdn kiyttdytymisestd lahteen ymparilld. Haemme
seuraavaksi (lineaariset) kenttdyhtdlot vuorotellen sihkomagneettiselle vuorovaikutukselle ja
gravitaatiolle.

B.3 Lineaariset kenttayhtalot sahkomagneettiselle
vuorovaikutukselle ja GRAVITAATIOLLE

Einsteinin suppeamman suhteellisuusteorian (1905) mukaan kaikki inertiaalihavaitsijat3
ovat ekvivalentteja. Kymmenen vuotta myohemmin yleisessd suhteellisuusteoriassaan (1915)
Albert Einstein esitti kaikkien havaitsijoiden samanarvoisuutta. Télloin fysiikan lakien
havaitseminen on mahdollista niin inertiaalisille kuin epdinertiaalisillekin havaitsijoille.
Toisaalta mikéli nédin ei olisi, emme mekain voisi havaita maailmankaikkeudessa vallitsevia
lainalaisuuksia johtuen Maan selvésti epdinertiaalisesta liikkeestd Auringon ympari. Niin ollen
voimme ajatella fysiikan lakien olevan invariantteja yleisessd koordinaatistomuunnoksessa,
jolloin niiden tdytyy olla muunnettavissa tensorimuotoon

2Qhanian, Physics, 2nd Ed.; luku 23.2.

3Inertiaalihavaitsija on havaitsija, johon mik4in voima ei vaikuta. Tallaisen havaitsijan silmin
kappale on paikallaan tai jatkaa tasaisella nopeudella, mikili mitkdan voimat eivit kappa-
leeseen vaikuta.
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A" =0
kaava 3
Etsimme aluksi muotoa siahkomagneettisen kentdn ldhteelle, jonka jilkeen pyrimme

toistamaan paittelyketjun gravitaatiolle.

B.3.1 Lahde sahkdémagneettiselle kentalle

Vaatimus tensorimuodosta estdd pelkdn varaustiheyden kdyttdmisen ldhteend. Tami
lienee selvii, silld varaustiheys liikkuvan junan sisélld ndyttda varaustiheyden ja virtatiheyden
yhdisteeltd asemalaiturilta katsottuna. Koska yhtdloidemme tdytyy pitdd paikkansa kaikissa
mahdollisissa koordinaatistoissa, on niiden oltava tensorimuotoa (kaava 3). Voimme ilmaista
varaustiheyden nelivektorina ( z = 0,1,2,3 ), jonka komponentit 1,2,3 ovat nollia seuraavasti:

j*=(p0)=p
kaava 4
Lorentzin muunnoksessa timéd muuntuu kuten
it =atyj
kaava §
missi a”, on Lorentz-muunnosmatriisi
Y1i-v: v/N1-vE oo 0\|
v */N1-v2 0 0]
a*y= =3 |
0 0 1 0]
0 0 0 1 )
kaava 6
Muunnetaan nyt O-komponentti eli varaustiheys p:
=0
j'O =a00j0+a0,-ji :a°0j°
kaava 7
Virtatiheyden muut komponentit muuntuvat kuten
=0
e 2
j,i =ai0j0+aik jk =aioj0
kaava 8

joka siis on nollasta eroava nollasta eroavalle varaustiheydelle. Muunnettaessa varaustiheytti
Lorentzin muunnoksella koordinaatistosta toiseen saamme objektin, joka sisdltdd seka
alkuperiisen varaustiheyden etté virtatiheyden j. Tdma objekti on nelivirta

i*=(p.J)
kaava 9

joka sailyy?, ts.

kaava 10

4Siilymislain todistus 16ytyy useista sdahkdmagnetismia kisittelevisté kirjoista, emmekd toista
sitd téssa.
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energiavirtatifeys

Lineaarinen approksimaatio

B.3.2 Lahde gravitaatiokentélle

Newtonin ekvivalenssiperiaatteen mukaan systeemin (kokonais)inertiaalimassa luo
ympdrilleen gravitaatiokentédn. Toisin sanoen systeemin (kokonais)energia luo ympdrilleen
gravitaatiokentind. Mitd suurempi massa — tai vastaavasti mitd suurempi energia — siti
voimakkaampi on gravitaatiokenttd. Néin ollen energiatiheyden tdytyy toimia gravitaatiokentédn
lahteend. Edelld havaittiin, ettei pelkkd varaustiheys riittdnyt toimimaan sdhkomagneettisen
vuorovaikutuksen ldhteend johtuen Lorentz-invarianssin vaatimuksesta. Samoin ei pelkkd
energiatiheys riitd toimimaan gravitaatiovuorovaikutuksen ldhteend. Mikd yhdessd
koordinaatistossa on energiatiheys on jossakin toisessa koordinaatistossa yhdiste
energiatiheydestd, energiavuotiheydestd ja liikemddrdavuotiheydestd.  Gravitaatiovuoro-
vaikutuksen ldhteeksi tarvitsemme siis jotain, joka sisdltdd ndmad kaikki tiheydet
komponentteinaan. Tdmé ‘jotain’ on energia-liikemadra-jannitystensori, jonka kokoamisen
aloitamme leppoisaa hulluutta hipovalla ajatusleikilla.

B.3.2.1 Energia-litkemddrd-jannitystensori

Olettakaamme omistavamme pullollisen polyd sekd pakkomielteen polyn energian
tietdmisestd kaikkina aikoina. Ensimmdiseksi rauhoitamme mieltimme mittaamalla
omaisuutemme kokonaisenergian, jolloin saamme tietoomme sen energiatiheyden eli energian
madran tilayksikossd. Pullon myynyt kauppamies on vakuuttanut meille siilytysastian olevan
suljettu systeemi®, joten voimme rauhallisin mielin jdttaa astian yksin ilman pelkoa
energiatiheyden muuttumisesta. Nidin ollen jdtimme astian kotiin matkustaessamme hyvin
ansaitulle lomalle etelddn. Lentokoneessa mieleemme hyokkaa ajatus: lentokone liikkuu kotona
olevaan pulloon ndhden ja nidin ollen pullon sisédltd liikkuu lentokoneeseen nihden.
Selvistikddn energiatiheys ei riitd pitiméan mieltimme rauhallisena vaan vaivumme papereiden
ja laskukoneen kanssa penkin pohjalle miettimddn uutta objektia: energia-litkemééra-
jénnitystensoria.

Energia-lilkeméaré-jénnitystensorin  tdytyy energiatiheyden lisdksi sisdltdd tietoa
energian liikkeestd suhteessa tarkkailijaan, jolloin puhumme energiavirtatiheydestd eli
lilkemadritiheydestd. Myos liikemadrd voi liikkkua suhteessa tarkkailijaan, joten tarvitsemme
litkeméadravirtatiheyden kisitteen tdydentdmién energian kuvaamista polypilvessa.

B.3.2.2 Energia-liikemddrd-jannitystensori 'polypilvelle’

Nopeudella v liikkkuvan hiukkasen relativistinen energia on

S
O

kaava 11

Jos oletamme, ettd pullossa on n polyhiukkasta kokonaisnopeudeltaan v, saamme
energiatiheydeksi

kaava 12

Energiavirtatiheys suuntaan x on se energian mair, joka kulkee ldpi pinta-ala-yksikon jossakin
ajassa, eli siis

hiukkasvirta
X-suuntaan

—— m
IO _ ol v, ——=
1-v
kaava 13

mistd saadaan energiavirta suuntiin x, y ja z seuraavasti (k = 1,2,3 = x,y,z)

5Massa vastaa energiaa Einsteinin kuuluisan kaavan E = mc? mukaisesti, joka luonnollisissa
ksikoissd (¢ = 1, ks. liite ) muuttuu eksaktiksi £ = m vastaavuudeksi.

Y

6Suljettu systeemi on systeemi, joka ei vaikuta systeemin ulkopuolisen maailman kanssa.
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hiukkasvirta
k-suuntaan

TO=T%= pf —Z
1—v?
kaava 14

Energia liikkuu energiavirrassa saaden aikaan liikkemédrén. Niin ollen energiavirtatiheys on
samalla liikkemadaridtiheys, joka edelleen voi liikkua muodostaen liikemédrdvirran. Nyt siis x-y
litkemddravirtatiheys on x-liikkemédrén virta y-suuntaan aika- ja pinta-alayksikkdéd kohden

liikkema 4 réd .. B iy s
X-suuntaan [lu(emaamwrta
n:lle hiukkaselle r
e tiheys
nmy

12 __ X
I~ = ———-—,——l_vz v,
kaava 15

Ndin yleinen k-/ liikemdidrdvirtatiheys on (k,1=1,23=x,y, z)
liikkema 4 ré
k-suuntaan
n:lle hiukkaselle

—

nmv"

J1=v? Y

T = !
kaava 16
Kuvaamme polyhiukkasten muodostamaa virtaa tarkkailijaan nahden nelinopeudella
dxa
dt

i =

kaava 17

missd T on pdlyhiukkasen ominaisaika eli polyhiukkasen itsensd mittaama aika. Ominaisajan
suhde polyhiukkasten liikettd havainnoivan tarkkailijan aikaan on

d1* =ds*
=1 ,dx"dx"
=dt* —dx* —dy* - dz7’
:dtz(l—vz)
kaava 18

Virran ominaistiheydelld tarkoitetaan virran mukana liikkuvan tarkkailijan mittaamaa hiukkas-

tiheytta
ny=n f1—2 ominaistifieys
kaava 19

missd lausekkeen muoto on seurausta liikkuvan tilavuusalkion pienenemisestd laboratorio-
koordinaatistosta mitattuna. Néin ollen tilavuuden supistuessa kasvaa tilavuuden sisélld olevien
hiukkasten hiukkastiheys laboratoriokoordinaatistosta katsottuna (kaava 19). Edelleen virran
ominaismassatiheydelld tarkoitetaan virran mukana liikkuvan tarkkailijan mittaamaa
massatiheyttd, joka saadaan ominaistiheydesta

Po = Ny ominaismassa-

kaava 20 tiﬁeys

Nyt voimme ilmaista energia-liikemééra-jannitystensorin muodossa
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energia-liikemddrd- T = pu*u"
jdnnitysten.sori

kaava 21

joka sisdltdd komponentteinaan sekd energiatiheyden, energiavirtatiheyden ettd litkemddra-
virtatiheyden seuraavasti:
dr? [di?
dx’ dx° T dt?

T% = py————=(1-v*)=5 p, =(1-v?) p,

energiatifieys
kaava 22
Po
0 g k ’ k
i dx dx ngm dt dx
=P g ar ~ (1) i d
S ; T at -V t at
energiavirt
9 atifieys
=dz?/ds*
Ty
ey,
nvl-v? nmv*
= my’ =—f=——
2 /
(I—V ) l—v2
kaava 23
Po
k g1 — kgl
™ dx” dx ngm dx" dx
fikemidrivirta- ~ P dr T (1= dr dr
. S —
tiheys =dr?/dr®
1y
s
nvl-v? 1 hmv
= Ny mvv = %
(I—V ) 1-v*
kaava 24
Laboratoriokoordinaatiston mittaama virtatiheys liittyy ominaisvirtatiheyteen
P
77 1-v)
virtat-zﬁey' S
kaava 25
jolloin energia-liikkemaéra-jannitystensori saadaan muotoon
dx" dx"’ dx" dx"
T* = pu*u’ = p(1-v? = = pvHvY
Po A )dz i Par a4 P
kaava 26
ja edelleen matriisimuotoon
{_ I u u, u, —{
2
— /J R =1
= 2
lu, wu, u; uu
2
\.uz uxuz u_vuz uz J
kaava 27

On huomattava, ettd energia-litkemddrd-jannitystensori on symmetrinen
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T = pu*u’ = pju'u” =T*

kaava 28
T":n eri komponentit ovat siis
T% = energiatiheys
T% = T = liikemddritiheys k-suuntaan = energiavirtatiheys
T™M=T7"= k-litkemddrdvirtatiheys I-suuntaan
kaava 29
Nyt kokonaisenergia saadaan integraalina
P°= | %4
kaava 30
ja vastaavasti kokonaisliikemadrd
P = J T3
kaava 31
B.3.2.3 Suljetun systeemin energia-liikemddrd-jiannitystensori sdilyy
Suljetun systeemin energia-lifkeméaara séilyy, eli siis
6,T* =0
kaava 32

joka voidaan todistaa komponenteittain. Otamme nyt esimerkiksi komponentin g = 1, jolloin
ylldolevasta kaavasta saadaan

o
_—0T10+ — le —O
ox ox
kaava 33
Otamme pienen tilavuusalkion suljetusta systeemistimme, jonka sisélld x-liikeméard on
J T4 %
kaava 34
Tamai x-liikkemédra pienen tilavuusalkion sisdlld vihenee nopeudella
o
_ J‘ = T4%x
ox
kaava 35
jolloin x-liikeméérin kokonaisvirta ulos tilavuusalkiosta on
[rds,
kaava 36

Nyt voimme kidyttdd Gaussin lausetta ylldolevaan pintaintegraaliin, jolloin saamme sen
muotoon

[

oxX
kaava 37

jonka taytyy olla yhtdsuuri kuin x-liikkeméérdn vahenemisnopeus (kaava 35), silld liikemdérin
taytyy sdilyd. Nyt mikili tilavuusalkiomme on tarpeeksi pieni, ovat integrandit ldhes vakioita,
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jolloin voimme korvata integroinnin kertomalla integrandin tilavuusalkion tilavuudella
seuraavasti

(—% Tm)AxAyAz = (gfk— i )AxAyAz

kaava 38

Nyt jakamalla tilavuusalkiot pois saadaan kaava 33. Muiden komponenttien x = 0, 2, 3 todistus
on samankaltainen.

Nyt meilld on siis ldhteet sekd gravitaatio- ettd sidhkokentille. Seuraavaksi pyrimme
kiinnittimdan nama lahteet luomiinsa kenttiin alkaen sahkomagneettisesta vuorovaikutuksesta.

B.3.3 Lahteen ja kentadn yhteys sdhkémagneettiselle
vuorovaikutukselle

Liikeyhtild yleistetylle koordinaatille g¥ systeemiin vaikuttavan voiman QF alaisena on
muotoa

q k :n ja muiden yleistettyjen
koordinaattien kytkenti 4
ilmaisevia muita termeji

d2 k
: 1S o< Q*

dr?

kaava 39

Sahkomagneettisen vuorovaikutuksen tapauksessa yleistetyn koordinaatin g* rooli annetaan
kentille A ja voimaa QF niyttelee nelivirta . Lisiksi lihteen /* ollessa vektorimuotoa on myds
kenttdosan oltava vektorikenttd, jotta kenttiyhtdlot olisivat Lorentz-invarianttia muotoa (kaava
3). Saamme siis

kaava 40

missd A on Maxwellin kentti eli nelipotentiaali.
; ; ; : — aree &) g2
Vaatimus Lorentz-invarianssista muuttaa yhtdloa edelleen, silld o / ol” ei muunnu

. S S A Y L) N . . .
Lorentzin muunnoksessa © / ot’” ksi. o / ot” on kuitenkin vain yksi komponentti
avaruusajan Laplacen operaattorista

e IDIBTD

-92/a2
kaava 41
joka on Lorentz-invariantti
0,0 =a,0,a"y0’ =a,*a"y0,0" =0,0"
\_\f—J
=54
kaava 42
; =9 feg = =y 3 G 5 o :
Vaihdamme © / ol :n 0,0 " :hyn, jolloin yhtdlomme on jo muotoa
S SV AH 7
0,0 A+, . <
kaava 43

josta seuraavaksi poistamme '..." -osan epavarmuuden.

Koska sidhkomagneettinen vuorovaikutus on lineaarinen luonteeltaan, etsimme
ylldolevan kaltaista toisen kertaluvun lineaarista differentiaaliyhtdloda. Korkeintaan toista
kertalukua , ¥ :ssa ja lineaarisia A:ssa olevia nelivektoreita ovat
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- M AV V" U v
0,0 A, o oﬂA , A
kaava 44

Niistd komponenteista voidaan muodostaa yleinen lineaarinen toisen kertaluvun
differentiaaliyhtdlo nelivektoreista

C6,6" A" +b6" 6, A" +aA” = dj°*
kaava 45

missi a, b, ¢, d ovat madritettavia vakioita.

B.3.4 Lahteen ja kentdn yhteys gravitaatiolle

Kuten sihkomagneettisen kentdn tapauksessa, on myds gravitaatiolle kenttdosan oltava
samaa muotoa lahteen kanssa. Gravitaatiokentdn ldhteend on toisen kertaluvun symmetrinen
energia-liikkeméérd-jannitystensori 7 ja ndin ollen Lorentz-invarianssin saavuttamiseksi on
my0s kenttdosan oltava toista kertalukua oleva symmetrinen tensori. Merkitsemme tétd
gravitaatiokenttitensoria’ h*:11a. Nyt siis etsimme 4*":ssa lineaarista kenttiyhtilod gravitaatiolle
ja oletamme sen olevan korkeintaan toista kertalukua ,, ¥ :ssa.

Kaikki mahdolliset symmetriset toisen kertaluvun tensorit, jotka voidaan rakentaa h*":std

ja korkeintaan kahdesta ,, ¥ :sta ovat
= = = gi 5 - -upvi
0,0*h*", 6%6"h,°, 6,0 "W +6,0"h",

nyva}alhoa’ n,uvo')laoh},cr’ h,uv, 77,uvho<r

kaava 46
joista voidaan muodostaa kenttéyhtalo
d3,0"h™ +ad* 3" h,” —a’(3,0"h* +9,0"n*)
+bn*d,0*h,° +b'n*3,d _h*° + ch* +c'n*h,°
aiheuttavat ek;,ponenu'aalisen
heikkenemisen eti isyden kasvaessa

= —kT""

kaava 47

B.3.5 Kenttayhtalon vakioiden maérittdminen sahkdémagneettiselle
vuorovaikutukselle

Sahkomagneettisen vuorovaikutuksen tapauksessa jaimme yhtdloon
c6,0" A" +b6"6, A" +aA” = dj’
missé a, b, ¢, d ovat vakioita, jotka seuraavaksi maaritimme.
Nelivirta on muotoa

kaava 48

Nelivirta j* siséltdd siis jo nyt yhden sdéddettivissd olevan vakion g, joten voimme aivan hyvin
maédritelld nelivirran sisdltdimaan my6s mahdollisen vakion d. Edelleen voimme yhtildisesti
madritelld vektorikentdn A" sisdltimdin mahdollisen vakion c¢. Mikili kenttdyhtdlomme
sisdltdisi ndméd vakiot ¢ ja d, voisimme siséllyttdd ne kentin ja ldhteen médirittelyihin. Néin
saamme yhtdlon muotoon

TParempi nimi ‘gravitaatiokenttitensori’ A":lle olisi ‘gravitaation tensoripotentiaali’
seuraamalla analogiaa sihkdmagnetismin nelivektoripotentiaalille A*.
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6,6"A" +bo'6, A" +aA" = |
kaava 49

Vakion a suuruuden voimme maidrittdd staattisen tyhjioratkaisun avulla. Talloin
litkkumme varausjakauman ulkopuolella, missd varaustiheys p = 0 (Kuva 4). Jos nyt tutkimme
ainoastaan v = 0 komponenttia saamme tutkittavan yhtdléon muotoon

- = < = . .
006 °A’+0,0" A’ +bo 0, A" +aA" = j°=p = 0

varausjakauman
ulkopuolella

kaava 50

Varausjakauman staattisuudesta seuraa aikaderivaattojen hdvidminen
- 040 2 =i A0 < 0
0, 0 ' A’ +0,0 A"+bo, 0"A* +aA" =0
L — —— H
=0, staattisuuden == =0, staattisuuden
seurauksena. seurauksena.

-v?

Kuva 4. Tarkastel- kaava 51
laan sateeltddn R

olevaa staattista pal- jolloin saamme yhtélén muotoon

losymmetristd  va- —V?A°+44°=0
rausjakaumaa, jolle
varaustiheys on p > kaava 52

0, kun r < R ja

evctilles . Systeemin pallosymmetriasta johtuen ylldoleva differentiaaliyhtdld on

helpoin ratkaista pallokoordinaateissa, joissa

2’ 20
Vi= e S
or r or
kaava 53
Ratkaistavaksemme jdd néin ollen
0')2
——5A"-=—A"+aA"=0
or’ r or
kaava 54
Sijoittamalla
20 ul(r)
r
kaava 55
saamme
9* ulr) 20 ulr) —ulr)
- - ta——=
or r ror r r
kaava 56

Suoritetaan osamdirin derivointi, jolloin saadaan (ylldolevat termit alla hakasuluissa)

—{1 i sulr)—— u(r)+ 3 u(r)J {iiu(r)— 3u(r)}+||:aﬂ}=0

kaava 57

ja edelleen sievennettyni
8 2
3 —u(r)—au(r)=0
kaava 58

Tamin differentiaaliyhtdlon karakteristinen yhtélo on



Lineaarinen approksimaatio

k’—-a=0=k=+Ja

kaava 59
joten differentiaaliyhtélon ratkaisu on
u(r) = CetVr
kaava 60
ja edelleen
o U r) Pl
A'=—==C
r r
kaava 61
exp exp
14
12 expf+r)/rc

7 :n kéyttaytyminen positiivisella ja negatiivi-
sella argumentilla.

Sahkomagneettisen vuorovaikutuksen tiedetddn heikkenevin etdisyyden kasvaessa, ja ndin ollen
eksponenttifunktion kayttdytymisestd (Kuva 5 ja Kuva 6) pditellen voidaan ratkaisusta
hyvdksyd vain negatiivinen eksponentti. Suurilla r:n arvoilla sdhkdmagneettisen
vuorovaikutuksen tiedetddn olevan kédntden verrannollinen etédisyyteen. Nédin ollen ratkaisun
eksponenttiosan exp(~var) téytyy olla yksi, joten —yzr:n on oltava nolla. Edelleen _J/z, voi olla

nolla suurilla r:n arvoilla vain, kun

Kuva 5. Eksponenttifunktion kayttaytyminen positiivi-  ,ya 6.
sella ja negatiivisella argumentilla.

a=0
kaava 62
Yhtdlomme on nyt muotoa
6,6" A" +b6"6, A" = "
kaava 63
josta voidaan ratkaista b operoimalla yhtdloon 6, :114
3,(3,0" A" +b3"3,4*) =03, }* o
kaava 64
josta edelleen
(1+6)9,0%(3,A%) =9, j"
kaava 65
Séhkovaraus on sdilyva suure, jonka ilmaisee nelivirran sdilymislaki (kaava 10)
V-]+QFL_O
ot
kaava 66
joka voidaan antaa muodossa ) )
o, J*+to,p=0
kaava 67
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vakiot cjac’

vakiot a’, b’ ja b

Lineaarinen approksimaatio

ja edelleen

6,j" =0
kaava 68
Sdilymislakia kdyttamalld yhtdlomme saadaan muotoon
(1+5)3,9%(d,4")=0
kaava 69
Tama yhtdlo on tosi mikali
3,0"(9,A")=0
kaava 70
tai
b=-1
kaava 71

Valitsemme eleganttiuden vuoksi jdlkimmdiisen vaihtoehdon vaatimalla yhtdlon olevan
identtisesti nolla8, jolloin saamme kenttiyhtilon

~HAY vz 7o
0,0°A"-00,A j

kaava 72
B.3.6 Kenttayhtélén vakioiden maarittdminen gravitaatiolle
Gravitaation tapauksessa jaimme yhtaloon
dd,0*h* +ad*d"h,’ —a’(9,d"h** +3,d"n™*)
+b1* 3,0 h,° +b'n" 9,9 h +  ch" +c'n"h,°
aiheuttavat e;s?)onemiaalisen
heikkenemisen eté isyden kasvaessa
= —xTH"
kaava 73

missda, a’, b, b’, ¢, ¢’ d, Kk ovat mairitettavia vakioita.

Voisimme aluksi jakaa koko yhtdlon vakiolla d, mutta tdma tarkoittaisi vain muiden
vakioiden maddrittdmistd siten, ettd ne jo sisiltdisivdat d:n nimittdjassdan. Néin ollen voimme
suoralta kddelti valita d:n ykkoseksi.

Vakiot ¢ ja ¢~ sisdltdvdat termit aiheuttavat kenttdyhtdloon eksponentiaalisen
heikkenemisen etédisyyden kasvaessa. Oletamme kuitenkin gravitaatiovuorovaikutuksen olevan
pitkdn kantaman vuorovaikutus maaraamailld ¢ = ¢ = 0.

Etsimme seuraavaksi vakiot a’, b’, b kdyttimilld hyviksemme energia-liikemaara-
jannityksen sdilymistd. Kenttayhtédlo on nyt muotoa

2,0 " +ad* 3 h-a'(d,0 h** +3,0"h**)
+bn*'d,0 " h+b'n*'3,0,h* =— kT
kaava 74

missd h#V:n jilked on merkitty yksinkertaisuuden vuoksi

8Funktio on madrittelyalueellaan identtisesti nolla, mikli se on on nolla kaikkialla maérittely-
alueessaan. Toisin sanoen funktio on identtisesti nolla, mikéli mielivaltaisella muuttujan
valinnalla ei saada nollasta eroavaa funktion arvoa. Huomaa, ettei b tdssd tapauksessa ole
muuttuja vaan parametri, jolla funktio saadaan identtisesti nollaksi.
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h=h°
kaava 75
Kuten sihkémagnetismin tapauksessakin operoimme tdhin 7,,:114, jolloin saamme

3,[0,0*n* +ad* 3 h-a(9,0" 1" +9,0*h™)

+bn* 3,0 h+b'n*9,d,h* | =~Kxd, T*

——

=0

kaava 76

missi J #T’U =0 ilmaisee energian ja liikeméirin sdilymisen analogiana sihkovarauksen

sdilymiseen & & J # = 0. Niin ollen saamme

9,:0%9 1" +ad 33" h-a(3,9,0"h* +3,9,0* h*
+bd,n*" 9,0 h+b'd,n"" 9,9,h* =0
%—/

N —

y s
=0 =0

kaava 77
josta voidaan muuttaa summausindeksejd seuraavasti (huomaa liséksi #4":n symmetrisyys)
* N
N ( =0,0%3,hH |
9,0 ’18uh‘”’+ao"ﬂo7”9vh-a4| 3,0, W+ 9,047, hH
=0

+b3'9,d*h+b'd,d,_, I h*

oo U .
=ala;9m"‘
* %
kaava 78
jolloin saadaan
(—a’+b)9,9,0"h** +
(1-a)3,0%0 h*" +
(a+b)d,d*3"h=0
kaava 79

Vaadimme nyt yhtidlon vasemman puolen hividvin identtisesti, jolloin saamme yhtdléryhmén
(-a’+b)=0 a=1
(1-a)=0 =\ b'=1
(a+b)=0 b=-a

kaava 80
Sijoittamalla ndma arvot yhtdl66n saamme
3,0*h* +ad* 3 h—(3,0"h* +3,0"h**)
—an*d,0*h+n*d,d,h*" =—xkT*
kaava 81



vakio a

Lineaarinen approksimaatio

Yhtdlossamme on yhd yksi méddrdamiton vakio a. Télld vakiolla ei kuitenkaan ole
fysikaalista merkitysti, silld se liittyy saman gravitaatiokentin kuvaamiseen erilaisilla toisiinsa
sidotuilla tensoreilla. T4llainen alkuperiiseen tensoriin A*” sidottu uusi gravitaatiokenttétensori

h*" saadaan vaikkapa seuraavasti
W =h* —Cn*'h
kaava 82

missd C on vakio. Nyt on lisdksi

h=h"=n,h" =0,,(h* -Cn*h)=h-4Ch =(1-4)h

kaava 83

Suorittamalla nama muunnokset kenttdyhtdloon (kaava 81) saadaan yhtdldé muotoon

9,0 (h* - Cn*h)+ad* 9" (1-4C)h -[9,9" (k" - C** )+ 3 ,9* (k™ - Cn** k)|

—an*d,0*(1-4C) +n* 9,0, (h* - C** )= —kT*"

kaava 84

jota sieventdmailld saadaan
9,0*h™ —CJ, '™k +ad" 3"k — 4aCI*I'h
—0,0"R* +Cnt9,d"h - 3,9"h* + Cn™d,d*h
—an®d,0"h +4aCn*d ,0*h + 0" 3,9 ,h* —Cn*n*d,d h = kT
=

9,0 h* +[a(1-4C)+2C* 9"k = (9,0"h** + 9, 9*n™*)
—[a(1-4C)+2C* d,0*h + "9 ,d ,h % = —KTH
Merkitd 4 @=a(1-4C+2C
=
0,0 h* +a0" " —(9,0"h** +9,0"h ™)
—an™d,d*h +n*d,d i = kT

kaava 85

joka on samaa muotoa aikaisemman kenttdyhtdlon kanssa (kaava 81) kuitenkin siten, ettéd

h—h, h"">h" ja a—a.Niinollenei @ :lla ole fysikaalista merkitysti, silli kuten ylla
todettiin liittyy @ ainoastaan toisiinsa sidottujen gravitaatiokenttitensoreiden maédrittelyyn.
Voimme siis hakea @ :lle mahdollisimman yksinkertaisen nollasta eroavan arvon — ykkosen.
Timéi voidaan suorittaa hakemalla ylli olevassa lauksekkeessa vakion C arvo siten, ettd @ = 1:
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1-a
2—4a
=
a=a(l-4C)+2C

=a(1—4 = )+2 .

2—4a 2—4a
1—2a_ " 1-a 1-a
1-2a 1-2a 1-2a
_a—2a2—2a+2a2+1—a

1-2a
1-2
1-2a

C=

=a

kaava 86

Saamme siis lopulta kenttédyhtdlon muotoon
9,0*h*" +3*9"h—(d,d"h* +9,0"h**)
—0"3,0*h+ 10" 3,0 = —KkT*

kaava 87

Yhtilo on invariantti mittamuunnoksessa °
" = h*" +0"A* +0* AN’
kaava 88

josta ei kuitenkaan ole havaittavia seurauksia. Tatd yhtdlon sisdltdimdd ‘epaméadraisyyttd’
voidaan vihentdd asettamalla kenttédyhtaloille erilaisia ehtoja. Tdsséd tapauksessa kéytettavi ehto
on ns. Hilbertin mittaehto

2,(h* —+n*'h)=0

kaava 89

jonka téssd ja nyt oletamme pitévén paikkansa (ks. mittaa késitteleva luku). Hilbertin mittachtoa
kayttamalla kenttayhtdlot saadaan muotoon

0,*n* = 9" (9, h** - 40", h)- 9 (9, =113 ,h)
-0 =0
-9, h+ 10" 09,0 ,h = —KkT*
=

9,9* (" — " h) = —KT**

s

kaava 90
Merkitsemalld nyt

9 Keskustelu mittamuunnoksista ja mittainvarianssista jétetizn tdssd yhteydessi tarkoituksella
ldhes olemattomalle tasolle. Mittainvarianssia tuntematon lukija voi siirtyd mitalle ja sen
ominaisuuksille omistettuun lukuun jatkaakseen tistd luvusta mitan, mittamuunnoksen ja mitta-
invarianssin kisitteiden ymmartamisen jéalkeen.
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¢ =~

kaava 91
saadaan kenttdyhtalo eleganttiin muotoon ( huomaa selvi lineaarisuus! )
2
R
kaava 92
ja samoin yksinkertaistuu Hilbertin mittaehto:
uv _
3,0" =0
kaava 93

Olemme nyt saaneet johdettua lineaariset kenttdyhtdlot gravitaatiolle kdyttdmailld hyviksi
luonnostaan lineaarista teoriaa sahkOmagneettisesta vuorovaikutuksesta. Seuraavassa luvussa
joudumme ottamaan huomioon gravitaatioteorian epéilineaarisen luonteen johtaessamme
liikkeyhtidlod hiukkaselle gravitaatiokentissa.
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C. Lineaarinen approksimaatio
ll: epalineaarisuuden
esiinmarssi

Lineaarisen gravitaatioteorian perusajatuksena on jéttdd pois gravitaatiokentdn vuorovaikutus
itsensd kanssa. On kuitenkin kaksi toisiinsa liittyvda asiaa, jotka puolustavat gravitaatio-

kentdn itseisvuorovaikutusta tuoden esiin yleisen suhteellisuusteorian epélineaarisen
luonteen.

e Mikili gravitaatiokenttd voi saada energia-liikkemdédrda materialta, tiytyy myds materian
saada energia-liikkemaérad gravitaatiokentdltd. Mikali téllaista vastavaikutusta ei olisi, eivit
energia ja litkemaara sailyisi.

e Newtonin ekvivalenssiperiaatteen mukaan kappaleen aktiivinen ja passiivinen gravitaatio-
massa sekd inertiaalimassa ovat yhtdsuuria. Koska aktiivinen gravitaatiomassa luo
gravitaatiokentin ja passiivinen gravitaatiomassa kokee gravitaatiokentdn, tiytyy myos
inertiaalimassaan liittyvan gravitaatioenergian toimia lahteend gravitaatiolle.

C.1_Energqia-liikemaara-jannitystensori gravitaatiokentille

Voimme korjata kenttdyhtiloiden ldhteeseen liittyvdin puutteen lisdédmailld energia-
liikem&dra-jannitystensoriin 7*° oman energia-liikkemééré-jannitystensorin gravitaatiokentille —
" :n. Nyt koko energia-liikemaéré-jénnitystensori siséltdd oman energia-liikema4ri-jinnitys-
tensorin materialle ja oman gravitaatiokentille:

T" =T, +t*

kaava 1

Koko energia-liikkemaara-jannitystensorin T"":n sisélto jaotellaan seuraavasti:
e Materiaan liittyvin energia-liikeméira-jannitystensorin 7,/ sisdlté on

I. Materiaan liittyvid energia, litkkemaéra ja jannitys.

II. Materian ja gravitaatiokentin vuorovaikutukseen liittyvd energia, lilkkemaéra ja jénnitys.
o Gravitaatiokenttiin liittyvin energia-liikemaaritensorin #:n sisiltd on

III. Puhtaan gravitaatiokentén energia, lilkkemaéra ja jénnitys.
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Mikiili siis halutaan pitdd kiinni sdilymislaista

3,T* =3, (T, +t*)=0

kaava 2

joudutaan pakostakin itseisvuorovaikutuksiin, jotka aiheuttavat yleisen suhteellisuusteorian epa-
lineaarisen luonteen.
Nyt kenttdyhtdlo on muotoa

9,0*¢" = k(T " +1*)

kaava 3

Kaikki niyttdd yksinkertaiselta ja elegantilta — lukuunottamatta tietdmittomyyttimme 7“:n
sisdllostd. Liitteessd b kdsiteltdvad variaatioperiaatetta hyvéksi kdyttden saadaan gravitaatio-
kentin energia-liikemari-jannitystensoriksi!

1 1 |
o af ,u Vv MoV y7i% af .o = Ko
1" =] 207" 0" =910 1"\ 07 00 =509 ||
kaava 4
Energia-liikemaéra-jannitystensori (kaava 4) ei ole invariantti mittamuunnoksessa
I R TN
kaava 5

Tamad ei kuitenkaan haittaa, silld kenttayhtdlossd (kaava 3) sekéd oikea ettd vasen puoli siséltavit
kéytetystd mitasta riippuvia termejd. Koko yhtdlo on mittainvariantti, koska mitasta riippuvat
termit havittavét toisensa jattden yksikdsitteisen lopputuloksen.

C.2 Liikeyhtald

Olemme johtaneet muodon massajakauman aiheuttamalle gravitaatiokentille ja seuraava
tehtavamme onkin selvittdd, kuinka syntynyt kenttd vaikuttaa massakappaleeseen. Haemme siis
gravitaatiovuorovaikutuksen liikeyhtdldd, joka saadaan kdyttdmalld hyviksi (kokonais)energia-
litkeméadra-jannityksen sdilymistd

gv(T(m)W +’<1)W)=O

kaava 6

jossa oikeanpuoleinen termi saa muodon

IKs. Liite c.
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1
0-)Vt(1)#v - Z[2¢aﬂ'#'v¢aﬂ'v +2¢aﬁ.,u ¢aﬁ'V,V - ¢'ﬂ.v¢‘v - ¢‘#¢'V v
_8ﬂ(¢aﬂ.0¢ap'a _%¢'o‘¢,0’)]

. o]
l ——— —A—

1 o v a v v v
:ZL2¢ ﬂ'ﬂ.v¢aﬂ‘ +2¢ ﬂ'#¢aﬂ' ,v_¢”u,v¢' _¢‘#¢' v

2]

_2¢aﬂﬂg¢ﬂ +¢ a(?) J

=1 (2070, - 079"
kaava 7

Kayttamalld nyt kenttayhtédlod (kaava 3) saadaan

1
Vo aoff,
™ = 4[ —2K¢ #( ma T ,;)+K¢ n* ( (map T gg )}
1 a (27 (o7
=Z(—2x¢ P Ty — 20 7ty KO Ty + KT] /’¢'ﬂt(l)aﬂ)

K- . . . . .
—Z(2¢ CH Lonreg =" T ) + ¢ * :n nelioita sisaltavia termeja

= (heikko gravitaatiokentta )

kaava 8
Niin saamme energia-liikemééran sdilymislain muotoon
K
Mo af.u _ 1 of pu)
aVTEm) —2 (’”)aﬂ(¢ —27 ¢ )—
kaava 9
tai vaihtoehtoisesti sﬁhkémagneettisen vuorovaikutuksen liikeyhtilolle?
w_FH#, =
0, T —F"vj =0
kaava 10
=hoB
/—_—J;'ﬁ
o 3 . 0‘)#( af _ 1 0of )_0 ..
vim T dmgg ¢ —anT @)= liikeyhtalo
analogiseen muotoon =
14 hteen ja
kenti n vdihen
kytkentd vkio
ey
K
v aff _
aVYZM)# - ) haﬁ.u Tim) =0
gravitaatio- materia-
kenttd ld hde
kaava 11

joka kuvaa gravitaatiokentin ja massallisten hiukkasten vilistd energian ja liikkemééarén vaihtoa.
Integroidaan nyt saadun yhtélon toinen termi yli yhden hiukkasen tilavuuden, jolloin
saadaan

2Ks. esim Ohanian & Ruffini; luku 3.1 loppu.
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op
haﬂ'# J.Yzm) d’x

2
kaava 12
olettaen h, :n olevan vakio integroitavan tilan sisalla. T, on muotoa
ss [ Ny
materisoswus | Materian ja gravitaatiokentd n
gy |
T..% = pau +| vuorovaikutukseen liittyvd |
Losuus o< huu®. J
z0 (heikko gravitaatiokentti )
kaava 13

missd materian ja gravitaatiokentdn vuorovaikutukseen liittyvd osuus aiheuttaa liikeyhtidlon
toista termii (kaava 12) midritettiessi 4° :een verrannollisen korjauksen, joka voidaan heikon
kentin tapauksessa approksimoida pois. i, “ :n lausekkeessa p, = mn, puolestaan on
ominaismassatiheys, missd n, ominaislukumairitiheys. Integraalista saadaan néin ollen

Jpou“uﬂd3x =u"u’ Jmnod3x

=mu uﬁJ.\/ —vind’x
=mu®u” \1- m

lkm tiheysn =1
integrointialueessa

B 2

=mu®u’VJ1-v

kaava 14

missi nelinopeuksien «* on oletettu olevan vakioita integrointialueessa. Edelleen integroitaessa
liikkeyhtélon (kaava 11) ensimmainen termi yli yhden hiukkasen tilavuuden saadaan

IaVT(m)#"d%c = 80_[T(m)#°d3x+8kjlzm)#"d3x

ﬁ_—/
=0
_ 0
- &OJ.TEM)
kaava 15
Nyt liikeyhtdlon integraali saadaan muotoon
d J 043 K 2 a
—_ o . B _
7 IZm),, d’x > V1=-vimh,, u“u” =0
kaava 16
ja edelleen médrittelemalla
— 043
P, =T, d’x
saadaan
d LS -
B _
P —t -5 mh,, u"u” =0
kaava 17
missi T on hiukkasen ominaisaika, jolle on voimassa d7 =+/1— vidr.

Nyt P :n odotetaan kuitenkin olevan muotoa
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["termi, joka liittyy hiukkasen |
P,=mu, +[ ja gravitaatiokentan valiseen J

vuorovaikutukseen

kaava 18

Nyt kaava 17 on samaa muotoa Eulerin-Lagrangen yhtélon
d oL oL

dt ou” ox*

kaava 19
kanssa erityisesti mikéli asetetaan
o:c_l‘l‘ = %mhaﬂ'#u“uﬂ
kaava 20
ja
oL

ou*

=P

)

kaava 21
Integroidaan kaava 20 x, :n suhteen, jolloin saadaan
J‘j Ldx, = %mu“uﬂ J'ﬁhaﬂdx#
- .
K
L(x,u) = —2—mhaﬁ uuf + f(u)
kaava 22

missd f{u) on mielivaltainen nelinopeuden «* funktio. Gravitaatiokentén ulkopuolella 4, = 0,
jolloin hiukkasen tiytyy totella vapaan hiukkasen liikeyhtdlod. Lagrangen funktio vapaalle
hiukkaselle on muotoa

. H
vapaa ~ 2 mu u,u
kaava 23
joka siis on sama kuin f{u). Niin ollen
L(x,u)=1% xmh , u*u” +ymu'u,
= %m(nuv + Idlm,)u”uv
kaava 24
ja edelleen
oL, i
P, = el +mkh ,u
kaava 25
Sijoittamalla saatu tulos gravitaation liikeyhtdl66n (kaava 17) saadaan
d K
e a)_ a B _
11 (mu# +mkh ,,u ) 2 mhy, uu” =0
kaava 26

joka sievenee muotoon
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kaava 27

Olemme johtaneet vapaan hiukkasen litkeyhtilon — geodeettisen yhtidlon — kaarevassa
avaruusajassa. Tdmén kaarevan avaruusajan geometriaa luonnehtii metrinen tensori g, (x).
Seuraavassa luvussa paneudumme enemmaén tdhdn avaruusajan geometrian kaareutumiseen ja
esittelemme mainitun metrisen tensorin g, (x).

C.3 Avaruusaika kaareutuu

Pyrimme nyt osoittamaan kuinka massa kaareuttaa avaruusaikaa, jossa hiukkaset
liikkuvat mahdollisimman suoria ratoja — geodeeseja — pitkin. Tahédn tulokseen pddsemme
kdyttdmalld edelld johdettua liikeyhtdlod, tai pikemminkin liikeyhtdloon liittyvdd Lagrangen
funktiota (kaava 24). Tarkoituksemme on 16ytdd viivaelementti edelld johdetun liikeyhtélon
toteuttamassa avaruudessa. Aloitamme Lagrangen mekaniikan Hamiltonin funktiosta

oL

HEH(x")=u"_—ﬂ——L
ou

kaava 28
johon sijoittamalla L ja P, (kaava 24, kaava 25) saadaan
H=u"P,-L
a—v

1
il a |1 u,v
=u”| mu,+mxh,u 2m(n#v+ Idzw,)u u

u u V)__L ( " u V)
m\ufu, + kh, u"u’ |—ymu"u, + xh,u"u

%m(u”u# + Khwu"u")
kaava 29
Nyt koska Hamiltonin funktio on liikevakio saadaan?
1 .
Em(u”uﬂ + Khﬂvu”u") = [vakio]

kaava 30

Jos oletamme hiukkasen olleen alunperin gravitaatiokentén ulkopuolella, jolloin &, = 0 ja u'u,

= ], saadaan
=1 \

1 == =5
= u Vo |— :
Smu u, +xh,u'u J—[vaklo]
kaava 31
josta
[vakio] =+m
kaava 32
jasiten
3T4mid voidaan todistaa derivoimalla ensin kumpi tahansa — kaava 29 tai kaava 30 —
ominaisajan suhteen. Saatuun derivaattafunktioon voidaan kayttdd vapaan hiukkasen

litkeyhtaloa dd—,(mu” ) =0, jolloin lopputulokseksi saadaan nolla.
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kaava 33

joka on sama kuin

dx
(nuv + Khw) d1 =1

kaava 34

Niin ollen saamme uuden maddritelmén gravitaatiokentdssd kulkevan hiukkasen ominais-
aikaviliksi

dt® =n,, + K, (x)|dx"dx*
kaava 35
joka eroaa Jaakeasta Minkowskin metriikalla 77,, varustetun avaruusajan ominaisaikavélistd
di®=n,,dx"dx"
kaava 36

termin x#,(x) osalta. Uusi termi esittdd poikkeamia laakeaan avaruuteen, jota Minkowskin
metriikka 77, kuvaa.

Massa siis muuttaa avaruusaikaa kaareuttaen sen geometriaa. Nyt massahiukkasten kaartuva
ratakdyrd muiden massojen ldheisyydessd voidaan selittiid vapaalla pudotuksella pitkin
suorimpia mahdollisia ratoja — geodeeseja — kaarevassa geometriassa.

C.3.1 Metrinen tensori g, (x)

Mairitellddn nyt yleinen metrinen tensori eli metriikka

g,uv(x) = nyv + Kh,uv(x)

kaava 37
joka kuvaa kaarevan avaruusajan geometriaa. Viivaelementti tdssd avaruudessa on muotoa.
ds’ = g, (x)dx"dx"
kaava 38

Esimerkiksi staattisen, pallosymmetrisen massakappaleen ympiristdssd metriikka g, (x) saa ns.
Schwarzschildin ratkaisun* muodon

2GM i
1- 0 0 0
r
[Schwarzschild) 0 1 0 0
chwarzschi - s s
guv - 1- 2GM/r
0 0 ~r? 0
0 0 0 -r’sin’6@
kaava 39
2GM
Tilloin infinitesimaalinen siirtyma dx pitkin x-akselia omaa pituuden /1 ————dx, joka
r

selvisti ldhestyy dx :td, kun r — o, Schwarzschildin geometria on siis asymptoottisesti laakea.
Lihelld massakappaletta avaruusajan geometrian kaareutuminen kuitenkin aiheuttaa infinitesi-
maaliseen siirtymaén liittyvan pituuden lyhenemisen. Schwarzschildin ratkaisu kuvaa hyvin
esimerkiksi Auringon tai mustan aukon luomaa avaruusajan geometriaa.

4Ks. esim. D’Inverno; luku 14.5. tai Ohanian & Ruffini; luku 7.4.
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Viivaelementti (kaava 38) voi edustaa my6s laakean avaruuden viivaelementtiz
kaarevissa koordinaateissa. Mikali avaruusaika on todellakin laakea, voidaan metriikalla g, (x)
varustettu viivaelementti muuntaa Minkowskin metriikalla varustetuksi (kaava 36) sopivalla
koordinaattimuunnoksella. Jos taas avaruusaika on aidosti kaareutunut, ei tillaista muunnosta
ole.

Esiteltyd metriikkan muotoa g,(x) (kaava 37) kiytettiessdé on muistettava heikon
gravitaatiokentdn vaatimus. Tdmi vaatimus juontaa juurensa tavastamme johtaa geometrinen
teoria gravitaatiolle. Olemme koko ajan kadyttidneet hyviksi oletusta heikosta gravitaatiokentésti
johtaessamme teorian yhtdloitd. Ndin ollen voimme kayttdd metriikan jakamista laakeaan
Minkowskin metriikkkaan ja geometrian fluktuaatioihin &%, (x) ainoastaan heikon
gravitaatiokentédn yhteydessd. Tarkastellaan seuraavaksi hieman kaarevan geometrian kisitetti
sekd kaarevuuden havaitsemisen ongelmaa.

C.3.2 Sisainen kaarevuus

Sisdinen kaarevuus ilmaisee sitd avaruuden geometrista rakennetta, jota voidaan
havainnoida liikuttaessa tarkasteltavan avaruuden sisdpuolella. Ndin esimerkiksi kaksiulotteinen
olio pallopinnalla kykenee havaitsemaan pallopinnan sisdisen kaarevuuden.

Avaruuden sisdinen kaarevuus voidaan havaita kahdella eri tavalla. Ensimmiinen on
tarkkailla yhdensuuntaisten viivaelementtien tai vektorien kdyttdytymistd avaruudessa. Vektorin
yhdensuuntaissiirto suljetun polun ympiri tuo esille alueen kaarevuuden (Kuva 1), silld
kaarevan avaruuden ympari yhdensuuntaissiirretty vektori eroaa alkuperdisestd vektorista
lahtopisteessd. Sama siirto yli laakean avaruuden tuo lahtdpisteeseen saman vektorin. Téllainen
tapa ldhestyd kaarevuutta kiyttda hyvikseen avaruuden affiinia rakennetta. Affiinius ilmaisee
eri pisteiden kytkentdd antaen siten tietoa yhdensuuntaisuudesta avaruuden eri pisteissa.

Toinen tapa tarkastella kaarevuutta on avaruuteen liitetyn metriikan tutkiminen. Tdssd
lahestymistavassa vertaillaan eri suuntaisia pituuksia mahdollisesti kaarevassa avaruudessa.
Kaksiulotteinen esimerkki saadaan pallopinnalta, jolle piirretddn r sdteinen ympyrd. Mikili
ympyran kehdn pituus eroaa laakean avaruuden ympyrin kehédn pituudesta 277, on kyseinen
avaruus kaareutunut (Kuva 2).

Kuva 1. Yhdensuuntaissiirrettdessd vektoria Kuva 2. Pallopinnalle piirretyn ympyrédn kehéan
jonkin pallopinnan  alueen  ympéri on pituus on lyhyempi kuin 2rr, missd r on sade
l&htdpisteeseenséd palaava vektori erisuuntainen ympyran keskipisteestd kehalle. Laakealla pinnalla
alkuperdisen  vektorin  kanssa.  Téllainen ympyrdn kehdn pituus on aina tasan 2xr. Tallainen
kaarevuuden tutkiminen liittyy avaruuden affiiniin  kaarevuuden tutkiminen liittyy avaruuden metrisen
rakenteen tarkasteluun. rakenteen tarkasteluun.

Kaarevan avaruuden levittiminen laakeaan avaruuteen tuottaa tietyn vajavuuden
syntymisen operaation seurauksena. Kaksiulotteinen esimerkki on pallon puolikkaan
levittiminen tasoon, jolloin syntyy ns. vajavuuskulma € Tamd vajavuuskulma on suoraan
verrannollinen levitettdvan avaruuden kaarevuuteen (Kuva 3). Vastaavia alueita syntyy
levitettiessd planeetan pallokartta tasoon. Mikili téllaisia ‘valkoisia’ alueita ei kartalla ole, on
kartan mittasuhteita muutettu. Vajavuuskulmia kisitellddn tarkemmin myohemmaissd, Reggen
laskentaa kisittelevissé luvussa.
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fasoon

Kuva 3. Levitettdesséa kaksiulotteinen pallokalotti laakeaan
kaksiulotteiseen avaruuteen aukeaa pinta ns.
vajavuuskulman & verran. Vajavuuskulman suuruus on
suoraan verrannollinen kaarevuuteen.

C.3.3 Ulkoinen kaarevuus

Ulkoinen kaarevuus ilmaisee tapaa jolla pinta kaartuu pinnan ulkopuolisiin
dimensioihin. Kaksiulotteinen sylinteripinta sisdltdd ulkoista kaarevuutta, kuten voidaan
helposti havaita tarkasteltaessa sylinterid kolmessa ulottuvuudessa. Sisdinen kaarevuus
sylinterilld on kuitenkin nolla, mikd saadaan selville suorittamalla kumpi tahansa sisdistd
kaarevuutta ilmaiseva testi sylinteripinnalla. Emme kuitenkaan voi havaita neliulotteisen
maailmankaikkeuden ulkoista kaarevuutta johtuen kyvyttomyydestimme siirtyd korkeampaan
ulottuvuuteen kaikkeuden tarkastelua varten. Avaruusajan sisdisen kaarevuuden tutkiminen sen
sijaan kdy pdinsd, kuten ylld havaittiin.

C.4 Johtopaitokset

Gravitaation kenttdyhtdlot voidaan lineaarisen approksimaation tapauksessa johtaa
kayttamalld hyviksi analogiaa sihkomagneettisen vuorovaikutuksen kanssa. Téssd approksi-
maatiossa oletamme gravitaatiokentén ldhteend toimivan yksinomaan materian energia-liike-
madra-jannitystensorin jéttden huomiotta gravitaatiokentén vuorovaikutuksen itsensd kanssa.

Alkaessamme hakea liikeyhtdloitd, olemme kuitenkin pakotettuja ottamaan huomioon
niin gravitaatiokentén vuorovaikutuksen materiaan kuin gravitaatioenergian toimimisen gravi-
taation ldhteendkin. Tilloin gravitaation energia-liikemééré-jdnnitystensori saadaan 7":n —
materiaan liittyvd energia, liikemddrd ja jannitys sekd materian ja gravitaatiokentidn
vuorovaikutukseen liittyvé energia, liikemdérd ja jdnnitys — ja #“:n — puhtaan gravitaatio-
kentdn energia, liikemédrd ja jannitys — summan muodossa (kaava 1). Liahteen muodon-
muutosta seurasivat vadjaamattd epilineaariset termit teorian yhtiloihin.

Johdetusta liikeyhtilostd Lagrangen mekaniikan piirteitd hyvidksi kdyttden saatiin uusi
madritelma metriikalle, joka poikkeaa laakean avaruusajan Minkowskin metriikasta. Uusi
metriikka antaa geometrisen tulkinnan gravitaatiolle, jossa laakea avaruusaika fluktuoi
kaareuttaen avaruutta massakappaleiden ldheisyydessd. Sekd kenttd- ettd liikeyhtdldiden
johtamisessa apuna kaytetty oletus heikosta gravitaatiokentistd pakottaa metriikan hajotelman
g,(x) = 1m,, + Kkh,(x) kiyton ainoastaan heikon gravitaatiokentén tapauksiin. Huolimatta téstd
rajoituksesta olemme lapikdyneet merkittdvin harppauksen laakeasta avaruusajasta gravitaation
geometriseen rakenteeseen.
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C.5 Lahteet
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D. Reggen laskenta

eggen laskennalla voidaan rakentaa kaarevia avaruuksia laakeista osista. Néin ollen

Reggen laskenta tarjoaa oivan apuvilineen avaruusajan approksimointiin yleisessd

suhteellisuusteoriassa. Toisaalta taas Reggen laskennan avaruusajan paloittelu voi tarjota
mallin avaruusajan lyhyiden etdisyyksien oikeasta rakenteesta — avaruusaikavaahdosta.
Reggen laskennan loi italialainen fyysikko Tullio Regge vuonna 1961. Tuolloisessa
julkaisussaan “General relativity without coordinates” hén esitti késitteen suurimmaksi osaksi
laakeasta avaruudesta, jonka kaarevuus sijoittui ainoastaan tietyille rajatuille alueille.
Avaruusajan muotoileminen laakeista osista herétti kiinnostusta, silld sileddn kaarevaan
avaruuteen liittyvit Einsteinin yhtalot eivét suinkaan olleet helppoja ratkaista. Reggen esittima
paloista rakennettu avaruusaika antaa keinon yksinkertaistaa yhtiloiden ratkaisua.

Laakeaan avaruusaikaan on sovellettu sekd diskreettejda mittateorioiden approksi-
maatioita ettd hila-mittateorioita. Nami teoriat eivit kuitenkaan ole luonteeltaan geometrisia.
Tillaiset diskreetit teoriat on médritelty epadynaamisille laakeille hiloille, joilla ei ole yhteyttd
taustalla olevaan avaruusaikamonistoon. Reggen laskenta tuo esiin geometrisen vaihtoehdon
antaen mahdollisuuden gravitaation geometriseen kvantittamiseen. Luomme tdssd luvussa
peruskatsauksen Reggen laskentaan sekéd tapaan rakentaa avaruusaikaa Reggen laskennan
perusosasista. Tarkoituksena on hakea ajatuksia kvanttigravitaatiota késittelevdd lukua varten
eikd suinkaan antaa tarkkaa kuvausta Reggen laskennasta.

D.1_Reggen avaruusajan rakennusosaset

Reggen laskennassa avaruusaikaa ei kuvata siledlld, jatkuvalla monistolla vaan
diskreeteilld ‘rakennuspalikoilla’. Rakennuspalikoiden esittelemisestd etenemme tapaan, jolla
siled avaruusaika muutetaan Reggen laskennan vaatimaan muotoon.

D.1.1 Silean kaarevan pinnan approksimoiminen euklidisilla palasilla
— simplekseilla

Reggen laskennassa simpleksi on laakea euklidinen geometrinen pinta, kuten esimerkiksi
piste, viiva, kolmikulmio, nelitahokas tai muu useampiulotteinen objekti. Néistd simplekseista
voidaan rakentaa simpleksisid avaruuksia alkuperdisen avaruuden rakennetta approksimoiden.
Uusi avaruus rakennetaan liittdmaélld simplekseja kiinni toisiinsa. Kaksiulotteinen esimerkki
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tallaisesta avaruudesta on kolmikulmioista rakennettu pinta (Kuva 1). Vastaavasti
kolmiulotteisen esimerkin simpleksisestd avaruudesta antaa nelitahokkaista luotu avaruus.

Kuva 1. Kaksiulotteisen avaruuden
simpleksinen  approksimaatio.  Etualalla
siled pinta muuttuu taka-alalla kolmi-
kulmioista kootuksi simpleksiseksi pinnaksi.

D.1.2 Simpleksin reuna

Simpleksin reuna on yksittdistd simpleksid ympéroivd reuna. Simpleksisen avaruuden
topologia ei riipu simpleksien reunojen pituudesta ¢; vaan niiden kiinnitystavasta. Niin ollen
esimerkiksi tason topologian omaava kolmioiden verkko saadaan topologialtaan sylinteriksi
muuttamalla simpleksien reunojen kiinnitysti (Kuva 2) eiké reunojen pituutta.

Kuva 2. Kolmioista rakennetun tason topologia saadaan tasotopo-
logiasta sylinteritopologiaksi muuttamalla simpleksien reunojen
kiinnitysta.

D.1.3 Sarana

Sarana on simpleksien muodostamassa n-ulotteisessa avaruudessa sellainen (n-2)-
ulotteinen simpleksi, jonka jokaisella puolella on n-ulotteinen simpleksi. Niin ollen
kaksiulotteisessa tapauksessa sarana on simpleksien ympardimé piste tai verteksi! (Kuva 3).
Kolmiulotteisessa tapauksessa sarana on reuna, ja edelleen neliulotteisessa avaruudessa sarana
on kolmikulmion muotoinen.

Saranan P linkki
Verteksi P

Kuva 4. Saranan linkiksi sanotaan saman saranan
jakavien perussimpleksien reunaa, jonka on oltava
topologisesti ekvivalentti simpleksista avaruutta
dimensioltaan yhtd pienemp&dan  avaruuteen
kuuluvan pallon kanssa. Kuvassa on kaksiulotteisen
simpleksipinnan erdan saranan P linkki.

Kuva 3. Kuvassa simpleksisessa kaksiulottei-
sessa pinnassa saranan madritelman tayttavat 6
ja 7 (saranan 7 takana on myds simpleksi).
Vastaavasti pisteet 1-5 eivat taytd vaatimusta
saranan jokaisella puolella olevista simplekseista.

Mikili tarkasteltava simpleksisen avaruus siséltda kaarevuutta, keskittyy tdma kaarevuus
saranoihin. Kaikki muut simpleksisen avaruuden osat ovat laakeita; reunat mukaan lukien.
Reunojen laakeus voi olla aluksi hdmidvad, mutta voidaan todistaa esimerkiksi vektorin
yhdensuuntaissiirrolla reunan yli, aidosti yhtddn saranaa kiertimittd. Talloin palaava vektori
vastaa tdysin alkuperdistd vektoria.

Verteksi on simpleksin reunalla sijaitseva ‘kulmapiste’.
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D.1.4 Linkki

Saman saranan jakavien simpleksien reunaa sanotaan saranan linkiksi, jonka on oltava
topologisesti ekvivalentti simpleksistd avaruutta dimensioltaan yhtd pienempéidn avaruuteen
kuuluvan pallon kanssa. Niin ollen kaksiulotteisen simpleksipinnan jonkin saranan linkki on
yksiulotteinen saranan ympdri kiertiva polku. Tdamd polku on topologisesti ekvivalentti
ympyrin kanssa (Kuva 4). Edelleen kolmiulotteisessa avaruudessa yksiulotteisen viivasaranan
linkki on saranaa ympir6ivien simpleksien ulkopinnoista muodostuva kaksiulotteinen pinta.
Vastaavasti on tdma pinta topologisesti ekvivalentti pallopinnan kanssa.

D.1.5 Vajavuuskulma

Vajavuuskulma syntyy simpleksisen avaruuden saranan kohdalle, kun simplekseistd
rakennettu kaareva avaruus levitetddn kokonaan auki samanulotteiseen laakeaan avaruuteen.
Niin kdy esimerkiksi kolmioista rakennetulle kartiopinnan approksimaatiolle (Kuva 5), missi
vajavuuskulman suuruus on 2m miinus saranassa tapaavien simpleksien keskuskulma.
Vajavuuskulma on sitd suurempi mitd kaarevampi levitettivd avaruus on. Niin ollen
teraviahuippuinen kartio tuottaa suuremman vajavuuskulman kuin matala kartio. Vajavuuskulma
voi kaarevuuden luonteesta riippuen olla positiivinen (positiivisesti kaareutunut avaruus),
negatiivinen (negatiivisesti kaareutunut avaruus) tai nolla (laakea euklidinen avaruus).
Kaarevuutta simpleksisesséd avaruudessa késitellddn enemmén myohemmassé luvussa D.2.

\_ Vajavuuskulma ¢ Vajavuuskulma €

Kuva 5. Kaksiulotteinen esimerkki vajavuuskulman synnysta. Samat pisteet
Vajavuuskulma syntyy kaksiulotteisen kaarevan simpleksisen

kartion huippupisteeseen kartiota tasoon levitettassa. (Ylla)

Kuva 6. Kolmiulotteinen kaareva simpleksinen kartio
kolmiulotteiseen laakeaan avaruuteen levitettynd. Levityksen
ansiosta mahdollinen kaarevuus nédkyy vajavuuskulmana e.
(Oikealla) i

D.1.6 Perusosasten rakenne

Kaksiulotteista geometriaa yleistdien saadaan useampiulotteisia kaarevia avaruuksia
(monistoja) rakennettua laakeista simplekseisti. Kuva 7 valaisee useampiulotteisten
simpleksisten avaruuksien rakennusosasia sekd antaa niihin liittyvdt saranat. Kolmiulotteisessa
tapauksessa nelitahokkaat tapaavat viivasaranassa (Kuva 7 keskelld), joka mahdollisen
kaarevuuden mukanaollessa aukeaa levitettdessd laakeaan kolmeen ulottuvuuteen (Kuva 6).
Neliulotteinen tapaus on vaikea kuvata tarkasti, joten tyydymme ainoastaan kuvaamaan
tapauksen luonnetta (Kuva 7 vasen alareuna). Nyt ABC12 muodostavat yhden simpleksin;
ABC23 muodostavat seuraavan; ja niin edelleen. Kahden edelldkuvatun simpleksin véliseni
reunana toimii laakea nelitahokas ABC2 ja siitd seuraavana reunana kierrettdessd oikealle
toimii laakea nelitahokas ABC3. Niiden reunojen viliin jda (vrt kaksiulotteinen tapaus)
hyperdihedraalikulma o, jonka suuruuden médradvit tdysin reunojen viliin jddvéan simpleksin
ABC23 reunojen pituudet. Mikdli neliulotteinen avaruus on kaareutunut eivat kaikki
simpleksirykelmén saranaan ABC liittyvit hyperdihedraalikulmat o; summaudu 2m:ksi. Téll6in
levitettdessd kyseinen simpleksirykelmd laakeaan neliulotteiseen avaruuteen aukeaa rykelmin
saranan ABC kohdalle vajavuuskulma €.
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Kuva 7. Simpleksisten avaruuksien rakennusosasia saranoineen. Kaksiulotteisessa
tapauksessa perussimpleksind toimii kolmikulmio, joista koko avaruus voidaan rakentaa.
Kolmikulmioiden keskelle muodostuu O-ulotteinen piste eli sarana. Kolmiulotteisessa
tapauksessa perussimpleksind toimii nelitahokas, jotka kuvan tapaan luovat viivasaranan
keskindiseen liittymiskohtaansa. Neliulotteisessa tapauksessa perussimpleksi muodostuu
esimerkiksi verteksien ABC12 vdlille piirrettdvien reunojen sisdlle jaavasta laakeasta
avaruudesta. Neliulotteisessa tapauksessa kaarevuus keskittyy kolmikulmion muotoisille
saranoille.

(Wheeler, Thorne, Misner: Gravitation)

D.2 Kaarevuus

Approksimoidessamme siledd kaarevaa avaruutta laakeilla simplekseilldi ajamme
kyseisen tilan kaarevuuden pois yksittédisten simpleksien sisdltd; jokainen simpleksi itsessdédn on
laakea ja euklidinen. Simpleksin sisuksen lisdksi laakeus ulottuu my6s simpleksin reunaan.
Tamad selvidd vektorin yhdensuuntaissiirrolla reunojen yli. Jos vektoria yhdensuuntaissiirretdian
yli simpleksien reunojen aidosti yhtddn saranaa kiertdmittd on vektori ldhtopisteeseensd
tuotaessa samansuuntainen kuin ldhtiessdankin. Ainoastaan yhdensuuntaissiirrettdessa vektoria
jonkin saranan ympéri kokee vektori muutoksen suunnassaan. Saranan kiertanyt vektori poik-
keaa lahtosuunnastaan kyseisen saranan vajavuuskulman € verran.

Mikdli ndin kierretddn useampi sarana kaksiulotteisessa simpleksisessd avaruudessa
saadaan vektorin suuntakulman muutokseksi kaikkien kierrettyjen saranoiden vajavuuskulmien

summa
&=y 2

alue

kaava 1

Tama vektorin yhdensuuntaissiirto saranan ympéri voidaan ilmaista operaationa
v/ =Rv

kaava 2

missd muunnosoperaattori R on
1)
R=(e"),
kaava 3

ja edelleen matriisi Uy on
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0 1

U, =
-1 0

kaava 4

Kolmessa ulottuvuudessa saranana toimii yksiulotteinen reuna (pituus £), jolloin tietylld
alueella olevien saranoiden osuus alueen kaarevuuteen on2

=Y Le,

alue
kaava 5

Yhdensuuntaissiirrettdessd vektoria tillaisen saranan ympéri muuntuu kyseinen vektori kuten
kaksiulotteisessakin tapauksessa. Nyt tosin muunnosta generoiva matriisi on

1 "
Uy = 7£k1ml

kaava 6

missd / on saranan pituus, [” kyseinen sarana, ja €gn, on Levi-Civita symboli kolmessa ulottu-
vuudessa.

Neljdssd ulottuvuudessa saranana toimii kaksiulotteinen kolmikulmio (ala A), jolloin
tietyll alueella olevien saranoiden osuus alueen kaarevuuteen on3

£=) Ag,

alue
kaava 7

Yhdensuuntaissiirrettdesséd vektoria tillaisen saranana toimivan kolmikulmion ympéari muuntuu
kyseinen vektori kuten aiemminkin. Nyt tosin muunnosta generoiva matriisi on

1
(ab) _ o
U/zv = agyvpalflb

kaava 8

missd A on saranan (ab) pinta-ala, I, , [, ovat saranana toimivan kolmikulmion (ab) virittavit
reunat ja g, on Levi-Civita symboli neljdssid ulottuvuudessa.

Vapaat hiukkaset seuraavat suoria viivoja simpleksien sisdlld johtuen simpleksien
laakeasta geometriasta. Massakappaleiden lahelld hiukkasten radat kaartuvat johtuen
simpleksien  kiinnittymisestd toisiinsa. Niin esimerkiksi Schwarzschildin® ratkaisun
simpleksisessd approksimaatiossa hiukkaset seuraavat polygonaalisia approksimaatioita
ympyriradoille’.

Ndin ollen Reggen laskenta approksimoi siledsti kaareutunutta n-ulotteista avaruutta
(monistoa) n-ulotteisten simpleksien avulla. Tissd simpleksisessd n-ulotteisessa avaruudessa
kaarevuus on sijoittunut (n-2)-ulotteisille saranoille. Kaksiulotteisessa tapauksessa sarana on
piste, kolmiulotteisessa tapauksessa viiva ja edelleen neliulotteisessa avaruusajassa tamd
sarana on kolmikulmion muotoinen.

D.3 Reggen kehikon rakenne

Reggen simpleksisen avaruuden geometrian madrddvit tdysin simpleksien reunojen
pituudet. Edelleen avaruuden rakenteeseen liittyvdt simpleksien viliset kiinnitykset, jotka

ZMisner, Thorne, Wheeler: Gravitation.

3Misner, Thorne, Wheeler: Gravitation.

4Avaruusajan geometrian ratkaisu staattiselle, pallosymmetriselle massakappaleelle, joka
approksimoi hyvin esimerkiksi Aurinkoa.

SWilliams & Ellis; 1980.
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madraavit avaruuden topologisen luonteen. Niin ollen siis reunojen kiinnittyminen toisiinsa
kertoo mistd padstddn mihin, kun taas reunojen pituudet antavat tietoa reitin kaarevuudesta.

Tietyn tilan tayttaminen simplekseilld eli siis kyseisen avaruuden simpleksifiointi vaatii
kulloisenkin ongelman luonteen kisittamistd. Symmetriat ovat selvd merkki tietyntyyppisen
simpleksifioinnin hyddyllisyydestd, kuten my0s mahdollinen kaarevuus. Edelleen on
kiinnitettdivd huomiota kiytettdvien simpleksien muotoon, silld ei ole jarked rakentaa
kaksiulotteista avaruutta pitkistd kolmioneuloista tai kolmiulotteista avaruutta littanoista neli-
tahokkaista. Eri ulottuvuuksien on oltava toisiinsa ndhden verrannollisia, jolloin esimerkiksi
tiettyd siirtymaé aika-akselilla voidaan verrata johonkin tila-akselin siirtyméén.

D.3.1 Yhdesta kahteen ulottuvuuteen

Vaikka avaruusajan ulottuvuus onkin neljd, on usein hyodyllistd yksinkertaistaa
tarkastelua vihentdmailld ‘testiavaruuden’ ulottuvuuksia. Reggen kehikon luominen voidaan
aloittaa yksiulotteisesta mallista laajentamalla tarvittaessa useampiin ulottuvuuksiin.

Yksiulotteisessa mallissa otamme halutun méirin hilapisteitd, jotka sitten yhdistimme
yksiulotteisilla perussimplekseilld — viivoilla. Selkeédsti emme voi yksiulotteisessa tapauksessa
puhua sisidisestd kaarevuudesta®; emmekd saranoista, joiden ulottuvuudeksi tulisi saranan
madritelmén mukaan mieleton -1. Yksiulotteisen mallin tarkoituksenmukaisuutta ei kuitenkaan
pidd viheksyd. Malli tarjoaa helpon tavan ldhestyd simpleksisen avaruuden kvantittamisen
ongelmaa, ja edelleen maailmankaikkeutemme voi hyvinkin kvanttimekaanisessa mittakaavassa
olla yksiulotteinen (ks. gravitaation kvantittamista kasitteleva luku).

b
Vaan néin.
a
U
a

Kuva 8. Mikali kaksiulotteinen Reggen kehikko ra- Kuva 9. Reggen  kehikon laajentaminen
kennetaan suorakaiteista ei kehikon rakenne ole Yksiulotteisesta  janamallista  kaksiulotteiseen
taysin maaratty pelkdstidan reunojen pituuksien tasoon. Rakenteen kiinteyden vuoksi kaksiulotteisen
avulla. Ylla molempien suorakaiteiden reunanpi- Simpleksisen avaruuden perussimpleksiksi
tuudet ovat yhta pitkia vaikka rakenne onkin eri- joudutaan  ottamaan  kolmikulmio  ylempien
lainen. Sama madrittelemisen  epéatarkkuus  Polygonien sijaan (ks. esimerkki suorakaiteesta
sisaltyy myés ylempiin polygoneihin. vasemmalla).

Laajennettacssa rakennetta yksiulotteisesta kaksiulotteiseen on huomattava kehikon
perussimpleksien muodon vaikutus kehikon rakenteen kiinteyteen. Mikili kaksiulotteisessa
mallissa kéytetddn perussimplekseind suorakaiteita, on seurauksena rakenteen médrittelyn
epatarkkuus. Suorakaiteiden tapauksessa perussimpleksi voi taipua samojen reunan pituuksien
alaisena (Kuva 8). Toisaalta voisimme madritelld simpleksisen avaruuden rakenteen antamalla
my0Os reunojen vilisten kulmien suuruuden, mutta tdlloin menettdisimme Reggen laskennan
yksinkertaisuuden. Reggen laskennan perusidean mukaisesti simpleksisen avaruuden rakenteen
madrittelemiseksi riittdvédt vain ja ainoastaan simpleksien reunojen pituudet. Suorakaiteiden
tapauksessa joutuisimme etsiméan jatkumoteorian kenttayhtiloiden diskreettien vastikkeiden —
Reggen yhtiloiden” — lisdksi uudet yhtilt maarittiméasn suorakaiteiden muodon kiinnittavia
kulmia.

6Ks. lineaarista approksimaatiota kisittelevan luvun loppuosa.
7Mikili kaksiulotteinen Reggen kehikko todellakin rakennettaisiin suunnikkaista, eivit kentti-
yhtdl6ind toimivat Reggen yhtélotkdédn pysyisi samoina.
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Kasvattamalla polygonisimpleksin astetta esimerkiksi viisikulmioon tai ylempiin poly-
goneihin, syntyy suunnikasta vastaava ongelma simpleksin rakenteen kiinteydessa.
Kolmikulmion tapauksessa vastaavaa ongelmaa ei esiinny. Kolmikulmion rakenne saadaan
madritettyd kiintedsti pelkistddn kolmella reunan pituudella. Pysydksemme alkuperdisessd
suunnitelmassa Reggen kehikon dynaamisten muuttujien mddrdn suhteen otamme
kaksiulotteisen Reggen kehikon perusrakenteeksi kolmikulmion.

D.3.2 Kahdesta kolmeen ulottuvuuteen

Suuri osa gravitaatioon liittyvistd ongelmista koskettaa likiméddriisesti pallomaisia
kappaleita, kuten tdhtid ja mustia aukkoja. Tdmén vuoksi yleistyksend kahdesta ulottuvuudesta
kolmeen tarkastelemme pallomaisen topologian omaavaa kolmiulotteisesta avaruutta. Siledn
pallomaisen avaruuden jakaminen laakeisiin simplekseihin voidaan suorittaa laatikko- tai
pallomallilla, joista ensin perehdymme laatikkomalliin.

D.3.2.1 Laatikkomalli

Aloitamme jakamalla kolmiulotteisen pallon viiteen identtiseen nelitahokkaaseen ja
edelleen jakamalla ndmé nelitahokkaat pienempiin simpleksisiin osiin. Valitsemme nyt yhden
néistd nelitahokkaista sekd nimedmme yhden tdman nelitahokkaan vertekseistd huipuksi ja sen
vastakkaisen pinnan pohjaksi. Seuraavaksi jaamme pohjan kolmikulmioihin saadaksemme
simpleksisen kaksiulotteisen pinnan (Kuva 10). Tdmén jdlkeen jaamme koko nelitahokkaan
tallaisiin simpleksisiin pintoihin tasaisin vilein pohjasta huippuun. Nyt tdytimme pintojen
viliin jddvan kolmiulotteisen avaruuden nelitahokkaista muodostuvilla simplekseilld (Kuva 11).
Taméd kaikki toistetaan jokaiselle pallon viidestd nelitahokkaasta, jonka jédlkeen ongelmaksi
jaakin sovittaa simpleksiset nelitahokkaat yhteen. Mikéli pallomaisen avaruuden nelitahok-

kaiden miiri on 5, 16 tai 600, ei yhteensovituksessa synny ongelmaa8.

Kuva 10. Pallomaisen kolmiulotteisen pinnan simpleksifioinnissa
laatikkomallilla jaetaan palloavaruus viiteen nelitahokkaaseen. Valitaan
néistd nelitahokkaista yksi, ja edelleen yksi tdméan nelitahokkaan
vertekseistd huipuksi. Jaetaan seuraavaksi vastakkainen pinta (pohja)
simpleksisiin  kolmioihin.  Kyseisen simpleksisen pinnan pé&élle
rakennetaan toinen samanlainen hieman pienempi pinta ja niin edelleen
tasaisin vélimatkoin toistaen kunnes saavutaan kyseisen nelitahokkaan
huipulle (kuvan jaossa vélimatka on vain viitteellinen). Taman jéalkeen
naiden simpleksisten pintojen valiin jadva kolmiulotteinen avaruus
taytetddn nelitahokkailla (Kuva 11 alla). Sama toistetaan kaikille viidelle
pallon nelitahokkaalle.

8N#mai nelitahokkaat voidaan muodostaa 5, 8 ja 120 verteksin avulla. Coxeter (1963).
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Simpleksiseltd
tasolta supfaan

on kuusi K¢

letta.

Kolmioista

Kuva 11. Reggen kehikko kolmiulotteisessa laakeassa avaruudessa
saadaan jakamalla avaruus kolmiokulmioista rakennettuihin
simpleksisiin tasoihin. Nailld tasoilla olevien kolmikulmioiden
kulmapisteista (vertekseistd) vedetdén viivat alemman ja ylemméan
tason vastaavaan kulmapisteeseen. Taman jédlkeen tasojen valiin
asetetaan ‘apupisteitd’ puoleenvdliin avaruuden jakavia tasoja siten,
ettd ne asettuvat yla- ja alapuolellaan olevien kolmikulmioiden
keskelle. Nyt yhdistetddn ‘apupisteet’ saman tason ‘apupisteisiin’
seka lahimpien kolmikulmioiden kulmapisteisiin yla- ja alapuolisilla
tasoilla.

Kuva 12. Buck-
minsterin-Fullerin
geodeesikupoli.

D.3.2.2 Pallomalli

Aloitamme pallon simpleksifioinnin jakamalla sen sisdkkéisiin
pallopintoihin, jotka edelleen on jaettu kolmikulmioihin ns. Buckminsterin-
Fullerin geodeesikupolin tavoin (Kuva 12). Jaossa on muistettava
kolmikulmioiden maiérdn rajoitukset yhtd verteksia kohden johtuen
pallotopologian vaatimuksesta. Laakea kaksiulotteinen taso voidaan koota
kolmiosimplekseistd siten, ettd tavallisen verteksin ympdrille sijoitetaan
kuusi kolmikulmiota. Mikili tillaisesta tasosta halutaan muodostaa
pallopinta on mukaan sisillytettdvéd ainakin kaksitoista kappaletta viiden
kolmikulmion ympirdimid vertekseja®. Tami voidaan nihdd Eulerin!©
relaatiosta simpleksiselle pallopinnalle, joka liittdd yhteen kolmikulmioiden
lukumiérdn K, kolmikulmioiden reunojen lukumiidrdan R ja verteksien
lukuméérin V seuraavasti

K-R+V =2

kaava 9

jota kéyttden voimme laskea viiden kolmikulmion verteksien madrdn kupolissa alla olevan
taulukon mukaisesti. Sisdkkiisten geodeesikupoleiden viliin jddvdn tilan tdytimme edelld
kuvatulla tavalla (Kuva 11).

9Ks. esim. Rocek & Williams: Introduction to Quantum Regge Calculus; tai Misner, Thorne,
Wheeler: Gravitation.
10 Misner, Thorne, Wheeler: Gravitation, luku 42.6.
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5 kolmikulmion vertekseja n

6 kolmikulmion vertekseja V-n

kolmikulmiota K = (V-n)(6/3) + n(5/3)
kolmikulmioiden reunoja R = (V-n)(6/2) + n(5/2)
verteksii V =(V-n)(6/6) + n
Eulerin relaatiosta 2=K-R+V=n/
saadaan siis | n=12 |

Taulukko 1. Buckminsterin-Fullerin geodeesikupoli siséltdd véhintédan
12 kappaletta viiden kolmikulmion vertekseja loppujen kuuden
kolmikulmion verteksien seassa. Mikéli néin ei ole, ei kupolin topologia
sulkeudu pallopinnaksi. Pallopinnalla olevien reunojen, kolmikulmioiden
ja verteksien lukumadran kiinnittda yhteen Eulerin relaatio (kaava 9).

D.3.3 Kolmesta neljdan ulottuvuuteen

Yleistys kolmesta ulottuvuudesta neljddn sisdltda luonnollisesti yliméddrdisten verteksien
liittdmistd kolmiulotteisen geometrian ulkopuolelle. Té@mid suoritetaan ottamalla identtiset
kolmigeometriat ja yhdistamaélld edelleen vastaavat pisteet geometrioiden vélilld. Noin puoleen
viliin kolmigeometrioita asetetaan kolmigeometrioiden vertekseille duaaliset verteksit. Nama
verteksit yhdistetddn saman geometrian ldhimpiin pisteisiin sekd yld- ja alapuolisen
kolmigeometrian lahimpiin pisteisiin.

D.4 Reunan pituuksista geometriaan

Vaikkakin simpleksien reunojen pituuksilla ei ole mitdén vaikutusta kyseisen avaruuden
topologiaan, madrddviat namd pituudet vierekkdisten verteksien etdisyyden ollen siten
analogiana jatkumoteorian metriikoille. Tdmd voidaan ymmirtdd helposti ajattelemalla
kaksiulotteista simpleksistd tasoa (Kuva 13). Mikidli pidenniamme ja lyhenndmme juuri
sopivasti simpleksien reunoja, siirtyy simpleksirykelmén sarana (Kuva 13 keskelld). Jos taas
pidimme kyseisen saranan linkin pituuden vakiona ja kasvatamme muita reunan pituuksia
kaareutuu simpleksinen avaruutemme (Kuva 13 oikealla).

paaltd

sivulta

Kuva 13. Muuttamalla simpleksien reunojen
pituuksia muuttuu kyseisen simpleksisen avaruuden
geometria mutta ei topologia. On huomattava, etta
simpleksinen avaruus voidaan pitdd laakeana
reunojen pituuksia sopivasti muutettaessa (keskelld).
Talléin  verteksi ainoastaan siityy laakeassa
avaruudessa. Kuitenkin pidettdesséd simpleksien
kulmat vakioina aiheuttaa reunojen pituuksien
muuttaminen  vakisin  simpleksisen  avaruuden
kaareutumisen (oikealla).

D.4.1 Metriikka ja reunanpituudet

Neliulotteisen simpleksisen avaruusajan geometria ja siten myds kaarevuus saadaan
suoraan Reggen kehikon reunojen pituuksista, jotka teorian dynaamisina muuttujina vastaavat
jatkumoteorian metriikkaa. Vastaavuudessa syntyy kuitenkin eroavaisuuksia metriikan
riippumattomien komponenttien ja reunan pituuksien maérin suhteen tarkasteltavan avaruuden
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pistettd kohden. Tdmad nahdiddn helposti rakentamalla Reggen kehikko alla olevan kuvan (Kuva
14) esittdmilld tavalla Kuvan 2-ulotteista neliotd ‘kopioidaan’ kahteen suuntaan, jolloin
saadaan kaksiulotteinen simpleksinen avaruus. Tdmin avaruuden perussimpleksinid on alla
olevan kuvan oikean puoleinen kolmikulmio. Vastaavasti kolmiulotteinen simpleksinen avaruus
saadaan kopioimalla kuvan kuutiota kolmeen suuntaan. Kolmiulotteisen simpleksisen
avaruuden perusosaseksi syntyy néin tuttu nelitahokas.

Hilavektori 'f"l([jltlggemen N-(perus)simpleksi

1. 3.

2-ulotteinen

3-ulotteinen

Kuva 14. Jatkumoteoriassa metriikka liittdd jokaiseen avaruuden
pisteeseen tietyn maaran toisistaan riippumattomia reaalilukuja, jotka
antavat tietoa avaruuden geometriasta kyseisen pisteen
laheisyydessd. Simpleksien reunojen pituudet antavat vastaavasti
tietoa simpleksisen avaruuden geometriasta. Yl on kuvattu kaksi- ja
kolmiulotteinen esimerkki yhteen pisteeseen liittyvistd reunan
pituuksista sekd ndin muodostuvista perussimplekseistd. Kahdessa
ulottuvuudessa yhteen pisteeseen liittyy kolme, kolmessa
ulottuvuudessa seitsemén ja neljéssé ulottuvuudessa viisitoista linkin
pituutta.

Y1ld kuvatun simpleksisen hilan yleistys neljddn ulottuvuuteen on hieman hankalampi piirt,
joten turvaudumme binddriesitykseen hilapisteistd. Téssé esityksessd O sijaitsee origossa ja I
kyseisen akselin suunnassa etdisyydelld yksi. Nyt neliulotteinen Reggen kehikko muodostetaan
kopioimalla saatua neliulotteista hyperkuutiota neljdén suuntaan. Alla olevassa taulukossa
(Taulukko 2) on asian selkeyttdmiseksi annettu myos kaksi- ja kolmiulotteiset hilapisteet.

Ulottuvuus  Ulkosyrjiit Siva- Kulma- Hyperkulma-
diagonaalit diagonaalit diagonaalit
2 1(0,1) 3(L1)
2 (1,0)
3 1 (0,0,1) 3 (0,1,1) 7 (1,1,1)
2 (0,1,0) 5 (1,0,1)
3 (1,0,0) 6 (1,1,0)
4 1 (0,0,0,1) 3 (0,0,1,1) 7 (0,1,1,1) 15 (1,1,1,1)
2 (0,0,1,0) 5 (0,1,0,1) 11 (1,0,1,1)
4 (0,1,0,0) 6 (0,1,1,0) 13 (1,1,0,1)
8 (1,0,0,0) 9 (1,0,0,1) 14 (1,1,1,0)
10 (1,0,1,0)
12 (1,1,0,0)

Taulukko 2. Reggen hilan muodostavat vektorit kahdessa, kolmessa ja neljassé ulottuvuudessa (vertaa
Kuva 14).

Kaksiulotteisessa tapauksessa metriikalla on kolme riippumatonta komponenttia, kuten
myos kaksiulotteisen simpleksisen avaruuden jokaisella pisteelld (Kuva 14). Kuitenkin jo
kolmessa ulottuvuudessa syntyy ero metriikan ja reunan pituuksien miirdn vilille. Kolmessa
ulottuvuudessa simpleksisen avaruuden jokaiseen pisteeseen liitetddn seitsemén reunan pituutta.
Kolmiulotteisessa Reggen kehikossa havaitaan siis avaruuden pistettd kohden yksi ylimdédrdinen
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riippumaton muuttuja verrattuna kolmiulotteisen jatkumoteorian metriikan riippumattomiin
komponentteihin.

Nelitulotteisen Reggen simpleksisen avaruuden perusosasella hyperkuutiolla on
kuusitoista verteksid ja siten viisitoista reunan pituutta. Néin ollen yhden Reggen avaruuden
simpleksin madrittimiseen kédytdimme viisitoista reaalilukua, jotka jatkumoteoriassa siis
vastaavat metriikkaa. Nyt kuitenkin jatkumoteorian metriitkka neljdssd ulottuvuudessa on
symmetrinen tensori omaten siten vain kymmenen komponenttia yksittdistd avaruusajan pistetté
kohden. Williams ja Rocek (1981) havaitsivat vaikutuksen olevan riippumaton yhdesta
hyperkuutioon liittyvdstd reunan pituudesta teorian lineaarisella tasolla. Tdma riippumattomuus
edelleen aiheutti neljan muun yliméérdisen komponentin katoamisen. Tulkinta ndille viidelle
yliméérdiselle komponentille on hyperkuution sisdisen kaarevuuden kuvaaminen vastakohtana
simpleksien vilisen kaarevuuden luonnehtimiseen. Niiden komponenttien katoaminen olisi
siten ollut odotettavissa, ottaen huomioon simpleksien laakeuden Reggen laskennassa. Jiljelld
olevista kymmenestd komponentista neljd on jatkumoteorian tapaan mittamuunnoksiin liittyvid
komponentteja, ja loput kuusi liittyvit koordinaattimuunnoksiin.

Ndin saadaan periaatteellisen vastaavuuden lisiksi myds vapaiden komponenttien luku-
mdidrdllinen vastaavuus jatkumoteorian metritkan komponenttien ja simpleksisen teorian
linkkien pituuksien vdilille yhtd avaruuden pistetti kohden.

D.4.2 Reunanpituuksien luonne

Liséksi on huomattava neliulotteisen avaruusajan tuoma aikaulottuvuuden lisé
geometrian monimuotoisuuteen. Neliulotteista simpleksistd avaruusaikaa luodessamme
joudumme valitsemaan simpleksien reunojen pituuden liséksi myods reunojen luonteen
valonluonteisten, ajanluonteisten ja tilanluonteisten vektoreiden vililld. Yksinkertaisin ratkaisu
olisi valita kaikki reunanpituudet nolliksi eli valonluonteisiksi, mutta tdll6in ei neligeometria
olisi tdysin médratty. Tamd johtuu siitd, ettd geometria g,(x") poikkeaa geometriasta
MxX')g Ax'), vaikka valonluonteisilla vektoreilla yhdistetyt pisteet ensimmdisessd geometriassa
olisi yhdistetty valonsiteilld my0s toisessa.

Valitsemalla osan reunanpituuksista tilanluonteisiksi, ja osan ajanluonteisiksi, saamme
tdllaisista vektoreista muodostetun kolmion alaksi joko reaalisen tai imaginaarisen luvun. Nyt
kuitenkin kaarevuuden antava tulo vajavuuskulman ja avaruusajassa saranana toimivan kolmi-
kulmion vililld (kaava 7) tdytyy olla mitattava, reaalinen suure. Vajavuuskulma kuitenkin osoit-
tautuu reaaliseksi saranan alan ollessa reaalinen ja vastaavasti imaginaariseksi saranan alan
ollessa imaginaarinen. Tdma voidaan todeta seuraavasti.

Kolmiulotteisessa avaruudessa kahden vektorin ristitulo antaa

2A
B

C

Kuva 15. Kahden vek-
torin B ja C ristitulo

kyseisten vektoreiden virittdimdn suunnikkaan pinta-alaa kuvaavan
vektorin

2A=BxC
kaava 10
Taman vektorin suuruus saadaan Lagrangen identiteetin avulla

44*=B*¢*-(B-Cf

antaa kyseisten vek-
torien virittdman suun-
nikkaan pinta-alan.
Taman pinta-alan suu-
ruuden ilmaisee kohti-
suoraan pinnasta nouse-
va vektori A.

kaava 11

missd A antaa nyt B:n ja C:n virittdman kolmion pinta-alan.
Neliulotteisessa avaruudessa saadaan vastaava tulos. Mikéli B ja C
ovat kolmion reunat, antaa B:n ja C:n ristitulo vektorin 24
duaalivektorin. Niin ollen, mikali vektori B on aika-akselin suuntainen
ja C z-akselin suuntainen, sijaitsee vektori A (x,y)-tasolla ollen siten reaalinen suure. Téllaisen
saranan ympari yhdensuuntaissiirretty vektori kokee muutoksen ainoastaan x ja y kompo-
nenteissaan. Jos taas kolmikulmio-saranan virittdvét vektorit B ja C sijaitsevat (x,y)-tasolla, on
ristitulovektorin duaali 24 puhtaasti imaginaarinen suure. Téllaisen saranan ympiri yhden-
suuntaissiirretty vektori kokee muutoksen ainoastaan z ja t komponenteissaan ollen siten myds
imaginaarinen. Nyt timén vektorin suuruus saadaan lausekkeesta

vastaavuus 4:ssa
ulottuvuudessa
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2 o =

44* =(B-C) - B*C”

kaava 12

Mikili saranan vajavuuskulma € on reaalinen, on my0s saranan pinta-ala A reaalinen
suure. Jos taas pinta-ala A on imaginaarinen, osoittautuu myds vajavuuskulma € imagi-
naariseksi. Niin ollen on kaarevuuden antava tulo A€ aina reaalinen.

Reggen kehikon geometrian méadrittavat yksikésitteisesti reunojen pituudet. Useimmiten
ongelman alkuehdot mééraédvit ainoastaan osan reunojen pituuksista. Loput reunojen pituudet
voidaan médrittdd vaatimalla kehikon toteuttavan Einsteinin yhtdloitd approksimoivia Reggen
yhtdloitd. Kuva 16 siséltdd kaavion geometrian médrittdmisestd simpleksisen avaruuden

saranoista liikkeelle 1dhtien.

Kyseiseen saranaan
kiinnittyneet simpleksiset
perusosaset
I
Yksi ndistd simplekseista.
I
Yhden tillaisen simpleksisen perusosasen

molemmin puolin sijaitsevat

tedraedrimaiset reunat
|

Niiden reunojen vilinen
hyperdihedraalikulma o
I
Koko rykelmén yhteiseen
saranaan liittyvéd vajavuuskulma

e=2r- Y a,

Saranan liittyneet
simpleksit

1
Vajavuuskulman tuoma lisd
kaarevuuteen on saranan ala

A kertaa vajavuuskulma €.

|
Halutun alueen kokonaiskaarevuus

Y Ag,

Alue

Tamén kulman maaraavét tdaysin
reunojen valiin jddvan simpleksin
kaikkien 6 reunan pituudet.

Kuva 16. Simpleksisen geometrian kaarevuus maéardytyy tdysin kyseisen avaruuden Reggen kehikon
reunojen pituuksista. Kaarevuus tietylla alueella saadaan ylla olevan neliulotteisen tapauksen mukaisesti.
Otetaan jokin sarana, johon kiinnittyneiden perussimpleksien (1-ul. tapaus: viiva, 2-ul. tapaus: kolmikulmio,
3-ul. tapaus: tetraedri, ...) saranan puoleisten kulmien summa véhennetddn 2n:std. Téll6in saadaan
vajavuuskulma kyseisessé saranassa, josta kaarevuus saadaan kertomalla kulma saranalla (2-ul. tapaus:
1, 3-ul. tapaus: viivan pituus, 4-ul. tapaus: kolmikulmion ala) Edelleen summataan néin saadut lisat
kaarevuuteen halutulta alueelta, jolloin saadaan alueen kokonaiskaarevuus.

(Wheeler, Thorne, Misner: Gravitation, s. 1171)
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D.5 Reqggen avaruusajan rakennusosasten yhteenveto

Moniston Dimensio 1 2 3 4

Rakennusosanen viiva kolmio tetraedri | Ylempi
simpleksi

Rakennusosasen — 3 4 5

reunojen maara

Sarana, jossa rakennusosaset — piste reuna Kolmio

tapaavat muodostaen

vajavuuskulman

Tamén saranan dimensio — 0 1 2

Tamén saranan siséllys — — pituus / Ala A

Kaikkien tietyll4 alueella — Z €, z Le. Z Ag,

olevien téllaisten saranoiden e == s

kontribuutio moniston

kaarevuuteen

Taulukko 3. Yhteenveto Reggen laskennan perusosasista.

D.6 Variaatioperiaate Reggen laskennassa

Vaikkakaan emme tule tarvitsemaan Reggen laskentaan liittyvdd variaatioperiaatetta
muualla tutkielmassa, kdydadn se variaatioperiaatteen yleisen tarkeyden vuoksi pikaisesti lapi.
Einsteinin kenttdyhtéloitd vastaavat simpleksisen avaruuden kenttdyhtdlét voidaan johtaa
variaatioperiaatteen kautta. T4hin tarvitsemme Einsteinin vaikutuksen!!

et [pig
I‘16nGJR‘/_gdx

kaava 13

vastineen Reggen kehikolle.

D.6.1 Reggen vaikutus

Jatkumovaikutuksen vastine simplekseistd koostuvassa n-ulotteisessa avaruusajassa on
Reggen vuonna 1961 ehdottama ns. (Einsteinin-)Reggen vaikutus

I, = ;eaﬁ_zv(o"‘z)

kaava 14

missi 0" ovat n-ulotteisen simpleksisen avaruuden perusosasia, ja siten o"’-simpleksit
kyseisessd avaruudessa olevien perusosasten vilisid saranoita. Summa kay ldpi kaikki
simpleksisen avaruuden saranat pitien sisilldén saranan tilavauden V(0"?) sekid kyseiseen
saranaan liittyvdn vajavuuskulman £s-2 tulon. Avaruusajassa timd vaikutus saa niin ollen
muodon

I X6, A,
A

kaava 15

D.6.2 Vaikutuksen variointi

Reggen kehikon vajavuuskulmat riippuvat monimutkaisella tavalla suuresta méarasta
kehikon simpleksien reunojen pituuksia — jotka siis toimivat ainoina dynaamisina muuttujina
Reggen laskennassa. Nyt variaatioperiaatteen mukaisesti varioimalla kaikkia simpleksisen 3+1

11K aavassa R on kaarevuusskalaari eli Riccin skalaari, ja g on metriikan determinantti.

D-13
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ulotteisen avaruusajan reunanpituuksia £, saadaan vaikutuksen variaatioksi (vrt. metriikan
variointi jatkumoteoriassa)

o3

ZA o'?zsAJéZ =B

A p
kaava 16

missd summat kayvit 1dapi kaikki saranat A joille reuna p on yhteinen. Regge kuitenkin osoitti
samaisessa v. 1961 julkaistussa tutkimuksessaan yhtdlon jalkimmaisen termin havidvan

O€, _
ZAA 7 a =0

kaava 17

jolloin variaation lauseke yksinkertaistuu
&l e LE—EA Ja =0

kaava 18

josta saadaan Einsteinin yhtidloiden simpleksiset vastineet — (Einsteinin-)Reggen yhtdlot

25

kaava 19

D.7 Reqgen laskennan kvantisoinnista

Gravitaation kvantittaminen Reggen laskennan avulla kéyttden ns. polkuintegraali-
kvantitusta sisiltid ongelmia polkuintegraalin méirittimisessd!2. Suurin ndistd ongelmista
lienee integrointimitan maédrddminen integroitaville reunan pituuksille £. Témédn ongelman
ratkaisu piilee vaikutuksen mittainvarianssissa, jonka avulla voimme liittdd polkuintegraalin
integrointimitan johonkin kvantisoitavan avaruuden muuttumattomaan suureeseen.

On selvéd, ettd kaarevaan simpleksiseen avaruuteen liitettdvaltd mittamuunnokselta
vaaditaan vastaavuutta sekd laakean avaruuden ettd jatkumoteorian rajalla. Toisin sanoen
kaarevan simpleksisen mittamuunnoksemme on lahestyttdivd sekd laakean avaruuden ettd
jatkumoteorian mittamuunnoksia taustalla toimivan avaruuden geometrian ldhestyessd
vastaavasti laakeata ja/tai jatkumoavaruutta. Vastaavuusperiaatteen lisdksi Rocek ja Williams
ehdottavat!3, etti n-ulotteiseen simpleksiseen avaruuteen liittyvilli mittamuunnoksella on
oltava n parametria jokaista avaruusajan pistettd kohden. Edelleen he ehdottavat vaikutuksen
invarianssia tai ainakin approksimatiivista invarianssia kyseisessd mittamuunnoksessa. Heidédn
mielestddn polkuintegraalin mitan méadrittamiseksi olisi jarkevinta liittdd jokin invariantti suure
integrointimittaan. Tdhén ongelmaan paneudummekin tutkielman viimeisessd luvussa yksi-
ulotteisen hilamaailmankaikkeuden kautta.

D.8 Johtopaiatokset

Reggen laskenta tarjoaa geometrisen ja koordinaateista riippumattoman tavan tarkastella
gravitaatiota. Einsteinin yleisestd suhteellisuusteoriasta poiketen avaruusaikajatkumoa kuvataan
diskreetilld rakenteella, joka antaa mahdollisuuden yksinkertaistaa suhteellisuusteoreettisia
laskuja. Niissd laskuissa jatkumoteorian metriikka korvataan diskreetin Reggen kehikon
linkkien pituuksilla, jotka toimivat teorian dynaamisina muuttujina.

12polkuintegraalikvantitusta kisitelldin enemmin tutkielman viimeisessd luvussa. Toinen
kvantittamismetodi olisi esim. tdss4 tutkielmassa tdysin huomiotta jétetty kanoninen kvantitus.

13Rocek & Williams: The Quantization of Regge Calculus in Particles and Fields; 1984.
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Kvanttigravitaation ongelmaan Reggen laskenta tuo mielenkiintoisia ndkokulmia
ajatellen avaruusajan konstruoimista simplekseistd. Tallainen lahestymistapa yksinkertaistaa
laskuja ja voi jopa tuoda esiin luonnon oikean rakenteen kvanttimekaanisella tasolla. Edelleen
polkuintegraalikvantisoinnin perusongelman — integrointimitan ratkaisu voidaan l0ytda
systeemin mittainvarianssin tarkastelun kautta, kuten Rocek ja Williams (1984) tydssdidn
ehdottavat.
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Mitta

E. Mitta

Késittelemme seuraavaksi luonnon symmetrioita, joiden osoitamme olevan yhteydessd
sdilyviin suureisiin. Edelleen kdymme lédpi kisitteet mitta, mittamuunnos, mittasymmetria

ja mittainvarianssi. Pyrimme osoittamaan yhteyden sdilyvdn suureen, symmetrian,
invarianssin ja mittakenttien valilld.

Sana ‘mitta’ on tdssd yhteydessd hieman harhaanjohtava ollen mukana historiallisista
syistd. Alkunsa tdma ‘vadrinkésitys’ sai vuosisadan alkupuolella Hermann Weylin (1885-1955)
pyrkiessd todentamaan nidkemystddn sdhkOmagnetismista lokaalin symmetrian esityksena.
Albert Einsteinin ajatukset sahkomagnetismista symmetrian tuotteena saivat Weylin hakemaan
yleisen suhteellisuusteorian yleisten koordinaattimuunnosten invarianssia vastaavaa symmetriaa
sihkomagnetismille. Hinen ajatuksensa oli fysikaalisten lakien sdilyminen samana muutettaessa
mittakaavaa (scale) jollakin tekijdlld. Mittakaavan muutoksen invarianssiin Noetherin
teoreeman! kautta liittyvin siilyvin suureen piti olla juuri sihkovaraus.

Teoria ei kuitenkaan toiminut ja ajatuksen kehittiminen pyséhtyi kunnes Schrodinger
esitteli aaltoyhtdlonsd vuonna 1927. Talloin Fritz London (1900-1954) osoitti
sahkomagnetismiin liittyvdn symmetrian olevan Schrodingerin yhtdlon aaltofunktion
vaiheinvarianssi. Weyl osallistui ajatuksen kehittimiseen kdyttden edelleen ‘mitan’ (gauge)
kdsitettd, joka sittemmin on nimityksend jadnyt pysyvasti asiaan liittyviin teorioihin.

Mittakenttdteorioiden tirkeys tulee esille perusvuorovaikutuksia yhdistdvana tekijana.
S@hkomagneettisen ja heikon vuorovaikutuksen yhdiste sdhkd-heikko-vuorovaikutus on tulos
sahkomagneettisen ja heikon vuorovaikutuksen mittakenttien yhdistdmisestd. Edelleen kvantti-
kromodynamiikka tuo vahvan vuorovaikutuksen mukaan kenttditeorioihin, jonka osittaisesta
yhdistidmisestd sdhko-heikkoon teoriaan on lupaavia tuloksia. Kaikkien vuorovaikutusten
yhdistamisen esteend ndyttdd olevan gravitaatiovuorovaikutuksen erilaisuus muihin kolmeen
vuorovaikutukseen ndhden. Ratkaisuna gravitaation ongelmaan on todennikoisesti

INoetherin teoreemaa kisitelldzn tissi luvussa myohemmin.
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kvanttigravitaatioteoria, jonka rakentamisessa taas mittakenttiteoriat voivat olla tdrkedssa
roolissa.
Aloitamme mitan kisittelyn erdiden luonnon suureiden sdilymisestd kaikissa luonnon

prosesseissa.

E.1 Sailymislait

Suuretta kutsutaan prosessissa sdilyvaksi suureeksi, mikidli sen suuruus ei muutu
kyseisessd prosessissa. Erilaisissa prosesseissa sdilyvid suureita on fysiikan piirissdé monia;
kuten pariteetti, sahkovaraus, leptoniluku, barioniluku, energia, likkemdédrd ja pyorimismadra.
Meitd tdmén tekstin puitteissa koskettavat eniten sdhkOvaraus, energia, pyOrimismddrd ja
liikkemaard, joiden ero edelld lueteltuihin suureisiin on niiden sdilyminen kaikissa neljdssa
perusvuorovaikutuksessa. Sdilymislait ohjaavat tarkasti hiukkasfysiikkaan liittyvid tapahtumia
antaen tietoa erilaisten prosessien mahdollisuudesta ja mahdottomuudesta. Sdhkdmagneettisen
vuorovaikutuksen tiedetddn sdilyttdvdan sdhkovarauksen, jolloin voidaan alkutilan alkeis-
hiukkasista ja alkuenergiasta helpommin paitelld lopputilan hiukkaskonfiguraatio. Tallaisia

e # e Y
e Y -2e Oe Oe
e ¢ e’ l
aika * aika >

Kuva 1. Feynmanin graafeja. Vasemmalla kahden elektronin e~ vdlinen
elastinen térmdys, jossa vdlittdjahiukkasena toimii sdhkémagneettisen
vuorovaikutuksen valittdjdbosoni eli valokvantti y. Oikealla elektronin ja
positronin  annihiloituminen  kahdeksi  valokvantiksi.  Molemmissa
vuorovaikutuksissa séhkévaraus séilyy (-2e — -2e,0e — 0 e).

prosesseja voidaan kuvata ns. Feynmanin graafeilla (Kuva 1).
Gravitaation tapauksessa tdrkeimmét sidilyvdt suureet ovat energia, pyOrimismadrd sekd
litkkemaard, jotka kaikki toimivat massan kautta myos ldhteend gravitaatiovuorovaikutukselle.

E.2 Symmetriat

Symmetriat kuvaavat muuttumattomuutta fysikaalisissa prosesseissa. Aloitamme
symmetrioiden kisittelyn muutamalla esimerkilld, joista etenemme lokaalin ja globaalin
symmetrian madrittelyyn. Lisdksi luomme valoa jatkuvaan ja epdjatkuvaan symmetriaan.

E.2.1 Symmetrian késite ja invarianssi

Objekti on symmetrinen jossakin muunnoksessa mikali ei voida erottaa onko objektille
jo suoritettu kyseinen muunnos vai onko muunnos vield
suorittamatta. Niin ollen tasasivuinen kolmio on symmetrinen
120° kierron suhteen, nelio on symmetrinen 90° kierron suhteen
ja ympyrad minké tahansa kierron suhteen edellyttden, ettd kaikki
kierrot suoritetaan objektien omassa tasossa.
Translaatiosymmetria liittyy objektin muuttumattomuuteen
symmetria-akselin suhteen tehtyyn siirtoon. Téllainen objekti on
esimerkiksi dédrettoman pitkd sylinteri tai ddrettomén pitkd suora.
Mikéli liikumme téllaisella suoralla, jatkuu suora aina
adrettomyyksiin sekd edessimme ettd takanamme. Niin ollen
emme pysty kertomaan sijaintiamme suoralla ja suora on
Kuva 2. Rotaatiosymmetriat symmetrinen translaatiomuunnoksessa. On huomattava, etti jos
kolmiolle, nelidlle ja ympyrélle. sidomme rusetin johonkin suoran pisteeseen rikkoutuu
Selvasti kolmio on symmet- (ranclaatiosymmetria  silli voimme selvisti havaita eron

rinen 120 - ngho %0 oy siirtyessimme suoralla kauemmas tai lahemmas rusettia.
ympyra mielivaltaisessa objek-

tien omassa tasossa suoritun
kierron suhteen.

E-2




Mitta

Mikili objekti on symmetrinen jonkin muunnoksen suhteen sanotaan objektia
invariantiksi kyseiselle muunnokselle. Néin ollen ympyrd on rotaatioinvariantti ja ddrettdmén
pitkd sylinteri translaatioinvariantti. Nditd invariansseja on useita, joista esimerkkind mainit-
takoon translaatio-, rotaatio-, pariteetti- eli heijastusinvarianssi (Kuva 5), ajankdanto- ja vasta-
hiukkasiin liittyvid C-invarianssiZ.

Yleisesti eivdt maailmankaikkeuden objektit ole keskenddn symmetrisida johtuen
epitasaisesti levittdytyneestd sijainnistaan ja epdsymmetrisistdi muodoistaan. Maailman-
kaikkeuden lainalaisuudet sen sijaan ndyttdvidt olevan hyvinkin invariantteja. Ajatellaan
esimerkiksi valon nopeuteen liittyvid mittauksia eri puolilla maapalloa eri aikoihin. Kaikista
ndistd mittauksista saadaan mittaustarkkuuden rajoissa samat tulokset. Mittauslaboratorioiden
eri sijainnista Maapallolla johtuen voidaan pditelld translaatioinvarianssin olevan voimassa.
Edelleen Maapallon pallomaisuudesta johtuen mittauslaboratoriot voivat olla eri asennoissa
toisiinsa ndhden ilmoittaen rotaatioinvarianssista. Lisdksi tulokset ovat samoja mittausajan-
kohdasta riippumatta — kyseessi on ajansiirtoinvarianssi.

Aiemmin fysikaalisissa teorioissa ilmenevien symmetrioiden ajateltiin helpottavan
fysikaalisten ongelmien ratkaisemista mutta olevan tdysin sattumanvaraisia vailla suurempaa
merkitystd. Nykyfysiikan ndkokulmasta suhtautuminen symmetrioihin on muuttunut asettaen
symmetriat ohjaamaan maailmankaikkeuden lainalaisuuksia.

E.2.2 Lokaali ja globaali symmetria

»

o0 O

Kuva 3. Adrettoman pitkan sylinterin pydrittdminen  kyya 4. Osiin jaetulle &arettémén pitkélle sylin-
pituusakselinsa ympari on globaali muunnos. terilg voidaan suorittaa lokaaleja muunnoksia
Sylinteri on rotaatioinvariantti, silla ei ole keinoa  pysrittamalla sylinterin osia eri suuntiin eri suurille
saada selville onko sylinterié pyOréytetty vai ei. kulmille. Sylinteri on invariantti naille lokaaleille

muunnoksille, sillé ei ole keinoa saada selville on-
ko sylinterille tehty muunnoksia vai ei.

Globaalilla muunnoksella tarkoitetaan yhtd koko systeemin kattavaa muunnosta. Mikali
objekti sdilyy muuttumattomana tillaisen muunnoksen aikana, on kyseessd globaali symmetria
ja globaali invarianssi. Téllainen on esimerkiksi yksi rotaatio koko maailmankaikkeudessa —
vaikkapa edelld esitellyn ddrettomdn pitkdn sylinterin pyorittiminen pituusakselinsa ympéri
(Kuva 3).

Lokaali muunnos tarkoittaa useaa erillistd muunnosta avaruusajassa. Tillaisesta
muunnoksesta saadaan esimerkki viipaloimalla jo tutuksi kdynyt ddrettomén pitkd sylinteri
N:ksi viipaleeksi, ja pyorittdimélld jokaista viipaletta erikseen koko sylinterin pituusakselin
ympiri. Mikili objektit tai fysikaaliset lait ovat symmetrisid lokaalin muunnoksen yhteydess,
on kyseessd lokaali symmetria ja lokaali invarianssi. Viimeksi viipaloimamme sylinteri
toteuttaa tdmin lokaalin symmetriavaatimuksen, silld meilld ei ole keinoa saada selville onko
sylinterille jo tehty néitd paikallisia muunnoksia vaiko ei (Kuva 4).

Niin ollen on lokaalin symmetrian vaatimus paljon suurempi ja voimakkaampi kuin
globaalin symmetrian. Onkin himmastyttévéd, ettd niin séhkomagneettinen vuorovaikutus kuin
yleinen suhteellisuusteoriakin siséltavdat lokaalin symmetrian. S@hkomagnetismin lokaali
invarianssi ilmenee kompleksisten kenttien tai aaltofunktioiden vaihemuunnoksissa, joissa
aaltofunktio muuntuu

2 Ks. esim. Martin & Shaw, Particle Physics, luku 4.
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suhiteellisuusteoria

mittamuunnos

kaava 1

missd @x,t) voi riippua sekd ajasta ettd paikasta tuoden mukanaan muunnoksen lokaalisen
luonteen.
Yleisen suhteellisuusteorian invarianssi ilmenee suppeampaan suhteellisuusteoriaan
liittyvissa globaaleissa Lorentzin muunnoksissa, missd muunnoskertoimet ovat vakioita
rap... Vi s
X% =a%,aP o x*
kaava 2

sekid yleisissd lokaaleissa koordinaattimuunnoksissa, missd muunnoskertoimet ovat funktioita
avaruusajassa

x/afﬁ... axa 0-)xﬂ R 7

= - = 7 B o
ox" ox
kaava 3
E.2.3 Jatkuva ja epdjatkuva symmetria 0
Jatkuvan muunnoksen suuruutta voidaan sdidtdd. Niin ollen mm. B

translaatio- ja rotaatiomuunnos ovat jatkuvia, silli molemmissa voidaan
madritelld muunnoksen suuruus dérettoman suurella tarkkuudella. Epédjatkuvaan
muunnoksen suuruutta ei voida ndin madrittdd, vaan muunnos tapahtuu
hyppéayksittdin. Esimerkkinad epdjatkuvasta muunnoksesta on pariteettimuunnos
jonka vaikutus on peilata systeemi jonkin pinnan yli (Kuva 5). Invarianssi
jatkuvassa muunnoksessa antaa jatkuvan symmetrian ja vastaavasti invarianssi Kuva 5. Pariteetti-

o)

’

epdjatkuvassa muunnoksessa antaa epdjatkuvan symmetrian. muunnoksessa piste p
peilataan tason lapi
pisteeksi p’.

E.3 Mittamuunnos

Mittamuunnos liittyy kenttdyhtidloiden potentiaaleihin suoritettaviin muunnoksiin.
Kisittelemme aluksi mittamuunnoksen sidhkOmagnetismissa, jonka jéilkeen siirrymme
gravitaatiovuorovaikutukseen. Molemmissa tapauksissa késittelemme muunnosta, jolle
vuorovaikutus on invariantti.

E.3.1 Mittamuunnos sdhkémagneettisessa vuorovaikutuksessa

Varatun hiukkasen litkeyhtdlé mielivaltaisessa potentiaalien (¢, A) aikaansaamassa
sdhkomagneettisessa kentissi on muotoa 3

(d . 1 (5 . =\2
z(§+lq¢)‘Pz—E<V—qu) b
kaava 4

missd ¥ on hiukkasta kuvaava aaltofunktio. Kyseiset potentiaalit eivit kuitenkaan ole
ainutlaatuisia. Jokaiselle (@, A) potentiaalille on olemassa monia muitakin potentiaalivalintoja
(¢, A°), jotka synnyttavdat samanlaisen sihkomagneettisen kentdn. Erityisesti suorittamalla
muunnos

of

0—¢'=9+2
Ao A =A-Vf

kaava 5

3 Ks. esim. Martin & Shaw, Particle Physics, Appendix C.1.
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missé f{x,#) on mielivaltainen skalaaripotentiaali, sdilyy sihkomagneettinen kenttd ennallaan.
Téllaista muunnosta (¢, A) — (¢, A°) kutsutaan mittamuunnokseksi ja teoriaa jonka fysikaaliset
ilmi6t sdilyvat muuttumattomina téllaisissa muunnoksissa kutsutaan mittainvariantiksi.

Koska mitattavat suureet sdhkomagnetismissa riippuvat ainoastaan sihkokentéstd E ja
magneettikentdstd B — eivatkd potentiaalien valinnastamme, tdytyy teorian olla mittainvariantti
potentiaalien valinnan suhteen. Suoritetaan siis edelld esitelty muunnos (kaava 5) varatun
hiukkasen liikeyhtdlolle (kaava 4), jolloin saadaan

i(gﬂ'q(b’—iq%)‘}’ = ——2l—m(§— iqﬁ'—iqﬁf)z‘l‘
kaava 6

Tuloksen ollessa alkuperdisestd liikeyhtdlostd eroava ndyttdd siltd ettei sahkomagnetismi
olekaan mittainvariantti teoria. Sijoitusta tehdessimme kuitenkin oletimme, ettei mitta-
muunnoksen tekeminen kenttid luoville potentiaaleille muuta mitenkddn itse hiukkasta
kuvaavaa aaltofunktiota ¥. Jos kuitenkin mittamuunnoksen yhteydessd myos aaltofunktio
muuntuu

W(%,1)— V'(%,t)= e TEN(3 1)
kaava 7

muuntuu varatun hiukkasen liikeyhtdlon (kaava 4) vasen puoli
a . ’ 2= X,t —igf (X =
(;_)t—-i-qu? PHEL)= 5 +zq p+——= @C( ) e TEIP(3 1)

Ge ) tin OP(E D)
=———W(F,1)+e TN 2
ot i) ot

ot

+iq¢e-"qf<f~'>\p(x,t>=e-f«f(f'w(i

o9 () (%1
ok

5 + iq¢)‘1’(5€, 1)

kaava 8

ja liikeyhtélon (kaava 4) oikea puoli saadaan hieman pidemman laskun kautta (ei esiteti tissi)
B . . o i =y
(V - iqA') Wi g W (V - iqA) k
kaava 9

Nyt saadaan siis

) g Y2
igf | ¥ . — —igf s

(&quﬁj‘l’—e (V lqA)‘P

=
9 I T
i| —+igp’ V' =——(V—-igA”) ¥’
(2-vip o= (V- iak)
kaava 10

Nédin ollen varatun hiukkasen liikeyhtdlo sdhkomagneettisessa kentdssd on
mittainvariantti, mikéli oletamme hiukkasen aaltoyhtdlon muuntuvan potentiaalien muunnoksen
yhteydessi (kaava 5 ja kaava 7).
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E.3.2 Mittamuunnos gravitaatiovuorovaikutuksessa

Kuten sidhkOmagneettisessa tapauksessa ei lineaarisen gravitaatioteorian Kkenttéd-
yhtdlokadn ole yksikésitteinen vaan yhtdlon potentiaaleja voidaan muuntaa toiseen muotoon
yhtdlon antaman informaation kdrsimatta. Lineaarisen gravitaatioteorian kenttayhtdloon

0,0*h* +9"9"h— (2,0 h** +3,0"h"™* )= "3, h+ 1" 9,0 ,h*" = —KkT*"

kaava 11
liittyvé vastaava mittamuunnos on
" > h™" =h" + 0" AN + 0" A"
kaava 12

Tdmé voidaan todistaa yksinkertaisesti sijoittamalla muunnos kenttédyhtdlodn, jolloin
saadaan

0,0*(h* + "N +*N')+9"" (h+ 3 A +°A,)
0,0 (h* +I* N + 94N )+ 9,94 (" + PN + "N

_nuv&laﬂ.(h_f_o')pAp +0"pAp)+77”V07407,,(hM +30A’1 +071Acr):_KTﬂv

=¥
, D ® *
2,0 h*" +0,0* " N'+0,0* "N + 9" 9" h+3"3" 9 ,A? + 93" I A ,
(2] * ® *

—0,0"h=9,0 I N =3,0" I N — 3,0 h"* =0, 0" I N’ =3, 9" 9" A*
0", h=-1"9,9*0 N -9, A,

79,00 40" 9,0 ,07 N 40" 9,9 ,9*A° = —KT**

° o

Y1l samal la symbolilla merkityt termit hévittavit toisensa.

=
0,0 h™ + 9" h— (9,0 h* +9,9" N )~ "3, h+ 11" 0,9 " = —kT*

kaava 13

joka on samaa muotoa alkuperdisen kenttidyhtdlon kanssa antaen kenttdyhtdlon mitta-
invarianssin.

E.4 Mittaehdot

Mittamuunnosten mittafunktioilta A vaaditaan ainoastaan differentioituvuus, eivatka
kdyttimamme kenttdyhtdlot siten mddrdd kenttien muotoa yksikdsitteisesti. Tdmédn kaltainen
epatarkkuus kenttdyhtdloissa ei tuota fysikaalisesti havaittavia seurauksia. Laskujen kannalta on
kuitenkin helpottavaa rajoittaa kenttdayhtédloiden sisdltaimad epatarkkuutta mittaehdolla.

Sihkomagnetismin mittamuunnokseen (tensoriesitys4)

A¥ = A" = A + 0" A
kaava 14

liittyva yleisesti kdytetty mittachto on Lorentzin mittaehto

4Sihkdmagnetismin tensoriesityksesti enemmin esimerkiksi kirjassa: Ohanian & Ruffini,
Gravitation and spacetime, 2nd Ed.; luku 2.5.

E-6



Mitta

d A =i

y7i

kaava 15

ja lineaarisen gravitaatioteorian mittamuunnoksen (kaava 12) tapauksessa Hilbertin mittaehto
a,(h* —4n*"h)=0

kaava 16

jonka yleisessi suhteellisuusteoriassa korvaa harmoninen koordinaattiehto
8" Ty =0
kaava 17

I, on ns. Christoffelin symboli tai affiini konnektio.
Mikili annettu sahkomagneettinen kentti A ei toteuta Lorentzin mittachtoa, voimme
aina etsid mittamuunnoksen (kaava 14) avulla uuden kentin, joka toteuttaa mittachdon.

0=0,A"" =d,(A"+J"A)

v

Y
Lorentzin mittachto —AH

=
9,0"A=-3 A"
kaava 18

josta A voidaan ratkaista siten, etti uusi kentti toteuttaa ehdon. Samoin voidaan
gravitaatioteorian ja Hilbertin mittachdon tapauksessa etsid uusi kentti:

0=0, (" 40" h')=d,h* +9,0"A" +9,0"\'
Hilbertin mittachto

-, h-31n""0,0,A° —31*" 3 ,I°A,,

=
0=0,h"" +3,0"N'+d ,d"N' =1 I"h—%1d" I ,A° =1 IA,
\—ﬁ.r_l ‘: J

Ylla samala symbolilla merkityt termit hé vittd vitoisensa.

=
9, 0" N =-3 k" +19"h
kaava 19

josta A voidaan ratkaista siten, ettd uusi kentta toteuttaa ehdon. Molemmissa tapauksissa on A:n
antavalla differentiaaliyhtlolld useita ratkaisuja, silld mihin tahansa A:n ratkaisuun voidaan
lisdtd saman differentiaaliyhtélon homogeeniratkaisu. Nidin ollen annetut mittachdot eivit
nekddn madritd kenttdyhtdloita taysin yksikésitteisesti.

Erilaisia koordinaatti- ja mittaechtoja on monia riippuen kdytetystd teoriasta sekd
suoritettavien laskujen muodosta. Mittaehdot asetetaan siten, ettd kulloinkin kdytettdvd teoria
on mahdollisimman helppo ja yksinkertainen kayttid.

E.5 Mittakentat

Jokaiseen sdilymislakiin voidaan liittdd symmetria. Tdlle symmetrialle on olemassa
taydellinen mittakenttéteoria, mikéli kyseiseen symmetriaan liittyvit muunnokset ovat jatkuvia.
Syntyvin mittakentédn ldhteena toimii itse sdilyvé suure, kuten sdhkdvaraus sihkomagneettiselle
kentille sekd energia, lilkemddrd ja jannitys gravitaatiokentélle. Teoria sisdltdd vain yhden
vapaan parametrin — kytkentdvakion. Niin ollen on jokaiselle perusvoimalle olemassa oma

Lorentzin
mittaefito

Hilbertin
mittaehito

harmoninen

Koordinaattiehito

Lorentz
sihKoKentdssd

Hilbert
Jravitaatio—-
Kentdssa



Kommutatiivisuus
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mittakenttdnsd. Syntynyt mittakenttd vaikuttaa sdilyvddn suureeseen, kuten sdhkokenttd
vaikuttaa sihkdvaraukseen (Kuva 6).

Sdiilyves Noetherin teoreema
suure
Vuorovaikiutus Lokaali symmetria
Mittakenttéd

Kuva 6. Mittateoria liittdad yhteen séilyvan suureen,
symmetrian ja mittakentét.

E.5.1 Noetherin teoreema

Sdilymislait symmetrioihin kytkevd Noetherin teoreema kehitettiin alunperin variaatio-
laskentaa varten vuonna 1918. Teoreema saa hyvin elegantin muodon niin klassisessa kuin
kvanttimekaanisessakin Hamiltonin mekaniikassa. Teoreeman perusidea on seuraava: Mikili
systeemin vaikutus sidilyy muuttumattomana sen koordinaattien ja potentiaalien uudelleen
parametrisoinnissa, liittyy systeemiin yksi tai useampia sdilyvid suureita. Toisin sanoen mikali
systeemin vaikutus on invariantti jossakin potentiaaleihin ja koordinaatteihin liittyvdssad
muunnosryhméssd, on olemassa kenttien ja kenttien derivaattojen kombinaatioita, jotka ovat
invariantteja kyseisissd muunnoksissa.

Kisittelemme Noetherin teoreemaa aluksi kvanttimekaniikan kautta, joten lienee
paikallaan kerrata muutamia kvanttimekaniikan operaattoreihin liittyvid perusasioita.

E.5.1.1 Kvanttimekaanikan operaattoreista sekd niiden kommutatiivisuudesta

Kvanttimekaniikassa hermiittiset lineaariset operaattorit edustavat fysikaalisen

systeemin dynaamisia muuttujia. Mikili operaattori A edustaa observaabelia A systeemin tilaa
kuvaavalle aaltofunktiolle ¥, saadaan kyseisen operaattorin odotusarvo relaatiosta

(A) =AY
kaava 20

Odotusarvojen lisdaksi kvanttimekaniikan lineaarioperaattorit toimivat systeemin tilan
muunnosten generaattoreina relaation

—idA
YoV¥ =¥
kaava 21
mukaisesti. Relaatiossa esiintyvd A on mielivaltainen reaalinen parametri. On huomattava, etti

jokainen jatkuva muunnos generoidaan tilld tavoin ja on siten yhteydessi johonkin fysikaalisen
teorian muuttujaan. Esimerkkind muunnoksesta on

Y =y
kaava 22

A

missi PZ on z-akselin suuntainen liikeméérdoperaattori ja ¥ “ edustaa tilaa, joka eroaa tilasta

¥ siirtymdn A verran suuntaan z. Toisin sanoen ylldoleva muunnos tyontdd fysikaalista
systeemid A:n verran suuntaan z.
Kvanttimekaanisten operaattoreiden kommutatiivisuus ilmaistaan ehdolla

[A,é]\lf = ABY - BA¥ =0
kaava 23

Kahden systeemiin kohdistettavan kvanttimekaanisen operaattorin kommutatiivisuus antaa
seuraavanlaista informaatiota operaattoreiden luonteesta seki niihin liittyvistd odotusarvoista.



Mitta

Mikili kaksi kvanttimekaanista operaattoria kommutoivat keskendin, on systeemin
lopputila sama riippumatta jérjestyksestd, jolla operaattorit tilaan kohdistetaan. Esimerkkini
keskenddn kommutoivista operaatioista on eri suuntiin tehtdvit siirrot, ja epikommutoivista
operaatioista eri akseleiden ympiri tehtévit kierrot (Kuva 7). Juuri niisti ominaisuuksista
seuraa pyOrimismédrdoperaattoreiden eri komponenttien epdkommutatiivisuus ja
litkkemé@iraoperaattoreiden eri komponenttien kommutatiivisuus.

2
fz i
@ Z m ! E :
Kuva 7. Eri koordinaattiakseleiden
ympéri  suoritettavat  kierrot  eivat
kommutoi keskenaén, ts. lopputulos on

riippuvainen kiertojen jarjestyksesta.
Mikaili kaksi kvanttimekaanista operaattoria kommutoivat keskenéin, on systcemm muuttuja

A invariantti systeemun kohdistetuissa operaatioissa B Mikali A on operaattori

muuttujalle A ja B generoi muunnoksen aaltofunktioon

\I_,/ = e—iﬂl}\}]
kaava 24
sdilyy A:n odotusarvo invarianttina aaltofunktion muunnoksessa, eli siis
(A) =PEAP =AY
kaava 25

Esimerkiksi hiukkasen sijainnin x-komponentti on invariantti y-suunnassa tehdyn siirron
kanssa, mutta ei ole invariantti samassa x-suunnassa tehdyn siirron kanssa. Siis operaattori

X kommutoi operaattorin P) kanssa mutta ei operaattorin P_ kanssa.
g = By
kaava 26
(x) = WY = V' 2¥
kaava 27

Mikali kaksi kvanttimekaanista operaattoria kommutoivat keskendin, on systeemin muuttuja

B invariantti systeemiin kohdistettujen operaatioiden A alla (kuten yll&).

Keskenddn kommutoivien operaattoreiden odotusarvot samasta systeemistd ovat
yhtdaikaisesti mitattavissa darettoman suurella tarkkuudella. Tilloin operaattoreilla on
taydellinen sarja yhteisid ominaistiloja, eikd Kkyseisten operaattoreiden vililli ole
epitarkkuusrelaatiota.

Mikéd tahansa edelld luetellusta neljastd kohdasta aiheuttaa toteutuessaan myos muiden
toteutumisen. Kaikki nelja kvanttimekaanisten operaattoreiden kommutatiivisuuteen liittyvaa
kohtaa ovat keskenédén ekvivalentteja.

E.5.1.2 Sdilymislain yhteys symmetrioihin (Noetherin teoreema)

Schrodingerin yhtdlossa

in® _ iy
dt

kaava 28
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esiintyvd Hamiltonin operaattori H generoi siirtoja aikaulottuvuudessa ja toimii systeemin
kokonaisenergian odotusarvon tuottavana operaattorina.

Y =y (ajansiirto)
kaava 29
E= <ﬁ> = V' HY (energian odotusarvo)
kaava 30

Jos nyt dynaaminen muuttuja A on invariantti Hamiltonin operaattorin generoimissa
muunnoksissa, on se litkevakio ollen siten invariantti mielivaltaisissa muunnoksissa pitkin aika-

akselia. Toisaalta mikili Hamiltonin operaattori on invariantti kaikissa A :n generoimissa
muunnoksissa, on A esitys dynaamisissa laeissa esiintyvistd symmetriasta. Syynd tille on
Hamiltonin operaattorin luonne fysikaalisten lakien midrittdjind — ajan kuljettajana. Jos
sdhkomagneettisessa tapauksessa teemme vaihesiirron, sdhkovarauksen sdilymiseen liittyvén
operaation, on Hamiltonin operaattori invariantti timén siirron alla. Toisin sanoen systeemi
sdilyy ennallaan kaikilla (Hamiltonin operaattorin masrdémilld) ajanhetkilld riippumatta siitd
tehdddnko vaihesiirto vai ei. Tama kaikki on totta mikdli muuttujaan A liittyvd operaattori
kommutoi Hamiltonin operaattorin kanssa. Niin ollen siis

Muuttuja A on sdilyvd suure jos ja vain jos systeemin dynaamiset lait ovat invariantteja

operaattorin A generoimissa muunnoksissa ja edelleen mikdli systeemi on invariantti jossakin
muunnoksessa, omaa systeemi muunnokseen liittyvan symmetrian.

E.5.1.3 Gravitaation tapaus

Gravitaation tapaus on muita perusvuorovaikutuksia huomattavasti ongelmallisempi
siséltden piirteitd, joita ei ole muiden perusvuorovaikutusten mittakenttiteorioissa. Yleiseen
suhteellisuusteoriaan liittyvd invarianssi mielivaltaisissa kayrdviivaisissa koordinaatti-
muunnoksissa voidaan ndhdd eréddnlaisena lokaalina Poincarén invarianssina. Poincarén
muunnokset koostuvat Lorentzin muunnoksista seki translaatioista avaruusajassa ja liittyvit
gravitaatiovuorovaikutuksen ldhteend toimivaan energiaan, liikemddrddn, jdnnitykseen ja
pyOrimismairddn. Gravitaatiokentédn ldhteend toimivaan energia- ja liikeméirdjakaumaan
liittyvd symmetria ei kuitenkaan ole koko Poincarén muunnosryhmén invarianssi, vaan sen osan
— aika-avaruuden translaatio- ja rotaatiomuunnosten invarianssi. Laakeassa avaruusajassa
tilaulottuvuuksien translaatioinvarianssi antaa litkemddrdn sdilymisen, ajansiirtoinvarianssi
energian sdilymisen ja rotaatioinvarianssi pySrimismarén séilymisen®.

Kaarevaan avaruusaikaan sdilymislakien ja symmetrioiden yhteys voidaan liittd4 ns.
Killingin vektoreiden” &, avulla. Vektorit & edustavat vektorikenttdd infinitesimaalisissa
koordinaattimuunnoksissa

X% =x% +&£%(x)
kaava 31

ja toteuttavat ns. Killingin yhtdlon

Vaéﬁ +V,,§,, =0
kaava 32

Jokainen lineaarisesti riippumaton Killingin vektori edustaa yhtd avaruusajan symmetriaa.
Suurin mahdollinen m#drd lineaarisesti riippumattomia Killingin vektoreita, ja siten my0s
avaruusajan symmetrioita, on kymmenen. Namd symmetriat siséltyvét laakeaan avaruusaikaan
neljdnd riippumattomana translaationa, kolmena riippumattomana rotaationa, ja kolmena
riippumattomana Lorentzin puskuna. Kaarevassa avaruusajassa ndmid kaikki symmetriat ovat
lisnd ainoastaan vakiokaarevuuden omaavissa avaruusajoissa, kuten esimerkiksi

5Ks. esim. D’Inverno, tai Ohanian & Ruffini. Molemmista kirjoista loytyy Lorentz-
muunnoksesta tietoa useiden sivujen verran.

6Ks. esim. Ryder; luku 3.2.

7Ks. esim. D’Inverno; luku 7.7; tai Ohanian & Ruffini; luku 6.8.
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homogeenisissa, isotrooppisissa maailmankaikkeuden malleissa — Friedmannin-Lemaitren
malleissa®.
Energian ja liikemarén siilyminen saadaan Killingin vektorin &, ja neliliikemaaran P* =
mdx'/dt sisitulon derivaatasta pitkin geodeesia seuraavasti
d dp* dg
ot P/l — 5 s P/l H
dt °* “d d1
kaava 33
Soveltamalla yleisen suhteellisuusteorian geodeesiyhtiloa?
i v
dpP _ v pe dx
dt ¥ dr
kaava 34
ja kovariantin derivaatan maritelmaa!0
dé/_l _ agﬂ dx’
dr k" dr
dx v
= (valu + Faﬂvfa) dz
kaava 35
saadaan kaava 33 muotoon
d dx” dx" dx”’
g P el T e P + P#V + P¥T? vy
dr S Sul o dr o dr wba dr
dx L4
— 7
=ViouP dr
= (v,&, +V,&, )PP
- 2'm Vg,u + ,ufv
kaava 36
missd sulkulauseke on nolla Killingin yhtdlon (kaava 32) mukaan. Nain ollen siis
¢, P* =[vakio]
kaava 37

kuvaten litkemédirén ja energian sdilymista.
Suhteellisuusteorian néyttdd olevan pelkdstddn translaatiosymmetrioiden mittateoria.
Teoriaa on kuitenkin pyritty laajentamaan kasittamaan koko Poincarén ryhmaa ns. torsion

Tapv :ra;lv —ravy
kaava 38

avulla. Torsio on nollasta eroava Christoffelin symbolin I, :n ollessa epasymmetrinen.
Epédsymmetrisyyden seurauksena avaruusajan geometria olisi kaareutunut myds pienessé
mittakaavassa.

Nollasta eroavan torsion sisdltdvdd gravitaatioteoriaa kutsutaan Einsteinin-Cartanin
teoriaksi. Teoria pyrkii perustelemaan torsiota perushiukkasten sisdiselld spinilld. Sisdinen spin
on kuitenkin ongelma esimerkiksi kvarkkien tapauksessa. Namid hiukkaset voivat hyvinkin
koostua vield pienemmistd hiukkasista, jolloin niiden spin olisi summa rakennusosasten

80hanian & Ruffini, luku 9.
9Ks. esim. Ohanian & ruffini; luvut 6.3 ja6.4.

10K ovariantti derivaatta yleisestd tensorista on muotoa
[ DO s ey Q...
VITﬂ... _ozTﬂ... +rgsTﬁ...+ r‘gzn

neliliikemddrdin

sailyminen
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sisdisestd spinistd ja pyorimismadrastd. Tdma epdtietoisuus torsion ldhteestd heikentdd teorian
fysikaalista merkitysta.

E.5.2 Lokaali symmetria

Seuraavaksi paneudumme symmetrian ja mittakentdn viliseen yhteyteen lokaalin
symmetriavaatimuksen avulla. Pyrimme aluksi hakemaan mittakentdn sidhkomagneettiselle
vuorovaikutukselle ldhtemalld sdhkomagneettisen kentdn vaihesiirrosta. Gravitaation
tapauksessa haemme yhteyttd yleisen suhteellisuusteorian koordinaattimuunnoksen ja
lineaarisen approksimaation mittamuunnoksen vilille.

E.5.2.1 Sdhkomagneettinen tapaus

gﬁ)ﬁaa[isuus Séahkomagneettisessa vuorovaikutuksessa sdilyva suure on sahkovaraus Q, johon liittyva
kvanttimekaaninen hermiittinen operaattori on (). Kompleksiseen sihkomagneettiseen

kenttdin (x), joka liittyy varauksiltaan ne oleviin hiukkasiin!!, timi operaattori aiheuttaa
n:aan verrannollisen vaihesiirron

p(x) >y (x)=e"y(x)
kaava 39

Nyt miké tahansa havaittava suure, kvanttimekaaninen odotusarvo, siséltdd jossakin muodossa

yw*:n ja y:n tulon. Téllaisessa tulossa vaihetekijdt katoavat antaen invariantin sisétulon
=1

. i .
y'(x)e ™ y(x) =" Y (x)y(x) = ¥ (x)y(x)
kaava 40

ine@

y(y'(x)=e

Liséksi, koska 6 on vakio on lauseke invariantti myOs paikkaderivaattoja siséltdvissa

odotusarvossa
=1

. . " N )
v (x)d, W' (x) = €™y (x)d e " p(x) = e™’e "y (x)d ,w(x) = ¥ (x)d ,W(x)

kaava 41

inﬁnitesimaa[inen 0:n ollessa hyvin pieni (infinitesimaalinen), on edelld kuvattu muunnos ilmaistavissa Taylorin
vaihemuunnos sarjakehitelmén avulla infinitesimaalisena vaihemuunnoksena

p'(x)=(1-ine6)y(x)
kaava 42

jonka sisdtulo on

v (x)y'(x) =(1+ine@)y’ (x)(1—ined)y(x)
=(1+(ned)* )y (x)w(x)
kaava 43

Muunnokset ovat globaaleja johtuen juuri 8:n vakioisuudesta kaikissa avaruusajan pisteissi,
jolloin havaittu invarianssi on globaali invarianssi.

loKaalisuus Laajennamme nyt muunnoksemme eri suuruiseksi avaruusajan eri pisteissd, jolloin
globaali vaihemuunnoksemme 6 vaihtuu lokaaliksi vaihemuunnokseksi 8(x). T4ll6in

y(x) > v'(x)=e """ Py(x)
kaava 44

jonka sisétulo on

11 ¢ on elektronin sihkdvaraus.
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ine6(x) —inef(x)

Y ()Y (x) ="y (x)e w(x) =y (x)y(x)
kaava 45

Tamédkin funktio on invariantti y*y:n kaltaisissa lausekkeissa. On kuitenkin huomattava
invarianssin katoaminen odotusarvon antavan operaattorin sisiltdessd paikkaderivaattoja, silld
talloin syntyva lauseke sisdltdd myos 6(x):n derivaattoja.

V" ()90 (x) = "y (1)d ¢ ()
= "y (x)e O {[-ined, 0(x) Jy(x) + 9, w(x)}

= Y (09, ¥(x) ~ iney” (x)9,00)(x)
kaava 46

missa jalkimmaéinen termi rikkoo invarianssin.
Taylorin sarjakehitelmén avulla vathemuunnos saadaan infinitesimaaliseen muotoon

v (x) =1 ineb(x)y(x)

kaava 47
Madritellddn tdstd muunnetun ja muuntamattoman aaltofunktion erotus
Oy (x)=y'(x) =y (x) = —ineb(x)y (x)
kaava 48
jolloin aaltofunktion osittaisderivaatalle sama on
8]0, w(x)|=—ine6(x)d,w(x)— ine[d ,6(x) |w(x)
kaava 49

Ensimmiinen termi on aikaisempaa invarianttia muotoa (kaava 48). Tamin lisdksi olemme
saaneet ongelmallisen toisen termin, joka rikkoo haluamamme lokaalien muunnosten

invarianssin. Saavutamme lokaalin invarianssin korvaamalla tavallisen osittaisderivaatan

kovariantilla derivaatalla D,y jonka vaadimme muuntuvan

8D, (x)]= D,y (x)- D,y(x) = —ine6(x)D,y(x)

kaava 50
Téamai saadaan aikaan asettamalla
D,=0,+ineA,
kaava 51
missd A, on sdhkdmagneettinen vektorikenttd
A,=(p.A4)
kaava 52

jonka muoto valitaan siten, ettd kaava 50 toteutuu.
A,:n médrittdmiseksi sijoitamme D :n (kaava 51) 5[D”|p(x)]:n lausekkeeseen (kaava 50)
ja kdytimme d,¥(x):n variaatiota (kaava 49), jolloin saamme

infinitesimaalinen
vaihemuunnos
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8D,y (x)]= 8[(0, +inea, Jy(x)]
= 5[0" ) l//(x)] + 8linea, l//(x)]
= —ine6(x)d,, y(x) - ine[0,,0(x)|w(x) +ine A,y (x)+ ineA, Sy (x)
= —ine6(x)d,y(x)— ine[d,,0(x)|w(x) + ine 84,y (x) + ineA , [~ine 6(x )y (x)|

kaava 53
Toisaalta on (kaava 50)
8D,y (x)]= —ine6(x)D,y(x)
= —ine H(x)[o"y +ineA, ]l//(x)
= —ine6(x)d ,y(x)+ (ne)’ O(x)A,y(x)
kaava 54
Ndistd saadaan
inedA,y(x)— ine[ﬁ . H(x)]l//(x) =0
kaava 55
joka on voimassa mikéli asetamme sdhkomagneettisen potentiaalin mittamuunnoksen
&, (x) =6 ,6(x)
kaava 56

Schkdisen varauksen sdilymisestd sekd sithen liittyvdstd invarianssista lokaalissa infini-
tesimaalisessa vaihemuunnoksessa saadaan invarianssi mittamuunnoksessa sekd sdhko-
magneettiseksi kentdksi osoittautuva mittakenttd.

E.5.2.2 Gravitaation tapaus

Yleisessd suhteellisuusteoriassa mittapotentiaalien roolissa ovat Christoffelin symbolit
R %
r w =728 (aygyv-*-avgw_ayg/tv)
kaava 57

jotka eivit ole dynaamisesti riippumattomia mittapotentiaaleja, vaan riippuvat ylldolevan
relaation mukaisesti metriikasta g, (x). Toisin sanoen teorian mittapotentiaalit ovat metriikan
derivaattojen funktioita. Seuraavassa pyrimme antamaan yhteyden yleisen suhteellisuusteorian
koordinaattimuunnoksen ja jonkin mittamuunnoksen vilille. Saatava mittamuunnos tulee
osoittautumaan lineaarisen approksimaation mittamuunnokseksi.

Teorian lokaali symmetria on invarianssi mielivaltaisissa kédyréviivaisissa koordinaatti-
muunnoksissa

1’
xt—x" = c?x —%"
ox
kaava 58
jotka saavat infinitesimaalisen muodon
x# = x = x" + okt (x)
kaava 59

missi infinitesimaalinen @ << I ja &(x) on vektorikenttd.
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Haetaan seuraavaksi metritkan muutos tdssd infinitesimaalisessa muunnoksessa. Nyt mgm‘i,@n muutos
derivoimalla infinitesimaalinen koordinaattimuunnos saadaan

' IEH
27 s ra®
ox” ox”
kaava 60
joka metrisen tensorin koordinaattimuunnokseen sijoitettuna tuottaa
//1 ax/v
v lod
g#()_axpaxa P(x)
3"
:(5ﬁ+ Fw 5V+a g7 (x)
7 IEY
=~ g"'(x)+ gp"(x)a 5 + g (x)a=—== 3
ox?
kaava 61

missi on jitetty pois of - verrannolliset termit seki vaihdettu kahdessa jilkimmaisessi termissi
g™ — ¢”. Tami voidaan tehdé ottaen huomioon, ettd ndiden kahden metriikan vilinen ero on
luokkaa o ja kaksi viimeistd termid siséltdvit jo o:n. Sama koordinaattimuunnos metriikalle
voidaan suorittaa Taylorin sarjakehitelmalld seuraavasti

%" (x)

%" ()

g (¥ () = g (r+ag) = ™ () + o O
x'=x

kaava 62

Nyt kahta edellisti relaatiota kayttamalld saadaan

£ ()= 8" (x)— agr B, ag” (1) 2 + g™ () 2
ox
kaava 63
Mikili liikumme melkein laakealla avaruusajan alueella, on metriikka hyvin lahelld mﬂiik&a
Minkowskin laakeata metriikkaa n*'(x). vihiisessi
gpv (x) = n,uv (x) + Kh,uv (x) gravitaatio—

kaava 64 Kentdissd

missd k#,(x) on hyvin pieni. Nyt koska

h/‘v — n/‘pnw’

kaava 65

on

=0
e
2
(nw 5 xhw)(nv" —xh”") =62 - O(K' )

kaava 66

josta saadaan

#(x) =" (x) - ™ (x)

kaava 67

silld on oltava
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8w (%)g" (x)= &,
kaava 68

Nyt yhdistamalld tdmai ja kaava 63 saadaan

=" (x) W) — i (x
' (x)— i (x) = 0" (x) - k™ (x) - o£” A7 ;xp’dl )
ol ()= 0 ()] 2+ e () e ()

=

i (x) = e (x) + e B ) ()90

—kh'* (x) = —kh*" (x) + Otﬁéi + aﬁ

o, oK,
kaava 69
josta saadaan edelleen
K (x) =~ (x) + 49" £ + M E"
kaava 70
Verrataan saatua tulosta lineaarisen gravitaatioteorian mittamuunnokseen
P (x) = (x)+ 3" A + A
kaava 71
jolloin havaitaan ndiden olevan samoja mikéli asetamme (vrt. kaava 56)
ot (x) = —kA*(x)
kaava 72

missd &(x) liittyy yleisen suhteellisuusteorian infinitesimaaliseen koordinaattimuunnokseen ja
A“(x) lineaarisen gravitaatioteorian mittamuunnokseen. Niin ollen..

Yleisen suhteellisuusteorian invarianssia infinitesimaalisissa koordinaattimuunnoksissa
voidaan pitdd lineaarisen gravitaatioteorian invarianssina mittamuunnoksessa. Ehkd siis
yleiset ddrelliset koordinaattimuunnokset toimivat yleisen suhteellisuusteorian yleistettyind
mittamuunnoksina. Talloin yleisen suhteellisuusteorian mittasymmetriaksi tulisi yleisen
invarianssin periaate.

E.6 Mittaperiaate

Aiemmin havaittiin varatun hiukkasen liikeyhtdlon mittainvarianssin vaativan hiukkasen
aaltoyhtdlon mittamuunnoksen. Toisaalta voidaan ottaa ldhtokohdaksi aaltofunktion mitta-
muunnos (kaava 7) ja vaatia liikeyhtdlon invarianssia timdn mittamuunnoksen alla. Tatd
lahestymistapaa kutsutaan mittaperiaatteeksi. Sahkdomagnetismiin liittyvdnd esimerkkina
késittelemme relativistisia spin-%2 hiukkasia.

Vapaata relativististista spin-%2 hiukkasta kuvaa Diracin yhtilo 12

12 Ks. Esim. Ryder, Quantum Field Theory.
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L —ia- V¥ + fm¥

ot
kaava 73
missa
i d
<% ok,
kaava 74
Nyt suorittamalla aaltofunktion mittamuunnos saadaan
.0 gf(z .~ O igf (% igf (%
i—eTENY — _iG. Vel B’ + fme of (% e
ok
=
: (X t) (a V+1qa Vf) / quxt +,Bm‘I" iqf (%,1)
o"t ok
=
J @*f :
| —+ig—= ¥’ =—ia:| V+igVf ¥+ m¥’
ok ok
kaava 75

joka siséltdd invarianssiin ndhden Diracin yhtdlon derivaatoista 6‘1’/ ot ja V¥ syntyvit

ylimdardiset termit 6f / ot ja Vf (merkitty *:114). Nyt mittaperiaatteen mukaisesti vaadimme

Diracin yhtdlon mittainvarianssia ja lisédmme yhtdloon termejd, jotka mittamuunnoksessa
aikaansaavat *-termien katoamisen. Muuntamalla Diracin yhtdlossé

252 1ige

& o

VoV- iqA.
kaava 76

saadaan
i(i + iq¢j‘l’ =G (V—igA)¥ + pm¥
ot

kaava 77

joka aaltofunktion mittamuunnoksessa kéayttaytyy seuraavasti



sihKomagnetismi

gravitaatio

Mitta

l(_jt— + iq¢jei‘1f(i")‘1” =—a- (? - iqﬁ)eiq’(i")‘l” + Pme

=

iof (5 Xt . igf(® ’
ierqf(x,t)iq J(at )\P"f‘le qf (%.1)

:_Z(.(eillf(i,t)iq(vf)\{;/+eiqf(i,t)vlyz_iqA'eiqf(E,t)\P/)+ﬂmeiqf(}.t)\P/

_ q¢eiqf(f,l)\Pl

=

l(% + iq¢)eiqf(f,l)\{ll - _& . (v _ iqA)eiqf(i,t)\Il/ + ﬂmeiqf(i,t)\yf

=

s 5’ # ’r_ = ~ .7 ’ ’
1(5 + zq¢j‘l’ =—a- (V - lqA)‘P + pm¥Y

kaava 78
ollen siten mittainvariantti.

Mittaperiaatteen perusta on vaatimus lokaalista symmetriasta, joka taas kuvaa fysikaalisten
lakien invarianssia lokaaleissa muunnoksissa. Mittaperiaatteen mukaan jokaisen jatkuvan
symmetrian on oltava luonteeltaan lokaali symmetria. Tdmi vaatimus esittdd luonnon omaavan
huomattavasti suuremman symmetrian kuin mitd tavallisesti késitetddin. On kuitenkin
huomattava, ettd niin sdhkdmagneettinen vuorovaikutus kuin yleinen suhteellisuusteoriakin
siséltavit lokaalin symmetrian eikd asetettu vaatimus ndin olekaan aivan tuulesta temmattu.

E.7 Johtopaatokset

Sdilyvidt suureet liittyvdt Noetherin teoreeman kautta (jatkuviin) symmetrioihin, jotka
mittaperiaatteen mukaisesti ovat luonteeltaan lokaaleja. Lokaalin symmetrian kautta invarianssit
voidaan liittdd mittakenttddn, jonka kanssa sédilyvd suure vuorovaikuttaa. Saadaan siis sdilyvén
suureen, symmetrian ja mittakentén yhdistdva suljettu kehid (Kuva 6).

Sahkomagneettisen teorian sidilyvddn suureeseen, sihkOvaraukseen, liittyy invarianssi
aaltofunktion vaihemuunnoksessa. Téhdn vaihemuunnokseen voidaan lokaalin invarianssin
kautta liittdd mittakenttd. Néin siis sdhkOvarauksen sdilymisestd sekd siihen liittyvistd
invarianssista lokaalissa infinitesimaalisessa vaihemuunnoksessa saadaan invarianssi mitta-
muunnoksessa sekd sdhkomagneettiseksi kentiksi osoittautuva mittakenttd (kaava 56).

Yleisen suhteellisuusteorian invarianssina toimii invarianssi mielivaltaisissa kayré-
viivaisissa koordinaattimuunnoksissa. Namd muunnokset voidaan lokaalisti nahdda Poincarén
muunnoksina, jotka siten toimivat teorian lokaalina invarianssina. Gravitaation ldhteena
toimiviin energiaan, liikem&d4drddn, jénnitykseen ja pyOrimismaddrddn liittyy invarianssi
translaatio- ja rotaatiomuunnoksissa, joka laakeassa avaruusajassa on verrattain helppo
todistaa!3. Yleisessi kaarevassa avaruusajassa symmetrioita esittédd ns. Killingin vektori, jonka
avulla voidaan osoittaa symmetrioiden yhteys siilyviin suureisiin — energiaan ja litkeméérdén
(kaava 37).

Yleisestd mittaperiaatteesta gravitaation erottaa kuitenkin se, ettei gravitaatiokentdn
lahteisiin liity koko teorian invarianssi, vaan ainoastaan sen osa — translaatio- ja rotaatio-
invarianssi. Mittasymmetriaa on yritetty laajentaa késittdmdin koko Poincarén ryhmaa
kayttdmalla ns. torsiota (kaava 38), joka syntyisi perushiukkasten sisédisen spinin vaikutuksesta.
Laajennusteorian arvoa vihentdd hieman tietdmittdmyytemme ndiden perushiukkasten
sisdisestd rakenteesta. Nama hiukkaset voivat koostua vield pienemmistd hiukkasista, jolloin
niiden spin olisi summa rakennusosasten keskindisestd pyorimismaéréstd ja sisdisestd spinista.

13 Ryder; luku 3.2.
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Lokaalin symmetrian kautta voidaan kuitenkin kytked yleisen suhteellisuusteorian
invarianssi mielivaltaisissa kéyrdviivaisissa muunnoksissa mittainvarianssiin. Tdmd onnistuu
olettamalla gravitaatiokentén olevan heikko, jolloin voimme soveltaa gravitaation lineaarista
approksimaatiota. Néin saadaan tulos, joka antaa yleisen suhteellisuusteorian koordinaatti-
muunnoksen ja lineaarisen approksimaation mittamuunnoksen vastaavuuden (kaava 72). Tami
taas saattaa yleistyé ddrellisten yleisten koordinaattimuunnoksien toimimiseksi yleisen suhteel-
lisuusteorian yleistettyind mittamuunnoksina. Téll6in yleisen suhteellisuusteorian mittasymmet-
riaksi tulisi yleisen invarianssin periaate!4.

Niin lopuksi voidaan todeta gravitaation mittateorian olevan muiden perusvuoro-
vaikutusten mittateorioihin verrattuna keskenerdinen. Teorian keskenerdisyydestd huolimatta
luonnon sdilyvien suureiden, invarianssien ja mittakenttien vilistd yhteyttd ei pidd unohtaa —
luonto ei vain ole, silld on aina syy.

14 Toisaalta koko yleinen suhteellisuusteoria voidaan johtaa aloittamalla yleisen invarianssin
vaatimuksesta; ks. esim. D’Inverno: Introducing Einstein’s Relativity.
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E.8 Lahteet

Alla ovat pdiasialliset ldhteet, joista timén luvun tiedot on keritty. Tédydellinen lahdeluettelo
16ytyy tutkielman lopusta.

1.

o &~ 0 P

o
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F. Kvanttigravitaatio

N ykyfysiikka nojaa kahteen eri pituiseen kainalosauvaan — kvanttimekaniikkaan ja yleiseen
suhteellisuusteoriaan. Nama kaksi fysiikan teoriaa eroavat kylliksi toisistaan sotkeakseen

sauvojen yhtdaikaisen kadyton. Yleinen suhteellisuusteoria kuvaa mainiosti luonnon
kayttaytymistd suurilla etdisyyksilld, kvanttimekaniikan keskittyessa kasittelemaén lyhyitéd etdi-
syyksid. Nama kaksi teoriaa yhtendistavd teoria eli kvanttigravitaatio on osoittautunut
hankalaksi muotoilla. Onnistunut teoria kvanttigravitaatiosta tarjoaisi suunnattoman hyddyn
tutkimukseen tdhtitieteestd ja mustista aukoista, kosmologiasta ja maailmankaikkeuden
synnystéd, puhumattakaan fysiikan todellisesta ymmartamisestd kaikki luonnon vuorovaikutukset
yhdistdvina teoriana.

Kvanttigravitaation ongelmaa on lahestytty useilla perinteisiin ja radikaaleihin tapoihin
jakautuvilla keinoilla. Perinteisiin keinoihin kuuluvat kanoninen kvantitus ja polkuintegraali-
kvantitus. Radikaaleihin keinoihin kuuluvat taas keinot, joissa avaruusaikaa ja materiaa
kasitellddn perinteisestd tavasta poikkeavilla keinoilla. Ndihin kuuluvat késitellyn avaruusaikaa
diskretisoivan Reggen laskennan lisdksi esimerkiksi hilateoriat ja sdieteoriat. Hilateorioissa
kvanttigravitaatiota ldhestytddn jatkuvan moniston ‘pédlle’ asetetun satunnaishilan kautta.
Supersiieteoriassa taas ongelmaa pyritddn ratkaisemaan kuvaamalla materiaa yksiulotteisilla
sdikeilld ja niiden erilaisilla vardhtelymoodeilla.

Keskitymme nyt yksiulotteiseen maailmankaikkeuteen!, johon sovellamme aiemmin
késiteltyja tietoja lineaarisesta gravitaatioteoriasta, mittateoriasta ja Reggen laskennasta.
Luomme  yksiulotteisen  hila-maailmankaikkeuden, jonka pyrimme kvantittamaan
polkuintegraali-kvantitusta kayttéen statistiselle fysiikalle analogisin keinoin.

I Lihestymistapa perustuu Markku Lehdon aiheesta tekemiin tutkimukseen seki tutkimuksen
pohjalta luennoimaansa Yleisen Suhteellisuusteorian Jatkokurssin luentosarjaan Jyvaskyldn
yliopistossa kevailld 1996.
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F.1 Yksiulotteinen maailmankaikkeus

Lahestymistavan ohjenuorana toimivat invarianssit ja symmetriat, joita jo késittelimme
aikaisemmassa luvussa. Télloin havaitsimme kuinka infinitesimaalista koordinaattimuunnosta
voidaan pitdd lineaarisen gravitaatioteorian mittamuunnoksena asettamalla a&'(x) = xA"(x).
Lienee niin ollen perusteltua toivoa &direllisten yleisten koordinaattimuunnosten toimivan
yleisen suhteellisuusteorian yleistettyind mittamuunnoksina. Tilloin yleisen invarianssin
periaate olisi yleisen suhteellisuusteorian mittasymmetria. Yleisen invarianssin puolesta puhuu
lisdksi inertiaali- ja gravitaatiomassan yhtdsuuruus mielivaltaisessa systeemissd. Tamén ekvi-
valenssin teoreettinen todentaminen olisi mahdotonta ilman yleisen invarianssin periaatetta2.

Tulemme kidyttimddn Feynmanin polkuintegraalimenetelmdid kvantittaessamme yksi-
ulotteista maailmankaikkeutta. Reggen laskennan kvantisointia kisittelevdssd luvussa D.7
totesimme, ettd integrointimittana olisi jarkevad kayttdd hyvéksi jotakin invarianttia suuretta.
Niin ollen matkalla yksiulotteiseen kvanttigravitaatioon etsimme yksiulotteisen maailman-
kaikkeuden invarianssin, josta taas pyrimme saamaan integrointimitan mahdollisesti analogioita
hyvidksi kiyttden. Aloitamme jatkumoteoriasta kuvaten yksiulotteista maailmankaikkeutta
kéyrilld, jonka sitten jaamme erillisiin Reggen kehikkoon viittaaviin simplekseihin.

F.1.1 Jatkumotapaus

Tarkastelemme tdssd luvussa jatkumovaikutusta ja vaikutuksen invarianssia yksi-
ulotteisessa tapauksessa. Edelleen katsomme kuinka yksiulotteinen metriikka muuntuu infini-
tesimaalisessa koordinaattimuunnoksessa. Aloitamme geodeettisesta kdyrastd neliulotteisessa
jatkumossa etenemalld neliulotteiseen jatkumovaikutukseen.

Neliulotteisessa avaruusajassa parametriyhtilén x” = x%(u) toteuttavan kdyrdn C viiva-
elementti on

ds® =(ds)’ = g, (x)dx*dx”

kaava 1
josta jakamalla infinitesimaalisella kiyriparametrin neli6lli (du)* saadaan
dsY’ dx" dx"
(d_uj =8 (X)E du
kaava 2

Koska infinitesimaalisen lyhyt pituus kédyrdd C pitkin on ds, saadaan kahden pisteen u; ja u,
vilimatka kdyrélld C integraalina

u, “ g
;I:ds = ‘:"‘TZdu

L dxp dxv
= 22 =l
ujl‘/g,,v(x) i b,

kaava 3

On huomattava, ettd timi integraali antaa geodeesin eli suorimman mahdollisen maailman-
viivan kahden pisteen u; ja u, vililld. Téllainen kahden pisteen vilinen geodeesi madritellddn
pisteiden vilisen invariantin pituuden stationaarisuutena mielivaltaisiin (pieniin) maailma-
nviivan heilautuksiin ndhden. Nidin ollen kaava 3 antaa neliulotteisen avaruusajan
(jatkumo)vaikutuksen I, jonka integrandi on Lagrangen funktio

dx* dx"
du du

L=,lg,(x)

kaava 4

2 Hans Ohanian, 1973.
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Siirrytddn nyt neliulotteisesta avaruusajasta yksiulotteiseen avaruuteen, jolloin pisteiden yksiubtteinen

u; ja u, vilimatka kéyrélla C muotoutuu (kaava 3) ja thumo

uy uy

dx dx

st = J‘Jg(x)——du

du du
u) u
iy

= [Je(x)dx=1
¥

kaava 5

antaen samalla lausekkeen vaikutukselle I (vrt. neliulotteinen tapaus ylld).
Metriikka muuntuu infinitesimaalisessa koordinaattimuunnoksessa3

x— x'=x+a(x)

kaava 6
seuraavasti
"y dx \
g(x) > g'(x )=( ) g(x)
dx
kaava 7
Jatkumovaikutus (kaava 5) on invariantti tdssd muunnoksessa silld
2
g(x)dx — /g’ (x")dx’ = J(:;,j g(x)dx" =/ g(x)dx
kaava 8
Yksiulotteinen muunnosmatriisi on
dx _ d[x’ — a(x)] :(l—ad—fj
dx’ dx’ dx’
kaava 9

jolloin metriikka muuntuu (kaava 7)

3Muunnoksessa o on infinitesimaalinen siirtyméparametri ja & on sijaintia kuvaava x:n funktio.
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£6)=(1- 0| )

—[1-a dfjx) 2(x)

{-ot-ot o
()

=|1- 2ad— +0(a )}g(x)

gx) - 202 ¢(x)

kaava 10

missi infinitesimaaliset o termit on approksimoitu pois. Nyt siis metriikan muutos
muunnoksessa on
dé

X(x)=g'(x")-gx)= —20!; g(x)

kaava 11

Olemme nyt kaisitelleet yksiulotteisen jatkumotapauksen ldhtien jatkumovaikutuksesta ja
paityen infinitesimaalisten muunnosten kautta metriikan muutokseen kyseisissd muunnoksissa.
Seuraavaksi pureudumme analogisen diskreetin hila-avaruuden rakentamiseen.

F.1.2 Yksiulotteinen hila-maailmankaikkeus

Yksiulotteista maailmankaikkeutta kuvaava kdyrd voidaan jakaa yksi-
ulotteisiin laakeisiin simplekseihin — suoriin viivoihin. Jaamme maailman-
kaikkeutta kuvaavan viivan N:ddn simpleksiin, jolloin saamme N kappaletta
vertekseji eli hilapisteitd. Asetetaan lisdksi ns. periodinen reunaehto
liittdmallad viimeinen hilapiste ensimmaiseen.

Nyt meilld on siis yksiulotteinen maailmankaikkeus (Kuva 1) seuraavilla
Kuva 1. Yksi- chdoilla:
ulotteinen ns. ® N kappaletta hilapisteita.
periodista reu- e N kappaletta hilapisteiden vilisid simplekseji tai linkkeja.

naehtoa  nou- " : o
datiava Raggen £, on hilapisteiden n ja n+1 vilinen etdisyys.

kehikko (N =7). ® Periodinen reunaehto: {x41 = £;

Hilasysteemin vaikutuksen etsimiseen kdytdmme analogiaa jatkumon kanssa,
missd vaikutuksena toimii kahden pisteen vilinen etdisyys (kaava 5). Systeemin periodisuudesta
johtuen kahden pisteen vilisen etdisyyden sijaan otamme vaikutukseksi yksiulotteisen
maailmankaikkeuden kokonaispituuden

N

==

n=1
kaava 12

joka tulee osoittautumaan mittainvariantiksi. Verrattaessa titd jatkumoteorian vaikutukseen
havaitaan integraalin muuttuneen summaukseksi kuten sopii odottaakin siirryttdessd jatkumosta
diskreettiin hilaan. Lisdksi havaitaan selvd analogia linkin pituuden ja metriikan valilla.

Jatkumoteorian metriikkaa g(x) vastaa diskreetissé tapauksessa linkin nelio ¢,%. T4mi on tuttua
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Reggen laskennan puolelta, missd linkkien pituudet niinikddn vastaavat jatkumoteorian
metriikkaa.
Infinitesimaalinen muunnos téssd yksiulotteisessa simpleksisessd maailmankaikkeudessa  diskreetti ana[ogia

on (vrt. kaava 6) Jatkumo-
I ->Il=1 - a(fm - dfn) muunnokselle
kaava 13

Analogiana jatkumotapauksen metriikan muunnokselle (vrt. kaava 10) saadaan linkin pituuden
nelion infinitesimaalinen muunnos

2
l/2= 1_a£n+l—§n)l2
n l" n

1-2a (§n+1l_ gn ) + az (§n+ll_2 5)1) ln2

n n

= an - 2aln (§n+] - g'l )+ az (f"ﬂ B 5" )2
=1, -, &)

kaava 14

Linkin pituuden muutos muunnoksessa on siten (vrt. kaava 11)
&n = lr: - ln = _a(gnﬂ - gn)
kaava 15

missd @&, luonnehtii hilapisteeseen n liitettdvid diskreettid mittamuunnosta. Nyt vaikutuksen
eli koko maailmankaikkeuden pituuden variaatio on

Al = L[]

kaava 16

missd &y,; = & periodisuusehdon nojalla. Yksiulotteisen simpleksisen maailmankaikkeuden

kokonaispituus on siis mittainvariantti ilmaisten hilavaikutukseen L[/] liittyvdn mitta-
symmetrian!

Olemme siirtyneet pois jatkumoon sijoitetusta koordinaatistopohjaisesta teoriasta. Sijaintia
diskreetissd maailmankaikkeudessa ilmaisevat hilapisteet ja siirtymisen paikasta toiseen
antavat hilapisteissd mddritellyt mittamuunnokset.

F.2 Yksiulotteisen maailmankaikkeuden kvantisointi Feynmanin
polkuintegraalimenetelmalla

Pyrimme seuraavaksi luomaan kvantisointimenetelmén yksiulotteiselle hilapisteistad
koostuvalle maailmankaikkeudellemme kéyttamallda Feynmanin polkuintegraalimenetelmaa.
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F.2.1 Polkuintegraalit

Klassisen fysitkan mukaan hiukkanen kulkee yhta reittid avaruusajassa alkutilasta loppu-
tilaan. Richard Feynmanin mukaan hiukkaset eividt kuitenkaan seuraa vain tiettyd reittid
avaruusajassa, vaan kulkevat yhtd aikaa kaikkia mahdollisia reitteja (Kuva 2). Hiukkanen on

ikddnkuin kaikkialla samanaikaisesti. Jokaisella néistad
reiteistd, eli hiukkasen historioista, on oma toden-

_ 0 ,’//‘;{ nakoisyytensa. Summaamalla nama historiat
leJSkSlsen fysilkan /] todennikdisyyksineen saamme tulokseksi useimmiten
mikadn 4 7)‘ juuri klassisen fysiikan ennustamat historiat. Tama

/ yhtdaikaisuus juontaa juurensa kvanttimekaniikkaan
y/ kuuluvasta  Heisenbergin  epdtarkkuusperiaatteesta,
\ -/‘*f’\\ jonka mukaan emme koskaan voi tarkasti tietdd jonkin
Rlchcv/d Feynmanin hiukkasen sijaintia ja nopeutta samanaikaisesti. Mitd
summa)yli historioiden tarkemmin selvitimme hiukkasen nopeuden, sitd vihem-
[ / min tieddimme sen sijainnista.
‘ 3 Gravitaation polkuintegraalikvantisoinnin perus-
ajatus on selvittdd todenndkoisyys gravitaatio- ja
Kuva 2. Klassisen fysiikan mukaan hiuk- Mmateriakenttien siirtymiselle alkutilasta lopputilaan.
kanen seuraa vain yhti rataa avaruus- Kenttien muutos seuraa klassisella rajalla yhtd ainoaa
ajassa, kun taas Richard Feynmanin mu- historiaa, aivan kuten hiukkanenkin seuraa klassisesti
kaan hiukkanen seuraa kaikkia mahdol- yain omaa ainokaista maailmanviivaansa. Todelli-
liska mtojasn yhialias. suudessa kentdt saattavat kuitenkin siirtyd kaikkia
mahdollisia historioita pitkin alkutilasta lopputilaan.
Télloin siirtymédn todenndkoisyys saadaan summaamalla kaikkien mahdollisten historioiden
todennékoisyydet. Mahdollisia historioita on yleensd &dédreton maérd, jolloin “summa yli
historioiden” muuttuu “integraaliksi yli historioiden”. Polkuintegraalikvantisoinnin kannalta
gravitaation kvantisoinnin perusongelma onkin juuri timén integraalin laskeminen. Tédmén
integraalin antavan Feynmanin tilasumman eli propagaattorin perusmuoto on

("lopputila"|"alkutila") = jd["tila"]ef’["‘”“"]
kaikki
"tilat"

[ //

. =

kaava 17

missd d/“ tila ”] on integrointimitta kyseisesséd tila-avaruudessa ja I/“tila”] gravitaation
vaikutus.

F.2.2 Feynmanin propagaattori hilasysteemille

Pyrimme nyt etsimddn oikean tavan polkuintegraalikvantitukseen yksiulotteiselle hila-
maailmankaikkeudelle. Télloin haluamme laskea todennékoisyyden hilasysteemin siirtymiselle
alkutilasta lopputilaan. Tdmid saadaan summaamalla/integroimalla yli kaikkien alku- ja
lopputilan  vililla  olevien  hilakonfiguraatiopolkujen = (Kuva 3). Nidin  ollen

(4]

kaikki mahdolliset
vililld olevat
“hilakonfiguraatiopolut”

lopputila

Kuva 3. Laskettaessa todennakoéisyysamplitudia hilajariestelmén siirtymisesta
alkutilasta lopputilaan taytyy Feynmanin propagaattoria laskettaessa huomioida
kaikki mahdolliset alkutilasta lopputilaan johtavat hilakonfiguraatiot.

todenndkoisyysamplitudin  tarkasteltavan  hilajdrjestelmdn  siirtymisestd  kvanttitilasta
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ll,lz,...,lN> antaa edelld esitelty (kaava 17) Feynmanin

Il1 W S—— lN> kvanttitilaan
propagaattori eli tilasumma

()= Jalpotarki =
rolat

kaava 18

joten ongelmaksi jdd valita vaikutus //“polku”] seka integrointimitta d/“polku” ].

Vaikutuksen [ tdytyy olla invariantti suure, jolloin luonnolliseksi valinnaksi
yksiulotteisessa  hilamaailmankaikkeudessa jdd yksiulotteisen hilamaailmankaikkeuden
(invariantti) kokonaispituus

kaava 19

Integrointimitan valitsemisessa lienee syytd kayttad analogiaa jatkumoteoriaan seki jonkinlaista
yhteyttd invarianttiin kokonaispituuteen. Jatkumoteorian (funktionaali)integrointimitta on

muotoa
Jaulg] = TT) de(x)e% ()

kaava 20
josta analogiaa seuraamalla df “polku” |:n yksinkertaisin mahdollisuus olisi siis
Jal potk] = [ 1] (1,71, = Jautn
n=1 0
kaava 21

muistaen linkin nelion vastaavan jatkumoteorian metriikkaa. Hila-avaruuden kokonaispituuden
ollessa invariantti tiedetddn ylldolevan integrointimitan olevan ainakin dérellinen.
Yksiulotteisen simpleksisen hila-maailmankaikkeutemme Feynmanin propagaattori on siis
muotoa

TR 5 A HTd Ge"m’

n=lo

kaava 22

F.2.3 Kvantisoidaan hila-avaruus

Pyrimme nyt 16ytdmédén keinon hila-maailmankaikkeuden kvantisoimiseksi etsimélld
analogiaa statistisen fysiikan systeemisti lampokylvyssi4. Etsimme vastinetta edelld esitellylle
propagaattorille, jota sitten kdytdmme hila-avaruuden keskimdérdisen linkin pituuden seka
avaruuden keskimaardisen kokonaispituuden kvanttifluktuaatioiden etsimiseen.

4Ks. esim. Mandl, Statistical Physics.
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F.2.3.1 Systeemi lampokylvyssd

Tarkastellaan tilavuudeltaan vakioista systeemid lampokylvyssa siten,
ettei systeemin ja lampokylvyn vililld ole hiukkasten vaihtoa (Kuva 4).
Lampokylvyn suuruudesta johtuen ldmpétila sdilyy vakiona riippumatta
systeemin ja ldmpokylvyn vilisestd ldmmonvaihdosta. Nyt systeemin
(makro)tilaa  voidaan kuvaata tilavuudella, hiukkaslukumdirélla ja
lampétilalla.  Vaihtoehtoisesti  systeemin tilaa voidaan kuvata myos
Kuva 4. N hiuk- mikrotiloilla 7, 2, .., n, .., jotka antavat tiedon systeemin tilasta
kasta sisdltdvd pienemmissd mittakaavassa. Niin systeemin mikrotilojen mérittdmiseksi voi
tlavuudeltaan V' piis5  egimerkiksi systeemin ja limpokylvyn muodostavien hiukkasten
oleva systeemi .. . . . . S ; : b s e
lmpotilaltaan T Suainnin Javlukemaara‘n antapupen. Edel.le.en systeemin eri mikrotiloja I .2,
olevassa lamps- - M - voidaan luokitella tilojen energioilla E;, E,, ..., E,, ... . Energioita
kylvyssa. kdytettdessd on kuitenkin muistettava, etteivdt energian arvot ole

yksiselitteisid eri mikrotilojen pystyessd omaamaan samoja energian arvoja.

F.2.3.2 Yksiulotteisen hila-maailmankaikkeuden analogia systeemiin
lampokylvyssa
Voimme nyt tarkastella hila-maailmankaikkeutta vertaamalla sitd lampokylvyssd olevaan

hiukkassysteemiin. Haemme analogiaa samaistamalla hilasysteemin hilapisteet hiukkas-
systeemin hiukkasiin. Tdlloin voimme ajatella hila-avaruuden linkkien pituuksien vastaavan

hiukkasjarjestelmadn eri mikrotiloja ja hila-avaruuden kokonaispituuden L(¢) hiukkas-
jérjestelmin eri mikrotilojen energioita E,.
F.2.3.3 Ldmpokylvyssd olevan systeemin keskimddrdinen energia

Todennidkoisyyden sille, ettd systeemi lampokylvyssd on mikrotilassa n energialla E,
antaa ns. Boltzmannin jakauma

1

- — _ﬁEn
P Ze

kaava 23

missd Z on partitiofunktio eli tilasumma. Eksponenttifunktiossa esiintyvd # on Boltzmannin
vakiosta k ja lampdtilasta T koostuva ldmpdétilaparametri

1
b=
kaava 24

Partitiofunktiolla kasitetddn systeemiin liittyvien mikrotilojen summaamista yhdeksi
olioksi. Ndin ollen partitiofunktiota voidaan kéyttda jonkin tilan todenndkoisyyden laskemisessa
jakolaskun nimittdjand

A

P(A)=—

(=2
kaava 25

missd A on tapahtuma, Z kaikista tapahtumista muodostettu tilasumma ja P(A) tapahtuman A
todennikoisyys. Partitiofunktio toimii siis normitusvakiona todennikoisyydelle varmistaen

kaikkien tapahtumien todenndkoisyyksien summautumisen yhdeksi, ts. p, = 1.
n

Boltzmannin jakauman partitiofunktio on muotoa
Z=2."
n

kaava 26

Systeemin keskiméérdinen energia (E) saadaan Boltzmannin jakaumasta seuraavasti
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1
<E> = zann :_Z— Ze_ﬂEn En
kaava 27

F.2.3.4 Hila-maailmankaikkeuden keskipituus

Nyt voidaan maailmankaikkeuden kokonaispituudelle L(I) saada keskiarvo (L(l))
analogiana statistisen fysiikan energian keskiarvon (E) lausekkeesta (kaava 27). Vaihtamalla
(E):n lausekkeessa E,:n paikalle L(l) sekd korvaamalla summaus integroinnilla saadaan hila-
avaruuden kokonaispituuden keskiarvoksi

(L)) = El—f dullle™" L(1)

kaava 28

missd dufl] on kidytettdvd integrointimitta (kaava 21). Lampoétilaparametrin S korvanneella
vakiolla A:lla on ehkd rooli erddnlaisena “lampokylpyyn” liittyvidni kosmologisena vakiona.
Kysymykseksi jadkin lampokylvyn rooli hila-maailmankaikkeuden tapauksessa.

Jakamalla hila-maailmankaikkeuden keskimdardinen kokonaispituus hilapisteiden luku-
miirilld saadaan keskimadraiseksi linkin pituudeksid

(L) o+2
N 2
kaava 29
F.2.3.5 Fluktuaatiot limpokylvyssd olevan systeemin energiassa

Keskihajonta AE lampokylvyssd olevan systeemin keskiméddrdisestd energian arvosta
(kaava 27) on

(AE)* =((E~(E)))=(E?)~(E)’
kaava 30

jota hyviksi kdyttamalld voidaan osoittaa energian suhteellisten heilahtelujen olevan
kdidnteisesti verrannollisia systeemin koon neliGjuureen

AE 1
(E) " JN

kaava 31

F.2.3.6 Kvanttifluktuaatiot maailmankaikkeuden kokonaispituudessa

Myos maailmankaikkeuden kokonaispituuden L(I) suhteelliset heilahtelut eli kvantti-
fluktuaatiot saadaan analogiana statistisen fysiikan suhteellisista heilahteluista (kaava 31)©

AL 1 1

(L)~ J2+0 YN

kaava 32

Hilasysteemin koon kasvaessa suhteelliset kvanttifluktuaatiot siis pienenevét, mikd on hyvissa
analogiassa statistisen fysiikan kanssa.

S5Ks. Liite c.
6Ks. Liite c.
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F.3 Yhtenevaisyyksia ja analogioita

Alle on selvyyden vuoksi taulukoitu hila-maailmankaikkeuden yhteneviisyyksia
Jjatkumoteoriaan ja statistisen fysiikan systeemiin lampokylvyssa.

(yksiulotteinen) Jatkumoteoria Hilateoria

Geometrian antaa metritkka — g(x) linkkien nelié — [, >

Vaikutus I J‘ m e iln
n=1

(Funktionaali)- % N
integr(t)lintimitta Jd,u[g]=1:“.dg(x}g/(x] _[d,u[l] :HTd(lnz)lna

n=1 (

Taulukko 1. Yksiulotteisen jatkumoteorian seké yksiulotteisen hilateorian viliset yhteydet.

Statistisen fysiikan Yksiulotteinen hila-
hiukkasjirjestelmi maailmankaikkeus
Mikrotilat Mikrotilat Hilapisteet
Mikrotiloihin liittyvit | Energiat E; Linkin pituudet £,
suureet
Suure keskiméirin
(E)= %Ze—ﬂE" E, (L)) = %—jdy[l]e‘w’)L(l)
n N

Taulukko 2. Statistisen fysiikan ja yksiulotteisen hilamaailmankaikkeuden vilinen analogia.

F.4 Johtopaatokset

Yksiulotteinen hila-maailmankaikkeus omaa analogiaa sekd Reggen laskentaan ettd
statistiseen fysiikkaan. Gravitaation lineaarisen approksimaation kautta ldahestyttiin gravitaatio-
vuorovaikutuksen geometrista mallia, jolle Reggen laskenta antoi diskreetin luonteen. Jatkumo-
analogiaa hyviksi kdyttden haimme invariantin integrointimitan Feynmanin polkuintegraali-
kvantitukselle. Teorian invarianttina suureena on hila-avaruuden kokonaispituus L, jonka
voidaan ndin antaa toimia systeemin vaikutuksena.

Yksiulotteisen hilamaailmankaikkeuden metriikkana toimivat hila-avaruuden hilapisteité
yhdistdvien linkkien nelit. Nidin ollen namé viivasimpleksit antavat Reggen laskennan
simpleksien reunojen tavoin hila-avaruuden geometrian. Edelleen linkkien pituudet ovat
analogisia statistisen fysiikan lampokylvyssd olevan systeemin energioihin. Statistisen fysiikan
analogiaa hyvidksi kidyttden voidaankin laskea hilamaailmankaikkeuden keskimddrdinen
kokonaispituus (kaava 29 x N), keskimaaradinen linkin pituus (kaava 29) seki fluktuaatiot timén
pituuden ympirilld (kaava 32). Fluktuaatiot vastaavat statistisen fysiikan lampokylvyssé olevan
systeemin energiafluktuaatioita, eli ovat kaénteisesti verrannollisia systeemin kokoon.

Luonnolliselta tuntuva yleistys yksiulotteisesta hilasysteemista olisi lisdtd hilapisteitd tai
pelkéstddn linkin pituuksia siten, ettd yhdestd pisteestd lahtisi ulottuvuutta vastaava méaira
linkkeja. Télloin sopiva analogia statistisen fysiikan kanssa olisi todellakin hiukkasjarjestelma
tai kaasu. Onkin mielenkiintoista ajatella kuinka pitkélle analogia statistisen fysiikan kanssa
mallia kantaisi. Hila-avaruus sdilyisi edelleen erilld tavalla yksiulotteisena, useampiulotteisen
avaruuden supistuessa hilapisteisiin. Lahestymistapa onkin selvisti erilainen verrattuna muihin
kvanttigravitaatiota hakeviin ehdotelmiin, joissa avaruusajan kvanttitason ulottuvuuksia
pyritdan ennemminkin lisddmain kuin vdhentamaan.

Edelleen on muistettava, ettei hila-avaruudessa ole otettu huomioon massan mahdol-
lisuutta. Jd4 mietittdviksi mihin kohtaan massa mallissa sijoitetaan. Hilapisteet tuntuvat tdssi
vaiheessa jarkevimmiltd sijoituskohteilta. Massan sijoittamisen jidlkeen voidaankin alkaa
keskustella liikeyhtiloistd ja ehkd ndkyvammistd seurauksista.
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Johtopaatdkset

G. Johtopaatokset

Olettamalla avaruusaika laakeaksi ja approksimoimalla pois gravitaatiokentdn itseis-
vuorovaikutus voidaan johtaa lineaarinen approksimaatio gravitaation kenttdyhtaloistd. Nama
kenttdyhtdlot ovat toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtdlGitd ja kuvaavat gravitaatio-
vuorovaikutusta kenttien ollessa verrattain heikkoja. Heikon gravitaatiokentidn vaatimus kattaa
suurimman osan tdhtisysteemeistd ja ndin ollen approksimaatio onkin hyvin kédytidnnollinen
verrattuna tarkkoihin Einsteinin kenttdyhtdloihin. Ottamalla mukaan gravitaatiokentédn
itseisvuorovaikutus uuden energia-liikemaara-jannitystensorin muodossa edetdén tilanteeseen,
jossa perinteinen laakea Minkowskin avaruusaika joudutaan hylkddmadn. Tilalle astuu
gravitaation geometrinen tulkinta, jossa pituuksia mitataan metrisen tensorin avulla. Uusi
metrinen tensori

8w () =11, + kh,, (x)
kaava 1

poikkeaa Minkowskin laakeasta metriikasta 77, eli laakeasta avaruusajasta. Tissd teoriassa
massa ja sen johdannaiset — energia, lilkkemaard, pyorimismddra — kaareuttavat avaruusajan
geometriaa. Kaarevassa neliulotteisessa geometriassa hiukkaset kulkevat suorinta mahdollista
reittia — geodeesia pitkin.

Luonto siséltdd suuren mdédrdn symmetrioita, jotka usein helpottavat fysikaalisten
ongelmien ratkaisua. Symmetrioilla on kuitenkin huomattavasti syvillisempédkin merkitysté
Luonnon tapahtumien selittimiselle. Noetherin teoreeman mukaan jokaiselle Luonnon
symmetrialle on olemassa sdilyvd suure ja vastaavasti jokaiselle sdilyville suureelle oma
symmetria. Edelleen mittaperiaatteen mukaisesti jokainen jatkuva symmetria on lokaali
symmetria, joka taas kytkee symmetrian mittakenttdéin. Edelleen mittakenttd vuorovaikuttaa
sdilyvdn suureen kanssa, jolloin syntyy suljettu kehd kuvaamaan kyseisen sdilyvdn suureen
luomaa vuorovaikutusta.

Sahkomagneettisen kentdn lahteend toimii sdhkovaraus, joka myOs on teorian sdilyvd
suure. Nyt Noetherin teoreeman kautta sdhkdvaraukseen liittyy symmetria, joka on invarianssi
sdhkomagneettisen kentén aaltofunktion vaihemuunnoksessa. Edelleen lokaalin symmetrian
kautta timi invarianssi voidaan liittdd sdhkOomagneettiseksi kentdksi osoittautuvaan mitta-
kenttddn.
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Johtopaatokset

Gravitaatio ei asetu mittaperiaatteeseen yhtd vaivattomasti kuin muut perusvuoro-
vaikutukset. Yleiseen suhteellisuusteoriaan liittyvd symmetria on invarianssi mielivaltaisissa
kédyrdviivaisissa koordinaattimuunnoksissa, jotka lokaalisti voidaan mieltdd Poincarén
muunnoksiksi. Gravitaatiokentdn ldhteend massan kautta toimivat energia, liikemaddrd ja
pyorimismaara liittyvdat Noetherin teoreeman kautta — ei koko Poincarén ryhmén, vaan sen
osan — translaatio- ja rotaatiomuunnosten invarianssiin. Lokaalin symmetrian kautta yleisen
suhteellisuusteorian invarianssi koordinaattimuunnoksissa voidaan kuitenkin liittdéd lineaarisen
approksimaation mittainvarianssiin. Talloin infinitesimaalista koordinaattimuunnosta voidaan
pitdd lineaarisen gravitaatioteorian mittamuunnoksena. Tdmi taas saattaa yleistyd direllisten
yleisten koordinaattimuunnoksien toimimiseksi yleisen suhteellisuusteorian yleistettyina
mittamuunnoksina. Télloin yleisen suhteellisuusteorian mittasymmetriaksi tulisi yleisen
invarianssin periaate.

Huolimatta yleisen suhteellisuusteorian suuresta kyvystd kuvata Luonnon tapahtumia on
teoriaa hankalahkoa soveltaa. Einsteinin kenttdyhtdloiden eksakti ratkaisu onnistuu vain
yksittdisille yksinkertaisille tapauksille. Ongelmaa voidaan helpottaa Reggen laskennan avulla.
Teoria rakentaa avaruusajan laakeista palasista eli simplekseistd ajaen kaarevuuden diskree-
teille alueille avaruusajassa. Niitd kaarevuutta ylldpitavid palasia kutsutaan saranoiksi.

Tutkielman viimeisessd luvussa kisitellddn Markku Lehdon esittdmdd yksiulotteista
hilamaailmankaikkeutta, jossa hilapisteet kytketddn toisiinsa Reggen laskentaan viittaavilla
linkin pituuksilla. Hila-avaruus omaa analogiaa statistisen fysiikan lampokylvyssd olevan
systeemin kanssa. Analogiaa kéyttden voidaankin laskea hila-maailmankaikkeuden kokonais-
pituus, keskimdérdinen linkin pituus sekd kokonaispituuden kvanttifluktuaatiot. Tamén
yksiulotteisen maailmankaikkeuden kokonaispituus L osoittautuu mittainvariantiksi suureeksi,
ollen keskiméirin
2+0

A

(L)=

kaava 2

missi o on vapaa parametri, N on hilapisteiden maird ja A kuvaa lampokylvyn
limpétilaparametria [ vastaavaa kosmologista vakiota. Keskimédrdisen kokonaispituuden
ympdrilla tapahtuvien kvanttifluktuaatioiden suhteelliseksi suuruudeksi saadaan

AL 1 1
(L) J2+0 N
kaava 3

Fluktuaatioiden suuruus on siis kddnteisesti verrannollinen hila-avaruuden koon nelioon, mika
on analogiassa statistisen fysiikan lampokylvyssd olevan systeemin energiafluktuaatioiden
kanssa.

Yksiulotteisesta hilasysteemid voidaan yleistdd useampiin ulottuvuuksiin lisdamailld hila-
pisteitd siten, ettd yhdestd pisteestd ldhtisi kolme tai useampia linkkejd. Edes hilapisteiden
lisddminen ei ole pakollista, silld ylempid ulottuvuuksia saadaan lisddmalld pelkastadn linkkeja
eri pisteiden vilille. T#ll6in sopiva analogia statistisen fysiikan kanssa olisi hiukkasjérjestelma
tai kaasu. Hila-avaruus siilyisi edelleen erdilld tavalla yksiulotteisena, useampiulotteisen
avaruuden supistuessa hilapisteisiin. Lahestymistapa onkin selvisti erilainen verrattuna muihin
kvanttigravitaatiota hakeviin ehdotelmiin, joissa avaruusajan kvanttitason ulottuvuuksia
pyritddn ennemminkin lisddméddn kuin vdhentdmdidn. Massan luonnollisin sijoituskohde
puolestaan olisi hila-avaruuden hilapisteikkd.

Yksiulotteiseen hilamaailmankaikkeuden rakenne on yhdistelmd Reggen laskentaa,
statistista fysiikkaa, mittateoriaa ja gravitaation lineaarista approksimaatiota. Kvantti-
gravitaation kokoaminen jo olemassaolevista palasista kiehtoo mielikuvitusta. Ratkaisu on
voinut olla silmiemme alla jo kauan.
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LITE — yksikoista

Liite a. Yksikoista

ekstissd kiytetyt fysikaaliset kaavat ovat yleensd muodossa, jossa valonnopeus c on
madritelty ykkoseksi. Nidin ollen on tarpeellista mainita hieman luonnontieteissd kéytetyisti
yksikkojdrjestelmistéd ja merkintdtavoista.

Liite a.1 Yksikot luonnontieteissa

Yksik6t ovat ongelma luonnontieteissd jokaisen tieteenhaaran pyrkiessd kdyttdmadn itselleen
sopivaa yksikkojdrjestelméd. Yhteistd eri jarjestelmissd on eri luonnonvakioiden muuttaminen
ykkoseksi. Tilloin piéstddan eroon teoriassa mahdollisesti useita kertoja esiintyvisti
monimutkaisesta numeerisesta arvosta sekd numeron dimensiosta.

On kuitenkin muistettava, ettd Luonto itse kuljettaa mukanaan kaikkia niitd yksikoitd kaikkine
desimaaleineen ja dimensioineen. Niin ollen onkin teorian muovaamisvaiheessa ykkoseksi
muutetut vakiot kyettivd muuttamaan takaisin tavalliseen SI-jérjestelmédn teorian todentamista
varten.

Liite a.2 Luonnolliset yksiko6t

Useimmiten kéytetty yksikkojdrjestelmd lienee ns. luonnollinen yksikkojdrjestelmd, jossa
perusvakiot 7 ja ¢ mddratddn dimensiottomiksi
h=1, c=1

kaava 1

Toisin sanoen c:td ja h:aa kiytetddn perusyksikkoind nopeudelle ja vaikutukselle (tai pySrimis-
madrille). Tamén lisidksi kiinnitetdén kolmas yksikkd — energia, joka onkin ainoa luonnollisen

a-1



esimerkki 1

esimerkki 2

LITE — yksikoista

yksikkdjdrjestelmin yhtdloissd eri potensseissa esiintyvad yksikko. Koska ainoa yksikké on
energia, pysyvit dimensionaaliset laskutarkistukset suurissakin yhtil6issd yksinkertaisina.
Massat, pituudet ja aikavilit voidaan ilmaista muodossa

M = E/c? L = he/E, T = H/E
kaava 2

Nyt SI-yksikoissd dimensioltaan MPLT" oleva suure omaa luonnollisessa yksikkojirjestelméssi

dimensiot EP" johtuen juuri %:n ja c:n muuttamisesta ykkoseksi. Taulukko 1 antaa joidenkin
fysikaalisten suureiden dimensiot sekd luonnollisessa ettd SI-jarjestelmdssd. Eri suureiden

muuttaminen SI-yksikoistd luonnolliseen yksikkojérjestelmédn on vaivatonta muuttamalla 7 ja ¢
ykkosiksi. Esimerkiksi systeemin relativistinen kokonaisenergia

E* = p*c* +m’c

kaava 3
saadaan muotoon
E? = p2 +m?
kaava 4
Sl-yksikot Luonnolliset
yksikét
Suure p q r n
Vaikut 1 2 -1 0
us(h)
Nopeu 0 1 -1 0
s(c)
Massa 1 0 0 1
Pituus 0 1 0 -1
Aika 0 0 1 -1
Liikem 1 1 -1 1
aara
Energi 1 2 -2 1
a

Taulukko 1. Joidenkin suureiden dimensiot seka Sl-
yksikdissa MPLT" etta luonnollisissa yksikoissa E™".

(Martin & Shaw: Particle Physics, 1995)

Toiseen suuntaan tehtdvd muunnos ei ole aivan yhtd yksinkertainen mutta kuitenkin helposti
ymmarrettivissd oleva; tarkastellaan titd seuraavaksi.

Liite a.3 Luonnollisista yksikoista Sl-yksikéihin

Jotta saatuja tuloksia voitaisiin verrata kokeellisiin tuloksiin, tdytyy luonnollisissa yksikoissé
olevat tulokset muuntaa takaisin SI-jdrjestelmdén. Tdméd tapahtuu sijoittamalla aluksi # ja c
takaisin yhtdloon dimensionaalisia perusteita kiyttden, jonka jdlkeen voidaan (tarvittaessa)
sijoittaa 7:n ja c:n numeroarvot
h=6.58-10% MeV s
hc =197 -10"° MeV m

kaava 5

numeerisen lopputuloksen saamiseksi.

Otetaan esimerkkinid luonnollisissa yksikoissd olevan kokonaisenergian muuntaminen takaisin
SI-yksik6ihin. Emme tiedd missda muodossa valon nopeus ja Planckin vakio energiassa
esiintyvit, joten kerrotaan jokainen termi seuraavasti



LITE — yksikoista

E? = p*h°c® +m*h’c*
kaava 6

Seuraavaksi kaytetddn dimensionaalisia perusteita vaatimalla lopputulokselta SI-yksikodiden
energian toisen potenssin dimensioita (Taulukko 1), eli (M 'L 2T 2)*. Muunnetaan kaava 6
dimensioyhtiloksi sijoittamalla jokaisen suureen paikalle suureen dimensiot, jolloin saadaan

(M'212) = (M' LT ) (M 2T) (ML) + (M L°1°) (M 2T (MCL'T™)

e

kaava 7
joka sievenee muotoon
M2L4T—4 = M2 LZT—Z Ma L2aT—a LbT—b 4 MZMdL2dT—d LeT—e
=
M2L4T—4 — M2+a L2+2a+bT-2-a—b + M2+d L2zl+eT—d—e
kaava 8
Tami dimensioyhtil6 voi olla tosi ainoastaan mikéli asetamme
a=0
d=0
b=2
e=4
kaava 9

jolloin kaava 6 saadaan muotoon

E* = p’r°c* +m*n°c*
joka on sama kuin kaava 3.
|
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LITE — yksikoista

Liite a.4 Lahteet

Alla ovat pédasialliset ldhteet, joista tdimén luvun tiedot on keritty. Taydellinen ldhdeluettelo
16ytyy tutkielman lopusta.

1. Martin, B.R. Particle Physics,
Shaw, G. John Wiley & Sons, Chichester, West Sussex, England; 1995.
2. Ruuskanen, Vesa Hiukkasfysiikka 1,

Luentosarja, Jyvaskylan Yliopisto; 1996.
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Liite — Variaatioperiaate

Liite b. Variaatioperiaate

ariaatioperiaate lienee tdrkeimpid ja eniten kiytettyjd teorioita fysiikassa johtuen sen

mahdollisten sovellusten monimuotoisuudesta. Yleisin Hamiltonin variaatioperiaatteen

sovelluksista lienee fysikaalisen jdrjestelmin kehityksen johtaminen alkupisteestd
loppupisteeseen. Edelleen periaatteen avulla voidaan johtaa teorioiden kenttéyhtiloiti; tai kuten
tdssd tapauksessa — hakea apua gravitaatiokentdn energia-likkemédra-jannitystensorin
16ytamiseen.

Liite b.1 Variaatioperiaate klassisessa mekaniikassa

Vaikka liitteen pddmaiédrand onkin variaatioperiaate erilaisille kentille, lahestymme aluksi
variaatioperiaatetta klassisen mekaniikan hiukkassysteemille.

Liite b.1.1 Vaikutus

Vaikutuksella tarkoitetaan fysikaalisen systeemin historian tiettyyn aikaviliin [t;, t;] liitettyd
reaalilukua. Klassisen fysiikan mukaan fysikaalisen systeemin sallitut historiat ovat systeemin
reunaehtojen kautta yksikésitteisesti madrittyja. Tallainen fysikaalinen systeemi koostuu
keskenidin vaikuttavista massahiukkasista laakeassa avaruudessa. Nidin ollen systeemin tilan
madrittamiseksi meidén tarvitsee tietda hiukkasten lukumaéri k, tilaulottuvuuksien médréd n sekd
hiukkasten sijainti eri ajanhetkind antavat koordinaatit ¢; (1) (i = I, ... , N; N = kn).
Koordinaatit ¢q; ovat yleistettyji koordinaatteja, eivdtkd siten ole minkddn erityisen
koordinaattisysteemin alaisia.

Lagrangen formalismin mukaan voimme johtaa hiukkasjdrjestelmén liikeyhtdlot Hamiltonin
variaatioperiaatteen mukaan seuraavasti. Midritelladn aluksi vaikutus I integraalina
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vaikutus

liiKeyhtilot

vaikutuksen
variaatio

Eu[en’n—Lagraryen
_yﬁtdb“t

Liite — Variaatioperiaate

1= [ L(g,(6),4,(t))dr

n
kaava 1

missd ns. Lagrangen funktio! L(q (t t)) on jokin annettu funktio yleistetyistad

koordinaateista g; (I = 1, 2,..., N) ja nopeuksista qi = dq,. /dt. Lagrangen funktio L sisdltda

kaiken tarvittavan tiedon systeemin tilasta eri ajanhetkilld.

Liikeyhtilot saadaan nyt vaatimalla vaikutuksen stationaarisuutta funktioiden ¢, () infinitesi-
maalisissa  variaatioissa. Toisin  sanoen Hamiltonin variaatioperiaatteen — mukaan
hiukkassysteemin historioista ovat sallittuja ainoastaan ne historiat joille vaikutus on
stationaarinen. Variaatioilla késitetddn tdssd tapauksessa mielivaltaisia infinitesimaalisia
yleistettyjen koordinaattien heilahteluja, jotka kuitenkin hévidvat hiukkasten maailmanviivojen
pdissd, eli hetkilld ¢, ja t,.

Mikili koordinaatteja ¢; varioidaan siten, ettd ajanhetkelld 7 muutos on dg; (1), saadaan
variaatioksi nopeuksille éq'i = (d/dt) &q; (t). Niin ollen vaikutuksen I variaatioksi saadaan

= |3 Ly + i Jr
-IS{a g in )

Jilkimmainen termi voidaan integroida osittain, jolloin saadaan
& oL Y, dL d dL

= J‘z;q—@idt +|:2;Z&:} Jz——dq
i=1 i i= i

:O, koska &g; on
nolla hetkilla t; jat,.

Variaatioksi saadaan siis

kaava 2

Liite b.1.2 Eulerin-Lagrangen yhtal6t ja Hamiltonin funktio

Selvisti vaikutus  voi olla stationaarinen (eli siis d/=0) mielivaltaisilla funktioilla dg; (7) jos ja
vain jos kaikilla n#illd funktioilla on nollakertoimet (ylldolevan yhtdlon sulkulauseke on nolla)

d oL oL 3
dt aql aqi -
kaava 3

Nimid ovat N kappaletta Eulerin-Lagrangen yhtdilsitd N-ulotteiselle hiukkassysteemille.
Yhtilot voidaan kirjoittaa g; :n kanonisen litkemddrdkonjugaatin
oL
. =—"
L,

kaava 4

avulla seuraavasti

! Klassisessa mekaniikassa Lagrangen funktio saa monille tutun muodon L = T - U, missd T on
systeemin kineettinen energia ja U systeemin potentiaalienergia.
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Liite — Variaatioperiaate

d oL
Zﬂi—zi:()
kaava 5
Eulerin-Lagrangen yhtdléiden seurauksena Hamiltonirz\ funktio Hamiltonin
L. dL funKtio
u-$la o
kaava 6
on liikevakio, eli sen suuruus ei muutu ajan funktiona:
dH (. dd ¥fa. a .
dar ,l(q'&q ey ;[aq ")
N (do d
21 [dt ; 861,J
kaava 7

YI1li oleva lauseke on nolla johtuen juuri Eulerin-Lagrangen yhtiloista (kaava 3).

Liite b.1.3 Vapaa hiukkanen

Esimerkkisysteeminé kaisitelldan yhden vapaan hiukkasen systeemid, jolloin Lagrangen funktio
on

7 o 52 4 3D
Lype = —myf1 = (52 + 9 +27)
kaava 8
Edelleen g; :n kanoninen litkemédéridkonjugaatti saadaan Lagrangen funktiosta Kanoninen liike-
T - - — mddriKonjugaatti
a;
I\1-5*—3* - 7*
_ i1 E
I,
_ mg;
Jl — - }-)2 -3
kaava 9
missd q; = X, y, z, kun i=1, 2, 3.
Eulerin-Lagrangen yhtélot systeemille saadaan (kaava 3;1=1): FEulerin-
d mx o'}n\/l ~ -y -7 Lagrangen
o + htilot
dt Jl_xz_yz_zz &: y
mx N mx(xi+ yy+2Z)
= 2 .2 224312
J=F=P- (-7 -&)
kaava 10
Ylia X=y=2=0 silli kyseessd on vapaa kappale ja kaikki termit hiviévit. Lasku on
vastaava i:n arvoille 2 ja 3.
Systeemin Hamiltonin funktioksi saadaan (kaava 6) Hamiltonin
= _ 3 (q 8meaa ]_ - funKtio
vapaa i .
p pory aqi vapaa
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vatkutus

Liite — Variaatioperiaate

om1- (2452427 omyfl- (R + 5P +27)
X . - .

_ = 3 =
omaJ1—(x% + 92 + 72
-2 J (_‘ g )+mJ1—(x2+y2+zz)
oz 5
2 42452
= ad 2y < 1= (B + 92 +2%)
J1- (2 + 92 +27)

_ m
1= (2 + 3 +2)

kaava 11

joka on yhtdsuuri vapaan hiukkasen kokonaisenergian kanssa.

Hamiltonin funktio on yhtisuuri kokonaisenergian kanssa vain jos onnistumme valitsemaan
oikean Lagrangen funktion systeemille. On olemassa useita Lagrangen funktioita, jotka antavat
saman litkeyhtdlon vapaalle hiukkaselle. Edelld mainittu funktion L,;54, kanoninen liikeméira

on sama relativistisen liikemaarin kanssa, miki erottaa Lvapaam muista ehdokkaista.

Liite b.2 Lagrangen yhtalét kentille

Seuraavaksi pyrimme yleistimdédn edelld kisitellyt Lagrangen yhtdlot kentille. Tensorikentin
(gravitaatiokenttd) tai vektorikentédn (sdhkokenttd) sijaan aloitamme tarkastelun yksikomponent-
tisesta kentéstd eli skalaarikentisti.

Liite b.2.1 Skalaarikentta

Tietylld ajanhetkelld ¢ voimme ilmaista kentdn voimakkuuden eli amplitudin pisteessd x
funktiolla wy(x,t). Jos jaamme kentdn AV:n suuruisiin kuutioihin, joiden keskipisteiden

koordinaatit ovat (vektoreita!) f,- (i=1,2,3,...) , voimme approksimoida kentdn voimakkuutta eri
pisteissé yleistettyjen koordinaattien avulla

q; = l/’()_é,)
kaava 12

Nyt hiukkassysteemin yksittdistd hiukkasta vastaa yksittdinen kuutio koko avaruuden jakavista
AV:n suuruisista kuutioista. Voimme siis approksimoida kenttdyhtéloitd hiukkastapauksessa
esiteltyjen Eulerin-Lagrangen yhtdloiden avulla (kaava 3). Selvastikin tarkat kenttdyhtdlot
saadaan pienentdmailld avaruutta jakavien kuutioiden tilavuutta eli siis hilapisteikon raja-
arvona AV—0. Rakentamassamme kentdn hila-approksimaatiossa vapausasteiden méiédrd on
adreton mutta kuitenkin diskreetti, kun taas tarkka kenttd sisdltdd vapausasteinaan ddrettdméin
jatkumon.

Etsiessimme vaikutuksen antavaa yhtdlod joudumme vaihtamaan hiukkastapauksessa
esiintyneen summauksen kaikkien i:n arvojen yli integroinniksi kaikkien x:n arvojen yli

seuraavasti: \
_ Ay W\,
L - J‘(W’ at ’ axk }j x

missd l( l//,(&l///&t),(al/// ﬁxk))on Lagrangen tiheys. Oletamme, ettd [ sisdltdd kentdn

amplitudifunktion ¥ sekd sen ensimmadisid derivaattoja. Aikaderivaatta saadaan analogiasta

kaava 13

hiukkassysteemin Lagrangen funktion kanssa ja tiladerivaattojen &lﬂ / oX" mukanaolo hila-
approksimaation (kaava 12) siséllostd seuraavasti: yksiulotteisesti saamme
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Liite — Variaatioperiaate

N _ 4 a4

&X ql+l qi

Xigg =X

kaava 14

missd x; on x koordinaatti keskelld jotain approksimaation kuutioista ja xj;1 on sen vieressi

olevan kuution keskipisteen koordinaatti. Néin ollen tiladerivaattojen mukanaolo ilmaisee
jonkin kentdn voimakkuuden muutokseen liittyvdn tekijdn sisdltyvdan Lagrangen tiheyden
antavaan funktioon.

Nyt vaikutukseksi saadaan (kaava 1 ja kaava 13)

1= ”/(W%/,%}"xdt

kaava 15
Kentdn y variaatiosta 5l//(:f,t ) saadaan variaatiot derivaattoihin seuraavasti:
dy) o
()25,
o ) ot
kaava 16
ja
)\ o
o5t o
kaava 17

Niin ollen valkutuksen I variaatio on

a Il J aw]L
A= “ ‘5"‘”3(&///(9:)( ja(ay//ax* 5(&* xdt

_”T al J o J sl 3
Eril a(ay//a:)ar W i) i "’Jd

dl

p/nt) o

? ‘za al
_”—&//d dej[a(ay//ar) } Jata(aw/at)&//dtdx

=0, koska 51// Ohetknlla
tjat,.

r ol J ol
- owd > xd
g [a(—‘)aw/axk o |- e e
=0'kosf<rady/=0 -

integrointialueen
reunoilla

= “.—&/ld xdt +jj —5l//d xdt +,” ( e T Oyd’ xdt

a/at

kaava 18
ja siten
"a o a J al \
-] v Il a(aw/ax")fs"’d xdt

kaava 19
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fulérin—Lagmngen
yhtilo

Hamiltonin funktio

Liite — Variaatioperiaate

Koska &y on mielivaltainen funktio, on vaikutus stationaarinen jos ja vain jos suluissa oleva
termi on nolla. Einsteinin summauskonventiolla ja derivaattojen pilkkumerkinnlld timé
vaatimus saadaan muotoon

o o ol

oy, oy

kaava 20

Saatu osittaisdifferentiaaliyhtédlo on kenttdyhtdlo annetulle Lagrangen tiheydelle L
Kenttdsysteemin Hamiltonin funktio saadaan korvaamalla hiukkassysteemin Hamiltonin
funktion (kaava 6) summaus i:n yli integraalilla x:n yli seuraavasti (nollat ovat aikaderivaattoja):

ol
H= —d’x-1
JW,O (91//‘0 X

N

=_[ v, aio —le3x

kaava 21

Hamiltonin funktio antaa suljetun systeemin kokonaisenergian ollen siten sdilyvd suure.
Téllaisen systeemin Lagrangen funktio ja siten myds Hamiltonin funktio sisdltivdt termejd,
joissa hiukkas- ja kenttdsuureet esiintyvit tulomuodossa. Oletamme nyt hiukkasten olevan
hyvin etiélld toisistaan. Myohemmin hiukkasten 1dhestyessa toisiaan ja tormétessé toisiinsa ne
aikaansaavat kenttid. Koska alussa systeemi rakentui vapaista hiukkasista, on Hamiltonin
funktion arvo alussa sama kuin kokonaisenergian. Sekd Hamiltonin funktio ettd
kokonaisenergia sdilyvét hiukkasten tormitessd ja luodessa kenttid. Molemmat ovat siis koko
ajan yhtisuuria. Sdilymislain nojalla voidaan Hamiltonin funktion arvo nidin samaistaa
kokonaisenergian arvoon.

|
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Liite b.3 Lahteet

Alla ovat padasialliset ldhteet, joista timén luvun tiedot on kerdtty. Tédydellinen lahdeluettelo
16ytyy tutkielman lopusta.

1. Boas, Mary L. Mathematical Methods in the Physical Sciences, 2nd Ed.,
John Wiley & Sons Inc., New York; 1983.

2. Lehto, Markku Yleisen Suhteellisuusteorian Jatkokurssi,
Luentosarja, Jyvaskyléan Yliopisto; 1996.

3. Makeld, Jarmo Aspects of Canonical Quantum Gravity,
Vaéitoskirja, Jyvaskylan Yliopisto; 1994.

4, Ohanian, Hans Gravitation and Spacetime, 2" Ed.,

Ruffini, Remo W.W. Norton & Company Inc., New York; 1994.
5. Suhonen, Jouni  Mekaniikka,

Luentosarja, Jyvaskylan Yliopisto; 1993.
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Liite c. Laskut

Liitteen alaisuudessa ovat tekstissé esiintyneisiin tuloksiin johtaneet laskut, jotka eivit esiinny
itse tekstissd, eivitka ole annettuna kédytetyissa lahteissa.

Liite c.1_Energia-liikeméaara-jannitystensori #" 1

Tissid luvussa lasketaan lineaarisen approksimaation toiseen osioon tarvittava gravitaatiokentén
energia-liikemaéra-jannitystensori. Asian selventdmisen vuoksi kisittely aloitetaan skalaari-
kentistd edeten vektori ja tensorikenttiin.

Liite c.1.1 Gravitaatiokenttadn liittyva enerqgia-likemaéara-jannitystensori
ﬂ’

Aloitetaan energia-liikeméaré-jannitystensorin hakeminen yksinkertaisesta tapauksesta —
skalaarikentdstd. Téamdn jdlkeen kdymme variaatioperiaatteen kanssa yleistimién
skalaarikentén tuloksia vuoroin sdahkomagneettiselle ja vuoroin gravitaatiokentille.

Liite c.1.1.1 Energia-litkemddra-jannitystensori skalaarikentaille

Koska Hamiltonin funktio antaa systeemin kokonaisenergian, voidaan variaatiomenetelmai
kisitelleessd luvussa olleen yhtdlon

_ d 3
H—J‘ l//’ogy—/—o-—l d’ x

kaava 1

integrandi tulkita energiatiheytena

IOhanian & Ruffini, Gravitation and Spacetime, 2nd Ed.; Appendix A.1.- A.3.
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t, =y 2 [
o — Yo -
N
kaava 2
Energia-litkemdéra-jannitystensori, jonka too - komponentti on ylldolevan kaltainen on
v 0_1 v
Ly =V My _15;1
oW
kaava 3

Energiatiheys (kaava 2) on sama kaikissa koordinaatistoissa vastaten energia-liikkemaara-
jannitystensorin (kaava 3) t,’ - komponenttia. Nyt energia-liikemairitensori voi poiketa
lausekkeesta (kaava 3) vain symmetrisen tensorin S,” verran. Tensorin Sy’ - komponentin tiytyy
olla nolla kaikissa koordinaatistoissa, koska muuten tgo (kaava 2) ei olisi sama kaikissa

koordinaatistoissa. Téten seuraa S”V:n havidminen kaikissa koordinaatistoissa seuraavasti:

00 0 0 00 0 0 ¢ll 0 0 Ol
S :aoaoS +a1a1S +2a1alS
——
Lorentzin
muunnos

kaava 4
Nyt koska $® = §% = 0 on
a’S" +2a%S" =0
kaava 5
Jotta timi olisi tosi mielivaltaisille Lorentzin muunnoksille % ja a% on oltava S'' = §% = 0
Y114 Lorentzin muunnos on muotoa
( UNT-VE vid1=v? 0 o\|
. _|=VIN1I=VE 1N1=VE 0 0|
Lo 0 10
L 0 0 0 1
kaava 6

Nyt koska S%, S11 ja SOI ovat nollia, voidaan samoin todistaa koko S™:n hévidminen. Néin
ollen on kaava 3 ainoa oikea lauseke energia-liikemaara-jannitystensorille.
Sdilymislaki

St =0
kaava 7
saadaan todennettua seuraavasti: )
oy G0 @ d 6,
K'Y 7R (Ql//y kY &'//,v dy T gwa ey
kaava 8

missid ensimmiinen ja viimeinen termi hévittdvit toisensa ja jiljelle jadvit termit katoavat
variaatiota kisittelevdssa luvussa olleen yhtilon

o o o

ﬁ&yf’# _%z

kaava 9

mukaisesti.
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Kokonaisenergian eli Hamiltonin funktion sdilyminen saadaan seuraavasti:

dH d o o
0,3 k 33 k ;3
=—_[t0 d x=ITtO d x=—J-_—,;'tO d’x
dt dt ot oX
Gaussin
teoreema " 5
= - I t, - n d'x
: pinnasta
pannan ulos osoittava
yli kohtisuora

yksikkovektori

kaava 10

missd pinnan tdytyy pitdd siséllddn kaiken tilan, eli pinnan tdytyy sijaita ddrettomén kaukana.
Jos nyt oletamme, ettd tok on nolla jossakin kaukana tai ainakin ldhestyy nollaa nopeammin

kuin r 2, on pintaintegraali nolla. Niin ollen on dH/dt nolla ja energia siilyy.
Kokonaisliikemédirédn sdilyminen saadaan samalla tavalla:

dB,
dt

Gaussin
8 teoreema

dj o & 4.4 2
=—Jt, d‘x=j—tk°d'x=— —p %Pz = - _[tko-ndzx
dt a[ ax pinnan
yli

kaava 11

joka on nolla samalla periaatteella kuin kokonaisenergian muutos ylla.
On huomattava, ettd kanoninen energia-liikemdard-jannitystensori #V ei vilttamittd ole
symmetrinen p:n ja v:n suhteen. Tdmid on ongelmallista, silld gravitaatiokentédn kenttayhtalot

2,0 h*" +3*3 " h— (3,0 "h** +3,0"h"*)-n*" 3,0 +n* d,d h*
=—xT" =7}m)’w+tﬂv
kaava 12
perustuvat symmetriseen energia-liikkemééra-jannitystensoriin. Tensoriin ##Y voidaan kuitenkin

lisdtd ylimadrdinen termi f " siten, ettd saatu summa on symmetrinen. Lisdttdvan termin taytyy
olla sellainen, ettd kokonaisenergia (kaava 1), kokonaisliikeméard (kaava 11) ja sidilymislaki
(kaava 6) eivdt muutu, joka matemaattisesti tarkoittaa

Jitaix=)70=a,t," =0
kaava 13

Ylimaarédinen termi jakaa uudelleen energian ja liikemédirén tila-avaruudessa mutta ei vaikuta

kummankaan suuruuteen. Edellisen kaltainen vapaus lisitd termejd t#V:hyn ilmaisee energia-
litkkemédratensoriin liittyvan epdtarkkuuksia, joita voidaan véhentdd asettamalla lisdehtoja
tensorin muodolle. Esimerkkiné on vaatimus mittainvarianssista.

Liite c.1.1.2 Esimerkki skalaarikentdstd

Skalaarikentdn esimerkkind otamme kentén y; jonka Lagrangen tiheys on
1 2.2
=~ (vay e —m'v?)
1 B
=2 (1 vy, -mv?)

kaava 14

missd m on vakio. Nyt Lagrangen kenttdyhtil on?

2 Ks. variaatiota kisittelevi liite.

energia szii[y_y

liikemddrd sailyy

eneryia—[iikemaa" ird-
jdnnitystensorin

s_ymmetrisyys
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5 35w, -v?) o3y, -rtv)

A v, 2%
o 1
=52 ””(J”z//ﬂ +l//#5ﬂ)+m2!//
o

T 5(’7"” V1Y, )y

o
T " n*y, +m'y=0
joka on sama kuin
w, +m’y =0
kaava 15

eli siis Kleinin-Gordonin yhtilo vapaalle skalaarikentdlle.
Vastaava kanoninen energia-liikemaéra-jannitystensori on (kaava 3)

o 1
off v o
energia-liikemddrd- =V B'//V (77 YaVp -m’ L4 ) 5/1 (77 ﬁ'//.a Vs _mzl/ﬂ)
Jjannitystensori 1
skalaarikentille =Y, 1?85+ 1,80 ) 3817 v —mv?)
14 1 v o
=y =58, (Vay —m'y?)
kaava 16
Nyt energiatiheys on
1 . 1 . 1
= Yo =38 (W =y ) =y Sy ey
energiatifieys 1 1 1
skalaarikentille =y, —7 Vo w' - > Va 7/ +5m2 v’
_l 0 l a +l 2.2
2 WOW 9 !//,a'// 2 m W
_l 2 _1_ 2 l 2.2
= (vo) =5 (V) +omy
kaava 17

Liite c.1.2 Vektori- ja tensorikentat

Useampikomponenttisia kenttid késiteltdessd vaikutuksen variointi tuottaa jokaiselle
komponentille variaatiota kasittelevissa liitteessé olleen yhtalon

_ JJ dll d dl
oy ata(ay//at) k" Iy /o)

wd’ xdt

kaava 18

suluissa olevan kaltaisen termin. Koska joka komponentilla on toisistaan riippumattomat
variaatiot, on jokaisen ndistd termeistd havittavi, jolloin saadaan variaatioliitteessd olleen
yhtdlon

6 d _dl _

K dw, v

kaava 19
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kaltaiset lausekkeet vektori- ja tensorikentille. Eulerin-Lagrangen yhtdlot nelikomponenttiselle
(vektori)kentélle ovat siis

i _ _ Euler-Lagrange
0# of = OIV =0 veKtorikentdlle
ok A" A v=0,1,23
kaava 20
Jja kuusitoistakomponenttiselle (tensori)kentille
0 ol ol Euler- Lagrange
B Y 0 tensorikentille
M a,pf=0123
kaava 21

Lasketaan seuraavaksi sekd sdhkomagneettisen kentdn ettd gravitaatiokentdn kenttayhtdlot
variaatiomenetelmdlld. Tdma ldhestymistapa on vaihtoehtoinen lineaarista approksimaatiota
kasittelevidn luvun kenttidyhtdloiden hakemiselle. Edelleen saatavat kenttdyhtélot todentavat alla
valittavat Lagrangen tiheydet oikeiksi valinnoiksi sdéhkomagnetismille ja gravitaatiolle. Tama
seuraa variaatioperiaatteesta, jonka mukaan Eulerin-Lagrangen yhtdlot antavat teorian
kenttdyhtdlot, mikili kdytettdva Lagrangen tiheys on oikein valittu.

Liite c.1.2.1 Sdhkomagneettisen kentin kenttdyhtilot variaatiomenetelmalld

Asettamalla Lagrangen tiheydeksi
1

l(em) = —E(A#VV - Av,ﬂ)(Aﬂ’v - Av‘ﬂ)

kaava 22

saadaan vapaan sahkomagneettisen kentidn kenttayhtilot seuraavasti (kaava 19):
o ol - 1 o
s u,v v, u 8% v, i
=——3 (4,,4%" A, A~ A, A" + A, A"F)

(em)

0= =
X AP, OAF 167 * AP,

1 14 v sV v v : 4 14
=T 0ul0f LA+ A5 Y OIA = A¥ 5}
—SYSLAF  — A uBLEY +EYBE A + AMELS))

.

=157 (0,074, 40,0"4,-0,0,A" ~3,0,A"~3,0,A" ~3,0, A" +9,0" 4,+3,9" A,

1 |4 v
=-——(20,9"4,-29,9,4"~29,0,A"+29,5" A,)

=-é(4aﬂa”Av-4avaﬂA#)

Jaetaan metriikka ja vakiot pois seki vaihdetaan 6 — v jolloin saadaan

6,6"A" =6"6,A" =0

kaava 23

eli siis haetut vapaan sihkomagneettisen kentin kenttdyhtdlot, kun virtatiheys j¥ = 0.
Kéyttamamme Lagrangen tiheys on siis oikea.

Liite c.1.2.2 Gravitaatiokentin kenttdyhtilot variaatiomenetelmdlli

Asettamalla Lagrangen tiheydeksi
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1
iy =5 (B 21 =20, B 20y, 1 = )
kaava 24
saadaan vapaan gravitaatiokentén kentlﬁyhtéilét‘ seuraavasti (kaava 19):
B o ol ~ ol
& h* ., o
Ylla viimeinen termi on nolla silla lq) sisiltaa pelkiistéiiin derivaattoja.
1 ahuv A g uv,A ot é’h VA 0"h Mvi
=1 a a}laﬂ /.l +a h,uvl ah"ﬂ 2&7, haﬁ h 1_23 h ah”ﬁ )
/1 v v
o oh M
+20, kY +20,h,, —d,—5—h"-3,h
0')haﬂ o"haﬂ,y 4 c?h”ﬁ,y r v ahaﬂ'yJ
= —(5”5"5;9,% +818)610 b, =281 81610 hyt ~28161579 b, "
h* N h*
+20/6,0/0d h, +2d h" i i 8h
a Zp%y Yyt ¥ ,#770—,, ahaﬂ_r rndp O‘Jhaﬁ ncp ahaﬂ J

Vaihdetaan deltojen avulla indeksit seuraavasti:

——(a 07 hyy =3,y =050 sy + 30y h 411,509,010 ~11,59,97h)

Jarjestelldén termeja sekd vaihdetaan o — W, B — Vv, ja vaihdetaan sidottuja summausindekseja.

1 lo}
= 5(0”10” M +3,0,h=3,0h,, = 0,0, ~1,,0,0 h+1,,0,d,h*) =0

Nostetaan kaikki pL:t ja v:t ylos metriikalla, kerrotaan 1/2 ja kyseinen metriikka pois, jolloin saadaan

0,0 "h*" +6%6"h—06,0"W"* 6,0 "h"* —1*" 6,0 *h+1"6,0,h* =0

kaava 25

eli siis haetut vapaan gravitaatiokentin kenttidyhtélot, kun 7#V = 0. Kédyttimdamme Lagrangen
tiheys gravitaatiovuorovaikutukselle osoittautuu siis oikeaksi valinnaksi.

Liite c.1.2.3 Kanoninen energia-liitkemddrd-jannitystensori sdhkokentdlle

Kanoninen energia-liikemaérd-jannitystensori sidhkokentille saadaan yleistdimillda kaava 3
seuraavasti:

-
foos P EA g ———0.F]

(em) o A, O fem
— 161” A%, &’AO;',,, (4,,4%" -4, A"~ A, A" + A, A"")
r L (h S - )
—#A” A8FSP A+ AV LSL —SLSLA = A L5YSS
—5ISL AR~ A uSLSL SIS LA + A ~5V5P)+1—6——5 °F, F"

Yiia FHY = ARV C AVH
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= A/l A p+A# A o Aﬂo'Ap _AVUAPV—AVO-APV
1671( el e
—AP AP L+ AT GA P+ AV A, )+F5 ’F*F,,
1[ 1 ]
AP (AP — AP ,)-—8 PF™F
Gl A4 = 82) 50 PO |
eli siis

v

1 o v 1 v o )
famy,” == | A" wF '« =7 8,'F Fa,,J

kaava 26
Saatu kanoninen energia-liikkemédéra-jannitystensori ei ole symmetrinen mutta saadaan symmetrisyys
symmetriseksi lisdamalla siihen termi
B 1 o (A FW’)
4n ox* \ H
kaava 27
Ylld olevan termin lisddminen ¢ V:hyn ei vaikuta siilymislakiin (kaava 7), silld termin s s :
(em)p Y y ( ) sdilymislaki
divergenssi on nolla:
o o
vo
———(4,F")
ox ox

=9,0,[4,(0°A" -9 A%)|=9,9,[A,07A" - 4,9" A°]
=0,0,A,0°A" +0,A,0,0°A"+t0,A,0,0°A"+A,0,0,0°A"

v a = i a - TV i
—0,0,A,0"A* —0,A,0,0"A® —0,A 0,0 "A* —A,0,0,0 A" =0

kaava 28

Vaihdetaan ylla kaikissa termeissid summausindeksit & — v ja v — @, jolloin termit hdviavit pareittain seuraavasti: 1
jas, 2ja7,3ja6,4ja8.
My0s energia ja liikemdidrd (kaava 1 ja kaava 11) sdilyvdat muuttumattomina termin (kaava 27)

lisdyksen yhteydessd. Jos kyseisen termin v = 0 komponentit integroidaan yli kaiken tilan
saadaan nolla:

[0,(A,F")a*x =] 9,4, F®)a*x+]3,(A,F*)a’x =0
20, silli F%=0

kaava 29

Jialkimmainen termi voidaan muuttaa pintaintegraaliksi Gaussin lausetta kdyttiden. Tama integraali hidviaa kenttien
kadotessa ddrettomyydessa.
g o1 . s = av _ . . Bl
Vapaalle sihkomagneettiselle kentille 0, F " =0, joten kaava 27 voidaan kirjoittaa
seuraavasti

__l__A F"a'
4n

kaava 30
Lisddmdlld tdmd energia-liikemédrd-jannitystensorin lausekkeeseen (kaava 26) saadaan
symmetrinen siéhkomagneettisen kentidn energia-litkkemaéra-jannitystensori muotoon
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v _ _1_ Aa Fv 15 szzﬁF 1 1 var
femy =g \TA T e T g0 T e J_47z Ayl
1 a v 1 v pof )
:—E Fu F a—zn# F Faﬁ}

kaava 31

Energia-liikkemdard-jannitystensorin symmetrisoivan lisdtermin muodon maédrdd mittainva-
rianssi. Energia-liikemééra-jannitystensorin tdytyy olla invariantti séhkomagneettisessa mitta-
muunnoksessa’
A" = A¥+0 A
kaava 32

jotta se voi olla yksikésitteinen kentdn lihde. Tensori on ainoa vaadittua muotoa oleva
symmetrinen tensori.

Liite c.1.2.4 Kanoninen energia-liilkemddrda-jinnitystensori gravitaatiokentqdlle

Kanoninen energia-liikeméara-jannitystensori gravitaatiokentédlle saadaan yleistamailld kaava 3
seuraavasti:

ol 571
a-haﬂ ' — Y
1

=Zhaﬂ,¢,(5:5; Th, +818)61h, 2818 6 h, " —2h,, 515 16]

Y — B
Ly, =h" ¢4

K258 Th, 421 h* WSS ET 1 BEB ST — 1 h 8L 6FS] )

1
—Zady(hwhﬂv"—2hﬂv-“h”,4+2hﬂv"‘hvv —hh")
==2h"" h g
1
= B v » A ay A w
= 28 oh,y " 20" ahyy* <20 oyt + 20 o
_._W__/
=—2h" gh =21 ohy,*
L =0
%h‘l =2h%7 =209 1=h*
—— =
+211,5h ™ o h™ 4 =21, 0% ¢ h7
=—h:,h'7
=2h P hY
K_A_ﬁ
~8,"\ by, h" =20, Y A+ 20, MY —h b
~ ~ \ V_J
:%h'”h.v h‘”h,v
= A

1
uv Y
Mittachtoa # v = 7h  kiyttimilld saadaan

- %[Zh"’r” Nop ¥ —h h7 -8, (h‘”,;.h,,v" - -;—h_lh‘l)]

Saadaan siis

3 Ks. mittaa kisittelevi luku.
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1l 1 |
v _ af WV W ar/i e A

t
kaava 33
Koska
1
h =97 ——n"¢
2
kaava 34
on
(07 Y 1 Y
h:hﬂﬂ =77/3ah b =77ﬁa¢ B —Enaﬂn ﬂ¢ =@0-20=—¢
kaava 35
Nyt siis

1[ 1 1
’(n,lv = 2[7’(‘/’0[[3# _Enaﬂ 4 I¢aﬁ'v “Eﬂaﬂ(b'vj" ¢,#¢'V
N (P L1 ) 1 )
_5;1 ¢ '}-_577 ¢,}. ¢af,6' _Enaﬂ¢ —5(_¢),1(_¢) J
[ 207w ~T1eg % w0~ 6,579, 420 ,6") 0,0

1 1 1 |
_5;; V[(¢ e A af A —2_ ﬂap ¢aﬁ J~¢ A 5 naﬁ ¢aﬂ"{¢,l + ¢,{¢ ¥ j_ 5 ¢}.¢ £h )J

1l 1 |
___Z'_|‘2¢arﬁ'#¢a'ﬂ,v_(b’l‘l¢),v_(¢wﬂ‘}~ aﬂ,l_5¢‘l¢,/11|

Edelleen saadaan

| 4 1[_ (2] 14 v (27 l —|
t =0t Loy, :Z\_ZUW‘Z) P ' —N7 0,8 _n#y(‘l) » aﬂ’l_5¢,x¢'ijj

joka on sama kuin

: |_ : -| energia-

" =3[ 207" 0es" ~ 09" =1 ””(¢ P g =5 909" j | s
Jdnnitystensori
quavitaatio-

kaava36 “f . iille 111

Liite c.2 Yksiulotteisen maailmankaikkeuden kvantisointi
Feynmanin polkuintegraalimenetelmalla

Jatkumovaikutusta
[e()x

kaava 37

vastaa yksiulotteisen maailmankaikkeuden linkkien kokonaispituus
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()= izn

kaava 38
Jatkumoteorian (funktionaali)integrointimitan
[dulg]= [TTde(x)g” (x)
2 4

kaava 39

vastineena kdytimme diskreettid integrointimittaa

N

Jautn=TTa0,2)7

0 n=1

kaava 40

Liite c.2.1 <L(4)> ilman A:aa

Lasketaan aluksi L(£):n keskiarvo ilman painofunktiota e ™ Aloitetaan tilasummasta ZN

Zy =J’d.u[l]

kaava 41

Nyt voimme siirtyi itse <L(£)>:n méérittimiseen integraalista
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(LO)=2y" - [aull@)
— .]’ﬂd(zj)n"g‘,l,.

n=1
0°° N N
=z, -2[T]dLL,"" Y1,
0 n=l i=1

=z, -2jd1,1,°*‘d121;’*‘ cedl LT L+ )
0
=z, 2[ [dn,1, 1,1, -l 1,
0
+J'dlllla+ldlzlza+llz "'lelNaH .
0

ot [d L --'lelN‘”'lN}
0

N-1

=Zy 2N]: dll"”[] die* }
0 0

kaava 42

Yhdistdamalld kaava 41 ja kaava 42 saadaan

2Nlel‘”2[lel"”]N—l

o th—]ldlliﬂ }N

Jane

=N
]‘ 2o
0

kaava 43

AL(1)

Niin ollen <L(¢)>:n laskeminen ilman painofunktiota & D tuottaa tulokseksi adrettomyyden.

Liite c.2.2 <L/)> A:n kanssa

AL(

Otamme nyt mukaan integraaliin painofunktion €~ ”, jolloin tilasummaksi saamme
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kaava 44

ja edelleen <L(£)>:ksi saadaan

(L@) =z, [dule™OL0)

—z -Tﬁd(l 2) ae_z(1,+12+...+1N)(l L A ] )
N n n 1 2 N

0 n=1

e N
=2, 2 TLdL, e (O +1, ...+ 1)

o0 n=l

=Zy" -2[ [, et L, 6 ™ ™ ..
0
o [dLL T e L e dl L, T e
0
ot j dLL e dl, 1,7 e ---lelN‘”'e‘”NlN}
0

N-1
=Z, - 2N_[dll‘”2e'”[ j dll"“e"”}
0 0

kaava 45

Yhdistamailld kaava 44 ja kaava 45 saadaan

leld+2e—/u

(L())y=NLT—
lel"*‘e-“
0

kaava 46
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joka Laplace-muunnoksen*

Tdttke'p' = M (k>-1ja Rep>0)
0 p
kaava 47
sekd gammafunktion I{p) rekursiorelaation
M(p+1)=pI(p)
kaava 48
avulla saadaan muotoon
(L(1) = (o +3)/ 2"
(o +2)/ X%
(6+2)
N
kaava 49
Niin ollen keskimaéraiseksi linkin pituudeksi saadaan
(L) o+2
N A
kaava 50

Liite c.2.3 Fluktuaatiot

Maidritetddn nyt yksiulotteisen maailmankaikkeuden fluktuaatiot keskimédrdisen kokonais-
pituuden ympérilld. Téhén tarvitsemme linkin kokonaispituuden keskihajontaa AL, joka
suoraviivaisena laskutoimituksena on monimutkainen laskettava. Haemme jilleen apua
statistisen  fysiikan puolelta, jossa lampokylvyn energian keskihajonta AE saadaan
keskimairdisen energian osittaisderivaatasta

,  oflE)
(AE) :—W

kaava 51

Linkin kokonaispituuden keskihajonta saadaan nyt analogian avulla vastaavasti
(AL =(r*) (L)’
197, (1 2]
z, o |z, oA
( 1 3Z, J_ (L)

Z, oA A

==(L)

1

N
d
oA
kaava 52

Laskemalla tima auki saadaan

4Laplace-muunnoksista sekd gammafunktion ominaisuuksista enemmidn esim. Boas,
Mathematical Methods in the Physical Sciences, 2nd ed.; luvut 11 ja 15.
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o(L)
)
B Jd 2+0

=@ i N

(AL)* =—

1

__(2+ )Nﬂ
=TT

2+0
/12

kaava 53
Nyt linkin pituuden fluktuaatiot voidaan laskea seuraavasti

240

AL Vi

240
D N
A

W(Q2+0)N

= A2+0)N

_ | 2+0o)N
B \/(2+a)2N2

1 1

" V240 IN

N

kaava 54

eli fluktuaatiot ovat kddnteisesti verrannollisia systeemin koon nelijuureen. Tdmé oli
odotettavissa analogiana statistisesta fysiikasta, missd tilanne on sama. Yksiulotteisen hila-
maailmankaikkeuden pituuden kvanttifluktuaatioiksi saamme siis

AL 1 1

(L) J2+0 N

kaava 55
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