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Tama tutkielma on katsaus topologiaan keskittyen etenkin parakompaktiuteen ja
avaruuksien metristyvyyteen. Tutkielmassa esitellddn topologian perusteet avoimista
joukoista alkaen ja tdmén jialkeen kayd&déan léapi tarvittavia esitietoja, kuten topolo-
gian kanta, jatkuva funktio ja separaatioaksioomat. Erés tarkeimmisté esitiedoista on
paikallisen aérellisyyden késite.

Parakompaktiutta vahvempi ominaisuus topologiselle avaruudelle on kompaktius.
Kompaktin joukon voidaan ajatella olevan yleistys suljetusta ja rajoitetusta vélistéa
reaalilukujen joukossa. Tutkielmassa nédytetdédn, miten kompaktiuden méaaritelmésta
saadaan muotoiltua parakompaktiuden maéritelmé ja mita tuloksia parakompaktiu-
den nojalla topologiselle avaruudelle voidaan todistaa. Yksi néistéa tuloksista on met-
ristyvyys, joka tarkoittaa, ettd kyseisessd topologisessa avaruudessa voidaan mééri-
tella etdisyyden késite. Metristyvyydelle on topologian historian aikana annettu usei-
ta ehtoja ja téssd tutkielmassa niisté esitetddn kolme. Kaksi ensimméista néisté, eli
Urysonin metristyvyyslause ja Nagata-Smirnovin metristyvyyslause, eivat kdytéa to-
distuksissaan parakompaktiutta. Viimeisené esitettdavd Smirnovin metristyvyyslause
taas kayttaa parakompaktiutta.

Tutkielmassa késitelldén useita parakompaktiuden sovelluksia. Smirnovin metris-
tyvyyslauseen lisidksi tarkastellaan monistoja, joille saadaan parakompaktiutta kéyt-
tden osoitettua erilaisia ominaisuuksia. Monistot ovat topologisia avaruuksia, jotka
paikallisesti nédyttavat euklidisilta avaruuksilta. Esimerkiksi fysiikassa aika-avaruutta
voidaan mallintaa monistona. Parakompaktiuden sovellukset ovat usein seurausta yk-
kosen osituksen olemassaolosta. Ykkosen osituksessa laajennetaan paikallisesti méaa-
riteltyja jatkuvia funktioita koko avaruuteen.
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Johdanto

Tassa tutkielmassa tutustutaan topologisten avaruuksien parakompaktiuteen. Ai-
heesta tekee mielenkiintoisen sen yhteys kompaktiuteen, jota voidaan pitdd yhtena
merkittdvimpanéd topologisena ominaisuutena. Kompaktiuden merkittavyys johtuu
siité, ettéd sen voidaan ajatella olevan yleistys suljetuille ja rajoitetuille véleille reaali-
lukujen joukossa, mité tarvitaan esimerkiksi Weierstrassin lauseessa. Parakompaktius
on kompaktiutta heikompi ominaisuus, mutta sen avulla saadaan taattua kuitenkin
toivottuja tuloksia topologisille avaruuksille. Yksi téallaisista ominaisuuksista on met-
ristyvyys, joka tarkoittaa, ettd kyseisessd topologisessa avaruudessa voidaan méaéri-
telld etdisyys. Tutkielmassa keskitytéddn erilaisiin metristyvyyslauseisiin, joilla osoite-
taan, ettd millaisissa topologisessa avaruuksissa etéisyys todella voidaan méaéritellé.
Lopulta naytetddn parakompaktiutta hyodyntéava versio metristyvyyslauseesta.

Tutkielman luvussa 1 kidydéédn topologiaa ldpi sen peruskisitteistd alkaen ja lu-
ku pédtetddn yksityiskohtaisempiin lauseisiin. Topologiset esitiedot helpottavat tut-
kielman lukemista, mutta tdrkeimmét esitiedoista annetaan. Luvussa 1 tarkastellaan
myo6s tulevien lukujen kannalta oleellista paikallisen dérellisyyden késitetté.

Luvussa 2 tarkastellaan topologisten avaruuksien metristyvyytta ja millaisia eh-
toja avaruuden on taytettdvi, jotta se voi olla metristyva. Luvussa annetaan kaksi
erilaista metristyvyyslausetta, Urysonin metristyvyyslause ja Nagata-Smirnovin met-
ristyvyyslause. Kumpikaan néisté lauseista ei vield kidytd parakompaktiutta, mutta
ne antavat esikuvaa siitd, mitd metristyva avaruus vaatii.

Kolmannessa luvussa tutkitaan tutkielman péa#aihetta eli parakompaktiutta. Pa-
rakompaktius maédaritelladn ja siitd seuraavia tuloksia kasitellddn. Luku pééatetdian
todistukseen siité, ettd jokaisella parakompaktilla avaruudella on olemassa ykkosen
ositus. Ykkosen osituksen voi ajatella yhdistdvéin paikallisesti mééariteltyja jatkuvia
funktioita koko avaruudessa mééritellyksi. Ykkosen ositus on erds tarkeimmistd omi-
naisuuksista, joita parakompaktius takaa topologiselle avaruudelle ja sité tullaan hyo-
dyntdméén useissa parakompaktiuden sovelluksissa.

Luku 4 keskittyy parakompaktiuden sovelluksiin. Ensimmaéisené yhdistetdéan pa-
rakompaktius ja metristyvyys todistamalla Smirnovin metristyvyyslause. Tamén jil-
keen tarkastellaan monistoja, jotka todistetaan ensin parakompakteiksi avaruuksiksi
ja sen jalkeen todistetaan ykkosen ositusta kayttamalla niille uusia tuloksia. Voidaan
esimerkiksi todistaa, ettd monistot ovat upotettavissa euklidiseen avaruuteen. Monis-
tot ovat topologisia avaruuksia, jotka muistuttavat paikallisesti euklidista avaruutta.
Monistoja hyddynnetéaédn paljon esimerkiksi erilaisissa fysiikan sovelluksissa.

Tutkielman pohjana toimii James Munkresin teos Topology ja sen luvut 2-4 ja
6. Monistoihin liittyvat tulokset pohjautuvat John M. Leen kirjan Introduction to
Topological Manifolds lukuun 4. Kdannésapua topologian termeihin, maéritelmiin ja
lauseisiin on saatu Jussi Véisédldn teoksista Topologia I ja II.
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LUKU 1
Topologiaa

1.1. Maaritelmia ja yleisid tuloksia

Téssa luvussa kasitelladn tutkielmassa vaadittuja topologisia maéritelmié ja todiste-
taan tarvittavia tuloksia. Luvun perustana on [3| kappale 2-4].

MAARITELMA 1.1. Joukon X topologia T on kokoelma joukon X osajoukkoja,
jotka toteuttavat seuraavat ehdot:

(1) Tyhji joukko @ ja joukko X kuuluvat kokoelmaan 7.

(2) Kaikki kokoelmaan 7 joukkojen yhdisteet kuuluvat kokoelmaan 7.

(3) Kaikki kokoelmaan 7 joukkojen &érelliset leikkaukset kuuluvat kokoelmaan
T.

Joukko X yhdistettynd sen topologialla 7 on topologinen avaruus (X, 7). Téassd tut-
kielmassa avaruuksista puhuttaessa viitataan topologisiin avaruuksiin. Joukon 7 al-
kioita kutsutaan avoimiksi joukoiksi. Avoimien joukkojen U € 7 komplementteja
X \ U kutsutaan suljetuiksi joukoiksi. Jos x € U C X ja U on avoin joukko, niin
U on pisteen x ympdristé. Jos joukolla X on kaksi eri topologiaa 7 ja 75 ja jos
71 C Ty, sanotaan, ettd 7, on karkeampi topologia kuin 15 ja 79 on hienompi topologia
kuin 7.

Topologian méaérittely jokaisen siihen kuuluvan joukon avulla voi olla hankalaa. To-
pologian kannan késite mahdollistaa topologioiden mééarittelyn pienemmalla méaaralla
joukkoja.

MAARITELMA 1.2. Joukon X topologian kanta on kokoelma B joukon X osajouk-
koja, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:

(1) Jokaisella z € X on olemassa ainakin yksi joukko B € B siten, ettd x € B.
(2) Jos x kuuluu kahden joukon By, B, € B leikkaukseen, niin on olemassa joukko
BseB siten, ettd x € Bs ja Bs C (Bl N BQ)

Joukon B tayttdessd ndmé ehdot, voidaan sen avulla mééaritelld joukolle X topologia.
Avoimiksi joukoiksi méaritelladn ne joukon X osajoukot U, joissa jokaiselle pisteelle
x € U on olemassa B € B siten, ettd x € B ja B C U. Kannan muodostamaa topo-
logiaa voi kuvailla my6s kantajoukkojen yhdisteiden avulla, sillé jokainen topologian
alkio eli avoin joukko voidaan esittdéd kantajoukkojen yhdisteena.

Toinen tapa esittdd avaruuden topologia on esikannan avulla.

MAARITELMA 1.3. Joukon X topologian esikanta on kokoelma & joukon X os-
ajoukkoja, joiden yhdiste on yhtédsuuri kuin X. Tall6in kokoelman S virittdmé topo-
logia 7 on yhdiste kaikista kokoelman S alkioiden &érellisisté leikkauksista.
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1.1. MAARITELMIA JA YLEISIA TULOKSIA 3

Eri kantojen virittdmié topologioita voidaan vertailla seuraavan lemman avulla.

LEMMA 1.4. Olkoon avaruudella X kanta B, joka wvirittid topologian T, ja kanta
B', joka wirittia topologian T'. Topologia T' on hienompi kuin T, jos ja vain jos
jokaisella pisteelld x € X ja kanta-alkiolla B € B, johon piste x kuuluu, on olemassa
kanta-alkio B’ € B’ siten, etti x € B’ C B.

TobIisTus. Oletetaan ensin, ettd 7 C T'. Olkoon z € X ja B € B siten, ettd
x € B. Nyt méadritelmén nojalla B € T C T' eli B € T'. Koska B’ virittdé topologian
77, niin kannan mééritelmén nojalla on oltava olemassa jokin kanta-alkio B" € B’
siten, ettd x € B’ C B.
Oletetaan nyt, ettd jokaisella pisteellda x € X ja kanta-alkiolla B € B, johon piste x
kuuluu, on olemassa kanta-alkio B’ € B’ siten, ettd x € B’ C B. Osoitetaan, etti jos
U e T,niin U € T'. Olkoon x € U. Koska kanta B virittad topologian 7, on olemassa
kanta-alkio B € B siten, ettd x € B C U. Oletuksen nojalla on olemassa kannan 5’
alkio B’ siten, ettd x € B’ C B. Joten x € B’ C U eli U € T’ kannan maéritelmén
nojalla. 0

Topologisten avaruuksien osajoukkoihin saadaan méériteltya topologia relatiivitopo-
logian avulla.

MAARITELMA 1.5. Olkoon (X, 7) topologinen avaruus ja A C X epétyhja joukko.
Kokoelma
Tla={UNA:Ue€r}

on avaruuden (X, 7) madraama relatitvitopologia joukolla A.

Yksi merkittdvimmistd ominaisuuksista, joita topologisella avaruudella voi olla, on
kompaktius. Tutkielman pa#aiheena oleva parakompaktius on hyvin ldheisesti yhtey-
dessé kompaktiuteen ja nédihin yhteksiin tutustutaan myochemmin.

MAARITELMA 1.6. Avaruuden X peite on kokoelma (U;);cr siten, ettd X =
U, Ui- Jos kokoelman (U;);er joukot ovat avoimia, niin kyseessé on avoin peite. Ava-
ruus X on kompakti jos sen jokaisella avoimella peitteelld on dérellinen osapeite.

Madéritellddan seuraavaksi funktioiden jatkuvuus.

MAARITELMA 1.7. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia. Funktio f : X — Y on
jatkuva pisteessd xo, jos jokaiselle pisteen f(zg) ympéristolle V' on olemassa pisteen
xo avoin ympéristo U siten, ettd f(U) C V. Funktio f on jatkuva funktio, jos se on
jatkuva jokaisessa pisteessd z € X.

Jatkuva funktio voidaan mééaritella myos seuraavasti:

MAARITELMA 1.8. Olkoon X ja Y topologisia avaruuksia. Funktio f : X — Y on
jatkuva funktio, jos jokaisella avoimella joukolla U C Y, joukko f~1(U) on avaruuden
X avoin osajoukko.

Jos maaliavaruuden Y topologia annetaan kannan tai esikannan avulla, funktion jat-
kuvuuden osoittamiseksi riittdd osoittaa, ettd jokaisen kanta-alkion tai esikanta-alkion
kaanteiskuva on avoin joukko [3] s. 103].

Topologiassa erityisen téirkeédssi asemassa ovat funktiot, jotka siilyttavit avaruuksien
topologiset ominaisuudet. Téllaisia funktioita kutsutaan homeomorfismeiksi.
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MAARITELMA 1.9. Olkoon X,Y topologisia avaruuksia. Funktio f : X — Y on
homeomorfismi, jos:
(1) Funktio f on bijektio.
(2) Funktio f on jatkuva.
(3) Funktio f~! on jatkuva.

Kolmannen ehdon kanssa yhtépitdvé ehto on:

(3*) Funktio f on avoin funktio. Avoin funktio kuvaa avoimet joukot avoimiksi
joukoiksi.

Mikéli homeomorfismin mééaritelméssé vaadittu bijektio muutetaan injektioksi, on ky-
seessé upotus. Mikéli funktio f : X — Y on upotus, voidaan sen maaliavaruus muut-
taa funktion f arvojoukoksi, jolloin g : X — f(X) on homeomorfismi. Jos kahden
topologisen avaruuden X, Y vililld on olemassa homeomorfismi f : X — Y, sanotaan,
ettd X ja Y ovat homeomorfiset. Homeomorfisilla avaruuksilla on samat topologiset
ominaisuudet. Téllaisia ominaisuuksia on esimerkiksi edelld mainittu kompaktius ja
seuraavaksi madriteltdvat separaatioaksioomat.

Erilaiset separaatioaksioomat ovat oleellisia seké metristyvyyslauseiden mééaritelmis-
sd, ettd niiden todistuksissa. Madritelladn seuraavaksi Hausdorff-avaruudet, sdannol-
liset avaruudet ja normaalit avaruudet.

MAARITELMA 1.10. Olkoon X topologinen avaruus.

(1) Avaruus X on Hausdorff-avaruus, jos jokaisella pisteparilla x1,zo € X on
olemassa erilliset avoimet joukot Uy, U, siten, ettd 1 € Uy ja 29 € Us.

(2) Avaruus X on sddnndllinen, jos jokaisella pisteelld z € X ja suljetulla jou-
kolla F' C X, x ¢ F on olemassa erilliset avoimet joukot Uy, Uy C X siten,
ettd x € U; ja FcU,.

(3) Avaruus X on normaali, jos jokaisella parilla erillisid suljettuja joukkoja
Fy, F5 on olemassa erilliset avoimet joukot Uy, U, siten, ettd Fy C U; ja
FQ C UQ.

Avaruuden sdannollisyys takaa topologisille avaruuksille useita ominaisuuksia, jotka
ovat erittdin hyodyllisid. Todistetaan seuraavaksi tuloksia, jotka seuraavat avaruuden
saannollisyydesta. Madritelladn ensin joukon sulkeuma.

_ MAARITELMA 1.11. Olkoon X topologinen avaruus. Osajoukon A C X sulkeuma
A on leikkaus kaikista suljetuista joukoista, joihin joukko A siséltyy:

A= () F

FDOA
F suljettu.

LEMMA 1.12. Topologinen avaruus X on sdadnnéllinen jos ja vain jos jokaisella
pisteelld x € X ja pisteen x avoimella ympdristélld U; on olemassa toinen pisteen x
avoin ympdristo Uy siten, ettd joukon Uy sulkeuma sisdltyy joukkoon U .

Tobistus. Olkoon avaruus X sdannéllinen ja olkoon x jokin avaruuden X pis-
te, jolla on avoin ympéristo U;. Merkitaan FF = X \ Uy, jolloin F' on avoimen jou-
kon komplementtina suljettu joukko. Téten myos piste x ja joukko F' ovat erillisié,
joten sddnnollisyyden nojalla on olemassa erilliset avoimet joukot Us, Us siten, ettd
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x € Uy, F C Us. Joukon U, sulkeuma on erillinen joukosta F'. Todistetaan viite vas-
taviitteells: olkoon piste y € U, N F. Piste y kuuluu joukon U, sulkeumaan jos ja vain
jos jokainen avoin joukko johon piste y kuuluu leikkaa joukkoa U,. Tamé& voidaan
todistaa muotoilemalla viite seuraavasti: y ei kuulu joukkoon U, jos ja vain jos on
olemassa avoin joukko, johon piste y kuuluu ja joka ei leikkaa joukkoa U,. Jos x ¢ Uy
niin 2 € X \ Us, joka on avoin joukko joka ei leikkaa joukkoa Us. Toisaalta jos tllai-
nen avoin joukko U on olemassa, niin X \ U on suljettu joukko, johon U, sisiltyy ja
sulkeuman médritelméin nojalla myos U, C X \ U. Yksi téllaisista avoimista joukois-
ta on kuitenkin joukko Us, joka maériteltiin erilliseksi joukosta U,. Koska joukon U,
sulkeuma on erillinen joukosta F niin pitee Uy C Uy.

Oletetaan seuraavaksi, ettd on olemassa piste x € X, suljettu joukko F' siten, ettd
x ¢ F ja jokaisella pisteen x avoimella ympéristolld U; on olemassa toinen pisteen x
avoin ympdristd U, siten, ettd joukon U, sulkeuma siséltyy joukkoon U;. Merkitdan
Uy = X \ F, jolloin U; on pisteen = avoin ympéristo ja oletuksen nojalla on olemassa
pisteen z avoin ympéristé U, siten, ettd U, C U;. Nyt avoimet joukot Us ja X \ Uy
ovat erillisid ja € Uy, B C (X \ Uy), joten avaruus X on siinnollinen. O

Tutkielmassa tarkastellaan metristyvyytté, joten tarvitsemme metriikan ja metrisen
avaruuden madritelmét. Topologisissa avaruuksissa ei valttaméttéa ole mahdollista mi-
tata etdisyyksia pisteiden valilld, mutta metriikkafunktion olemassaolo mahdollistaa
sen.

MAARITELMA 1.13. Funktio d : X x X — [0,00[ on joukon X metriikka- eli
etédisyysfunktio, jos se tayttda seuraavat ehdot kaikilla pisteilld x,y, z € X:

(1) d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2),

(2) d(z,y) =d(y,z),
(3) d(z,y) =0, jos ja vain jos = = y.

Joukkoa X varustettuna metriikalla d : X x X — R kutsutaan metriseksi avaruudek-
si. Joukko By(zg,7) = B(zg,7) = {z € X : d(x0, ) < r} on x¢-keskeinen pallo, jonka
sade on 7.

Metristyvyyslauseiden todistuksissa tarvitaan jatkuvia funktioita, joiden olemassao-
lo ei ole itsestdanselvad. Urysonin lemma kuitenkin takaa tarvittavien funktioiden
olemassaolon.

LEMMA 1.14 (Urysonin lemma). Olkoon X normaali avaruus. Olkoon A, B C X
erillisid ja suljettuja joukkoja. Tdllin on olemassa jatkuva funktio f : X — [0,1]
siten, etti f(A) = {0} ja f(B) = {1}.

TobisTus. VAIHE 1. Aloitetaan todistus konstruoimalla jokaiselle rationaalilu-
vulle r avoin joukko U, C X siten, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:
(1)U, =0, kanr <0, ja U, = X, kun r > 1.
(2) A CU.
(3) Uy = X\ B. B
(4) Jos p < ¢, niin U, C U,
Madritelldaan U; = X \ B ja U, samoin kuin ehdossa (1), kun r ¢ [0,1]. Koska

avaruus X on normaali, niin joukolla A on olemassa ymparisto Uy siten, ettd Uy C Uy.
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Olkoon (7;)en vélin [0, 1] rationaalilukujen muodostama jono. Normaaliuden nojalla
on jilleen olemassa avoin joukko U,, C X siten, ettd Uy C U,, ja U,, C U;. Tehdiin
induktio-oletus, ett# jokaiselle i € {1,...,n} on olemassa avoin joukko U,,, jolla Uy C
U, W C Uy ja aina kun r; < rj, niin U,, C U,,. Tarkastellaan jonon seuraavaa
rationaalilukua 7, ja olkoon p suurin joukon {0, 1, ..., 7,, 1} luku, joka on pienempi
kuin 7,1 ja ¢ pienin luku, joka on suurempi kuin r,.;. Induktio-oletuksen nojalla
pétee Vp C U,. Normaaliuden perusteella on olemassa avoin joukko U, , C X siten,
ettd U, C U,,., ja m C U,. Téaten induktion nojalla halutut osajoukot on olemassa
jokaiselle rationaaliluvulle.

Madritelladan nyt funktio f : X — R, f(z) = inf{r € Q : € U,}. Avoimien
joukkojen U, ehtojen perusteella f(z) = 0, kun x € A ja f(x) = 1, kun =z € B.
Jaljelle jaa osoittaa, etté funktio f on jatkuva. Muotoa |a, co[ ja | — 00, a| olevat joukot
muodostavat esikannan avaruuden R topologialle, joten jos saadaan osoitettua, etté
niiden ki#nteiskuvat ovat avoimia, niin funktio f on jatkuva. Osoitetaan seuraavaksi,
etta:

f(z) <a < x € U, jollakin rationaaliluvulla r < a.
f(r) <a <= x €U, jokaisella rationaaliluvulla r > a.

Ensimmaéinen kohta seuraa funktion f madritelmésta. Toisen kohdan osoittamiseksi
oletetaan ensin, ettd f(z) < a. Olkoon rationaaliluku r > a, jolloin funktion f méaa-
ritelmén nojalla on olemassa rationaaliluku s < r siten, ettd z € U, C U, C U,.
Oletetaan seuraavaksi, ettd jokaiselle rationaaliluvulle r > a pétee z € U,. Jos
s > a on rationaaliluku, niin valitaan rationaaliluku r siten, ettd s > r > a. Tél-
16in x € U, C Uy, jolloin f(z) < s. Témi pitiid paikkansa jokaiselle rationaaliluvulle
s > a, joten f(x) < a. Yhdistamalld ndma tulokset saadaan:

f (= ocal) = J U, f (Ja.oc)) = X\ () Uy,

reQ reQ
r<a r>a
jotka molemmat ovat avoimia joukkoja, joten funktio f on jatkuva. O

1.2. Paikallinen &airellisyys

Paikallinen aérellisyys on térkeé késite metristyvyyslauseissa sekéd parakompaktiudes-
sa. Téassé alaluvussa méaritellddn paikallinen aérellisyys seké joukon tihennys. Liséksi
todistetaan kaksi lemmaa, joita kdytetdan tulevissa todistuksissa. Tekstin ldhteend on
seka [2, luku 4], ettéd [3, kappale 39].

MAARITELMA 1.15. Kokoelma topologisen avaruuden X osajoukkoja A on paikalli-
sesti ddrellinen avaruudessa X, jos jokaisella pisteelld x € X on ympéristo joka leikkaa
vain adrellisen montaa kokoelman A alkiota. Kokoelma A on numeroituvasti paikalli-
sesti ddrellinen, jos A voidaan muodostaa numeroituvana yhdisteend kokoelmista A,,,
joista jokainen on paikallisesti dérellinen.

MAARITELMA 1.16. Olkoon A ja B joukon X osajoukkojen kokoelmia. Sanotaan,
ettd kokoelma B on kokoelman A tihennys, jos jokaiselle B € B on olemassa A € A
siten, ettd B C A. Tihennys on avoin tihennys, jos kokoelman B alkiot ovat avoimia.
Vastaavasti tihennys on suljettu tihennys, jos kokoelman B alkiot ovat suljettuja.
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LEMMA 1.17. Olkoon A kokoelma avaruuden X osajoukkoja. Tdlldin A on pai-
kallisesti ddrellinen jos ja vain jos A on paikallisesti ddrellinen.

TobisTus. Jos A on paikallisesti dérellinen, niin jokaisella avaruuden X pisteelld
x on ympéristo, joka leikkaa vain &érellisen montaa kokoelman A joukkoa. T&lléin
my6s A on paikallisesti #rellinen, koska A C A.

Oletetaan, ettd A on paikallisesti dédrellinen. Olkoon x € X ja U pisteen x ympé-
rist6. Koska A on paikallisesti dérellinen, niin joukko U leikkaa vain déarellistd maaria
kokoelman A joukkoja. Olkoon naméi joukot {A1, ..., A, }. Jos U sisdltdd jonkin jou-
kon A alkion jollain A € A, niin t&lloin U sisiltdd myos jonkin joukon A pisteen.
Téten A on siis yksi joukoista {A;, ..., A,}, jolloin U leikkaa vain &érellisen montaa
kokoelman A alkiota. l

LEMMA 1.18. Jos A on kokoelma paikallisesti ddrellisii avaruuden X osajoukkoja,

nin -
Ua=U4
AcA AcA
ToDISTUS. Osoitetaan ensin, ettd (J,o 4 A DO Uacy A- Jokaisella A € A piitee
A C Uyeq A Jos molemmista puolista otetaan sulkeuma, saadaan A C |J,. 4 A
Koska tdmé pétee jokaisella A € A, myds Jye g A C Upeq A
Osoitetaan seuraavaksi, ettd J 4 A C Uqey A- Kéytetddn tahén kontrapositio-
ta: osoitetaan, ettd josx € X, x ¢ UAeAZ niin z ¢ (J 44 A. Edellisen lemman nojalla
pisteelld z on ympéristd U, joka leikkaa vain dérellisen montaa kokoelman A alkiota.
Olkoon némaé joukot {Ay, ..., Ax}. Talloin U \ (A; U...U Ay) on pisteen x ympéaristo,
joka ei leikkaa yhtéén kokoelman A alkiota, joten = ¢ (J 4 A
Taten Jyey A =Uyen A O



LUKU 2
Metristyvyys

Tassa luvussa tarkastellaan metristyvyyslauseita. Metristyvyyslauseiden avulla voi-
daan osoittaa millaisilla topologisilla avaruuksilla on olemassa metriikka. Luvun 1dh-
teend on [3, luku 2, 4 ja 6].

MAARITELMA 2.1. Avaruus X on metristyvd, jos on olemassa metriikka d, joka
virittdd avaruuden (X, 7) topologian 7.

Topologian virittdminen tarkoittaa, ettd kaikkien pallojen B(x,r), z € X jar > 0, ko-
koelma muodostaa kannan avaruuden X topologialle. Tarkastellaan seuraavaksi mil-
laisia erilaisia ominaisuuksia topologisella avaruudella on oltava, jotta se olisi metris-
tyva. Tassa luvussa késitelladn kahta erilaista tulosta metristyvyydelle. Todistetaan
vield ensin metristyvyyden takaama ominaisuus avaruuden peitteille.

LEMMA 2.2. Olkoon X metristyvi avaruus ja A avaruuden X avoin peite. Tdalloin
on olemassa avaruuden X avoin peite £, joka on peitteen A tihennys ja numeroituvasti
paikallisesti ddrellinen.

TobisTus. Olkoon kokoelmalla A hyvinjarjestys < [3], s. 64]. Nimetdén kokoelman
alkioita U, V, W ja niin edelleen. Olkoon avaruudella X jokin metriikka ja olkoon n
luonnollinen luku. Méaéritelldén jokaiselle kokoelman A alkiolle U uusi joukko S, (U)
seuraavasti:

Sp(U)={z: B(z,1/n) C U}.

Rakennetaan seuraavaksi vield pienempi joukko kédyttamalld kokoelman hyvinjérjes-
tysta. Leikataan joukosta S, (U) pois kaikki joukkoa U jérjestyksessé pienemmét jou-
kot ja saadaan:

T.(U) = S.(U) = | J V.

V<U

Havainnollistetaan tilannetta kuvalla olettamalla, ettid kokoelma A siséltaé vain alkiot
U,V ja W téssd jirjestyksessd. Huomataan, ettd jokainen joukko 7), on erillinen.
Erillisyyden liséksi voidaan osoittaa, ettd kaikkien joukkojen 7T, etdisyys toisistaan
on vahintdén 1/n eli jos U,V € A, niin d(z,y) > 1/n aina, kun = € T,(U) ja
y € T,,(V). Oletetaan, ettd joukot ovat jarjestyksessd U < V. Koska x € T,(U), niin
z € S,(U) eli joukon S, (U) maaritelmén nojalla B(z,1/n) C V. Toisaalta y € T,,(V)
ja joukon T, (V') médritelmén nojalla y & U.

8
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Joukkoja taytyy vield muokata, jotta voidaan olla varmoja siitd, ettd ne ovat avoimia
joukkoja. Tehdddn tdmé laajentamalla joukkoja T, 1/3n verran. Rakennetaan siis uusi
joukko F,(U) ottamalla yhdiste jokaisesta 1/3n-séteisestd pallosta, jonka keskipiste
sisdltyy joukkoon T,,(U), jolloin saadaan:

E.(U)y= |J B(z,1/3n).

z€Tn (U)

Tarkastellaan taas kolmen joukon tilannetta, missé jarjestyksend on U < V < W.
Osoitetaan, ettd joukot F, ovat erillisid joukkoja ja niiden etdisyys on véhintdén
1/3n. Olkoon U,V € A ja zg € E,(U) ja yo € E,(V), jolloin x4 ja yo kuuluvat
joihinkin palloihin, joiden keskipisteet siséltyvit joukkoihin 7,,(U) ja T, (V). Olkoon
nidma pisteet x ja y ja olkoon zg € B(x,1/n)jayy € B(y,1/n), z € T,(U),y € T,(V).
Nyt kolmioepéayhtélon nojalla:

d(z,y) < d(z,z0) + d(o,y)
d(z,y) < d(x,z0) + d(zo, yo) + d(¥o, )
d(z,y) — d(z, xo) — d(yo,y) < d(z0, Yo)
1/n—1/3n—1/3n < d(xq,yo)
1/3n < d(xo, yo)

Jokaisella kokoelman A alkiolla U, joukko E,(U) siséltyy joukkoon U.
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E,(U)

20507

Madéritelldéan nyt joukkojen F, avulla kokoelma &,:
E,=1{E.(U):U e A}

Osoitetaan, etta &, on paikallisesti dérellinen kokoelman A avoin tihennys. Paikallinen
aarellisyys seuraa siité, ettd jokaisella x € X ympéristo B(x,1/6n) leikkaa korkein-
taan yhtéd kokoelman &, alkiota. Téma tiedetdén, koska kokoelman &, alkioiden etéi-
syys on vahintdén 1/3n. Kokoelma &, on kokoelman A tihennys, koska E, (U) C U
jokaisella U C A.

Kokoelma &, ei kuitenkaan ole avaruuden X peite. Peite saadaan ottamalla yhdiste

5:U5n.

neN

Osoitetaan, ettd £ peittdd avaruuden X. Olkoon z € X. Koska kokoelma A peittaéd
avaruuden X, piste  kuuluu ainakin johonkin kokoelman A alkioon. Valitaan tésté
kokoelmasta hyvinjirjestyksen mukaan ensimméinen joukko U, johon piste x kuuluu.
Valitaan seuraavaksi luku n siten, ettd B(x,1/n) C U. Talloin joukkojen S, mé&a-
ritelmén nojalla € S,(U). Joukko T,,(U) rakennettiin poistamalla joukosta S, (U)
kaikki joukkoa U jérjestyksesséd edeltdviat joukot. Koska U oli jarjestyksessd ensim-
méinen joukko, johon piste x kuuluu, piste x kuuluu myos joukkoon T,,(U). Téten
piste  kuuluu myos joukkoon E,, joka on kokoelman &, alkio.

0

2.1. Urysonin metristyvyyslause

Ensimmaéinen merkittdva lause metristyvyyden saralla on Urysonin metristyvyys-
lause. Ennen lausetta ja sen todistusta annetaan todistuksessa kéytettdvid médri-
telmié ja tuloksia.

MAARITELMA 2.3. Joukko R* on reaalilukujen R numeroituva ja déreton karteesi-
nen tulo. Joukolla R” tarkoitetaan reaalilukujen karteesista tuloa, jonka indeksijoukko
J voi olla my6s ylinumeroituva.
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Urysonin metristyvyyslauseen todistuksessa avaruuden X metristyvyys osoitetaan
upottamalla se metristyvadn avaruuteen Y. Todistuksessa kédytetdédn tulotopologiaa
takaamaan avaruuksille haluttuja ominaisuuksia. Maéritellddn seuraavaksi tulotopo-
logia ja tarkastellaan niitd ominaisuuksia. Tulotopologia mééritellidn projektioku-
vausten avulla.

MAARITELMA 2.4. Olkoon {X,}.cs indeksoitu kokoelma topologisia avaruuksia
ja olkoon

T3 ! H X, — X B
acJ
funktio, joka kuvaa tuloavaruuden jokaisen alkion sen :nneksi koordinaatiksi. T&lloin
siis
T5((Ta)aes) = Tp.
Téllaista funktiota kutsutaan indeksin 5 projektiokuvaukseksi.

MAARITELMA 2.5. Olkoon kokoelma

Sp = {m;'(Us) : Ug on avoin Xy:ssa}

S=1{]Ss

BedJ
Esikannan S virittaméa topologiaa kutsutaan tulotopologiaksi.

LAUSE 2.6. Olkoon funktio f : A — [[,c; Xa: f(a) = (fa(a))acs, missi fo :
A — X, jokaisella a. Olkoon avaruudella [, ; X tulotopologia. Tdlloin funktio f
on jatkuva, jos ja vain jos jokainen funktio f, on jatkuva.

ja néiden kokoelmien yhdiste

TobisTus. Olkoon 7 projektio. Se on jatkuva funktio, koska jos U on avoin ava-
ruudessa X, niin joukko ﬂgl(U 3) on tulotopologian esikannan alkio. Oletetaan ensin,
ettd funktio f : A — [] X, on jatkuva. Funktio fz voidaan muodostaa yhdistettyna
funktiona 7z o f, joka on kahden jatkuvan funktion yhdistettyné funktiona jatkuva.
Oletetaan seuraavaksi, ettd jokainen koordinaattifunktio f, on jatkuva. Funktion f
jatkuvuuden takaamiseksi riittdéd osoittaa, ettd jokaisen esikannan alkion kaénteis-
kuva on avoin avaruudessa A. Avaruuden [] X, tulotopologian esikannan alkio on
muotoa ’/TEl(Ug), missd § € J on jokin indeksi ja Uz on avoin joukko. Nyt

5 (Up)) = f5'(Up),
koska fz = mg o f. Koska fz on jatkuva, niin tdmé joukko on avoin. O

Todistuksessa tarvitaan myos uniformista topologiaa. Méaritellddn uniforminen to-
pologia ja verrataan sitd tulotopologiaan.

MAARITELMA 2.7. Olkoon J indeksijoukko ja pisteet x = (24)acss ¥ = (Ya)acs
siten, ettd x,y € RY. Madritelldin avaruuteen R/ metriikka

p(x,y) = sup{a(:(:a, Yo) s a0 € J},

missi d = min{|z, — ya|, 1}. Metriikka p on uniforminen metriikka ja sen virittdma
topologia on uniforminen topologia.
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LAUSE 2.8. Uniforminen topologia avaruudessa R’ on hienompi kuin tulotopolo-
gia.

TobIsTUS. Olkoon x = (24)aecs jokin piste ja olkoon [] U, sellainen tulotopolo-
gian kannan alkio, johon piste x kuuluu. Olkoon aq, ..., «, sellaisia indeksejé, joilla
U, # R. Valitaan nyt jokaiselle i € {1,...,n} sellainen ¢; > 0, etté d-metriikalla pal-
lo, jonka keskipiste on z,, ja sidde on ¢;, kuuluu joukkoon U,,. Koska U,, on avoin,
niin téllainen pallo on olemassa. Olkoon € = min{e, ..., €, }, jolloin p-metriikalla pallo,
jonka keskipisteeni on x ja siide on ¢, kuuluu joukkoon [] U,. Koska jos z € R” siten,
ettd p(x,z) < €, niin d(z4, z4) < € jokaisella a, joten z € [[U, eli By(x,¢) C [[Us.
Tésté seuraa lemman nojalla, ettd uniforminen topologia on hienompi kuin tulo-
topologia. (l

LAUSE 2.9 (Urysonin metristyvyyslause). Avaruus X on metristyvd, jos se on
sadnndllinen ja silld on numeroituva kanta.

Tobistus. Lauseelle annetaan kaksi eri todistusta, koska molemmat todistukset
saadaan yleistettyéd hyodyllisiksi tuloksiksi.

VAIHE 1. Todistuksen ensimmaéisessé vaiheessa osoitetaan, ettd on olemassa numeroi-
tuva kokoelma jatkuvia funktioita f, : X — [0, 1] siten, ettd milld tahansa joukon X
pisteelld x ja pisteen x ympéristolld U on olemassa jokin indeksi n siten, etta f,, saa
positiivisen arvon pisteessé x ja arvon 0 ympériston U ulkopuolella. Urysonin lemman
nojalla tallainen funktio on olemassa jokaiselle pisteelle x ja sen ympéristolle U, mut-
ta yleisessé tapauksessa ei voida olla varmoja, etté téllainen funktioiden joukko olisi
numeroituva. Todistuksen ensimmaéisessd vaiheessa tehtdvani onkin tehda téllaisesta
funktioiden kokoelmasta numeroituva.

Olkoon B = {B,, : n € N} avaruuden X numeroituva kanta. Valitaan Urysonin lem-
man avulla jokaiselle indeksiparille n, m, joille B,, C B,,, jatkuva funktio g, ,, : X —
[0,1] siten, ettid gn.n(Bn) = {1} ja gom(X \ Bn) = {0}. Osoitetaan, etti tillaisten
funktioiden kokoelma {g, .} téyttédéd ehtomme. Olkoon piste zy € X ja pisteelld x
ympaéristo U. Télloin voidaan valita kanta-alkio B,,, joka sisdltda pisteen xq ja kuuluu
joukkoon U. Nyt avaruuden X sidénnollisyyden nojalla ja lemmaa hyodyntéen
on pisteelld z, olemassa myds toinen ympéristo V siten, ettd V' C U. Téten on ole-
massa my6s kanta-alkio B,, C V siten, ettd 2y € B, ja B, C B,. Koska B, ja X\ Bn
ovat erillisid ja suljettuja joukkoja, voidaan Urysonin lemman nojalla todeta, ettd
on olemassa funktio g, ., jolle pitee g,.m(Bn) = {1} ja gn.m(X \ By) = {0}. Téten
pisteessd xy funktio saa positiivisen arvon ja ympériston U ulkopuolella funktio saa
arvon 0. Koska funktioiden kokoelma on indeksoitu joukon N x N osajoukolla ja kos-
ka numeroituvien joukkojen karteesinen tulo on my6s numeroituva, on funktioiden
{gnm} kokoelma myds numeroituva. Indeksoidaan kokoelma uudestaan luonnollisilla
luvuilla, jolloin saadaan haluttu kokoelma {f,}.

VAIHE 2, ENSIMMAINEN TODISTUS. Luodaan ensimméisen vaiheen funktioista f,, uusi
funktio F': X — R, missd avaruudella R“ on tulotopologia. Funktio F' méaaritellaan
siten, etta

F(SL‘) = (fl($)7f2(x)7 )
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Osoitetaan, ettéd funktio ' on upotus, eli ettd funktio se on homeomorfismi avaruuk-
sien X ja Z = F(X) C R¥ vililla. Funktio F' on jatkuva, koska jokainen funktioista
fn on jatkuva. Funktio F'(z) on injektiivinen, koska jos x # y, on todistuksen edelli-
sen vaiheen nojalla olemassa indeksi n siten, ettd f,(x) > 0 ja f,(y) = 0. Pisteelld «
on avaruuden X siddnnollisyyden nojalla olemassa ympéristo, mihin piste y ei kuulu,
joten voimme kéyttdd ensimméisen vaiheen tulosta. Téten funktio F'(z) on injektii-
vinen.

Viimeisenéd on osoitettava, ettd funktio F' on avoin, eli jokaisella avoimella joukolla
U C X joukko F(U) C Z on avoin. Olkoon piste zp € F(U). Etsitdén seuraavaksi
avoin joukko W C F(U) siten, etta zo € W.

Olkoon piste zo € U siten, ettd F(xy) = zp. Valitaan sellainen indeksi N, ettéd
fn(zo) > 0ja fy (X \U) = {0}. Tarkastellaan nyt avointa siddetté ]0, oo| avaruudessa
R ja olkoon V avoin joukko V = 75'(]0, 0o[) avaruudessa R¥. Joukko V muodostuu
siis kaikista avaruuden R* alkioista, joiden N:s koordinaatti on positiivinen. Rajoite-
taan nyt tdmé joukko avaruuden R aliavaruuteen Z = F(X). Olkoon W =V N Z,
joka on avoin aliavaruudessa Z relatiivitopologian mééaritelmén nojalla. Osoitetaan,
ettd zg € W C F(U).

Osoitetaan ensin, etta piste zg kuuluu joukkoon W, miké on totta jos sen N:s koor-
dinaatti on positiivinen. Piste zo on sen mééritelmén nojalla sama kuin F'(xg), joten
n(z0) = TN (F(x0)). Tama taas on yhtdsuuri kuin fy(zg), koska se on F(zg):mn N:s
koordinaatti. Koska N oli valittu siten, ettd fy(xo) > 0, niin zp € W.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd W C F(U). Olkoon z € W mikd tahansa. Talloin z =
F(x), jollain z € X. Joukon W mééritelmén nojalla my(2) €]0, 00]. Koska my(2) =
7n(F(x)) = fn(z) ja funktio fx saa arvon 0 joukon U ulkopuolella, pisteen = taytyy
kuulua joukkoon U. Téten siis z € F(U) ja W C F(U).

Funktio F siis upottaa avaruuden X avaruuteen R ja koska R on metristyva [3, s.
125], niin myos X on metristyva.

VAIHE 2, TOINEN TODISTUS. Toisessa vaiheessa upotamme avaruuden X metriseen
avaruuteen (R¥,p), jossa kdytossd on metriikan virittdmé topologia. Metriikka p maa-
ritelldén siten, ettd jos x,y € R¥, niin

p(x,y) = sup {c_i(xi, yi) 1€ w} ,

missi d = min{|a — b|, 1}.

Rajoitetaan vield upotukseen kéytettyd avaruutta aliavaruuteen [0, 1]¥, missd met-
ritkka p on sama kuin p(x,y) = sup{|z; — y;|}. Kédytetdin ensimméiisen vaiheen nu-
meroituvaa funktioiden f,, : X — [0, 1] kokoelmaa, mutta funktioilta vaaditaan lisék-
si ehtoa f,(x) < 1/n kaikilla x. Tamé ehto saadaan tarvittaessa toteutettua mikéali
jokainen funktio f,, jaetaan n:lla. Méaritelldén funktio F': X — [0, 1]“:

F(x) = (filz), fa(z),...)
Osoitetaan, ettd funktio F' upottaa avaruuden X avaruuteen ([0, 1]“, p). Edell& osoi-
tettiin, ettd funktio F' on injektiivinen. Ensimmaéisessé todistuksessa osoitettiin myos,
ettd jos avaruudessa R“ on kéytossa tulotopologia, funktio F' on avoin. Nyt metriikka
p virittdd avaruuteen [0, 1]“ tulotopologiaa hienomman topologian, joten funktio F
on edelleen avoin. Osoitetaan vield, ettd funktio F'(x) on jatkuva. Olkoon z € X miké
tahansa piste. Taytyy osoittaa, ettéd jokaisella avoimella joukolla V', johon piste F'(z)
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kuuluu, on olemassa pisteen x ympéristo U siten, ettd F(U) C V. Koska funktion
F(z) maaliavaruutena on metrinen avaruus, kidytdmme avaruuden topologiana met-
risté topologiaa, jolloin avoimet joukot ovat avoimia palloja. VAittama siis pétee, jos
zg € X, € > 0 ja p(F(x), F(xg)) < € tai toisin sanoen F(U) C B.(F(xq)). Valitaan
nyt niin suuri N € N, etta % < 5. Koska funktiot f, ovat jatkuvia, voidaan 16yta4
avoin joukko U,, johon z¢ kuuluu siten, ettd |f,(z) — fu(zo)| < § kaikilla n € N.
Asetetaan nyt
U = Ulngﬂ...ﬂUN,

jolloin U on haluttu ympéristo, koska jos x € U, niin

Fal) = Falawo) < 5

kaikilla n < N. Toisaalta jos n > N, niin

a(e) = fula)] € 3 <

koska funktion f, maaliavaruus on [0, 1/n].
Téten kaikilla x € U pitee p(F(z), F'(z9)) < § < ¢, joten funktio F' on jatkuva.
Funktio F siis upottaa avaruuden X metriseen avaruuteen [0, 1], jolloin myos avaruus

X on metristyva. 0

9

DO ™

Urysonin metristyvyyslauseen ensimméinen todistus saadaan yleistettyé hyodylliseksi
upotuslauseeksi.

LAUSE 2.10. Olkoon { fs}acs indeksoitu kokoelma jatkuvia funktioita f, : X — R
ja jokaisella pisteelld xo € X ja tamdn pisteen ympdristolld U on olemassa indeksi o
siten, ettd f, on posititvinen pisteessd xq ja saa arvon 0 joukon U ulkopuolella.

Télloin funktio F : X — R F(z) = (fu())acs on avaruuden X upotus ava-
ruuteen R”. Jos f, kuvaa avaruuden X wdilille [0,1] jokaisella o, niin F upottaa
avaruuden X avaruuteen [0, 1]7.

Lauseen todistus on muuten tédysin vastaava kuin Urysonin metristyvyyslauseen toi-
nen todistus, mutta n korvataan a:lla ja R korvataan R7:1l4.

2.2. Nagata-Smirnovin metristyvyyslause

Urysonin metristyvyyslauseen voidaan ajatella olevan ongelmallinen, koska se antaa
meille vain ehtoja, jotka takaavat avaruuden metristyvyyden. Se ei kuitenkaan kerro
mitadn siitd, mitkd ehdot tayttyisivit jos tieddmme avaruuden jo olevan metristy-
vd. Nagata-Smirnovin metristyvyyslause sen sijaan tarjoaa ehdot, jotka ovat ekviva-
lentteja metristyvyyden kanssa. Kdytdmme Nagata-Smirnovin metristyvyyslauseen
todistuksessa Gg-joukkoja ja kahta niihin liittyvad lemmaa. Aloitetaan Gs-joukon
madritelmalla.

MAARITELMA 2.11. Avaruuden X osajoukko A on Gs-joukko, jos se on yhtdsuuri
avaruuden X avoimien osajoukkojen numeroituvan leikkauksen kanssa.

LEMMA 2.12. Olkoon X sddnndéllinen avaruus, jolla on numeroituvasti paikalli-
sesti ddrellinen kanta B. Tdlloin X on normaali avaruus ja jokainen suljettu joukko
avaruudessa X on Gg-joukko avaruudessa X .
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TobisTus. Olkoon W miké tahansa avaruuden X avoin joukko. Osoitetaan todis-
tuksessa ensin vilitulos, jonka mukaan on olemassa numeroituva kokoelma avaruuden
X avoimia joukkoja {U,} siten, etta:

w=uv. =0,

Koska avaruudella X on numeroituvasti paikallisesti dérellinen kanta B, se voidaan
muodostaa paikallisesti déarellisten kokoelmien B, yhdisteenéd. Olkoon C,, C B,, niiden
kannan joukkojen kokoelma joille pitee B C W. Kokoelma C,, on t#lléin paikallisesti
adrellinen, koska se on kokoelman B, osakokoelma. Madritelladn joukko U, seuraa-

vasti:
U. = |J B
BeC,,

Talloin U,, on avoimien joukkojen yhdisteend avoin joukko ja koska C,, on kokoelma
paikallisesti darellisid joukkoja, niin pétee:

U.=JB=JB

BeCn BeCn

Koska jokainen joukko B kuuluu joukkoon W, kun B € C,, niin my6s U,, C U, C W.
Osoitetaan viela, ettéd joukot U, ja W ovat yhtédsuuria. Olkoon xz € W. Koska avaruus
X on sddannollinen, on lemman nojalla pisteelld x oltava jokin toinen ympéristo
V siten, ettd V. C W. T&llin on oltava jokin kannan alkio B € B siten, etti « € B
ja BCVeli BC W. Joukko B kuuluu my6s johonkin kokoelmaan B, ja titen myos
B € C,, jolloin = € U,. Tasta seuraa W C |J U,.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd avaruuden X suljetut joukot F' ovat (Gs-joukkoja
avaruudessa X . Olkoon F' nyt mika tahansa suljettu joukko ja merkitdéin W = X\ F.
Edeltéineen perusteella voidaan merkitd W = | J U, jolloin:

F=X\{JU,=(X\TU

Suljettu joukko F on siis yhtédsuuri avaruuden X avoimien osajoukkojen numeroituvan
leikkauksen kanssa ja téten se on Gs-joukko.

Osoitetaan, ettd avaruus X on normaali. Olkoon joukot Fj, F5 avaruuden X eril-
lisid suljettuja osajoukkoja. Tall6in joukko X \ F, on avoin joukko ja todistuksen en-
simmaéisen osan perusteella on siis olemassa numeroituva kokoelma avoimia joukkoja
{U,} siten, ettd X \ Fy, = U, = JU,. Tallsin {U,} peittidd joukon F} ja jokainen
joukoista U, on erillinen joukosta F,. Vastaavasti on olemassa kokoelma {V;,}, joka
peittad joukon F5,. Méaritelladn seuraavaksi

U, =U.\|JVi ja v, =V, \|JU.
i=1 =1
T&lloin joukot
U=\, ja V=Jw
neN neN

ovat erillisid avoimia joukkoja siten, ettd Fy C U’ ja F, C V’. Joukot ovat erillisii,
koska jos z € U'NV’, niin z € U; NV} joillakin j ja k. Oletetaan, ettd j < k. Joukon
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U; madritelmén nojalla x € Uj ja joukon V; méadritelmén nojalla x ¢ Fj Vastaava
ristiriita saadaan myos, jos oletetaan, ettd j > k. Téten avaruus X on normaali. [J

LEMMA 2.13. Olkoon X normaali avaruus ja olkoon A suljettu Gs-joukko avaruu-
dessa X . Tdlldin on olemassa jatkuva funktio f : X — [0, 1] siten, ettd f(x) =0, kun
r €A, jaf(x) >0, kunx ¢ A.

Tobistus. Joukko A voidaan Gg-joukkona kirjoittaa avaruuden X avoimien osa-
joukkojen numeroituvana leikkauksena. Olkoon A = (1, .y U,. Valitaan Urysonin
lemmaa hyoddyntien jokaiselle luvulle n jatkuva funktio f, : X — [0,1] siten, ettd
f(x) =0,kun z € A, ja f(x) =1, kun z € X \ U,,. Mééritellaan f(x) = > f.(z)/2".
Tama funktio on jatkuva, koska sarja suppenee tasaisesti ja jokainen summan alkio
on jatkuva funktio. Funktio f saa arvon 0 aina, kun x € A ja se saa positiivisen arvon
aina, kun z € X \ A. O

Edeltavien tulosten avulla voimme nyt todistaa Nagata-Smirnovin metristyvyyslauseen.

LAUSE 2.14 (Nagata-Smirnovin metristyvyyslause). Topologinen avaruus X on
metristyvd, jos ja vain jos X on sdadannollinen ja silld on numeroituvasti paikallisesti
adrellinen kanta.

TobisTus. VAIHE 1. Oletetaan, ettd X on sdénnollinen ja silld on numeroituvasti
paikallisesti d&rellinen kanta B. T&lloin X on normaali avaruus ja jokainen suljettu
joukko avaruudessa X on Gjs-joukko avaruudessa X. Osoitetaan, ettd avaruus X on
metristyvi upottamalla se metriseen avaruuteen (R”,7) jollakin J.

Olkoon B = |JB,, missi jokainen kokoelma B, on paikallisesti ddrellinen. Valitaan
jokaiselle luonnolliselle luvulle n ja kanta-alkiolle B € B,, jatkuva funktio

fop: X —[0,1/n]

siten, ettd f, p(z) > 0 kun « € B ja f, p(r) = 0 kun = ¢ B. Nyt kokoelma {f, 5}
erottaa pisteet suljetuista joukoista avaruudessa X seuraavasti: olkoon pisteelld xg
ympéristé U, jolloin on olemassa kanta-alkio B siten, ettd xo € B C U. Téalléin
B € B, jollain n, joten f, g(x¢) > 0ja f,p(z) =0, kun z ¢ U.

Olkoon J C N x B. Joukko N x B koostuu kaikista pareista (n, B) siten, ettd B € B,,.
Madéritelldan funktio

F:X — 0,1, F(X) = (fup®)mp)es

Funktio F' on lauseen nojalla upotus avaruuteen [0, 1]/, kun kiiytdssi on tuloto-
pologia. Osoitetaan, etti se on upotus myds silloin kuin avaruudella [0, 1]7 on kiiytossi
uniformisen metriikan virittdmé& uniforminen topologia. Koska uniforminen topologia
on hienompi kuin tulotopologia, funktio F' on injektiivinen ja kuvaa avoimet joukot
avoimiksi joukoiksi arvoavaruudessa. Jéljelle jad osoittaa, ettd funktio F' on jatkuva.
Avaruudessa [0, 1]7 uniforminen metriikka on sama kuin p(xa, y) = sup{|ze — ya|}-
Jatkuvuuden osoittamiseksi etsitddn jokaiselle pisteelle zo € X ja luvulle € > 0 sel-
lainen pisteen zy ymparisto W, ettd z € W = p(F(x), F(xy)) < e. Olkoon n nyt
kiinnitetty ja valitaan sellainen pisteen xy ympéristo U,, joka leikkaa vain dérelli-
sen montaa kokoelman B, alkiota. Talloin kaikki paitsi dérellisen monta funktioista
fn,p saa arvon 0. Koska jokainen funktioista f, p on jatkuva, voidaan valita pis-
teen z¢ ympéristo V,, C U, siten, ettd jokaiselle jéljelle jééneistd funktioista f, s
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pitee |fnp(z) — fup(xo)] < €/2. Valitaan nyt N siten, ettd 1/N < ¢/2 ja mii-
ritellidn W = Vi N ... N V. Osoitetaan, ettd W on haluttu pisteen zy ympéristo.
Olkoon z € W. Jos n < N, niin |f, g(x) — fup(x0)] < €/2 ja jos n > N, niin
|foB(x) — fuB(x0)] < 1/n < €/2, koska f, g kuvaa avaruuden X avaruuteen [0, 1/n].
Taten p(F(x), F (o)) < €/2 < e. Koska avaruus X saatiin upotettua metriseen ava-
ruuteen, se on metristyva avaruus.

VAIHE 2. Oletetaan, ettd avaruus X on metristyva. Osoitetaan, ettd X on normaali
avaruus, misté seuraa, ettd se on myos saannollinen. Olkoon avaruudella X metriikka
d ja olkoon A, B C X erillisid suljettuja joukkoja. Valitaan jokaiselle pisteelle a € A
€, siten, ettéd pallo B(a,¢,) ei leikkaa joukkoa B. Valitaan samoin jokaiselle pisteelle
b € B ¢, siten, etté pallo B(b, ¢,) ei leikkaa joukkoa A. Méadritellddn nyt

U= B(a,e/2) ja V=] B ea/2).
acA beB

Joukot U ja V ovat nyt erillisii avoimia joukkoja ja A C U, B C V, koska jos z € UNV/,
niin z € B(a,€,/2) N B(b, €/2) jollain a € A, b € B. Talloin kolmioepéyhtalon nojalla
d(a,b) < d(a,z) +d(z,b) < (€, + €)/2. Jos €, < €, niin d(a,b) < €, eli pallo B(b, ¢,)
sisdltédé pisteen a, mikd on mahdotonta, koska €, valittiin siten, ettd B(b, ¢;) ei leikkaa
joukkoa A. Vastaava ristiriita syntyy, jos €, < €,.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd avaruudella X on numeroituvasti paikallisesti dérellinen
kanta. Kiinnitetdéin luku m ja olkoon A,, avaruuden X peite, joka koostuu avoimista
1/m-séteisistd palloista. Lemman nojalla on olemassa avaruuden X avoin pei-
te B, joka on peitteen A, tihennys siten, ettd B,, on numeroituvasti paikallisesti
adrellinen. Koska B, on peitteen A,, tihennys, niin jokaisen kokoelman B,, alkion
halkaisija on korkeintaan 2/m. Olkoon B yhdiste kokoelmista B,,. Koska jokainen ko-
koelmista B,, on numeroituvasti paikallisesti dérellinen, niin myos B on. Osoitetaan,
ettd B on avaruuden X kanta. Olkoon piste x € X ja € > 0. Néytetdan, ettd on
olemassa kokoelman B alkio B siten, ettd x € B C B(x,¢). Valitaan m siten, etté
1/m < €/2. Koska B,, peittdd avaruuden X, valitaan kokoelman B,, alkio B siten, et-
tad z € B. Koska x kuuluu joukkoon B ja joukon B halkaisija on korkeintaan 2/m < e,
niin B C B(x,€).

O



LUKU 3

Parakompaktius

3.1. Maédritelmé ja ominaisuuksia

Téssé luvussa tarkastellaan parakompaktiutta. Parakompaktisuus on kompaktisuu-
den yleistys ja silld on monia sovelluksia esimerkiksi differentiaaligeometriassa ja mo-
nistoja tutkittaessa. Muistetaan, ettd avaruus X on kompakti, jos sen jokaisella avoi-
mella peitteelld A on dérellinen osapeite B. Tamé méaritelmé voidaan ilmaista myos
siten, ettd avaruus X on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peitteelld A on &&-
rellinen avoin tihennys B. Téstd kompaktiuden méadritelméstd saadaan muotoiltua
parakompaktiuden mééritelmé. Tamén luvun ldhteend on [3, kappale 41].

MAARITELMA 3.1. Avaruus X on parakompakti, jos jokaisella avaruuden X avoi-

mella peitteelld A on paikallisesti dédrellinen avoin tihennys B, joka peittdd avaruuden
X.

Monet hyodylliset avaruudet ovat parakompakteja. Esimerkiksi kaikki kompaktit ava-
ruudet ovat myos parakompakteja, koska &dérelliset joukot ovat myos paikallisesti d&-
rellisié.

ESIMERKKI 3.2. Osoitetaan, ettd avaruus R™ on parakompakti. Olkoon A ava-
ruuden R™ avoin peite. Olkoon joukot B,,, m € N avoimia palloja joiden sdde on m ja
joiden keskipiste on origossa. Merkitidin myos By = (). Olkoon m nyt mielivaltaisesti
valittu. Valitaan &dérellisen monta avoimen peitteen A alkiota, jotka peittdavét joukon
B,,. Niin voidaan tehds, koska B,, on suljettu ja rajoitettu joukon R" osajoukko,
jolloin se on kompakti. Otetaan jokaisesta valitusta alkiosta leikkaus avoimen joukon
X \ By,_1 kanssa. Namé leikkaukset muodostavat avoimien joukkojen kokoelman C,,
ja néiden kokoelmien yhdiste C = (J,, . Cn On peitteen A avoin tihennys. Témé néh-

dédén selvasti, koska AN (X \ B,,—1) C A kaikilla A € A. Kokoelma C myos peittad
koko avaruuden R". Témé voidaan osoittaa seuraavasti: olkoon z € R" ja m pienin
luonnollinen luku siten, ettd x € B,,. Talloin x kuuluu kokoelman C,, alkioon.

LEMMA 3.3. Parakompakti Hausdorff-avaruus on normaali.

Tobistus. Olkoon X parakompakti Hausdorff-avaruus ja A, B C X erillisia
suljettuja joukkoja. Osoitetaan ensin, ettd avaruus X on siddnnollinen asettamalla
B = {b}. Koska X on Hausdorff, jokaisella pisteelld a € A on olemassa erilliset avoi-
met joukot U,, V, siten, ettd a € U, ja b € V,. Kokoelma {U, : a € A} U{X \ A} on
nyt avaruuden X peite ja silld on parakompaktiuden nojalla paikallisesti &érellinen
avoin tihennys W. Peite VW koostuu avoimista joukoista, jotka kuuluvat joko jouk-
koon U, jollakin pisteelld a € A tai joukkoon X \ A. Muodostetaan kokoelma U niisté
peitteen W alkioista, jotka kuuluvat johonkin joukoista U,,a € A. Kokoelma U on

18
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edelleen paikallisesti dérellinen ja se on joukon A avoin peite. Lisiksi jos U € U, niin
pisteelld b on ympéristo V,, joka on erillinen joukosta U, joten b ¢ U.

Olkoon U’ = Uy U ja V' = X \ U’. Kokoelman U paikallisesta direllisyydesti seu-
raa, etti U/ = Upay U. Titen koska piste b ei kuulu minkéén joukon U sulkeumaan,
niin b ¢ U’. Nyt joukot U’ ja V' ovat erillisii avoimia joukkoja siten, ettd A C U’ ja
b € V', joten avaruus on saénnollinen.

Osoittaaksemme, ettd avaruus on normaali, tarvitsee ylla olevassa todistuksessa B
korvata mielivaltaisella suljetulla joukolla ja sdannollisyyden nojalla jokaisella pis-
teelld a € A ja joukolla B on erilliset ympéaristot. Téastd eteenpéin todistus seuraa
vastaavasti sdannollisyyden todistusta. U

LAUSE 3.4. Metristyvdt avaruudet ovat parakompakteja.

TobisTus. Lemman nojalla jokaisella metristyvéan avaruuden avoimella peit-
teelld on olemassa numeroituvasti paikallisesti dérellinen avoin tihennys, kun taas
parakompaktiuden méaéritelmé vaatii, ettad peitteelld tulee olla paikallisesti &érellinen
avoin tihennys. Osoitetaan seuraavaksi, ettd sddnnollisessd avaruudessa ndmé ehdot
ovat ekvivalentteja

LEMMA 3.5. Olkoon X sddinnéllinen avaruus. Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
Jokaisella avaruuden X avoimella peitteelld on tihennys, joka on avaruuden X :

(1) avoin peite ja numeroituvasti paikallisesti ddrellinen.
(2) peite ja paikallisesti ddrellinen.

(3) suljettu peite ja paikallisesti ddrellinen.

(4) avoin peite ja paikallisesti adrellinen.

Jokainen paikallisesti &érellinen joukko itsessddn on numeroituvasti paikallisesti d&-
rellinen, joten jos ehto (4) on totta, on my6s ehdon (1) oltava totta. Osoitetaan ekvi-
valenttius toiseen suuntaan.

(1) = (2). Olkoon A avaruuden X avoin peite. Olkoon B kokoelman A numeroituvasti
paikallisesti dérellinen tihennys ja
B=|]JB.,

misséd jokainen B, on paikallisesti dérellinen. Olkoon

vi= U

UeB;
Seuraavaksi jokaiselle n € N ja jokaiselle kokoelman B,, alkiolle U mééaritelldan

S.(U) = U\ Vi
<n
Olkoon
C,={S.(U):U€B,}.

Koska jokainen S, (U) kuuluu joukkoon U, niin C,, on kokoelman 8, tihennys. Osoi-
tetaan seuraavaksi, ettd C = |JC,, on avaruuden X paikallisesti #érellinen peite. Ol-
koon piste z € X ja osoitetaan, ettd piste x kuuluu johonkin kokoelman C alkioon
ja pisteelld x on olemassa ympéristo, joka leikkaa vain dérellisen montaa kokoelman
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C alkiota. Tarkastellaan peitettd B = |J B, ja olkoon N pienin luku, jolla x kuu-
luu johonkin kokoelman By alkioon ja olkoon tdmaé alkio joukko U. Nyt x ei kuulu
minkédan kokoelmien B; alkioihin, kun ¢ < N. Téll6in x kuuluu kokoelman C alkioon
Sy (U). Koska jokainen kokoelmista B,, on paikallisesti ddrellinen, voidaan jokaiselle
luvulle n = 1, ..., N valita pisteen x ympéristo W,,, joka leikkaa vain &darellisen mon-
taa kokoelman B, alkiota. Jos W), leikkaa kokoelman C,, alkiota S,(V'), sen on myos
leikattava kokoelman B, alkiota V', koska S, (V) C V. Koska U kuuluu kokoelmaan
By, niin U ei leikkaa yhtdéan kokoelman C,, alkiota, kun n > N. Téstd seuraa, ettd
pisteen x ympéristo

WinWw,n..nWynuU

leikkaa vain aarellisen montaa kokoelman C alkiota.

(2) = (3). Olkoon A avaruuden X avoin peite. Olkoon B kokoelma kaikista avaruu-
den X avoimista joukoista U siten, ettd U kuuluu johonkin kokoelman A alkioon.
Saannollisyyden ja lemman nojalla B on avaruuden X peite. Kohdan (2) nojalla
on olemassa peitteen B tihennys C, joka on paikallisesti dérellinen. Olkoon

D={C:CeC}.

Nyt D on myos avaruuden X peite, se on paikallisesti dérellinen lemman 1.15 nojalla
ja se on peitteen A tihennys.

(3) = (4). Olkoon A avaruuden X avoin peite. Kohdan (3) nojalla, olkoon B peit-
teen A tihennys, joka on paikallisesti dédrellinen avaruuden X suljettu peite. Jokaista
kokoelman B alkiota on nyt laajennettava hieman siten, ettd uudet avoimet joukot
ovat edelleen paikallisesti dérellisid ja tihentdvit kokoelmaa A. Tehdddn tdmé toisen
avaruuden X peitteen C avulla.

Jokaisella avaruuden X pisteelld z on olemassa ympéristo, joka leikkaa vain dérel-
lisen montaa kokoelman B alkiota. Ndiden ympéristojen kokoelma on téaten avaruuden
X avoin peite. Kéytetaan télle peitteelle kohtaa (3) ja olkoon C tamén peitteen sul-
jettu paikallisesti darellinen tihennys. Jokainen kokoelman C alkioista leikkaa nyt siis
vain &érellisen montaa kokoelman B alkiota. Olkoon jokaiselle kokoelman B alkiolle
B nyt

C(B)={C:CeCjaCCX\B}

Méaritelladan nyt

EB)=Xx\ |J <
cec(B)
Koska C on paikallisesti dérellinen suljettujen joukkojen kokoelma, on tdmén kokoel-
man alkioiden yhdiste suljettu lemman 1.16 nojalla. Tdten joukko F(B) on avoin ja
mééritelmén nojalla jokaiselle joukolle F(B) piatee B C E(B). Joukkojen E(B) ko-
koelma ei vilttdméatta ole kuitenkaan peitteen A tihennys, joten rajoitetaan joukkoja
valitsemalla jokaiselle B € B peitteen A alkio F/(B), johon B kuuluu. Maéritelldén
nyt
D={E(B)NF(B): B e B}.

Kokoelma D on nyt peitteen A tihennys ja se on myos avaruuden X peite.
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Osoitetaan vield, ettd D on paikallisesti dérellinen. Valitaan mielivaltainen avaruuden
X piste z ja valitaan sen ympéristdé W, joka leikkaa vain &irellisen montaa kokoel-
man C alkiota. Olkoon nadmé alkiot C1, ..., Cy. Koska C peittdd avaruuden X, niin
niamé joukot C1, ..., Cy peittavat ympéariston W. Riittaé siis osoittaa, ettid jokainen
kokoelman C alkio C' leikkaa vain dérellisen montaa kokoelman D alkiota. Jos C' leik-
kaa joukkoa FE(B) N F(B), niin se leikkaa joukkoa E(B) jolloin méadritelmén nojalla
E(B) ei kuulu joukkoon X'\ B, joten joukon C' téytyy leikata joukkoa B. Koska C' leik-
kaa vain &érellisen montaa kokoelman B alkiota, se ei voi leikata enempéé kokoelman
D alkioita. 0

3.2. Ykkésen ositus

Téarkeimpia parakompaktiuden takaamia ominaisuuksia on ykkosen osituksen olemas-
saolo. Ennen ykkosen osituksen mééritelmés tarvitaan vield funktion kantajan maa-
ritelmé.

MAARITELMA 3.6. Olkoon X topologinen avaruus ja f : X — R jatkuva funktio.
Funktion f kantaja (engl. support) on joukon {z € X : f(z) # 0} sulkeuma. Funktion
f kantajaa merkitdan supp f.

MAARITELMA 3.7. Olkoon topologisella avaruudella X indeksoity avoin peite
{Uqs}aca. Indeksoitua kokoelmaa jatkuvia funktioita

e+ X —[0,1]

kutsutaan peitteeseen {U, } e 4 sopivaksi ykkosen ositukseksi (engl. partition of unity),
jos sille pétee seuraavat ehdot:

e supp Y, C U, jokaisella .
e Indeksoitu kokoelma {supp ©,} on paikallisesti dérellinen.

® > catha(z) =1 kaikilla z € X.

Nyt tavoitteena on konstruoida ykkosen ositus mielivaltaiselle parakompaktille Haus-
dorff-avaruudelle. Osoitetaan titéa varten, ettd Hausdorff-avaruuksille piatee vahvempi
parakompaktiuden muoto.

LEMMA 3.8. Olkoon X parakompakti Hausdorff-avaruus. Jos U = {Uy}aca on
avaruuden X indeksoitu avoin peite, niin peitteelld U on paikallisesti ddrellinen avoin
tihennys V = {V,}aeca siten, etti V, C U, jokaisella a.

TobisTtus. Edelld osoitettiin, ettd parakompakti Hausdorff-avaruus on normaali.
Normaalissa avaruudessa pétee seuraava ehto: jos A on avaruuden X suljettu osajouk-
ko ja joukolla A on ympéristé U, joukolla A on myds ympéristo V siten, ettda V C U.
Téama ndhdddn asettamalla normaaliuden ehdossa toiseksi suljetuksi joukoksi X \ U.
Titen jokaisella © € X on olemassa ympéaristo Y, siten, ettd Y, C U, jollain a € A.
Koska avaruus X on parakompakti, avoimella peitteelld {Y, : = € X} on paikallisesti
aarellinen avoin tihennys. Olkoon tdmaé tihennys indeksoitu joukolla B ja merkitdan
tihennystd Z = {Zs}gep. Jokaisella f € B on olemassa jokin x € X siten, ettd
Zs C Y, jolloin on myds jokin o € A siten, etti Zz C Y, C U,. Olkoon funktio
a: B — A, joka kuvaa jokaisen [ € B joksikin o € A. Maéritelladn nyt jokaiselle
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a € A avoin osajoukko V,, C X seuraavasti:

- U %
B:a(B)=a
Kokoelman Z paikallisesta éiéirelhsyydesta seuraa, etti

U Zy= U azﬁ.

(B)=a B:a(B
Koska jokaisen joukon Zs sulkeuma kuuluu joukkoon U,, myos V, C U,. 0

Ykkosen ositus voidaan nyt konstruoida.

LAUSE 3.9. Olkoon X parakompakti Hausdorff-avaruus. Tdlloin, josU on mikd ta-
hansa avaruuden X indeksoitu avoin peite, on olemassa peitteeseen U sopiva ykkosen
0S81LUS.

Tobistus. Olkoon U = {U, }aeca avaruuden X indeksoitu avoin peite. Edellisen
lemman nojalla on olemassa avoin peite V = {V,}aea siten, ettd V, C U,. Kiyt-
tamélld lemmaa toisen kerran saadaan toinen avoin peite W = {W, }aea siten, ettéa
W, C V.. Koska parakompaktiuden vuoksi avaruus X on normaali, voidaan Uryso-
nin lemman perusteella mééritella jokaiselle a € A funktio f, : X — [0, 1] siten, etti
fa(Wy) = {1} ja f.(X \ V,) = {0}. Koska funktio f, saa nollasta poikkeavia arvoja
vain joukon V,, pisteissii, pitee supp fo C Vo C U,. Koska {V,}aca on paikallises-
ti adrellinen, niin {V, }oca on paikallisesti #rellinen ja titen myos {supp fu aca on
paikallisesti dérellinen.

Maédritelldan funktio f: X — R, f(p) = > ,c4 fa(p). Paikallisen édérellisyyden nojal-
la jokaisella p € X on olemassa ympéristd W, joka leikkaa vain ddrellisen montaa
joukon supp f, alkiota ja télloin summassa on vain &érellisen monta nollasta poik-
keavaa alkiota, joten f on dérellisend jatkuvien funktioiden summana jatkuva. Koska
kokoelma {W,, },eca peittdéd avaruuden X, jokaisella pisteelld p € X on olemassa aina-
kin yksi o € A siten, ettd p € W, jolloin f,(p) = 1. Taten funktio f on joka pisteessi
positiivinen.

Madritelladn uusi funktio ¥,(p) = fa(p)/f(p) ja kdydddn lapi ykkosen osituksen
ehdot. Jos f.(p) = 0 niin ¥, (p) = 0 kaikilla p € X, joten supp to=supp fo C Va C
U,. Kokoelma {supp 1, }aca on téiten myos paikallisesti dérellinen. Funktioiden 1,
summia tarkasteltaessa huomataan, ettéa

fa(p
2 valn) =2 oy Zza@m() .

acA acA acA
Téten 1, on peitteeseen U sopiva ykkosen ositus. U



LUKU 4

Sovelluksia

4.1. Smirnovin metristyvyyslause

T&ah&n mennessé tassé tutkielmassa ollaan kayty lapi erilaisia ehtoja metristyvyydelle
ja sen jilkeen tutustuttu parakompaktiuteen ja sen takaamiin ominaisuuksiin. Met-
ristyvyys ja parakompaktius yhdistetdin nyt Smirnovin metristyvyyslauseessa. Smir-
novin metristyvyyslauseessa esiintyy paikallisen metristyvyyden késite, joten méaéri-
tellaén se. Todistus perustuu ldhteeseen [3, kappale 42].

MAARITELMA 4.1. Avaruus (X, 7) on paikallisesti metristyvéi, jos jokaisella pis-
teelld x € X on olemassa ympéristo U siten, ettd (U, 7|y) on metristyva.

LAUSE 4.2 (Smirnovin metristyvyyslause). Avaruus X on metristyvd, jos ja vain
jos se on patkallisesti metristyvd parakompakti Hausdorff-avaruus.

TobisTus. Oletetaan, ettd avaruus X on metristyva. Télloin se on myos pai-

kallisesti metristyva. Metristyvat avaruudet ovat myos parakompakteja avaruuksia
lauseen [3.4] nojalla.
Oletetaan sitten, ettd avaruus X on paikallisesti metristyvé parakompakti Hausdorft-
avaruus. Paikallisesta metristyvyydesta seuraa, ettéd avaruudella X on avoin peite, joka
koostuu metristyvistd joukoista. Koska avaruus X on parakompakti, talla peitteelld
on paikallisesti &arellinen tihennys C, joka peittdd avaruuden X. Nyt jokainen C' € C
on metristyvéa ja olkoon d¢ : C' x C' — R metriikka, joka antaa joukon C' topologian.
Muodostetaan avoimet pallot Bo(z,€) =y € C : de(x,y) < € jokaiselle x € C. Namé
avoimet pallot ovat avoimia joukossa C' relatiivitopologialla, joten ne ovat avoimia
myo6s avaruudessa X. Kiinnitetdan luku m ja olkoon A,, avaruuden X peite, joka
koostuu néisté avoimista palloista 1/m-séteisiné:

A ={Bc(z,1/m) :z € C ja C € C}.

Parakompaktiuden nojalla talld peitteelld on paikallisesti dérellinen avoin tihennys
D,y,, joka peittéd avaruuden X. Olkoon D néiden kokoelmien yhdiste: D = J,,cy P
Nyt D on numeroituvasti paikallisesti dérellinen. Osoitetaan seuraavaksi, ettd D on
avaruuden X kanta, jolloin metristyvyys seuraa Nagata-Smirnovin metristyvyyslausees-
ta.

Olkoon x € X ja U pisteen x avoin ympéristo. Etsitdan kokoelman D joukko D siten,
ettd x € D C U. Piste x kuuluu vain &arelliseen moneen kokoelman C joukoista, koska
C on paikallisesti dérellinen. Olkoon nadma joukot Cf, ..., Cy. Talloin U N C; on pisteen
x ymparisto joukossa Cj, joten on olemassa ¢; siten, etté

Bci(l', 6,‘) C (U N Ol)

Valitaan m siten, ettd 2/m < min{ey, ..., ¢ }. Koska D,, peittdd avaruuden X, on
oltava olemassa joukko D € D,,, johon piste x kuuluu. Koska D,,, on kokoelman A,,

23
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tihennys, on oltava olemassa kokoelman A4,, alkio B¢ (y, 1/m) jollakin C' € C jay € C,
joka siséltda joukon D. Koska

r €D C Be(y,1/m),

piste  kuuluu joukkoon C', joten joukko C' on yksi joukoista (7, ..., Ck. Olkoon tama
joukko C),. Koska valittiin 2/m < min{ey, ..., ¢}, niin seuraa:

x €D C Bg,(y,1/m) C Be,(y,6,) CUNC, CU.

Nyt koska parakompaktit avaruudet ovat normaaleja, ne ovat myds sdannollisia ja
sadnnollinen avaruus, jolla on numeroituvasti paikallisesti dérellinen kanta on Nagata-
Smirnovin metristyvyyslauseen nojalla metristyva. 0

4.2. Monistot

Parakompaktius tarjoaa vahvan tyckalun monistojen tutkimiseen ykkosen osituksen
muodossa. Monistot ovat topologisia avaruuksia, joiden voidaan ajatella paikallises-
ti ndyttavéan euklidiselta avaruudelta. Koska tdméa tutkielma keskittyy topologiaan,
médritelldadn vain topologinen monisto. Monistoihin liittyvét tulokset pohjautuvat
lahteeseen [2], luku 4].

MAARITELMA 4.3. Topologinen avaruus on n-ulotteinen topologinen monisto, jos
silli on numeroituva kanta, se on Hausdorff-avaruus ja sen jokaisella pisteelld on
ympéristo, joka on homeomorfinen jonkin avaruuden R™ avoimen joukon kanssa. Usein
n-ulotteinen monisto lyhenneté&n n-monistoksi.

Maééritelmén nojalla, jos M on n-monisto, niin jokaiselle pisteelle p € M 16ydetdén
ympéristo U C M, avoin joukko UcR" ja homeomorfismi ¢ : U — U. Niistd avoi-
mista joukoista ja homeomorﬁsmelsta voidaan muodostaa jarjestetty pari (U, ), jota
kutsutaan koordinaattikartaksi tai vain kartaksi. Homeomorfismien maérittelyjoukkoa
U kutsutaan koordinaattimdadrittelyjoukoksi. Jos U kuvautuu avaruuden R" avoimeksi
palloksi, niin U on koordinaattipallo.

Jotta ykkosen ositusta padstadn kdyttdmaéadn monistoilla, on osoitettava, etté sellai-
nen on olemassa. Todistetaan seuraavaksi, ettd jokainen monisto on parakompakti,
miké takaa ykkosen osituksen olemassaolon. Tamé todistus tehdéddn osoittamalla, et-
ta jokainen monisto on paikallisesti kompakti ja sen jéilkeen osoitetaan, ettéd jokainen
paikallisesti kompakti Hausdorff-avaruus, jolla on numeroituva kanta, on parakom-
pakti. Aloitetaan méérittelemélla paikallinen kompaktius ja esikompaktius.

MAARITELMA 4.4. Topologinen avaruus X on paikallisesti kompakti, jos jokaisella
pisteelld z € X on olemassa avaruuden X kompakti osajoukko, joka siséltdd jonkin
pisteen x ympéariston.

MAARITELMA 4.5. Topologisen avaruuden X osajoukko A on esikompakti, jos
joukon A sulkeuma A on kompakti.

Paikallinen kompaktius ja esikompaktius saadaan yhdistettya hyodyllisessé tulokses-
sa, kun tarkastellaan Hausdorff-avaruuksia. Proposition todistuksessa kédytetdan ym-
paristokannan késitettd, joten mééritellddn se ensin.
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MAARITELMA 4.6. Olkoon X topologinen avaruus ja piste x € X. Kokoelma B,
pisteen x ympéristoja on pisteen x ympdristokanta, jos jokaisella pisteen x ympéris-
tolld U on olemassa jokin ympéristokannan alkio B € B, siten, ettd B C U.

Todistuksen kannalta oleellista on, ettd jos jokaisella avaruuden pisteelld on olemassa
ympaéristokanta, niin ndiden ympéristokantojen yhdiste muodostaa topologian kan-
nan. Koska jokaisella pisteelld on ympéristokanta, niin jokaisella pisteelld on véhin-
tddn yksi kanta-alkio, mihin kyseinen piste kuuluu. Jos jokin piste x kuuluu kah-
den ympéristokanta-alkion By, By € B, leikkaukseen, niin tdmé leikkaus on avoimien
joukkojen ddrellisené leikkauksena avoin, jolloin se on my6s pisteen x ympéristo. Ym-
paristokannan mééritelman nojalla jokainen pisteen x ympéristo sisdltda jonkin ym-
péaristokannan alkion ja tdten on olemassa B3 € B, siten, ettd By C By N By. Tama
tayttada kannan ehdot.

ProprosITIO 4.7. Olkoon avaruus X Hausdorff-avaruus. Tdlloin seuraavat ehdot
ovat yhtdpitivia:
(1) Avaruus X on paikallisesti kompakti.
(2) Jokaisella pisteelld x avaruudessa X on esikompakti ympdristo.
(3) Avaruudella X on kanta, joka koostuu esikompakteista avoimista joukoista.

TobisTus. Niahdadn, ettd (3) — (2) — (1), koska jos avaruudella X on esikom-
pakteista joukoista koostuva kanta ja jokainen piste z € X kuuluu vahintéddn yhteen
kanta-alkioon, niin tdmé# kanta-alkio on kohdassa (2) haluttu esikompakti ympéris-
t6. Esikompaktiudesta seuraa, ettéd tdmén kanta-alkion sulkeuma on kompakti. Téten
jokaisella pisteelld x on olemassa kompakti osajoukko, joka sisdltdd jonkin tdmén
pisteen ympériston.

Ekvivalenttiuden osoittamiseksi osoitetaan, ettd (1) — (3). Tamé tehdddn ndytta-
mélld, ettéd jos avaruus X on paikallisesti kompakti Hausdorff-avaruus, niin jokaisella
pisteelld z € X on esikompakteista avoimista joukoista koostuva ymparistokanta. Ol-
koon nyt piste x € X ja pisteelld = ympéristd U. Paikallisen kompaktiuden nojalla
olkoon K C X kompakti joukko siten, ettd U C K. Kokoelma V kaikista pisteen x
ympaéristoisté, jotka kuuluvat joukkoon U on pisteen z ympéristokanta. Koska ava-
ruus X on Hausdorff, joukko K on suljettu avaruudessa X. Jos V € V, niin V C K,
koska V' C U C K ja K on suljettu. Kompaktin joukon suljettu osajoukko on kom-
pakti [3, s. 165] ja tditen V on kompakti ja V on kohdassa (3) haluttu kanta. O

Edellisen proposition nojalla avaruus on paikallisesti kompakti, jos silld on esikom-
pakteista avoimista joukoista koostuva kanta. Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokaisella
monistolla on sellainen kanta.

ProrosiTIO 4.8. Jokaisella monistolla on numeroituva kanta, joka koostuu esi-
kompakteista koordinaattipalloista.

Tobistus. Olkoon M n-monisto. Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa avaruus M
voidaan peittdd yhdelld kartalla o : M — U c R". Olkoon B kokoelma avoimia pal-
loja B(x,r) C R™ siten, ettd r on rationaaliluku, pisteelld x on rationaalilukukoordi-
naatit ja B(z,r’) C U jollakin ' > r. Jokainen niisté palloista on esikompakti, koska
suljetut joukot avaruudessa R™ ovat kompakteja ja sulkeuma on suljettu joukko. Ko-
koelma B on joukon U topologian numeroituva kanta ja kokoelma {¢~'(B) : B € B}
on talloin avaruuden M topologian numeroituva kanta.
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Tarkastellaan nyt tilannetta, jossa tarvitaan useampi kartta peittdméaan avaruus M.
Jokainen moniston M piste kuuluu johonkin koordinaattiméarittelyjoukkoon. Koska
monistoilla on numeroituva kanta, niin jokaisella avoimella peitteelld on numeroituva
alipeite, joten numeroituvan monta karttaa {U;, ¢;} peittdd avaruuden M. Edellisen
vaiheen nojalla jokaisella koordinaattimaérittelyjoukolla U; on olemassa esikompak-
teista koordinaattipalloista koostuva numeroituva kanta. Ndiden kantojen yhdiste on
numeroituva kanta avaruuden M topologialle. Osoitetaan vield, ettd kanta-alkiot ovat
esikompakteja myos avaruudessa M. Jos V' C U; on yksi téllaisista joukoista, niin jou-
kon V' sulkeuma joukossa U; on kompakti ja téten se on suljettu avaruudessa M, koska
M on Hausdorff-avaruus. Nyt joukon V' sulkeumat avaruuksissa U; ja M ovat samat,
joten V' on esikompakti myos avaruudessa M. O

ProroSITIO 4.9. Jokainen monisto on paikallisesti kompakti.

TobIisTUS. Proposition nojalla jokaisella monistolla on esikompakteista koor-
dinaattipalloista koostuva kanta. Nyt proposition perusteella voidaan sanoa, etta
jokainen monisto on paikallisesti kompakti. U

Tarvitsemme monistojen parakompaktiuden todistamista varten vield tuloksen tyh-
jennyksista.

MAARITELMA 4.10. Olkoon X topologinen avaruus. Jono (K;)$, avaruuden X
kompakteja osajoukkoja on avaruuden X tyhjennys, jos X = J, K; ja K; C IntK; 44,
jokaisella 7.

ProprosITIO 4.11. Paikallisesti kompaktilla Hausdorff-avaruudella, jolla on nu-
meroituva kanta, on olemassa tyhjennys.

Tobistus. Olkoon X paikallisesti kompakti Hausdorff-avaruus, jolla on numeroi-
tuva kanta. Talloin silld on esikompakteista avoimista joukoista koostuva numeroituva
kanta ja se voidaan peittdd numeroituvalla kokoelmalla néitéd joukkoja {U;}2;.
Proposition todistamiseksi on konstruoitava kompakteista joukoista koostuva jono
(K;)24, jolle pétee U; C K ja K; C IntKj 4, jokaisella j.

Kiytetésn jonon konstruointiin induktiota. Olkoon K; = U;. Tehd#én induktio-
oletus, ettd joukot K, ..., K, ovat kompakteja joukkoja, jotka toteuttavat halutut
ehdot. Koska K, on kompakti, se voidaan peittad darellisella madralla joukkoja U;.
Olkoon k,, sellainen luku, ettd K,, C Uy U...UUy,. Méaéritellddn K, 1 = U U... UU_;W
jolloin K, 1 on kompakti joukko, johon K, kuuluu. Jos valitaan vielad k,, > n+ 1 niin
Uni1 C K, 1. Téaten induktion nojalla haluttu jono on olemassa. O

LAUSE 4.12. Paikallisesti kompakti Hausdorff-avaruus, jolla on numeroituva kan-
ta, on parakompakti.

TobisTus. Olkoon X paikallisesti kompakti Hausdorff-avaruus, jolla on numeroi-
tuva kanta, ja olkoon U avaruuden X avoin peite. Lemmannojalla olkoon (Kj)52,
avaruuden X tyhjennys. Jokaiselle j olkoon A; = K1 \IntK; ja W; = Int K0\ ;1.
Téllsin A; on kompakti joukko, joka siséltyy avoimeen joukkoon W;. Valitaan jokai-
selle z € A; ymparisto U, € U ja olkoon V,, = U, NW;. Kun z kéy lapi kaikki joukon
A; pisteet, niin joukkojen V; kokoelma on joukon A; peite ja téten silld on ddrellinen
alipeite. Kun 5 kay lédpi kaikki luonnolliset luvut, niin ndiden aérellisten alipeittei-
den yhdiste muodostaa avaruuden X avoimen peitteen joka on peitteen U tihennys.
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Té&mé peite on myos paikallisesti dérellinen, koska jokainen joukoista W; leikkaa vain
joukkoja Wy, joilla j —2 < j' < j+2. O

Monistoilla on parakompaktiuden nojalla taten olemassa ykkdsen ositus ja sen avulla
voidaan todistaa useita tuloksia.

LAUSE 4.13. Jokainen kompakti monisto on homeomorfinen jonkin euklidisen ava-
ruuden osajoukon kanssa. Toisin sanoen kompakti monisto voidaan upottaa euklidi-
seen avaruuteen.

TobisTtus. Olkoon M kompakti n-monisto. Kompaktiuden nojalla monistolla M
on olemassa &adrellisen monesta avoimesta joukosta Uy, ..., U, koostuva peite siten,
ettéd jokainen joukoista U; on homeomorfinen R™ kanssa. Olkoon jokaiselle ¢ nyt ¢; :
U; — R™ homeomorfismi. Olkoon (7;) tdhén peitteeseen sopiva ykkosen ositus ja
madritelladn funktiot F; : M — R"™ seuraavasti:

o) = vi(z)pi(z), z €U
* 0, x € M\ supp ¥;

Jokainen funktioista F; on jatkuva. Maéritellaan seuraavaksi funktio
F: M — R* F(z) = (Fi(2), ..., Fe(z),%1(2), ..., Ye(z)).

Funktio F(x) on myos jatkuva. Osoitetaan, ettd se on injektio, jolloin se on myo6s
upotus niin sanotun suljetun kuvauksen lemman nojalla |2, s. 100]. Oletetaan, ettd
F(x) = F(y) joillain pisteilld x,y € M. Koska ). ¢;(x) = 1, niin on olemassa jokin
i siten, ettd i;(x) > 0 ja titen x € U;. Nyt kuitenkin F'(z) = F(y), miké tarkoittaa,
ettd ;(y) = ¥i(x) > 0 ja télloin myos y € U;. Nahdaan myos, ettd Fi(x) = Fi(y)
tarkoittaa sitd, ettd ¢;(x) = @;(y). Téten = = y, koska ¢; on injektio. O

Seuraavassa lauseessa puhutaan nollajoukoista. Nollajoukko on joukko {x € X :
f(z) = 0}, kun X on miké tahansa joukko ja funktio f : X — R.

LAUSE 4.14. Olkoon M topologinen monisto ja B C M suljettu osajoukko. Tdlloin
on olemassa jatkuva funktio f: M — [0, 00[, jonka nollajoukko on B.

Tobistus. Tarkastellaan ensin tilannetta, missda M = R" ja B C R" on suljettu
joukko. Téllin sopiva funktio on u(z) = inf{|z — y| : y € B}.
Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaista tilannetta. Olkoon M n-monisto ja B sen
suljettu osajoukko. Olkoon U = (U, )aca avaruuden M peite, joka koostuu avoimista
joukoista, jotka ovat homeomorfisia avaruuden R™ kanssa ja olkoon (¢,)aca tdhén
peitteeseen sopiva ykkosen ositus. Edellisen tilanteen funktiosta saadaan jokaiselle
a € A jatkuva funktio u, : U, — [0, 00| siten, ettd u,(0) = B N U,. Méadritellaan nyt
f M — R siten, etti

f(z) = Z Ya(T)ua(T).
a€A

Summan termit ovat 0, kun x ¢ supp 1, ja summan termit ovat jatkuvia. Tadma
funktio on haluttu jatkuva funktio. O

Viimeinen ykkosen osituksen kayttokohde liittyy tyhjennysfunktioihin. Jos X on
topologinen avaruus, tyhjennysfunktio avaruudelle X on jatkuva funktio f : X — R
siten, ettéd f~!(] — 0o, c]) on kompakti joukko jokaisella ¢ € R. T&lloin joukot f=*(] —
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00, ¢]) muodostavat avaruuden X tyhjennyksen, kun ¢ kiy lapi kaikki luonnolliset
luvut.

LAUSE 4.15. Jokaisella monistolla on olemassa posititvinen tyhjennysfunktio.

Tobistus. Olkoon M monisto ja {U;} avaruuden M avoin peite, joka koostuu
esikompakteista avoimista joukoista ja olkoon {v;} tdhén peitteeseen sopiva ykkosen
ositus. Madritelladn funktio

fiM =R f(r) =) k().

Funktio f on nyt jatkuva ja saa vain positiivisia arvoja, koska f(x) > >, ¥y(z) = 1.
Milli tahansa luonnollisella luvulla m, jos z ¢ (J;~, Uy, niin ¢y (z) =0, kun 1 < k <
m, joten

flo)y= > kibp(x)> D mn(z)=m Y ¢p(x)=m.
k=m+1 k=m+1 k=m+1

Toisaalta tdmén perusteella, jos f(z) < m, niin x € |J;—, Uy. Olkoon ¢ € R miki
tahansa ja m > c¢ luonnollinen luku. T&llsin f~'(] — oo, ¢]) on kompaktin joukon
Ui~ Uy, suljettu osajoukko ja téten myos kompakti. O
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