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Tiivistelma

Taman tutkielman aiheena ovat keskijoukot. Tutkielman tarkoituksena on
esitella keskijoukkojen ominaisuuksia ja yleistaé kartioleikkaukset keskijouk-
kojen avulla.

Keskijoukot ovat joukkoja, jotka ovat yhté etdalla kahdesta annetusta
epatyhjasta joukosta. Niita joukkoja, joiden suhteen keskijoukko on méari-
telty, kutsutaan polttopistejoukoiksi.

Kartioleikkauksia ja niiden ominaisuuksia tarkastelemalla huomataan, et-
td aidot kartioleikkaukset hyperbeli, ellipsi ja paraabeli voidaan maéaaritel-
14 kahden ympyran keskijoukkoina. Monimutkaisemmilla polttopistejoukoil-
la muodostuvat keskijoukot muistuttavat edelleen kartioleikkauksia, niilla on
samoja ominaisuuksia kartioleikkausten kanssa. Keskijoukot voidaan siten
ajatella kartioleikkausten yleistyksina.

Tutkielmassa tarkastellaan lisaksi keskijoukkojen heijastusominaisuuksia.
Kartioleikkauksille tunnetaan erityisia polttopisteisiin liittyvid heijastusomi-
naisuuksia. Tasogeometriassa kartioleikkausten heijastusominaisuudet todis-
tetaan tangenttisuorien ja polttopisteiden avulla. Téssa tutkielmassa nama
ominaisuudet esitetdan kartioleikkauksille ilman tangenttisuorien yhtaloitéa
keskijoukkojen heijastusominaisuuksien avulla.
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Johdanto

Tamén tutkielman aiheena ovat keskijoukot, keskijoukkojen ominaisuudet
ja kartioleikkausten yleistaminen keskijoukkojen avulla. Keskijoukot (engl.
midsets, equidistant sets) maaritelladn joukkoina, jotka ovat yhta etadlla kah-
desta annetusta epatyhjasta joukosta. Niitd joukkoja, joiden suhteen keski-
joukko on maaéritelty, kutsutaan polttopistejoukoiksi.

Tutkielman paalédhteina on kaytetty Mario Poncen ja Patricio Santibafiezin
artikkelia On Fquidistant Sets and Generalized Conics: The Old and the New
[11], sekd Mario Poncen artikkelia Reflections on Equidistant Sets [10].

Tutkielman ensimmaisessa luvussa tarkastellaan keskijoukkoa ja sen omi-
naisuuksia. Toisessa luvussa keskitytadn kartioleikkausten tarkasteluun ja
esitetadn kartioleikkaukset kahden ympyréan keskijoukkoina. Hyperbeli saa-
daan keskijoukkona, kun polttopistejoukoiksi valitaan kaksi ympyraé, jotka
eivat leikkaa toisiaan. Ellipsi muodostuu, kun ympyrat ovat sisdkkain. Paraa-
belin tapauksessa keskijoukko on havaittavissa jo paraabelin maaritelmasta.
Ympyroiden avulla paraabeli saadaan keskijoukkona, kun polttopistejoukois-
ta toinen surkastuu pisteeksi ja suora ajatellaan yleistettynd ympyrana.

Kolmannessa luvussa tarkastellaan valonsidteen heijastumista keskijou-
kosta. Tutkielmassa heijastusominaisuuksien tarkastelu rajataan konvekseil-
la polttopistejoukoilla muodostuvien keskijoukkojen tutkimiseen. Kartioleik-
kauksille tunnetaan erityisia polttopisteisiin liittyvia heijastusominaisuuksia,
ja tassd luvussa esitetddan namé ominaisuudet, kun kartioleikkaukset ovat
maaritelty kahden ympyran keskijoukkoina.

Monimutkaisemmilla polttopistejoukoilla saadaan kartioleikkauksia muis-
tuttavia keskijoukkoja. Tutkielman viimeisessa luvussa tarkastellaan kom-
pakteilla polttopistejoukoilla muodostuvia keskijoukkoja kaukana polttopis-
tejoukoista ja huomataan keskijoukoille patevan samoja ominaisuuksia, kuin
kartioleikkauksille. Keskijoukot ovat siten kartioleikkausten yleistyksia.



1 Keskijoukko ja sen ominaisuuksia

1.1 Keskijoukko

Keskijoukko maaritellaén joukkona, joka on yhté etdalla kahdesta annetusta
epatyhjastd joukosta. Pisteiden z,y € R™ vélinen euklidinen etéisyys, eli
etédisyysfunktio d : R” x R™ — R on

n

d(z,y) = llz =yl = | 2 (z: — ).

n=1

{A=B}
Kuva 1.1: Polttopistejoukkojen A ja B keskijoukko {A = B}.
Maaritelma 1.1. Olkoon A, B C R” epétyhjia joukkoja. Télléin joukkojen
A ja B keskijoukko {A = B} on
{A=B}:={z eR":d(x,A) =d(z, B)},

missa

d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Joukkoja A ja B kutsutaan keskijoukon {A = B} polttopistejoukoiksi.
Tassé tutkielmassa keskitytiadn tarkastelemaan avaruuden R? keskijoukkoja,
mutta suurin osa tuloksista on yleistettdvissa avaruuteen R”.



1.2 Keskijoukon ominaisuuksia

Tassa kappaleessa tarkastellaan keskijoukkoihin liittyvid ominaisuuksia. Li-
séksi esitetadn muutamia maaritelmia ja merkintoja.

Joukot A ja B ovat erilliset, kun ne eivit sisilld samoja alkioita, eli
AN B = (). Olkoon joukot A ja B erilliset ja epatyhjat. Mééritellaan funktio
ds: R =R,

da(z) :=d(x, A).

Kuvaus d4 on 1 — Lipschitz ja siten jatkuva [12]. Kun méaéaritellaan funktio
fA,B : R2 — R
fap(x) = da(r) — dp(z),

sen kuvajoukko on keskijoukolla z € {A = B} nollaa. Toisin sanoen,

{A=B}=fi5(0)

[12]. Siten keskijoukko {A = B} on aina suljettu joukko. Keskijoukon méa-
rittelyssa joukot A ja B ovat epétyhjit, joten myos keskijoukko {A = B}
on aina epétyhja. Lisdksi myos painvastainen tulos patee. Kaikki epatyhjat
suljetut joukot ovat aina keskijoukkoja [12].

Joukko £ C R? on yhteniinen, jos ei ole olemassa avoimia epétyhjia
joukkoja U ja V, joille patee UNV = E, kun joukot U ja V ovat erilliset [9].
Kun polttopistejoukot A ja B ovat yhtenéisia, myos muodostuva keskijoukko
on yhtenéinen.

Lause 1.2. Olkoon A ja B epdtyhjid yhtendisid joukkoja. Tdlloin myds jouk-
ko {A = B} on yhtendinen.

Todistus. Lauseen todistus on esitetty artikkelissa [12, Theorem 4]. O

Merkitdin kahden pisteen z,y € R? vilistd janaa
[yl ={tz+(1—-t)y:0<t <1}

Joukko K C R? on konveksi, jos ja vain jos minki tahansa kahden joukon
K pisteen z ja y vilinen jana [z,y| on joukon K osajoukko [6]. Maaritellaan
seuraavaksi joukon kantapisteet yleiselle joukolle ja osoitetaan sen jalkeen
kantapisteen yksikasitteisyys konveksille suljetulle joukolle.

Mairitelmé 1.3. Joukon V pisteitd p € V, joiden etéisyys pisteeseen z € R?
on lyhyin, merkitaan P,(V), ja méaritellaén

P(V):={peV:d(z,V)=d(zp)}



Lemma 1.4. Olkoon K C R? suljettu ja konveksi joukko. Tdlldin joukko
P.(K) sisaltad vain yhden yksikasitteisen kantapisteen, eli projektiopisteen
rx € K, jokaiselle x € R?. Toisin sanoen

Pu(K) = {x},
jolle ||x — zx|| = d(z, zx) = d(z, K).

Todistus. Asetetaan joukko K koordinaatistoon siten, etti x € R? sijaitsee
origossa, z = (0,0). Télléin on olemassa pisteet k; € K, joille || k;|| — d(0, K),
kun j — oo.

Osoitetaan, ettéd (k;);eny on Cauchyn jono. Joukon K konveksisuuden no-
jalla 3(ky + kn) € K, joten || (K, + k)| = d(0, K) kaikilla n,m € N. Suun-
nikassdannon nojalla suunnikaan lavistajien pituuksien summa on sama kuin
suunnikaan piiri, saadaan

e + k1 + o = kall* = 2(1 Kl + N oma?)
& [k = kull® = 2(1enll® + 1K l1®) = llkn + K|
< 20 knl® + 20kl = (1l + e )2
= 2[[kall* + 20kl = Nkall® = [Eml* — 21l &l
— 4d(0, K)* — d(0, K)* — d(0, K)* — 2d(0, K)?, kun j — 0o
=0,

koska ||k;j|] — d(0,K), kun j — oo. Siten jono (k;)jen on Cauchyn jono
joukossa K C IR?, ja se suppenee kohti jotakin pistetta kj, € K.

Lahin etdisyys pisteeltdi z € R? joukkoon K on siten yksikésitteinen,
koska jonolta (k;) edellytettiin vain ||k;|| — d(0, K), kun j — oo. Pistetta
P.(K) = zx kutsutaan pisteen x projektiopisteeksi. O

Tiedetaan, etta avoin r-sateinen, x-keskipisteinen pallo on joukko
B(x,r) ={y € R? : d(x,y) <r} C R%
Suljettu r-sédteinen, x-keskipisteinen pallo on joukko
B(z,r) = {y € R* : d(z,y) < r} C R%

Avaruuden R? pisteet voidaan jaotella sisépisteisiin, ulkopisteisiin ja reu-
napisteisiin joukon A C R? avulla. Olkoon A C R2. a € A on joukon A
sisépiste, jos on olemassa r, siten, ettd B(a,r,) C A. Joukon A komplemen-
tin sisépiste on joukon A ulkopiste. Jos x € R? ei ole joukon A siséipiste eika
ulkopiste, niin se on joukon A reunapiste, merkitdin z € dA. Joukko A C R?



on avoin, jos sen kaikki pisteet ovat sisépisteitd. Toisaalta joukko A C R? on
suljettu, jos sen komplementti on avoin, tai jos se sisiltdd reunansa. [

Joukon A sulkeuma A on pienin suljettu joukko, joka siséltéd koko joukon
A. Voidaan helposti osoittaa, ettd kahden joukon keskijoukko on aina sama,
kuin kyseisten joukkojen sulkeumien keskijoukko.

Lemma 1.5. Olkoon A, B C R? epdtyhjii joukkoja. Talloin
{A=DB)}={A=DB)}.

Todistus. Olkoon x € R? Koska {A = B} = {zr € R? : d(z, A) = d(x, B)},
riittaa osoittaa, etta ~
d(z, A) = d(z, A),
jolloin my6s d(z, B) = d(z, B) ja edelleen {A = B} = {A = B}.
i) Selvésti

d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A} > inf{d(x,d) : a’ € A} = d(x, A).
i1) Osoitetaan, etté )
d(xz, A) < d(z,A).

Olkoon z € A. Talloin d(z, A) = 0, koska kaikilla ¢ > 0, B(z,¢e) N A # 0.
Toisin sanoen, kaikilla ¢ > 0 on olemassa a € A siten, ettd d(z,a) < e.
Saadaan infd(z,a) = 0, kun a € A, joten d(z, A) = 0.

Olkoon € > 0. Talloin € > d(z, A). On olemassa @ € A siten, ettd d(z,a) <
€. Nyt

d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A} < d(z,a) < d(z,z)+d(z,a) < d(z,z) + €.

Koska d(z, A) < d(z,z) + € kaikilla € > 0, niin d(z, A) < d(z, 2) kaikilla
z € A. Talléin

d(z, A) = inf{d(x,2) : 2 € A} > d(z, A).
Nyt kohdat i) ja i) yhdistéamallé saadaan d(z, A) = d(z, A). Siten {A =
B} ={A = B}.
[

Kahden erillisen epatyhjan suljetun joukon keskijoukko ei sisélla ollen-
kaan sisépisteité.

Lause 1.6. Olkoon A, B C R? erillisid, epdtyhjid, suljettuja joukkoja. Tdlldin
keskijoukolla {A = B} ei ole sisdpisteitd.



Kuva 1.2: Keskijoukolla {A = B} ei ole sisipisteité.

Todistus. Olkoon x € {A = B} ja olkoon py € P.(A) ja pp € P.(B) siten,
ettd pa # pp. Kun tarkastellaan pisteiden = ja p4 vélistd janaa, kaikilla
T € [pa, x| pétee
d(z,A) < d(z,B).
Talloin
B(z,d(z,A)) C B(z,d(x, A)),
(kuva 1.2).

Koska d(#,pa) = d(#, A) jad(Z, A) < d(#, B), suljettu pallo B(%,d(#, A))
ei sisélla yhtédén joukon B pistetta. Siten T ¢ {A = B}. Koska mikddn janan
[pa, z[ piste ei sisélly joukkoon {A = B}, niin mikdédn avoin pallo ei mahdu
keskijoukkoon. Toisin sanoen B(z,r,) ¢ {A = B} millddn r, > 0. Siten
keskijoukolla ei ole sisapisteita. O]

Tarkastellaan seuraavaksi muutamia topologisia ominaisuuksia. Haus-
dorffin avaruus on topologinen avaruus, jonka pisteilla on erilliset avoimet
ymparistot. Jokainen metrinen avaruus on Hausdorffin avaruus [9].

Monistot ovat topologisia avaruuksia, joilla on lokaalisti samoja ominai-
suuksia kuin euklidisella avaruudella. Jos avaruuden topologialla on numeroi-
tuva kanta, se on Hausdorffin avaruus ja lokaalisti homeomorfinen avaruuden
R™ kanssa, niin sanotaan sen olevan n-ulotteinen monisto eli n-monisto.

5]
Tiedetéan, ettd joukko on kompakti, jos sen jokaisella avoimella peit-
teella on darellinen osapeite. Kompakti joukko on aina suljettu ja rajoitettu.



Kompakti joukko on aina myos jonokompakti, eli joukon jokaisella jonolla
on osajono, joka suppenee kohti jotain kyseisen joukon pistetta. [9]

Kahden kompaktin joukon keskijoukolle voidaan osoittaa, ettd se on yk-
siulotteinen monisto, eli 1-monisto. Lause esitetdin avaruudessa R?, mutta
se on yleistettavissa avaruuteen R”. Téssa tutkielmassa lauseen todistus si-
vuutetaan, mutta se 16ytyy L.D. Lovelandin artikkelista When midsets are
manifolds. [7, Theorem 3.2].

Lause 1.7. Olkoon A, B C R? kaksi erillisti, epdtyhjid, yhtendgistd, kompak-
tia joukkoa.

i) Kun n =2, keskijoukko {A = B} on yksiulotteinen monisto.

i) Jos joukko B on lisiksi konveksi, keskijoukko {A = B} wvastaa topo-
logisesti ympyrid S'. Lisdiksi, keskijoukko {A = B} on homeomorfinen ym-
pyrin S' kanssa, jos ja vain jos B on konveksi ja se on kokonaan joukon A
konveksin verhon sisdlld.

Talloin siis jokaisella € {A = B} on olemassa avoin ympéristé U C
{A = B}, joka on homeomorfinen jonkin avoimen joukon C' C R kanssa.
Maaritelladn
O (A) = {z € R? : d(z, A) = ¢},

jolloin voidaan kirjoittaa keskijoukko yhdisteena

{A=B}=J (0.4 no(B)).

0

Lause 1.8. Olkoot A, B C R? erilliset ja suljetut joukot. Jos A on konveksi
ja € > 0, niin {A = B} on homeomorfinen avoimen osajoukon 0.(A) kanssa.

Todistus. Todistus on esitetty artikkelissa [7, Theorem 3.1]. O



2 Kartioleikkaukset

Kartioleikkauksia on tutkittu jo Antiikin Kreikassa. Ensiksi kartioleikkauk-
sia tutkivat Menaikhmos (350eaa.) ja Eukleides (300eaa.). Apollonios Perga-
lainen mééritteli kartioleikkaukset teoksessaan Conica (200eaa.) joukkoina,
jotka saadaan leikkaamalla kaksisuuntaista ympyrakartiota tasolla. [5]
Kaksisuuntainen suorakulmainen ympyrakartio on joukko

K={(x,y,2) € R®: 2* +9* = 2*} C R>.

Mairitelméa 2.1. Joukko S C R? on kartioleikkaus, jos on olemassa taso
T C R? siten, ettd S on yhtenevi, joukon K N7 kanssa.

Kartioleikkauksen & muoto riippuu siitd, missa kulmassa taso 1" leikkaa
joukkoa K. Muodostuvat aidot kartioleikkaukset ovat paraabeli, hyperbeli
ja ellipsi. Ympyra on ellipsin erikoistapaus. Muodostuvia surkastuneita
kartioleikkauksia ovat piste, suora, sekd kahden leikkaavan suoran yhdiste.

[1]

2.1 Kartioleikkaukset polttopisteiden ja johtosuoran
avulla

Kartioleikkaukset voidaan maéaritelld myos tasogeometriaa kayttiaen poltto-
pisteiden ja johtosuorien avulla. Maarittely tehdaan etaisyyksien avulla, joten
polttopisteen ja johtosuoran kautta kartioleikkaukset muistuttavat laheisesti
keskijoukkoja. Kartioleikkaus on niiden tason pisteiden joukko, joilla kiin-
tedsta pisteestd tai pisteistd ja kiintedstd suorasta mitattujen etaisyyksien
suhde on vakio [4].

Kartioleikkauksille voidaan maéritella myos standardimuotoiset yhtalot
sopivilla koordinaatiston valinnoilla. Keskitytdan tassa tutkielmassa tarkas-
telemaan aitoja kartioleikkauksia, seka niiden ja keskijoukkojen valista yh-
teytta.

Funktioille voidaan méaaritella kuvaaja eli graafi. Funktion f graafi tasossa
on joukko

Gy ={(r,y) eR*:x € Rjay = f(x)}.

2.1.1 Hyperbeli

Madiritelma 2.2. Joukko H C R? on hyperbeli, jos on olemassa e > 1,
tason piste F' ja suora [ siten, etta

H ={P cR?: |PF| = ed(P,1)}. (2.1)

10



Piste F' on hyperbelin polttopiste, [ johtosuora ja lukua e kutsutaan hy-
perbelin eksentrisyydeksi. [13]

Kuva 2.1: Hyperbeli, hyperbelin polttopisteet, johtosuorat ja asymptootti-
suorat.

Geometrisesti hyperbeli koostuu kahdesta erillisesta rajoittamattomasta
kiyristd eli hyperbelin haarasta (Kuva 2.1). Adrettomyytti ldhestyttiessi
hyperbelin haarat muistuttavat kahta toisiaan leikkaavaa suoraa. Naita suo-
ria kutsutaan hyperbelin asymptooteiksi. [13]

Kartioleikkauksille voidaan muodostaa standardimuotoiset yhtalot sopi-
villa koordinaatiston valinnoilla. Olkoon a,b > 0 ja e > 1. Standardimuo-
toisen hyperbelin yhtilo on

1'2 y2

missi b? = a?(e? — 1). Hyperbelin polttopisteet 16ytyvit kohdista
Fy = (ae,0) ja Fy = (—ae,0),

johtosuorat ovat z = £2. Asymptoottisuorien yhtalot ovat y = :I:gm. Hyper-
beli on symmetrinen x- ja y-akseleiden suhteen ja sen keskipiste on symmetria-
akseleiden leikkauspiste (0,0). [13]

11



Hyperbelin maaritelméa voidaan esittaa myos toisella tavalla. Hyperbeli on
niiden tason pisteiden joukko, joilla kahdesta kiintedsté pisteestd mitattujen
etaisyyksien erotuksen itseisarvo on vakio [4].

Lemma 2.3. Olkoot H hyperbeli ja pisteet Fy ja Fy sen polttopisteet. Tdlloin
on olemassa 0 < ¢ < |F\Fy| siten, etti kaikille P € H pdtee

|PFi| — |PFs|| = c. (2.3)

Todistus. Olkoon standardimuotoisen hyperbelin johtosuorat [ ja I’. Koska
standardimuotoinen hyperbeli on symmetrinen z-akselin suhteen, voidaan
valita P € H siten, ettd se on lahempéané pistetta F, kuin pistetta Fi. Hy-
perbelin méaritelméasta saadaan

|PFy| = ed(P,l) ja |PFy| = ed(P,l').

Koska I’ ja [ ovat yhdensuuntaisia, ja piste P sijaitsee lahempéné suoraa [’,
kuin suoraa [, on

2
d(P,1) —d(P,I') = d(I,l') = 2.
(&
Olkoon ¢ = 2a < 2ae = |F} F3|, jolloin
2
d(P,1) — d(P,l') = d(I',]) = =%
e
PF| |PF
N |PFy|  |PF _¢
€ € (&
= PR~ |PE| =

]

Lemman 2.3 kdanteinen tulos patee myods. Tasta saamme toisen maarit-
telyn hyperbelille.

Lemma 2.4. Olkoon Fy ja Fy eri pisteitd ja 0 < ¢ < |F1F3|. Talloin joukko
S={PcR?*:||PF|—|PF|| =c}
on hyperbeli.

Todistus. Osoitetaan, ettéd joukon

S={PeR?: ||PFK| - PR =c}

12



yhtélé on ellipsin yhtdlo. Olkoon e = |FyFy|/c ja ¢ = 2a. Tarkastellaan
pisteitd P = (x,y) € S. Télléin

\/(:p—ae)z—I—y?—\/(:13+ae)2+y2:2a

© V0o —ae)? 42 =20+ \/(z + ac)? +4 10?

= (x—ae)Q—l—yQ:4a2+4a\/(x+ae)2+y2+(x—i—ae)2—|—y2

& aer — a* = a\/(:v + ae)? + y? | ()2

= a’e?r? + a* = a*((z + ae)® + 9?)

& 73 (e? — 1) —y? = a*(e* — 1) |: a®(e* — 1)
Y

< 2wt

on hyperbelin yhtélé, missa b = a?(e? — 1). O

2.1.2 Ellipsi

Maaritelma 2.5. Jos on olemassa 0 < e < 1, tason piste F' ja suora [, jolle
polttopiste F' ei kuulu, ellipsi on joukko
E={PcR*:|PF|=ed(P1I)}. (2.4)

F" on ellipsin polttopiste, [ johtosuora ja lukua e kutsutaan eksentrisyydeksi.

[13]

N

X = —

z=4
€

e

Kuva 2.2: Ellipsi, ellipsin polttopisteet ja johtosuorat.

Geometrisesti ellipsi on suljettu toisen asteen kayrd (Kuva 2.2). Olkoon
a>b>0ja0<e<1 Standardimuotoisen ellipsin yhtal6 on

.1'2 y2

St =1 (2.5)
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missi b* = a%(1 — e?). Ellipsi on symmetrinen x-akselin ja y-akselin suhteen.
Symmetria-akseleiden leikkauspiste (0, 0) on ellipsin keskipiste. Ellipsin polt-
topisteet 10ytyvat kohdista

Fy = (ae,0) ja Fy = (—ae,0),

ja johtosuorat ovat x = £2. [13]

Ympyra on ellipsin erikoistapaus, missa eksentrisyys e = 0 ja polttopis-
teet yhtyvit. [1]

Kahden erillisen polttopisteen avulla my6s ellipsille saadaan toisenlainen
maéarittely. Ellipsi on niiden tason pisteiden joukko, joilla kahdesta kiinteasta
pisteesta mitattujen etaisyyksien summa on vakio [4].

Lemma 2.6. Olkoon & ellipsi ja pisteet Fy ja Fy sen polttopisteet. Tdllgin on
olemassa ¢ > |F\ Fy| siten, ettd kaikille P € & pitee

|PFy| + |PFy| = c. (2.6)

Todistus. Todistus menee vastaavasti, kuten hyperbelin tapauksessa. [13,
Lemma 3.16]. O

Kéanteinen tulos antaa seuraavan maérittelyn.
Lemma 2.7. Olkoon Fy ja Fy eri pisteitd, ja ¢ > |FFy|. Tdlldin joukko
S={PcR?:|PF1|+ |PF2| = ¢} (2.7)
on ellipsi.

Todistus. Todistus menee vastaavasti, kuten hyperbelin tapauksessa. [13,
Lemma 3.15]. O

2.1.3 Paraabeli

Paraabeli on niiden tason pisteiden joukko, joiden etaisyys kiintedsta pistees-
ta on yhtd suuri kuin etéisyys kiintedsta suorasta. [/]

Maiiritelmé 2.8. Joukko P C R? on paraabeli, jos on olemassa tason piste
F' ja suora [, jolle piste F' ei kuulu siten, etta

P ={PeR?: |PF|=d(P,D)}. (2.8)

Piste F' on paraabelin polttopiste ja [ johtosuora.
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Kuva 2.3: Paraabeli, paraabelin polttopiste ja johtosuora.

Paraabeli on rajoittamaton tasokéyrd (Kuva 2.3). Paraabeli on toisen as-
teen polynomifunktion kuvaaja ja symmetrinen polttopisteen kautta kulke-
van johtosuoran normaalin suhteen.

Olkoon a > 0. Standardimuotoisen paraabelin yhtélo, kun johtosuora
on y-akselin suuntainen ja polttopiste sijaitsee kohdassa F' = (a,0), on

y* = dax. (2.9)

Kun asetetaan polttopiste y-akselille ja johtosuora z-akselin suuntaiseksi,
saadaan paraabelille yhtalo

y= (2.10)
Talloin paraabeli aukeaa ylospain, ja silld on silla on yksi leikkauspiste y-
akselin kanssa, (0, 0), joka on my6s paraabelin huippupiste. Talloin paraabelin
polttopiste on kohdassa F' = (0,a), johtosuora on y = —a ja paraabeli on
symmetrinen y- akselin suhteen.

Paraabeli on aina konveksi eli kupera (Kuva 2.4). Voidaan osoittaa, etta
paraabeli kasvaa nopeammin, kuin mika tahansa lineaarikuvaus. Koska mil-
le tahansa paraabelille saadaan sopivalla koordinaatiston valinnalla toisen
asteen polynomifunktion yhtalo, tarkastellaan funktiota y = 4—1ax2.

Kun a,C >0,

1
92*12:920%
4a
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Kuva 2.4: Paraabeli on konveksi eli kupera.

kun x > 4aC. Siten paraabeli kasvaa nopeammin, kuin mikéan lineaariku-
vaus C'z.

2.2 Kartioleikkaukset keskijoukkoina

Kartioleikkaukset voidaan esittda kahden ympyran keskijoukkoina. x-keskipisteinen
r-siateinen ympyra on tason joukko

C(z,r) ={y € R? :d(z,y) =r} C R%.

Hyperbelin tapauksessa polttopistejoukoiksi valitaan kaksi ympyréa, jot-
ka eivit leikkaa toisiaan. Ellipsi saadaan keskijoukkona, kun ympyrit ovat
sisdkkain. Paraabelin tapauksessa toinen ympyra muuttuu suoraksi, ja keski-
joukko on havaittavissa jo paraabelin méaritelméastéa. Esitetdan seuraavaksi
aidot kartioleikkaukset keskijoukkoina.

2.2.1 Hyperbeli keskijoukkona

Olkoon a,b € R? ja R,r > 0 siten, ettd d(a,b) > R+ r > 0. Olkoon A =
C(a, R) ja B = C(b,r). Talloin muodostuvan keskijoukon pisteille x € R?
patee
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Kuva 2.5: Hyperbeli kahden ympyréan keskijoukkona.

ja madaritelmén 2.4 nojalla muodostuva joukko on hyperbelin toinen haara.
Kun R = r, muodostuva keskijoukko on suora.
Esimerkki 1. Olkoon A = C((—2,0),1) ja B = C((2,0),2). Tarkastel-

laan muodostuvaa keskijoukkoa.

d((z,y), A) = d((z,y), B)

& Vo= (=2 +(y— 02— 1=1/(z =2+ (y— 0> =2

& V@ +2)2 424+ 1= /(z —2)2 + 52 | ()

= (:c+2)2+y2+2-1-\/m+1:(x—2) +y?

o ArdrrdrF 12122 r 1= —dr Aty

& 2\ (z+2)2+y?=—-8r—1 | ()2

= 4((z +2)* +y?) = 642 + 167 + 1

& 4% + 167 + 16 + 4y* = 642 + 167 + 1

& —602% + 4y* = —15 |: (—15)
6022 dy?

< 515!

o v v

(1/22 (/B2

2 y2

Nyt (1”/”2)2 RS = 1 on standardimuotoisen hyperbelin yhtéilo 2.2, eli

muodostuva keskijoukko on hyperbelin toinen haara.

17



Kuva 2.6: Ellipsi kahden ympyrén keskijoukkona.

2.2.2 Ellipsi keskijoukkona

Ellipsi muodostuu kahden ympyran keskijoukkona silloin, kun ympyrat ovat
sisikkiin (Kuva 2.6). Olkoon a,b € R? ja R,r € R, R,7 > 0. Olkoon A =
C(a, R)jab e A. Olkoon B = C(b, r) siten, etta d(a, b)+r < R, jolloin joukko
B on joukon A sisélla. Télloin keskijoukko {A = B} koostuu pisteista x € R?
joille

d(z,A) = d(z, B)

= R—d(z,a) =d(z,b) —r
= d(z,b) +d(xz,a) = R+r.

Nyt kahdesta kiintedsta pisteestd a ja b mitattujen etdisyyksien summa on
vakio, ja muodostuva joukko on méaritelmén 2.7 nojalla ellipsi.

Esimerkki 2. Olkoon A = C((—3,0),2) ja B = C((3,0), 5). Tarkastel-
laan muodostuvaa keskijoukkoa { A = B}. Oletetaan, etta keskijoukon pisteet
(z,y) € A.
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d((z,y),A) = d((z,y), B)
5 1 1, 1
R VISRV (L RN -
2 2 2
& \/(x+2)2+y2=\/(:6—)2+y2—3 I ()
12 2 1 2 2 1
= (:c+§) +y:(x—§) +y -6 (x—§)2+y2+9
[ 1
& Z/Z+$+2{/+yzz,z/j—x+%+g/—6 (93—5)2+y2~|—9
1
© 20 —9=—6(/(z - 5)* +y’ I ()
2 1 2 2
= Az —36x—|—81:36((9:—§) +97)
& 422 =367 + 81 = 6422 =367 + 9 + 36y
& —322% — 36y* = —72 |: (=72)
41,2 yQ
-~ 1+ 2 -1
< 9 T3
ZE2 yQ
Z -1
“ ©/4) " 2
1,2 y2
& + 25 =1
(3/2)2 2

Keskijoukolle muodostuva yhtéalé on standradimuotoisen ellipsin yhtalo 2.5.

2.2.3 Paraabeli keskijoukkona

Paraabelin méaaritelméan mukaan paraabeli on niiden tason pisteiden joukko,
jotka ovat yhtéd kaukana kiintedstéd pisteestd ja tunnetusta suorasta. Paraa-
beli voidaan maaritella keskijoukkona {A = B}, missé joukko B on suora
ja A on piste. Paraabeli voidaan muodostaa myo6s kahden ympyran keski-
joukkona, kun méaaritelméan polttopiste ajatellaan surkastuneena ympyrana,
ja johtosuora ajatellaan ympyrénda, jonka sade on dareton ja keskipiste on
aarettoman kaukana toisesta polttopistejoukosta.

Esimerkki 3. Olkoon joukko B suora y = —1 ja joukko A = C'((0,2),1).
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Kuva 2.7: Paraabeli ympyrédn ja suoran keskijoukkona.

Téalloin muodostuvalle keskijoukolle {A = B} saadaan yhtélo

d((z,y), B) = d((x,y), A)

& y+1l=/(z—02—(y—22-1
& y+2= /(22— (y -2 |02
= Y+ dy +4 =2 + (y —2)?
& VHdy+Ad=a+yF —dy+4
& 8y = 2*
ZE2
= yzm,

jonka kuvaaja on yhtélon 2.10 nojalla paraabeli.
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3 Keskijoukkojen heijastusominaisuudet

Aidoille kartioleikkauksille patee erityisia heijastusominaisuuksia, kun tar-
kastellaan polttopistetta kohti tulevia ja polttopisteista lahtevia valonséatei-
ta. Tasaisesta pinnasta heijastuessaan valonsateen tulokulma ja lahtokulma
ovat yhta suuret. Kaarevasta pinnasta valo heijastuu siten, etta tulokulma
ja lahtokulma ovat yhta suuret suhteessa osumispisteen tangenttiin.

Hyperbelin polttopisteesta lahteva valo heijastuu hyperbelista siten, et-
ta heijastuneen valon jatke kulkee sen toisen polttopisteen kautta. Ellipsin
polttopisteesta lahteva valonsade heijastuu ellipsin toiseen polttopisteeseen.
Paraabelille patee heijastava ominaisuus, jonka mukaan kaikki paraabelin
koveralle puolelle tulevat johtosuoraa kohtisuorat siteet heijastuvat paraa-
belin polttopisteeseen. Vastaavasti kaikki paraabelin polttopisteesté lahtevéat
valonséteet heijastuvat symmetria-akselin suuntaisesti. [13]

Tasogeometriassa kartioleikkausten heijastusominaisuudet todistetaan tan-
genttisuorien ja polttopisteiden avulla. Koordinaatiston muunnosten myotéa
voidaan tarkastella mita tahansa kartioleikkausta vastaavan standardimuo-
toisen yhtédlon kuvaajana, ja ndin muodostaa sille tangenttisuora pisteessé
P. Tangenttisuoran ja x-akselin leikkauspistettd 7" hyodyntamaélla voidaan
osoittaa, etta ellipsin tapauksessa LT PF, = m — ZT PF5, hyperbelin tapauk-
sessa LT PF, = ZTPF, ja paraabelin tapauksessa ZFTP = ZTPF, kun
pisteet Fy ja F, ovat kyseisen kartioleikkauksen polttopisteité. [13]

Tarkasteltaessa keskijoukoista heijastuvia valonséiteita, saadaan saman-
kaltaisia ominaisuuksia, kuin aidoista kartioleikkauksista heijastuville valon-
sateille. Kun tarkastellaan kartioleikkauksia keskijoukkoina, saadaan kartio-
leikkausten heijastusominaisuudet maéariteltya toisella tavalla, ilman tangent-
tisuorien yhtaloita.

Tassa luvussa esitetaén ensin keskijoukkojen yleisia heijastusominaisuuk-
sia, jonka jalkeen esitetddn heijastusominaisuudet kartioleikkauksille, jotka
ovat méaaritelty kahden ympyran keskijoukkoina. Kappaleen tulokset ja maa-
ritelméat seuraavat M. Poncen artikkelista Reflections on FEquidistant Sets

[10].

3.1 Valonsateen heijastuminen keskijoukosta

Valonside T on pisteen p kautta kulkeva side kohti joukkoa A C R?, kun
tuleva valonsidde kulkee pisteen p kautta ja on yhdensuuntainen janan |p, p4[
kanssa, missa p4 on pisteen p projektio joukkoon A (Kuva 3.1). Kun joukko
A C R? on konveksi, milli tahansa tulevan valonséteen pisteelld y €]p, pal
projektiopisteet joukkoon A ovat pisteen p kanssa samat, eli y4 = pa.
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{A= B}

Kuva 3.1: Pisteen p kautta tuleva sédde T heijastuu keskijoukkosta projektio-
pisteen (z,)p suuntaan.

Tarkastellaan tédssa kappaleessa tilanteita, kun joukot A ja B ovat kon-
vekseja. Oletetaan siis, ettd A, B C R? ovat erillisid, epatyhjié, suljettuja ja
konvekseja joukkoja. On todistettavissa, ettd etdisyysfunktio dy : R? — R,
da(z) := d(z, A) on differentioituva joukon A ulkopuolella. Koska osittais-
derivaatat ovat olemassa ja jatkuvia, voidaan etdisyysfunktiolle muodostaa
gradientti.

Lause 3.1. Olkoon A C R2. Télldin funktio da on jatkuvasti differentioituva
kaikilla x ¢ A. Lisiksi on olemassa xa € A siten, ettd
T —TA

Vda(zx) T —zal (3.1)
Todistus. Etaisyysfunktio d4 on differentioituva joukon A ulkopuolella, kun
joukko A on suljettu ja konveksi [2, 1..2.21 8.75]. Erityisesti osittaisderivaatat
ovat olemassa ja jatkuvia, ja funktio d4 jatkuvasti differentioituva kaikkialla
reR?\ A[3].

Koska osittaisderivaatat ovat olemassa, voidaan madritella funktiolle gra-
dientti. Pisteelle x ¢ A lahin piste konveksista joukkosta A on x4. Koska
funktion suurin kasvu on gradientin suuntaan, muodostuu funktion d, gra-
dientti suuntaan, jossa etdisyys joukkoon A kasvaa nopeimmin. Pisteiden x
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ja x4 muodostama suunta on nopein kasvusuunta etiisyysfunktiolle d4 pis-
teessd x, missa gradientin pituus on 1. Saadaan gradientille yhtalo

T —TA

Vda(z) (3.2)

r—aal
]

Kun joukot A, B C R? ovat suljettuja ja konvekseja, keskijoukko { A = B}
vastaa jatkuvan vakiofunktion f4 5 : R? — R,

fap(x) =da(x) — dp(x)

graafia. Joukkojen A ja B konveksisuudesta seuraa, etta funktioiden d4(z) ja
dp(x) gradientit voidaan muodostaa yhtéalén 3.1 mukaisesti. Talloin funktion
fa,p osittaisderivaatat ovat olemassa joukkojen A ja B ulkopuolella, jolloin

Vfap=Vdas— Vdg,

kaikilla z € R\ (AU B) [10].

Voidaan osoittaa, ettd milld tahansa pisteellé, joka ei kuulu joukkojen A ja
B yhdisteeseen, funktion f4 p gradientti on kohtisuorassa etaisyysfunktioiden
gradianttien pisteessa x muodostaman kulman puolittajan kanssa.

Lemma 3.2. Kaikilla x ¢ AUB pitee Vda(x)+Vdp(z) L Vda(z)—Vdg(x).
Toisin sanoen, gradientti V fa g(x) on kohtisuorassa Vds(x) ja Vdg(x) muo-
dostaman kulman puolittajaa vastaan.

Todistus. Etaisyysfunktion gradianteille pétee |Vda| = |Vdp| = 1 Télléin
Vda(x) + Vdg(z) on vektoreiden Vd4(z) ja Vdp(r) muodostaman kulman
puolittajan suuntainen.

Vektoreiden Vdy(z) + Vdg(x) ja Vda(x) — Vdg(z) pistetulosta saadaan

(Vda(z) + Vdp(x),Vda(z) — Vdg(x))

= (Vda(x),Vdu(z)) + (Vda(z), —Vdp(z))
+ (Vdg(x),Vda(z)) + (Vdp(x),—Vdg(x))
= [Vda(2)]? — [Vdg(z)|?

=0.

Koska pistetulo on nolla, kulmanpuolittaja Vda(z) + Vdg(z) ja gradientti
Vfap = Vda(x) — Vdg(z) ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. O

Seuraavassa lemmassa osoitetaan, ettd konveksien joukkojen keskijouk-
ko on jatkuvasti differentioituva, ja tarkastellaan keskijoukon tangenttisuo-
raa. Tangenttisuora on samansuuntainen etéaisyysfunktioiden gradianttien
Vda(x) ja Vdg(x) muodostaman kulman puolittajan kanssa (Kuva 3.2).
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Kuva 3.2: Lemma 3.3 osoittaa, ettéd keskijoukon tangenttisuora on yhden-
suuntainen etdisyysfunktioiden gradianttien Vd4(z) ja Vdp(z) muodosta-
man kulman puolittajan kanssa.

Lemma 3.3. Keskijoukko {A = B} on jatkuvasti derivoituva. Keskijoukon
{A = B} tangenttisuora pisteessi x on yksikkovektoreiden Vda(x) ja Vdg(x)
muodostaman kulman puolittajan suuntaan.

Kun x4 ja xp ovat x:n projektiot joukoille A ja B, keskijoukon {A = B}
tangenttisuora pisteessd x on janan [z, xp| keskinormaali.

Todistus. Osoitetaan, ettd kahden konveksin joukon muodostama keskijouk-
ko on jonkin tasa-arvokayrdn graafi eli kuvaaja. Tarkastellaan ensiksi funk-
tion f4 p kdantyvyytta sen derivaatan avulla.

Olkoon x € {A = B}. Kun Vfap = Vda(z) — Vdg(z) = 0, saadaan
Vda(x) = Vdg(z), josta edelleen

r—x4 T —1p
|t — x4l |z —2xB|
Koska | — x4] = |z — x| # 0, saadaan x4 = zp. Tdmi on mahdotonta,

koska joukot A ja B ovat erilliset, AN B = (). Siten fa p on kddntyva kaikilla
xz € {A= B}
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T&llsin implisiittifunktiolauseen nojalla keskijoukko on joukko {z € R? :
fas(x) = 0}, joka on erdén tasoarvokdyran kuvaaja. Siten keskijoukko on lo-
kaalisti jatkuvasti differentioituvan funktion graafi ja V f4 g on kohtisuorassa
tangenttisuoraa vasten. [3]

Lemman 3.2 nojalla tangenttisuora on siten gradianttien Vd, ja Vdp
muodostaman kulman puolittajan suuntainen.

Koska = € {A = B}, pisteiden z, x4 ja xp muodostama kolmio on tasa-
kylkinen. Talloin pisteeseen x muodostuvan kulman puolittajan suuntainen
tangenttisuora on janan [z 4, zp] keskinormaali. O

Lemmojen 3.2 ja 3.3 nojalla voidaan padtellé, ettéd kahden konveksin jou-
kon keskijoukolla on yksittéiisessa pisteessa yksikésitteinen tangenttisuora,
joka on kyseisessi pisteessd myos keskijoukon {A = B} yksikésitteinen tuki-
suora.

Koska l6ydettiin keskijoukon tangenttisuoralle suunta, voidaan nyt tar-
kastella valon heijastumista keskijoukosta. Valonsédde heijastuu kaarevasta
pinnasta aina suhteessa osumispisteen tangenttiin. Huomataan ensin, etta
konvekseilla polttopistejoukoilla valonsateella on vain yksi osumispiste keski-
joukkoon. Olkoon p € R? siten, etté,

da(p) > dg(p)
ja T on pisteen p kautta kulkeva séde kohti joukkoa A.

Lemma 3.4. Valonsdteelld T on tismdlleen yksi osumispiste keskijoukkoon

{A = B}.
Todistus. Funktio f4 p(z) = da(x)—dp(x) on jatkuva. Koska d4(p) > dg(p),

fas(p) > 0ja fap(pa) = —dp(pa) <0,

kun p4 on pisteen p projektiopiste joukoon A. On olemassa x, €|p,pa[C T
siten, etta

da(zp) = dp(zp).
Osoitetaan vield, etta osumispiste x, on yksikésitteinen. Olkoon ¢ > 0 ja

olkoon u(t) = p + ta=L. Téllsin u(t) € T ja Vda = —{£4=0. Lauscen 3.1
nojalla yhdistetyn funktion f o wu(t) = (d4 — dp) o u derivaatta on

d Pa—p

L da—d — (Vdy — Vdg, PA"P

dt(( A B)ou) = (Vdy — Vg, pa — pl

= (Vdy — Vdg, —Vdy,)

= (Vda,—Vda) + (Vdp,Vdy)
= —|Vda* + (Vdg, Vda)

= —1+(Vdg,Vdy,).
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Valitulla p, jos jollakin ¢ > 0 on Vdy = Vdp, talloin derivaatta on nolla ja
funktio on vakiofunktiona kasvava. Muualla (d4 —dp)ou on aidosti vihenevé,
kun ¢ kasvaa. Siten z, € TN{A = B} on siteen T ainoa osumispiste joukkoon

(A =B} O

Nyt voidaan osoittaa seuraava tulos. Kun tulevan valonsateen osumispiste
konveksien joukkojen keskijoukkoon on x, valonséiteen kulkiessa kohti pro-
jektiopistetta pa, keskijoukosta {A = B} heijastuessaan valonsidde heijastuu
pisteen z, projektiopisteen (z,)p suuntaan. Taméa vastaa kartioleikkausten
polttopisteisiin heijastavaa ominaisuutta.

Lause 3.5 (Polttopisteominaisuus). Olkoon x, pisteen p kautta kohti joukkoa
A tulevan valonsdteen T osumispiste keskijoukkoon {A = B}, z, € {A = B}.
Sdde T heijastuu pisteesti x, kohti joukkoa B siten, ettd heijastuva sdide
kulkee pisteen (z,)p kautta, kun (x,)p on pisteen x, projektio joukkoon B.

Todistus. Nyt x, € {A = B}. Lauseen 3.3 nojalla nahdddn, ettd tangent-
tisuora keskijoukolle {A = B} pisteessd z, on kulman Zpsz,(z,)p = 2«
puolittaja (Kuva 3.2). T&ll6in heijastuslain nojalla valonséteen 7 tulokulma
« ja heijastuskulma ovat yhta suuret. Heijastuskulma vastaa tangenttisuoran
ja janan [x,, (z,)p] vélistd kulmaa, joten heijastuva valonside menee kohti
pistetta (x,)p. O

3.2 Heijastusominaisuudet, kun kartioleikkaukset ovat
maaritelty keskijoukkoina

Tarkastellaan nyt aitojen kartioleikkausten heijastusominaisuuksia. Maari-
tellaan kartioleikkaukset kahden ympyran keskijoukkoina ja tarkastellaan
heijastuvia valonséateita keskijoukoille todistettujen heijastusominaisuuksien
avulla. Talloin saadaan tutut tasogeometrian avulla osoitetut kartioleikkaus-
ten heijastusominaisuudet maériteltya toisella tavalla.

Hyperbelin toinen haara saatiin kahden ympyran keskijoukkona silloin,
kun erilliset ympyrét eivit leikkaa toisiaan. Olkoon a,b € R? ja R,r > 0
siten, ettd d(a,b) > R+ r > 0. Olkoon A = C(a, R) ja B = C(b,r). Télléin
muodostuva keskijoukko {A = B} on hyperbelin toinen haara.

Olkoon nyt p € R? ja da(p) > dg(p). Lauseen 3.5 nojalla pisteen p kautta
joukon A keskipistettd a kohti tuleva valonsdde heijastuu pisteestd = kohti
joukkoa B siten, ettd heijastuva sidde kulkee projektiopisteen (z)p kautta.
Edelleen, koska projektiopisteen kautta kulkeva suora on kohtisuorassa ym-
pyran C'(b, ) tangenttia vastaan, talloin heijastuva side kulkee my6s joukon
B = C(b,r) keskipisteen b kautta (Kuva 3.3).
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Polttopistejoukon A (tai B) keskipisteesta lahtevd sédde heijastuu kes-
kijoukon {A = B} pisteestd x siten, ettd tulokulma ja heijastuskulma ovat
tangenttisuoraa vastaan yhté suuret. Lemman 3.3 nojalla tangenttisuora me-
nee yksikkovektoreiden Vd4(x) ja Vdp(x) muodostaman kulman puolittajan
suuntaan. Télléin heijastuneen valon jatke (kohti joukkoa B) kulkee projek-
tiopisteen (x4)p kautta ja ympyrdn B keskipisteen lapi. Télloin siis hyper-
belin polttopisteesta ldhtevian keskijoukosta heijastuvan valon jatke kulkee
hyperbelin toisen polttopisteen kautta.

Kuva 3.3: Valonséiteen heijastuminen hyperbelista.

Ellipsi saatiin kahden ympyrén keskijoukkona, kun ympyrat ovat sisak-
kiin. Olkoon a,b € R? ja R,r € R, R,r > 0. Olkoon A = C(a, R) ja b € A.
Olkoon B = C(b, ) siten, etta d(a,b) +r < R, jolloin joukko B on joukon A
sisélla. Talloin keskijoukko {A = B} on ellipsi.

On todistettavissa, etté etédisyysfunktio dg on ympyran A ja B leikkaus-
joukossa derivoituva. [10]

Olkoon = € {A = B}. Nyt = # a, koska dg(a) > d(a,b). Siten lemman
3.3 nojalla keskijoukon {A = B} tangentti pisteessa x on yksikkovektoreiden
Vda(z) ja Vdy(x) puolittaja.

Talloin pisteestd a ldhteva, kohti joukkoa A kulkeva valonsidde heijastuu
keskijoukosta {A = B} tangenttisuoraa vastaan siten, ettd heijastuva va-
lonsédde kulkee kohti pistetta zp, ja edelleen kohti joukon B keskipistetta
b.

Keskijoukon {A = B} ulkopuolelta tuleva valonsidde, joka menee kohti
keskijoukoon B keskipistetta b, heijastuu keskijoukolta suuntaan kohti pis-
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tettd x4, jonka jatke kulkee ympyran A keskipisteen a kautta.

Kuva 3.4: Valonséateen heijastuminen ellipsista.

Paraabeli muodostuu keskijoukkona, kun polttopistejoukoiksi valitaan
suora ja ympyra. Olkoon joukko A ympyré ja joukko B suora.

Olkoon piste p siten, etta da(p) < dg(p). Nyt pisteen p kautta kulkeva
sidde kohti joukkoa B ja pistettd pg, on kohtisuorassa suoraa B vastaan. Va-
lonséde heijastuu keskijoukon pisteestd x siten, etté se kulkee kohti pistetté
T4, ja edelleen kohti joukon A keskipistetta lauseen 3.5 nojalla. Paraabelin
koveralle puolelle tulevat johtosuoraa kohtisuorassa olevat valonsateet heijas-
tuvat siis polttopisteeseen.

Kééanteisesti, kun tarkastellaan joukon A keskipisteesté ldhtevid valonsé-
teita, kohti mita tahansa joukon B pistettéa, valonséteet heijastuvat keskijou-
kosta symmetria-akselin suuntaisesti. Télloin heijastuneen valon jatke kulkee
pisteen zp kautta.

‘TR

Kuva 3.5: Valonsateen heijastuminen paraabelista.
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4 Kartioleikkauksia muistuttavat keskijoukot

Keskijoukot voidaan ajatella yleistettyina kartioleikkauksina. Kartioleikkauk-
set saadaan kahden ympyran keskijoukkoina, mutta monimutkaisemmilla
polttopistejoukoilla saadaan kartioleikkauksia muistuttavia keskijoukkoja.

Tarkastelemalla monimutkaisemmilla polttopistejoukoilla saatuja keski-
joukkoja ja niiden ominaisuuksia kaukana polttopistejoukoista, huomataan
samoja geometrisid ominaisuuksia, kuin tavallisilla kartioleikkauksilla. Tar-
kastelemme téssé luvussa keskijoukkoja avaruudessa R?, mutta tulokset voi-
daan yleistad avaruuteen R".

£

Kuva 4.1: Kartioleikkauksia muistuttavat keskijoukot.

4.1 Hyperbelid muistuttavat keskijoukot

Taman kappaleen padlause 4.1 osoittaa, ettd kun valitaan polttopistejou-
koiksi kaksi erillista kompaktia yhtenaista joukkoa, niiden keskijoukko muis-
tuttaa hyperbelin yhtd haaraa. Tarkasteltaessa muodostuvaa keskijoukkoa
kaukana polttopistejoukoista, saadaan kaksi erillistd kayraa, jotka lahesty-
vit asymptoottisesti adretonta. Tiedetdan, ettd hyperbelin haaran osat l&-
hestyvat asymptoottisesti daretonta. Taman kappaleen lauseet ja aputulok-
set seuraavat M. Poncen ja P. Santibafiezin artikkelista On FEquidistant Sets
and Generalized Conics: The Old and the New [11].

Tarkastellaan ensiksi erilaisten joukkojen asymptoottista kayttaytymisté.
Maaritelladn putki tub.(r). Jos jokin joukko sisdltyy tdhdn putkeen tietysté
pisteestd lahtien, on kyseisella joukolla asymptoottinen loppu putken suun-
nassa.

Olkoon 7 = [a, 00|, side ldhtien pisteesti a € R? suuntaan v € R?
|[v]|] = 1. Valitaan vt siten, etti {v,v*} muodostaa ortonormaalin kannan
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€

Kuva 4.2: tub.(r)

avaruudelle R?, eli vektorit v ja v+ ovat kohtisuorassa.
Maaritelladn kuvan 4.2 mukaisesti suuntaan 7 putki, jonka sdde on € > 0,
seuraavasti.

tube () == {a +tv+sv=:t>0,s| < el (4.1)
Nyt jos on olemassa e > 0 siten, etta joukko
M. 7= M N tub(7),

niin joukolla M on asymptoottinen loppu suunnassa 7. Tamé kuvaa
siis jostakin pisteestd ldhtevaa puolisuoraa, joka lahestyy sdteen 7 suuntaa
jollakin tarkkuudella.

Talloin joukon M, 7 kohtisuora projektio 7:lle on bijektio. Kun kirjoitetaan
M. 7 kdyttéden parametreja ¢, s putken tub(r) médrittelyn mukaan, saadaan
funktio s

s : [0, 00[— [—¢, €],
t— s(t).
Nyt M, 7 vastaa funktion s kuvaajaa ja
lim s (t) = 0.

t—o00

Huomataan, etta funktio s on jatkuva, koska sen kuvaaja on suljettu joukko.

Madritelladn kompaktille joukolle konveksi verho. Olkoon A C R” kom-
pakti. Joukon A konveksi verho, merkitdaan conv(A) on pienin konveksi jouk-
ko, joka sisdltda joukon A. Konveksi verho conv(A) on kompakti joukko.

[0]

Lause 4.1 (Hyperbeli). Olkoot A, B C R? epdityhjit, yhtendiset, kompaktit
joukot siten, ettd conv(A)Nconv(B) = 0. Tdlloin on olemassa R > 0 ja kaksi
erillistd sadettd r1,ry siten, ettd joukko

{A=B}nB(0,R)Y"

sisdltdad tasmdlleen kaksi asyptoottista loppua suuntiin r1 ja 5.
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Kuva 4.3: Hyperbelia muistuttava keskijoukko.

Maaritelladn seuraavaksi tulevia késiteita ja esitetdan aputulokset 4.2,
4.3 ja 4.4 lauseen 4.1 todistusta varten.

Olkoon K C R? kompakti joukko. Suora lx on joukon K tukisuora, jos
on olemassa piste x € [ siten, ettd x € K ja joukko K on kokonaan toisessa
tukisuoran [x rajaamassa puolitasossa.

Piste a € I[xNK on joukon K otikea ddripiste tukisuoran [x suhteen, jos
joukon [ N K alkiot kuuluvat vélille | — oo, a]. Vastaavasti, piste b € [x N K
on joukon K wasen ddripiste suoran [x suhteen, jos joukon [x N K alkiot
kuuluvat valille [b, ool.

Lemma 4.2. Olkoon € > 0. Olkoon V C {(x,y) : © < ¢,y < 0}. Mddritelliin
fn(x) =d((z,h),V) kaikilla h > 0. Tdlldin funktio f, on aidosti kasvava,
kun x > €.

Todistus. Olkoon x9 > x1 > €,
mééritelman mukaan f;(z;) <

d(zo,h),p) = fu(z2). Siten
fu(z1) < d((z1,h),p) < d((22,h),p) = fu(z2)

eli funktio f, on aidosti kasvava. m

kun € > 0. Olkoon p € Py, 1) (V). Funktion
d((zq,h),p). Koska xo > 1, on d((x1,h),p) <

Kahden epétyhjan, yhtendisen ja kompaktin joukon yhdisteelld A U B,
joille conv(A) N conv(B) = (), on olemassa neljd erillistd tukisuoraa l4 p.
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Naista kaksi jattavit joukot A ja B eri puolitasoihin. Toiset kaksi jattavat
joukot A ja B samaan tukisuoran jakamaan puolitasoon.

Oletetaan seuraavissa aputuloksissa 4.3 ja 4.4, ettd A, B C R? ovat erilli-
set kompaktit joukot, joilla on yhteinen tukisuora l4 p siten, ettd molemmat
joukot sijoittuvat kokonaan samaan /4 p:n rajaamaan puolitasoon. Oletetaan
liséiksi, ettd {4 p on x -akseli, missa piste (—1,0) on joukon A oikea ddripiste
ja (1,0) on joukon B vasen &éripiste suoran /4 g suhteen, (Kuva 4.4).

Y

(—1,0) (1,0)

Kuva 4.4: Lauseiden 4.3 ja 4.4 oletukset. Kompaktit joukot, joilla yhteinen
tukisuora z-akseli. Piste (—1,0) on joukon A oikea aéaripiste, (1,0) joukon B
vasen aaripiste yhteisen tukisuoran suhteen.

Lemma 4.3. Olkoot A, B C R? erilliset kompaktit joukot edelli mainittujen
oletusten mukaisesti. Olkoon € > 0 ja joukoille A ja B pdtee

AC{(z,y) :x < —14¢€y <0}, (4.2)
ja

Bc{(zx,y):x>1—¢€1y <0} (4.3)

Tallgin kaikilla h > 0 on olemassa yksikasitteinen x(h) € [—1,1] siten,
etta

d((x(h), h), A) = d((z(h), h), B), (4.4)
ja x(h) €] — €, €.
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Todistus. Kaikilla (z,y) € {x < —e,y > 0} pétee

d((z,y), A) < d((z,y), B).

Vastaavasti kaikilla (z,y) € {x > €,y > 0} pétee

d((x,y), A) > d((z,y), B).

Funktio fa(z,h) = da(z,h) = d((z,h), A) on jatkuva kaikilla z > —1 + €.
Lemman 4.2 nojalla f4(x,h) on aidosti kasvava kaikilla x > —1 + €. Vastaa-
vasti fp(z,h) = d((x,h), B) on jatkuva ja aidosti viheneva kaikilla z < 1—e.
Talloin on olemassa ainakin yksi piste z(h) €] — €, €[, jolle

d((z(h), h), A) = d((z(h), h), B).
Funktio

fA,B<:E7 h) = fA(xvh) - fB($’ h) = d((l‘, h)aA) - d((xv h)7B)

on myos aidosti kasvava vililld [—1 + ¢,1 — €, joten z(h) on yksikésitteinen
ja kuuluu vilille [—e, €]. O

Nyt l6ydettiin yksikésitteinen joukkojen A ja B keskijoukkoon kuuluva
piste yksittéisella y:n arvolla h. Lemmassa 4.4 osoitetaan, ettd joukkojen A
ja B keskijoukko muodostaa yhden asymptoottisesti kdyttaytyvan suoran,
kun tarkastellaan muodostuvaa keskijoukkoa yksittaisissa pisteissa riittavan
kaukana polttopistejoukoista.

Lemma 4.4. Olkoot A, B C R? erilliset kompaktit joukot edelli mainittujen
oletusten mukaisesti. Tdlloin kaikilla € > 0 on olemassa h, > 0 siten, ettd
kaikille h > he loytyy x(h) €] — €, €[, jolle

(A=BYn{(z,h):xe[-1,1],h>h} ={(xh),h): h>h)}, (4.5)

eli joukkojen A ja B keskijoukko sisdltdd vain yhden asymptoottisen suoran,
kun x € [—¢, €.

Todistus. Osoitetaan ensin, etté joukoille A ja B patee (4.2) ja (4.3), eli

ja
Bc{(z,y):2>1-¢y<0},

jotta voidaan hyodyntaéd lemmaa 4.3.
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Koska (—1,0) € A, kaikilla i > 0 pisteet P (A) kuuluvat suljettuun
(0, h) keskipisteiseen palloon Dy, joka kulkee pisteen (—1,0) kautta,

Dy = B((0,h),d((0,h), (~1,0))),

(Kuva 4.5). Koska pallo By, kulkee myds pisteen (1, 0) kautta, pisteet P ) (B)
sisaltyvat myos palloon, saadaan

Piow(A) UPon(B) C Dyn{(z,y):y <0}

(0, )

Kuva 4.5: Pisteet P ) (A) ja Pny(B) ovat pallossa Dy

Maaéritellaédn B
Ah = DhﬂAja Bh = DhﬂB.

Selvasti
d((0,h), A) = d((0, ), Ap) ja

d((0,h), B) = d((0,h), By).

Osoitetaan, ettéd kaikilla € > 0 on olemassa h, > 0 siten, ettd kun h > h,
Ap C{(z,y) 0 < ~1+6y <0} ja

B, Cc{(z,y):x>1—¢€1y <0}
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Tehdéaéan antiteesi: Osoitetaan, ettd on olemassa € > 0 ja jono (zp,yn) € Ap,
missa xp > —1 + €.
Koska (zp,,yn) € Dy, pétee

—yn +h < Vh*+ 1.
Arvioidaan yj:ta, kun —y, < Vh2+4+1—h:
lim VA2 4+1—h

h—oc0

VIZT 1+ h
i (VT - WL
W (VRZ+1+h)

1
= lim ———

hovoo VIZ 4 L+ h
— 0.

Koska joukko A on kompakti, se on my6s jonokompakti. Téll6in on olemassa
osajono (zn,yn), joka suppenee kohti pistetta (7,0) € A, kun & > —1+ € >
—1. Tamé on ristiriita sen oletuksen kanssa, ettd piste (—1,0) on joukon
A oikea adripiste. Ei siis voi 16ytya joukon A pistettd x-akselilta lahempéaé
nollaa kuin (—1,0). Siten kaikilla A > h,

Ap C{(zyy) rx < —1+4¢,y <0} ja

B, C{(z,y):x>1—¢€y <0}

Nyt lemman 4.3 nojalla 16ydetaan yksikasitteinen x(h) €] —e, €[ keskijoukosta
{A = B}.

Selvésti piste (—e, h) on ldhempéna joukkoa A ja vastaavasti piste (e, h)
on ldhempana joukkoa B, kun h > h,. Siten jokaisella h:n arvolla keskijoukko
{A=B}n{(z,h) :x € [-1,1],h > h} sisdltdid vain yksikésitteisen pisteen
(x(h),h). Kun h kiy lapi arvoja h > he, joukoksi {A = B} N{(z,h) : z €
[—1, 1]} muodostuu tasokéyré, jolle x €] — €, €[ ja h kasvaa rajatta. Talloin
muodostuva kayra ldhestyy asymptoottisesti daretonta. O]

Todistus lause j.1. Osoitetaan ensin, ettd téllaisia yksikasitteisia asyptoot-
tisia puolisuoria 1oydetaan kaksi. Osoitetaan sitten, ettd muita asymptootti-
suoria ei 16ydy, eli mikdén muu keskijoukon {A = B} osa ei karkaa aaretto-
maan.

Lemman 4.4 avulla voidaan osoittaa, etta téllaiset kaksi asymptoottis-
ta puolisuoraa on olemassa. Lemmassa 4.4 tarkasteltiin joukkoja vain yhden
tukisuoran [4 p suhteen ja loydettiin keskijoukoksi tasmalleen yksi asymp-
toottinen suora. Koska tiedetaédn, ettd joukoilla A ja B on kaksi yhteistd
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erillista tukisuoraa, jotka jattévait joukot A ja B samaan puolitasoon, 16yde-
tdan asymptoottisia puolisuoria kaksi.

Lauseen 1.7 nojalla keskijoukko ei sisalla mitdan muuta. Muodostuva kes-
kijoukko on yksiulotteinen monisto, joten se on homeomorfinen reaalisuoran
kanssa. [

4.2 Ellipsia muistuttavat keskijoukot

Lauseen 1.7 7i) -kohdan nojalla, kun joukot A, B C R? ovat erillisia, yhte-
naisia ja kompakteja joukkoja, ja konveksi joukko B on joukon A sisalld,
keskijoukko {A = B} on homeomorfinen ympyrin S* kanssa. Talléin voi-
daan ajatella, ettd muodostuva keskijoukko muistuttaa ellipsié, koska se on
suljettu toisen asteen kayra (Kuva 4.1).

4.3 Paraabelia muistuttavat keskijoukot

Paraabelit ovat aina kuperia. Paraabelin pisteet karkaavat mista tahansa pa-
raabelin pisteeseen piirretysta tukisuorasta, eli paraabelin tangenttisuorasta.
Sellaisia keskijoukkoja, joilla on téllainen ominaisuus, voidaan ajatella yleis-
tyksind paraabeleille. [11]

Tarkastellaan muodostuvaa keskijoukkoa, kun valitaan erilliset polttopis-
tejoukot A ja B, missd A on kompakti ja yhtendinen, ja B on rajoittamaton
suljettu joukko. Oletetaan lisiksi, ettd joukoilla A ja B ei ole yhteista tuki-
suoraa ja conv(B) ei leikkaa joukkoa A.

Kuva 4.6: Paraabelia muistuttava keskijoukko.

Lause 4.5 (Paraabeli). Olkoon A C R? yhtendinen, epatyhja kompakti jouk-
ko ja B erillinen suora. Tdlloin on olemassa R > 0 siten, ettd kaikilla R > R
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ja jokaisella joukon {A = B} N B(0, R)¢ tukisuoralla | pitee
Lim d(l, {A=B}n B(0,5)°) = co.

Todistus. Lauseen 1.7 nojalla joukko {A = B} on yksiulotteinen topologi-
nen monisto, eli se on lokaalisti homeomorfinen jonkin avoimen vélin kanssa.
Todistetaan ensin, etta keskijoukko {A = B} on jonkin jatkuvan funktion
graafi. Osoitetaan liséksi, etta keskijoukon pisteiden etaisyys x-akselista kas-
vaa nopeammin kuin mikdan lineaarinen funktio. Namé yhdesséi todistavat
sen, etta riittdvan kaukana tarkastellessa paraabelia muistuttavan keskijou-
kon pisteet karkaavat mista tahansa tukisuorasta darettomaan.

Siirron ja kierron avulla voidaan olettaa, ettd joukko B on z-akseli ja
joukko A sijaitsee x-akselin jakamassa ylemmaéssa puolitasossa.

Koska joukko A on kompakti, on olemassa 0 < m < M ja d > 0 siten,
etta

A C]—6,0[x|m, M|.

Liséksi voidaan olettaa, ettd y-akseli kulkee joukon A jonkin pisteen kautta.

Osoitetaan, ettd joukko {A = B} on jonkin jatkuvan funktion f : R — R
graafi ylla valitussa koordinaatistossa. Toisin sanoen, osoitetaan, etta

{A =B} ={(z,f(x) : € R},

misséd f: R — R on jatkuva funktio.
Olkoon z € R ja tarkastellaan ympyroita

S(z,y) ={(z,w) €R*: (z —2)" + (y — w)* = y*},

missd y > 0. Nyt S(z,0) = (z,0), jolloin S(x,0) N {A = B} = (. Toisaalta
jokin (0,w) € A ja yhtalslla 2%+ (y — w)? = y? on ainakin yksi ratkaisu, kun
y > 0, eli on olemassa y > 0 siten, ettd S(x,y) N{A = B} # (.

Erityisesti, koska joukko A on yhtenéinen, on olemassa yo € R siten, etta

d((x,y0), A) = yo.

Osoitetaan vield, ettd muita téllaisia ei ole vastaesimerkin avulla.
Antiteesi: On olemassa y; > yo > 0 siten, ettd d((z,y1), A) = y;. Télloin
patee

AC B((xvy0)7y0>c (46)
ja

AC B((xvyl)ayl)c' (47)
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Kuva 4.7: Lauseen 4.5 todistusta. Loytyy yo siten, etta d((x,yo), A) = yo-

Koska y; > yo > 0,
B((xvyO)vyO) C B((‘rvy1>7yl)
ja C C
B((JjayO))yO) ﬂB((x,yl),yl) :(I70)

Joukon A yhtendisyyden ja tiedon (4.6) nojalla on olemassa piste

(U,U) €AN B((x>y1>vy1) \ B(<x>y0)7y0)'

Tamé on kuitenkin ristiriita tiedon (4.7) kanssa. Siten joukko {A = B} on
jonkin funktion f : R — R graafi. Liséksi, koska {A = B} on topologinen
yksiulotteinen monisto, niin funktio f on jatkuva.

Osoitetaan vield, ettd edella méaariellyssa koordinaatistossa pisteiden (x,y) €
{A = B} etaisyys x-akselista kasvaa nopeammin kuin mikéén lineaarinen
funktio.

Olkoon (z,y) € {A = B}. Télloin

y* = d((2,y), B)®
= d((z,y), A)*
> (z=0)"+(y— M)’
=22 4+ 282 + 6% + y* — 2My + M?

kun z on suuri. Talloin

1
y > m(x2+25x—1—52+M2)
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ja yhtélon oikea puoli kasvaa nopeammin kuin C'z, mille tahansa C' > 0, kun
T — 00.

Siten riittavan kaukana tarkastellessa, muodostuvalla keskijoukolla on pa-
raabelin kupera ominaisuus. Keskijoukon pisteet karkaavat mistd tahansa
tukisuorasta, eli keskijoukon kuvaajan tangenttisuorasta,

lim d(l, {A = B} N B(0,5)") = oc.

]

Keskijoukolle péatee paraabelin kupera ominaisuus myo6s ilman oletusta,
ettd joukko B on suora. Olkoon A on yhtenéinen, epétyhja kompakti joukko
ja B on mika tahansa rajoittamaton suljettu joukko. Joukkoa B voidaan ra-
jata siten, etta joukosta saadaan kompakti ja rajoitettu. Talloin yksittéisella
joukon B osalla muodostuva keskijoukko joukon A kanssa muistuttaa hyper-
belia, eli sisdltaa kaksi asymptoottista puolisuoraa. Kun rajoitettua joukkoa
laajennetaan, muodostuvan keskijoukon asymptoottien kulmakerroin kasvaa
rajatta, jolloin keskijoukon pisteet karkaavat jokaisesta tukisuorasta. Télloin
patee paraabelin kupera ominaisuus. Toisaalta paraabeli saadaan myo6s kah-
den ympyran keskijoukkona, kun suora ajatellaan ympyrané, jonka sade on
aareton ja keskipiste on aarettoman kaukana.
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