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Tassa tutkielmassa tutustutaan moniulotteiseen Riemannin integraaliin ja
sen taustalla oleviin lauseisiin ja todistuksiin. Riemannin integraali saadaan
Darboux’n summien raja-arvona integrointivilin jakoa tihennettaessa, jos
raja-arvo on olemassa. Arkhimedes-Riemann lause esittelee Arkhimedeen ja-
kokokoelmat, joiden ominaisuus on, etta Darboux’n yla- ja alasummat sup-
penevat kohti samaa arvoa. Rajoitettu funktio on integroituva jos ja vain jos
silli on Arkhimedeen jakokokoelma. Arkhimedes-Riemann lause on térkeé
tutkielman muiden lauseiden todistamisen kannalta.

Joukon ollessa korkeampiulotteisen avaruuden osajoukko, joukon tutkimi-
seen tarvitaan n-ulotteisia véleja. Kun integroitava joukko on n-vali, voidaan
se jakaa pienemmiksi valeiksi. Yleisempi alue ei ole valmiiksi vili, joten siita
taytyy tehda véli nollajatkeen avulla. Nollajatke tarkoittaa, ettd funktio saa
arvon nolla kyseisen rajoitetun joukon ulkopuolella. Nollajatke ei muuta in-
tegraalin arvoa, koska funktion arvon ollessa nolla myo6s integraali on nolla.
Kuitenkin talloin my6s joukon reunan tutkiminen tulee tarpeelliseksi. Rajoi-
tettu joukko on Jordan-mitallinen, jos sen reunalla on nollasisalto eli reuna
ei ole liian paksu. Jatkuvat funktiot ovat integroituvia yli Jordan-alueiden,
koska Jordan-alueen reunalla on nollasisalto.

Fubinin lauseen avulla moniulotteinen integraali saadaan palautettua yk-
siulotteiseksi iteroimalla. Fubinin lause on tutkielman paéatulos. Fubinin lau-
seen avulla Riemannin integraalia voidaan hyddyntéa fysiikan ja muidenkin
alojen sovelluksissa. Esimerkiksi kappaleen massa saadaan integroimalla ti-
heyden funktiota kappaleen tilavuuden yli.
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Johdanto

Tassa pro gradu -tutkielmassa tutustutaan moniulotteiseen Riemannin inte-
graaliin. Tutkielman tavoitteena on laajentaa Riemannin integraalin méari-
telmé useamman muuttujan funktioille ja osoittaa, ettd néitd moniulotteisia
integraaleja voidaan laskea yhden muuttujan integraalin avulla.

Aluksi esitellaédn integraalin méaéritelméa. Yhden muuttujan funktiolle in-
tegraalia kasitelldan yleensa pinta-alana, joka jaid funktion kuvaajan ja z-ak-
selin valille. Integrointivali jaetaan osiin ja jakoa tihennetdan, kunnes muo-
dostuneiden suorakulmioiden ala vastaa funktion kuvaajan alle jadvia alaa
mahdollisimman hyvin. Moniulotteisessa tilanteessa pinta-alan sijaan saa-
tu integraalin arvo vastaa tilavuutta ja abstrakteja mittoja, joita kutsutaan
my0s sisalloksi.

Riemannin integraalissa jaetaan integrointialue pienemmiksi n-véleiksi.
Riemannin integraalin kanssa samankaltainen on Lebesguen integraali, jos-
sa kaytetdan yleisempia mitallisia joukkoja. Riemannin integraalia kaytetaan
monissa fysiikan sovelluksissa, kuten kolmiulotteisen kappaleen massan maé-
rittamisessa.

Tutkielman alussa maéaritellidn Darboux’n summat, joiden avulla saa-
daan integraalin arvo raja-arvona, kun jakoa tihennetaan. Esitellaan Fubinin
lauseen todistamista varten Arkhimedes-Riemann lause, jossa méaritelladn
Arkhimedeen jakokokoelmat. Arkhimedes-Riemann lausetta hyodynnetadn
my6s Darboux’n summien suppenemisen tutkimisessa. Lisdksi tarkastellaan
funktion jatkuvuuden ja integroituvuuden yhteyttd. Useamman muuttujan
tilanteessa tarvitaan nollajatke, jotta funktion integroituvuutta voidaan tut-
kia yleisemmissa alueissa.

Lisaksi tutustutaan Jordan-mitallisiin joukkoihin seka Jordanin nollasi-
saltoon ja alueisiin. Jordan-mitallisuudessa tutkitaan joukon reunaa. Kun
joukon reunalla on nollasisélto, voidaan reuna peittad airelliselld maéralla
avoimia véileja, joiden mittojen summa on niin pieni kuin halutaan. Tasta
seuraa, ettd Jordan-alueessa jatkuva funktio on integroituva. Jordanin nolla-
sisallolla tutkitaan myos epajatkuvuuspisteiden joukkoa. Jos epédjatkuvuus-
pisteiden joukolla on nollasisalto, epajatkuvuuskohdat eivat vaikuta integroi-
tuvuuteen.

Lopulta tutkielmassa paadytdan Fubinin lauseeseen, jossa moninkertai-
nen integraali voidaan jakaa alempiulotteisiksi integraaleiksi ja myos inte-
graalin integrointijarjestysta voidaan vaihtaa. Fubinin lausetta kaytettaesséa
integroitava alue jaetaan siivuihin suorakulmaisten sarmididen sijaan. Fubi-
nin lauseen avulla voidaan helpottaa esimerkiksi fysiikan laskuja.

Tutkielmassa esitelladan usein ensin kaksiulotteinen tilanne ymmartéami-
sen helpottamiseksi, silld kaksiulotteisia tilanteita voi mallintaa kuvilla. Sen



jalkeen kasitelladn useamman ulottuvuuden tilanne. Siirryttdesséd useamman
ulottuvuuden tilanteeseen etenkin integroitavan alueen reunan luonne rat-
kaisee.

Padasiallisena ldhteenéd tutkielman teossa on kaytetty Patrick M. Fitz-
patrickin kirjaa Advanced Calculus [3]. Toisena ldhteenéd on ollut Apostolin
Mathematical Analysis -kirja [2]. Robert A. Adamsin ja Christopher Essexin
Calculus A Complete Course [I] on kéytetty aiheen perusteiden ja yksin-
kertaisten tapausten hahmottamiseen. Kéasitteiden méarittelyssa on tarvittu
Tero Kilpeldisen [4] ja Juha Lehrbéackin [5] luentomonisteita. Yhdessé todis-
tuksessa on kdytetty apuna math.stackexchange-verkkosivustoa [6].



1 Integraalin maaritelma

Yhden muuttujan funktion f(x) tilanteessa tutkitaan tasoalueen alaa, jota
rajaa funktion kuvaaja, x-akseli ja suorat x = a ja x = b. Integrointialue on
siis véli [a, b]. Téssé tilanteessa integraali on yksinkertainen. Yksiulotteisessa
tilanteessa voidaan tehda jako seuraavasti: Olkoon a ja b reaalilukuja ja a < b.
Jos m on luonnollinen luku ja

a=x9 <11 <..<xy=0>0,

niin P, = {zo, ..., x,, } kutsutaan vélin [a, b] jaoksi. Jokaiselle indeksille m >
i > 0 jakopiste jaolle P, on x; ja jos m > i > 1 on vali [z;_1,2;] jaon P,
jakovéli. Yksinkertaisin jako vélille [a, b] on jako, jossa m = 1. Talloin jaossa
on kaksi jakopistettd xo = a ja 1 = b ja vain yksi jakovéli [a, b].

Tutkitaan nyt kahden muuttujan tilannetta, jossa integraali on kaksin-
kertainen. Kaksinkertaisessa integraalissa tutkitaan kolmiulotteisen alueen
tilavuutta, joka jaa zy-tasossa olevan integrointialueen ja kahden muuttujan
funktion f(x,y) muodostaman pinnan z = f(x,y) vélille.

1.1 Kaksinkertainen integraali ja suljettu suorakulmio

Kahden muuttujan funktion integraalin arvo on tilavuus. Tutkitaan ensin
tilannetta, jossa integrointialue D on suljettu suorakulmio, jonka reunat kul-
kevat xy-tason koordinaattiakseleiden suuntaisesti. Funktio f on rajoitettu
funktio alueessa D. Alue D koostuu pisteistéd (x,y), joille

a<x<b
ja
c<y<d.
Voidaan tehda jako P alueelle D, jolloin suorakulmiosta D muodostuu
pienempia suorakulmioita. Merkitaan
a=To <11 <..<xy=2"b
ja
c=Y <y <..<y,=d.

Olkoon jako z-suunnassa P, ja y-suunnassa F,. Namé jaot muodostavat ja-
kovalejé, jotka ovat suorakulmion mn sivuja. Jako P koostuu mn suorakul-
miosta, merkitadn niita R;;, missa 1 < i < m ja 1 < j < n. Suorakulmio



R;; sisaltaa pisteet (x,y), joissa x;-1 < & < x; ja y;—1 < y < y;. Néiden
pienempien suorakulmioiden R;; alat saadaan kaavasta

AAy = Az Ay = (v — 1) (Y — Y1)

ja suorakulmion halkaisija on

diam(Ry;) = /(Az)? + (Ay)2.
Jaon P normi on suurin suorakulmioiden R;; halkaisijoista eli
| P|| = max {diam(R;;) : 1 <i<m, 1 <j<n}.

Valitaan nyt mielivaltainen piste (x7;,y;;) jokaisesta suorakulmiosta Rj; ja
muodostetaan Riemannin summa

R(f,P)=2_> fla};y;) Ad.
i=1j=1

Tama on mn termin summa, yksi termi kustakin jaon suorakulmiosta. Jos
f(x3;,y355) = 0, termi vastaa suorakulmaisen sdrmion tilavuutta, joka saadaan
kertomalla pohjan R;; ala korkeudella eli funktion arvolla pisteessi (7}, y5;).
Jos f(x};,y5;) < 0, tilavuuden arvo huomioidaan negatiivisena. Riemannin
summa siis arvioi tilavuutta alueen D ja funktion f kuvaajan vélissa suo-
rakulmaisten sérmioiden avulla. Kaksinkertainen integraali funktiosta f yli
alueen D madritetdan raja-arvona Riemannin summista, jos raja-arvo on
olemassa kun ||P|| — 0 riippumatta pisteiden (7}, ;;) valinnasta.[I]

Epsilon-delta -méaaritelma kaksinkertaiselle integraalille esitellaan seuraa-
vassa maaritelméassa.

Maaritelma 1.1 (Kaksinkertainen integraali integrointialueena suo-
rakulmio). Rajoitettu funktio f : D — R on integroituva yli alueen D ja
silla on kaksinkertainen integraali

1= [[ fvaa

jos jokaisella € > 0 on olemassa 0. siten, ettd |R(f, P)—I| < € pétee jokaiselle
alueen D jaolle P, missé || P|| < 6, ja kaikille pisteiden (z7;,y;;) valinnoille
jaon P osasuorakulmioissa R;;.

Kun arvioidaan kaksinkertaista integraalia iteroimalla dA = dz - dy, joten
integroimisjarjestyksella voi olla merkitysta laskemisen helppouden kannalta.
Kappaleessa [7] kasitellian Fubinin lause, jossa palautetaan moniulotteiset
integraalit yksiulotteisiksi iteroinnin avulla.



1.2 Rajoitetun funktion Riemannin integraali kompak-
tilla valilla avaruudessa R"

Seuraavaksi kdydadn lapi integrointia kompaktin integrointialueen yli, joten
madritelladn ensin kompaktiuden késite.

Maiaritelma 1.2 (Kompakti joukko avaruudessa R"). Joukko S C R™
on kompakti jos ja vain jos jokainen joukon S avoin peite sisédltda aérellisen
osajoukon, joka peittdd myos joukon S. [2]

Lause 1.3. Olkoon S C R™. Tdlloin seuraavat vditteet ovat yhtdpitdvia.
(a) Joukko S on kompakti joukko.
(b) Joukko S on suljettu ja rajoitettu.

(c) Jokaisella joukon S darettomdlld osajoukolla on kasautumispiste jou-

kossa S.
(d) Joukko S on jonokompakti.

Joukko I C R™ on kompakti n-véli, jos se on muotoa
I=1I xIx..x In = {(l‘l, ,l’n) Ty € Ik},
missa I C R ovat suljettuja ja rajoitettuja vileja kaikilla k = 1,2, ..., n.[2]

Maaritelma 1.4. Olkoon I = I; x Iy x ... x I,, kompakti vali avaruudessa
R™. Jos Py on jako valilla I, C R, missa [ = [ag, bg], niin karteesinen tulo

P=P x..x P,

on jako vilille I. Jos jako P, jakaa mj; yksiulotteiseen osaviliin valin [y,
talloin jako P maarittaa vélin I yhdisteena mq...m,, kappaleesta valin I n-
ulotteisia osavéleja. Vélin I jako P’ on tiheampi kuin P, jos P C P’. Tama
tarkoittaa, ettd kaikki jaon P jakopisteet 10ytyvit myos jaosta P’. Kaikkien
vilin [ jakojen kokoelmaa merkitaén P(7).

Esitellaan lyhyesti mitan kasite. Mitan kasitetta tarvitaan esimerkiksi
Riemannin summassa. Yksiulotteisen vélin mitta on valin pituus eli p([a, b]) =
b—a. Rajoitetun n-ulotteisen valin mitalle, jota merkitadn pu, patee seuraavat
ominaisuudet. Jos jokainen valeisté I on rajoitettu, niin valin I n-ulotteinen
mitta saadaan yksiulotteisten mittojen tulona.

u(l) = p(lh) -~ p(ly).[2)
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Koska kyseessé on kertolasku, niin p(7) = 0, jos u(l) = 0 jollakin £.[2] Kun
mitta p(l;) = 0, se tarkoittaa, etta vali I, on vain yksittdinen piste.

Jos osavilit ovat n-ulotteisia, saadaan vélin I mitta osavalien [ mittojen
summana

p(I) = p(hh) + ...+ p(In),

koska m-vali I muodostettiin valien [ yhdisteena. Téalloin joukkojen yhdis-
teen mitta on nolla, jos jokaisen joukon mitta on nolla.[2]

Nollamittaisuus tarkoittaa sité, etta joukkoa peittavien osavalien mittojen
summa saadaan mielivaltaisen pieneksi. Yksittdisten pisteiden mitta on aina
nolla.

Maaritelma 1.5. Reaalilukujoukko .S on nollamittainen, jos jokaiselle € > 0
on olemassa numeroituva méaré avoimia valejé, jotka peittavit joukon S ja
naiden véilien mittojen summa on < e.

Jos avoimia vélejd merkitaan (ag, by), mééritelmén mukaan

S C U (aw, br)
k=1

ja

Z(bk — ak) < €.

k=1
Vastaavasti avaruuden R" osajoukko N on nollamittainen, jos kaikilla € >
0, joukko N voidaan peittda numeroituvalla méaralla n-ulotteisia valeja Iy,
joiden mittojen summa on < €. Valin pituuden sijaan kdytetadn n-ulotteisen
osavélin mittana (7).

Kun n-ulotteinen véli I on jaettu osavéleihin, valitaan jokaiselta osavalilta
I}, piste t; ja muodostetaan Riemannin summa osavilin mitasta u(l;) ja
funktion arvosta kyseisessé pisteessa.

Maaritelma 1.6. Olkoon f : I — R rajoitettu funktio kompaktilla valilla
I C R". Jos P on vilin I jako m osaviliin Iy,...,1,, ja jos piste t, € I,
kaikilla k = 1,2, ..., m, niin vastaava Riemannin summa on muotoa

R(FP) = 32 ()

Funktio f on Riemann-integroituva vélilla I, jos on olemassa reaaliluku T,
jolla on seuraava ominaisuus: Jokaisella € > 0 on olemassa valin I jako P,
siten, etta kaikille jakoa P, tihedmmille jaoille P patee

[R(f, P) = T| <e

8



kaikille Riemannin summille R(f, P). Kun sellainen luku 7" on olemassa, se
on yksikésitteisesti madritelty ja merkitaan

T:/I fdx:/lf(m)dx

tai

T = /1 flzr, oy xn)d(y, .oy ).

Talloin reaaliluku 7" on funktion f Riemannin integraali yli vélin [.[2]

1.3 Funktion nollajatke

Yhden muuttujan tapauksessa pétee, etté jos f on jatkuva vililla [a, b], niin
f on integroituva yli vélin [a, b]. Usean muuttujan funktion jatkuvuuden ja
integroituvuuden yhteyteen palataan luvussa [4]

Yhden muuttujan funktioita integroitaessa maarittelyalue on suljettu ja
rajoitettu véli. Useamman muuttujan funktion integrointiin tarvitaan nol-
lajatke, etta voidaan kayttad myos muunlaisia joukkoja maéaarittelyalueena.
Jos D on rajoitettu alue, sisaltyy se johonkin suorakulmioon R, jonka reu-
nat ovat koordinaattiakselien suuntaiset. Suorakulmion pisteissa, jotka eivét
ole alueessa D, funktion arvo on nolla. Tata laajennusta kutsutaan funktion
nollajatkeeksi. Seuraavassa maaritelmassa on kaksiulotteinen tilanne, jossa
on reaaliluvut x ja y.

Maéaritelmd 1.7. Olkoon [ rajoitettu ja madritelty alueessa D C R2. Ol-
koon f laajennus funktiolle f, niin ettd se on nollaa alueen D ulkopuolella.

Fz.y) = f(x,y) , jos (z,y) € D
few {0 , jos (z,y) € R\ D.

Jos f on integroituva yli suorakulmion R, sanotaan ettd f on integroituva
yli alueen D ja funktion f integraali yli alueeen D on

//D flz,y) dA = //R fla,y) dA]

Vaikka funktio f olisi jatkuva alueessa D, nollajatke f ei ole jatkuva
alueessa R ellei f(z,y) — 0 kun (z,y) ldhestyy alueen D reunaa. Tahén
liittyy alueen reunan Jordanin nollasisélto, josta lisdd kappaleessa [6]

Seuraavassa maaritelméssa x on n-ulotteinen vektori.



Maaritelma 1.8. Rajoitetulle osajoukolle D C R ja rajoitetulle funktiolle
[+ D — R, jos I on n-ulotteinen vili, joka siséltaé alueen D, maéritellaén
funktion f nollajatke f: I — R valilla [

s Jfx) ,josxeD
0 , josx eI\ D.[3

Seuraava lause voidaan perustella nollajatkeen avulla. Lauseen joukko D
on Jordanin alue. Luvussa I8 kéasitelldaan tarkemmin tamén lauseen kaltaisia
tuloksia.

Lause 1.9. Jos f on jatkuva suljetulla ja rajoitetulla alueella D, jonka reu-
na muodostuu dadrellisesta madrdstd siisteja kdayrid, niin integroitumisehto
toteutuu eli f on integroituva alueessa D.
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2 Darboux’n yla- ja alasummat

Integraalin arvoa voidaan arvioida Darboux’n summien avulla. Muodoste-
taan valille jako. Jos jakoa tihennettdessa summien arvot lahestyvat raja-
arvoa, niin tdma raja-arvo on funktion integraalin arvo kyseisen vélin yli.

2.1 Summat yksiulotteisessa tilanteessa

Oletetaan, etta funktio f : [a,b] — R on rajoitettu ja P = {x,...,x,} on
vélin [a, b] jako. Jokaiselle indeksille ¢ > 1 maaritellaan

{ m; = inf{f(z) : x € [x;_1, 7]}
M; = sup{f(x): x € [x;_1,x;]}.

Edelleen méaritellaan, ettd Darboux’n ala- ja ylasummat ovat
L(f, P) = > mi(zi — mi1)
U(f, P) = X Mi(w; — xi1). [3]

Darboux’n summissa otetaan funktion infimum tai supremum arvoja ja-
kovéliltd, kun taas Riemannin summissa otetaan jokin funktion arvo jakové-
lilta. Niinpa Riemannin summan arvot ovat Darboux’'n ala- ja ylasummien
vélissa

L(f,P) < R(f,P) <U(f,P).

Tamén takia voidaan kasitelld jatkossa vain Darboux’n summia. Darboux’'n
summien avulla voidaan maaritelld Riemannin integraali.

2.2 Riemannin ala- ja yldintegraali summien avulla

Maaritelma 2.1 (Ala- ja yldintegraali). Olkoon f maaritelty ja rajoitettu
funktio kompaktilla vélilla I C R™. Olkoon vélilld [ jako P, joka jakaa vélin
m osavaliin Iy, ..., I,, ja

my(f) =inf{f(x) :z € I}}
M (f) = sup{f(z) : = € I};}.

Talloin luvut .
L(P, f) = > mx(f)u(lx)
k=1
ja

U(P.f) = 30 Ml Dn()

11



ovat Darboux’n ala- ja ylasummia. Riemannin ala- ja ylaintegraali funktiolle
f yli valin I méaritellaan

/If dx = sup{L(P, f): P € P(I)}

ja B
/If dr = int{U(P, f): P € P(I)}.]

Maaritelma 2.2. Olkoon funktio f : I — R rajoitettu n-valilla I. Talloin
funktio f : I — R on integroituva vélilla I kunhan

J= 1

Talloin saadaan funktion integraaliksi

fi= b=y

Kuva 2.1: Harvempi jako

Kuten kuvista ja niahdaan jakoa tihentamaélla saadaan parempi
arvio funktion integraalin arvolle, koska ala- ja ylasummien arvot pisteessé
(z3;,y7;) ovat lahelld funktion arvoa kyseisessé pisteessd. Jakovilien madrdn
kasvaessa osavilien normi pienenee.
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Kuva 2.2: Tihennetty jako

Lemma 2.3 (Tihennyslemma). Oletetaan, etti funktio f : I — R on

rajoitettu ja ettd kompaktin vdilin I C R™ jako on P. Jos P* on jaon P
tihennys, niin patee

L(f,P) < L(f,P")
ja
U(f,pPr) <U(f,P).l9
Summat kahden muuttujan tilanteessa voidaan merkita mitan avulla

L(f, P) = X0 30 mi Qi)
U(f, P) =i Shoy Miji(Qy)).

13



3 Arkhimedes-Riemann lause

Arkhimedes-Riemann lauseen avulla voidaan osoittaa, ettd funktio on in-
tegroituva. Integroituvuuden todistamisessa tutkitaan Darboux’n ala-ja ylé-
summien suppenemista. Ei tarvitse kayttda funktion infimumia ja supremu-
mia. Téssd luvussa madritelladn Arkhimedeen jakokokoelmat. Arkhimedes-
Riemann lausetta kaytetadn myohemmin esimerkiksi lauseen todistuk-
sessa.

Lemma 3.1. Rajoitetulle funktiolle f : I — R ja vdlin I jaolle P pdtee

L s [r< [f2uip). (3.1)

Tastda seuraa epdayhtdalot

o< [1- [1<U0.P) - 10.P),

0<U(f.P) = [ f<U(fP) = L(f.P), (3.2)
ja
0< [ f=L(f.P) SUP) = L(, P). (3.3)

Todistus. Alaintegraali on ylaraja Darboux’n alasummille ja ylaintegraali on
alaraja Darbouxin ylasummille, joten saadaan epayhtalot

LP) < [ f
ja i
ﬁng@P)

Koska ala- ja ylaintegraalille patee

Jr< /1

saadaan epayhtalo (3.1)). Tamén epayhtalon avulla saadaan todistettua kolme
muuta vaitteen epayhtaloa. O

Lause 3.2 (Arkhimedes-Riemann lause). Olkoon I C R™ kompakti vili
ja f : I — R rajoitettu funktio. Funktio f on integroituva vdlilld I jos ja vain
jos on olemassa jono {P,,} vdlin I jakoja siten, ettd

lim [U(f, P) — L(f, Pn)] = 0. (3.4)

m—ro0
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Tillgin
Tim_ L(f, P) / f (3.5)
ja
Jlim U(f.Pa) = [ 113 (3.6)

Todistus. Oletetaan, ettd on olemassa jaot P, siten, ettd lauseen yhtalo pa-
tee. Kaytetddn lemmaa [3.1] Korvataan jako P jaolla P, lemman toisessa
epayhtélossa. Kaytetaan lauseen epéayhtéloa ja saadaan epayhtalod

0< [£= [£< Jm U P - LU R =0

Suppiloperiaatteen nojalla ala- ja ylaintegraali ovat yhté suuria. Niinpa funk-
tio f on integroituva valilla .

Toinen suunta: Oletetaan, ettd funktio f on integroituva vélilla . In-
tegroituvuuden méaritelméan mukaan tama tarkoittaa, ettd péatee yhtalo

Jo=hr= 1

Kiinnitetdan luonnollinen luku m. Alaintegraalin mééritelmén mukaan [; f
on pienin ylaraja funktion f Darboux’n alasummista. Niinpa luku

l/lf]—;,

joka on pienempi kuin [; f, ei ole tdimén kokoelman yliraja ja siksi on ole-
massa valin I jako P’ siten, etté

Lﬁd—;<LmP7

Niinpa oletuksen nojalla saadaan

[/If] —;L<L(f,P’).

Ylaintegraalille patee vastaava, joten on olemassa jako P” jolle pétee

Zﬂ+é

U(f,P") <
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Tihennyslemman [2.3] avulla ndhd&éan, ettd yhtalot patevat myos jaolle P,
joka sisaltad seké jaon P’ ettd P” jakopisteet. Niinpa voidaan sijoittaa yhtéa-
16ihin merkintd P,, merkintojen P’ ja P” tilalle. Saadaan yhtalo

frel -5 =

Suppiloperiaatteen nojalla tasta saadaan, etta

lim [U(f, P) — L(f, P)] = 0.

m—ro0

0<U(f,Pn)—L

Taytyy viela osoittaa sauraava: Jos funktio f on integroituva vélilla I ja
{P,,} on sellainen jakokokoelma, ettd yhtalo péatee, niin molemmat
Darboux’n summakokoelmat suppenevat kohti integraalin arvoa. Kun ({3.4])
pitee ja jako P korvataan jaolla P,, seka ala- ja yldintegraalit korvataan
integraalilla, saadaan epayhtalot ja (3.3) muotoon

0< lim U(f, Po) = [ f < Jim [U(f, Po) = L(F. P)] = 0
ja

0</f— lim L(f, Pp) < lim [U(f. P) = L(f. P)] = 0.

m—00

Néin voidaan tehdé, koska oletuksen mukaan funktio f on integroituva vélilla
I. Niinpé suppiloperiaatteen nojalla erotukset lahestyvat nollaa, kun m — co

ja saadaan yhtélot (3.5) ja (3.6]). ]

Seuraavaksi esitelladn méaritelma téllaisille jakokokoelmille, joille pétee
(3.4). Naita kutsutaan Arkhimedeen jakokoelmiksi.

Maaritelma 3.3. Olkoon funktio f : I — R rajoitettu. Olkoon jokaisel-
le luonnolliselle luvulle m jako P,, valilla I. Télloin jonoa {F,,} sanotaan
Arkihimedeen jakokokoelmaksi funktiolle f vélilla I jos

m—00

Arkhimedes-Riemann lause voidaan kirjoittaa toisin sanoin: Rajoitettu
funktio f valilld I on integroituva jos ja vain jos on olemassa Arkhimedeen
jakokokoelma funktiolle f vélilld I eli jokaiselle Arkhimedeen jakokokoel-
malle 16ytyy Darboux yla- ja alasummat, jotka suppenevat kohti funktion f
integraalin arvoa valilla .

Lause 3.4. Olkoon rajoitettu funktio f : I — R wdllla I C R™. Tdlloin
seuraavat vditteet ovat yhtdapitdvid
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(i) On olemassa Arkhimedeen jakokokoelma funktiolle f: I — R.
(it) Jokaiselle € > 0 on olemassa vdlin I jako P siten, ettd

U(f,P)—L(f,P)<€[3]

Arkimedes-Riemann lauseesta seuraa seuraava lemma.

Lemma 3.5. Olkoon funktio f : I — R integroituva. Tdlloin jokaiselle € > 0
on olemassa vdlin I jako P siten, ettd

U(f,P)-L(f,P) < €.
Seuraavaa lemmaa kaytetdan lauseen todistamisessa.

Lemma 3.6. Olkoon I C R™ kompakti vili ja funktio f : I — R rajoitettu
ja olkoon M > 0 siten, ettd

~M < f(z) < M

kaikille x € I. Olkoon P wdlin I jako, jolla on s kappaletta jakopisteita.
Olkoon P* mikd tahansa toinen vdlin I jako. Tdlléin

missi E = 2sM diam (1) P*||.
Todistus. Olkoon n-vélit @); jaon P* osavaleja. Olkoon 1 < i <n ja

M; = sup{f(z) : x € Q;}.

Talloin M; < M kaikilla 1 < i < n. Olkoon € niiden indeksien 7 joukko, joille
vali @Q; leikkaa useampaa jaon P vélia. Talloin jonkun jaon P jakopisteen z
koordinaatti z; kuuluu vélin @); koordinaattivalille j. Naiden vélien mittojen

summa on korkeintaan
s diam ()" |[ P,

missd s on jaon P jakovalien lukumaéréd. Téasta seuraa normin méaaritelméan
nojalla ylasummille

S Migu(Q:) < M diam(1)"| P (3.7)

ice
ja vastaavasti alasummille

> mipu(Q;) > —Msdiam(1)" || P (3.8)

1€C
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Tasta seuraa

> (M — my)pu(Q;) < 2sM diam (1) || P*||. (3.9)

i€C

Indekseille i ¢ € vali Q; siséltyy kokonaan johonkin jaon P jakovéliin, misté
seuraa

i¢e
Téssa jako P’ sisaltda seka jaon P* etta jaon P jakopisteet eli jako P’ on
niiden yhteinen tihennys ja saadaan tihennyslemman [2.3]epayhtaloiden avulla

i¢C

Yhdistamalla (3.9)) ja (3.10) saadaan
U(f. P*) = L(f, P*) S U(f, P) = L(f, P) + 2sM diam(I)"~"[| P*]].
[31[6] O

Lause 3.7 (Darboux’n summan suppeneminen). Olkoon n-ulotteinen
vali I ja oletetaan, ettd funktio f : I — R on integroituva. Olkoon jono { P}
valin I jakokokoelma. Jos

Tim_ [Pl =0, .11
niin {P,,} on Arkhimedeen kokoelma funktiolle f : I — R ja siksi
Jim_ L(f, P.,) /f (3.12)
ja
Jim_U(f, P) /f E (3.13)

Todistus. Oletetaan, ettd funktio f on integroituva valilla /. Olkoon {F,,}
miké tahansa valin [ jakokokoelma, jolle patee . Osoitetaan, etta talloin
pétee . Valitaan suppenemisen maéritelman nojalla € > 0 ja osoitetaan,
ettd on olemassa indeksi N siten, etté

0 <U(f, Py) — L(f, Py) < ¢ (3.14)

jos m > N. Koska § > 0, lemman nojalla voidaan valita valin I jako P
siten, etta

U(f,P)—L(f,P)<§.
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Olkoon s jakopisteiden lukuméaré jaossa P ja M > 0 siten, etté
M < f(z) <M

kaikille € I. Lemman [3.6] nojalla voidaan korvata jako P* jaolla P, ja
jokaiselle indeksille m patee

U(f,Pn) — L(f,Pyn) <U(f,P)— L(f,P) + Ep,
missi E,, = 2sM diam (/)" || P, ||. Niinpé jokaiselle indeksille m > N pitee

3.15
< g + [25M diam (1)1 P[] (8.15)

Oletuksen mukaan
Jim_ [Pl =0

Koska 2s, M, diam(I)"~! ja n ovat vakioita, saadaan
lim [2sM diam ()" || P, |l] =
Niinpa voidaan valita indeksi IV siten, etta

0 < 2sM diam(1)" || P, < %

kaikille m > N. Yhtélon (3.15) avulla myos epayhtéalo (3.14]) patee kaikilla
indekseilld m > N. Niinpé jakokokoelma {P,,} on Arkhimedeen jakokokoel-

ma vélille I ja Arkhimedes-Riemann lauseen nojalla yhtalot (3.12) ja
(3.13) patevit. O

Seuraavassa lauseessa sivutaan Riemannin summien suppenemista ja voi-
daan todeta, etté tulos on sama kuin Darboux’n summien suppenemisella.

Lause 3.8 (Riemannin summan suppeneminen). Oletetaan, ettd funk-
tio f . I — R on integroituva. Jokaiselle luonnolliselle luvulle m, olkoon P,
n-ulotteisen vilin I jako ja olkoon R(f, P,,) vastaava Riemannin summa. Jos

lim ||P,| =0,
m—00

nim
Y R/ P Zn) = [ 1,

missa Z,, on valitut pisteet zq, 2o, ..., 2ps jaosta P.
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Todistus. Kaikilla indekseilla m péatee
L(f,Py) < R(f, P, Zn) <U(f, Pn).
Darboux’n summien suppenemisen lauseen mukaan
S L0 o) = [ S

ja
hm U(f, Py /f

Niinpa saadaan
/f— lim L(f, Py) < lim R(f, Pn,Zm) < h_{ﬂ U(f7Pm>:/f'
m—00 I

m— o0 m—o0

Suppiloperiaatteen nojalla véite pétee.
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4 Funktion jatkuvuus ja integroituvuus

Tasséd luvussa osoitetaan, ettd jatkuva funktio on integroituva kompaktilla
valilla. Maaritelladn ensin funktion jatkuvuus kahdella tavalla.
Epsilon-delta -maéaritelma jatkuvuudelle:

Maaritelma 4.1. Olkoon I C R” ja funktio f : I — R™. Funktio f on
jatkuva pisteessa xg € I, jos jokaiselle € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etté

|f(x) = flzo)| <€
aina kun z € I ja |z — xo| < 0.[4]
Vastaava jatkuvuuden maéritelméa raja-arvon avulla.

Maaritelma 4.2. Funktio on jatkuva kohdassa x = x, jos funktiolla on
raja-arvo kohdassa x = xg, funktio on maéaritelty kyseisessé kohdassa ja
funktion raja-arvo on sama kuin funktion arvo kohdassa x = zq eli

lim f(x) = f(xo)-

Tr—T0

Seuraavaksi esitellian tasainen jatkuvuus. Jatkuvuuden méaritelméssa o
saa riippua muuttujasta x. Tasaisen jatkuvuuden méaritelméassa on sama o
joka kohdassa.

Lemma 4.3. Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva kompaktilla valilla I. Jo-
kaiselle € > 0 on olemassa luku 0. > 0 siten, ettd

[f (@) = flzo)| <e,

kun z ja xo kuuluvat vélille I ja niille pitee |x — x| < O, toisin sanoen
funktio f on tasaisesti jatkuva vdlilld I.

Seuraus 4.4. Olkoon f : I — R jatkuva funktio n-vdlilld. Tdlloin funktiolla
on minimi- ja maksimiarvo.

Lause 4.5. Jatkuva funktio f : I — R on kompaktilla n-ulotteisella vdlilld
integroituva. [3]

Tamé lause perustuu jatkuvan funktion perustuloksiin, ettd jatkuvalla
funktiolla on kompaktilla vélilld minimi- ja maksimiarvo ja funktio on tasai-
sesti jatkuva. Seurauksen ja lemman avulla voidaan laajentaa lause
koskemaan myos n-vélejé.
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Lemma 4.6. Olkoon funktio f : I — R jatkuva n-ulotteisella kompaktilla
valilla I. Olkoon P wvdlin I jako. Tdlloin on olemassa valin I pisteet u ja v,
jotka ovat jaon P samalla jakovdlilld ja joille pdtee

0 <U(f, P) = L(f, P) < [f(u) = f(0)]p(]).

Todistus. Olkoon J C I vali jaossa P eli jako P koostuu véleista I, I, ..., Iy.
Funktio f on jatkuva, joten seurauksen [4.4 nojalla funktio saavuttaa minimi-
ja maksimiarvonsa valilla J. Tamé tarkoittaa, ettd vélilla J on pisteet u(.J)
ja v(J) siten, ettd

fo(J)) =m(f,J) = mnf{f(z) -z € J}
ja
fu(J)) = M(f,J) = sup{f(z): =z € J}.

Koska jaossa P on aarellinen méaré n-véleja, voidaan valita vali J* jaosta P
siten, etta

ja madritellddn u = u(J*) ja v = v(J*). Télloin saadaan, ettd
kaikille J € P. Siksi pétee

U(f,P) = L(f, P) = >_[M(Ix) — m(Iy) (1)

]

Lause 4.7. Olkoon funktio f : I — R jatkuva n-ulotteisella valilld I. Tdlloin
funktio f on integroituva valilld I.

Todistus. Kaytetaan Arkhimedes-Riemann lausetta. Olkoon { P} vélin I ja-
kokokoelma siten, etta
k—o0
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Néytetdan, ettd jono { P;} on funktion f Arkhimedeen jakokokoelma n-ulot-
teisella valilla /. Lemman [4.6| nojalla voidaan valita jokaiselle indeksille k
jaon P, saman jakovalin pisteet uy ja vy, joille pétee

0 < U(f, Pe) = L(f, Pr) < [f(ue) — f(o)]pe(D). (4.1)
Koska uy ja vy kuuluvat jollekin jaon P vélille, saadaan epayhtalo
dist(uk,vk) S ||Pk”

Pisteiden uy ja v etdisyys on siis korkeintaan jakovélin halkaisijan maksi-
miarvon suuruinen. Raja-arvon ja epayhtéalon nojalla {ug } ja {vg} ovat jonoja
n-ulotteisella valilla I, joille patee

]}Lrglo dist(ug, vg) = 0.

Lemman [4.3 nojalla jatkuva funktio on n-ulotteisella valilla tasaisesti jatku-
va. Tasaisesti jatkuvien funktioiden arvot pisteissa lahestyvat toisiaan, kun
pisteet lahestyvét toisiaan. Niinpad saadaan

lim [f(ug) — f(v)] = 0.

k—o0

Kun yhdistetadn tama raja-arvo ja (4.1]) saadaan epayhtalo
0< lim U(f, Pr) — L(f. Px) < kh_glo[f(uk) — f(vR)]p(l) = 0.

Niinpé jono {P:} on Arkhimedeen jakokokoelma vélilla I. Arkhimedes-Rie-
mann lauseen nojalla funktio f on télloin integroituva valilla 7. [3] [l

Lause 4.8. Olkoon funktio f madritelty ja rajoitettu kompaktilla valilla I C
R™. Tdalloin funktio f on integroituva vdlilla I jos ja vain jos funktion epd-
jatkuvuuskohtien joukon mitta on nolla.

Todistus sivuutetaan. Todistus 16ytyy lahteestd [2], tarkemmin se on
lauseen 7.48 todistus.
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5 Jordan-mitalliset joukot

Jordan-mitallisten joukkojen avulla saadaan tutkittua moniulotteista Rie-
mannin integraalia yleisemmissa alueissa, jotka eivét ole valeja. Jordan-mi-
tallisuuden avulla alueista saadaan muodostettua vélejéa. Taméan takia tutus-
tumme joukon reunan méaaritelméadn ja funktion kayttdytymiseen reunalla.
2]

Maaritelma 5.1 (Sisdpiste). Piste x € A on joukon A sisépiste, jos on
olemassa r > 0 siten, ettd z-keskinen r-séteinen n-pallo B(x,r) C A. [5]

Maaritelmé 5.2 (Joukon reuna). Olkoon S C R™ rajoitettu joukko. Pis-
te x € R™ on joukon S reunapiste jos jokainen x-keskinen n-pallo siséltaé
pisteen sekd joukosta S ettd joukon S komplementista eli joukosta R™ \ S.
Naiden kaikkien reunapisteiden kokoelmaa kutsutaan joukon S reunaksi ja
sitd merkitaan 0S.[2]

Maaritelma 5.3. Olkoon S kompaktin véilin I C R™ osajoukko. Jokaiselle
vilin [ jaolle P maaritelladn valin osavélien mittojen summa J(P,S), jotka
sisaltavit vain joukon S sisipisteitd, ja olkoon J(P, S) niiden jaon P osavilien
mittojen summa, jotka sisaltavat sisapisteiden liséksi joukon S reunapisteita.
Talloin n-ulotteiset Jordanin sisa- ja ulkosiséllot joukolle S ovat

c(S) =sup{J(P,S): P € P(I)}
¢(S) =inf{J(P,S): P e P(I)}.

Joukko S on Jordan-mitallinen jos ¢(S) = ¢(S). Tété arvoa kutsutaan joukon
S Jordanin sisilloksi, merkitédén ¢(S).

Joukolla S on nollasisélto, jos ¢(S) = ¢(S) = 0. Télléin jokaisella € > 0
joukko S voidaan peittaé aarellisella méarélla véleja, joiden mittojen summa
on < €. Jokainen joukko, joka on nollasisiltéinen on myos nollamittainen,
mutta ei toisinpain.

Esimerkki 5.4. Tutkitaan rationaalilukuja véalilla I = [0, 1] eli olkoon S =
Q N [0, 1]. Rationaalilukujen joukolla S ei ole sisapisteité, koska ei ole ole-
masssa sellaista véilia, joka sisaltaisi pelkkid rationaalilukuja. Niinpa kaikki
valin [0, 1] pisteet ovat reunapisteitd. Niinpa J(P, S) = 0 kaikille P € P(I) ja
siten ¢(S) = 0. Tarvitaan kaikki jaon P € P(I) vilit peittdmadn joukko S ja
sen reuna 0S5 eli suljettu véli [0, 1]. Niinpa niiden yhteismitta on vihintdén
yksi eli J(P,S) > 1 kaikille P € P(I) ja infimumin médritelmin mukaan saa-
daan ulkosisalloksi ¢(S) = 1. Lopputulokseksi saadaan, ettd joukko S ei ole
Jordan-mitallinen. Rationaalilukujen joukko on siis nollamittainen, mutta ei
nollasisaltoinen.

24



Jokainen kompakti vili ) on Jordan-mitallinen ja sen sisélté ¢(Q) on yh-
ta suuri kuin sen mitta p(Q). Jordanin siséltéd sanotaan kaksiulotteisessa
tilanteessa alaksi ¢(S) ja kolmiulotteisessa tilanteessa joukon S tilavuudeksi.
Téssé tapauksessa J(P,S) ja J(P,S) arvioivat alaa joukon S sisi- ja ulko-
puolella. Rajoitetulla joukolla on Jordanin sisélto jos ja vain jos reuna ei ole
liian paksu.

Lause 5.5. Olkoon S C R"™ rajoitettu joukko ja merkitdin sen reunaa OS.
Tdlloin
¢(0S) =¢(S) — ().

Joukko S on Jordan-mitallinen jos ja vain jos reunalla S on nollasisdlté.

Todistus. Olkoon I kompakti vili, joka sisdltaé joukon S ja reunan 9S. Tél-
16in jokaiselle vélin I jaolle P patee

J(P,8S) = J(P,S) — J(P,S).

Tasta johtuen
J(P,0S) > ¢(S) — c(9)
ja
¢(0S) > ¢(S) — c(9).

Yhtasuuruus on tosi kun todistetaan viela epayhtilod toiseen suuntaan. Ol-
koon e > 0. Valitaan valin [ jako P; siten, ettd patee

T(Pr, S) < ¢(S) +¢/2

ja jako Ps siten, etta
J(P2,S) > c(S) —€/2.

Olkoon jako P, joka sisaltda jakojen P; ja P, jakopisteet. Koska jaon tihen-
taminen kasvattaa sisisummaa J ja pienentdd ulkosummaa J, saadaan

¢(08) < J(P,0S) = J(P,S)=J(P,S) < J(P1,5)=J(P,,S) <¢(S)—c(S)+e.
Koska ¢ on mielivaltainen, saadaan
¢(095) <e(S) — c(S).

Niinpéa lauseen yhtésuurus patee.[2] O
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6 Joukon Jordanin nollasisalto

Seuraavaksi esitelladn vaihtoehtoinen méaaritelma Jordanin nollasisillolle.

Maaritelma 6.1. Rajoitetulla osajoukolla S C R"™ sanotaan olevan Jordanin
nollasisaltd jos jokaisella € > 0 on &dérellinen kokoelma F = {I, I, ..., I, }
n-ulotteisia véleja, jotka peittavat joukon S ja nédiden n-ulotteisten vélien
mittojen summa on alle e. Toisin sanoen

scUi
j=1
ja

Soully) < e

Seuraavassa lauseessa palataan funktion epajatkuvuuden ja integroi-
tuvuuden yhteyteen Jordanin nollasisallon avulla. Esitelldaan kuitenkin ensin
lause [6.2} silld lause [6.3| on sen laajennus, koska valin reunalla on Jordanin
nollasisalto.

Lause 6.2. Olkoon n-vili I C R™. Olkoon rajoitettu funktio f : I — R
jatkuva valin I sisdpisteissda. Tdalloin funktio f: I — R on integroituva.

Lause 6.3. Olkoon rajoitettu funktio f : I — R wvdlilla I € R™. Jos funk-
tion f : I — R epdjatkuvuuspisteiden joukolla on Jordanin nollasisdltsé, niin
funktio f on integroituva vdlilld I.

Todistus. Kaytetdén apuna Arkhimedes-Riemann lauseen [3.2] ja Lauseen
toista kohtaa. Olkoon € > 0. On olemassa valin I jako P siten, etta yla- ja
alasumman erotus on < e. Koska funktio f : I — R on rajoitettu, voidaan
valita funktion arvojen itseisarvoille ylaraja kaikilla z € I. Merkitdan funk-
tion f epajatkuvuuspisteiden joukkoa vélilla I joukolla D. Joukolla D on
oletuksen mukaan Jordanin nollasisélto. Voidaan valita darellinen kokoelma
F={6,1,..,1I,} C I n-ulotteisia vileji, jotka peittavit joukon D ja joiden
mittojen summa on < ;57, missé M on mainittu yléraja.

Maaritellaén jokaiselle indeksille 1 < 7 < n yksiulotteinen jako P;, niin et-
ta esimerkiksi P; koostuu kokoelman F valien x;-suuntaisten koordinaattivé-
lien padtepisteista ja muut jaot vastaavasti. Olkoon P = (Py, Py, ..., P,). Jo-
kainen kokoelman J n-véli on yhdiste jaon P n-valeistéd. Jaetaan jako P niin,
etta niita jakovileja, jotka kuuluvat kokoelman JF viliin merkitaan Ji, ..., J;
ja niité, jotka eivat Jy, ..., J,,. Koska kokoelman J n-vilien mittojen summa
on < ;37 eli

! . ¢
> () < M

i=1
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ja valittiin ylaraja M, saadaan

l

DML, T7) = m(f, IN)(J7) < 3 2M - pu(J7) <

i=1 i=1

DO

Toisaalta, koska n-vilien kokoelma {J;, ..., J;'} peittdd joukon D, jokaiselle
indeksille 1 < ¢ < m pétee, ettd funktio f : J; — R on jatkuva vilin J;
sisapisteissa. Niinpa lauseen [6.2] nojalla funktio f : J; — R on integroitu-

va. Talloin Arkhimedes-Riemann lauseen ja Lauseen toisen kohdan
nojalla voidaan valita jako P; valilta J; siten, etta
€

Olkoon jako P* jaon P sellainen tiehennys, joka antaa kaikille indekseille
1 <4 <m vilin J; jaon P; tihennyksen. Talloin tihennyslemman [2.3] nojalla
saadaan

m

U(f, P*) = L(f, P") < E[M(f, J7) = m(f, I () + X _[U(f, P) — L(f, P;)]

i=1

Niinpé funktio f on integroituva valilla . O
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7 Fubinin lause

Fubinin lauseen avulla moniulotteiset integraalit saadaan palautettua yksiu-
lotteisiksi iteroiduiksi integraaleiksi. Iteroitujen integraalien jarjestysta voi-
daan myos vaihtaa laskemisen helpottamiseksi. Iterointi tarkoittaa laskutoi-
mituksen toistamista.

7.1 Fubinin lause tasossa

Lause 7.1 (Fubinin lause tasossa). Oletetaan, ettd kahden muuttujan
funktio f : I — R on integroituva, missi I = [a,b] X [c,d] on vili tasossa R
Magdritellian jokaiselle pisteelle x valiltd [a,b] funktio F, : [c,d] — R siten,
etti Fp(y) = f(x,y) jokaiselle y vdliltd [c,d]. Oletetaan, etti F, : [c,d] - R
on integroituva kaikille x € [a,b] ja mddritellidn

A@) = [ vy (r.)

Talloin funktio A : [a,b] — R on integroituva, ja integraali valin I yli voidaan
esittdad kahden integraalin yhdistelmdand, joissa integroidaan muuttujien x ja
y suhteen seuraavasti

/]f:/abA(x)da::/: [/Cdf(x,y)dy] dz. (7.2)

Todistus. Lauseen todistamista varten naytetdan, ettd Darboux’n summien
epayhtalot patevat funktiolle f : I — R ja A : [a,b] — R jokaiselle jaolle

Téssa P, on valin jako [a,b] ja Py vélin [c,d] jako. Koska f on integroi-
tuva vélilla I, voidaan Arkhimedes-Riemann lauseen nojalla valita va-
lille I Arkhimedeen jakokoelman jono {P.}. Jokaiselle indeksille k£ on jako
P, = (P}, P?). Epéayhtilosta seuraa, ettd jono { P!} on Arkhimedeen ja-
kokokoelma funktiolle A vélilla [a, b]. Funktio A on myos integroituva valilla
[a, b], joten Darboux’n summien jakoa tihennetéén, niiden arvot suppenene-
vat kohti funktion integraalin arvoa. Niinpa Integraali voidaan iteroida.

Osoitetaan, ettd epiyhtild pitdd paikkansa. Olkoon P = (P!, P?) vilin
I jako, siten ettd P! = {xo,...,2,,} on vilin [a,b] jako ja P? = {y1,...,u}
on vilin [e,d] jako. Naistd saadaan indeksiparit {ij}, missd 1 < i < m ja
1 < j < [. Maaritelldan

mi; = inf{f(z,y) : (z,y) € [Ti-1, 2] X [yj-1,9;]},
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ja
m; = inf{A(x) : x € [z;_1, 2]}
Talloin Darboux’n summan méaritelmén nojalla saadaan alasummaksi

m

L(f, P) =3 > mij(zi —xi1)(y; — yj—1)
i=1j=1
ja x-suunnassa
L(A, Pl) = Zm,(mz — l’i_1>.
i=1

Kiinnitetdén indeksi ¢ ja kiinnitetdén sitten x vélilta [x;_;, z;]. Talloin jokai-
selle indeksille 5 patee
flx,y) = my

kaikilla pisteilld y véliltd [y;_q,y;]. Funktioiden integraalien monotonisuuso-
minaisuuden avulla saadaan

Yj
f(x,y)dy > mi(y; — yj-1)-

Yj—1

Kéaydaéan jokainen indeksi j lapi ja summataan integraalit yhteen, niin saa-
daan funktion additiivisuudesta johtuen

d l
[ty dy = Y migty; — i),
C ]:1

Koska tama epéyhtalod patee jokaiselle pisteelle x € [x;_1, z;], infimumin m;
madritelmésta seuraa, etta

MN

m; > M (Y5 — Yj—1)-

1

.
Il

Kerrotaan tamé epayhtalé ensin termilld (z; — z;_1) ja summataan yli kaik-
kien indeksien ¢. Téll6in saadaan epayhtalo

m

Zmi(xi — i) > Z M (2, — 2i-1)(Y; — Yj—1)

i=1 i=1j=1

—

eli
L(A, P) > L(f, P).

Samalla tavalla saadaan todistettua vastaava ylasummille. Yldsummien ta-
pauksessa epayhtalot kdantyvat toisin pain. Véitteen keskimmainen epayhta-
16 on aina tosi, koska alasummassa valin pituutta kerrotaan pienemmalla tai
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yhtasuurella luvulla kuin ylasummassa. Niinpa epayhtalo on todistettu.
Jakoa tihennettaessd suppiloperiaatteen mukaisesti summien arvot lahesty-
vét kohti samaa arvoa. Niinpa A on integroituva ja sen arvo on sama kuin
funktion f integraalin arvo. [3] O

Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettéa

fi#tear=["] [ ey ay

kunhan sopivat oletukset ovat voimassa eli oletetaan, ettd funktio f : I — R
on integroituva. Mééritelldén jokaiselle pisteelle y valiltd [a, b] funktio F :
[a,b] — Rsiten, etta Fy,(z) = f(z,y) jokaiselle = valilta [a, b]. Oletetaan, etta
F, : [a,b] — R on integroituva kaikille y € [c, d] ja mééritelldan

A@w) = [ ey dy (7.4

Talloin saadaan

[r=["Awa=[ Mf(a:,y) dx] dy. (7.5)

Olkoon D alue, jota rajoittavat funktiot y = c¢(x) ja y = d(x) seka vakio-
funktiot * = a ja x = b. missd ¢ : [a,b] — R ja d : [a,b] — R ovat jatkuvia
funktioita ja c(z) < d(z) kaikilla x € [a,b]. Integraalin avulla voidaan tut-
kia tilavuutta, joka jaa ndiden funktioiden, xy-tason ja pinnan z = f(x,y)
sisalle. Siivun ala on

(z)
Aw) = [ faiy

Kaksinkertainen integraali saadaan muodostettua summaamalla téllaisten
siivujen tilavuuksia. Siivujen paksuus on dz valilla x = a ja x = b eli

J[ swaa= [ e = /b< [ f(a:,;,)dy)dx,

Kun kyseessa on y-yksinkertainen tilanne, ovat nama siivut x-akselia vastaan
kohtisuorassa. Talloin sisaintegraalissa x on vakio.

Maaritelma 7.2. Alue xy-tasossa on y-yksinkertainen, jos se on rajoitet-
tu kahdella pystysuoralla suoralla * = a ja = b ja kahdella jatkuvalla
kuvaajaalla y = ¢(z) ja y = d(x). Suorat ovat y-akselin suuntaiset.
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Lause 7.3. Jos f(x,y) on jatkuva rajoitetulla y-yksinkertaisella alueella D,
jossa a < x <bjac(x) <y <d(x), niin kaksinkertainen integraali on

[, rwia= [ e = [( [ fienan)ae

Esimerkki 7.4. Fubinin lauseen nojalla seuraavista integraaleista saa-
daan sama tulos vaikka integrointijarjestystd vaihdetaan. Integrointirajat
muutetaan jarjestyksen mukaan sopiviksi. Uloimman intgraalin rajat ovat
vakioita.

U e wedu= L[ nafae- G

Ensimmaisen integraalin laskeminen.

[ e nada

N\
-
1

33 3
=%;—§y+vqj5y+§dy

Paadytaan ongelmalliseen tilanteeseen, joten kokeillaan vaihtaa integrointi-
jarjestysta. Jalkimmaéisen integraalin laskeminen on helpompaa, koska siina
ei tule integroitavaksi neliGjuurta.

[ e nae
e

2
:/ ;x4—x3—4x2—|—4x+8dx
1

2

1
5:132 + zy dy

1
xy + §y2 dx

1 1 4
= 110&:5 — Z:c4 — §x3 + 222 + 8x

241
=50
Kuvassa [7.1] on esimerkin integraalin integrointialue. Nyt integrointialu-
eena on D, jossa 1 <z < 2jac(r) =0<y <d(z)=4— 2% Voidaan myds
merKkité

D={(z,y) eR*:1<2<20<y<4-—2%}
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Kuva 7.1: Esimerkin integrointialue

7.2 Fubinin lause n-ulotteisessa tilanteessa
Aiemmin kisiteltiin kaksiulotteinen tilanne, jossa m = 1 ja k = 1 eli R2,
Lause 7.5. Oletetaan, ettd funktio f : I — R on integroituva, kun

I'=1,x1I,=1 x..x1I,XIn X..X Iy
on n-vili avaruudessa R™* eli

I=1,x1I,CR"™ xR
Jokaiselle pisteelle x € I, mddritellddn funktio F, : I, — R
Fo(y) = f(z,y)

kun y € I,. Oletetaan, ettd funktio F, : I, — R on integroituva kaikille
x € I, ja madritelldan

Az) = : f(x,y)dy.

Talléin funktio A : I, — R on integroituva ja

/If:/IZA(:c)d:c:/lz [/I

Y

f(z, y)dy] dz.[3]

Todistus. Olkoon P vélin I jako, joka muodostuu n-valeista @);;. Talloin vali
I C R™"* saadaan yhdisteend vileistd Q;; eli

I= U Qij,

i=1j=1
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missa

Qij = Qi x Q; C R™ x R¥.

Darboux’n summien perusteella tiedetdén, etté

L(f.P) < [ f <U(.P).

Lauseen todistamiseksi siis riittad osoittaa, etté

fi7= [ Awar= [ | [ senaas

Tiedetdan, etta integraalin arvo on yksikésitteinen luku Darboux'n ala- ja
ylasummien L(f, P) ja U(f, P) vililta jokaisella jaolla P. Osoitetaan, etta
tdma patee myos iteroidulle integraalille eli yhtalon oikealle puolelle. Olkoon

mi; = 1nf{f(x,y) : (ff,y) € Qij}7
ja

M;; = sup{f(x,y) : (z,y) € Qu}.
Tiedetédén, etta funktion arvoille alueessa @);; patee

ms; < f(z,y) < M;;

kaikilla y € Q; C I, C R* eli funktion arvo on infimumin ja supremumin
valilla. Integroidaan muuttujan y suhteen yli vélin ); ja saadaan

mign(Q) < [ () dy < Myp(@Q;).

Kiinnitetdan x ja kdydaan lapi kaikki indeksit j summaamalla integraalien
arvot. Télloin saadaan

l l l
> miu(Q;) < Z/ fla,y)dy <7 Miu(Qy),
j=1 j=174 =1

koska jokaisella indeksilla j epayhtélo pétee, integraalin additiivisuuden no-
jalla epayhtalo péatee myos summille. Nyt summaa integraaleista yli alueen
Q; tarkoittaa samaa kuin integraali yli alueen I,

l l
S m(Q) < [ Fay)dy < 3 Mign(Q,),
j=1 Y 7=1
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Tama pitda paikkansa kaikille xz € @);. Integroidaan yli véilin @); ja saadaan

/meucg] dx</ (/ :cydy)dx</ ZMUMQJ)

Infimum ja supremum ovat muuttujan x suhteen vakioita, joten ne voidaan
ottaa integraalin ulkopuolelle. Integraalin arvoksi tulee mitta ;(Q;;) ja saa-
daan epayhtaldo muotoon

l l
S (@) < [, ([ 1) dv)ao < 3 040(@0),
=1 Qi \ /1y =1

missd (1(Qij) = Pmtk(Qij) = tm(Qi)k(Q;). Lasketaan yhteen yli kaikkien
indeksien 1 = 1, ..., k ja saadaan

szu OEE ( [ fa) dy)da: <Y M @)

Voidaan merkita

L(f, P) </ (/ xydy)dx<U(fP)

Niinpéa saadaan, ettd myos iteroitu integraali on Darboux’'n ala- ja ylasum-
mien vélilli. Arkhimedes-Riemann lauseen [3.2] ja suppiloperiaatteen nojalla

I T I

Y

f(z,y) dy) dz.

Fubinin lausetta voidaan soveltaa Cavalierin periaattessa.

Seuraus 7.6. Jos kappaleiden pinta-alat ovat yhtd suuret samalla korkeu-
della joka kohdassa, niin myds kappaleiden tilavuudet ovat yhta suuret.

Tulos seuraa siitd, ettd voidaan tutkia tilavuutta ottamalla viipaleita V;
eli poikkileikkauksia, jolloin

b
Tilavuus (V) :/ Ala (V;) dt,

missi t € [a, b]. [1]
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Esimerkki 7.7. Maaritelldén funktio f: I — R, missa [ = [0, 1] x [0, 1]

1, jos x on rationaaliluku

f(z,y) :{

2y, jos x on irrationaaliluku.

Jokaiselle pisteelle z € [0,1] pétee [y f(x,y)dy = 1, joten

[ [ s =1

Osoitetaan, etta funktio f : I — R ei ole integroituva.

Todistus: Olkoon P = {zg,x1,...,x;} vilin [0,1] jako. Jokaisella vélilla
[zi_1, z;] on seké rationaaliluku etté irrationaaliluku, vaikka véli olisi kuinka
pieni. Kun = < 1/2 funktion arvo on suurimmillaan M;; = 1 ja pienimmill&én
m;; = 2y. Kun taas © > 1/2 funktion arvot ovat M;; = 2y ja m;; = L.
Tasta seuraa, ettd alaintegraali on erisuuri kuin yldintegraali, joten funktio
f I — R ei ole integroituva.
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8 Jordanin alueet

Rajoitetussa osajoukossa D C R"™ maaritellyn jatkuvan funktion nollajatkeen
epdjatkuvuuspisteiden joukko siséltyy joukon D reunaan. Aiemmin osoitet-
tiin, ettd rajoitettu funktio on integroituva n-ulotteisella valilld, jos sen epa-
jatkuvuuspisteilla on Jordanin nollasisalto.

Maaritelma 8.1. Osajoukko D C R™ on Jordanin alue, jos sen reunalla on
Jordanin nollasisalto.

Aiemmin esitelty lause on seuraavan lauseen erikoistapaus, koska jos
joukko koostuu édarellisen monesta siistista kayrasta, on silld nollasisalto.

Lause 8.2. Olkoon D C R"™ Jordanin alue ja olkoon funktio f : D — R rajoi-
tettu. Jos funktion [ epdjatkuvuuspisteiden joukolla on Jordanin nollasisdlto,
niin funktio f : D — R on integroituva.

Todistus. Valitaan vali I C R", joka siséltaéd alueen D. Osoitetaan, ettéd funk-
tion f : D — R nollajatke f : I — R on integroituva. Lauseen nojalla
nollajatke on integroituva jos sen epajatkuvuuspisteiden joukolla on nollasi-
sélto. Nollajatke on jatkuva jokaisessa joukon D sisépisteessé, jossa funktio
f D — R on jatkuva. Tamé johtuu siitd, ettd jokaisen pisteen x ldhel-
li on ympéristd, jossa nollajatke f : I — R ja funktio f : D — R saavat
samat arvot. Toisaalta jokaisella joukon D ulkopisteelld x € I on lahella
ympéristo, jossa nollajatke saa arvo nolla. Niinpa f on jatkuva pisteessa x.
Tasta seuraa, etta nollajatkeen epédjatkuvuuspisteiden joukko siséltyy joukon
D reunan ja funktion f epéajatkuvuuspisteiden joukon yhdisteeseen. Oletuk-
sen mukaan néilld molemmilla on Jordanin nollasisalto ja siten myo6s niiden
yhdisteella. [3] O

8.1 Jordanin alue n-ulotteisessa tilanteessa

Lause 8.3. Olkoon Jordanin alueessa K C R™ jatkuvat ja rajoitetut funktiot
h:K —=Rjag: K— R, joille patee h(z) < g(x) kaikille pisteille x € K.
Madritelladan

D={(z,y) eR™ .z e K, hiz)<y<g(x)},

missd n =m + 1. Olkoon funktio f : D — R jatkuva ja rajoitettu. Tdlloin

/Df = /K [/hj:)f(x,y) dy] dzx. (8.1)

Esitellaan ensin lauseen todistamista varten tarvittava lemma.
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Lemma 8.4. Olkoon funktio f : J — R integroituva funktio n-vdlilla J
ja olkoon wali I C R", joka sisaltad valin J. Tdlloin funktion f nollajatke
f I — R wadlilla I on integroituva ja

i-4s

Lauseen [8.3 todistus. Joukko D on Jordanin alue, koska sen reuna koostuu
kuvaajista, jotka ovat jatkuvia rajoitetulla valilli. Valitaan vali I ¢ R™*!
siten, etta véli I = I, x [, sisdltdd alueen D. Olkoon funktion f nollajatke
f , kuten méaritelméssa . Lauseen nojalla nollajatke f on integroituva.
Nollajatke ei muuta integraalin arvoa, koska nollajatke saa arvon nolla
kun z € I'\ D. Niinpa lemman nojalla saadaan

o 9(x)
Aw) = [ fay)dy= [ )y

Y

kaikille x € K C I,. Yhtdlo (8.1) seuraa Fubinin lauseesta n-ulotteisella
valilla [Z5] O
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