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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa tutustumme koydenvetopeliin satunnaiskohinalla. Kysei-
nen peli on kahden pelaajan stokastinen peli, jossa kukin pelaaja yrittaa
saavuttaa alueen reunan sellaisesta kohdasta, joka on hanelle edullinen. Pe-
lin lopuksi toinen pelaaja maksaa toiselle pelaajalle sen verran rahaa, kuin
alueen reunalla méaaritelty funktio siind kohdassa méaaraa.

Jokaisella kierroksella on taysin sattumasta kiinni, kumman pelaajan vuo-
ro on paattaa minne liikutaan ja lisdksi tdssa on mukana satunnaiskohina,
joka voi vieda pelaajat satunnaiseen pisteeseen. Pelaajien ottamien askelten
pituus on oltava pienempaé kuin € > 0 ja samoin satunnaisen pisteen etaisyys
nykyisesta pelitilanteesta on oltava pienempéa kuin e.

Kyseisen kdydenvetopelin avulla méaarittelemme (p, €)-harmoniset funk-
tiot jotka suppenevat p-harmoniseen funktioon, kun pelin askelpituus ¢ 1a-
hestyy nollaa. Todistaaksemme taméan suppenemisen meidén pitda osoittaa
saannollisyys lokaalisti ja alueen reunalla. Tutkielmassa annamme peliteo-
reettiset todistukset néille saannollisyystuloksille.

Tutkielman alussa kdymme lapi osittaisdifferentiaaliyhtéléiden ja stokas-
tiikkan osalta tarvittavia késitteitd ja tuloksia. Tutkielmassa kasittelemme
peliteoreettista (tunnetaan myo6s normalisoituna) p-Laplacen yhtdlod. Maa-
ritellaksemme taméan tutustumme ensin Laplacen yhtaloon ja oo-Laplacen
yhtaloon. Kasittelemme tassa tutkielmassa viskositeettiratkaisuja ja kay il-
mi, ettd peliteoreettisen p-Laplacen yhtalon ja p-Laplacen yhtélon viskosi-
teettiratkaisut ovat samat. Joten voimme tutkia p-Laplacen yhtéalon ratkai-
suja tutkimalla peliteoreettisen p-Laplacen yhtalon ratkaisuja.

Stokastiikasta tarvitsemme erityisesti pysahtymisaikaa ja valinnaisen py-
sdhtymisen lausetta. Naitd varten tutustumme moniin stokastiikan peruské-
sitteisiin ja erdisiin stokastisiin prosesseihin, joita kutsutaan martingaaleiksi.



Avainsanat: p-Laplacen yhtdlo, koydenvetopeli satunnaiskohinalla, (p,e)-
harmoniset funktiot, p-harmoniset funktiot, viskositeettiratkaisut.
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Johdanto

Vahén yli 15 vuotta sitten Yuval Peres, Oded Schramm, Scott Sheffield ja
David Wilson huomasivat yhteyden osittaisdifferentiaaliyhtalon

At =0

ratkaisujen (tunnetaan co-harmonisina funktioina) ja kdydenvetopelin valilla
[20]. Pian tamén jélkeen Yuval Peres ja Scott Sheffield julkaisivat artikkelin,
jossa he kasittelivat yhteytta osittaisdifferentiaaliyhtélon

Apu =0, missé p € (1,00),

ratkaisujen ja satunnaiskohinalla varustetun kdydenvetopelin valilla [21]. Ky-
seisen yhtalon ratkaisut tunnetaan p-harmonisina funktioina.

Tassé tutkielmassa kdytamme paasadntoisena lahteena Mikko Parviaisen
artikkelia [19] ja tutustumme kéydenvetopeliin satunnaiskohinalla. Kysees-
sd on kahden pelaajan stokastinen peli, jota pelataan rajoitetussa alueessa
) C R". Oletamme tassa tutkielmassa, ettd n > 2. Pelin alussa kiinnitetaan
e > 0, mika kertoo pelin askelpituuden. Pelaajat saavat ottaa vain pelin as-
kelpituutta lyhyempié askelia. Pelin jokaisen kierroksen alussa heitetadn pai-
notettua kolikkoa. Jos tulos on kruuna, pelaajat pelaavat kéydenvetoa. Jos
tulos on klaava, astutaan satunnaiseen pisteeseen, joka on myo6s alle askelpi-
tuuden péaasséa nykypisteesta. Peli paattyy, kun saavutamme alueen €2 reunan.
Alueen () reunalla on maéritelty reaaliarvoinen funktio, jota kutsumme voit-
tofunktioksi. Pelin padtyttyd pelaaja II maksaa pelaajalle 1 voittofunktion
arvon verran.

Kun olemme maéritelleet koydenvetopelin satunnaiskohinalla, tutustum-
me (p,e)-harmonisiin funktioihin. Pelin alue, voittofunktio ja askelpituus
méaédrittavit yksikésitteisen (p,e)-harmonisen funktion. Néaiden funktioiden
olemassaolo ja yksikésitteisyys todistetaan kappaleessa 3.2. Olemassaolo saa-
daan todistettua iteraatiolla. Maarittelemme alueen €2, voittofunktion ja as-
kelpituuden avulla funktion ja operaattorin, jolla operoida kyseistd funktio-
ta. Muodostamme néiden avulla iteratiivisesti funktiojonon, joka suppenee
(p, €)-harmoniseen funktioon. Yksikésitteisyyden saamme osoittamalla, etta
kahden (p, €)-harmonisen funktion arvot voivat erota toisistaan korkeintaan
sen verran, kuin niiden reuna-arvot eroavat toisistaan.

Lopuksi osoitamme, etté (p, €)-harmonisilla funktioilla u. voidaan approk-
simoida p-harmonisia funktioita u. Kun pelin askelpituus ldhestyy nollaa,
niin u. — w. Tama saadaan todistettua kayttamaélla eraénlaista variaatiota
Arzela-Ascolin lauseesta. Tarvitsemme Arzela-Ascolin kayttoa varten kuiten-
kin sddnnollisyystuloksia. Reunasdannollisyyden todistamme alaluvussa 4.2
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ja lokaalin Lipschitz-séannollisyyden alaluvussa 5.2. Annamme peliteoreetti-
set todistukset molemmille tuloksille. Lipschitz-saannollisyyden todistukses-
sa valitsemme vuorotellen molemmille pelaajille kumoamisstrategian, jossa
toinen pelaajista pyrkii kumoamaan vastapelaajan kaikki askeleet.

Kaytamme tassa tutkielmassa késittelemadmme koydentopeliin liittyvis-
sd méaaritelmissé tuloksissa ldhteind artikkeleita [19], [17], [16] ja [15], joita
lukemalla aiheeseen voi tutustua lisdd. Aiheesta voi lukea myo6s kirjoista [13]
ja [3]. Peliteoriasta yleisemmin kerrotaan kirjassa [6].

Késitteleméassimme aiheessa tarvitaan esitietoja erityisesti osittaisdiffe-
rentiaaliyhtaloihin ja stokastiikkaan liittyen. Osittaisdifferentiaaliyhtaloisté
tarvitsemme p-Laplacen yhtélod ja viskositeettiratkaisujen kasitetta. Kun
puhumme ratkaisuista luvun alussa esiteltyihin yhtaloihin, tarkoitamme vis-
kositeettiratkaisuja. Nama ovat erdanlaisia klassisen ratkaisun yleistyksia.
Kun selvitetdan, onko jokin funktio viskositeettiratkaisu ongelmaan, kaytam-
me C%-funktioita, jotka koskettavat mahdollista ratkaisufunktiota tdsmélleen
yhdessa pisteessé, ja tutkimme, pateeko tietty epayhtalo téssa tapauksessa.
Epéayhtalo riippuu siitéd, koskemmeko ratkaisuehdokasta ylhaalta vai alhaal-
ta. Jos kaikki téllaiset C%-funktiot toteuttavat kyseisen epiyhtilon, kyseessi
on viskositeettiratkaisu.

Viskositeettiratkaisujen késitteen esittelivit Michael G. Grandal ja
Pierre-Louis Lions vuoden 1983 artikkelissaan [4]. T&ll6in niitd sovellettiin
Hamilton-Jacobi-yhtéloihin, jotka ovat erdénlaisia 1. asteen osittaisdifferen-
tiaaliyhtaloita. Viskositeettiratkaisujen kasitettd on myohemmin laajennet-
tu koskemaan myos 2. asteen elliptisia osittaisdifferentiaaliyhtaloita. Tastéa
voi lukea Hitoshi Ishiin ja Pierre-Louis Lionsin artikkelista [8]. Viskositeet-
tiratkaisuista voi lukea lisédé esimerkiksi Nikos Katzourakisin kirjasta [10] ja
Shigeaki Koiken kirjasta [12].

Stokastiikasta tarvitsemme erityisesti pysdhtymisajan késitetta ja valin-
naisen pysahtymisen lausetta, joka liittyy martingaaleihin. Kédytamme valin-
naisen pysahtymisen lausetta muun muassa Lipschitz-saannollisyyden todis-
tuksessa ja kun todistamme, ettd pienin voitto, minka Pelaaja I voi itselleen
taata, ja pienin havio, minka Pelaaja II voi itselleen taata, ovat yhtasuu-
ret. Stokastiikkaan ja stokastisiin prosesseihin voi tutustua lisdé lukemalla
esimerkiksi Sathamangalam Varadhanin kirjaa [26], David Williamsin kirjaa
[27] tai Daniel Stroockin kirjaa [24].

Taustatiedot

Tutkielmaa seuratakseen on hyvd osata mittateorian perusteet yleisisséa
mitta-avaruuksissa. Néistd voi lukea esimerkiksi Walter Rudinin kirjasta [22]
tai Terence Taon kirjasta [25]. Diskreettien stokastisten prosessien perustei-



den osaaminen ja osittaisdifferentiaaliyhtéaléiden perusteiden tunteminen eri-
tyisesti viskositeettiteoriaa ja p-Laplacen yhtéloa koskien, missa p € (2, 00)
ovat hyodyksi mutta eivit valttdmattomia, silla naista kerrotaan luvussa 1.
Diskreeteisté stokastisista prosesseista voi lukea kirjoista [26] ja [27]. Vis-
kositeettiteoriasta voi lukea kirjoista [12] ja [10], p-Laplacen yhtél66n voi
tutustua lukemalla kirjaa [14].



1 Taustaa

Tassé luvussa kdymme lapi madritelmia ja tuloksia, joita tarvitsemme tassé
tutkielmassa. Maaritelmat ja tulokset on jaettu kahteen alalukuun, osittais-
differentiaaliyhtéloihin 1.1 ja stokastiikkaan 1.2

1.1 Osittaisdifferentiaaliyhtalot

Kéytdmme lahteend tassa alaluvussa Mikko Parviaisen artikkelia [19] seké
Lawrence Evansin kirjaa [5] ja Peter Lindqvistin kirjaa [14]. Liséé tietoa
viskositeettiratkaisuista on muun muassa Nikos Katzourakisin kirjassa [10].

Osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teoriassa tarvitsemme monesti heikompia
ratkaisun kasitteita Silla vahvoja, klassisessa mielessa derivoituvia ratkaisuja
ei valttamatta aina ole. Késitellaan tasta esimerkki tahén alkuun. Kasitelladn
yhtéloa

Asu = 0.

Operaattori A, tunnetaan nimelld co-Laplacen operaattori. Maérittelelem-
me myohemmin téssa alaluvussa, mita tamé tarkoittaa. Kerrotaan kuitenkin
téssa vaiheessa, ettéd ylla oleva yhtalo on 2. asteen osittaisdifferentiaaliyhtélo.
Talloin sen klassiset ratkaisut ovat C? funktioita. Sanotaan, ettd haluamme
ratkaista ongelman

Asu =0, joukossa €,
u=0b, joukossa 0f).

Talloin ainut klassinen ratkaisu on u = b kaikkialla. Tama johtuu siité, etta
ylempi yhtélo patee tdsmélleen silloin, kun u on vakio tai Du # 0 joukossa
Q (tapauksen R? todistus Gunnar Aronssonin artikkelissa [1] ja tapauksen
R™ n > 3 todistus Yu Yifengin artikkelissa [28]). Taten tdhdn ongelmaan ei
ole olemassa epétriviaalia (eli vakiofunktiosta poikkeavaa) klassista ratkai-
sua, mutta tdhan on olemassa heikompi ratkaisu, jota kutsutaan viskositeet-
tiratkaisuksi. Ratkaisun olemassaolo todistettu kirjassa [10] sivuilla 101-102.
Laajempi ratkaisujen kasite mahdollistaa tamén osittaisdifferentiaaliyhtalon
tutkimisen.

Maaritelladn tdhan valiin Laplacen operaattori ja harmoniset funktiot.
Taman jalkeen siirrymme p-Laplacen operaattoriin ja yhtéloon, jolloin tar-
vitsemme taas heikompaa ratkaisujen kasitetta.

Maaritelma 1.1. Olkoon 2 C R™ avoin, rajoitettu ja yhtendinen joukko.
Kutsumme funktioita u € C?(Q), jotka toteuttavat toisen asteen osittais-



differentiaaliyhtélon

Au Zn: Fu 0 joukossa 2
= =0 j :
= (0my)?

harmonisiksi funktioiksi.

Néain méariteltya operaattoria A kutsutaan Laplacen operaattoriksi. Maa-
ritelmén 1.1 yhtalo on nelidllisen potentiaalienergian funktionaalin

Ir(u) ::/|Du|2dx
Q

Euler-Lagrange yhtélo. Kyseista yhtéaloa kutsutaan Laplacen yhtdloksi.
Luonnollinen yleistys ylla olevalle integraalille on p-potentiaalienergian
funktionaali

I,(u) ::/|Du|pdx.
Q

Tata funktiota vastaa Euler-Lagrange yhtélo
div(|Du[P~?Du) = 0.

Kyseisen yhtalon avulla maarittelemme p-Laplacen operaattorin seuraavasti.

Maaritelma 1.2. Olkoot 2 C R™ avoin, rajoitettu ja yhtendinen joukko,
p € (2,00) ja u € C*(Q). Kutsumme operaattoria

Ayu = div(|Dul’~*Du),

p-Laplacen operaattoriksi.

Rajoitumme téssd tutkielmassa tilanteeseen p € (2, 00), toisin kuin joh-
dannossa mainitussa artikkelissa [21], jossa Peres ja Sheffield kasittelivat ti-
lannetta p € (1, 00).

Jotta voimme puhua p-Laplacen yhtalostd meidén on maéaariteltava ylei-
sempi ratkaisun késite. Kuten Peter Lindqvist mainitsee artikkelissaan [14]
sivulla 5, klassiset ratkaisut eivét riita p-Laplacen yhtédlon kéasittelemiseen.
Mainittakoon, etté viskositeettiratkaisujen lisdksi on olemassa niin kutsut-
tuja distributiivisia ratkaisuja (ratkaisuja, jotka mééritelladn heikkojen de-
rivaattojen avulla), jotka ovat myos heikkoja ratkaisuja. Kéasittelemme téssa
tutkielmassa kuitenkin viskositeettiratkaisuja.!

'Petri Juutinen, Peter Lindqvist ja Juan Manfredi todistivat vuonna 2001, etté distri-
butiiviset ratkaisut ja viskositeettiratkaisut p-Laplacen yhtélolle vastaavat toisiaan [9].
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Sanomme, etté funktio ¢ € C?(Q2) koskettaa funktiota u € C(§2) alhaalta
péin pisteessa x € €2, jos

o(x) =u(x) ja (y) < u(y) kaikilla y € Q \ {z}.

Vastaavasti funktio ¢ koskettaa funktiota u ylhaalta pain pisteessé z, jos

o(x) = u(x) ja (y) > u(y) kaikilla y € Q \ {z}.

Maaritelma 1.3. Olkoon u € C'(Q2). Funktio u on viskositeettiyliratkaisu
p-Laplacen yhtalolle jos missé tahansa pisteessd x € () kaikille funktiota
u alhaalta péin koskeville funktioille ¢ € C%() pétee

App(z) < 0.

Vastaavasti sanotaan, etté funktio u on viskositeettialaratkaisu p-Laplacen
yhtélolle, jos missd tahansa pisteessid z € () kaikille funktiota w ylhéalta
pain koskeville funktioille o € C?(Q) pétee

App(z) = 0.

Sanomme, etta funktio u on wviskositeettiratkaisu p-Laplacen yhtéalolle, jos
se on seka viskositeettiylaratkaisu etté viskositeettialaratkaisu kyseiselle
yhtélolle.

Viskositeettiratkaisujen etuna on, ettd voimme hyodyntaa testifunktioi-
ta, jotka ovat C?-funktioita. Niin ollen lihtékohtaisesti p-Laplacen yhtilon
viskositeettiratkaisujen ei tarvitse olla derivoituvia. Kéay kuitenkin ilmi, etta
ne ovat Ch*-funktioita [14].

Seuraava lause 10ytyy artikkelista [9].

Lause 1.4. Olkoot g € C(09) ja u € C(2) viskositeettiratkaisu p-Laplacen
yhtdléon siten, ettd u = g joukossa 0. Tdlloin funktio u on yksikdsitteinen.

Huomautus 1.5. Kunhan |Du| # 0, voimme kirjoittaa p-Laplacen operaatto-
rin myos seuraavissa muodoissa

Ayu = div(|DulP"*Du)
= [Dul? (Au+ (p — 2)| Du|~*(D*uDu, Du))

i,j=1

= |Du|P? (Au +(p—2)|Dul* Y uxixjuxiumj) :



Maéaritellaksemme peliteoreettisen p-Laplacen operaattorin tarvitsemme
oo-Laplacen operaattorin A,.. Saamme méériteltyd sen p-Laplacen avulla.
Aloitamme muokkaamalla p-Laplacen yhtélod. Huomautuksen 1.5 nojalla

voimme esittdd yhtalon
Apyu =0
muodossa
| DulP~2Au + (p — 2)|DulP~*(D*uDu, Du) = 0.

Seuraavaksi jaamme tidméin yhtilén puolittain termilla (p — 2)|DulP™ ja

saamme
| Duf?

p—2

Nyt kun p — 0o, saamme formaalisti yhtalon

Au + (D*uDu, Du) = 0.

(D*uDu, Du) = 0,

joten maérittelemme
Asu = (D*uDu, Du).

Madéritellddn peliteoreettinen (normalisoitu) oo-Laplacen operaattori
AN v lausekkeella

Du  Du
A w = |Du|"*(D*uDu, Du) = { D*ui—,—— ).

Tamaéan avulla saamme maariteltya peliteoreettisen p-Laplacen operaattorin.

Maéritelma 1.6. Olkoon p € (2,00) ja u € {v € C*(Q) : Dv # 0}.
Kutsumme operaattoria

N, . N
Aju = Au+ (p—2)A%u

peliteoreettiseksi (tunnetaan myos normalisoituna) p-Laplacen operaatto-
riksi.

Peliteoreettiselle p-Laplacen operaattorille AI]JV voimme madaritella peli-
teoreettisen p-Laplacen yhtéalon

ANy = 0.

P

Kun puhumme tdméan yhtédlon ratkaisuista, puhumme jéalleen viskositeetti-
ratkaisuista, joille annamme seuraavan méaritelméan.
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Maaritelma 1.7. Olkoon u € C'(2). Funktio u on viskositeettiylaratkaisu
peliteoreettiselle p-Laplacen yhtélolle, jos missé tahansa pisteessa x € €2
kaikille funktiota u alhaalta péin koskeville funktioille

p € {9 € C*(Q) : Dg(x) # 0}
patee
Aggo(:c) <0.

Vastaavasti sanotaan, ettd funktio u on viskositeettialaratkaisu peliteo-
reettiselle p-Laplacen yhtéalolle, jos missa tahansa pisteessa x € €2 kaikille
funktiota u ylhaaltd pain koskeville funktioille

p € {9 € C*(Q) : Dg(x) # 0}
patee
Afp(x) > 0.

Sanomme, ettd funktio u on viskositeettiratkaisu peliteoreettiselle p-
Laplacen yhtélolle, jos se on seké viskositeettiylaratkaisu ettéd viskositeet-
tialaratkaisu kyseiselle yhtélolle.

Peliteoreettisen p-Laplacen yhtédlon ratkaisut voitaisiin méaritella puoli-
jatkuvilla kuorilla (eng. envelopes) artikkelin [7] tapaan. Tam& madritelméa
on kuitenkin artikkelissa [11] sivulla 10 nédytetty yhtapitdavaksi antamamme
madaritelméan kanssa.

Seuraava lause on hahmoteltu artikkelin [17] sivulla 3.

Lause 1.8. Olkoon u € C(2), tdlldin
Ayu =0 pitee viskositeettimielessd
jos ja vain jos

Aév u=0 pdtee viskositeettimielessd.

1.2 Stokastiikka

Tassa luvussa késiteltéavat asiat 10ytyvat muun muassa Varadhanin kirjasta
[26], Stroockin kirjasta [24] ja Williamsin kirjasta [27].

Madéritelma 1.9. Olkoot E C R", F C 2% g-algebra ja P: F — [0, 1]
mitta, jolle pitee P(E) = 1.

o Tallaista mittaa kutsutaan todenndkdisyysmitaksi,
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o mitta-avaruutta (E, F,P) todenndkdisyysavaruudeksi ja
« mitallisia funktioita X : E — R satunnaismuuttujiksi.

Merkitsemme todennékoisyysavaruudessa integroituvien funktioiden ko-
koelmaa merkinnalla L(E, F,P).

Stokastinen prosessi on satunnaismuuttujien X;: F — R jono X =
(X;)jen. Tassé tutkielmassa késittelemamme kéydenvetopeli ja todistuksissa
kaytetyt stokastiset prosessit ovat diskreettiaikaisia eli ajanhetket voidaan
indeksoida luonnollisilla luvuilla, toisin kuin jatkuvat stokastiset prosessit,
joiden ajanhetket indeksoidaan jollain valilla I C R. Téasta eteenpéain ole-
tamme aina, etta stokastinen prosessi on diskreettiaikainen.

Stokastisiin prosesseihin liittyy lédheisesti filtraation késite.

Maéritelmé 1.10. Olkoot (E,F,P) todennakdisyysavaruus ja {Fj}jen
kokoelma o-algebroja siten, etté

F; C Fj41 C F  kaikilla j € N.

Talloin kokoelmaa {F}};en kutsutaan filtraatioksi.

Kéytetdan merkintdd o(A) merkitsemédin joukon A virittdméa o-
algebraa. Maaritelldan

Fuimo (u fj)
jEN

Filtraation maérittelyyn ei tarvita stokastista prosessia, mutta stokastis-
ten prosessien kanssa on luonnollista maéritella sellainen filtraatio, etté jo-
kaista prosessin satunnaismuuttujaa kohden filtraatiosta 16ytyy o-algebra,
jonka suhteen satunnaismuuttuja on mitallinen. Stokastista prosessia X,
jossa jokainen satunnaismuuttuja X; on F,-mitallinen, kutsutaan (F;);en-
adaptoiduksi.

Maédritelmad 1.11. Olkoot (FE,F,P) todennékoisyysavaruus, [ €
L(E,F,P) ja G C F o-algebra. Talloin todennékoisyysavaruudessa
(E,G,P) integroituvaa funktiota g € L(E, G, P), jolle patee

/deP:/ gdP kaikilla B € G,
B B

kutsutaan funktion f ehdolliseksi odotusarvoksi o-algebran G suhteen. Tal-
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16in kédytetadn merkintaa

g =E(f]9).

Funktion f ehdollinen odotusarvo g-algebran G suhteen tarkoittaa funk-
tiota, joka on mééritelty funktion f odotusarvoksi, jokaisessa o-algebran jou-
kossa B € G. Voimme ajatella tatd odotusarvoa joukossa B tietona, joka
meilld on funktiosta téssa joukossa. Jos mikédan joukon B aito osajoukko ei
kuulu kokoelmaan G, niin tall6in emme pysty sanomaan funktiosta f mitaan
néissa joukoissa. Téasta esimerkki kuvassa 1.1.

AN

NI
Wl
-

Kuva 1.1: Kuvassa funktion f € L£([0, 1], F,m) graafi ja sen erdiden ehdol-
listen odotusarvojen graafit. Ehdolliset odotusarvot on otettu o-algebrojen
suhteen, joille patee H C G C F. Téassa m on Lebesguen mitta ja F Lebesgue-
mitallisten joukkojen o-algebra.

Ehdollisen todennédkoisyyden olemassaolo saadaan Radon-Nikodym-
derivaatalla. Tadmé on tehty kirjassa [26] sivulla 79. Muotoilemme ensin
Radon-Nikodym-lauseen ja sen jéalkeen kdytdmme sitd olemassaolon ja yk-
sikasitteisyyden todistamiseen.

Lause 1.12 (Radon-Nikodym). Olkoot u: F — [0,00| ja v: F — R. Jos
siitd, ettd u(A) = 0 seuraa, ettd myos v(A) = 0 kaikilla A € F, niin on
olemassa yksikasitteinen funktio f € L(E,F,u) siten, ettd
V(B) = / fdu kaikilla B € F.
B
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Todistus. Varadhanin kirjassa [26] sivulla 77. O

Lemma 1.13. Madritelmdn 1.11 funktio g on olemassa ja melkein varmasti
yksikasitteinen.

Todistus. Todennékoisyysmitta IP on lahtokohtaisesti maaritelty o-algebralta
F. Kuitenkin jotta saamme todistettua vaitteen, meidén on rajattava se o-
algebraan ¢. Kdytdmme samaa merkintda P talle rajoittumalle.

Olkoon v: G — R,

V(B) = /B 7 dP.

Téalléin v(B) on mitta, silld integraali on numeroituvasti additiivinen ja in-
tegraali tyhjén joukon yli on 0. Nyt Radon-Nikodym-lauseen nojalla on ole-
massa yksikésitteinen satunnaismuuttuja g € L(E, G, P) siten, etta

/ fdP = v(B) = / gdP kaikilla B € G. O
B B

Huomautus 1.14. Jos jokin asia patee joukossa A C FE ja joukolle A péatee
P(A) = 1, sanomme, ettd kyseinen asia patee melkein varmasti. Kadytamme
tasta lyhennetta m.v. Taté voi verrata mittateoriasta tuttuun tapaan ilmais-
ta, ettéd asia patee melkein kaikkialla, silla tassa tapauksessa P(E\ A) = 0.

Osoitamme seuraavaksi muutaman kétevin ominaisuuden ehdolliseen to-
dennékoisyyteen liittyen. Seuraamme vaitteiden 4. ja 5. todistuksissa kirjan
[27] sivuja 88-89 ja viitteen 6. todistuksessa kirjan [24] sivuja 197-198. Vait-
teet 2. ja 3. on todettu kirjassa [2] sivulla 358 ja véite 1. todettu kirjassa [27]
sivulla 85, naiden todistaminen on kuitenkin helppoa.

Propositio 1.15. Olkoot (E,F,P) todenndkéisyysavaruus, H C G C F o-
algebroja, f, f1, fo € L(E,F,P) F-mitallisia funktioita siten, etti f; < fo
ja g € L(E,G,P) G-mitallinen funktio. Lisiksi olkoot ai,as € R. Talloin
seuraavat ominaisuudet pdtevdt:

1. E[f{0,E} =Ef m.v.
2. (Lineaarisuus) Elay fi + as f2|G] = a1 E[f1|G] + a2E[f2|G] m.v.

3. (Monotonisuus) Jos fi < fo melkein varmasti, niin E[f;|G] < E[f2|G]
m.v.

4. E(g|G) = g m.v.
5. E(E(f19)|H) = E(E(f|H)|G) = E(f[H) m.v.
6. E(gf|G) = gE(f|G) m.v.
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Todistus. 1. Patee, silla

/@fszOz/@EdeP’ ja /EfP:Ef:[EEfdP

patevat melkein varmasti.

2. Olkoon B € @G. Talloin ehdollisen odotusarvon méaéritelmén ja inte-
graalin lineaarisuuden nojalla saamme

/E[a1f1+a2f2|g]dP:/a1f1+a2f2dIP>
B B

:al/BfldIPJrag/Bfgle’:a1[BE[f1|Q]dP+a2/]3E[f2|Q]dP

|, mELAIG) + a:Elfo|G] P,

joten

/E[a1f1—|—a2f2|g]dP:/a1f1+a2f2dIP’
B B

= |, @ELAIG] + a:E{el0] dP.

Taten lemman 1.13 nojalla
Ela1f1 + a2 f2|G] = a1 E[f1]G] + a2E[f>|G] m.v.

3. Antiteesi: On olemassa B € G siten, ettd P(B) > 0 ja

| nae> [ f.ap.

miké on ristiriita integraalin monotonisuuden kanssa.
4. Seuraa suoraan madritelmasta.

5. E(f|H) on méaéritelmén nojalla H-mitallinen ja siten myos G mitalli-
nen, joten ominaisuuden 2. nojalla E(E(f|H)|G) = E(f|G) m.v. Olkoon
A € H. Talloin suoraan ehdollisen todenndkoisyyden maéaéritelmalla
saadaan

| EE(16)H)dp = [ E(fIG)dB = [ fdP.

joten E(E(f|G)|H) = E(f|H) m.v.
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6. Voimme olettaa funktiot ei-negatiivisiksi, silld funktiot voidaan aina
esittda positiivi- ja negatiiviosiensa erotuksena ja néihin voidaan hyo-
dyntéé integraalin lineaarisuutta. Aloitetaan késittelemélla yksinker-
tainen funktio, silld mittateoriasta muistamme, ettd voimme arvioida
ei-negatiivista mitallista funktiota kasvavalla jonolla ei-negatiivisia yk-
sinkertaisia funktioita (tulos 16ytyy esimerkiksi kirjasta [22], sivulta
15).

Olkoot h: E — [0,00], h = > | a;xa,, missa U, A, = E, A, € G
kaikilla ¢ ja joukot A; erillisid. Olkoon A € G, tall6in m.v.

/Ahfdpzfjai[qudp

:;ai/AmAfdP
=], EUIO®
_/A< azXA) f’g)
= [ hE(f|G)dP

Olkoon nyt {g; }j y kasvava jono ei-negatiivisia yksinkertaisia funktioi-
ta siten, ettd g; — g kun j — oo. Talloin m.v.

askeinen monotoninen

g]E(f\g) _ JILIEO g]E(f\g) tulos JILIEOE(g]f‘g) konveégenssi E(gffg) =

Maéritelmé 1.16. Olkoon M = (M;) ey, missa M; € L(E, F,P) kaikilla
j. Lisdksi olkoon (F;) ey filtraatio. Prosessi M on martingaali, jos M on
(F;)jen-adaptoitu ja

E(M;1|F;) = M; m.v. kaikilla j € N.
Prosessi M on alamartingaali, jos M on (F;);en-adaptoitu ja

E(M;1]F;) > M; m.v. kaikilla j € N,
vastaavasti M on yldmartingaali, jos pétee

E(M;1|F,) < M; m.v. kaikilla j € N,
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Martingaali on keskeinen késite stokastisten prosessien parissa. Jos pro-
sessi on martingaali, ajanhetkella j seuraavan ajanhetken j + 1 ehdollinen
odotusarvo on sama kuin nykyinen arvo riippumatta aiemmista arvoista.
Alamartingaali taas antaa alarajan kyseiselle ehdolliselle odotusarvolle ja ylé-
martingaali ylarajan.

Tésséa tutkielmassa tarvitsemme martingaalin késitettd ldhinna valinnai-
sen pysahtymisen lauseen kayttamiseen. Kyseinen lause todistetaan tdméan
alaluvun lopussa. Maaritellaédn seuraavaksi pysahtymisaika.

Maaritelméd 1.17. Olkoon (F, F,P) todennédkdisyysavaruus, joka on va-
rustettu filtraatiolla (F;),en. Satunnaismuuttujaa 7: £ — N kutsutaan
pysahtymisajakst, jos

T H(j)={r e E:7(x)=j} € F; kaikilla j € N.

Intuitiivisesti pysahtymisaika kertoo, ettd pystymme silla hetkellad saa-
tavilla olevalla tiedolla tekemadn paédtoksen, siitd pysaytammeko prosessin
vaiko emme.

Propositio 1.18. Olkoon meilld pysihtymisajat T, . Tdlldin
71 A\ To = min{7y, 2}
on myos pysahtymisaika.

Todistus. Kaytamme seuraavassa paattelyssa lyhyyden vuoksi joukon Z
komplementille merkintdd Z¢. Huomataan, etté kaikilla j € N, pétee

{min{ThTQ} = j} - {7—1 = j:TQ Z .7} U {7—1 2 j?TZ == j}
= ({n=n{r<i)u({n<i’ni{n=74) e 7,
joten 71 A 75 on pysahtymisaika. O]

Jokaista pysdhtymisaikaa 7 vastaa o-algebra F,. C F, missi
Fr=({AeF:An{r <j} e F}
jEN

Taméan o-algebran voi ajatella tapahtumina, joita koskeviin kysymyksiin
osaamme vastata kylla tai ei, jos pysiéhdymme tarkkailemaan prosessia ajan-
hetkelld 7. Seuraavan proposition vaitteet 16ytyvat harjoitustehtdviné kirjan
[26] sivuilta 117-118.
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Propositio 1.19. Olkoon T pysdhtymisaika ja F. mddritelty kuten ylld. Tdl-
loin seuraavat pdtevdt:

1. Jos on olemassa k € N siten, etta T = k, niin tdalloin F, = Fy,
2. kokoelma F, on o-algebra,

3. Jos on olemassa pysdhtymisajat 11, siten, etta 7 < 7o, niin tdlloin

Fr C Frys
4. pysdihtymisaika T on F.-mitallinen.
Todistus. 1. Kun 7 = k on vakio, huomaamme, ettd {7 = j} = 0 aina,
kun j # k, ja
{AeF:Anbe F} =F.
Taten
Fr=(V{AeF:An{r <j} e F;}
jEN
J
=NsAcF An|U{r=1i}] e F
jEN i=0

={AecF:An{r =k} e F}
={AeF:ANE e F}
:{AE.FZAE.Fk}

= F.

2. Tarkistetaan, etta F,. tayttad o-algebralta vaadittavat ominaisuudet.

o e F.,sillah e F; CF kaikilla j € N,

e Olkoon A € F,. Kaytamme taas lyhyyden vuoksi joukon Z
komplementista merkintad Z¢. Talloin

An{r<j}={r <j}n(An{r <j})“ e F;

o Olkoot A; € F, kaikilla ¢ € N. Télloin

(UAi)m{rs;'}zumm{m}x

nyt koska A; N {7 < j} € F; kaikilla ¢, j € N, niin my0s
Udain{r<jler

1€N

kaikilla 7, 7 € N ja taten U;ey 4i € Fr.
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3. Olkoon A € F,,, télloin
AN {T1 S j} € E

Huomataan, etta
{n<jtc{n <j},

silld kaikille x € F, joilla patee mo(z) < j, patee my6s 71 (x) < j. Taten
An{n <jt=An{n <j}n{n <jteF,

joten

Fr C Fry.
4. Olkoon k € N, talloin
{r<kin{r<jt={r<jink}eFmCF

kaikilla j € N. Téten {7 < k} € F, milld tahansa k € N, taten 7 on
F--mitallinen. O

Propositio 1.20. Olkoon (X;),.y (F;);cn-adaptoitu prosessi ja T: E — No
pysahtymisaika. Tdlloin X, on Fr-mitallinen.

Todistus. Taytyy siis osoittaa, ettd kaikille B € B(R) patee
{r e B: X y)(x) € B} € F..
Tama on ekvivalenttia sen kanssa, etta
{reE: X, (@) e BNt '(j)={r € E: X;(x) € Bn17'(j) € F;
mika on totta. O

Tarvitsemme Doobin erittelylausetta valinnaisen pysahtymisen lauseen
todistukseen, joten todistamme sen seuraavaksi. Seuraavat kaksi lausetta 10y-
tyvat kirjasta [26] (sivu 115).

Lause 1.21 (Doobin erittelylause alamartingaalille). Prosessi Y = (Yj) en
on alamartingaali jos ja vain jos kaikille j € N pdtee

Y, = M; + A,

missé A = (Aj)jen ja M = (M;);en ovat prosesseja, joille pdtee seuraavat
ominaisuudet:
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1. OZAOSAl S m.uv.
2. Aji1 on Fj-mitallinen kaikilla j € N.

3. M on martingaali.

Prosessille A pdtee myds, ettd se on melkein varmasti yksikdsitteinen.
Toisin sanoen jos meilld olisi toinenkin prosessi A', joka toteuttaa ylld olevat
ehdot, niin pitee P(A; = A’) = 1 kaikilla j € N.

Todistus. Olkoon Y; € L(E, F,P) F;-mitallinen kaikilla j € N, siten, etté
Y; = M; + Aj,
missd M ja A ovat lauseessa kuvailtuja prosesseja. Talloin
E[YjnlF] = E[Mjp + Aja|Fl = M+ Aj > M+ A; =Y, (L1)

joten Y on alamartingaali.

Sitten teemme todistuksen toiseen suuntaan ja oletamme, ettd Y on ala-
martingaali. Osoitamme, ettd talloin on olemassa halutunlaiset prosessit A
ja M. Méarittelemme prosessin A siten, etta

Ao=0 ja Aj =E[Yin|F]-Y;+A;

Nyt saamme prosessin A kasvavuuden suoraan siitd, ettd Y on alamartin-
gaali.

Halutun mitallisuuden saamme induktiivisesti, silld E[Y;1|F;] ja Y; ovat
aina JFj-mitallisia, joten meidén tarvitsee keskittyd vain termiin A;. Huo-
maamme, ettd A; on Fp-mitallinen. Teemme sitten induktio-oletuksen. Ole-
tamme, ettd viite patee tapauksessa j € N, talloin

Ajp = E[Yj | F] =Y+ A;

on Fj-mitallinen, sillé kaksi ensimmaista termié ovat F;-mitallisia ja viimei-
nen termi on induktio-oletuksen nojalla F;_;-mitallinen ja siten myos Fj-
mitallinen.

Sitten osoitamme, etté prosessi M on melkein varmasti martingaali. Té-
man saamme padttelemélla, etté

E[Mj1|F;] = ElYj41 — Apia|F]
=E[Yj11 — E[Yj|F;] +Y; — Aj|F]
= E[Y;1|F;] — E[Y;1[F] + E[Y;|F;] — E[A;|F]
= E[Y;|F;] — E[A;|F]
-

Y, — A
M ;

J
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patee.

Osoitamme lopuksi vielé, etta prosessi A on melkein varmasti yksikéasit-
teinen. Olkoon meilla prosessit A ja A’. Talloin paattelyn 1.1 nojalla kaikilla
J € N melkein varmasti patee

Ajp1 = E[Y;u|F] =Y + A,
ja
Al =Bl F] - Y, + A,

joten koska Ay = 0 = Aj, niin saamme induktiivisesti, ettd prosessit ovat
melkein varmasti samat. O

Lause 1.22 (Doobin erittelylause ylamartingaalille). Muutoin sama kuin
lause 1.21, mutta Y on ylimartingaali ja A on m.v. vihenevd prosessi ei-
posititvisia satunnaismuutiujia.

Todistus. Kuin lauseen 1.21 todistus, pienin muutoksin. O

Nyt padsemme todistamaan valinnaisen pysahtymisen lauseen. Seuraam-
me todistuksessa kirjan [26] sivua 118.

Lause 1.23 (Valinnaisen pysdhtymisen lause). Olkoon Y = (Y)en martin-
gaali filtraation (F;)jen suhteen ja olkoot 11, 72: E — No pysdhtymisaikoja
siten, etta

(x) < m(x) <Th < oo

kaikilla x € E, jollekin Ty > 0. Talloin
E(Y,,|Fr) =Y, mo.
Jos Y on alamartingaali, niin m.v. pdtee
E(Y,|Fr) = V.
Vastaavasti jos Y on ylamartingaali, nitn m.v. pdtee
E(Y;,|F) < Vi

Todistus. Todistamme viitteen martingaaleille. Ala- ja ylamartingaalita-
paukset saadaan samantapaisesti, hyodyntamalla ensin Doobin erittelylausei-
ta.
Koska F,, C F., C Fp,, niin riittdd nayttaa, etta mille tahansa martin-
gaalille Y pétee
E[Yk|F T] = Y;w
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missa 7 on pysahtymisaika, joka on rajoitettu luonnollisella luvulla .

Olkoon A € F,. Merkitdén E; = {r € E : 7(x) = j}. Télloin
E = ;?:1 E; ja joukot E; ovat erillisia. Lisdksi A N E; C F, kaikilla
j€{1,2,...,k}, joten proposition 1.15 nojalla

/ ywm:/“ anﬁmz/’ E[E[Y;|Fjs1]Yi | F;] dP.
AﬂEj AﬁEj ANE.

J

Iteroimalla ominaisuutta niin kauan, kuin tarvitsee, ja kayttamaélla sitten
martingaaliominaisuutta saamme

/ nﬂz/ Y;dP= [ Y, dP.
ANE, ANE; ANE;

Integraalin additiivisuudella saamme

/nm:/nw
A A

kaikille A € F,. Taten E[Y;|F,] = Y,. Hyddynnamme nyt téitd tietoa ja
saamme

Y:F1 = ]E’[YTO|‘F7'1] = E[E[Y%|f7’2]|fﬁ] = E[Y;'2|FT1]7

kuten halusimmekin.
Ala- ja ylamartingaalitapaukset palautetaan martingaalitapauksiin Doo-
bin erittelylauseen avulla. Sitten voidaan soveltaa yll& tehtya paattelya. [

Valinnaisen pysahtymisen lause avulla saadaan seuraava propositio.

Propositio 1.24. Olkoon 7 ddrellinen pysihtymisaika ja (F;)jen filtraatio,
jonka suhteen M on martingaali, Y on yldmartingaali ja A on alamartingaali,
talloin

EM, =EM,, EY,<EY, jo EA, >[EA,.
Todistus. Todistamiseen tarvitsemme propositiota 1.15 ja lausetta 1.23. To-

distetaan vaite ylamartingaalille Y. Muut menevat samalla lailla. Viite saa-
daan osoitettua paattelylla,

EY, = E[Y, [{0, E}] = EE[Y;|F]|{0, E}] < EV[{0, B} =EY,. O

2 Koydenvetopeli satunnaiskohinalla

Olkoon 2 C R" rajoitettu alue. Kéydenvetopeli satunnaiskohinalla on kah-
den pelaajan stokastinen peli, joten olkoon meillé pelaajat I ja II. Pelin alussa
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pelitilanne on pisteessd z¢ € 2. Pelin jokaisella kierroksella liikutaan johon-
kin pisteeseen avoimessa pallossa B.(z). Peli paattyy, kun saavutetaan piste,
joka ei ole alueessa ().

Jokaisen kierroksen alussa heitetddn puolueellista kolikkoa. Todennéakoi-
syydelld o € [0,1] tulos on kruuna ja todenndkoéisyydelld == 1 — a tulos
on klaava. Jos kolikonheiton tulos on kruuna, pelaajat pelaavat kéydenvetoa.
Koydenvedossa heitetaén reilua kolikkoa. Jos tulos on kruuna, litkutaan pe-
laajan I haluamaan pisteeseen, ja jos tulos on klaava, liikutaan pelaajan II
haluamaan pisteeseen. Jos kierroksen alussa kolikonheiton tulos on klaava,
liikutaan satunnaiseen pisteeseen pallon B.(z) sisélla. Todenndkoisyys, etta
siirrytdén johonkin joukon A C B.(z) pisteeseen, on

|A]
| Bz ()|’

missé |-| on Lebesguen mitta.

Peli ei valttamatta péadty alueen reunalle 0, silla pelaajat saavat ottaa
lahes € suuruisia askeleita tai voimme kierroksella paatyéa satunnaiseen mel-
kein ¢ padssé olevaan pisteeseen. Tamén vuoksi on syyta paksuntaa aluetta
€ verran joka puolelta.

Maaritelma 2.1. Olkoot € > 0 ja €2 C R” rajoitettu alue. Merkitsemme
joukon 2 ympaérilla olevaa e-laajennusta merkinnall&

I.={z e R"\ Q:dist(z,00) < e}

ja merkitsemme

Q. =QUuUT..

Kun pelisijainti saavuttaa e-laajennuksen I';, peli paattyy ja pelaaja II
maksaa pelaajalle I Borel-mitallisen voittofunktion F': I'. — R méaaradmaéan
méaran. Selvastikin pelaaja I haluaa, etta peli padttyy pisteeseen, jossa funk-
tio F' saa mahdollisimman suuren arvon, ja pelaaja II haluaa, etta peli paat-
tyy pisteeseen, jossa funktio F' saa mahdollisimman pienen arvon. Tamé peli
on niin kutsuttu kahden pelaajan nollasummapeli, joka tarkoittaa sita, ettéa
toinen pelaaja voittaa sen, mité toinen haviaa.

Kasitelladn nyt tarkempia mééaritelmid koydenvetopeliin liittyen. Néissa
madritelmissé seuraamme artikkelia [17] ja kirjaa [3].

Kasittelemassémme pelissa pelaajat tietavit, mité pelissa on tapahtunut
nykytilanteeseen mennessé, heilld on siis pelin historia kaytosséa. Pelin histo-
ria askeleeseen k € N asti on vektori

T = (1‘0,231, . ,ZL‘k) € Q];—H,
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jonka komponentit ovat pisteité, joissa pelin aikana on oltu.

Merkitsemme pelin kaikkien askeleeseen k olevien historioiden kokoelmaa
merkinnalld Hy ja merkitsemme kaikkien aérellisten historioiden kokoelmaa
merkinnalla

keN
Pelin historian avulla pelaajat pystyvéit tekemaan paatoksia sen suhteen, mi-
td kannattaa tehda seuraavaksi. Tatad paatostd kutsutaan strategiaksi. Jos
pelaaja voittaa kolikonheiton, hanen kayttdmansa strategia S méarittad mi-
hin pisteeseen astutaan seuraavaksi.

Maaritelma 2.2. Olkoon S: H — ). pelaajan strategia. Télloin

S(J:Oaxla cee 73:]6) = Tk+1 € B€($k>

Avaruuteen H saamme todennékoisyysmitan IP’?I]’SH: H — [0,1] Kolmo-
gorovin laajennuslauseen avulla, kuten hahmoteltu artikkelissa [17] sivuilla
6-7. Kolmogorovin laajennuslause 16ytyy muun muassa kirjoista [2] ja [26].
Kyseinen todennakoisyysmitta riippuu vain aloituspisteesta ja pelaajien stra-
tegioista.

Olkoon By, € B(f2.), kaikilla k € N, missé B(€2.) tarkoittaa avaruuden €.
Borel-mitallisia joukkoja. Saamme todennakoisyysavaruuteen (H F, ]P’g?’ SH)
filtraation (F)ken, mééritteleméalld

()

kaikilla £ € N. Maaritelladn kuvaus
xp: H— Q. zp(wi,we,...) =wg, k€eN.

Talloin xp on Fj-mitallinen satunnaismuuttuja. Tamén kuvauksen avulla
saamme madriteltyd pysdhtymisajan 7 filtraation (Fj)ren suhteen. Olkoon
7: Q. = Ny,

T(w) = 1inf{k : zx(w) € T, k € N}.

Miiritelmé 2.3. Olkoot ST, SU pelaajien I ja II strategiat, xo € Q pelin
aloituspiste, x, € I'. piste, johon peli padttyy ja F' pelin voittofunktio.
Pelin odotettu voitto on talloin

E% gl F(2,)] = / (o (w)) AP gu(w).

H
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Ylla olevassa maaritelméssa merkintéd 7, joka viittaa pysdhtymisaikaan
filtraation (Fy)gen suhteen. Taméan luvun lopuksi méérittelemme pelin arvot
pelaajille. Pelin arvo pelaajalle I kertoo, mikd on pienin voitto, jonka hén
voi itselleen taata. Vastaavasti pelin arvo pelaajalle IT kertoo, mika on pienin
hévio, jonka han voi itselleen taata.

Nama arvot saamme pelin odotetun voiton avulla. Molemmat pelaajat
odottavat vastapuolen pelaavan taydellisesti, siksi esimerkiksi pelaajan I pe-
lin arvon kanssa otamme ensin supremumin pelin odotusta voitosta pelaajan
I strategioiden suhteen. Sen jilkeen otamme infimumin pelaajan II strate-
gioiden suhteen ja katsomme, kuinka pieneksi pelaaja II saa vietya odotetun
voiton.

Maaritelma 2.4. Pelin arvo pelaajalle I méaritellaan funktiona

uL () = Slsllp g%lf Eg guF' ()

ja pelaajalle II funktiona

II

Ug

(wg) = lsr%lf sglp Eg gnF'(z-).

Arvojen mééritelmistd huomaamme, ettd aina on padettava ul < ull) silla
molemmissa funktioissa minimoidaan ja maksimoidaan odotettua voittoa.
Ainoastaan jarjestys néille operaatioille muuttuu. Yleisesti ottaen se kumpi
tehdaan ensin, jaa epaedulliseen tilanteeseen. Esimerkiksi pelaajan I arvon
tapauksessa se, etta pelaaja Il saa tehda minimoivan valinnan sen jalkeen kun
pelaaja I on jo tehnyt valintansa jattaa pelaajan I epaedulliseen tilanteeseen.

Ylla kuvailtu tilanne arvoille on lahtokohtaisesti totta, mutta myohemmin
kiy ilmi, ettd ul = ull. Téssi tapauksessa sanotaan, etti pelillimme on arvo.
Tama todistetaan luvussa 3.2.

3 (p,e)-harmoniset funktiot

Téassé luvussa tutustumme dynaamisen ohjelmoinnin periaatteeseen ja maé-
rittelemme sen avulla (p, €)-harmoniset funktiot. Luvussa 4 osoitamme, etta
pystymme approksimoimaan p-harmonisia funkioita niiden avulla. Seuraam-
me paasaantoisesti artikkeleita [16], [19] ja kirjaa [3].
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3.1 Dynaamisen ohjelmoinnin periaate

Taméan alaluvun méaritelmat loytyvét artikkelista [19]. Aloitetaan késitte-
lemalld dynaamisen ohjelmoinnin periaatetta. Intuitiivisesti funktio u. to-
teuttaa dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen silloin, kun funktion u. arvo
pisteessa x € ) on summa, jonka termit ovat funktion mahdollisimman suu-
ri arvo e-pallossa (pelaaja I haluaa maksimoida funktion u. arvon), mah-
dollisimman pieni arvo e-pallossa (pelaaja II haluaa minimoide funktion .
arvon) ja funktion u. keskiarvo e-pallossa (satunnaiskohinan odotusarvo).
Kaikki edelld mainitut termit ovat painotettuja niilla todennakoéisyyksilla,
joilla kukin pelaaja voittaa kierroksen tai otetaan satunnainen askel.

Maaritelma 3.1. Olkoot € > 0 ja «, f > 0 siten, ettd o+ § = 1. Talloin
funktio u.: Q. — R toteuttaa dynaamisen ohjelmoinnin periaatteen, jos
se on muotoa

«

fsuu—i—infu—i—][ u-dy, x € Q,
us(z) = § 2 (BE(E) ° B(w) 8) & Be(x) 4

F<x)7 rel..

Kéaytamme tasta ladhtien dynaamisen ohjelmoinnin periaatteesta lyhen-
nettd DOP. Valitsemalla « ja [ sopivasti siten, ettd niiden arvot riippuvat
muuttujasta p ja dimensiosta n, saamme méériteltyé (p, £)-harmoniset funk-
tiot.

Maaritelma 3.2. Olkoon p € [2, oo]. Kutsumme funktioita, jotka toteut-
tavat DOP:n seuraavilla valinnoilla (p, €)-harmonisiksi funktioiksi. Kun
p € [2,00), valitsemme

p—2 ia 6_n+2

o= = )
p+n p+n

Kun p = oo, valitsemme

a=1 ja =0

Ylla oleva maaritelmé sallii muuttujan p arvot 2 ja co. Emme kuiten-
kaan kasittele naitd tapauksia téssa tutkielmassa, jotta voimme keskittyé
koydenvetopeliin satunnaiskohinalla.

Tapauksessa p = oo kasittelemédmme peli on tavallinen koydenvetopeli il-
man satunnaiskohinaa. Tavallinen koydenvetopeli ei paaty melkein varmasti
ilman, ettd lisidmme pelaajille rankaisun sellaisten strategioiden kaytosta,
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jotka johtavat siihen, ettéd peli ei paaty. Satunnaiskohinan kanssa tata ongel-
maa ei ole.

Tapauksessa p = 2 késittelemdmme "peli” on satunnaispallokavely. Sa-
tunnaispallokéavely on stokastinen prosessi, jossa jokaisen pisteen x € € jil-
keen seuraava piste valitaan satunnaisesti pallosta B.(z). Satunnaispalloké-
vely paattyy melkein varmasti, mutta ohitamme sen kasittelyn keskittyak-
semme tapaukseen, jossa on pelaajia. Tapauksista p € {2, 00} voi lukea tar-
kemmin kirjasta [3].

3.2 Olemassaolo ja yksikasitteisyys

Seuraamme téssd alaluvussa artikkelia [16]. Aloitamme osoittamalla, ettéd
mille tahansa rajoitetun alueen (2. Borel-mitalliselle reunafunktiolle on ole-
massa (p, ¢)-harmoninen funktio u.. Todistusta varten tarvitsemme lemmaa
3.3, jonka mukaan operoidessamme rajoitettua Borel-mitallista funktiota wu.
tietynlaisella operaattorilla T', saamme Borel-mitallisen rajoitetun funktion
Tu.. Tarvitsemme tata tietoa olemassaolotodistuksessa, silla se perustuu ope-
raattorin 7" avulla muodostettuun funktiojonoon.

Lemma 3.3. Olkoot M > 0 ja
F. = {u.: Q. = R : u. on Borel-mitallinen ja u. < M joukossa §).}.

Tdlloin kaikille u. € F, patee Tu, € F., missd

5 Supp (z) Ue + % inst(m) Ue + 6 JCB (z) Ue dy> T €

Tue(z) =42 ‘ ‘
(@) {ug(:v), zel..

Todistus. Oletuksen nojalla funktio u. on rajoitettu vakiolla M > 0. Taten
joukossa I'.
|Tue| = |us| < M < o0

ja joukossa €

a
|Tu.| = 2;?(5)ua+§f3}nf u5+5][ ugdy’
N—ey
< @ sup u.| + |a 1nf u8 |ﬁ ua dy|
B-(z) 2
Oésup]\f—l——mf]\f—l—ﬁ M dy
2 B.(z) Be(z) Be(z)

=aM+ M =M < oco.
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Funktio Twu. on siis rajoitettu, enda tarvitsee osoittaa, ettd se on
Borel-mitallinen. Tehdaidn tamé osoittamalla summattavat funktiot Borel-
mitallisiksi. Kuvaus

T ][ us(y) dy
B.(z)

on jatkuva Lebesguen integraalin absoluuttisen jatkuvuuden nojalla ja siten
Borel-mitallinen. Riittda siis osoittaa, etta funktiot

sup u. ja inf wu

B:(z) : Be(z) :
ovat Borel-mitallisia. Olkoon A € R, osoitetaan, ettd seuraava yhtasuuruus
patee

{:vEQ:supu€>)\}:Qﬂ U B:(y)
BE(LL‘) yEQe,
ue (y)>A
Olkoon = € {w €0: SUPp_ () Us > )\}, talloin on olemassa y € B.(z) C Q.

siten, ettd A < u.(y) < supp_(, u, joten

xeQNB(y) CON U B:(w)

wWEN,,
ue(w)>A

Olkoon

z€ 0N U B.(w)
wWEN,,
ue (w)>A
sellainen, ettd z ¢ {x € Qi supp, (y) ue > )\}. Talloin supp_(,y ue < A. Tama
tarkoittaisi, ettd z ei voi kuulua mihinkaan yhdisteen

U B:(w)

wEN,,
u(w)>A
palloon, joten tdma on ristiriita.

Nyt kun olemme osoittaneet halutun yhtasuuruuden, on helppoa néhda,
etta {x € Qi supp,(y) Ue > )\} on avoin joukko ja siten Borel-joukko, joten
SUpp,(y) e on Borel-mitallinen.

Askeisen nojalla, koska —u. on Borel, niin myos Supp, () (—ue) on Borel.
Saamme

sup (—u.) = — inf wu,,
BS(E)( ) Be(x)

joten infp_ () u. on Borel. O
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Lause 3.4. Olkoon F: I'. — R Borel ja olkoot u5: 2e — R sellaisia, ettd

E( ) infreF x € . c Tu
ug(x) = a us,, =Tus,
0 F(zx) ze€el. 1 i /

missd 7 € N ja T on Lemmassa 3.3 mddritelty operaattori. Tdlloin on ole-
massa u,: 2. — R siten, ettd

tasaisesti
us  — = Tu,

; Ue, Ug = ja U = F.

Todistus. Todistamme induktiolla, ettd u$ ; > u kaikilla j € N. Huomaam-
me ensin, ettd operaattorin 7' madritelméan nojalla véite pétee triviaalisti jou-
kossa I, joten keskitymme tilanteeseen joukossa 2. Aloitamme osoittamalla,
etta vaite patee tapauksessa j = 0. Talloin
a
uj =Tuj = spu0+—1nfu0+6][ ug dy

Be(x) 2 B

su mfF—l——mf inf F+ inf Fd
B(p)yere 2BE( )yGFE /B Bg(m)yGFs y

= 1an+§1an+6mfF

yele yel. yele

V
N[O N2 N R

= inf F = .
yele
Teemme seuraavaksi induktio-oletuksen ja oletamme, ettd u > uj_;
jollain 7 € Z.. Lopuksi osoitamme, ettd induktio-oletuksesta seuraa etta
uf,q > uj. Tama patee, silla

a
uiyy =Tu; =T(Tu; ;) = 5 gll(g)u + 5 Bu%f) u; + 3 )uj

S + uf Sy + 7[
sup u’ ln us
= 9 S(p) 7—1 7—1

— — 3
=Tuj_y =uj.

Taten jono (u5)jen on kasvava. Lisiksi (u5)jen on ylhédltd rajoitettu.
Joukossa I', selvasti patee

u; = F <supF < oo,
re

liséksi induktion avulla saadaan osoitettua, etta u; < supp_F' patee joukossa
Q.
Perusaskel:
mf F< sup F.

E
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Induktio-oletus:

u; < sup F'
Ie
Induktioaskel:
o
us = 5;:1(5)“§+ 5 15nf uj—l-ﬁ][ (x)ujdy

i.o. (v o

< —supsupF + — inf sup F' + sup F'dy = sup F.
2 B.(z) I: B.(2) T, Be(z) T. r.

Konstruktion nojalla infr, F' < uj, joten 0 < u§ — infp_ F. Lisdksi kos-
ka funktiot S ja vakiofunktio —infr, F' ovat Borel-mitallisia, niiden sum-
mafunktio on Borel-mitallinen. Téten monotonisen konvergenssin nojalla on
olemassa funktio u.: 2. — R, jolle pétee

- e .

Ge() = lim wj(z) —ipf F,
kaikilla x € €2.. Taten on olemassa Borel-mitallinen funktio u.: 2. — R,
jolle patee

us(x) = jli)rgo us(z),

kaikilla = € €).. Funktio u. on myo6s rajoitettu. Olemme todistaneet pis-
teittaisen suppenemisen. Todistetaan seuraavaksi, ettd suppeneminen on itse
asiassa jopa tasaista.

Todistetaan tasainen suppeneminen antiteesin avulla. Merkitsemme

M = lim sup (u. —us)(z), =€y, (3.1)

J=0 2 e Q.

missd M > 0 antiteesin mukaisesti. Kiinnitetddn sitten mielivaltainen § €

(()7 Méi;a)> ja valitsemme k£ > 1 niin suureksi, etta

us —up, < M +0  joukossa (2. (3.2)

Dominoidun konvergenssin nojalla voimme olettaa, etté

sup (ue —ug)(y) dy < 0. (3.3)

zeQ JBe(x)

Yhtalon (3.1) nojalla voimme valita xo € € siten, ettd u.(zo) — uj,q(zo) >
M — 6. Valitsemme ¢ > k niin suureksi, ettd u.(zo) — uj,(20) < 0, josta
seuraa, etta

Uy (20) — Ujyq (o) > M — 26. (3.4)
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Johdamme téssé vélissd seuraavan tuloksen. Mille tahansa joukolle A C R
pétee sup 4 up —sup 4 ug < sup,(us — ug). Saamme todistettua tdmén tiedolla
sup(B + C') < sup B +supC, silld

sup((u; — uy) + vj) < sup(uz — uy) + supuy,
A A

joka on yhtapitavaa sen kanssa, etté

sup u; — sup uy, < sup(u; — uy,).
A A A

Nyt
M — 26 < ugyy (o) — iy (o)
=% s u+glnfu+6 U5
2 Bg(:g)) ¢ 2 Bs(l’O) ¢ Bg(l‘o) ¢
« .« 8
——supu—l——mfu—l—ﬁ u)
(2 Be(z0) © 2B " Be(wo)
<« sup (uj — uy) —1—5][ ug — ug,)
Ba($0)
<a sup (u. —uj) + (ue — uj)
Ba(xo) BE(IO
< a(M+9)+0.
Koska

M —26 < a(M+6)+ 4,

josta saamme

M(1 —
3+a T
niin tamaé on ristiriita sen kanssa, ettd d € (O, Méi;a) ) Tasaisen jatkuvuuden

nojalla u toteuttaa DOP:n ja konstruktion nojalla Uy, = F. O

Seuraus 3.5. Mille tahansa Borel-reunafunktiolle F': I'. — R on olemassa
rajoitettu Borel funktio u.: Q). — R, joka toteuttaa DOP:n reuna-arvoilla F.

Huomautus 3.6. Seurauksen 3.5 antama funktio u. on (p, €)-harmoninen tés-
mélleen silloin, kun valitsemme parametrit « ja [ kuten méaritelméssa 3.1.

Tieddmme nyt, ettd Borel-mitalliselle reunafunktiolle on aina olemassa
sitd vastaava (p,e)-harmoninen funktio. Seuraavaksi osoitamme, ettd tdma
funktio on yksikésitteinen.
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Lause 3.7. Olkoot u.,v.: Q. — R (p,e)-harmonisia funktioita, joilla on
reuna-arvot F, ja F,. Tdlloin

sup|ue — ve| < suplF, — Fl.
Q T

Todistus. Riittda osoittaa, etté

M = sup(u. — v.) < sup(F, — F,) = m,
Q r.
loput saamme symmetrisella argumentilla.
Oletamme, etta viite ei pidd paikkaansa, eli M > m. Télloin koska mo-
lemmat funktiot u. ja v. toteuttavat DOP:n, niin kaikilla x € €2 péatee

a Q
Ue(x) —vo(x) = = | sup u. — sup v, | + = | inf w. — inf v,
( ) ( ) 2 (BE(I;)) BE(:IE)) ) 2 (BE(Z‘) B:(z) >
+ (ue — ve)(y) dy
B:(z)
<a sup (ue—v:)(y) + ﬁ][ (ue — ve) dy
yeBe () B ()
< aM + 6]é ( )(ua —v:)(y) dy. (3.5)

Merkitsemme
G={z € u(x) —v.(x) = M},

vastaoletuksen nojalla G C €. Naytdmme aluksi, ettd joukko G ei ole tyhjé
joukko. Joukko €2 on rajoitettu, joten on olemassa jono (xg)r joukossa € ja
rajapiste o, € € siten, etta

(ue —ve)(zg) = M ja xp — T, kun k — oo. (3.6)

Talloin Lebesguen integraalin absoluuttisen jatkuvuuden nojalla patee

Ue — Vg dy = lim Ue — Vg dy.
fo (e 0@ dy = Jim (e —ve)() dy
Liséksi

lim (ue —ve)(y)dy = M

k—o0 Be ()

pétee seuraavan péaittelyn nojalla. Saamme epayhtélon (3.5) nojalla, etta

k—o0

li € T e < I M
im (ue (1) — ve(a1)) Pl (a +h Be(zy)

(e — 0.)(v) dy) |

32



josta saamme ominaisuuden (3.6) nojalla

M < aM + g lim (ue — ve)(y) dy.

k—o0 Bs(xk)

Tasta vahentamalla vakio aM puolittain ja kertomalla puolittain vakiolla %
saamme

< lim (ue — ve)(y) dy,
joka sievenee muotoon

M < lim (ue — v:)(y) dy.

T koo B: (xk)

Liséksi koska u, — v, < M koko joukossa ()., niin

lim (ue —ve)(y) dy < klim M dy = M.

k—o0 Be(xy) —00 J B ()
Taten
ue — v:)(y) dy = M,
]gw )(y)

jolloin siita, etta u. —v. < M péatee pallossa B. (1) C ., seuraa u.—v. = M
melkein kaikkialla pallossa B.(z). Taten |B.(z«) \ G| = 0, joten G on
epatyhja joukko. Lisédksi seuraava ominaisuus pétee,

jos x €@, niin |B.(x)\G|=0. (3.7)

Koska jos (u. — ve)(z) = M, niin = € Q ja taten epdyhtalosta (3.5) ja siita,
ettd u. — v. < M pétee joukossa (). seuraa, ettd u. — v. = M melkein kaik-
kialla pallossa B.(z). Nyt ominaisuudesta (3.7) ja siitd, ettd G # () saamme
ristiriidan seuraavasti.

Olkoon e; avaruuden R"™ ensimmainen standardikantavektori. Nyt omi-
naisuudesta (3.7) seuraa, etté

€
G N B: (x—i—Qel) # ().
Tehdédan nyt konstruktio, jonka avulla saamme ristiriidan aikaiseksi,
Xo € G

€
T € GﬂBi (xo—i—zel)

3
Tr+1 € GnN Bi (I’k + 261) .

Nyt limy,_, o €12, = 00, miké on ristiriita, silla €2 on rajoitettu ja x, € G C 2
kaikilla & € N. Alkuperéinen véite siis pétee. O
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Todistetaan seuraavaksi, ettéd pelaamallamme pelilla todella on arvo. Ky-
seinen arvo on reunafunktion médrddmé yksikésitteinen (p,e)-harmoninen

funktio u,.

Lause 3.8. Olkoot ul, ull, kuten mdadritelmdissi 2./ ja u. seurauksen 5.5 funk-
tio, joka toteuttaa DOP:n ja jonka reuna-arvot mddrdd pelin voittofunktio.
Talloin

u, = ul = ull
Todistus. Riittad nayttéa, etta
ul <, (3.8)

silld tallin symmetrian nojalla u. < ul ja kuten totesimme pelin arvot méé-
riteltyimme, niin aina pétee ul < ull.

Todistamme epayhtélon (3.8) pelaamalla pelié siten, etta pelaaja II seu-
raa strategiaa SJ'. Téssd strategiassa pelitilanteen ollessa pisteessi z; €
xp € © hén liikkuu e-pallossa pisteeseen, joka melkein minimoi funktion w,.
Eli pisteeseen xy1 € B.(xy), jolle pétee

Ue(Tpy1) < Blnf ue +n2- ",

< (Tg)
jollain kiinnitetylld n > 0. Lemman A.1 nojalla strategia Si! voidaan valita
Borel-mitalliseksi.
Olkoon S! Pelaajan I strategia. Tilloin saadaan arvio

Esl SH [us(l'k—i-l) + n2_(k+1)|Fk]
lineaarisuus

= E?ﬁ su [te (Tr1) | Fr] + Eg(l) su [7727(]6+1)|-Fk}

pelin
maéaaritelma a - :
= 2(%(50(1'0,---,%))4‘“5(5 (560,---,331@)))
Sinst(zk)uE+772*(k+l) SSUPp, () Ue
+ 0 u. dy + 2~ kD
Be (g

<2 ( inf e +n2" "+ sup U> +B][ u. dy + n2-*+Y
2 5 :Dk Ba(x]q
DOP () + e an <1 n 2)

——
<2

< ue(xp) + 027" (3.9)
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Taten riippumatta strategiasta S, stokastinen prosessi (M) ken, missa My, =
ue (1) +n27", on ylimartingaali filtraation (F)ren suhteen. Olkoon 7 pysih-
tymisaika, talloin u.(z,) = F(z,). Nyt koska yldmartingaali on rajoitettu,
saamme valinnaisen pysdhtymisen lauseen nojalla

ul (o) = inf sup B o [F(2,)] < sup g o [F(27) + 127
S I ) ST 0

< sup B gulue (@0) + 2”") = e (w0) + 1
upE;

Koska 7 oli mielivaltainen, viite on todistettu. O]

4 Suppeneminen p-harmoniseen funktioon

Késittelemme téssa kappaleessa sen, etté (p, €)-harmoniset funktiot suppene-
vat p-harmoniseen funktioon, kun ¢ — 0. Suppenemiseen tarvitsemme muun
muassa saannollisyystuloksia, mutta keskitymme naihin vasta jélkikéteen.
Aluksi oletamme, ettd tarpeellinen sddnnollisyys pétee ja saamme siten
halutun suppenemisen. Jalkimmaisessd alaluvussa kasittelemme reunasaén-
nollisyytta ja luvussa 5 lokaalia sdannollisyytta. Tarvitsemme ndméa molem-
mat, jotta tdman luvun ensimmaisesséd alaluvussa tehty argumentti pétee.

4.1 Suppenemisen todistaminen

Todistamme aluksi variaation Arzela-Ascolin lauseesta. Tarvitsemme tétéa
tulosta suppenemistodistukseen. Seuraamma todistuksessa artikkelia [17].

Lemma 4.1 (Arzela-Ascoli). Olkoon {v.: Q — R : e > 0} joukko jatkuvia
funktioita, joille pdtee seuraavat ominaisuudet.

1. On olemassa C > 0 siten, ettd |v.(z)| < C kaikille ¢ > 0 ja kaikille
x €,

2. mille tahansa n > 0 on olemassa vakiot ro ja eo siten, etta kaikille
e < gg ja mille tahansa x,y € § pdtee

’Uz-:(x) - Us(y)‘ <, kun |$ - y| < Tp.

Téllgin on olemassa tasaisesti jatkuva funktio v: Q — R ja osajono (v.).
(jonka indekseji merkitsemme myds muuttujalla ) siten, ettd

tasaisesti

v, 0 joukossa Q, kun § — 0.
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Todistus. Aloitamme etsimélld raja-arvoehdokkaan v. Olkoon @ C € nume-
roituva tiheéd osajoukko. Koska funktiot ovat tasaisesti rajoitettu, diagonali-
saatiolla saamme kaikille z € @) osajonon {v.}. Vaikka kyseessd on osajono,
merkitsemme indekseja edelleen epsilonilla.

Oletuksen nojalla mille tahansa 1 > 0, on olemassa r( siten, etta kaikille
x,y € Q, joille |z — y| < ro, patee

v(z) —v(y)| <.
Taten voimme jatkuvasti laajentaa funktion v koko joukkoon ) asettamalla

v(z) = Qlalgz v(x).

Seuraavaksi osoitamme, etta jono {v.} suppenee tasaisesti. Valitsemme &a-
rellisen peitteen

ja €9 > 0 siten, etta
Ui
[v(2) = ve(@i)], o(@) —vlz)] < 5

kaikille x € B,(x;) ja € < g, liséksi

oe(a) = vlwd)] < g,

kaikilla z; ja & < go. Téten kaikille x € Q voimme 16ytid pisteen z; siten,
ettd x € B.(z;) ja

[v=(2) = v()] < Jve (@) = ve(i)| + [v=(2:) — v(@:)| + [o(z:) — v(@)|
<1,

kaikille £ < ¢, missa €q ei riipu pisteesta x. O

Seuraavaksi todistamme, ettd pelin arvofunktiot u. suppenevat tasaisesti
johonkin funktioon u joukossa €. Osoitamme mydhemmissé lauseessa (lause
4.3), ettd kyseinen funktio u on p-harmoninen. Seuraamme tdmén lauseen
todistuksessa artikkelia [19].

Lause 4.2. Olkoot Q C R" rajoitettu ja siled alue, F: R"\ Q@ — R siled
funktio. Lisdksi olkoon u. arvofunktio koydenvetopeliin satunnaiskohinalla,
jonka voittofunktio on F. Tdalloin

tasaisesti

ue " joukossa Q, kun e — 0.
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Todistus. Aloitetaan havaitsemalla, ettd u. on tasaisesti rajoitettu. Funktio
F' on rajoitettu, joten on olemassa M > 0 siten, etta

|F| < M.
Taten integraalin monotonisuuden nojalla

us(x) = inf sup EGr gu[F(x,)] < inf sup EG gu[M] = M,
S1I sl ’ SII sl ’

kaikilla x € £ ja e > 0.

Ylla saadun tasaisen rajoittuneisuuden ja myohemmin todistettavien
lauseiden 4.4 ja 5.3 nojalla voimme kayttdd Arzela-Ascolia ja viite on to-
distettu. [

Osoitamme, nyt ettd ylla saatu rajafunktio on itse asiassa p-harmoninen
funktio. Seuraamme todistuksessa artikkelia [19]. Tahén 16ytyy myos erilai-
nen todistus artikkelista [21]. Alla u = F tarkoittaa, ettd u saavuttaa reuna-
arvot I’ jatkuvasti.

Lause 4.3. Lauseen 4.2 rajafunktio u on viskositeettiratkaisu ongelmaan

Aévu =0 joukossa 2,
u=F joukossa OS).

Todistus. Valitsemme pisteen z € Q ja C?-funktion ¢, joka on maédritelty
pisteen z ymparistossa. Olkoon piste 5 sellainen, etté

Funktion ¢ Taylorin kehitelma pisteessa x pisteen x{ suhteen on

p(a1) = () + (Dp(x), (27 — 7)) + ;(Dzw(w)(l’i — ), (21 — 7)) + o(?).

Olkoon 75 piste, jolle pétee &5 — x = — (25 — x). Talldin hyddyntamalla sisé-
tulon bilineaarisuudetta pisteen ] suhteen muodostettuun Taylorin kehitel-
maan saamme, etta

p(T7) = p(x) = (Do(x), (27 — x)) + ;<D2<P(x)($i — ), (21 — 7)) + o(e?).

Laskemalla kehitelmét yhteen ja siirtamallé termeja saamme
p(79) + p(a]) = 2p(x) = (D*p() (2] — x), (2] — 2)) + o(c?).
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Nyt pisteen x{ madaritelmén nojalla saamme, etta

©(27) + p(27) — 2¢(r) < max ¢ + min ¢ — 2¢p(x).
B.(z)  B.(x)

Yhdistamélla tamé tieto aiemmin saadun yhtalon kanssa saamme, etta

1 2 € 15 2 ]'
L (DPp@)(af — 2). (a5 — ) +0le) < & (%w% @) —pla). (41)

Olkoon y € ). Téalloin ottamalla keskiarvointegraali puolittain funktion ¢
Taylorin kehitelmésté pisteessa x pisteen x + y suhteen saamme

d
]ée(o) oz +y)dy

=)+ £ Delah)dy+ 5 (Do) dy+ o)

Symmetrian nojalla integraali fp_q) (D¢(z),y) dy katoaa ja samasta syystd

1

1
— D? d *][ iz YiYj d
5 BE(O)< o(x)y,y) dy = > oo §fsouyy] Y

7,7=1

1 n
5 Z Pzix; ]g )yz‘yj dy = §Z%m ]g ©) Yiyi dy.

zy 1 = =1 €

Lisaksi symmetrian nojalla kaikille ¢ € {1,...,n} saamme laskettua

2
2y — ][
]ésm) Y= £(0) 5= Zy]

1 e )
- dsd
n|B.| /0 /83p(o> P P

1 )
= /Olé’Bllpn tp?dp

n|B|
_ |8B1| 8n+2
n(n + 2)|Bylen
_|oBy] 22
n(n + 2)|Bi|
Taten
LS Wy = ()
21':1 9012551 BE(O) yz y_ 2(n+2) (10 .
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Saamme

52

mA(p(x) + o(g?). (4.2)

][ oz +y)dy = o(z) +
B.(0)

Nyt kertomalla yhtéaléa (4.1) puolittain luvulla « ja epayhtéloéd (4.2) luvulla
£ ja summaamalla ndméa saamme

Be(z)

> o (-2 (D%t (B20) (B20))) +ole).

Oletamme, ettéd funktio ¢ koskettaa funktiota u pisteessa x alhaalta péin.
Voimme liséksi olettaa, ettd Do(x) # 0, silla muutoin kyseessé on kriittinen
piste ja viskositeettiyldratkaisun vaatima epayhtalo A,p(z) < 0 toteutuu.

Koska funktiojono {u.}. suppenee funktioon u tasaisesti, kun € — 0, niin
on olemassa jono {z. }., joka suppenee pisteeseen x siten, etté jokaiselle e > 0
on olemassa vakio 7. > 0, jonka avulla epayhtalo

« .
= (maxso + min w) + o(y) dy — p(x)
2 \B.(x) Be(x)

u:(y) — o(y) > ue(r:) — () — 1

pitee kaikilla y € B.(z.). Vakio 7. tarvitaan, silld funktio u. ei vilttamat-
ta ole jatkuva ja siten ei valttamatta 16ytyisi edelld mainittua minimoivaa
pistettd x.. Koska funktio u. on (p,¢)-harmoninen, pétee

Q@ .

Ne > —p(xe) + = (max ¢ + min cp) + 5 pdy.
2 \B.(ze) B (ze) Be(xe)

Nyt valitsemalla 7. > o(¢?) ja uudelleenméérittelemélla pisteen z5 siten, etta

se toteuttaa yhtalon

p(z7) = min ¢,
Bs(ﬂcs)

saamme epayhtalon nojalla (4.3)

zﬂffm(@—%(D%@a(ﬁ;xﬁ,ﬁﬁ;%)>+Am%0+v@%
(4.4)

Koska Dp(z) # 0, on olemassa gy > 0 siten, ettd kaikilla e € (0,eq) pétee
x5 € 0B:(z.). Jos néin ei olisi, voisimme muodostaa jonon pisteitd z. €
B.(z.) siten, ettd z. — z, kun ¢ — 0 ja Dp(z.) = 0 kaikilla 2., mutta
tdméa on ristiriita, silld talloin saataisiin osittaisderivaattojen jatkuvuuden
nojalla Dp(x) = 0. Téten voimme olettaa, ettd € on tarpeeksi pieni ja patee
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|25 — x| = €. Hyddynnetdén nyt 1. asteen Taylorin kehitelméé. Ajatellaan
aluksi, ettd € on kiinnitetty, talloin

p(a1) = plae) + (Dp(ae), (47 — z2)) + o(e)
p(21) — p(re) = (Dp(xe), (27 — 72) + 0(e)

o —a <D9‘)(%>’ | :f|> " |x60(—€)x |
Qp(xi) - ¢<x€> _ <Dg0($€), SL’?;QZE> + O(;)
1 () —p(z:) _ < Do(z.) 5 xa>+ 1 ofe)
D) ¢ [De(zo)] < (Do) <

Taten koska

p(z7) — »(x) < o(y) — p(z)

niin on myo6s padettavé

Dy(z.) o5 — . o(e) _ | Do(x.) y— . 5(c)
<|Dso(xe)|’ : >+|D90(ﬂfa)| : S<|D¢<wg>|’ : >+|Dgo<xa>| :

kaikilla y € B.(z.). Epayhtialon molemmilla puolilla olevat oikeanpuoleiset
termit menevat nollaan, kun € — 0, joten niiden merkitys katoaa. Koska
sisdtulot molemmilla puolilla saavat pienimmén arvonsa, kun niissé olevat
vektorit ovat toistensa vastavektoreita, voimme péaatella, ettd kun ¢ — 0,
niin 2§ — z. - —Dyp(z.). Joten saamme

=0 & Do)

Téten jakamalla epayhtédlé (4.4) puolittain luvulla €? ja antamalla ¢ — 0
saamme

P AN ().

s
02 20n+2) 7

> m((p —2)ANp(z) + Ap(z)) =

Funktio u on siis viskositeettiylaratkaisu tdhan ongelmaan. Funktion u osoit-
taminen viskositeettialaratkaisuksi tapahtuu hyvin samalla tavalla. Taten u
on viskositeettiratkaisu. O
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4.2 Reunasaannollisyys

Osoitamme, etta lauseen 4.2 arvofunktiot toteuttavat Arzela-Ascolin vaa-
timan sddnnollisyyden ldhelld reunaa 0€2. Seuraamme lauseen todistuksessa
artikkelin [17] lemmojen 4.1 ja 4.4 todistuksia. Kyseisessa artikkelissa on tar-
kemmat todistukset, joissa ei tehda oletusta siité, ettd kasittelemamme alue
on pallo tai ettd reunadata on lokaalisti vakio.

Lause 4.4. Olkoon {u. : ¢ > 0} kokoelma joukon §2 (p,e)-harmonisia
funktioita kiinnitetylld jatkuvalla reunadatalla F'. Tdamd kokoelma toteuttaa
Arzela-Ascolin ehdon 2. kun x € Q jay € I'..

Todistus. Yksinkertaisuuden vuoksi, oletamme, etta 2 = B(0) ja ettd F' on
vakio lahella pistettd, jota tarkastelemme. Olkoot y € T'. ja z € By(y) N T..
Merkitsemme

(= min {dist(Q, z), dist(0B1(y), 2), ;} .

Talléin B, (z) C Bi(y) \ 2. Tarkastelemme nyt ongelmaa

Apu(z) =0, x € By(2) \ Bu(2),
U(Z’) = SupB5(y)r‘1F5 Fa NS aBH(Z)a
u(r) = suprp,_ F, x € 0B4(2).

Talla ongelmalla on eksplisiittinen radiaalisesti symmetrinen ratkaisu. Rat-
kaisun graafi kuvassa 4.1. Merkitsemme r = |x — z|. Kyseinen ratkaisu voi-
daan télloin kirjoittaa muodossa

rp—1

u@) = v(fr = 2[) = v(r) = alog(r) +b, (p=n).

{n“p+b7 (p # n),

Laajennamme ratkaisut joukkoon Byia.(2) \ B,-2.(z). Merkitsemme yk-
sinkertaisuuden vuoksi myos laajennettua funktiota symbolilla u. Muistam-
me, ettd lauseiden 3.7 ja 3.8 nojalla reuna-arvot ja askelpituus € méarittavat
yksikésitteisen (p,e)-harmonisen funktion joukolle Byia.(2) \ By—2:(2). Mer-
kitdan tata funktiota merkinnalla u2°. Osoitetaan seuraavaksi, etta talloin
patee

ud™v® — u, tasaisesti joukossa By_.(2) \ By—c(2) = Bi—c(2) \ By—c(2),

kun € — 0.
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Kuva 4.1: p-Laplacen yhtalon perusratkaisu.

Olkoon S§' pelaaja II:n strategia, jossa pelitilanteen ollessa pisteessi zy
hén astuu pallon B (xy) sisalla pisteeseen, joka melkein minimoi funktion w.
Siis

u(x = inf w4+ N\27F,
(Th4r) = imf |

jollain kiinnitetylla A > 0 Funktio u toteuttaa asymptoottisen laajennuksen
tasaisella virheelld O(e?), (lihde [18]) toisin sanoen kaikilla x € By .(2) \
B,,_-(z) patee

u(x) = @ (r_naxu + min u) + ﬁ]é ( )udy +O(£%). (4.5)

B.(z) Be(z)

Valitaan C' > 0 siten, ettd |O(e?)| < Ce®. Funktioista My == u(zg) + A27F —
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Cke® koostuva stokastinen prosessi on ylamartingaali, silli

Eg gnlu(zrs) + 22700 — Ok +1)°| 7]
valittu
strategia (y (k+1)
< —| inf u+ supu +B][ udy 4+ N2 —C(k+1)&
2 Be ﬂfk Bs xk E(mk)
. ( ax u + min u) + 6 udy + O(e%) + X2~ *+D)
2 (w Be(zy) Be (k)
—O0(*) - Ok +1)e

W () + 227 ED — O3 — Ok + 1)e?
<u(rg) + A27F + 0 — Ok + 1) = u(ay) + A27F — Cke®. (4.6)
Tehdaén seuraavaksi arvio pelaajan IT arvofunktiolle. Saamme
= inf supEg, [ F ()
< sup Eg gnlu(zr)]
= supIESI SH[ u(z,) — Cre® + O1e?]

Fatoun

L sup (lminf B2 gy u(wens) = C(r A K)EY) + OB gl

glt k—o0
1.23 o 5
< S;P <11]£r_1>1o£1f(u(x0) —C-0-%)+Ce ES SH[ ]>

< u(mg) + Ce sup]ESI SH[ T].

Samankaltainen argumentti voidaan tehdd myos pelaajalle I, josta saamme
u(zg) — Ce®infgn BY [7] < ul(zo). Yhdistdmalli nimé lauseen 3.8 kanssa
saamme

S8
( ) Ce’ lsrv%leSI SII[ ] < Ugm( ) < u(aco) +C¢° SupESI SH[ ]

Olemme nyt melkein todistaneet, ettd u2™°(z¢) — u(xo), kun € — 0, tarvit-
semme vield tiedon, ettd on olemassa D > 0 siten, etta

< 92. (4.7)

o
S1 g1 [T] -

Naytamme tdman osoittamalla, ettéd funktioista

Ny = —u(xp)? + u(zo)? + De’k

43



koostuva stokastinen prosessi on ylamartingaali, kun € on tarpeeksi pieni.
Koska Du # 0, niin jos pelaaja II voittaa kolikonheiton, saamme

: | Dyl
u(zg) —u(zp—y) < —¢ inf g
Bio(\Bue(z) 2

Tasta saamme

( inf |Du|> : .
Bi—e(:)\Bi-e(2) 2
Havaitsemme, etta
E?f,s(l)l [Nit1 — Ni|Fi]
= Eggsél[—u(xm)? + u(wg)* + D52\fk]
=B gul—(u(zi) + ulzi))?|Fi]
- Eg?ﬁg [2(w(zppr) + w(zy))u(xe) | Fi] + De?. (4.9)

Kéaytamme lyhyyden vuoksi seuraavassa arviossa merkintaé

w00 = sup u.
Buyyoc(2)\Bp—2e(2)

Voimme olettaa, ettd u < 0, silld tarpeen tullen voimme vihentaéd vakion,
koska u on rajoitettu. Kuitenkin pitddksemme asiat yksinkertaisemman né-
koisina jatdmme taman vakion merkitseméattd. Teemme taméan avulla seu-
raavan arvion

—EZ%Sg 2(u(rs1) + ulzr))u(er) | Fi

= —2u(xy) (Eﬁ?,sy [u( @) [ Fr] — u<xk>)

=2[u(zy)|

= 2[u(zy)] <E§?,551 [w(@y1) = (b + 1)CEF] + (k +1)Ce’ — U(xk))

(4.6)
< 2fulloo (ulzi) — KCE® + (k + 1)CE® — u(w))
= 2|ul|Ce>.
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Nyt yhdistamalla tdméan, (4.8) ja (4.9) saamme
Eg gn[Ny — Nig—1|Fp—1] <0,
kunhan epayhtalo
g2 Dul\? .
- ( inf |u|> + 2||ullCe® + De* <0
2 \Bie(d\Bi:(x) 2

pitee. Y1 oleva epiyhtalo pétee, kun valitsemme vakion D siten, ettd
D D
L B £
Bi—e(:)\Bi-e(2) 2 a

€

ja oletamme, etta

< -
2||ullC
Téalloin (Ng)ren on ylamartingaali ja saamme valinnaisella pysédhtymislauseel-

la, etta

EE(IJ75(I)I [Nrak] < No =0,
joten

[)82ESI,S(I} [T NE] < E?ﬁ,s}f [u(@rar)? — ul@)?],

mistd saamme halutun tuloksen yhtaloa muokkaamalla ja viemalla muuttu-
jan k darettomaan.
Tieddmme siis, etté

ut™® — u, tasaisesti joukossa §475(2) \ By—<(2),

kun € — 0. Taten

[u2™ —u| = o(1) joukossa Byie(2)\ Bu—c(2),
missa o(1) — 0, kun ¢ — 0. Nyt tarpeeksi pienille ¢ saamme vertailuperi-
aatteen (todistus artikkelissa [17] (sivu 9)) ja dsken osoitetun yhtélon avulla,
etta
us <ul™’ +o(l) <u+o(l).

Alarajan argumentti on samankaltainen. Kaytdmme alarajana —1:114 kerrot-
tua p-Laplacen perusratkaisua, jota on siirretty ja skaalattu sopivasti. Ole-
tamme funktion F olevan vakio pisteen y lahettyvilla, joten saamme ylarajan
ja alarajan arvot hyvin ldhelle toisiaan reunan lahella. Taten saamme funk-
tiolle u. halutun sadnnollisyyden eli mille tahansa 7 > 0 on olemassa § > 0
siten, etta

|ue(x) = F(y)| <,
kun |z —y| < 0. O

45



5 Lipschitz-saannollisyys

Aloitamme tutustumalla ensimmaéisessé alaluvussa sylinterikédvelyyn ja todis-
tamalla erdan arvion tdméan avulla. Jalkimmaisessa alaluvussa hyodynnam-
me tata arviota Lipschitz-saannollisyyden todistuksessa. Taman ldhes koko
luvun l&hteend toimii artikkeli [19]. Lauseen 5.3 ldhteena toimii artikkeli [15].

5.1 Sylinterikavely

Sylinterikévely on sylinterissa méaritelty satunnaiskavely. Olkoon meill& n +
1-ulotteinen sylinteri By, (0) x (0,27 + t), missd By, C R". Oletetaan, etta
olemme pisteessa

(ZEj,yj) € BQT(O) X (O, 2r —f-t)

On kolme mahdollisuutta sen suhteen, mité tapahtuu seuraavaksi:

o Todennakéisyydelld § pétee (zj11,y541) = (25,95 — €).

o Todennakéisyydelld § pétee (zj11,yj41) = (75,95 +¢€).

« Todennékoisyydelld 8 pétee (zj41,Yj41) = (Tjt1,Yy;), missd x4 on
tasaisen todennakoisyysjakauman mukaisesti valittu satunnainen piste
pallossa B.(x;).

Kévely loppuu, kun poistumme sylinterista. Merkitsemme poistumisaikaa
symbolilla 7’.

Seuraavalle lemmalle on olemassa stokastinen todistus lahteessé [15]. Téas-
sé tutkielmassa annamme osittaisdifferentiaaliyhtédloihin perustuvan todis-
tuksen.

Lemma 5.1. Aloitetaan sylinterikavely pisteestd (0,t). Talloin todenndkii-
syys, ettd kdvely ei poistu sylinteristd pohjan kautta, on pienempdd kuin

t+e¢
L(p,n) _

kazkille tarpeeksi pienille € > 0.

Todistus. Teemme todistuksen kahdessa palassa, ensin osoitamme, etté
saamme osoitettua halutun véitteen kayttdmalla sopivaa sileda funktiota u
apuna. Jalkimmaéisessd osassa osoitamme, etté téllainen funktio u on todella
olemassa. Merkitsemme téméan todistuksen ajan

(xay) = (]31,%27 s 7xnay)~
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Todennikdoisyys poistua sylinteristd pohjan kautta. Oletetaan, et-
td meilla on silea funktio u, joka toteuttaa asymptoottisen laajennuksen

u(z,y) B][ u(h,y)dh + — ( (x,y+5)+u(x,y—6)>+0(€3),

tasaisella virheelld |O(e®)] < Ce&? ja jolla on reuna-arvot 1 joukossa Bs,.(0) X
{0} ja 0 muualla.?

Késitelladn satunnaismuuttujien jonoa (u(xj,y;))jen, missd pisteet
(z;,y;) vastaavat sylinterikévelyn pisteita ja jonon ensimmaéinen piste (zo, yo)
vastaa sylinterikdavelyn aloituspistetta (0,t¢). Huomataan, ettd asymptootti-
sen laajennuksen nojalla funktioista M; = u(z;,y;) + cje® koostuva prosessi
on alamartingaali, silla

Elu(zj41,yj41) + c(j + 1)e°| F}]

a .
=p o) u(h,y;) dh + §(U<xjayj +¢e) +ul(xj,y; — E)) te(j+1)E

= u(z ) — O() + c(j + 1)
> u(xj,y;) + cje’,

patee kun ¢ > ( %)
nojalla saamme, etta

. Taten odotusarvon lineaarisuuden ja proposition 1.24

Elu(z,,y.)] + cE[r']e* = E {u(mTr, Yrr) + CT’gﬂ =EM, = EM,

= Eu(0,t) = u(0,1).

Merkitsemme kirjaimella P todennédkoisyytta, ettd saavutamme reunan
By, (0) x {0}. Tallin yllédolevan nojalla

u(0,t) — cE[7']e® < Elu(wp,y)] < P-1+(1—P)-0=P. (5.1)

Seuraavaksi ndytdmme, ettd 0 < E[7'] < 5% Tamaé seuraa faktasta, ettd
(Nj)jen, missa N; = y?—ajeQ, on martingaali. Martingaaliominaisuus pétee,
silla

. a .
Elyf 1 — o+ DElF) = 5 (5 + 2 + (5 — %) + Byf — aly + 1)e?
=y +ag® —a(j+ 1)

= y? — aje’.

2Kun annamme eksplisiittisen esityksen funktiolle u, joudumme askelpituuden takia
madrittelemédn sen suuremmassa sylinterissa.
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Kahden pysdhtymisajan minimi 7/ A & on myos pysahtymisaika proposition
1.18 nojalla. Lisaksi 7" A k on &darellinen kaikilla £ € N. Taten proposition
1.24 nojalla saamme

ENyg = EN,. . kaikilla £ € N,
joten

ENy = limsup EN, /.

k—o0

Nyt kédédnteisen Fatoun lemman (Lause A.2) nojalla saamme

yg =ENy = limsup EN, ny <EN, = E[yz, — ar'e?].

k—o00

Tasta seuraa
yo <E[(1+4¢)* —ar’e?] =1+ 2 + &% — ag’E[7].
Siirtdmalla termejé saamme
ae’E[r] <142+ — 4.

Nyt jakamalla puolittain ae?:lla saamme

< 1+25+52—y8€_2.

E[] ”

Tasta saamme

< 1+25—|—52—y§€_2< 1—1—2—|—1€_2

E[] < COla)e™2

o B o
Nyt kertomalla puolittain £3:lla ja jakamalla vakion pois oikealta puolelta

saamme
cE[r]e* < e. (5.2)

Voimme olettaa, ettd funktio u on siled, silld jalkimmaéisessd osassa tatéd to-
distusta annamme eksplisiittisen esityksen funktiolle u, josta ndemme, etta se
on silea. Sileyden nojalla funktio w on Lipschitz-jatkuva. Myohemmin naem-
me, ettd funktio u riippuu parametrista p ja dimensiosta n, joten funktion u
Lipschitz-vakio riippuu niistd. Yhdistamalla tdmé epédyhtalon (5.2) kanssa,
saamme ettd on olemassa L(p,n) = L > 0 siten, etté

u(0, —¢) — u(0,t) < L(t + ¢) — cE[r'])e?,

mika on yhtapitavaa sen kanssa, etta

1— L(t+¢) <u(0,t) — cE[r]*.
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Yhdistdmalla tahin epayhtalon (5.1) saamme
1— L(t+¢) <u(0,t) — cE[r']e* < P.

Funktion u 16ytdminen. Seuraavaksi annamme eksplisiittisen esityksen si-
lealla funktiolle u, joka toteuttaa asymptoottisen laajennukseen ja saa sopivat
reuna-arvot.

Merkitaan

R. = (Bay4-(0) \ Bar(0)) x (0,2r +1) U Ba,(0) x [2r +1,2r + ¢ + €.

Tavoitteenamme on 16ytaa funktio u: Ba,..(0) X [—¢&,2r +t + & — R, jolle
patee

u(z,—e) ~ 1, kun z on ldhelld nollaa,
u <0, joukossa R.,

u < 1, maarittelyjoukossaan,

> g, + (p— 2)uy, = 0. (5.3)
j=1
Hyodynnetadan funktion u Taylorin kehitelméé, saamme
1
(@ +h,y) ~u(z,y) + (Du(e,y), h) + 5 (D*u(z, y)h, h),

nyt voimme soveltaa yhtéloa (4.2) ja saamme

52 n
h dh ~ - TiT; )
o 1+ o)l ) s S i 09)
]_
Lisaksi ]
u(z,y £e) ~u(x,y) £ uy(z,y)e + iuyy(x, y)e?,
joten

u(z,y+¢e) +u(z,y —e) = 2u(z,y) + uyy(z, y)e’.

Muistetaan, etta
n+2 . a  p— 2

b p+n oy 2(p+n)
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Taten

I& ]gs(x) u(x,y) dh + %(u(m, y+e)+u(r,y— 6))

=p (u(m, y) + Mguwﬂj (z, y))

o
- E(Qu(:v, Y) + Uy, (z, y)82) + O(e?)
n+2 n+2 g2 " p—2

= u\zr, + ' Uy, \ Ty +2- T,
p+n u(,y) p+n 2(n+2)jz::1 jos (8 Y) 2(p+n) (z,)
p—2
e aT— O
+ it 9+ O)
62 n
=u(z,y) + — Ugz; (T, Y) + Uyy (T, y) (P — 2 + O(&
@)+ 5057 (z (29) + gy ,9)( >> )
2 e, y) + O).
Olkoot v harmoninen funktio ja
u(z,y)=v|x Y =v(x,s)
) ) p — 2 ) Y
taten )
Uss (&, 7=
Uyy (T, y) = p— 2p -
Funktio u toteuttaa yhtélon
n n /USS x? /y
Zuxjxj (:Ea y) + (p - Q)Uyy(aja ?J) = Z/ijacj (ZI?, 8) + (p 217 2)
=1 j=1

I
NE

Vaja; (2, 8) + vs(, 5)
1

I
=E

Saamme sopivan funktion skaalaamalla ja siirtdmalld Laplacen yhtélon
perusratkaisua siten, ettd tasa-arvo joukko 1 leikkaa pisteen (0, —¢) ja tasa-
arvojoukko 0 ldpaisee joukon 0B,,.(0) x {0}. Laplacen yhtdlon perusratkaisu
®: R™\ {0} — R on muotoa

O(z,y) = {_217710g|(x7y)| (Z

2)
3).

1 o1
m(m=2)|Bi]  |(z,y)[?

v
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Kuva 5.1: Laplacen yhtalon perusratkaisu.

Tama ratkaisu 10ytyy muun muassa kirjasta [5]. Ratkaisun graafi kuvas-
sa 5.1. Oletamme, ettd n > 2, talloin n + 1 > 3, joten huomioimme vain
perusratkaisun muodon. Nyt muuttamalla funktiota ® aiemmin mainituilla
tavoilla saamme funktion v,

oz, 5) = |2re; + 2ee,41]%€2 1 B 2 |
2req + 2ee,41|2 — €2 |(x, 5) + 2ee,11 |2 [2re; + 2ce,|? — €2
Joten
u(z,y) = |2|2Tel tReennfe 1 3= —
rey + 2een 1] — € )(x, 7;%) + 2€€n+1‘ |2req + 2eep41]? — €

O

5.2 Lipschitz-sdannollisyyden todistus

Tasséd alaluvussa pelin historiaa on muutettava siten, ettd se seuraa myos
kolikonheittojen tuloksia pelisijaintien lisdksi ja siten myo6s todennakoisyys-
avaruutemme filtraatio muuttuu hieman. Yksinkertaisuuden vuoksi emme
mene yksityiskohtiin asian suhteen. Tama muutos pitéda tehda, jotta voimme
kayttad myohemmin tarvittavaa kumoamisstrategiaa.

Aloitetaan osoittamalla seuraava lemma, jonka jilkeen voimme todistaa
Lipschitz-saannollisyyden.
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Lemma 5.2. Olkoon 7" pysdhtymisaika, jolle pditee 7 < T, missd T on
tavallinen poistumisaika rajoitetusta alueesta. Tdalloin

ug(y) S S}Svllp E%I’S(I)I [U/a(«rT*)] s

mille tahansa kiinnitetylle S ja

Ua(y) > g}lf Egé’sn [Ua(xf*)] )

mille tahansa kiinnitetylle Sp.

Todistus. Oletamme, ettd pelaaja Il seuraa kiinnitettyi strategiaa Sil. Seu-
ratkoon tilléin pelaaja I strategiaa SL . Tissi strategiassa pelitilanteen ol-

lessa pisteessé zj € €2 han siirtyy pisteeseen, joka melkein maksimoi funktion
ue, eli pisteeseen xp1 € B-(zy) jolle pétee

Ue(Tpy1) > Sup ue — 772_(k+1),
Bs(xk)

jollakin kiinnitetylla nn > 0. Tamén valinnan ja DOP:n nojalla

B o)~ 2V
> 2 ( inf w.+ sup u. — 772_(k+1)> + 3 u. dy — n2~F+D)
Below) — Be(an) Be(w)

> ue(xy) — 772_’“.

Yll4 olevasta seuraa, ettd satunnaismuuttujista My = u.(x;) — n2~" koostu-
va stokastinen prosessi on rajoitettu alamartingaali. Proposition 1.24 avulla
saamime

Squ E%I su [Us(ajr*)] > E§1 S [U/E(xT*)]
S ’ max?

o Ey g [ ")

max?

> B,

max?

su [Mo] = ue(y) — .

Koska 1 > 0 on mielivaltainen, olemme todistaneet ensimmaisen vaitteen.
Toisen véitteen todistus on samankaltainen. O

Seuraavan lauseen todistuksessa seuraamme artikkelin [15] sivuja 8-10.
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Lause 5.3 (Lipschitz-sdénnollisyys). Olkoot u. (p,e)-harmoninen funktio
joukossa Q ja zg € Q. Lisdksi olkoon r > 0 sellainen, ettd Bio-(z0) C Q.
Talloin kun r > €, niin

L
lue —ue(y)| < = sup w.— inf w. ||z —1yl,
r BGT(Z()) Ber(z0)

kaikille x,y € B,(zy), joille |x —y| > e.

Todistus. Olkoot =,y € B,(z). Valitsemme positiivisen kokonaisluvun m
siten, etta
(m—1)e < |z —y| < me.

Nyt kiinnitdmme pisteen z € By,.(zg) siten, etta
|z —z|=|z—yl = (m—1)e. (5.4)

Pelaajalle II madritimme strategian Si! peliin, joka alkaa pisteestd z. Téssé
strategiassa pelaaja II pyrkii kumoamaan pelaajan I aikaisimman liikkeen,
jota ei ole jo peruttu. Jos kuitenkin kaikki pelaajan I liikkeet on kumottu ja
pelaaja II voittaa kolikonheiton, hén siirtyy vektorin

m—1\ z—x
€
m |z — x|
suuntaisesti sen pituuden verran. Kerroin mT_l tarvitaan, silla pelaajat eivét

voi ottaa askelta avoimen pallon B.(x) reunalle.
Jokaisella hetkella pelitilanne voidaan jakaa vektorien summaksi seuraa-

vasti
T+ Zuk,l—i— Zukg—l— ka.

kel kel kels

Tasséd indeksijoukko I; koostuu pelaajan I voittamien kierrosten luvuista,
joukko I, taas koostuu pelaajan II voittamien kierrosten luvuista ja I3 niiden
kierrosten luvuista, joilla siirryttiin satunnaisiin pisteisiin. Vektorit uy ; taas
merkitsevat pelaajan I liikkeité, vektorit uy o pelaajan II liikkeita ja vektorit
vk, satunnaisesti valittuja pisteita.

Maarittelemme nyt pysahtymisajan 7*. Pelin paattymiselle on kolme eh-
toa:

1. Jos pelaaja IT on voittanut m kertaa enemman kuin pelaaja I.

2. Jos pelaaja I on voittanut [%W kertaa useammin kuin pelaaja II.

3. Jos |Xker, vk = 2r.
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Pyséhtymisaika 7% on darellinen melkein varmasti. Tama tulee satunnais-
kavelyn aarellisestéd pysdhtymisajasta, pysdhtymisajan darellisyys muutoin
selked.

Tapauksessa 1. pelaaja IT on kumonnut pelaajan I kaikki askeleet ja otta-
nut m méaran askelia vektorin (m—_l ==L mukaisesti. Joten kun laskemme

B
pelaajien I ja II askeleet yhteen, padadymme pisteeseen

= Z2—X.

ASKELEET = > up1+ > ups = me <

m—1> Z— T (5.4)
kel kels

m ) |z — x|

Taten pelin pysahtymispiste x,+ on satunnainen, silla

xT*:x+Zuk71+Zuk72+ka:z+ka. (5.5)

kel kels kels kels

Toisaalta tapauksessa 1. on korkeintaan {%J + m vektoria ja tapauksessa 2.

P?ﬂ + m — 1 vektoria, jotka eivat kumoudu summassa

Z Uk,1 + Z Uk, 2-

kel kels
Huomataan lisdksi, ettéa Pﬂ +m > [%ﬂ +m — 1, joten

Z Ug,1 + Z U2

2r m—1 2r
2 e () <y
kel kel & m &

<2r+ |z —y| < A4r.

Lisdamalla tdhan arvioon pelin kolmas paéttymisehto saadaan kolmioepayh-
talon avulla

Z Up1 + Z Up,2 + Z Uk

kel kela kels

<

+ < 4r+2r = 6r,

Z Up1 + Z Ug,2

kel kel

Su

kels

kun peli ei ole vield pysdhtynyt. Eli emme poistu pallosta Bg,.(zg), kun peli
on kéynnissé.

Olkoon S} vastaava kumoamisstrategia Pelaajalle I, kun peli alkaa pis-
teestd y. Talloin milld tahansa Pelaajien I ja II strategioilla ST, S patee

Bt gu [u.(z.+) | peli paattyy ehtoon 1.]

=E% ouluc(z-+) | peli padttyy ehtoon 1.]. (5.6)
0
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Yhtalo (5.6) patee, silla jos peli paattyy ehdolla 1., yhtélossé (5.5) oleva
piste z,« on riippumaton strategioista ja pelin aloituspisteesta. Lemman 5.2
nojalla saadaan, etta

u. () < sup K quue(z,+)]
st o
ja

u:(y) > lé{}lf EZ‘},,SH [ue(z,+)].

merkitsemme symbolilla P todenndkoéisyyttéd, ettd peli loppuu ehdolla 1.,
joka riippuu vain luvuista p ja n. Kayttamalla ylhaalld olevia arvioita, tietoa,
ettd kun peli on kdynnissé, emme poistu pallosta Bg,.(z0), ja yhtaloa (5.6)
symmetrisen osan eliminointiin saadaan, etta

’uf(x) - uE(:U)’ < S}gle Egl,s(l)l [uﬁ(xT*)] - g}lf Egé,SH [us(mT*)]

S 'P(E.§[7Sél [UE(JJT*)

ehto 1.] — Egasu[ua(xﬂ)

ehto 1])‘

+(1—P)<sup us — inf u€>

B@T(Zo) BGT(ZO)

<(1-P) ( sup u. — inf ua>.

BGT(ZO) BG?“(ZO)

Huomataan, etta soveltamalla lemmaa 5.1 valinnalla ¢ = me, saamme sum-
malle 1 — P ylarajan

1-P<

C(p,n)(m+1)e < £|x |
T -

kun |z — y| > ¢ kaikilla |z — y| > . O

A Liite
Téamén lemman todistuksessa seuraamme artikkelia [16].

Lemma A.1 (Borel-mitallisten strategioiden olemassaolo). Olkoot 6 > 0 ja
u: Q. — R rajoitettu Borel-funktio. Tdlldin on olemassa rajoitetut Borel-
funktiot Sgup, Sint: Q@ — S, joille patee Sine(x), Seup(z) € Be(x) ja

U(Ssup()) > sup u — 46 w(Sine(z)) > inf w44
B:(z) Be(z)

kaikille x € €.
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Todistus. Riittaa 10ytaa Sgup,. Merkitsemme
B={B.(r) CQ:2ecQ"N jarecQ;}.
B on numeroituva joukko. Valitaan kaikilla B € B piste xg € B siten, etta

o
v(zp) > supv(y) — =.
yeB 2
merkitsemme valittujen pisteiden joukkoa seuraavasti S = {zp : B € B}.
Miké tahansa avoin pallo B,(z) C €. voidaan esittdd joukossa B olevien
pallojen yhdisteena, eli jokaiselle x € ) patee

)
supv < sup v+ —.
Be(x) SNB:(z) 2

Funktio Sg,, saadaan kayttdmalla Lusinin numeroituvaa Borel-
valintalausetta, joka 10ytyy kirjasta [23] sivulta 210, Borel joukkoon

{(x,y)eQxQ€:|x—y|<€ja supv<v(y)—5}ﬂ(R"xS). O

B:(z)

Fatoun lemmasta saadaan helposti osoitettua niin kutsuttu kédnteinen
versio. Fatoun lemma l6ytyy esimerkiksi kirjoista [22] (sivu 23) ja [25].

Lemma A.2 (Kéinteinen Fatoun lemma). Olkoot (X, F, ) mitta-avaruus
ja fr: X — R jono p-mitallisia funktioita. Télloin jos on olemassa -
integroituva f: X — R siten, ettd fr < f pdtee pisteittdin kaikilla k € N,
nn
limsup [ frdp < [ limsup f du.
X X k—oo

k—o0

Todistus. Koska fi < f, niin 0 < f — fi kaikilla £ € N. Téalloin

— limsup fk—fdu:hminf/ f—fkduz/ liminf f — fi du
X k—oo JX X k—oo

k—o00

= — [ limsup f} — fdp,
X

k—o0

joten summaamalla funktion f integraali pois ja kertomalla puolittain va-
kiolla —1 saamme

limsup [ frdu < [ limsup fi dpu. m
X X k—oo

k—o0
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