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Tiivistelma

Tassa tutkielmassa perehdytaan matriisiteoriaan. Tarkastelu keskittyy ne-
liomatriiseihin, niiden ominaisarvoihin ja niitd vastaaviin ominaisvektorei-
hin. Tarkastelu rajataan kahteen osaan, joista toiseen esitetdan kaytannon-
sovellus, jossa tarkastellaan Googlen hakukoneen toiminnan matemaattista
taustaa.

Vaadittavien lineaarialgebran esitietojen jalkeen tarkastellaan positiivisia
neliomatriiseja. Ensin esitelladn aputuloksia liittyen positiivisiin matriiseihin,
sekd niiden itseisarvoltaan suurimpaan ominaisarvoon eli spektraalisiateeseen
ja tatd ominaisarvoa vastaavaan ominaisvektoriin. Néiden aputulosten tar-
kastelun jalkeen esitelladn Perronin lause ja sille esitetaén todistus. Perronin
lause toteaa, etté positiivisella neliomatriisilla on itseisarvoltaan suurin omi-
naisarvo, joka on aidosti suurempi kuin mikadn muu matriisin ominaisarvo-
jen itseisarvoista. Lisaksi lause toteaa, etta tamén itseisarvoltaan suurimman
ominaisarvon algebrallinen kertaluku on 1 ja sitd vastaava ominaisvektori on
positiivinen.

Perronin lauseen todistuksen jéalkeen perehdytédan verkkoteoriaan, jon-
ka avulla havainnollistetaan graafisesti tutkielman sovellusta. Verkkoteori-
aan liittyvien maaritelmien ja tulosten esittdmisen jéalkeen tarkastellaan dif-
ferenssiyhtéloita. Differenssiyhtaloissa ajan hetki ¢ liitetdan ajanhetkeen ¢+ 1
lineaarisesti siten, ettd Av, = v, 1, missé neliomatriisia A kutsutaan siirty-
mématriisiksi.

Differenssiyhtaloissa keskitytadan Markovin ketjuihin, jotka ovat todenné-
koisyyksia kuvaavia differenssiyhtaloita. Téllaisten differenssiyhtéloiden siir-
tymamatriisit ovat stokastisia matriiseja, jotka ovat ei-negatiivisia matriiseja
ja niiden jokainen sarake summautuu luvuksi yksi. Stokastisten matriisien li-
siksi Markovin ketjuissa esiintyvét vektorit v; ovat todennéakoisyysvektoreita
eli ei-negatiivisia vektoreita, joiden alkiot summautuvat luvuksi yksi.



Markovin ketjujen teoria toimii teoriapohjana Googlen Pagerank-algorit-
mille, jossa sovelletaan Perronin lausetta. Maaritelladn Google-matriisi, joka
on positiivinen stokastinen matriisi. Perronin lause takaa, ettd tdmén matrii-
sin spektraalisiade on luku 1 ja sen virittda positiivinen ominaisvektori, jota
kutsutaan tasapainotilavektoriksi. Pagerank-algoritmissa tarkastellaan Mar-
kovin ketjua, jonka maarada Google-matriisi G ja tasapainotilavektori w. Tal-
16in Markovin ketjun Gv; = vy avulla saadaan internetin nettisivujen tér-
keysjarjestys eli jarjestys, jossa hakutulokset tulevat nakyviin hakukoneessa.
Taméan térkeysjarjestyksen kertoo Markovin ketjun vektori vy, ;.

Tutkielman lopuksi tarkastellaan Perronin lauseen yleistysta eli Perronin
ja Frobeniuksen lausetta. Tama lause antaa vastaavat tulokset kuin Perronin
lause, koskien ei-negatiivisia redusoitumattomia matriiseja.

Tarkoituksena on esitelld Perronin ja Frobeniuksen lauseen yleinen ver-
sio. Taman jélkeen esitellian ja todistetaan kyseisen lauseen erikoistapaus,
jossa tarkastellaan ei-negatiivisia redusoitumattomia neliomatriiseja, joiden
jokin positiivinen kokonaislukupotenssi on positiivinen neliomatriisi. Tama
erikoistapaus toteaa vastaavat tulokset, kuin yleinen Perronin ja Frobeniuk-
sen lause.

i



Sisallys
Johdanto

1 Esitietoja lineaarialgebrasta
1.1 Ominaisarvoista ja ominaisvektoreista . . . . . . . . . ... ..
1.2 Positiiviset vektorit ja matriisit . . . . .. ... ... ... ..

1.3 Normeista . . . . .. ...
2 Perronin lause
3 Sovellus
3.1 Verkkoteoriaa . . . . . .. ... . Lo
3.2 Differenssiyhtaloista ja stokastisista matriiseista . . . . . . . .
3.3 PageRank . . ... ... ...
4 Perronin ja Frobeniuksen lause
5 Merkintoja

1il

13

18
18
20
28

34

38



Johdanto

Tamén tutkielman tarkoituksena on perehtyd matriisiteoriaan ja tarkastella
positiivisia ja ei-negatiivisia neliomatriiseja. Tullaankin havaitsemaan, etta
kyseisten matriisien ominaisarvoilla ja niité vastaavilla ominaisvektoreilla on
erityisia ominaisuuksia. Nama erityiset ominaisuudet toimivat matemaatti-
sena teoriapohjana esimerkiksi Googlen hakukoneen toiminnassa.

Ensimmaisessa luvussa tarkastellaan tutkielman kannalta oleellisia line-
aarialgebran peruskasitteita ja tuloksia. Luvussa 1.1 keskitytdan neliomat-
riisien ominaisarvoihin ja niitd vastaaviin ominaisvektoreihin. Luvussa anne-
taan seuraava tarked maéritelma:

Maaritelma 1.2. Neliomatriisin A € C,,,, spektraalisdde on
Ap = max{|A\i|,...,|\n|} € C.

Tutkielmassa keskitytaén erityisesti tarkastelemaan neliomatriisin spektraa-
lisadetta ja sita vastaavaa ominaisvektoria. Luvun 1.1 tiedot voit loytaa lah-
teista [3],[5] ja [0].

Luvussa 1.2 tarkastellaan positiivisia ja ei-negatiivisia neliomatriiseja. Po-
sitiivinen neliomatriisi on matriisi, jonka jokainen alkio on positiivinen re-
aaliluku. Vastaavasti ei-negatiivinen neliomatriisi on matriisi, jonka jokainen
alkio on ei-negatiivinen reaaliluku. Néiden neliomatriisien maaritelmien jal-
keen todistetaan kaksi aputulosta liittyen positiivisen neliomatriisin ja vek-
torin tuloon liittyen. Kyseinen luku perustuu lahteeseen [1].

Taman jalkeen luvussa 1.3 tarkastellaan vektorinormeja ja matriisinorme-
ja. Tutkielman kannalta oleellisia maaritelmia ovat vektoreiden ja matriisien
1-normien maéritelmét, jotka esitelladn luvussa. Lisdksi esitellidn Gelfan-
din kaava, jonka avulla neliomatriisin spektraalisade liitetdan sita vastaavan
neliomatriisin 1-normiin. Normien tarkastelussa on kaytetty lahdetta [3, § 5].

Luvussa 2 keskitytadn positiivisiin neliomatriiseihin ja niiden spektraali-
séteisiin. Luvussa esitelldan ensin naihin kéasitteisiin liittyvia tuloksia, joiden
avulla luvun lopuksi todistetaan Perronin lause eli tutkielman paéatulos. Per-
ronin lause muotoillaan seuraavasti:

Lause 2.6. Olkoon A € R,,w, posititvinen neliomatriisi. Talloin matriisilla
A on posititvinen ominaisarvo Ap, jolle pitee

(1) Ap > X kaikilla matriisin A ominaisarvoilla Ap # \.

(2) Ominaisarvon Ap algebrallinen kertaluku on 1 ja sitd vastaava ominais-
vektori on posititvinen.



Tasta tuloksesta saadaan erityisesti, etta ominaisarvoa \p vastaava ominais-
avaruus on l-ulotteinen, jonka virittda positiivinen ominaisvektori. Luvun 3
tulokset nojaavat tahdn lauseeseen. Luku 2 perustuu ldhteeseen [1].

Luvussa 3.1 perehdytéan verkkoteoriaan, joka toimii Perronin lauseen so-
velluksen graafisen havainnollistuksen tyovélineena. Kasitellddn suunnattuja
verkkoja ja annetaan maéritelma suunnatun verkon naapurimatriisille, joka
liittda verkkoteorian matriisiteoriaan. Verkkoteoriaan liittyvat maéritelmat
ja tulokset 16ydat lahteesta [2].

Taman jalkeen luvussa 3.2 perehdytaan differenssiyhtéloihin ja stokasti-
siin matriiseihin. Differenssiyhtaloissa ajanhetki ¢ liitetddn ajanhetkeen ¢ + 1
lineaarisesti siten, ettd Av; = v;yq. Téssé neliomatriisia A kutsutaan siirty-
méamatriisiksi. Differenssiyhtdlon maaritelmasta tehdadn havainto

v = Avy_g = A%vp_y = -+ = Alwy.

Talloin siis differenssiyhtélon tila ajanhetkelld ¢ voidaan madrittda siirtyma-
matriisin A potenssin A? ja alkutilavektorin vy avulla.

Keskitytadn tarkastelemaan differenssiyhtéloitd, joiden muuttujat tulki-
taan todennakoisyyksiksi eli Markovin ketjuja. Matriiseja joiden alkiot ku-
vaavat todennakoisyyksia kutsutaan stokastisiksi matriiseiksi ja ne ovat Mar-
kovin ketjujen siirtymématriiseja. Stokastiset matriisit yhdessd todennakoi-
syysvektoreiden kanssa méaraavat Markovin ketjut.

Luvussa tullaan osoittamaan, etta stokastisella matriisilla on ominaisarvo
A = 1, joka on stokastisen matriisin spektraaliside. Perronin lause takaa, etta
ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori eli tasapainotilavektori on positiivi-
nen ja se virittda l-ulotteisen ominaisavaruuden. Luvun lopuksi todistetaan
seuraava térked tulos:

Lause 3.24. Olkoon P € R, ., positiivinen siirtymdmatriisi jo w € R"”
todenndkdisyysvektori. Talloin

lim P'"m = «a,
n—0o0

missd « on tasapainotilavektors.

Tamaé tulos vastaavasti tarkoittaa sita, ettd Markovin ketjun siirtymamat-
riisia kerrottaessa oikealta todennakoisyysvektorilla, on tulon suppeneminen
riippumaton alkutilavektorin valinnasta.

Differenssiyhtéaloihin ja stokastisiin matriiseihin perehtymisen jélkeen lu-
vussa 3.3 tarkastellaan tutkielman sovellusta eli Googlen Pagerank-algoritmia,
joka hyodyntaa Luvun 3.2 tuloksia eli Markovin ketjujen teoriaa.



Pagerank-algoritmissa siirtyméamatriisin avulla méaritelladn Google-mat-
riisi, jonka tasapainotilavektorin alkiot kertovat jokaisen nettisivun tarkey-
den. Talloin siis suurimman tédrkeyden omaava nettisivu on hakutuloksien
ensimmaisend oleva nettisivu. Luvussa 3 péaasiallisena lahteenéd on kéytetty
teosta [0] ja Markovin ketjuihin liittyvasta teoriasta voit lukea lahteesta [1].

Luvussa 4 tarkastellaan Perronin lauseen yleistysta ei-negatiivisille re-
dusoitumattomille neliomatriiseille. Téta yleistysta kutsutaan Perronin ja
Frobeniuksen lauseeksi (Lause 4.4). Kyseinen yleistys antaa samat tulok-
set, kuin Perronin lause, mutta ei-negatiivisille redusoitumattomille nelio-
matriiseille. Luvun 4 lopuksi tarkastellaan Perronin ja Frobeniuksen lauseen
erikoistapausta, joka muotoillaan seuraavasti:

Lause 4.5. Olkoon A ei-negatiivinen neliématriisi siten, ettd jollakinn € 7.
patee A" > 0. Tdllgin Ap := max{|A1], |2, .., | \m|} on matriisin A yksin-
kertainen ominaisarvo, jota vastaava ominaisvektori on positiivinen. Lisdksi

patee \p > |\;|, kaikilla A\; # Ap.

Lause 4.5 yleistaa Luvussa 3.2 saatavat tulokset patemaan saannollisille
stokastisille matriiseille eli stokastisille matriiseille, joiden jokin positiivinen
kokonaislukupotenssi on positiivinen neliomatriisi. Luvun 4 lahteina on kay-
tetty lahteita [3] ja [1].



1 Esitietoja lineaarialgebrasta

Tasséa luvussa kiaydaan lapi hyodyllisia tuloksia tutkielman kannalta. Aihe-
piiri kasittelee matriisiteoriaa ja ensimmaisena késitelladnkin neliomatriisin
ominaisarvoja ja niita vastaavia ominaisvektoreita. Tamén jalkeen tarkastel-
laan positiivisia ja ei-negatiivisia vektoreita sekd matriiseja. Luvun lopuksi
kasitelldaan vektorinormeja ja matriisinormeja.

Osa tutkielman tuloksista patee seka reaalisissa etta kompleksisissa vek-
toriavaruuksissa. Kaytetdaan merkintaéd K tarkoittamaan kuntaa R tai kuntaa
C. Oletetaan tunnetuksi vektoreiden, matriisien ja kompleksilukujen perus-
laskusédannot. Néihin liittyvaan teoriaan voi tutustua liséa esimerkiksi lah-
teissa [3], [0] ja [0].

1.1 Ominaisarvoista ja ominaisvektoreista

Maaritelma 1.1. Olkoon A € K,,«,, neliomatriisi. Jos on olemassa vektori
z € K"\ {0} ja luku A € K siten, etta

Axr = Az,

niin lukua A\ sanotaan matriisin A ominaisarvoksi ja vektoria x sitd vastaa-
vaksi ominaisvektoriksi.

Maaritelma 1.2. Neliomatriisin A € C,,«,, spektraaliside on
Ap = max{|\i|,...,|\n|} € C.

Spektraaliside méaaraa siis pienimméan mahdollisen origo-keskisen kiekon
séteen siten, ettd kyseinen kiekko sisaltda matriisin A kaikki ominaisarvot.
Tutkielmassa kaytetdan merkintdd Ap neliomatriisin spektraalisiateelle, kun
on selvad, minka matriisin spektraalisateestd puhutaan. Tarvittaessa tarken-
netaan merkinnélla Ap(C') tarkoittamaan tietyn neliomatriisin C' spektraali-
sadetta.

Lause 1.3. Olkoon A € K,,«,, neliomatriisi. Talloin luku X € K on matriisin
A ominaisarvo jos ja vain jos

det(A — A) = 0.
Todistus. Katso [0, § 5.2, s. 253]. O

Determinantti det(AI — A) on n-asteinen polynomi. Téta polynomia kut-
sutaan matriisin A karakteristiseksi polynomiksi ja sen juuret ovat neliomat-
riisin A ominaisarvot.



Huomautus 1.4. Merkinnalla I, tarkoitetaan identtistd matriisia eli matriisia,
jonka diagonaalialkiot ovat ykkosié ja kaikki muut alkiot ovat nollia. Kun on
selvad, miké on vektoriavaruuden ulottuvuus, merkitddn /. Matriisi I on siis
muotoa

10 --- 0
0 1 0
A P
00 - 1

0.2 03 04 0.1
. . e et e . . 102 03 0.2 0.2 ..
Esimerkki 1.5. Maaritetadn matriisin A = 03 01 01 05 ominaisar-
0.3 0.3 03 0.2
vot.

Matriisin A karakteristinen polynomi on muotoa

A—02 -03 —-0.4 —0.1
-02 A-03 -02 -0.2
—-0.3 -01 A-01 =05
-0.3 -0.3 —03 A—-02

=\ —0.8)% — 0.21)\? + 0.008) + 0.002.

det(AI — A) = det

Matriisin A ominaisarvot ovat siis yhtalon
A —0.80% — 0.21)% + 0.008) 4 0.002 = 0

ratkaisut. Nyt matriisin A ominaisarvoiksi saadaan

1 1 1
det(A )=0 <= A=1,\ 5,)\ 10 tai A 10
Lause 1.6. Olkoot A € K,x,, ja X\ € K jokin sen ominaisarvo. Télléin \F
on matriisin A*¥ ominaisarvo.

Todistus. Osoitetaan véite todeksi induktion avulla. Nyt neliomatriisilla A
on ominaisarvo A ja sitd vastaava ominaisvektori v eli Av = Av. Oletetaan,
ettéd vaite patee, kun k = s.

1°: Kun k£ = 1, niin selvasti nahdaan, etta vaite patee.

2° 1 Oletetaan nyt, etta viite pétee, kun k£ = s. Télloin saadaan

AT = AA%0 = AN = N Av = Mo = Mo,

Viite patee siis kaikilla s. O



Reaalisten neliomatriisien ominaisarvot eivat vilttaméttéa aina ole reaali-
sia, vaan ne voivat myos olla kompleksisia. Kiertomatriisit ovat hyvin yleinen
esimerkki reaalisista neliomatriiseista, joilla on kompleksisia ominaisarvoja.

Esimerkki 1.7. Tarkastellaan kiertomatriisia A, joka kiertdd kulman 7 ver-
ran vastapaivaan. Kyseinen matriisi on muotoa

0 —1
A= :
Ratkaistaan seuraavaksi kyseisen matriisin ominaisarvot etsimélla matriisin

karakteristinen polynomi.

A -1

det(A — A) = det [1 \

] =N+ 1
Voidaan huomata, ettd kyseiselld polynomilla ei ole reaalisia nollakohtia,
mutta kompleksisia loydetaan. Nyt
det( M —A) =0 <= N +1=0 < \=+i.
Talloin siis matriisin A ominaisarvot ovat ¢ ja —i.

Huomautus 1.8. Neliomatriisin karakteristinen polynomi voidaan kirjoittaa
auki seuraavanlaisessa muodossa:

detOM — A) = \"+a A" - ap A+ ay

Karakteristinen polynomi on siis astetta n > 1 oleva polynomi, jonka
nollakohdat ovat kyseisen matriisin ominaisarvot. Algebran peruslauseen mu-

Lause 1.9 (Algebran peruslause). Olkoon
p(z) =an2" +---+ a1z +ap

astetta n > 1 oleva polynomi. Tdlld polynomilla on tdismdalleen n juurta, mo-
ninkertaiset juuret huomioiden. Tdlloin polynomi voidaan kirjoittaa ensim-
mdaisen asteen tekijoiden tulona seuraavasti:

p(z) =an(z —21)(2 — 22) -+ (2 — 2n),
missa z1, 22, - - -, 2n € K ovat polynomin juuret.

Todistus. Katso [7, Thm. V.3.8 ja Thm. V.3.9]. O
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Seuraus 1.10 (Algebran peruslause). Neliomatriisin A € K, ,, karakteris-
tinen polynomi kirjoitettuna ensimmdisen asteen tekijoiden tulona on

det(AT — A) = (A= A)(A = Aa) -+~ (A= Ay,
missd \; kaikilla i = 1,2,...,n ovat matriisin A ominaisarvot.
Todistus. Katso [0, Appendix A, s. 411]. O

Esimerkki 1.11. Esimerkin 1.5 matriisille A 16ydettiin nelja ominaisarvoa

1 1 1
M=l )d=— A3=——ja\y = —.
1 y A2 573 10Ja4 10

Télloin karakteristinen polynomi voidaan Seurauksen 1.10 nojalla kirjoittaa
muodossa

det(AT — A) = (A = A) (A= X)) (A = A3) (A — \y).
Talloin siis saadaan

det(A — A) = A* — 0.8)% — 0.21A2% + 0.008) + 0.002

1 1 1
=A=1DA+ o)A+ =)A= —).
(= D+ DA+ 10 10)
Tiedetddn, ettd nelidmatriisin A ja sen transpoosin A” determinantit ovat
yhta suuret [3]. Tasta seuraakin, ettd neliomatriisilla ja sen transpoosilla on

sama karakteristinen polynomi ja taten samat ominaisarvot.

Lemma 1.12. Neliématriisilla A € K, x,, ja sen transpoosilla AT on samat
ominaisarvot {\y,..., \p} € K.

Todistus. Tiedetdan, ettd identtinen matriisi on symmetrinen eli identtisen
matriisin / transpoosille pitee I = I, Talloin pitee (Al — A)T = (Al — AT).
Lisaksi nelidmatriisille patee det A = det AT, jolloin saadaan

det(\L — A) = det((\ — A)T) = det(AI — AT).

Matriisien A ja AT karakteristiset polynomit ovat siis samat, jolloin mat-
riiseilla on samat ominaisarvot {A,..., A, }. O

Neliomatriisin ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit virittavat aliava-
ruuden, jota kutsutaan ominaisarvoa vastaavaksi ominaisavaruudeksi.

Maaritelma 1.13. Olkoon A € K,y, neliomatriisi ja A € K jokin sen
ominaisarvoista. Talloin ominaisarvoa A\ vastaava ominaisavaruus on

E(\) = Ea(\) ={z € K" : Az = \z}.

7



Edella oleva méaaritelmé yhdistda neliomatriisin ominaisarvot niitd vas-
taaviin ominaisavaruuksiin. Ominaisarvoa vastaavan ominaisavaruuden di-
mensio vastaavasti saadaan ominaisarvon kertaluvusta.

Maaritelma 1.14. Olkoon A € K, ., nelibmatriisi ja A € K sen ominaisar-
vo. Téll6in ominaisarvon A

(1) geometrinen kertaluku geom(\) on ominaisarvoa vastaavan ominaisava-
ruuden dimensio. Eli geom(\) = dim E()).

(2) algebrallinen kertaluku alg(\) on ominaisarvon A kertaluku karakteristi-
sen polynomin det(A] — A) = 0 juurena.

Huomautus 1.15. Ominaisarvoa \; kutsutaan yksinkertaiseksi, jos sille patee

Geometrisen kertaluvun selvittdmiseen voidaan kayttad apuna algebral-
lista kertalukua. Seuraavan tuloksen avulla voidaan arvioida geometrisen ker-
taluvun suuruutta. Kun tarkoituksena on osoittaa, ettd ominaisavaruuden
dimensio on 1, niin voi olla helpompi osoittaa, ettd kyseisen ominaisarvon
algebrallinen kertaluku on 1, jolloin tuloksesta seuraa suoraan geometrisen
kertaluvun suuruus.

Lause 1.16. Matriisin A € K,,«,, jokaiselle ominaisarvolle \; pdtee

1 < geom();) < alg(\).
Todistus. Katso [3, Thm. 1.4.10]. O
Huomautus 1.17. Jokaisella neliomatriisilla A € C,,,, on algebrallinen ker-

taluku huomioiden n kappaletta kompleksisia ominaisarvoja.[0, § 5.5.1]

Palautetaan viela tdman luvun loppuun lukijoille mieleen muutama hyo-
dyllinen méaaritelma matriiseille. Matriisien similaarius on usein varsin toi-
miva tyokalu, varsinkin kun tarkastellaan matriisien ominaisarvoja. Similaa-
riuden avulla voidaan maarittda halutulle neliomatriisille diagonaalimatriisi,
jonka diagonaalialkiot ovat alkuperédisen matriisin ominaisarvot.

Maaritelma 1.18. Neliomatriisit A ja B ovat similaareja, jos on olemassa
kadntyva nelidmatriisi P siten, ettd B = P71AP.

Lause 1.19. Similaareilla matriiseilla on sama karakteristinen polynomi ja
samat ominaisarvot.

Todistus. Katso [0, § 5.3.3, s. 274]. O

Maaritelma 1.20. Neliomatriisi A on diagonalisoituva, jos se on similaari
jonkin diagonaalimatriisin kanssa.



1.2 Positiiviset vektorit ja matriisit

Tutkielman aihepiirissa rajoitutaan tarkastelemaan positiivisia ja ei-negatiivisia
nelibmatriiseja ja vektoreita. Maaritelldan seuraavaksi nama kasitteet ja esi-
telladn niiden merkinnat. Tamén jalkeen kdydaan lapi hyodyllisia tuloksia
kyseisiin matriiseihin ja vektoreihin liittyen.

Maaritelma 1.21. Vektori x = (zy,...,2,) € R" on

(1) ei-negatiivinen, kun x; > 0 kaikilla ¢ = 1,. .., n. Téll6in merkitdén = > 0.
(2) posititvinen, kun x; > 0 kaikilla ¢ = 1,. .., n. Téll6in merkitadn x > 0.

Maaritelma 1.22. Olkoon A € R,,,, neliomatriisi. Matriisi A on

(1) ei-negatiivinen, jos sen jokaiselle alkiolle pétee a;; > 0. Talloin merkitaan
A>0.

(2) positiivinen, jos sen jokaiselle alkiolle patee a;; > 0. Tall6in merkitadan
A>0.
Huomautus 1.23. Jos vektoreiden 1,19’ € R™ erotus 1) — )’ on ei-negatiivinen
vektori, niin merkitdan ¢ > 1.

Tarkastellaan seuraavaksi positiivisen neliomatriisin ja vektorin tuloa. To-

distetaan tdhan liittyen kaksi aputulosta.

Lemma 1.24. Olkoot A € K, ,, posititvinen neliomatriisi ja vektoriy € C".
Talloin A | > |Av|.

Todistus. Kolmioepéayhtélosta saadaan jokaiselle 1 < k < n, etta

|AY], = 1D args| < D langbl = D lawg| [¥5] = (|A] [
=1 j=1 j=1
Matriisin A positiivisuudesta seuraa, etta |A| = A, jolloin ylla oleva

epayhtélo saadaan muotoon

[AY[, < (1A Y]k = (A
Epédyhtalo pétee kaikilla 1 < k < n, jolloin saadaan |Ay| < A|y|. O

Lemma 1.25. Olkoot matriisi A € K« posititvinen ja vektori ¢ # 0 ei-
negatiivinen. Tdalloin Ay > 0. Lisdksi, jos 1 > ' ja 1 #£ ', niin Ay > A,

Todistus. Jos vektori ¢ on ei-negatiivinen ja ¢ # 0, niin sen jonkin kom-
ponentin téytyy olla positiivinen. Olkoon tamé positiivinen komponentti ;.
Talloin

(Ap) = 3" Aty > Aty > 0,

J=1



kaikille 1 < ¢ < n, koska matriisi A on positiivinen eli a; > 0 kaikille
1 <14,1 < n ja valittu vektorin ¢ komponentti 1; on myés positiivinen.

Jos 1 >4 ja 1 #£ 1)’ niin ¢ —1)’ on ei-negatiivinen ja nollasta poikkeava.
Nyt alkuosan nojalla Ay > 0, josta saadaan A(p—1)') > 0eli Ay > AY'. O

1.3 Normeista

Tarkastellaan téssé luvussa hieman teoriaa liittyen vektorinormeihin ja mat-
riisinormeihin. Mééaritellddn ensimmaiseksi ehdot, jotka funktion taytyy tayt-
tda, jotta se maarittelee vektorinormin.

Maaritelma 1.26. Funktio || - || : K* — R maarittelee vektorinormin, jos
kaikille z,y € K" ja kaikille ¢ € K pétee

(1) ||z|]| > 0 (Ei-negatiivisuus)

(2) |||l = 0 jos ja vain jos z = 0 (Positiivisuus)

(3) |lez|l = || ||=]] (Homogeenisuus)

(4) [lz +yll < [lzll + llyll (Kolmioepéyhtélo)

Maaritelma 1.27. Vektorin x = (z1,...,2,) € K" 1-normi on sen kompo-
nenttien itseisarvojen summa eli

n
el = > |l
i=1

Jotta funktio voi maaritella matriisinormin, taytyy sen tayttaa tietyt eh-
dot, kuten vektorinorminkin. Matriisinormin méarittelevan funktion ehdot
ovat hyvin pitkalti samat, kuin vektorinormin tapauksessa. Maaritelldan seu-
raavaksi ehdot, joiden taytyy tayttyé, jotta funktio méarittelee matriisinor-
min.

Maaritelma 1.28. Funktio || - || : K, x, — R maéérittelee matriisinormin,
jos kaikille neliomatriiseille A, B € K,,,, pitee seuraavat viisi ominaisuutta
(1) ||A]| > 0 (Ei-negatiivisuus)

(2) [|A|l = 0 jos ja vain jos A =0 (Positiivisuus)

(3) [|cAll = |e] |A]| kaikille ¢ € C (Homogeenisuus)

(4) [|JA+ B < ||A]| + ||B]| (Kolmioepayhtalo)

(5) [JAB]] < ||A|IIB]] (Submultiplikatiivisuus)

Voidaankin havaita, ettd vektorinormin ja matriisinormin nelji ensim-
maéista ehtoa ovat samat. Kuitenkin, jotta funktio voi maéaritella matriisinor-
min, taytyy sen tayttaa yksi ehto lisda eli ehto (5).

Jokaista vektoriavaruuden K" normia |- || vastaa matriisinormi |||-|||, jonka
normi || - || indusoi seuraavan méaritelman mukaisesti.
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Maaritelma 1.29. Olkoon || - || vektoriavaruuden K" vektorinormi. Téll6in
kuvaus [||-]|| : Kyxn — R on

Al = max || Az].

llzll=1

Vektorinormin indusoimaa matriisinormia kutsutaan myos operaattori-
normiksi. Voidaankin osoittaa, ettd vektorinormi ja sen indusoima matriisi-
normi ovat yhteensopivat. Tétd ominaisuutta kutsutaan sopeutuvuudeksi.

Lause 1.30. Olkoon funktio |||-||| kuten Mddritelmdassa 1.29. Tdlloin funktio
-l on matriisinormi ja kaikilla A € K,x,, ja kaikilla x € C" pitee

[Az][ < Al

Todistus. Katso [3, Thm. 5.6.2]. O

Huomautus 1.31. Vektoreiden 1-normin indusoidessa matriisien 1-normin,
tarkoitetaan télla seuraavaa yhtdsuuruutta

A
A, = max 122
n Tl

Katso [3, Thm. 5.6.18].

Neliomatriisien 1-normi maaritellddn hieman eri tavalla kuin vektoreiden
1l-normi. Nelidmatriisien 1-normissa tarkastellaan niiden sarakevektoreiden
1-normeja, jolloin matriisien 1-normi on operaattorinormi.

Lause 1.32. Neliomatriisin A € K, x, I-normi on vektorien 1-normin in-
dusotma normi seuraavasti

n
Al = s {32l

Todistus. Katso [3, Kohta 5.6.4]. O

Matriisin spektraaliside ja matriisinormi voidaan liittdé toisiinsa Gelfan-
din kaavan avulla. Kyseinen kaava pétee kaikille matriisinormeille, mutta
tutkielmassa hyodynnetaan ainoastaan matriisin 1-normille péatevaé tulosta.

Lause 1.33 (Gelfandin kaava). Jos A € K,,xm on neliomatriisi ja Ap sen
spektraaliside, niin tdlldin

lim {7l A" {][; = Ap.

n—00
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Todistus. Tehdééan lisdoletus ja todistetaan tulos sen avulla. Oletetaan, etta
limy, o0 &5 = Opxim kaikille 7 € R, joille 7 > Ap.

Olkoon lisdksi 1) matriisin A ominaisvektori ja A sitd vastaava ominaisarvo
siten, ettd |\ = Ap. Télloin A" = N ja kun tasta yhtdlosta otetaan
puolittain 1-normi saadaan:

[A™ [l = [[X"Pll = [Nl = Aplledlls.
Toisaalta Lauseen 1.30 nojalla saadaan seuraava epayhtalo kaikilla n € N
A" (191l = [[A"0 [l = Apllell <= (A", = Ap.

Nyt ollaan saatu seuraava arvio 1-normille:

timnf /A, > Ar.

Toisaalta oletuksen lim,,_, % = Opmxm (r > Ap,7 € R, ) nojalla saadaan
I|A™]|]; < r™, kun n on tarpeeksi suuri. Tall6in siis lim sup,,_, .. {/[[|A"|||, < r,

joka patee kaikille r > Ap, jolloin saadaan, etta

limsup {/[|lA"[[, < Ap.
Yllaolevat arviot yhdistamalla saadaan
Ap < liminf A, < liglﬁsogp A, < A

Tasta seuraa, ettd limy, oo /[||A[|]; = Ap.

Gelfandin kaavan voi todistaa ilman todistuksen alussa tehtya lisaoletus-
ta. Ilman lisdoletusta todistus on kuitenkin huomattavasti pidempi. Taméa
versio todistuksesta 10ytyy lahteestd [I, Thm. 11] tai [3, Cor. 5.6.14.]. H
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2 Perronin lause

Tasséd luvussa on tarkoituksena esittdd todistus Perronin lauseelle, joka ké-
sittelee positiivisten neliomatriisien spektraalisateité ja niita vastaavia omi-
naisvektoreita. Kyseisen lauseen todistus tullaan esittamaan luvun lopuksi,
mutta sitd ennen kaydaédn lapi todistukseen vaadittavia aputuloksia.

Lemma 2.1. Olkoon A € K, «, posititvinen neliomatriisi ja olkoon A\p mat-
riisin spektraaliside. Jos on olemassa ominaisarvo A siten, ettd |\ = \p ja
W on ominaisarvoa \ vastaava ominaisvektori, niin A || = Ap |1].

Todistus. Olkoon ¥ := |¢|. Lemman 1.24 nojalla A |¢| > | A/, jolloin
AV = Al 2 |AY| = |\ = Ap . (%)

Osoitetaan nyt, ettd AV = A\pW. Tehdddn antiteesi ja oletetaan, etta
piatee AU # A\pW. Nyt epayhtélosta (x) saadaan AV > ApW ja oletuksen
nojalla AW # \pW. Télloin kerrottaessa positiivisella matriisilla A, Lemman
1.25 nojalla saadaan

A-AT > A dpA — A2V > \pAU.

Liséiksi voidaan valita luku r € R, siten, ettd r > \p ja A2V > rAU,
Positiivisella matriisilla kertominen sailyttad epayhtalon, koska molemmat
vektorit ovat ei-negatiivisia.

Kerrotaan nyt epayhtilod termeilld A"~1 rA"=2 ... r™ eli ensin kerro-
taan epayhtaloa A2U > rAW matriisilla A1, jolloin saadaan epayhtilo
AN > r A" sitten kerrotaan samaa epayhtilod matriisilla 7 A" 2, josta
saadaan A" > r2 A", Jatkamalla tiatd saadaan

AN > p AN > > " AT

Otetaan epayhtaloiden vasemmasta ja oikeasta puolesta 1-normi, jolloin
saadaan [[A"T1W|; > r*||A¥||;. 1-normitetulle epiyhtélolle pitee Lauseen
1.30 nojalla

A" 1ALy > Ay > e A,
Tésta epdyhtalostd saadaan erityisesti, etta |[|A™|||, > " kaikilla n € Z,.
Edelleen tésta saadaan, ettd {/|||A"(||, > 7 > Ap kaikilla n. Tama on kuiten-

kin ristiriita, koska Gelfandin kaavan nojalla lim,,_, /[[|A™|||; = Ap. Tall6in
taytyy siis olla AW = \p V. O

Seuraavassa lemmassa osoitetaan, etta matriisin spektraalisidetta vastaa-
valle ominaisvektorille on vaihtoehtoinen esitystapa.
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Lemma 2.2. Jos A € C on positiivisen neliomatriisin A € K,,x, ominaisar-
vo siten, ettd |\| = Ap ja 1 on ominaisarvoa \ vastaava ominaisvektori, niin
on olemassa 0 € R siten, etti v = % |1)].

Todistus. Lemman 2.1 nojalla patee |Ay| = A|v|. Télloin erityisesti molem-
pien vektoreiden ensimmainen koordinaatti on sama. Saadaan siis

i A1j7/’j :

i=1

> Auj eyl =

J=1

Olkoon nyt # € R siten, etta ‘Z?Zl Aljwj‘ = 21 Arjby. Nyt ensimmaéi-
nen yhtalo voidaan kirjoittaa muotoon

=" Ay(Jey] — e “apy).

j=1

0="> Al =D Aty
=1 =1

Nyt e=® = cos(f) — isin(f) ja kompleksiluvun reaaliosalle Re(z) pitee
Re(z) < |z|. Téll6in saadaan seuraava epayhtalo

Re(e ")) < ‘e_ww’ = \/COS(Q)2 + (=isin(0))? [¢| = 1 - [¢| = [¢].

Erityisesti saadaan, ettd Re(e="1;) < |[14], jolloin lausekkeen |1;] — e~%4);
reaaliosa on ei-negatiivinen ja se on nolla ainoastaan, kun |¢;| = e=%1);.
Yhtalon

0="> Ai;(Jey] — e 1)
j=1

nojalla summa on nolla, jolloin jokaisen summattavan termin reaaliosan tay-
tyy olla nolla. T&lléin kaikilla 1 < j < n pétee |¢);] = e~"1);, josta saadaan,
ettd 1 = e 1] O

Tamén vaihtoehtoisen esitystavan avulla voidaankin osoittaa, etta positii-
visen matriisin spektraalisade on tdsmélleen jokin matriisin ominaisarvoista,
eikd ainoastaan ominaisarvon itseisarvo.

Seuraus 2.3. Jos \ on positiivisen neliématriisin A ominaisarvo siten, ettd

|)\| = )\p, niin \ = )\p.

Todistus. Olkoon 1 ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. Téall6in Lem-
man 2.1 nojalla ominaisarvoa Ap vastaava ominaisvektori on |¢| ja Lemmas-
ta 2.2 saadaan, etti myods 1) = ¢ |¢)| on ominaisarvoa \p vastaava ominais-
vektori. Vektori ei voi olla kahden eri ominaisarvon ominaisvektori, jolloin
taytyy olla A = Ap. O]
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Seuraus 2.4. Lemman 2.1 vektori |1| on positiivinen ja lisiksi \p > 0.

Todistus. Lemman 1.25 nojalla Ap || = A |¢| > 0. Koska Ap ja |¢)| ovat ei-
negatiivisia, niiden tulo voi olla positiivinen ainoastaan silloin, kun A\p > 0
ja vektori |¢| on positiivinen. O

Viimeiseksi ennen Perronin lauseen todistusta on hyva osoittaa, etta spekt-
raalisiteen geometrinen kertaluku on 1 eli sitd vastaava ominaisavaruus on
1-ulotteinen.

Lemma 2.5. Jos \p on posititvisen neliomatriisin A € K, «,, ominaisarvo,
niin geom(Ap) = 1.

Todistus. Seurauksessa 2.4 osoitettiin, ettd jos ¢ on ominaisarvoa Ap vastaa-
va ominaisvektori, niin [¢)| > 0. Talloin mikddn ominaisvektorin ¢ koordi-
naateista ei ole nolla ja erityisesti ¢y # 0.

Oletetaan nyt, ettd ominaisarvolla A\p on kaksi lineaarisesti riippuma-
tonta ominaisvektoria 1 ja 1’. Tarkasteltaessa ndiden vektoreiden erotusta
Vs = (Y] /11)—1, saadaan uusi ominaisvektori Ap:lle. Nyt kuitenkin vekto-
rin |¢)s| ensimmaéinen koordinaatti on nolla, mika on ristiriidassa Seurauksen
2.4 kanssa. Télloin ominaisarvoa Ap vastaavan ominaisavaruuden virittajé-
vektoreita on tdsmélleen yksi eli geom(Ap) = 1. O

Lause 2.6 (Perron). Olkoon A € R, y, positiivinen neliomatriisi. Talloin
matriisilla A on posititvinen ominaisarvo \p, jolle pdtee

(1) Ap > |\| kaikilla matriisin A ominaisarvoilla \p # X.

(2) Ominaisarvon A\p algebrallinen kertaluku on 1 ja sitd vastaava ominais-
vektori on positiivinen.

Todistus. Spektraalisateen méaaritelman nojalla on olemassa ainakin yksi omi-
naisarvo A : |\| = Ap origo-keskeiselld ympyralla. Talloin Lemman 2.1 ja Seu-
rauksen 2.4 nojalla Ap on matriisin A ominaisarvo ja silla on positiivinen omi-
naisvektori W. Seurauksen 2.3 nojalla ympyralld ei ole muita ominaisarvoja
eli A\p > || kaikille matriisin A ominaisarvoille Ap # .

Osoitetaan seuraavaksi, etti alg(A\p) = 1. Koska A > 0, niin A7 > 0 ja
matriisin A ominaisarvot {\;,..., Ap} ovat matriisin A7 ominaisarvot Lem-
man 1.12 nojalla. Talléin matriisille A7 on olemassa positiivinen ominais-
vektori II, jota vastaava ominaisarvo on Ap. Olkoon tdméan ominaisvektorin
ortogonaalinen hypertaso II+ := {z : [IT2 = 0}. Nyt ehdosta = € II* seuraa,
ettd Az € I+, koska

M Az = (AT 2 = (A\pI) 2 = NIz = Xp - 0 = 0.
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Valitaan nyt aliavaruuden I+ kannaksi {xs, . .., z,,}. Kun tihin kantaan
lisatdan mika tahansa vektori, joka on lineaarisesti riippumaton kannan vek-
toreiden kanssa, saadaan koko avaruuden kanta. Huomataan, ettd II7W > 0,
koska II ja W ovat positiivisia vektoreita. Siis U ¢ I+, jolloin lisddmalld té-
méa vektori kantaan {z,,...,z,}, saadaan uusi kanta. Talloin AV = \pW¥
ja Az, ..., Ax,, € II*. Olkoon tétd uutta kantaa vastaava matriisi muotoa
X = {\If To ... :Um} Koska matriisin X sarakevektorit ovat lineaarisesti
riippumattomia, on matriisi taten kdantyva ja sen avulla matriisi A saadaan
lohkodiagonaalimuotoon seuraavasti:

-1

XTAX = \If To ... xm} A [\I’ Ty ... a:m} (®)
= \I/ Ty ... xm} ! [A\Il Axg ... A:L‘m}
= \I/ Ty ... xm} - [AP\IJ Axy ... Aa:m}
_ [ o] |
0 B

missa B on jokin tuntematon matriisi. Yhtalon viimeinen yhtdsuuruus johtuu
siitd, ettd X Ap¥ = Apey, missd e; = (1,0,...,0). Vastaavasti vektori Az,
on vektorin z; lineaarikombinaatio kaikilla 2 < k < m. Téalloin saadaan
XY Azy) € {eg,e3. .., en) kaikilla 2 < k < m.

Koska matriisi A saadaan kadntyvian matriisin X avulla lohkodiagonaali-
muotoon, on matriisi A similaari matriisin X ~'AX kanssa. Talloin Lauseen
1.19 nojalla matriiseilla A ja X 'AX on sama karakteristinen polynomi.
Matriisin A karakteristinen polynomi saadaan siis lauseen 1.9 nojalla kirjoi-
tettua ensimmaisen asteen tekijoiden tulona muodossa:

detOM — A) = (A — Ap)A = Aa) ... (A — A) = (A — Ap) det(M — B).
Oletetaan, ettéd alg(Ap) # 1. Talloin A\p taytyy olla tulon
(A — Ap) det(A] — B)

molempien tekijoiden juuri, jolloin Ap on my6s matriisin B ominaisarvo. Tél-
16in on olemassa ominaisarvoa Ap vastaava ominaisvektori y € R"~!, jolloin
patee yhtalo By = Apy.

Tarkastellaan nyt vektoria € R", jolloin yhtalon ® avulla saamme

el =y sl =xls) =] =)
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Tamén laskun perusteella vektori X [y] on matriisin A ominaisarvoa Ap

vastaava ominaisvektori. Lisaksi voidaan huomata, etta

Y Tz o Tim 0
‘r ) I‘m
nrx B}z{m Ty o T 1/?1 s S
¢m1 Tm2 *° Tmm Ym
0
- [Hsz Mlzy - HTxm] o
Ym
0
:[HT¢ 0 ... O] h
YUm
=0

Talloin siis X [2

€ II+, eli vektorit X [y] ja U ovat lineaarisesti riippu-

mattomat. Talloin ominaisarvoa Ap vastaa kaksi lineaarisesti riippumaton-
ta ominaisvektoria, mikd on ristiriita Lemman 2.5 kanssa. Taytyy siis olla
alg(Ap) = 1. O
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3 Sovellus

Ennen tutkielman paéatuloksen eli Perronin lauseen sovelluksen kasittelya on
hyva perehtya hieman siihen liittyvaan teoriaan. Késitelladn ensimmaéisené
hieman verkkoteoriaa, jonka avulla tutkielman sovellusta havainnollistetaan.
Tamén jilkeen kaydaan lapi teoriaa liittyen differenssiyhtdléihin ja stokas-
tisiin matriiseihin, joka antaa teoriapohjan tutkielman sovellukselle. Verkko-
teorian osalta lahteend on kaytetty kirjaa [2] ja lukujen 3.2 ja 3.3 paaasialli-
sena lahteend on kéytetty lahdettd [0, § 5.6].

3.1 Verkkoteoriaa

Verkkoteoriassa asioiden vélisid suhteita voidaan kuvata graafisesti verkko-
jen ja suunnattujen verkkojen avulla. Verkot kertovat ainoastaan, etta ovatko
kaksi asiaa millaan tavalla sidoksissa toisiinsa. Suunnatut verkot ovat taval-
lisia verkkoja tarkempia, koska ne kertovat kahden asian valisen vuorovaiku-
tussuhteen luonteen.

Tasta voidaan kéyttad esimerkkina Instagram-sovelluksen kahden kayt-
tajan valista seuraajasuhdetta. Tavallinen verkko ei ota kantaa siihen, et-
té seuraavatko molemmat kayttdjat toisiaan, vaan kertoo, etté jonkinlainen
seuraajasuhde on heidan vélilldan. Suunnattu verkko puolestaan kertoo, et-
ta seuraavatko molemmat kayttajat toisiaan vai seuraako ainoastaan toinen
kayttaja toista kayttajaa.

Tassa tutkielmassa hyodynnetadn suunnattujen verkkojen teoriaa, joten
kaydaan lapi hieman teoriaa liittyen siithen. Maaritellaédn ensin, mité tarkoi-
tetaan suunnatulla verkolla.

Maaritelma 3.1. Suunnattu verkko D = (V, E) on aarellinen ja epatyhja
joukko joukon V' alkioita eli kdrkid ja joukon E alkioita, jotka ovat joukon
V pareja (v;,v;) eli nuolia.

Verkoille voidaan myos maérittda aste ja koko. Méaritellaan seuraavaksi
mita nama kasitteet tarkoittavat.

Maéritelma 3.2. Verkon D = (V, E) aste on sen karkien lukumééré eli
joukon V' alkioiden lukumaéara.

Maaritelma 3.3. Verkon D = (V, E) koko on sen nuolien lukumadra eli
joukon E alkioiden lukuméara.

Havainnollistetaan seuraavan esimerkin avulla sitéd, kuinka suunnattu verk-
ko muodostuu, kun tiedetdan joukot V ja E. Maédritetaan lisdksi kyseisen
suunnatun verkon aste ja koko.
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Esimerkki 3.4. Olkoot nyt
V={1,2,3}ja E={(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,1)}.

Joukon V sisaltaessé 3 alkiota, suunnatun verkon D aste on 3. Vastaavasti
joukon E siséltdessa 5 alkiota, suunnatun verkon D koko on 5. Suunnattu
verkko D = (V, E') voidaan esittdéd seuraavasti:

an( T

(2,1)

(3,1) (2,3)

Suunnatut verkot voidaan yhdistdd matriisiteoriaan siten, etta tietyn
matriisin IV alkio n;; kertoo, onko kérkien ¢ ja j valilla nuoli.

Maaritelmé 3.5. Olkoon G = (V, E) astetta n ja kokoa m oleva suunnattu
verkko, missd V(G) = {v1,vq,...,0,} ja E(G) = {ey,ea,...,e,}. Télloin
verkon G naapurimatriisi on n x n-matriisi A = [a;;], missé

{1, jos (vi,v;) € E(G),
CLZ'j =

0, muuten.

Esimerkki 3.6. Méaaritetdan Esimerkin 3.4 suunnatulle verkolle naapuri-
matriisi. Nyt siis Méaaritelmén 3.5 mukaan suunnatun verkon naapurimatrii-
si on muotoa

1 10
N=11 01
1 00
Maaritelma 3.7. Verkon kdvely on jono verkon karkia siten, etta perakkéi-

set kérjet ovat naapureita.

Huomautus 3.8. Verkon kévelyd sanotaan g-kavelyksi, jos se sisaltad q + 1
kappaletta karkié.
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Suunnatun verkon eri mittaisia kévelyita voidaan tarkastella naapurimat-
riisin avulla. Naapurimatriisin avulla voidaan tukeutua laskennalliseen ta-
paan havaita eri mittaisia kavelyita verkolla. Erityisesti, jos kasitellaédn verk-
koja, jotka sisaltdvat paljon kérkia, voi olla hyvinkin vaikeaa 16ytda kaikki
mahdolliset kévelyt verkolla. Seuraava lause antaa laskennallisen tavan tar-
kastella eri pituisia kavelyitéd halutulla verkolla.

Lause 3.9. Olkoot D = (V, E) verkko, missia V(G) = {vy,va,...,v,} ja sitd
vastaava naapurimatriisi A = [a;;]. Talloin matriisin A?, missi ¢ € N, alkio
a;j kertoo eri g-kavelyiden lukumddrdan kdrkien v; ja v; vdlilld verkolla D.

Todistus. Katso [2, Thm. 2.13]. O

Maaritelma 3.10. Suunnattu verkko G on yhtendinen, jos jokaisesta verkon
karjesta v on kédvely verkon karkeen w.

3.2 Differenssiyhtiloista ja stokastisista matriiseista

Tarkastellaan tassa luvussa differenssiyhtéloita. Tietyn asian tilaa ajanhet-
kelld t voidaan kuvata vektorin v; avulla. Vastaavasti tdman kyseessa ole-
van asian tila ajanhetkella ¢t 4+ 1 voidaan liittda lineaarisesti ajan hetkeen ¢
stirtymdmatriisin A avulla siten, ettd v, = Av,. Madritellaédn seuraavaksi
téallaiset yhtalot.

Maaritelma 3.11. Olkoot A € R,,,, neliomatriisi ja vektorit v; € R™ kai-
killa ¢ € N. Télloin differenssiyhtdlo on muotoa:

Vi1 = Avy

Differenssiyhtéaloiden avulla voidaan siis arvioida jonkin muuttujan pit-
kaaikaista kayttaytymista. Differenssisysteemejé, joissa differenssiyhtéloiden
muuttujat kuvaavat todennékoisyyksid, kutsutaan Markovin ketjuiksi. Tél-
laisien differenssisysteemien tarkastelu paljastuukin ominaisarvo-ongelmaksi,
koska Maaritelméan 3.11 mukaan voidaan tila ajanhetkelld ¢ ilmaista seuraa-
vasti

v = Avp_g = A%vy_g = -+ - = Alwy.

Markovin ketjujen todennakoéisyystulkinnan johdosta vain tietynlaiset siir-
tyméa matriisit voivat madrata téllaisia differenssiyhtaloita. Tallaisten siirty-
mématriisien alkiot ovat Markovin ketjun siirtyméatodennékoisyyksia. Kun
tarkastellaan jotakin Markovin ketjun tilaa, siirtymématriisin alkiot kerto-
vat milla todennékoisyydelld siirrytdan tésté tilasta toiseen. Madritellaan
téallaiset matriisit seuraavaksi.
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Maaritelma 3.12. Neliomatriisia A € R,,«,, kutsutaan stokastiseksi matrii-
siksi, jos patee A > 0 ja 31", a;; = 1 kaikilla j = 1,...,n siten, ettd kaikilla
1 <4,7 < n patee a;; > 0.

Edella olevasta maaritelméasta havaitaan, etta stokastiset matriisit ovat
ei-negatiivisia matriiseja. Maaritellaan vield seuraavaksi stokastiset matriisit,
joiden jokin positiivinen kokonaislukupotenssi tuottaa positiivisen stokasti-
sen madtriisin.

Maaritelma 3.13. Sddnnollinen stokastinen matriisi on stokastinen nelio-
matriisi A, jolle A™ > 0 jollakin n > 1.

Huomautus 3.14. Myo6s matriiseja joiden jokaisen rivin alkiot summautu-
vat yhdeksi voidaan kutsua stokastisiksi matriiseiksi. Téllaiset matriisit ovat
tarkemmin ilmaistuna rivistokastisia matriiseja. Y14 olevassa méaaritelmassé
stokastisiksi matriiseiksi maériteltiin sellaiset matriisit, joiden jokaisen sa-
rakkeen alkiot summautuvat yhdeksi eli kyseiset matriisit ovat tarkemmin
ilmaistuna sarakestokastisia matriiseja.

Sarakestokastisten matriisien ja rivistokastisten matriisien kanssa kan-
nattaa olla tarkkana lukiessa kirjallisuutta. Valinta perustuu taysin kirjoit-
tajan omaan valintaan ja stokastisuutta kéytettaesséa tuloksien todistuksissa,
eroavat néiden todistusten yksityiskohdat riippuen valinnasta, minkalaisia
stokastisia matriiseja kaytetaan.

Siirtyméamatriisin ominaisuuksien lisdksi Markovin ketjuissa olevat vekto-
rit omaavat tiettyja ominaisuuksia. Naissé vektoreissa komponentit tulkitaan
myo6s todennakoisyyksiksi, jolloin saadaan todenndkdisyysvektorit. Maaritel-
laédn seuraavaksi tallaiset vektorit.

Maaritelma 3.15. Vektori p = (p1,p2, ..., pn) € R on todenndkdisyysvek-
tori, jos >oi, p; = 1 ja kaikilla 1 <7 < n pétee p; > 0.

Nyt aiemmin maaritellyt stokastiset matriisit ja todennéakoisyysvektorit
maéaaraavat Markovin ketjut.

Maaritelma 3.16. Olkoon A sarakestokastinen n x n-matriisi. Matriisin A
maaraama Markovin ketju on differenssiyhtald pri1 = Apg, £ € N, missa
pPr € R™ on todennakoisyysvektori.

Huomautus 3.17. Todennakoisyysvektori pg = (p1,p2,...,p;) on Markovin
ketjun alkutilatodenndkdisyysvektori, joka kertoo todennakoisyydenjakauman
sille, ettd systeemi alkaa tilasta j.
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Markovin ketjut ovat Markovin prosesseja, jotka puolestaan ovat stokasti-
sia prosesseja. Stokastisten prosessien osalta aihetta késitelladn kirjassa [1].
Markovin ketjujen tarkastelussa aiemmin tutkielmassa todistettu Perronin
lause onkin kriittisessd asemassa. Perronin lauseen avulla voidaan ennus-
taa Markovin ketjujen kayttdytymistd. Kun tarkastellaan differenssiyhtélon
pitkdaikaista kdyttaytymista, kyseessa on ominaisarvo-ongelma. Stokastisil-
la matriiseilla on muihin matriiseihin verraten erityisia ominaisuuksia, joiden
avulla kdytoksen ennustaminen onnistuu.

Lemma 3.18. Olkoon matriisi A stokastinen. Tdlloin
(1) 1 on matriisin A ominaisarvo.
(2) jos A € K on matriisin A ominaisarvo, niin |\ < 1, jolloin A\p = 1.
Todistus. Osoitetaan ensin, ettd 1 on neliomatriisin A ominaisarvo. Nyt ole-
tuksen nojalla matriisille A patee Y77 ; a;; = 1 kaikilla j = 1,...,n. Talléin
matriisin A” jokainen rivi summautuu yhdeksi.

Téstéd seuraakin, etté

ajip ag e apr| 1
AT [1 1 1}T _ aiz Q- ap2| |1
A1y Aop - Gpp| |1
= [E?zl Qi1 Dpeq Qip o Do Clm}T
=11 - 1]T .

Tamén perusteella matriisin A7 ominaisarvona on luku 1 ja siten Lemman
1.12 nojalla luku 1 on my6s matriisin A ominaisarvo.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd stokastisen matriisin A kaikille ominaisar-
voille A € K pétee |[A| < 1. Olkoon nyt A mikd tahansa matriisin A omi-
naisarvo. Talléin A on myos matriisin A7 ominaisarvo Lemman 1.12 nojalla.
Olkoon liséiksi vektori = (1, x9, ..., 7,) € R™ neliématriisin A7 ominaisar-
voa A vastaava ominaisvektori, jolloin pitee Az = ATx. Tamén yhtalon j:s
komponentti on

n
)\l’j = Z Qi Tj-
=1

Valitaan nyt itseisarvoltaan suurin x; siten, ettéd |z;| < |z;| kaikilla 4. Télloin
saadaan, etta

AL o] = D aga] <D ai - |l < ai - || =1 [ay].
i=1 i=1 i=1
Y1l4 olevan yhtalon perusteella pétee |A| < 1. O]
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Markovin ketjuissa tilan ¢ 4+ 1 vektorin komponenttien taytyy myos ku-
vata todennakoisyyksia. Talloin on siis hyva osoittaa, etta siirtyméamatriisin
ja todennékoisyysvektorin tulo todella on todennékoisyysvektori. Osoitetaan
tadmé seuraavaksi.

Lemma 3.19. Olkoot A € R, «,, stokastinen matriisi ja p € R" todenndkdi-
syysvektori. Tdlloin Ap € R™ on todenndkdisyysvektori.

Todistus. Nyt matriisi A on stokastinen matriisi, jolloin erityisesti pétee

T
>oqai; = 1 kaikilla j = 1,...,n. Lisaksi p = [pl P2 ... pn} on to-
dennékoisyysvektori eli patee .7 | p; = 1. Tarkastellaan nyt tuloa Ap:

a;; @iz v Qi | |1 ai1pr + aigpz + -+ -+ ainPn

Qo1 Qo2 -+ Qop| |P2 a21P1 + Aoopa + - -+ + A2pPn

Ap =

Qp1 Ap2 - Qpp n An1P1 + Ap2P2 4+ GpnPn

Tarkastellaan seuraavaksi vektorin Ap 1-normia ja hyédynnetdén stokastisen
matriisin ja todennakoéisyysvektorin ominaisuuksia:

|Ap[[1 = (a11p1 + aiope + - - + @1npn) + (a2101 + a22p2 + - - + A2aPp) + - ...
+ (an1p1 + apapa + -+ + Apndn)
= (a11 + ag1 + -+ an1)p1 + (@12 + aga + - - + an2)p2 + . ..
+ (a1n + agn + < + App)Pn
=p1+p2+---+pDy
=1

Koska matriisi A ja vektori p ovat ei-negatiivisia, on vektorin Ap jokai-
nen alkio ei-negatiivinen. Lisaksi yll& havaittiin, etta ||Ap||; = 1. Talloin siis
stokastisen matriisin ja todennéakoéisyysvektorin tulo on todennakoisyysvek-
tori. O

Tutkielman sovellus keskittyy erityisesti stokastisen matriisin ominaisar-
voa 1 vastaavaan ominaisvektoriin. Maaritelladn seuraavaksi tdma vektori ja
sen ominaisuudet.

Maaritelma 3.20. Stokastisen matriisin A € R,,«,, tasapainotila on omi-
naisvektori w € R", jonka ominaisarvo on 1 siten, etta jokaiselle sen kompo-
nentille patee w; > 0 kaikilla 1 <1i < n ja ||w|; = 1.

Esimerkki 3.21. Tarkastellaan nyt Esimerkin 1.5 matriisia A, joka on sto-
kastinen matriisi. Aikaisemmin mééritettiin kyseisen matriisin ominaisarvot,

jotka ovat
1 1 1
M=L =—3=——jal=—.
1 y A2 573 10Ja 4= 70
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Maéritetadn nyt suurinta ominaisarvoa A\; = 1 vastaava ominaisvektori. Tay-
tyy siis selvittédd mitké vektorit x € C* \ {0} toteuttavat yhtalon Ax =1 x
eli(1-I—A)x=0.

-02 1-03 -0.2 -0.2
-0.3 -0.1 1-01 -0.5
| —0.3 -0.3 -03 1-02

108 —0.3 —04 —0.17 [z, 0
—0.2 0.7 —0.2 —0.2| |z 0
—0.3 —0.1 09 —05| |z 0

0

1-02 -0.3 —-04 —0.1 T
(1-I1-Ax=0 <

8
N
o O O O

< =
03 —0.3 —0.3 08| |
N T g2 T g™ T gy T

Eli ominaisarvoa A = 1 vastaava ominaisvektori on x = (?)972, 3—3, %, ).

Talloin siis stokastisen matriisin A tasapainotila on ominaisvektori x.

Aiemmin on osoitettu, ettd luku 1 on stokastisen matriisin ominaisarvo.
Lisaksi maariteltiin tata vastaava ominaisvektori eli matriisin tasapainotila.
Nyt aiemmin tutkielmassa todistettu Perronin lause takaa, ettd tasapainoti-
lavektorin virittdmé ominaisavaruus on 1-ulotteinen.

Lause 3.22. Positiivisen stokastisen neliomatriisin A € R,,«,, ominaisava-
ruus Ea(1) on suora, jonka matriisin A tasapainotilavektori virittdd.

Todistus. Matriisin A ollessa positiivinen, on silld Lauseen 2.6 nojalla ominai-
sarvo Ap, jolle patee Ap > |A| kaikilla matriisin ominaisarvoilla, joille Ap # A.
Lisdksi télle ominaisarvolle pétee alg(Ap) = 1. Koska matriisi A on stokasti-
nen, niin Lemman 3.18 nojalla matriisilla on ominaisarvo A\; = 1 ja kaikille
matriisin ominaisarvoille patee |\| < 1. Talloin siis téytyy olla Ap = A; = 1.

Nyt Maaritelméan 3.20 nojalla ominaisarvoa Ap vastaava ominaisvektori
on tasapainotilavektori w. Téalloin tasapainotilavektori w virittda ominaisa-
varuuden E4(\p) ja kyseinen avaruus on 1-ulotteinen, koska alg(Ap) = 1. O

Siirtymamatriisin madradma ominaisavaruus onkin riippumaton vekto-
rista, jota siirtymématriisilla kerrotaan. Tama tarkoittaa sita, etté valittiin-
pa mika tahansa todennakoisyysvektori, niin ldhestytdan aina ominaisava-
ruutta, jonka tasapainotilavektori virittaa. Taméan osoittamiseen tarvitaan
kuitenkin siirtyméamatriisin ja vektorin tulon, jossa vaakavektoria kerrotaan
neliomatriisilla oikealta puolelta, maksimialkioon ja minimialkioon liittyvaa
tulosta.
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Lause 3.23. Olkoot P € R, ., posititvinen siirtymdamatriisi ja € matriisin P
pienin alkio. Olkoon x € R™, jonka maksimialkio on My ja minimialkio on
myg. Lisdksi valitaan vektorin xP maksimialkioksi My ja minimialkioksi m;.
Tdalloin M1 S Mo,m1 Z mo j(l

M1 — my S (1 - 26)<M0 - mo).

Todistus. Olkoon z’ vektori, jossa vektorin x kaikki alkiot paitsi yksi mq
muutetaan alkioksi M. Télloin 2’ > z. Lisdksi jokainen vektorin x'P alkio
on muotoa

a-mg—i-(l—a)~M0:M0—a(MO—m0),

missd a > €, koska e valittiin matriisin P pienimmaksi alkioksi. Télloin jo-
kainen vektorin 2/ P komponentti on

My — a(My —mg) < My — e(My — my).
Epayhtdlosta x < 2’ saadaan Lemman 1.25 nojalla, etté
My < My — e(My — my).
Kun tata tulosta kaytetadn vektorille —z, niin saadaan
—my < —mygy — e(—mqg + My).
Tarkastellaan nyt erotusta M; — myq, jolloin saadaan

M1 — my S MO — Moy — QE(MQ - mo)
= (1 - 26)(M0 - mo). ]

Lause 3.24. Olkoon P € R, y, posititvinen siirtymdamatriisi ja ® € R"
todenndkaoisyysvektori. Talloin

lim P"m = «,
n—o0

missd o on tasapainotilavektors.

Todistus. Osoitetaan ensin, etta siirtymématriisin potenssi P" ldhestyy mat-
riisia A, jonka sarakkeet ovat tasapainotilavektori a;, kun n — oo.

Olkoot nyt e = min{p;;} ja e; standardikantavektori. Nyt matriisin P"
rivin ¢+ maksimi- ja minimialkiot ovat

M, = gﬁg(@?ljn)j €]0,1[ jamy, = 1211].'2”(6?13”)]' €]0,1[.
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Nyt, koska el P" = el P"~1P, niin Lauseen 3.23 nojalla M, on vihenevi
lukujono ja m,, on kasvava lukujono. Talloin

M, —m, < (1 —2¢)(M,_1—my_1).
Merkitaan nyt d,, = M, — m,, jolloin saadaan
dy, < (1—2€)"-dy=(1—2e)".

Talldin d,, raja-arvoksi saadaan lim,, o d,, = lim, (1 — 2¢)" = 0, koska
(1 —2¢) < 1. Talléin M,, ja m,, ldhestyviat samaa lukua. Olkoon tdmé raja-
arvo a;, jolle patee a; €]0,1[, koska m, < a; < M, kaikilla n. Talloin
saadaan

nli_)nolo(eiTP”) = {ai a; - ai} .

Nyt siis matriisin P™ #:s rivivektori on vektori, jonka kaikki alkiot ovat sa-
moja. Talloin siis

al al Y al
) a9 Q9 SN
lim P"=| , :[a a - o =A.
n—o0 . . c . .

Qi Qg v Gy

Matriisin P ollessa sarakestokastinen, taytyy sen raja-arvon eli matriisin A
olla myos sarakestokastinen. Matriisin A sarakevektoreiden ollessa samat,
voidaan se kirjoittaa vektorin & := {1 1 .- 1} avulla muodossa

A=la a -+ af=all 1 - 1] =ag

Osoitetaan nyt, etta kerrottaessa matriisilla P mita tahansa todennakoi-
syysvektoria 7w € R" lahestytdan tasapainotilavektoria a. Nyt, koska 7 on
todennéakoisyysvektori, niin {7 = 1. Télloin saadaan, etta

Ar=aémr =a-1=q.

Halutaan siis saada, etta lim,_,,, P"m = «. Tarkastellaan seuraavanlaista
raja-arvoa:

lim (P"w — ) = lim (P"w — Ar) = lim (P" — A)w) = (A— A)w = 0.

n—oo n—o0 n—oo

Talloin ylla olevan yhtélon nojalla patee raja-arvo lim,, ., P"m = «. Liséksi
Lauseen 2.6 nojalla o on yksikésitteinen. O
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Esimerkki 3.25. Olkoot todennékoisyysvektori w = (0.1,0.4,0.3,0.2) ja
positiivinen siirtymamatriisi

0.3 0.1 0.15 0.2

005 04 02 0.7

04 025 04 0.05(°
0.25 0.25 0.25 0.05

P=

Tarkastellaan nyt matriisin P potensseja:

[0.168786 0.167947 0.168309 0.168081]
0.347216 0.349141 0.348303 0.349529
0.275598 0.274512 0.274988 0.27431
| 0.2084 0.2084 0.2084  0.20808 |

P =

ja
[0.168216 0.168216 0.168216 0.168216]
0.348668 0.348668 0.348668 0.348668
0.274783 0.274783 0.274783 0.274783| "
10.208333  0.208333 0.208333 0.208333 ]

Voidaan havaita, ettd matriisin P potenssi P'? suppenee matriisiin, jonka jo-
kainen sarakevektori on sama. Tarkastellaan seuraavaksi raja-arvo matriisin
lim,, .o P" ja todennéakoisyysvektorin 7r tuloa

n

0.3 0.1 015 0.2 0.1 0.168216

i P — qi |00 04 0.2 07| 10.4] _ 0348668
et T T 04 025 04 005 (03] T [0.274783]

0.25 0.25 0.25 0.05] (0.2 0.208333

Voidaankin havaita, ettd tulo suppenee vektoriin, joka on raja-arvo matriisin
lim,,_, ., P™ mika tahansa sarakevektori, kuten Lauseessa 3.24 osoitettiin.
Tarkastellaan vield esimerkin vuoksi raja-arvo matriisin lim,_,., P" ja
todennékoisyysvektorin & = (1,0,0,0) tuloa.
P
(0.3, 0.05, 0.4, 0.25)

(0.205, 0.29, 0.305, 0.2)
(0.17625, 0.32725, 0.2865, 0.21)
(0.170575, 0.344013, 0.277413, 0.208)
(0.168786, 0.347216, 0.275598, 0.2084)
(0.168377, 0.348325, 0.274978, 0.20832)
12 | (0.168216, 0.348668, 0.274783, 0.208333)

P12 —

S Ol W N |3

Taulukko 1: Tulon P"7 aikakehitys eri n arvoilla.

27



Taulukossa siis laskettiin Markovin ketjun aikakehitysta, josta voidaan ha-
vaita, ettd todennakoisyysvektorin valinnalla ei ole merkitysta aikakehityk-
sen kannalta. Alkuperiisen matriisin P alkioiden todennéakoisyyksia, jotka
tasapainotila antaa, voidaan kuvata suunnatun verkon avulla seuraavasti:

<>

3.3 PageRank

Ennen Googlen PageRank-algoritmin keksimistéd hakukoneet jarjestivit ha-
kutulokset sen mukaan, kuinka useasti haettu sana loytyi nettisivulta. Nain
ollen, jos halusit, etta tiettya sanaa haettaessa nettisivusi olisi ensimmaise-
né hakutuloksissa, tarvitsi ainoastaan sisallyttda haluttu sana nettisivulle
useampaan kertaan kuin yhdellikdan muulla nettisivulla. Tama kuitenkin
johti hakukoneen vaarinkéyttoon ja sivustot, joilla ei ollut mitaan tekemista
esimerkiksi leipomisen kanssa saattoivat sisallyttaa leipomiseen liittyvéaa sa-
nastoa sivullensa siten, etté kyseinen sivu oli hakutuloksissa ensimmaéisena,
vain saadakseen nettisivun kévijamaaran korkealle.[0, § 5.6.3]

Tama kuitenkin muuttui, kun Larry Page ja Sergey Brin kehittivit ta-
van, jossa hakutulokset jarjestettiin merkittavyyden mukaan. Perehdytaan
seuraavaksi sithen, kuinka tdmé algoritmi toimii. [0, § 5.6.3]

Jokaisella nettisivulla on sille maaraytyva tarkeys. Tama tarkeys on siis
positiivinen luku, joka méaraytyy seuraavaksi esiteltdvan ehdon mukaisesti.
[0, § 5.6.3]

Maaritelma 3.26 (Téarkeyden méadrddva sdanto). Jos nettisiva P linkittaa
sivullensa n eri sivustoa @)1, Qs, . . ., @), niin jokainen sivu @); perii % maaran
nettisivun P térkeydesta.
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Maéaritelmasta seuraa siis, ettd tdarkean sivun linkittdessaan toisen sivun
omalle sivulleen, tulee linkitetysta sivusta myos tarked. Kuitenkin olettaen,
etta tiarkea sivu ei ole linkittanyt todella montaa muuta sivua omalle sivul-
leen, jolloin perittava tarkeys pienenee. Lisdksi, jos todella suuri maéra epa-
tarkeita sivustoja linkittad sivusi omille sivuilleen, niin sivustoasi pidetaan
tarkeand. Kuitenkin, jos tuntematon tai epatarkea sivusto linkittéda sivustosi
omille sivuilleen, ei se tee sivustostasi tarkead.[0, § 5.6.3]

Maaritelma 3.27. Oletetaan, ettd internetissi on n-kpl nettisivuja. Talloin
tarkeysmatriisi on matriisi A € R, ., missé alkion a;; suuruus on sivun j
antaman tarkeyden suuruus sivulle .

Voidaankin huomata, etta tarkeysmatriisi on stokastinen. Oletetaan, etté
jokainen sivusto sisdltda linkin toiselle sivulle. Télloin, jos sivu ¢ sisdltéda
m-kpl linkkid niin télloin sarake ¢ sisaltad luvun %, m-kertaa ja loppujen

alkioiden suuruus on 0. [0, § 5.6.3]

Esimerkki 3.28. Tarkastellaan internettia, joka sisaltda 5 eri nettisivua.
Kuvataan sivujen vélisid yhteyksid suunnatulla verkolla.

Tarkeyden maaradvan saannon nojalla esimerkiksi nettisivulla e on 2 link-
kia, joten se antaa % tarkeydestaan nettisivulle b ja nettisivulle d. Téalloin

tarkeysmatriisi on muotoa

s

I
W wRw~= © O
O Wik wik O wi
S O O = O
O O = O O
O = O Ni= O

N
Nej



Usein téarkeysmatriisin tasapainotilaa eli ominaisarvoa 1 vastaavaa omi-
naisvektoria kutsutaan arvovektoriksi.

Tarkastellaan seuraavaksi kahta ongelmaa liittyen Pagerank-algoritmiin
ja esitetdan niille Larry Pagen ja Sergey Brinin ratkaisu. Ensimmaisené on-
gelmana on ei-negatiiviset stokastiset matriisit. Harvoin, kun tarkastellaan
tarkeysmatriisia, jokainen sen alkioista on nollasta eroava. Télloin voidaan
paatya ongelmaan, jossa tarkeysmatriisilla ei olekaan ominaisarvoa 1. Toise-
na ongelmana on ei-negatiivisen tarkeysmatriisin ominaisarvoa 1 vastaavat
ominaisvektorit. Joissakin tapauksissa voi kayda siten, ettd ominaisarvon 1
geometrinen kertaluku ei olekaan yksi, jolloin kyseistd ominaisarvoa vastaa-
kin useampi lineaarisesti riippumaton ominaisvektori. Talloin paadytaan ti-
lanteeseen, jossa yksikésitteistd arvovektoria ei ole ollenkaan tai loydetéaan
useampi arvovektori. Esitelladn seuraavaksi ratkaisu kyseiseen ongelmaan.

[6, § 5.6.3]

Maaritelma 3.29. Jos téarkeyden méaardavassa matriisissa on sarake, joka
sisdltda ainoastaan nollia, korvataan tdmén sarakkeen alkiot luvulla %, missé,
n on nettisivujen lukuméara.

Esimerkki 3.30. Tarkastellaan internettia, joka sisaltad kolme nettisivua.
Kyseinen internetti on suunnatun verkon avulla kuvattuna seuraavanlainen:

Nyt téarkeysmatriisi on muotoa:

00 1
A=|5 0 3
100

Ratkaistaan seuraavaksi ylla olevan matriisin ominaisarvot. Matriisin ka-
rakteristinen polynomi on muotoa:

A
det(A] — A) = det(|—

1
2
A

0
A 1
0

N N
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Talloin matriisin ominaisarvot ovat

A 1 1
N4+l =0 <= M =—, A =—tai \3=0.
+ 1 1 52T 5 al Ag
Voidaankin huomata, ettd luku 1 ei ole matriisin A ominaisarvo, jolloin ar-
vovektoria ei ole olemassa.

Nyt Madaritelman 3.29 avulla edellisen esimerkin tarkeyden méaardava
matriisi voidaan muokata sellaiseen muotoon, ettd se on stokastinen mat-
riisi.

Esimerkki 3.31. Muokataan Esimerkin 3.30 tarkeysmatriisi Maéritelman
3.29 avulla. Talloin siis

1 11

00 3 0 35 3

1 1 10101

A=|5 0 35| saadaan muotoon A" = |5 3 3
1 11

2 00 2 3 U

Madritelladn seuraavaksi Google-matriisi, jonka avulla nettisivujen tér-
keysjarjestys méaaritetdan Googlen hakukoneessa.

Maaritelma 3.32 (Google-matriisi). Olkoon A tarkeysmatriisi sellaiselle in-
ternetille, joka sisaltda n-kappaletta nettisivuja. Olkoon lisaksi A" muokattu
tarkeysmatriisi. Talloin Google-matriisi on muotoa:

M=(1-p)-A+p- B,

missa p €]0, 1[ on vaimennuskerroin ja B on nelidmatriisi, joka on muotoa

1 1 --- 1

111 1 -+ 1
B=—-

n|. T

1 1 --- 1

Yleisesti kdytetty vaimennuskerroin on p = 0.15. Voidaan myo6s havaita,
ettd Google-matriisi on aina positiivinen stokastinen matriisi. Kun méari-
tetddn jokaisen sivun tarkeys siten, etta tarkeydet summautuvat yhdeksi,
saadaan Pagerank vektori, joka on siis Google-matriisin tasapainotilavekto-
ri. Perronin lause takaa, etta téllainen vektori on olemassa. Suurin ongelma
on kuitenkin 16ytaé kyseinen vektori oikeassa elaméssé, koska nettisivuja on
miljardeja. [0, § 5.6.3]
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Esimerkki 3.33. Maéritetadn nyt Esimerkin 3.28 internetille arvovektori.
Kyseisessa esimerkisséd madritettiin viisi nettisivua siséltdvan internetin tér-
keysmatriisi, joka on muotoa

NN

I
Wk wRw~= O O
O wiRr W= O Wi
o O O = O
O O R O O
O = O v O

Muodostetaan nyt Google-matriisi kyseiselle internetille. Voidaan havai-
ta, ettd matriisilla A ei ole yhtdan saraketta, jossa esiintyy ainoastaan nollia,
jolloin A = A’. Kéaytetaan Google-matriisin muodostamiseen vaimennusker-
rointa p = 0.15. Méaritelmén 3.32 nojalla Google-matriisiksi saadaan

1

005 000 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
00103 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
M=08-|3 5 01 0/+015-|1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
11991 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
é 000 0 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5

0.03  0.313333 0.03 0.03 0.03

0.03 0.03  0.88 0.03 0.455

~ (0.313333 0.313333 0.03 0.88 0.03
0.313333 0.313333 0.03 0.03 0.455
0.313333 0.03 0.03 0.03 0.03

Matriisin M ollessa stokastinen matriisi, on silli Lemman 3.18 nojalla omi-
naisarvo A = 1. Maéaritetadn nyt tatd vastaava ominaisvektori eli Pagerank
vektori w. Télloin siis haluttu vektori toteuttaa yhtédlon Mw = 1-w. Tamén
yhtalon toteuttava vektori on

1.88266
4.99793
w~ | 4.831
2.84108
1

Pagerank vektorin 1-normin taytyy maéritelman nojalla olla 1 eli vektori w
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taytyy jakaa sen alkioiden summalla. Pagerank vektoriksi saadaan siis

1.88266 0.121051

] 4.99793 0.321355

W~ ——— | 4.831 | ~ |0.310622
=1 Wi 984108 0.182675

1 0.0642976

Tarkastelemalla Pagerank vektorin alkioita, voidaan kertoa nettisivujen
tarkeysjéarjestys. Téssé tapauksessa nettisivu b on tarkein ja sen tarkeyden
suuruus on 0.321355. Vastaavasti voidaan havaita, etté nettisivu e on vahiten
tarkea téarkeydella 0.0642976.

Yleisesti ottaen vaimennuskerroin halutaan pitda pienena. Jos vaimen-
nuskertoimen arvo valitaan hyvin lahelta lukua 1, voidaan havaita, etta tér-
keysmatriisin vaikutus Google-matriisin katoaa, jolloin Google-matriisi 1&-
hestyy matriisia B, jossa jokainen nettisivu vastaanottaa ja antaa saman
maaran tarkeytta muille nettisivuille. Google-matriisissa vaimennuskerroin p
tulkitaan todennakoisyydeksi, jolla internetissa oleva kayttaja paatyy sattu-
manvaraiselle nettisivulle ([0, s. 335]). Alla olevaan taulukkoon on laskettu
Esimerkin 3.28 nettisivulle arvovektoreita eri vaimennuskertoimen arvoilla.

P Pagerank vektori
0.05 | (0.117003, 0.337905, 0.321637, 0.176404, 0.047051)

0.10 | (0.11889, 0.329633, 0.316203, 0.179607, 0.0556669)
0.15 | (0.121051, 0.321355, 0.310622, 0.182675, 0.0642976)
0.20 | (0.123491, 0.313089, 0.304896, 0.185594, 0.0729308)
0.25 | (0.126214, 0.304855, 0.299029, 0.188349, 0.0815534)
0.50 | (0.144148, 0.264887, 0.267762, 0.199179, 0.124025)
0.60 | (0.153318, 0.249889, 0.254501, 0.201849, 0.140442)

Taulukko 2: Eri painokertoimilla saadut Pagerank vektorit.

Havaitaan, etta nettisivujen tarkeysjarjestys muuttuu, kun p > 0.5. Ky-
seisessé esimerkissa nettisivusta c¢ tulee téarkein ja nettisivusta b tulee toisek-
si tdarkein, kun p > 0.5. Lisdksi voidaan havaita, ettd nettisivujen tarkeyk-
sien ero pienenee, miké kertoo siitéd, ettd termin p - B merkitsevyys Google-
matriisissa kasvaa.
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4 Perronin ja Frobeniuksen lause

Kasitellaén tutkielman lopuksi Perronin lauseen yleisempéda versiota, jon-
ka Frobenius muotoili alkuperaisesta lauseesta. Huomattava ero nailla on
se, ettd Perronin lause koskee positiivisia neliomatriiseja, kun taas Frobe-
nius laajensi kyseisen tuloksen péateméaan ei-negatiivisille sieventymattomille
eli redusoitumattomille matriiseille. Tarkastellaan kuitenkin ennen Perronin
ja Frobeniuksen lauseen yleisen version esittelya ja sen erikoistapauksen to-
distusta hieman teoriaa liittyen ei-negatiivisiin neliomatriiseihin ja naiden
matriisien yhteytta verkkoteoriaan.

Maaritelma 4.1. Jos A on ei-negatiivinen nelidmatriisi, jolle patee kaikilla
1 <i,j <mn,ettd l(i,j) > 1siten, ettd (A');; > 0, niin sanotaan, ettd matriisi
A on sieventymdton tai redusoitumaton.

Ylla oleva matriisin redusoitumattomuuden maéaritelméa on havainnolli-
nen, mutta varsin epikaytannollinen matriisin redusoitumattomuuden tar-
kastelemiseen laskennallisesti. Seuraava aputulos antaa laskennallisesti hel-
pomman tavan tarkastella redusoitumattomuutta.

Lemma 4.2. Olkoon A € K, «, ei-negatitvinen. Tdlldin matriisi A on re-
dusoitumaton jos ja vain jos (I + A)"~' > 0. Katso [, Thm. 8.4.1].

Luvussa 3.1 havaittiin, etta verkkoteoria ja matriisiteoria liittyvat toisiin-
sa suunnatun verkon naapurimatriisin kautta. Seuraavassa esimerkissi tul-
laan nayttamaan, ettd suunnatun verkon yhtenéisyys voidaan havaita tar-
kastelemalla suunnatun verkon naapurimatriisin redusoitumattomuutta.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan seuraavanlaista suunnattua verkkoa:

Voidaan havaita, ettd verkon jokaisen karjen valilla on kévely, silld 1oytyy
kévelyt (a,b), (b,a), (a,c), (¢,a), (c,a,b) ja (b, a,c). Maaritelmén 3.10 nojalla
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suunnattu verkko on siis yhtenédinen. Kyseistd suunnattua verkkoa vastaava
naapurimatriisi on muotoa

011
N=|1 01
1 00

Tarkastellaan seuraavaksi laskutoimistusta (I+N)"~1. Lasketaan ensin [+ N':

100 011 111
I+N=1{010{+|1 0 1=|111
001 100 101

Télloin saadaan
1111111 3 2 3
(I+N?=1|11 1|1 1 1|=---=1{3 2 3
10 1101 2 1 2

Havaitaan, ettd (I + N)? > 0 eli Médritelmén 4.2 nojalla matriisi N on
redusoitumaton.

Esimerkissa havaitsimme, ettd suunnatun verkon naapurimatriisin olles-
sa redusoitumaton, on suunnattu verkko yhtendinen. Vastaavasti patee myos
toisinpain eli suunnattun verkkon olessa yhtendinen, on sita vastaava naapu-
rimatriisi redusoitumaton.

Muotoillaan seuraavaksi luvun alussa mainittu Perronin ja Frobeniuksen
lauseen yleinen versio, joka koskee ei-negatiivisia redusoitumattomia nelio-
matriiseja, niiden spektraalisiteitéd ja néita vastaavid ominaisvektoreita.

Lause 4.4 (Perron ja Frobenius). Olkoon A > 0 redusoitumaton neliomat-
riisi. Talléin matriisilla A on positiivinen ominaisarvo Ap, jolle pdtee

(1) Xp > || kaikilla matriisin A ominaisarvoilla Ap # .

(2) Ominaisarvon Ap algebrallinen kertaluku on 1.

(3) On olemassa yksikdsitteinen reaalinen ja positiivinen vektori v = [
siten, ettd Ax = \p(A)z ja x1+ -+, = 1.

(4) On olemassa yksikdsitteinen reaalinen ja posititvinen vektori y = [y
siten, etti yT A = M\p(A)yT ja xyyy + - + 2y, = 1.

Todistus. Katso [3, Thm. 8.4.4]. O

Matriisin spektraalisddetta kutsutaan Perronin juureksi. Lisdksi ominai-
sarvoa Ap vastaavaa ominaisvektoria x kutsutaan matriisin A (oikeanpuo-
leiseksi) Perronin vektoriksi ja vektoria y kutsutaan vasemmanpuoleiseksi
Perronin vektoriksi. [3, § 8.4, s. 534]
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Perronin ja Frobeniuksen lauseesta on olemassa myos toinen versio, joka
on hieman heikompi versio ylla olevaan verraten, mutta hyvin hyodyllinen.
Muotoillaan ja todistetaan kyseinen tulos viela tdmén luvun lopuksi.

Lause 4.5. Olkoon A ei-negatiivinen neliomatriisi siten, ettd jollakinn € 7
patee A" > 0. Talloin Ap := max{|\1], ..., |A\m|} on matriisin A yksinkertai-
nen ominaisarvo, jota vastaava ominaisvektori on positiivinen. Lisdksi pdtee

Ap > |\i|, kaikilla A; # Ap.

Todistus. Olkoon matriisin A ominaisarvot Ay, ..., J\,, itseisarvollisesti véi-
henevissa jarjestyksessé ja kertaluku huomioiden. Télloin positiivisen nelio-
matriisin A" ominaisarvot itseisarvollisesti vihenevéassa jarjestyksessd ovat
Lauseen 1.6 nojalla AT,... A".

Lauseen 2.6 nojalla A\ ja sita vastaava ominaisvektori ¥ ovat positiivi-
sia, koska matriisi A™ on positiivinen matriisi. Lisdksi jokainen ominaisarvo
AP £ A7 kaikilla ¢ = 2, ..., m on itseisarvollisesti pienempi kuin kyseinen omi-
naisarvo A7, jolloin voidaan kirjoittaa AT > [Ag|" > -+ > |\,,]". Kun jokaises-
ta epdyhtalon jasenesté otetaan m:s juuri, saadaan |Aj| > |Ag| > -+ > [N\,
Epéyhtélostd voidaan havaita, ettd |[A;| on yksinkertainen ja |A;| = Ap.

Tarkastellaan seuraavaksi ominaisavaruutta F(\;) = {¢ : AV = \¢}.
Ominaisavaruuden E(\;) taytyy sisdltyd ominaisarvoa A} vastaavaan ominai-
savaruuteen F(A}) = {¢ : A" = A9 }. Ominaisavaruus F(A}) on Lemman
2.5 nojalla yksiulotteinen, jolloin saadaan, etta E(\) = E(A}) ja AV = \ 0.
Talloin MW = AW > 0 ja A\ > 0. O

Kun tarkastellaan Perronin ja Frobeniuksen lauseen erikoistapausta, voi-
daan havaita, etta kyseinen lause antaa tulokset koskien sdannollisia stokas-
tisia matriiseja. Tatd kautta saadaan Luvun 3.2 tulokset patemaan myos
saannollisille stokastisille matriiseille. Erityisesti Lause 3.22 ja Lause 3.24
yleistyvat saannollisille stokastisille matriiseille Lauseen 4.5 seurauksena.

Esimerkki 4.6. Voidaan havaita, ettd Esimerkin 4.3 naapurimatriisilla N
on Lauseessa 4.5 vaadittava ominaisuus, sillé

01 11 413
N'=|10 1] =---=3 2 3| >0.
100 1 2 2
Tama voidaan tulkita Lauseen 3.9 nojalla suunnatun verkon kévelyina siten,

ettd jokaisen naapurimatriisia N vastaavan suunnatun verkon karjen valilla
on 4-kavely.
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Vaikka Lause 4.5 antaakin tulokset redusoitumattomille ei-negatiivisille
matriiseille, on se yleistd Perronin ja Frobeniuksen lausetta heikompi versio,
silla kaikille ei-negatiivisille redusoitumattomille matriiseille C' € R,,,, €i ole
olemassa potenssia n € N siten, ettd C™ on positiivinen matriisi. Seuraava
esimerkki kuvaa juuri téllaista tilannetta.

Esimerkki 4.7. Tarkastellaan seuraavanlaista suunnattua verkkoa:

Nyt suunnattua verkkoa vastaava naapurimatriisi on muotoa

0

[ s R
O = O =

Talle matriisille ei kuitenkaan pidde N™ > 0 milladn n € N. Kuitenkin esi-

merkiksi

0101 20 2 0
N L0 1o _ 0202
0101 20 2 0
1010 020 2
ja
o010 17° 040 4
NP (L0 10 _ 14040
0101 040 4
1010 40 40

Voidaankin havaita, ettd suunnatun verkon kaikkien karkien valilla on esi-
merkiksi joko 2-kévely tai 3-kavely Lauseen 3.9 nojalla. Télloin siis kyseinen
suunnattu verkko on yhtendinen eli sitd vastaava naapurimatriisi on redusoi-

tumaton.
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5 Merkintsji

R, Reaalilukujen joukko ...... ... ... . i s.4
R, , Positiivisten reaalilukujen joukko............................. s.12
C, Kompleksilukujen joukko ........... ... ... ... L s.4
K, Reaalilukujen tai kompleksilukujen joukko...................... s.4
N, Luonnollisten lukujen joukko {1,2,3,...}...................... s.12
Z, Positiivisten kokonaislukujen joukko............... .. ... ... s.13
Ap, Neliomatriisin spektraalisade................. ... ... .......... s.4
Oascrn, M X m-nollamatriisi .............. ... ... . s.12
I, Identtinen matriisi........... ... i i s.b
K., «n, Reaalisien tai kompleksisien n X n-matriisien joukko......... s.D
det(A), Matriisin A determinantti .............. ... ... ... s.4
AT Matriisin A transpoosi ..o s.7
E(X), Ominaisarvoa A\ vastaava ominaisavaruus .................... s.7
geom(A), Geometrinen kertaluku................... ... . 5.8
alg(A), Algebrallinen kertaluku................ ... i s.8
Re(z), Kompleksiluvun z reaaliosa....................oooo. s.14
||z||1, Vektorin & 1-normi........ ..., s.10
1A]ll;, Matriisin A 1-normi ... s.11
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