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Tiivistelma: Merkittdvd rinnakkaisohjelman suorituskykyyn vaikuttava tekijd on
laskennan ja viestinndn vilinen tasapaino. Tutkielmassa kehitettiin rinnakkaisalgo-
ritmi ja sitd vastaava kustannusmalli matriisikertolaskulle C = AB, missd A, Bja C
ovat n X n-matriiseja. Algoritmi ja kustannusmalli kehitettiin sekd hajautetun ettd
jaetun muistin rinnakkaistietokoneille. Kustannusmalli esitettiin kustannusfunktio-
na.

Tutkielmassa sovellettiin konstruktiivista tutkimusotetta. Ensin perehdyttiin rin-
nakkaistietokoneisiin, rinnakkaislaskennan teoreettisiin malleihin, kahteen rinnak-
kaislaskennan ohjelmointiymparistoon sekd matriisikertolaskun rinnakkaistamiseen.
Sen jdlkeen laadittiin yksinkertaisiin oletuksiin perustuva algoritmi ja sitd vastaava
kustannusfunktio sekd jaetulle ettd hajautetulle muistille. Algoritmit myds toteutet-
tiin ja niitd suoritettiin CSC:n Puhti-supertietokoneessa. Suoritusaikoja mittaamalla
madritettiin kustannusfunktioiden parametrit ja saatiin tietoa funktioiden tarkkuu-
desta.

Kumpikin kustannusmalli osoittautui tyydyttavan tarkaksi, kun n < 512. Mal-
lien avulla voidaan karkeasti arvioida rinnakkaistamisesta saatavaa hyotya. Tark-
kaan suoritusaikojen ennustamiseen mallit eivédt kuitenkaan sovi. Ne eivdat myos-
kdan huomioi nykyaikaisten rinnakkaistietokoneiden hierarkkista rakennetta. Siksi
on syytd olettaa, ettd suurempia rinnakkaislaskentaympaéristtjd varten tarvitaan yk-
sityiskohtaisempi malli.

Avainsanat: Kustannusmalli, MPI, numeerinen lineaarialgebra, OpenMP, rinnak-
kaislaskenta

Abstract: For performance, it is important for a parallel program to have a balance
between computation and communication. In this master’s thesis, a parallel algo-

rithm and a corresponding cost model were developed for matrix multiplication



C = AB, where A, B and C are n x n matrices. The algorithm and cost model we-
re developed for both distributed and shared memory parallel computers. The cost
model was represented as a cost function.

The constructive approach was applied. First, understanding was obtained about
parallel computers, theoretical models of parallel computing, two parallel program-
ming frameworks, and parallelizing matrix multiplication. After that, an algorithm
and a corresponding cost function based on simple assumptions were developed
for both distributed and shared memory parallel computers. Also, algorithms were
implemented and executed on CSC Puhti supercomputer. By measuring the execu-
tion times, the parameters of the cost functions were determined and the informa-
tion about the accuracy of the cost functions was gathered.

Both models turned out to be satisfactorily accurate, when n < 512. By using
these models, it is possible to make rough estimates about what can be accomplis-
hed by parallelizing. The models are, however, not suitable for exact execution time
prediction. Also, the models don’t pay attention to hierarchical structure of modern
parallel computers. That’s why it seems likely that for larger parallel computing en-
vironments, a more detailed model is needed.
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Sanasto

BSP

De facto -standardi

Flynnin taksonomia

LogP

MIMD

MISD

MPI

OpenMP

Engl. Bulk-Synchronous Parallel, rinnakkaislaskennan
teoreettinen malli. Yhden superaskeleen aikana kukin
prosessori voi suorittaa laskentaa tai viestintda tai mo-
lempia. Superaskeleen jdlkeen tapahtuu synkronointi.
Kéaytdnnossd vallitseva, tosiasiallinen standardi,
useinkaan ei virallinen standardi.
Tietokonearkkitehtuureita koskeva luokittelu, joka ja-
kaa tietokoneet neljadan luokkaan: SISD, SIMD, MISD
ja MIMD.

Rinnakkaislaskennan kustannusmalli, joka kiinnittaa
erityistdi huomiota prosessorien vilisen viestinndn
kustannuksiin. Mallin parametrit ovat L, o, g ja P, jois-
ta my06s mallin nimi tulee.

Engl. Multiple Instruction stream, Multiple Data stream,
Flynnin taksonomiaan kuuluva tietokone, jonka jokai-
sella prosessorilla on oma kdskyvirtansa ja datavirtan-
sa. Tahdn luokkaan kuuluvat kdytannossd kaikki ny-
kyaikaiset rinnakkaistietokoneet.

Engl. Multiple Instruction stream, Single Data stream,
Flynnin taksonomiaan kuuluva tietokone, joka suorit-
taa useaa eri kdskyvirtaa samanaikaisesti samalle da-
tavirralle.

Engl. Message-Passing Interface, viestinvalityskirjaston
madritteleva spesifikaatio, jota kdytetdan rinnakkais-
laskennassa.

Engl. Open Multi-Processing, jaetun muistin sovellus-
ohjelmointirajapinta, jota kdytetdan rinnakkaislasken-

nassa.



PRAM

QRQW PRAM

SIMD

SISD

Engl. Parallel Random Access Machine, yksinkertainen
rinnakkaislaskennan teoreettinen malli, jonka avulla
voidaan tutkia ratkaistavan ongelman rinnakkaistu-
vuutta. Malli ei ota kantaa prosessorien vilisen vies-
tinndn aiheuttamiin kustannuksiin.

Engl. Queue-Read Queue-Write Parallel Random Access
Machine, rinnakkaislaskennan teoreettinen malli, jos-
sa samaan muistipaikkaan kohdistuvat luku- tai kir-
joituspyynnot menevit jonoon ja yhtd pyyntoa palvel-
laan kerrallaan.

Engl. Single Instruction stream, Multiple Data stream,
Flynnin taksonomiaan kuuluva tietokone, joka suorit-
taa samaa kaskyvirtaa samanaikaisesti usealle eri da-
tavirralle.

Engl. Singe Instruction stream, Single Data stream, Flyn-
nin taksonomiaan kuuluva tietokone, joka siséltda yh-
den prosessorin, jolla on yksi kdskyvirta ja yksi data-

virta. SISD ei ole varsinaisesti rinnakkaistietokone.
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1 Johdanto

Perédkkaisohjelmointi on erilaisilta ohjelmoinnin peruskursseilta tuttu ja ainakin yk-
sinkertaisia ongelmia ratkaistaessa my0s helposti ymmarrettivd ohjelmointitapa.
Nykyaikaisten supertietokoneiden tdyden potentiaalin hyddyntdminen edellyttda
kuitenkin rinnakkaisuuden kdyttamistd. Rinnakkaisuus puolestaan tuo omat ongel-
mansa. Suorituskyvyn kannalta merkittdva tekijd on laskennan ja viestinnédn vélinen
suhde [16]. Vaikka rinnakkaisuuden lisdédminen pienentdédkin laskentaan kuluvaa
aikaa, se useimmiten myos lisdd laskennasta vastaavien prosessoriytimien, proses-
sien tai sdikeiden valistd viestintdd. Siksi parhaan mahdollisen suorituskyvyn saa-
vuttaminen edellyttdd tasapainon 1oytamista.

Yleisesti mallintamisen tarkoitus on kuvata mallinnettavan ilmion oleelliset piir-
teet riittdvan tarkasti ennustamista ja analyysid varten, eikd rinnakkaislaskennan
mallintaminen muodosta tdstd poikkeusta [60]. Aikojen saatossa lukuisia rinnak-
kaislaskennan teoreettisia malleja onkin esitetty, mm. PRAM [32,36], QRQW PRAM
[38], BSP [80, 35] ja LogP [17] sekd ndiden pohjalta kehitetyt muunnelmat. Teoreetti-
sen mallin tulisi saavuttaa yksinkertaisuuden ja yksityiskohtaisuuden valinen tasa-
paino [17]. Mallien kehittyessd suuntauksena on ollut kuhunkin malliin kuuluvien
parametrien lisddntyminen [74], mikd on johtanut tarkempiin, mutta samalla mo-
nimutkaisempiin malleihin. Kuitenkin edelld mainitut mallit ovat yleisluontoisia ja
ne tdytyy soveltaa aina kuhunkin tarkasteltavaan laskentatehtdavaan. Tilanteen mu-
kaan osan parametreista voi mahdollisesti jattdd mallia sovellettaessa pois [17, 6].

Tutkimusongelmaksi asetetaan rinnakkaisen matriisikertolaskun kustannusmal-
lin laatiminen. Kustannusmallin tdytyy ottaa huomioon sekéd laskentaan ettd vies-
tintddn kuluvat aikakustannukset. Jotta malli ei olisi liian yleisluontoinen, ennen
mallin laatimista kehitetddn my0s kertolaskualgoritmi, jonka kustannuksia mallin
avulla pyritddn arvioimaan. Malli esitetddn kustannusfunktiona. Algoritmi ja kus-
tannusfunktio laaditaan sekd hajautetun ettd jaetun muistin rinnakkaistietokoneille.
Matriisikertolaskun osalta rajoitutaan muotoa C = AB olevaan kertolaskuun, missa
A, Bja C ovat neliomatriiseja.

Tutkielmassa sovelletaan konstruktiivista tutkimusotetta [49, 59]. Konstruktii-

vista tutkimusotetta noudattavassa tutkimuksessa tuotetaan konstruktio, joka rat-



kaisee jonkin kdytdnnon ongelman. Muunlaisesta ongelmanratkaisusta tutkimusot-
teen erottaa se, ettd ongelma ja sen ratkaisu liitetddn olemassa olevaan teoreetti-
seen tietoon, sekd vaatimus kdytdnnon toimivuudesta ja uutuusarvosta. Tédssa ta-
pauksessa konstruktiona voidaan pitdd kehitettdvia matriisikertolaskualgoritmeja
sekd niihin liittyvid kustannusmalleja. Oleellinen osa konstruktiivista tutkimusta on
perusteellinen aihepiiriin tutustuminen. Siksi ennen algoritmien ja kustannusmal-
lien laatimista perehdytddn rinnakkaistietokoneisiin, rinnakkaislaskennan teoreet-
tisiin malleihin, kahteen yleisesti kdytettyyn rinnakkaislaskennan ohjelmointiym-
paristoon sekd matriisikertolaskuun ja joihinkin olemassa oleviin rinnakkaisalgorit-
meihin.

Algoritmit toteutetaan C-kielisind ohjelmina ja niihin liittyvid kustannusmalle-
ja verrataan kokeellisesti saataviin tuloksiin. Laskentaymparistond on CSC:n Puhti-
rinnakkaistietokone [27, 28]]. Osoittautuu, ettd kumpikin kustannusmalli patee koh-
tuullisen hyvin, kun n X n-matriiseja kerrottaessa on n < 512. Mallien avulla voi-
daan arvioida karkeasti, missi kohtaa rinnakkaisuuden lisidminen ei maksa vaivaa.
Sen sijaan suoritusaikojen tarkkaan ennustamiseen mallien tarkkuus ei riita.

Luvussa 2|esitellddn konstruktiivinen tutkimusote ja sen soveltaminen tédssa tut-
kielmassa. Luvussa 3| perehdytdan rinnakkaistietokoneisiin, luvussa |4 rinnakkais-
laskennan teoreettisiin malleihin ja luvussa [5| tutkielmassa kaytettyihin rinnakkais-
laskennan ohjelmointiympéristéihin. Luvussa | kdyddan lapi matriisikertolaskua ja
erditd olemassa olevia rinnakkaisalgoritmeja. Tutkielmaa varten laaditut rinnakkais-
algoritmit ja niitd vastaavat kustannusfunktiot esitetddn luvussa |/| Luvussa 8 puo-
lestaan esitetddn algoritmien toteutus ja tarkastellaan malleja kokeellisesti. Luvussa

O] esitetadn johtopaatokset.



2 Konstruktiivisesta tutkimusotteesta

Kustannusmallia laadittaessa sovelletaan konstruktiivista tutkimusotetta [49, 59].
Konstruktiivinen tutkimusote esitelldan lyhyesti luvussa Luvussa 2.2 puoles-

taan kerrotaan, kuinka tutkimusotetta tissa tutkielmassa sovelletaan.

2.1 Tutkimusotteesta yleisesti

Kasasen ym. [49] mukaan konstruktiolla tarkoitetaan kokonaisuutta, joka tuottaa
ratkaisun johonkin selkeddn ongelmaan. Konstruktiota kehitettdessd tuotetaan jo-
tain aiemmasta poikkevaa. Konstruktiivisella tutkimusotteella puolestaan tarkoite-
taan tutkimusmenetelmés, jota kdytetddn konstruktioiden tuottamiseen. Esimerk-
keind konstruktioista kirjoittajat mainitsevat mm. matemaattiset algoritmit, keino-
tekoiset kielet sekd uudet lddkkeet ja hoitomuodot. He kuitenkin huomauttavat, et-
tei mitd tahansa ongelmanratkaisua tule pitdd konstruktiivisena tutkimuksena. On-
gelma ja sen ratkaisu tdytyy sitoa jo olemassa olevaan teoreettiseen tietoon. Lisak-
si ratkaisulta edellytetddn uutuusarvoa ja kdytdnnon toimivuutta. Konstruktiivisen

tutkimusotteen keskeisid osia on havainnollistettu kuvassa

Kéaytannon Kéaytannon
merkitys toimivuus
Konstruktio
Yhteys Teoreettinen
teoriaan kontribuutio

Kuva 2.1: Konstruktiivisen tutkimusotteen osat. Muokattu Kasasen ym. esittdimdstd kuvasta
[49] kuva 1].

Kasasen ym. [49] mukaan konstruktiivista tutkimusotetta noudattava tutkimuspro-
sessi voidaan jakaa kuuteen vaiheeseen, joiden jdrjestys toki voi vaihdella:

1. kdytdnnon kannalta relevantin ongelman etsiminen

2. perusteellinen aihepiiriin tutustuminen
3. ratkaisun innovointi
4

. ratkaisun toimivuuden demonstrointi



5. ratkaisun tuoman teoreettisen kontribuution analysointi

6. ratkaisun soveltamisalan tarkastelu.

Heiddn mukaansa vaihe 3 eli innovointi on onnistuneen konstruktiivisen tutkimuk-
sen kannalta oleellinen. Innovointi on luonteeltaan heuristista, ja ratkaisun kurina-
lainen teoreettinen arviointi tapahtuu tyypillisesti myohemmin.

Lukka [59] lisdd edelld esitettyyn listaan pitkdn aikavélin tutkimusyhteistyon
mahdollisuuksien selvittimisen. Hanen mukaansa konstruktiivisessa tutkimusot-
teessa tutkijan ja kiytdinnon edustajien tulee toimia hyvin tiiviissd yhteistyossa. Tyy-
pillisesti tutkijan pitdisi kuulua tiimiin, jossa on mukana my0s yhteistyota tekevien
organisaatioiden edustajia. Jos tutkija tyoskentelee yksin, on hyvin todenndkoistd,
ettei konstruktiota koskaan toteuteta kdytdnnossd. Lukka huomauttaa my®0s, ettd
vaikka ongelman ratkaisu osoittautuisikin kdytannossa toimimattomaksi, silld voi

silti olla teoreettista merkitysta.

2.2 Tutkimusotteen soveltaminen tassa tutkielmassa

Kasasen ym. [49] luettelemat tutkimusprosessin vaiheet sisdltyvat tdhdn tutkiel-
maan. Matriisikertolasku on keskeinen numeerisen laskennan tyokalu, ja sen kus-
tannuksien arviointi on tarkedd, jotta laskennan rinnakkaistamisella saavutettaisiin
paras mahdollinen hyoty. Aihepiiriin my0s tutustutaan perusteellisesti ja olemassa
olevaa teoreettista tietdmystd apuna kdyttden laaditaan algoritmi sekd hajautetun
ettd jaetun muistin rinnakkaistietokoneelle ja kumpaakin algoritmia vastaava kus-
tannusmalli. Kustannusmallin toimivuutta tarkastellaan kdytannon rinnakkaislas-
kentaympaéristdssd ja mallin toimivuutta arvioidaan tulosten pohjalta. Lisdksi poh-
ditaan mallin teoreettista kontribuutiota.

Sen sijaan Lukan mainitseman [59] tutkimusyhteistyon liittdiminen tutkielmaan
ei ole aivan yhtd yksinkertaista. Lukka puhuu tutkijasta ja kdytannon harjoittajista,
mutta tdssd tutkielmassa ndama ovat ainakin osittain sama henkilo, silla tutkielman
kirjoittaja itse my0ds testaa mallin toimivuutta. Lisdksi tutkimusprosessissa on kes-
keisesti mukana my0s tutkielman ohjaaja, jonka kanssa tutkielman kirjoittaja pitda
saannollisid palavereja. Taman laajuista yhteisty6ta on jo tutkielman tyomaaran ra-

jaamisen vuoksi pidettdva riittdvana.



3 Rinnakkaistietokoneista

Tamaén luvun tarkoitus on antaa yleiskuva rinnakkaistietokoneista. Luvussa 3.1 k-
sitellddn Flynnin taksonomiaa, joka on erds tunnettu tapa luokitella erilaisia tietoko-
neita. Luvussa|3.2|kasitelldan keskeisimpid kdytossd olevia rinnakkaistietokoneita ja

luvussa [3.3|suorituskykyyn vaikuttavia seikkoja.

3.1 Flynnin taksonomia

Flynn esitti vuonna 1966 ilmestyneessa artikkelissaan [30] tietokonearkkitehtuureita
koskevan luokittelun, jonka keskeisia késitteitd ovat kaskyvirta (instruction stream)
ja datavirta (data stream). Tietokoneet voidaan voidaan jakaa neljdan luokkaan seu-

raavasti:

SISD (Single Instruction stream, Single Data stream)

SIMD (Single Instuction stream, Multiple Data stream)

MISD (Multiple Instruction stream, Single Data stream)
MIMD (Multiple Instruction stream, Multiple Data stream).

Luokkia havainnollistetaan kuvassa Seuraavissa alaluvuissa kuhunkin luok-

kaan perehdytddn tarkemmin.

3.1.1 SISD

SISD sisédltdd yhden prosessorin, joka kisittelee datavirtaansa suorittamalla késky-
virran késkyja yksi kerrallaan. Tdtd on havainnollistettu kuvassa Kyseessa ei
varsinaisesti ole rinnakkaistietokone. Siitd huolimatta tédllainenkin tietokone voi to-
teuttaa matalan tason rinnakkaisuutta. Téllaisia rinnakkaisuuden muotoja ovat kas-
kytason rinnakkaisuus ja monisdikeistys [72} s. 27-31].

Kéaskytason rinnakkaisuudessa [72, s. 27-30] on kysymys siitd, ettd prosessorin
eri osat suorittavat operaatioita samanaikaisesti. Tdhdn on kaksi vaihtoehtoa: liu-
kuhihnaus ja useamman kaskyn suorittaminen. Useampaa kédskyéd voidaan suorit-
taa samanaikaisesti, mikéli prosessorissa on useita funktionaalisia yksikoitd, jotka
pystyviét kdskyjd suorittamaan. Liukuhihnauksessa [68, s. 214-219] taas suoritetta-

va kisky jaetaan perédkkiisiin osakdskyihin, joita prosessorin eri osat suorittavat.

5
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Kuva 3.1: Flynnin taksonomia. P tarkoittaa prosessoria, I kdskyvirtaa ja D datavirtaa. Muo-
kattu Flynnin ja Ruddin esittamasta kuvasta [31, kuva 1]. Kuva (c) poikkeaa oleellisesti Flyn-

nin ja Ruddin esityksesta.

Néin useampaa késkyd voidaan suorittaa limittdin, mikd sddstdd aikaa. Kuva
havainnollistaa 4 perdkkdisen 6-osaisen kadskyn liukuhihnausta.

Sédietason rinnakkaisuus eli monisdikeistys [72} s. 30-31] edustaa kédskytason rin-
nakkaisuuteen verrattuna karkeampijakoista rinnakkaisuutta. Jos yhdessa sdikeessa
suoritettava tehtdva joutuu odottamaan esim. muistihaun valmistumista, on mah-
dollista antaa suoritusaikaa jollekin toiselle sdikeelle. Ndin odotusaika voidaan kayt-
tad hyodyllisesti. Monisdikeistyksestd on tietenkin hyotya vain, mikaéli sdikeesta toi-

seen siirtyminen on riittdvan nopeaa.

Sykli ' 01112 :314:5 6178
KaskyO| 0 | 1| 2|3 | 4|5
Kaskyl |0 |1[2|3|4|5] |
Kasky2! 01|23 |45
Kisky3! | | |o|1|2|3|4]5

Kuva 3.2: Liukuhihnaus. Muokattu Nullin ja Loburin esittdmésta kuvasta [68, kuva 5.4].



3.1.2 SIMD

SIMD-tietokone suorittaa samaa kdskya usealle eri datavirralle samanaikaisesti. Té-
td on havainnollistettu kuvassa Pacheco ja Malensek [72, s. 31-32] havainnol-
listavat SIMD:n toimintaa vektorien yhteenlaskulla. Oletetaan, ettd suoritettavana
on seuraavanlainen yhteenlasku:
for (i = 0; i <N; i++)
x[i] += y[il;

Jos prosessorien méddrd on N, voi prosessori P; ladata luvut x [1] ja y [1], suorittaa
yhteenlaskun ja tallentaa tuloksen x [1]:hin. Jos taas prosessoreita on vahemmain,
laskenta on suoritettava riittdvan monta kertaa, osalle alkioista kerrallaan. Jos jako
ei mene tasan, viimeiselld kierroksella osa prosessoreista ei tee mitdan.

Pacheco ja Malensek huomauttavat, ettd SIMD-tietokoneilla on omat rajoitteen-
sa. Klassisen SIMD-tietokoneen prosessorit nimittdin joko suorittavat annettua kés-
kyé tai eivit tee mitddn. Lisdksi kaikki prosessorit toimivat tdysin synkronisesti ei-
vitkd ne voi varastoida kdskyja mahdollista mydhempédd suoritusta varten. Siksi
ehtolauseita siséltdvien ohjelmien suorittaminen on SIMD-tietokoneilla tehotonta.
Sen sijaan yksinkertaisten vektoreita kisittelevien silmukoiden rinnakkaistamiseen
SIMD sopii hyvin.

Téarked esimerkki SIMD-periaatteen mukaan toimivista tietokoneista ovat vek-
toritietokoneet [29, s. 384-386], esim. CRAY-1 [75]]. Vaikka vektoritietokoneiden var-
sinainen kultakausi onkin ohi [76], on nykyaikaisista vektoritietokoneista ainakin
NEC:n Aurora-SX TSUBASA [51] heréttanyt kiinnostusta [1]. Nykyisin merkittaviin
SIMD-sovelluksiin lukeutuvat prosessorien vektorilaajennokset [8]. Myos grafiikka-

suorittimet eli GPU:t noudattavat joiltain osin SIMD-mallia.

3.1.3 MISD

MISD on sikéli ongelmallinen, ettd siitd on tuskin ainoaakaan kdytdnnon esimerk-
kid. Flynn ja Rudd [31] esittavat MISD-tietokoneesta liukuhihnamaisen tulkinnan,
jossa kunkin prosessorin (paitsi viimeisen) ulostulo ohjataan seuraavan prosessorin
syotteeksi. Tamd vastaa Kungin ja Leisersonin [52] esittdiméad systolista matriisitie-
tokonetta. Kuten Ngoko ja Trystram [67] toteavat, tdllaisen tietokoneen luokittelusta
MISD-tietokoneeksi voidaan olla eri mieltd. Onhan selvédd, ettd esim. prosessorit P
ja P; eivit varsinaisesti kdsittele samaa datavirtaa, vaan P; kisittelee dataa, jota Py

on ensin kasitellyt.



Ngoko ja Trystram [67] esittdvat, ettd MISD on laiminlyoty rinnakkaistietoko-
neen malli. He esittelevat MISD-mallin, jossa eri prosessorit ratkaisevat samaa on-
gelmaa, mutta kukin prosessori suorittaa eri algoritmia. Kun yksi prosessori 16ytaa
ratkaisun, kaikki prosessorit pysdhtyvit. Ngokon ja Trystramin esittdima malli vas-
taa MISD:t4, silld prosessorin suorittamaa algoritmia voidaan ajatella kdskyvirtana
ja ratkaistavaa ongelmaa datavirtana. Kuva on piirretty tdméan tulkinnan mu-

kaisesti, siis Flynnin ja Ruddin esityksesta [31] poiketen.

3.1.4 MIMD

MIMD-tietokoneen prosessorit suorittavat kukin omaa kadskyvirtaansa omalle data-
virralleen. MIMD-tietokonetta on havainnollistettu kuvassa Kuten Dongarra
ja van der Steen [29, s. 382] toteavat, luokka sisdltdd hyvin monenlaisia toisistaan
poikkeavia tietokoneita. Siksi heiddn mukaansa tdtd luokkaa ajatellen Flynnin tak-
sonomia onkin tietokoneiden luokittelun kannalta riittimaton.

Suurin osa nykyaikaisista rinnakkaistietokoneista on MIMD-tietokoneita. Pac-
heco ja Malensek [72} s. 34-35] jakavat luokkaan kuuluvat tietokoneet kahteen paa-

tyyppiin: jaetun ja hajautetun muistin jarjestelmiin.

3.2 Tavallisesti kdytettyja rinnakkaistietokoneita

Kuten edelld on todettu, suurin osa nykyaikaisista rinnakkaistietokoneista on MIMD-
koneita ja ndma taas voidaan jakaa karkeasti jaetun ja hajautetun muistin rinnak-
kaistietokoneisiin. Jaetun muistin tietokoneisiin perehdytaan luvussa ja hajau-
tetun muistin tietokoneisiin luvussa Lisdksi luvussa perehdytdan grafiik-

kasuorittimiin, jotka noudattavat joiltain osin SIMD-mallia.

3.2.1 Jaetun muistin rinnakkaistietokoneet

Jaetun muistin jarjestelma [72, s. 35-37] koostuu prosessoreista, yhteisestd muistis-
ta ja verkosta, joka yhdistdd prosessorit ja muistin. Ndin jokainen prosessori pddsee
kéasiksi mihin tahansa jaetun muistin muistisijaintiin. Tata kautta prosessorit myos
tavallisesti kommunikoivat keskenddn. Kommunikointi on siksi implisiittistd. Ra-
kennetta on havainnollistettu kuvassa Prosessorit ovat tavallisesti moniytimi-

sid.
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Kuva 3.3: Kuvassa (a) jaetun muistin rinnakkaistietokoneen rakenne ja kuvassa (b) verkon
ristikytkentd. Kuvassa (b) komponentit P; ovat prosessoreita, M; muisteja ja ympyrat kytki-

mid. Muokattu Pachecon ja Malensekin esittamistad kuvista [72, kuvat 2.3 ja 2.7a].

Vaikka jaetun muistin ympaéristoissd kaikki prosessorit pddsevitkin kasiksi sa-
maan muistiin, padsy voidaan toteuttaa eri tavoin. Pacheko ja Malensek [72} s. 36—
37] luokittelevat jaetun muistin tietokoneet kahteen kategoriaan: UMA (uniform me-
mory access) ja NUMA (non-uniform memory access). UMA-jarjestelmédssd verkko yh-
distadd kaikki prosessorit suoraan jaettuun muistiin. Muistihaun nopeus ei riipu muis-
tisijainnista. Sen sijaan NUMA-jdrjestelmédssd kukin prosessori on suoraan yhtey-
dessé tiettyyn jaetun muistin lohkoon. Toisten prosessorien muistilohkoon kukin
prosessori paddsee kdsiksi prosessorien sisdltdiman erikoislaitteiston avulla. Tédssa ta-
pauksessa prosessorin omaan lohkoon kohdistuva muistihaku on nopeampi kuin
jonkin toisen prosessorin lohkoon kohdistuva. NUMA:n etu on, ettd se skaalau-
tuu muistin maaraa kasvatettaessa paremmin kuin UMA. Toinen etu on prosessorin
omaan muistilohkoon kohdistuvan muistihaun nopeus. Toisaalta UMA on ohjel-
moijan kannalta helpompi, koska erilaisista hakuajoista ei tarvitse huolehtia.

Pachecon ja Malensekin [72} s. 37-38] mukaan prosessorit ja muisti voidaan yh-
distdd toisiinsa vayldlld tai kytkinverkolla. Vayldn kdyttamistd puoltaa edullisuus.
Varjopuolena on, ettd vdayldn johdot ovat kaikkien vayldn yhdistdimien laitteiden ja-
kamia. Kun laitteiden méaara kasvaa, kasvaa myos kilpailu ja samalla suorituskyky

laskee. Siksi jarjestelmien kasvaessa on alettu siirtya kytkinverkkojen kayttoon. Ku-



ten nimestd voi paatelld, kytkinverkot sisadltdavat kytkimid, jotka kontrolloivat lait-
teiden vilistd kommunikointia. Erds mahdollisuus on ristikytkenta. Ristikytkentdd
on havainnollistettu kuvassa Ristikytkentd on vayldd tehokkaampi, joskin kal-

liimpi ratkaisu.

3.2.2 Hajautetun muistin rinnakkaistietokoneet

Hajautetun muistin jarjestelmaét [72, s. 35, 37] koostuvat prosessoreista, joilla jokai-
sella on oma yksityinen muistinsa, ja prosessorit yhdistavastd verkosta. Kuva [3.4a]
havainnollistaa rakennetta. Prosessorien vélinen kommunikointi tapahtuu ekspli-
siittisesti verkon kautta esim. viestinvélityksen avulla. Hajautetun muistin rinnak-
kaistietokoneet ovat tyypillisesti useasta kaupallisesta tietokoneesta ja kaupallisesta
verkosta koostuvia klustereita. Klusterin noodit eli verkon yhdistdmaét tietokoneet
ovat itse asiassa usein jaetun muistin laitteita.

Pachecon ja Malensekin mukaan [72, s. 38—43] hajautetun muistin verkot voi-
daan jakaa kahteen péddtyyppiin: suoraan ja epdsuoraan. Suorassa verkossa jokai-
nen prosessorin ja muistin muodostama kokonaisuus on yhdistetty yhteen kytki-
meen ja kytkimet on yhdistetty toisiinsa. Kuvassa on esitetty rengastopologi-
aa noudattava ja kuvassa kaksiulotteinen toroidaalinen suora verkko. Suoran
verkon tehoa kuvattaessa kdytetddn yhtend mittana linkkien maaraa. Tapana on to-
sin laskea vain kytkinten viliset linkit. Esim. kuvan tapauksessa linkkejd on
3 ja kuvan tapauksessa 18. Kuvassa puolestaan on esimerkki epdsuoras-
ta verkosta. Erona suoraan verkkoon on, ettd kytkimet eivit ole suoraan yhteydes-
sd prosessoreihin ja linkit ovat usein yksisuuntaisia. Kullakin prosessorilla on oma
ulostulo- ja sisdédnmenolinkkinsd, ja kytkinten voidaan ajatella muodostavan oman
verkkonsa. Kuvan 3.4d|tapauksessa kyseessa on ristikytkenta (vrt. jaettu muisti, ku-
va ja kaikki prosessorit voivat kommunikoida keskenddn yhtd aikaa, kunhan
vain useampi prosessori ei yritd kommunikoida saman prosessorin kanssa.

Vaikka jaetun muistin kdyttdminen onkin ohjelmoijan kannalta helpompaa, Pac-
heco ja Malensek [72, s. 49] huomauttavat, ettd hajautetussa muistissa on hyvit
puolensa. Laitteiston kannalta merkittdvin seikka on verkon skaalautuvuus. Vay-
14114 voi kdytannossa yhdistdd vain muutaman prosessorin, ja toisaalta ristikytken-
td on tehokas, mutta kallis vaihtoehto. Sen sijaan hajautetun muistin verkkoratkai-
sut, esim. hyperkuutio ja edelld kuvattu toroidi, ovat edullisempia. Siksi hajautetun

muistin jarjestelmét soveltuvat paremmin paljon laskentaa vaativiin tehtaviin.
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Kuva 3.4: Kuvassa (a) hajautetun muistin rinnakkaistietokoneen rakenne. Kuvissa (b) ja (c)
esimerkki suorasta verkosta (rengastopologia ja toroidi) ja kuvassa (d) epédsuorasta (ristikyt-
kentd). Kuvissa (b)—(d) ympyréat ovat kytkimid ja kukin komponentti P; koostuu prosesso-
rista sekd tdimédn omasta muistista. Kuvat (a), (b) ja (d) on muokattu Pachecon ja Malensekin
esittamistd kuvista [72, kuvat 2.4, 2.8a ja 2.14]. Kuva (c) on muokattu Pachecon ja Malense-
kin esittdmaéstd kuvasta [72, kuva 2.8b], mutta sitd on tarkennettu linkkien pituuden suhteen

Lain esityksen pohjalta [53, kuva 1].

3.2.3 Grafiikkasuorittimia kayttavat ymparistot

Naytonohjaimet kdyttaviat grafiikkaprosessoreita eli grafiikkasuorittimia (lyh. GPU,
Graphics Processing Unit). Pacheco ja Malensek kirjoittavat [72] s. 291], ettd vaikka
alkuperdinen kayttotarkoitus onkin liittynyt tietokonegrafiikkaan, sittemmin gra-
tiikkkasuorittimia on alettu kdyttdd myos muuhun laskentaan niiden suorituskyvyn
vuoksi. Usein kédytetddnkin lyhennettd GPGPU (General Purprose Computing on GPUs).
Alun perin grafiikkasuorittimia ohjelmoitaessa ei-graafisetkin algoritmit piti muo-
toilla graafisesti, mutta myohemmin on kehitetty yleiskdyttoon tarkoitettuja sovel-
lusohjelmointirajapintoja, esim. OpenCL [50] ja Nvidian CUDA [70].
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Kuva 3.5: GPU:n rakenne. Muokattu Pachecon ja Malensekin esityksen pohjalta [72, kuva
6.1].

Tarkka GPU:n rakenteen kuvaus on tietenkin riippuvainen siitd, mistd jarjestel-
madstd milloinkin on kyse. Hu ym. [46] ovat laatineet yleisen mallin, joka pyrkii
kuvaamaan paitsi GPU:n rakennetta myds tehtdvienhallintaa, muistinkdyttéd yn-
nd muita keskeisid seikkoja. Tdmén tutkielmassa kuitenkin tyydytdan hyvin yleis-
luontoiseen kuvaukseen. Siksi seuraavassa seurataan Pachecon ja Malensekin sup-
peaa esitysta [72, s. 292-295], joka soveltuu ennen kaikkea Nvidian grafiikkasuorit-
timien kuvaamiseen. GPU koostuu useasta SM-prosessorista (Streaming Multiproces-
sor). Yhden SM:n voidaan ajatella vastaavan yhtd tai useampaa SIMD-tietokonetta.
SM puolestaan sisdltdd useita kontrolliyksikoitd sekd SP-ytimid (Streaming Proces-
sor). Yhden SM:n sisdltamét SP:t jakavat saman pienen, mutta nopean muistin. Ra-
kennetta on havainnollistettu kuvassa Samassa tietokoneessa on myds tavan-
omainen prosessori eli CPU. Téllaisessa ymparistossa sitd kdytetdan tavallisesti muu-
hun kuin varsinaiseen rinnakkaislaskentaan.

Pacheco ja Malensek [72, s. 34] huomauttavat, ettei GPU ole puhtaasti SIMD-
jarjestelmd, silld yksi SM pystyy suorittamaan useampaa kuin yhtd kdskyvirtaa. Pi-
kemminkin GPU sijoittuu SIMD:n ja MIMD:n viliin. Joka tapauksessa yksi SM sisil-
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tdd monta SP-ydintd, mikd mahdollistaa tehokkaan SIMD-tyylisen laskennan. Ky-
seessd ei myoskddn ole puhtaasti jaetun eikd hajautetun muistin laskentaymparisto,

vaan GPU voi kdyttdd kumpaa tahansa.

3.3 Suorituskyvysta

Ohjelman rinnakkaistamisella pyritddn kasvattamaan suorituskykya. Esim. Crovel-
la ym. [16] kdyttavat viestinnédn ja laskennan suhdetta rinnakkaisohjelman suoritus-
kyvyn ennustamiseen. Voidaankin ajatella, ettd suorituskyvyn kannalta rinnakkais-
ohjelma koostuu laskennasta ja viestinndsta. Luvussa perehdytddan Amdahlin
lakiin, joka antaa teoreettisen yldrajan sille, mitd laskentaa nopeuttamalla voidaan

saavuttaa, ja luvussa prosessorien vilisen verkon ominaisuuksiin.

3.3.1 Amdahlin laki

Ambhdal kritisoi vuonna 1967 ilmestyneessa artikkelissaan [7] rinnakkaisuuteen lii-
tettyjd odotuksia. Itse artikkeli ei sisélld tarkkaan muotoiltua lakia, vaan Amdah-
lin esittdimdt havainnot on muotoiltu tdsmallisesti vasta myohemmin. Amdahlin
laki voidaan esittdd Gustafsonin [41] kdyttdmid merkintdjda mukaillen seuraavasti.
Oletetaan, ettd ohjelma koostuu perdkkdisestd osasta, jonka suoritusaika on t;, ja
rinnakkaistuvasta osasta, jonka suoritusaika yhdelld prosessorilla on f,,. Ohjelman
suoritusaika yhdelld prosessorilla on siis ts + fp. Jos kdytdssda on N prosessoria eika
muuta kuin laskentaan kuluvaa aikaa oteta huomioon, on suoritusaika t5 + tp /N.
Naéin ollen nopeutus S eli perdkkaisohjelman suoritusajan suhde vastaavan rinnak-

kaisohjelman suoritusaikaan on

t+ t
S=-——7

— m. (3.].)

Merkitdan Al-hayannin ym. [4] esitystd mukaillen rinnakkaistuvan osan osuutta ko-
konaisajasta f:114, siis

tp
= . 3.2
f ts + tp (3.2)
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Nyt nopeutus voidaan kirjoittaa muodossa
 ts+tp/N

_ N(ts +tp)
~ Nits+ Nty — Ntp + 1,

__(Nﬁy+%) Ntp p )1
N )

(3.3)

N(ts +tp) PM%+¢M_FNuy+%
1
- 1—f+f/N’

Nopeutus on esitetty prosessorien mddran funktiona kuvassa Kuten kuvasta
ndhdé&én, prosessorien madran kasvattaminen nopeuttaa suoritusaikaa vain tiettyyn
rajaan asti. Tdma johtuu siitd, ettd ohjelmassa on aina perdkkainen osa, jonka suori-

tusaikaan prosessorien maéré ei vaikuta.

20 ‘
f=25%

M f=50% |

f=75%

ol f=90% |

f=95%

14 | |
guf |
?107 |
(n 7 ]

6 7 ]

4 7 -
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1 * 16 64 256 1024

Kuva 3.6: Amdahlin lain mukainen nopeutus prosessorien maaran funktiona f:n eri arvoilla.

Gustafson [41] huomauttaa, ettd Amdahlin lain piilo-oletuksena on, ettd ongel-
man koko pysyy samana prosessorien méaarasta riippumatta. Hanen mukaansa ta-
maé ei pidd paikkaansa, silld laskentaresurssien kasvaessa myods ongelman koko ja

erityisesti rinnakkaistuvan osan koko kasvavat. Han esittdd jopa, ettd rinnakkainen
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osa kasvaa lineaarisesti prosessorien mdaran funktiona ja nopeutus on néin ollen

t toN
S = S—{_—p (3.4)
b+ b

Schreiber [76] toteaakin, ettd vaikka Amdahlin laki onkin totta, se ei ole relevantti,
koska ohjelman perdkkdinen osa on nykyisin varsin vdahdinen kokonaisuuteen ver-
rattuna. Kritiikistd huolimatta on syytd tutkielman kirjoittajan omana ndkemyksend
todeta, ettd Amdahlin laista on oma hyo6tynsa. Jos algoritmi on laadittu ja f voidaan
arvioida, yhtdlo3.3|antaa teoreettisen yldrajan sille, mitd rinnakkaisuudella voidaan
saavuttaa. Lisdksi sen avulla voidaan saada kasitys siitd, missd vaiheessa prosesso-
rien lisdédminen ei endd maksa vaivaa.

Kuten A-hayanni ym. [4] toteavat, sekd Amdahl [7] ettd Gustafson [41] késittele-
vt vain laskentaa, vaikka todelliseen rinnakkaisohjelman suorituskykyyn vaikutta-
vat muutkin seikat. Amdahlin laista on kuitenkin kehitetty laajennoksia, jotka pyr-
kivét kiinnittdmaan huomiota muihin suorituskykyyn vaikuttaviin tekijoihin. Esim.
Li ja Malek [57] kiinnittdvdt huomiota kommunikaation aiheuttamiin kustannuk-
siin. Sun ja Chen [77] puolestaan laajentavat Amdahlin mallia vastaamaan moniyti-

misten prosessorien ominaisuuksia. Laajennoksiin ei tassd tutkielmassa perehdyta.

3.3.2 Kommunikaatioverkon ominaisuuksista

Pachecon ja Malensekin mukaan [72, s. 43—45] verkon suorituskyvyn kuvaamisek-
si usein kdytetyt suureet ovat latenssi eli viive ja kaistanleveys. Viiveeksi kutsutaan
aikaa, joka kuluu siitd, kun ldhettdjd aloittaa datan lahettdmisen, siihen, kun vas-
taanottaja aloittaa samaisen datan vastaanottamisen. Kun vastaanottaja on aloitta-
nut ensimmadisen tavun vastaanottamisen, se vastaanottaa dataa nopeudella, jota
kutsutaan kaistanleveydeksi. Jos siis verkon viive on ¢ aikayksikkod ja kaistanle-
veys f tavua aikayksikossd, niin m tavun kokoisen viestin siirtdmiseen kuluva aika
on

T=r04+" 35
+[5 (3.5)

Edelld sanottu koskee paitsi prosessorien vilistd myods prosessorin ja jaetun muistin
vélistd viestintaa.

Pacheco ja Malensek huomauttavat [72, s. 45], ettd viiveelld ja kaistanleveydelld
tarkoitetaan usein eri asioita kuin edelld on kuvattu. Viiveelld saatetaan tarkoittaa
yhtdldn 3.5|antamaa tiedonsiirtoon kuluvaa kokonaisaikaa. Viiveeseen saatetaan si-

sallyttdd my0s esim. viestin kokoamiseen ja purkamiseen kuluva aika. Tdssa tutkiel-
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massa pitdydytddn kuitenkin edelld annetuissa méaritelmissd, joissa viive ja kaistan-
leveys erotetaan toisistaan. Lisdksi viestin kokoamiseen tai purkamiseen kuluvaa ai-
kaa kutsutaan yleiskustannukseksi eika sitd sisdllytetd viiveeseen. Ndin viive kuvaa

nimenomaan verkon eikd prosessorien ominaisuuksia.

Taulukko 3.1: Maailman tehokkaimmat supertietokoneet. Lyhennetty Lun ym. esittimasta
taulukosta [58, taulukko 1]. Taulukko vastaa marraskuun 2021 tilannetta.

Sijoitus  Tietokoneen nimi Valmistaja  Kaistanleveys (Gbps) Viive (us)
1 Fugaku Fujitsu 180 < 0,54
2 Summit IBM 200 0,6
3 Sierra IBM/Nvidia 200 0,6
4 Sunway Taihu Light NRCPC 200 1
5 Perlmutter HPE 400 ei tiedossa

Taulukossa on konkreettisia esimerkkejd nykyaikaisissa rinnakkaistietoko-
neissa olevien verkkojen ominaisuuksista. Kuten taulukosta ndhd&an, yleinen kais-
tanleveys on 200 Gbps ja viive 1 ps tai sen alle. Taulukossa kuvataan kuitenkin vain
maailman tehokkaimpia tietokoneita. Lun ym. mukaan [58] heikkotehoisemmissa

rinnakkaistietokoneissa 10 Gbps on hyvin tavallinen kaistanleveys.
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4 Rinnakkaislaskennan teoreettisista malleista

Mallintamisen tarkoitus on tavoittaa tutkittavan ilmion oleelliset piirteet riittivan
selvésti ja tarkasti, jotta ilmion analysoiminen ja ennusteiden tekeminen olisi mah-
dollista [60]. Sama pétee rinnakkaislaskennan teoreettisiin malleihin. Laskennan to-
teuttaminen vaatii resursseja ja aikaa, toisin kuin mallin kdyttdminen. Asian kddn-
topuoli on mallin vdistiméton epdtarkkuus. Lisdksi malleja on hyvin paljon ja ne
keskittyvit eri asioihin. Toisaalta mallien vililld on riippuvuuksia ja jotkin mallit
toimivat pohjana useille toisille malleille.

Luvuissa esitellddn nelja tunnettua mallia: PRAM, QRQW PRAM, BSP
ja LogP. PRAM on hyvin yksinkertainen synkroninen rinnakkaislaskennan malli,
jonka avulla voi keskittyd tutkimaan ratkaistavan ongelman rinnakkaistuvuutta.
Kyseessd on jaetun muistin malli. QRQW PRAM on PRAM-muunnelma, joka rat-
kaisee samanaikaisen kirjoittamisen ja lukemisen ongelman laittamalla samaan jae-
tun muistin muistisijaintiin kohdistuvat luku- ja kirjoituspyynnét jonoon. BSP ja
LogP ovat puolestaan hajautetun muistin malleja. LogP on tdysin asynkroninen, BSP
synkronisen ja asynkronisen mallin vidlimaastossa. LogP kiinnittd4 erityista huomio-
ta prosessorien vilisen kommunikaation kustannuksiin. Kutakin mallia késiteltdes-
sd esitellddn lyhyesti my0s joitakin mallin laajennoksia. Konkretian saamiseksi lu-
vussa .5/ annetaan esimerkki siitd, kuinka yleisldhetyksen suorittaminen esitellyilld
malleilla tapahtuu. Luvussa 4.6/tehddédn yhteenveto.

41 PRAM

PRAM (Parallel Random Access Machine) on Fortunen ja Wyllien [32] esittdma rin-
nakkaislaskennan malli. Alkuperdisessd Fortunen ja Wyllien mallissa (P-RAM) on
ddrettdman monta prosessoria, mutta muissa ldhteissd mallista esitetddn usein ver-
sio, jossa prosessorien madrd on darellinen. Tédssd tutkielmassa PRAM maéaéritelldan

Gibbonsin [36] esitystda mukaillen.

MAARITELMA 1. PRAM-mallin mukainen tietokone koostuu p prosessorista ja jaetusta

muistista. Lisdksi jokaisella prosessorilla on oma paikallinen muistinsa. Prosessorit
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toimivat suorittamalla synkronisia askeleita. Yhden askeleen aikana prosessori voi
suorittaa jonkin seuraavista kaskyista:
¢ Laskenta. Yhden laskentaoperaation suorittaminen paikalliseen muistiin tallen-
netuilla tiedoilla ja tuloksen tallentaminen yhteen paikallisen muistin muisti-
sijaintiin.
* Lukeminen. Tiedon lukeminen yhdestd jaetun muistin muistisijainnista yhteen
paikallisen muistin muistisijaintiin.
e Kirjoittaminen. Tiedon kirjoittaminen yhdesta paikallisen muistin muistisijain-
nista yhteen jaetun muistin muistisijaintiin.

Jokaisen kdskyn suorittaminen vie yhden aikayksikon.

Mallia on tarpeen tdsmentdd sen perusteella, kuinka se suhtautuu samanaikai-
seen lukemiseen ja kirjoittamiseen [45]. Ndin paddytddn neljadn erilaiseen PRAM-
malliin: CRCW, CREW, ERCW ja EREW. Téssé kirjaimet R ja W viittaavat lukemi-
seen ja kirjoittamiseen (Read ja Write), C ja E puolestaan samanaikaisuuden sallimi-
seen tai kieltdmiseen (Concurrent ja Exclusive).

Listauksessa [4.1| on pseudokoodiesimerkki kahden n x n-matriisin kertolaskus-
ta. Oletetaan, ettd kdytossd on CRCW PRAM. Kun i, j,k=0,1,...n — 1, on mahdol-
lisia kolmikon (i, , k) arvoja yhteensd n3, jolloin tdyden rinnakkaisuuden saavutta-
minen vaatii n> prosessoria. Sen sijaan sisimmén silmukan rungon kukin prosessori
voi suorittaa vakioajassa eikd jaetun muistin lukeminen tai sithen kirjoittaminen ai-
heuta konflikteja. Ndin ollen itse laskennan aikavaativuus on O(1) ja prosessoreja
tarvitaan O(n?). Jos vastaava laskutoimitus suoritettaisiin yhdelld prosessorilla, ti-

lanne olisi pdinvastainen: prosessorien maara olisi O(1) ja laskennan vaatima aika

O(n?).

for i = 0 to n—1 pardo
for j = 0 to n—1 pardo
for k = 0 to n—1 pardo
Cli, j] += A[i, k] * Bk, jl

Listaus 4.1: Neliomatriisien kertolaskun suorittaminen CRCW PRAM -tietokoneella.

Esim. Culler ym. [17] kritisoivat mallia siitd, ettd prosessorit toimivat synkroni-
sesti ja niiden vilinen kommunikointi on ilmaista. Nditd ominaisuuksia hyddyntden
voidaan laatia hyvin tehokkaita algoritmeja, jotka kuitenkin osoittautuvat epéarealis-

tisiksi. Toisaalta Harrisin mukaan [45] PRAM on saanut suosiota juuri yksinkertai-
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suutensa ja yleisyytensd vuoksi. Useita PRAM-algoritmeja on laadittu, ja katsauk-
sessaan Harris kdykin 1dpi simulointitekniikoita, joiden avulla PRAM-algoritmeja
voidaan simuloida realistisemmilla malleilla.

Mallista on kehitetty useita muunnelmia, joskin jokainen seuraavissa alaluvuissa
esitettava malli on jo historiallisistakin syistd vahintdan epdsuorasti PRAM:sta riip-
puvainen. Gibbons [36] kritisoi mallia siitd, ettd prosessorit toimivat tdysin synkro-
nisesti, ja esittdd asynkronisen PRAM-mallin. Aggarwal ym. [3] puolestaan haluavat
ottaa huomioon paitsi laskentaan myos kommunikointiin liittyvat kustannukset ja
esittdvat LPRAM-mallin (Local-memory Parallel Random Access Machine). LPRAM on
CREW-malli, asynkroninen PRAM pikemminkin useasta mallista koostuva malli-
perhe.

42 QRQW PRAM

Kuten edelld on todettu, erilaiset PRAM-mallit voidaan jakaa karkeasti neljaan luok-
kaan sen mukaan, kuinka ne suhtautuvat samanaikaiseen lukemiseen ja kirjoittami-
seen. Gibbons ym. [38] viittdvadt kuitenkin, etteivdt samanaikaisuuden pelkka kiel-
taminen tai salliminen onnistu kuvaamaan reaalimaailman tietokoneita. He esitta-
vakin QRQW PRAM -mallin (Queue-Read Queue-Write Parallel Random Access Mac-
hine), joka sallii samanaikaisen lukemisen ja kirjoittamisen, mutta liittd4 niihin kus-
tannuksen: samaan muistipaikkaan kohdistuvat luku- tai kirjoituspyynnot menevét

jonoon, ja yhtd pyyntda palvellaan kerrallaan.

MAARITELMA 2. QRQW PRAM -mallin mukainen tietokone koostuu aarellisestda maa-
rastd (p kappaletta) prosessoreita ja jaetusta muistista. Lisdksi jokaisella prosessoril-
la on oma paikallinen muistinsa. Prosessorit toimivat suorittamalla synkronisia as-
keleita. Jokainen askel koostuu kolmesta aliaskeleesta, jotka ovat
* lukualiaskel: kukin prosessori P; lukee r;:std jaetun muistin sijainnista
¢ laskenta-aliaskel: kukin prosessori P; suorittaa c; laskentaoperaatiota (ja kayttaa
tahdn vain paikallista muistiaan)
e kirjoitusaliaskel: kukin prosessori P; kirjoittaa w;:hin jaetun muistin muistipaik-
kaan.
Jos useampi kuin yksi prosessori kirjoittaa askeleen aikana muistipaikkaan x, niista
jokin (sattumanvarainen) prosessori kirjoittaa muistipaikkaan arvon, joka on muis-

tipaikassa, kun askel paattyy.
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MAARITELMA 3. Olkoon X QRQW PRAM -tietokoneen jaetun muistin muistipaik-
kojen joukko. Tarkastellaan yhti tietokoneen askelta. Olkoon r(x) muistipaikkaan
x € X kohdistuvien lukuoperaatioiden ja w(x) kirjoitusoperaatioiden maéra. Jos
askeleen aikana tapahtuu vahintaan yksi luku- tai kirjoitusoperaatio, askeleen mak-
simikilpailu on

k =max({r(x) |[x e X} U{w(x) |x e X}). (4.1)

Mikali askeleen aikana ei suoriteta yhtddn luku- eikd kirjoitusoperaatiota, asetetaan

x=1.

MAARITELMA 4. Olkoon QRQW PRAM -tietokoneen maksimikilpailu askeleen ai-
kana « ja
m= mlax(ri,ci,wi). 4.2)
Talloin
e askeleen aikakustannus on max(m, x)
* QRQW PRAM -algoritmin aika on aikakustannusten summa

* QRQW PRAM -algoritmin tyd on ajan ja prosessorien méddran tulo.

Madéritelmd 2|saattaa herdttdad kysymyksen, miksi samanaikaiset kirjoitusoperaa-
tiot sallitaan, vaikka niiden lopputulos on epdvarma. Kirjoittajat toteavat, ettd mo-
net satunnaisuuteen perustuvat algoritmit eivét voi tdysin varmasti véalttdd saman-
aikaista kirjoittamista tai lukemista. Se on yksi syy siihen, miksi EREW on liian tiuk-
ka sdanto.

Mallin kehittdjat ovat mddritelleet myos asynkronisen QRQW PRAM -mallin
[37], jossa kukin prosessori etenee tdysin omaan tahtiinsa eikad synkronointia ole, se-
kd QSM-mallin (Queuing Shared-Memory) [39]. Viimeksi mainittu muistuttaa QRQW
PRAM -mallia, mutta ottaa huomioon myds sen, ettd jaetun muistin kédyttd on kal-
liimpaa kuin paikallisen muistin kdytto. Tata kuvataan mallissa parametrilla ¢ > 1.
Itse asiassa QRQW PRAM on QSM:n erikoistapaus, kun g = 1.

4.3 BSP

Valiant esittelee BSP-mallin [80] (Bulk-Synchronous Parallel) tarkoituksenaan tarjota
rinnakkaislaskennalle “silloittava” (Valiant: “bridging”) malli, toisin sanoen stan-

dardi, josta kaikki voivat olla samaa mieltd. Edelld esitetyistd malleista poiketen
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BSP on hajautetun muistin malli. Malli ei myoskéén ole tdysin synkroninen. Pikem-
minkin voitaisiin mallin nimed mukaillen puhua lohkosynkronisesta mallista. My6-
hemmassa artikkelissa Gerbessiotis ja Valiant [35] tarkentavat BSP:n mé&aritelmés, ja

seuraavassa otetaan nama tarkennukset huomioon.

MAARITELMA 5. BSP-mallin mukainen tietokone koostuu prosessoreista, joista kulla-
kin on oma muistinsa, prosessorien vilisestd tiedonsiirtoverkosta ja synkronointi-
laitteistosta. Laskennan suoritus koostuu superaskeleista. Yhden superaskeleen aika-
na kukin komponentti voi suorittaa paikallista laskentaa tai viestintdad (ldhettami-
nen ja vastaanottaminen) tai molempia. Prosessori voi kdyttdd vain sellaista dataa,
joka silld on jo ennen superaskeleen alkua. Tamaén jdlkeen tapahtuu synkronointi.

Synkronointimekanismi voidaan kytked pois miltd tahansa prosessorien joukolta.

MAARITELMA 6. BSP-mallin parametrit ovat L, g ja p. Niiden merkitys on seuraava:
¢ Kun aika L on kulunut, tarkistetaan, ovatko kaikki (synkronoitavat) prosesso-
rit suorittaneet superaskeleen loppuun asti. Mikéli ovat, siirrytddn seuraavaan
superaskeleeseen, muussa tapauksessa varataan L aikayksikkoa lisaa.
¢ Verkko suorittaa h-relaatioita, joiden aikana kukin prosessori lahettdd ja kulle-
kin prosessorille ldhetetddn korkeintaan / viestid. Yhden h-relaation aikakus-
tannus on gh.

* Prosessorien méddrd on p.

Yhden superaskeleen aikakustannus on siis luvun L monikerta. Valiant ja Ger-
bessiotis [35] antavat myos vaihtoehtoisen méaritelmén, jonka mukaan superaskel
voi padttyd koska tahansa ajan L jdlkeen. Jos siis superaskeleen suorittaminen vaa-
tisi enemmadn kuin L aikayksikkod, ei olisi tarpeen odottaa L aikayksikkod lisda.
Téassdkin tapauksessa L on yhteen superaskeleeseen kuluva viahimmaisaika. Para-
metrin L alarajan méarad laitteisto, silld jo synkronoinnin toteuttaminen aiheuttaa
oman kustannuksensa.

Valiant on mydhemmin esittanyt Multi-BSP-nimisen laajennoksen [81]]. Mallissa
on d tasoa, ja tasoa i kuvaa parametrinelikko (p;, i, L;, m;). Tason i komponentin si-
sélld on p; tason i — 1 komponenttia. Parametri g; on prosessorin laskentanopeuden
suhde niiden sanojen médaraan, jotka voidaan yhden sekunnin aikana siirtda tasojen
ijai—1valilld. Superaskeleen aikana tason i — 1 komponentit suorittavat ohjelmaa
itsendisesti, kunnes ne kohtaavat puomin. Puomisynkronointiin kuluva kustannus
on L;. Parametri m; on i:nnen tason komponentin muistin suuruus, eika siihen las-

keta mukaan alempien tasojen muisteja.
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Gerbessiotis [34] toteaa, ettd moniytimisten koneiden muistihierarkia taytyy huo-
mioida, mutta pitdd Multi-BSP:td monimutkaisena ja esittdd MBSP-mallin. Paramet-
rit ovat (p,1,g,m, L, G, M). Ensimmaiset parametrit p, | ja ¢ vastaavat alkuperdisen
BSP-mallin parametreja p, L ja g. Ne kuvaavat prosessorien vilistd kommunikointia.
Kullakin prosessorilla on rajallinen maara nopeaa muistia, jonka koko on M. Lisdksi
on m yksikkod hitaampaa muistia, jonka I/ O-operaatioihin liittyvid kustannuksia L

ja G kuvaavat (vastaavasti kuin [ ja g).

44 LogP

LogP on BSP:n tavoin hajautetun muistin malli. Se kiinnittdd erityistd huomiota
prossorien valisen kommunikaation kustannuksiin. Mallin parametrit kdyvat ilmi
mallin nimestd: L, o, gja P.

Culler ym. [17] korostavat, ettd rinnakkaislaskennan mallin taytyy olla seka tar-
peeksi yksityiskohtainen ettd yksinkertainen: yhtdélta liian pieni médard parametre-
ja ei kuvaa tietokoneen toimintaa realistisesti, toisaalta liian yksityiskohtaista mallia
on vaikeaa kdyttdd algoritmien suunnitteluun ja analysointiin. Kirjoittajien 1ahto-
kohta mallia suunniteltaessa oli BSP. He kuitenkin nostavat esille joitakin BSP:n on-
gelmia. Esimerkiksi superaskeleen alussa lahetettyjd viestejd voidaan kayttda vasta
seuraavan superaskeleen aikana, vaikka superaskel olisikin viivettd pidempi. Li-
sdksi superaskeleen lopussa tapahtuva synkronointi vaatii synkronointilaitteiston.
Culler ym. esittavatkin LogP-mallin, jossa edelld mainitut asiat ovat toisin. Koska
prosessorit toimivat asynkronisesti, kukin prosessori voi kdyttda viestid heti, kun se

saa viestin, ja synkronointi suoritetaan viestinvilityksen kautta.

MAARITELMA 7. LogP-mallin mukaisen tietokoneen rakenne ja toiminta maaritellaan
seuraavasti:
¢ Tietokone koostuu dérellisestd méadrastd prosessoreita, joista jokaisella on oma
muistinsa, ja prosessorit yhdistdvastda kommunikaatioverkosta.
* Prosessorit kommunikoivat ldhettamalla toisilleen viestejd. Kaikki viestit ovat
lyhyita.
* Prosessorit toimivat asynkronisesti.
MAARITELMA 8. LogP-mallissa on seuraavat parametrit:
¢ [, latenssin eli viiveen yléraja.
* 0, yleiskustannus, aika, joka prosessorilta kuluu yhden viestin ldhettimiseen

tai vastaanottamiseen. Tand aikana prosessori ei voi tehdd mitddn muuta.
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¢ g, viestivili, vahimmadisaika, joka kuluu kahden viestin vastaanottamisen tai
lahettdmisen valilla.
* P, prosessorien maara.
L, 0ja g mitataan prosessorisyklien monikertoina. Yhden prosessorin ldhettamia tai
yhdelle prosessorille saapuvia viesteja voi olla yhdella kertaa verkon kuljetettavana
korkeintaan [L/g].

LogP-malliin on tehty useita laajennoksia. Alexandrov ym. [6] huomauttavat, et-
ta on edullisempaa koota useat lyhyet viestit yhdeksi pitkiksi viestiksi kuin lahet-
tdd useita lyhyitd viestejd, ja esittelevat LogGP-mallin. Uusi parametri G on pitkiin
viesteihin liittyva tavukohtainen vali. Pitkda viestid lahetettdessd jokaisen ldhetetyn
tavun jalkeen on siis G:n mittainen viliaika.

Yan ym. [84] puolestaan huomauttavat, ettd suurten klustereiden tapauksessa
taytyy ottaa huomioon myos hierarkia. He esittelevdt LogGPH-mallin, joka laajen-
taa LogGP-mallia yhden parametrin verran. Uusi parametri & kertoo jédrjestelmén
hierarkkisuusasteen. Oletetaan, ettd verkko koostuu noodeista, noodit prosessoreis-
ta ja prosessorit ytimistd. Talloin & = 3. Kun saman prosessorin ytimet kommuni-
koivat keskenddn, kyseessd on 1. tason kommunikointi, kun saman noodin, mutta
eri prosessorin ytimet kommunikoivat, kyseessd on 2. tason kommunikointi, ja niin

edelleen.

4.5 Yleislahetyksen aikakustannuksien mallintamisesta

Seuraavaksi vertaillaan, kuinka edelld esitellyt mallit suoriutuvat yleisldhetykses-
ta. Oletetaan siis, ettd kdytdssd on prosessorit Py, Py, ..., P;. Ajanhetkelld 0 proses-
sori Py alkaa ldhettdd dataa (lyhyen viestin) muille prossoreille. Tarkoitus on saada
viesti perille mahdollisimman nopeasti. LogP:n kehittdjat Culler ym. [17] esittavit
artikkelissaan algoritmin ja siihen liittyvén ajoituskaavion, muiden mallien tapauk-
sessa algoritmi on kirjoittajan oma. Algoritmeihin liittyvét ajoituskaaviot on esitetty
kuvassa

PRAM:n prosessorit kommunikoivat jaetun muistin kautta. CRCW ja CREW
PRAM:n osalta algoritmi on yksinkertainen: ensimmadisen askeleen aikana Py kirjoit-
taa viestin jaettuun muistiin, ja seuraavan askeleen aikana muut prosessorit kdayvit
sen lukemassa. Itse asiassa aikaa kuluu 2 aikayksikkod riippumatta siitd, kuinka mo-
nelle prosessorille viesti pitdd lahettdd. Koska ERCW ja EREW PRAM:n prosessorit
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(a) CRCW ja CREW PRAM. (b) ERCW, EREW ja QRQW PRAM.
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(d) LogP.

Kuva 4.1: Yleisldhetys. M ja M; ovat jaetun muistin muistisijainteja. Kuva (d) on muokattu

Cullerin ym. esittdimadstd kuvasta [17, kuva 3].
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eivdt voi lukea samaa jaetun muistin muistisijaintia samanaikaisesti, ne tarvitsevat 4
muistisijaintia ja aikaa kuluu 4 aikayksikkod. Vaikka QRQW PRAM antaa mahdol-
lisuuden jonottaa, jonotusmahdollisuutta ei tdssd ajan sddstamiseksi kadytetd. Siksi
QRQW PRAM noudattaa tdssd samaa algoritmia kuin ERCW ja EREW PRAM.

BSP:n tapauksessa viestien ajoitus riippuu parametrien arvosta. Oletetaan tdssa
esimerkissd, ettd L = 3g. Oletetaan my®0s, ettd kaikki prosessorit osallistuvat synk-
ronointiin. Jotta ensimmadinen superaskel ehdittdisiin suorittaa ajassa L, voi Py lahet-
tdd viestin vain kolmelle prosessorille. Kun toinen superaskel alkaa, viesti on neljal-
14 prosessorilla, joten yleisldhetys saadaan suoritetuksi superaskeleen aikana. Vaih-
toehtoisia strategioita on useita. Yksi mahdollisuus on esitetty kuvassa Tar-
keintd on, ettei yksi prosessori ldhetd viestid neljdlle prosessorille, koska télloin ai-
kaa kuluisi 4g > L aikayksikkoa.

LogP:n osalta esimerkki noudattaa Cullerin ym. [17] esitystd. Oletetaan yksin-
kertaisuuden vuoksi, ettd viive on aina maksimaalinen L ja g > o. Prosessori P
aloittaa ldhettdmisen hetkelld 0, ja verkko saa viestin kuljetettavakseen hetkelld o.
Viesti kulku kestdd L aikayksikkod, ja tdimén jdlkeen vastaanottaja kdyttdd viestin
vastaanottamiseen o aikayksikkod, joten vastaanottaja on vastaanottanut viestin het-
kelld L + 2o0. Silld aikaa kun viesti on verkon kuljetettavana, Py voi aloittaa uuden
viestin ldhettdmisen. Sen taytyy ensin odottaa aika g, ja viestin ldhettdminen vie ajan
0, mutta ajat menevét péallekkdin, ja koska ¢ > o, toinen Py:n ldhettdima viesti on
valmis verkon kuljetettavaksi hetkelld o + g, kolmas hetkelld 0 4 2¢ ja niin edelleen.
Kuvassa on esitetty ajoituskaavio, kun L = 6,0 = 2, ¢ = 4ja P = 8. Tés-
sd tapauksessa yhden prosessorin ldhettimid viestejd saa olla verkon kuljetettavana

kerrallaan [L/g] = 2 kappaletta. Viimeinenkin prosessori on vastaanottanut viestin
hetkella 24.

4.6 Yhteenvetoa teoreettisista malleista

Edelld esitettyjd malleja voidaan verrata ja luokitella monella tapaa. Taulukossa
malleja vertaillaan muistimallin, synkronisuuden ja parametrien suhteen. Synkroni-
suuden osalta kukin malli luokitellaan synkroniseksi, lohkosynkroniseksi tai asynk-
roniseksi. PRAM-tietokoneen prosessorit suorittavat askeleita taysin tasatahtiin, mut-
ta BSP sallii prosessorien tehdd synkronointien vililld useita toimenpiteitd. Samaa
voidaan sanoa QRQW PRAM:sta. Silti sekd BSP ettd QRQW PRAM edellyttavat
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kaikkien prosessorien globaalia synkronointia, ja timén suhteen LogP poikkeaa muis-

ta késitellyistd malleista.

Taulukko 4.1: Esitettyjen mallien vertailua. BSP:n ja LogP:n parametrit L ja g eivét tarkoita

samaa.
Nimi Muistimalli Synkronisuus Parametrit
PRAM [32,36] Jaettu muisti Synkroninen p
QRQW PRAM [38] Jaettu muisti Lohkosynkroninen p
BSP [80, 135] Hajautettu muisti Lohkosynkroninen L,g,p
LogP [17] Hajautettu muisti Asynkroninen Log P

Rico-Gallego ym. [74] pitavat LogP:td tirkednd, koska se on antanut perustan
useille laajennoksille, joista luvussa 4.4 on lyhyesti esitelty LogGP ja LogGPH. Kir-
joittajien mukaan mallien kehitykselle on ollut tyypillistd parametrien lisidntymi-
nen. Tdhdn on vaikuttanut suurteholaskennassa kdytettdvien laskentaympaéristdjen
kehitys. Voidaan tietenkin kysyéd, mikd on optimaalinen parametrien madrd, kun
otetaan huomioon, ettd mallin tidytyy saavuttaa toimiva kompromissi yhtdalta yk-

sinkertaisuuden ja toisaalta yksityiskohtaisuuden valilta.
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5 Rinnakkaislaskennan ohjelmointiymparistdja

Rinnakkaisohjelman toteuttaminen vaatii konkreettisen ohjelmointirajapinnan tai
-ympériston. Kuten luvussa 3| todettiin, suurin osa nykyisistd rinnakkaistietokoneis-
ta voidaan luokitella hajautetun ja jaetun muistin tietokoneisiin. Sekd hajautettua
ettd jaettua muistia kdytetddn jatkossa, joten tdssa luvussa tutustutaan MPI:hin, jo-
ka on hajautetun muistin osalta de facto -standardi, ja OpenMP:hen, joka puoles-
taan on jaetun muistin de facto -standardi [48]. MPL:hin perehdytdan luvussa 5.1ja
OpenMP:hen luvussa5.2} Luvussa 5.3|tarkastellaan MPI:n ja OpenMP:n suoritusky-

vyn eroa ja muita seikkoja, jotka vaikuttavat sithen, kumpaa kannattaa kayttaa.

51 MPI

Standardin mukaan [65} s. 1] MPI (Message-Passing Interface) on viestinvalityskirjas-
ton maédritteleva spesifikaatio. Klassisessa viestinvélityksessd on kysymys kahden
prosessorin vélisestd tiedonsiirrosta, mutta MPI laajentaa tatd klassista mallia esim.
kollektiivisella viestinnalld. Spesifikaatio on madritelty C:lle ja Fortranille. Tédssé tut-
kielmassa keskitytddn kuitenkin vain C-kieleen. Seuraavissa alaluvuissa perehdy-
tddn MPLn peruskdyttoon sekd muihin jatkon kannalta merkityksellisiin MPI:n omi-

naisuuksiin.

5.1.1 Peruskdytto ja kahdenvilinen viestinta

Tarkastellaan yksinkertaista esimerkkiohjelmaa Haatajan ja Mustikkamden esitys-
ta [43, s. 11-17] mukaillen. Koodi on esitetty listauksessa Esikdantdjan direk-
tiivilld #include<mpi.h> saadaan kdyttoon MPL:n méddrittelemid tietotyyppeja ja
vakioita. Varsinainen rinnakkaislaskenta aloitetaan rivilld 11 kutsumalla funktiota
MPI_Init. Funktio palauttaa tiedon siitd, onnistuiko rinnakkaislaskennan kayn-
nistdminen. Rivilld 16 tallennetaan prosessien lukumddrda muuttujaan ntasks ja ri-
villd 17 kunkin prosessin jarjestysnumero muuttujaan id. Tdssd MPI_COMM_WORLD
on valmiiksi médritelty viestintiryhmd, johon kuuluvat kaikki laskentaan osallistu-
vat prosessit. Riviltd 18 alkaen ohjelman suoritus haarautuu prosessin jérjestysnu-

meron mukaan. Jos jdrjestysnumero ei ole 0, prosessi kokoaa viestin, joka koostuu
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sen jarjestysnumerosta ja prosessien madrdstd, ja ldhettdd sen prosessille 0. Jos taas
prosessin jdrjestysnumero on 0, prosessi ottaa vastaan jokaisen sille ldhetetyn vies-
tin, selvittdd sen ldhettdjin status-muuttujan tiedoista ja tulostaa viestin tiedot.
Rivilld 34 kutsutaan funktiota MPI_Finalize, joka lopettaa rinnakkaislaskennan.
Koodi on esimerkki kahdenvilisesta viestinnasta [43, s. 17-22]. Lahettamisessa

kdytettavan MPI_Send-funktion kutsumuoto on

int MPI_Send(void* buf, int count, MPI_Datatype datatype,

int dest, int tag, MPLComm comm)

Parametri buf kertoo lahetettivan datan, count alkioiden lukumaé&aran, datatype
tyypin ja dest vastaanottajan jarjestysnumeron. Parametri tag on vapaavalintai-
nen tunnistenumero, jonka avulla eri asiaa tarkoittavat viestit voidaan erottaa toisis-
taan. Viimeinen parametri comm on viestintdaryhma. Esimerkissa kdytetddn valmis-
ta viestintiryhmaa MPI_COMM_WORLD, eikd tdssd tutkielmassa perehdytd viestin-
taryhmien luomiseen. Parametri on kuitenkin sikéli tdrked, ettd vain samaan vies-
tintaryhmaan kuuluva prosessi voi ottaa viestin vastaan. Vastaanottavan funktion

kutsumuoto on

int MPI_Recv(void* buf, int count, MPI_Datatype datatype,
int source, int tag, MPLComm comm,
MPI_Status status)

Parametri source kertoo ldhettdjan jarjestysnumeron. Esimerkissd kdytetdan para-
metrin arvona vakiota MPI_ANY_SOURCE, joka tarkoittaa, ettd viesti voidaan ottaa
vastaan miltd tahansa prosessilta. Viimeisen parametrin status kautta vélitetdan
mm. ldhettdjdn jarjestysnumero.

Listauksen 5.1| ohjelmasta on syytd huomata, ettd prosessi 0 on erikoisasemassa.
Vaikka kyseessd onkin yksi ohjelma, sen suoritus haarautuu prosessin jdrjestysnu-
meron mukaan. Tdméa on Pachecon ja Malensekin mukaan [72, s. 94] useimmille

MPI-ohjelmille tyypillinen ominaisuus.

5.1.2 Tulostus ja syo6tto

Listauksen 5.1 koodissa vain prosessi 0 tulostaa jotakin. Kuitenkin Pachecon ja Ma-
lensekin mukaan [72, s. 105-107] kdytannossa kaikki MPI-toteutukset sallivat jokai-
sen prosessin padstd kirjoittamaan tietovirtoihin stdout ja stderr. Tdstd ei vield

seuraa, ettd jarjestykseen olisi mahdollista vaikuttaa. Jos useampi prosessi yrittaa
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#include <stdlib .h>
#include <stdio.h>

#include <mpi.h>

int main(int argc, char =argv[]) {

const int tag = 50;

int id,

ntasks, source_id, dest_id, rc, i;

MPI_Status status;
int msg[2];

rc
if

rc
rc
if

}

}

rc

MPI_Init(&argc, &argv);

(rc !'= MPI_SUCCESS) {

printf ("MPI:n alustus epdonnistui.\n");
exit (1);

MPI_Comm_size (MPLCOMM _WORLD, &ntasks);
MPI_Comm_rank (MPL. COMM _WORLD, &id );

(id 1= 0) {

else

for (i

msg[0] = id;

msg[1] = ntasks;

dest_id = 0;

rc = MPI_Send(msg, 2, MPLINT, dest_id,

tag , MPLCOMM WORLD) ;

1; i < ntasks; i++) {

MPI_Recv (msg, 2, MPLINT, MPL ANY SOURCE,
tag , MPLCOMM WORLD, &status);

source_id = status.MPI_SOURCE;

printf ("viesti: %d %d, ldhettdjd: %d\n",

msg[0], msg[1l], source_id);

rc

MPI_Finalize ();

return 0;

Listaus 5.1: Yksinkertainen MPI-ohjelma. Muokattu Haatajan ja Mustikkaméen esittamasta

koodista [43] listaus 2.2].
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kirjoittaa ulostulovirtaan stdout, ei ole mahdollista ennustaa, missa jarjestyksessa
tamad tapahtuu.

Toisaalta, kuten Pacheco ja Malensek [72} s. 107-108] toteavat, useimmat MPI-
toteutukset sallivat vain prosessin 0 pddstd lukemaan tietovirtaa stdin. Heiddn
mukaansa tdméa on jarkevdd, koska jos useampi prosessi pddsisi lukemaan syote-
virtaa, ei olisi selvdd, kuinka syote jaettaisiin prosessien kesken. Siksi on kaytan-
nollistd, ettd vain prosessi 0 lukee syotteen ja jakaa sen muille prosesseille tarpeen

mukaan.

5.1.3 Kollektiivisesta viestinnista

Kuten edelld nédhtiin, kahdenvilisessd viestinndssd vastaanottaja ja lahettdja kutsu-
vat eri funktioita. Kollektiivisessa viestinndssa sen sijaan kaikki prosessit kutsuvat
samaa kollektiivista funktiota samoilla parametreilla [43, s. 24]. Silti kahdenvilisen

viestinndn tapaan yleensa jokin prosessi on erikoisasemassa.

if (id == root_id) {
asize = ntasks * local_size;
a = (double =*)malloc(asizexsizeof(xa));
values = (double =)malloc(asizexsizeof (*values));
for (i = 0; i < asize; i++)
a[i] = 3%i/((double)asize —1);

rc = MPI_Scatter(a, local_size , MPI_DOUBLE,
aloc, local_size , MPI_DOUBLE,
root_id , MPLCOMM WORLD) ;
for (i = 0; i < local_size; i++)
vloc[i] = sin(aloc[i]);

rc = MPI_Gather(vloc, local_size , MPI_DOUBLE,
values, local_size , MPI DOUBLE,
root_id , MPLCOMM WORLD) ;

if (id == root_id) {
// Tulosten kidsittely .

Listaus 5.2: Esimerkki funktioiden MPI_Scatter ja MPI_Gather kdytostd. Lyhennetty ja

muokattu Haatajan ja Mustikkaméen esittdmasta koodista [43, listaus 3.4].
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Listauksessa [5.2| on esimerkki funktioiden MPI_Scatter ja MPI_Gather kdy-
tosta [43, s. 29-33]. Esimerkkid on lyhennetty jattamalld pois mm. rinnakkaislas-
kennan aloitus ja lopetus sekd muuttujien maéérittely. Riveilld 1-7 prosessi, jonka
jarjestysnumero on root_id, varaa muuttujille a ja values tilaa sekd tallentaa
a:n muistipaikkoihin liukulukuja. Riveilld 9-11 kutsutaan funktiota MPI_Scatter.
Funktio levittdd prosessin root_id ldhetyspuskuriin a tallennetut alkiot kaikille
prosesseille. Kukin prosessi tallentaa vastaanottamansa alkiot vastaanottopusku-
riinsa a_local. Prosessi 0 saa ensimmadiset local_size alkiota, prosessi 1 seu-
raavat local_size alkiota ja niin edelleen. Funktion toimintaa on havainnollistet-
tu kuvassa Kuvan tilanteessa prosesseja on 4, paikallisen vastaanottopuskurin
koko on 3 ja root_id on 0. Vaikka vain prosessin root_id tdytyy varata ldhe-
tyspuskurille a tilaa, on kaikkien prosessien annettava taméakin parametri funktio-
ta MPI_Scatter kutsuttaessa. Lisdksi huomionarvoista on, ettd prosessi root_id

lahettdd dataa my0s itselleen.

a
Po’110|011|ﬂ2|ﬂ3|ﬂ4|ﬂ5|ﬂ6|ﬂ7|ﬂ8|ﬂ9|ﬂlo|ﬂ11‘

|

aloc aloc aloc aloc
Py ’ﬂ0|611|112‘ Py ’03|ﬂ4|05‘ P, ’ﬂ6|ﬂ7|ﬂ8‘ P ’ﬂ9|6110|6l11‘

(@) MPI_Scatter.

values
Py ’UO|01|772|713|U4|US|U6|U7|US|U9|7710|7711‘

T

vloc vloc vloc vloc
Py ’UO|7)1|02‘ Py ’U3|U4|U5‘ ) ’776|U7|778‘ P ’U9|010|011‘

(b) MPI_Gather.
data data data data

Polo] P[1] P|2] Ps[3]

—

(c) MPT_Reduce.

Kuva 5.1: Esimerkki funktioiden MPI_Scatter,MPI_GatherjaMPI_Reduce toiminnasta.

Kuva (a) on muokattu Haatajan ja Mustikkamé&en esittamasta kuvasta [43] kuva 3.4].
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Riveilla 12-13 kukin prosessi késittelee saamaansa dataa ja tallentaa laskennan
tulokset lahetyspuskuriin v1oc. Riveilld 15-17 puolestaan kutsutaan MPI_Gather-
funktiota, joka kerdd laskennan tulokset prosessille root_id [43, s. 31]. Tama funk-
tio toimii MPI_Scatter-funktioon nihden kddnteisesti. Tdassd tapauksessa kun-
kin prosessin ldhetyspuskuriin vlocal tallennetut liukuluvut kerdtddn prosessin
root_id vastaanottopuskuriin values. Funktion toimintaa on havainnollistettu
kuvassa

Funktio MPI_Reduce [43] s. 24-28] suorittaa myos laskentaa. Jos esim. kullakin
prosessilla on kokonaisluku tallennettuna muuttujaan data, saadaan lukujen sum-

ma prosessin 0 muuttujaan s funktiokutsulla

rc = MPI_Reduce(&data, &s, 1, MPIINT, MPI_SUM, O,
MPLCOMM _WORDL) ;

Esimerkkid on havainnollistettu kuvassa jossa muuttujaan data on tallennet-
tu prosessin jdrjestysnumero. Funktion kolmantena parametrina annetaan yhden
prosessin ldhettdmien alkioiden lukumaéérad, joka tdssa tapauksessa on 1. Reduktio-
operaatio on tdssd esimerkissd MP I__SUM, joka laskee alkioiden summan. Muita vaih-
toehtoja ovat esim. MPI_PROD, joka laskee tulon, sekd MPI_MAX ja MPI_MIN, joilla
saadaan selville maksimi ja minimi.

Kollektiiviseen viestintddn kuuluu my6s laskennan tahdistus eli synkronointi
[43, s. 36-37]. Funktion kutsumuoto on

MPI_Barrier (MPI_Comm comm)

Prosessit jatkavat ohjelman suoritusta vasta, kun kaikki ovat kutsuneet kyseista

funktiota.

52 OpenMP

Pachecon ja Malensekin mukaan [72] s. 221-222] OpenMP (Open Multi-Processing)
on jaetun muistin sovellusohjelmointirajapinta. Sitd suunniteltaessa on tavoitteena
ollut mahdollistaa jo olemassa olevan perdkkéisen koodin rinnakkaistaminen askel
askeleelta. MPL:1ld tdim& on kdytannossd mahdotonta, mutta OpenMP:114 erityises-
ti for-silmukoiden rinnakkaistaminen vaatii vain vahéaisid muutoksia ldhdekoodiin.
Toinen merkittdva ero MPLhin ndhden on, ettd MPL:n kdytto vaatii tarvittavan kir-

jaston, OpenMP:n kdytto lisdksi ohjelmointikielen kdédntéjan, joka tukee OpenMP:ta.
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Seuraavissa alaluvuissa kdydadan lapi OpenMP:n perusominaisuuksia. Standardi
[71, s. 1] on maédritelty C:lle, C++:lle ja Fortranille, mutta vain C-kieleen liittyvia

asioita kasitelldan.

5.2.1 Perusteita

Tutustutaan yksinkertaiseen perusohjelmaan Pachecon ja Malensekin esitystd [72]
s. 222-228] mukaillen. Koodi on esitetty listauksessa Rivilld 3 otetaan kdyttoon
OpenMP:n tarvitsema otsikkotiedosto omp . h. Rivilld 10 oleva direktiivi informoi
esikddntdjaa siitd, ettd sitd seuraava koodilohko on tarkoitus rinnakkaistaa. Koo-
dilohkossa kutsutaan funktiota Hello (), joka kirjoittaa ulostulovirtaan stdout.
OpenMP:n tapauksessa rinnakkaistaminen tarkoittaa sdikeiden kaytto4, ja tassa kay-
tettdvien sdikeiden madraksi asetetaan muuttujaan thread_count tallennettu lu-
ku, joka on saatu komentoriviargumenttina. Sdikeiden méaarda ei ole kuitenkaan
valttdimatontd antaa; jos sitd ei anneta, sen madrdd ajoymparistod. Talloin tyypilli-
sesti sdikeiden méddrd on sama kuin prosessoriytimien médara. Lisdksi ajoympaéris-
tolld voi olla omat rajoituksensa sdikeiden madran suhteen, joten ei ole takeita, etta
sdikeitd saadaan kayttoon juuri thread_count kappaletta.

Pachecon ja Malensekin mukaan [72] s. 222-228] ennen parallel-direktiivid
ohjelmaa suorittaa prosessi, jossa on vain yksi sdie. Kun suoritus etenee parallel-
direktiiviin, prosessi haarautuu useammaksi sdikeeksi. Kun séie lopettaa ohjelman
suorittamisen, se yhdistyy takaisin prosessiin, josta se aiemmin haarautui. Haarau-
tumista ja yhdistymistd on havainnollistettu kuvassa Séikeet jakavat suuren
osan prosessin resursseista, ja tima koskee myos tietovirtoja stdin ja stdout. Sik-
si jokainen sdie pystyy tulostamaan. Tulostusjarjestys on kuitenkin epddeterministi-

nen.

Siie

prosss / AN
\ /

Siie

Kuva 5.2: Kaksi sdiettd haarautuvat prosessista ja yhdistyvit siihen takaisin. Muokattu Pac-

hecon ja Malensekin esittamasta kuvasta [72, kuva 5.2].
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#include <stdlib .h>
#include <stdio.h>

#include <omp.h>
void Hello(void);

int main(int argc, charx argv[]) {
int thread_count = strtol(argv[1], NULL, 10);

# pragma omp parallel num_threads(thread_count)
Hello ();

return 0;
void Hello(void) {
int my_rank = omp_get_thread_num();

int thread_count = omp_get_num_threads ();

printf("Terveiset sdikeestd %d (%d)\n",
my_rank, thread_count);

Listaus 5.3: Yksinkertainen OpenMP-ohjelma. Muokattu Pachecon ja Malensekin koodin
pohjalta [72} ohjelma 5.1].

5.2.2 Kilpailutilanteista

Resurssien jakaminen voi johtaa kilpailutilanteisiin. Tarkastellaan Pachecon ja Ma-
lensekin antamaa [72, s. 229-232] yksinkertaista esimerkkid. Oletetaan, ettd muuttu-
ja global_result on kaikkien sdikeiden jakama ja sen lisdksi jokaisella sdikeelld
on yksityinen muuttuja my_result. Tarkoitus on, ettd jokainen sdie suorittaa yh-

teenlaskun
global_result += my_result;

Ongelmana on kuitenkin, ettei tulos ole vilttaiméttd oikein. Kukin sdie nimittdin
tallentaa laskentaa varten yhteisen muuttujan global_result arvon omaan re-
kisteriinsa. Tdlloin jokin sdie saattaa muuttaa yhteisen muuttujan arvoa ilman, ettd

muut sdikeet tietdvat asiasta, ja muut sdikeet laskevat yhteenlaskun vanhentunutta
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muuttujan arvoa kdyttden. Ongelma voidaan valttdd suojaamalla koodi critical-
direktiivilla:
#  pragma omp critical

global_result += my_result;

Nyt vain yksi sédie voi kerrallaan suorittaa koodia.

Muita mahdollisuuksia ovat Pachecon ja Malensekin mukaan [72} s. 256-264]
atomic-direktiivi ja lukot. Kaikissa menetelmissd on omat hyvét ja huonot puolen-
sa. Lukitus on monipuolisin, mutta hitain vaihtoehto, atomic taas hyvin tehokas,
mutta kdyttdominaisuuksiltaan rajoittunut. Sen sijaan critical sijoittuu seka te-

hokkuuden ettd monipuolisuuden suhteen lukituksen ja at omic-direktiivin valiin.

5.2.3 Silmukoiden rinnakkaistamisesta

OpenMP mahdollistaa for-silmukoiden rinnakkaistamisen [72, s. 237-244]. Tama
saadaan aikaiseksi parallel for -direktiivilla. Yksinkertaisimmillaan rinnakkai-

nen silmukka on muotoa

# pragma omp parallel for num_threads(thread_count)
for (i = 0; i <n; i++)

// Silmukan runko.

Kun ohjelman suoritus saapuu parallel for -direktiiviin, prosessista haarautuu
thread_count — 1 uutta sdiettd ja silmukan kierrokset jaetaan sdikeiden kesken.
Rinnakkaistamisella on rajoitteensa. OpenMP voi rinnakkaistaa vain for-silmukoita,
ja for-silmukan kierrosluvun tdytyy olla tiedossa jo ennen silmukan suorittamista.
Luonnollisesti myos silmukan kierrosten taytyy olla toisistaan riippumattomia, jotta
rinnakkaistaminen olisi mielekdsta.

Oma kysymyksenséd on, kuinka sisdkkdisten silmukoiden kanssa tulee menetel-
1a. Zheng ym. [85] tarkastelevat asiaa sekd analyyttisesti ettd kokeellisesti ja paatyvat
sithen lopputulokseen, ettd vain uloin silmukka kannattaa rinnakkaistaa. Aldinucci
ym. [5] suosittelevat samaa strategiaa yleissdannoksi, mutta antavat ymmartas, ettei
sdadnto ole ehdoton. Jos silmukan kierrosluku on pieni, yhden tai useamman sisem-
maén silmukan rinnakkaistaminen saattaa johtaa parempaan suorituskykyyn. Hand-
hika ym. [44] puolestaan esittdvit kahdelle sisdkkéiselle silmukalle esikédsittelyalgo-
ritmin, jonka avulla vidhdn kokemusta omaavan ohjelmoijan pitdisi pystyd pééattele-

madn, kannattaako ulompi vai sisempi silmukka rinnakkaistaa.
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5.2.4 Saiieturvallisuudesta

Koodi on Pachecon ja Malensekin mukaan [72, s. 274-277] sdieturvallinen, jos useam-
pi kuin yksi sdie voi suorittaa sen samanaikaisesti ilman ongelmia. Heiddn mu-
kaansa sdieturvallisuuden puuttuminen C:n funktioista ei ole tavatonta. Joissain ta-
pauksissa tdllaisesta funktiosta on kuitenkin olemassa myos vaihtoehtoinen, séie-
turvallinen versio. Yksi esimerkki ei-sdieturvallisesta funktiosta on otsikkotiedos-
tossa string.h esitelty st rt ok, jota kdytetdan merkkijonon paloitteluun. Funktio
tallentaa osoittimen paloiteltavaan merkkijonoon. Osoitin on kuitenkin kaikille sdi-
keille yhteinen, miké johtaa kilpailutilanteisiin. Tédstad funktiosta on tosin olemassa
myos sdieturvallinen versio nimeltd st rtok_r.

Sédieturvallisuuden puuttuminen tulee esille myos Barreton ja Bauerin tutkimuk-
sessa [10]. Kirjoittajat rinnakkaistivat lineaarisessa sekalukuoptimoinnissa kdytetyn
branch and bound -algoritmin sekd MPL1lad ettd OpenMP:1l4. Vaikka OpenMP vai-
kuttikin lupaavalta osaongelmien ratkaisemisessa, kokonaisuutena se suoriutui sil-
ti MPI:td heikommin. Kéytetty LP-ratkaisija ei nimittdin ollut sdieturvallinen, mikéa

monimutkaisti algoritmin toteuttamista ja heikensi OpenMP:n suorituskykya.

5.3 Suorituskyvystd ja muista valintaan vaikuttavista seikoista

Kang ym. [48] vertailivat OpenMP:n, MPL:n ja MapReducen suorituskykyad. MapRe-
duce [18] on suurten datamédrien késittelyyn soveltuva ohjelmointimalli. Toinen
Kangin ym. kdyttdmistd testiongelmista oli hyvin dataintensiivinen, ja siitd MapRe-
duce suoriutuikin MPI:td ja OpenMP:td paremmin. Toinen ongelma puolestaan oli
verkkoteorian alaan kuuluva kaikkien lyhinten polkujen ongelma. Siind MapRe-
duce pérjasi MPL:hin ja OpenMP:hen verrattuna huomattavasti huonommin. Téa-
méan tutkielman kannalta mielenkiintoisin on kuitenkin MPL:n ja OpenMP:n kes-
kindinen marssijdrjestys. MPI:td kéytettiin sekd viiden tietokoneen klusterissa etta
yksittdisessd tietokoneessa, OpenMP:td pelkdstddn yhdessé tietokoneessa. Huomat-
tavaa on, ettd ongelman koosta riippumatta OpenMP suoriutui MPI:td paremmin.
Lisdksi ongelman koon kasvaessa MPI:td kdyttanyt viiden tietokoneen klusteri oli
hitaampi kuin MPI:td kdyttanyt yksittdinen tietokone. Kirjoittajien mukaan kluste-
rin tietokoneiden vélinen kommunikointi osoittautui pullonkaulaksi, vaikka koneet
olikin yhdistetty 1 Gbps:n kytkimelld. Tutkimuksen perusteella kirjoittajat suositte-
levat OpenMP:t§, jos ongelma on riittdvéan pieni ja yhden tietokoneen resurssit riit-
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tavét. Jos taas ongelma on suurempi ja vaatii paljon laskentaa, MPI on hyva vaih-
toehto. Jalkimmadinen johtopddtds antaa ymmartdd, ettd jos ongelmaa olisi kasva-
tettu tarpeeksi paljon, MPI olisi jossain vaiheessa osoittautunut OpenMP:td tehok-
kaammaksi. Tété ei kuitenkaan tutkimuksessa kokeellisesti osoitettu.

Barreton ja Bauerin tutkimus [10] on mainittu jo edelld. Sekalukuoptimoinnissa
kaytettava branch and bound -algoritmi rinnakkaistettiin sekd MPI:114 ettd OpenMP:114.
Koska algoritmissa kdytetty LP-ratkaisija ei ollut sdieturvallinen, ongelma joudut-
tiin kiertdimddn ratkaisuilla, jotka hidastivat OpenMP:td. MPI ei tdstd ongelmasta
kédrsinyt, ja se olikin lopulta nopeampi kuin OpenMP. Huonomman suorituskyvyn
lisdksi on otettava huomioon inhimilliset seikat. Tédssd tapauksessahan algoritmin
toteuttaminen OpenMP:114 vaati ylimédérdistd vaivanndkod. Barreto ja Bauer kirjoit-
tavatkin saaneensa myonteisen kuvan MPL:n toimivuudesta suhteessa OpenMP:hen.

Mallén ym. [61] vertailivat MPI:n, OpenMP:n ja UPC:n suorituskykya useilla eri-
laisilla testiongelmilla. UPC (Unified Parallel C) [79] on C-kielen laajennos, joka toimii
hajautetun muistin ympaéristdissd, vaikka ohjelmoija ndkeekin yhden globaalin osoi-
teavaruuden. MPI:td ja UPC:td kéytettiin sekd hajautetun ettd jaetun, OpenMP:ta
vain jaetun muistin ympaéristossd. Kummassakin tapauksessa MPI osoittautui ylei-
sesti ottaen tehokkaimmaksi, vaikka tdstd sidnnosté joitain poikkeuksia olikin. Muu-
tenkin kirjoittajat pitdvat MPI:td parhaana vaihtoehtona. Heiddn mukaansa jaettuun
muistiin rajoittuminen heikentdd OpenMP:n skaalautuvuutta. Lisdksi OpenMP ei
yleensé tue datan paikallisuuden huomiointia.

My6s MPI:n ja OpenMP:n yhdistiminen on mahdollista [19]. Toteutustapoja on
useita, mutta karkeasti kuvattuna tédllainen ohjelma on MPI-ohjelma, jossa kunkin
prosessin suorittamaan perdakkaiskoodiin on lisatty OpenMP:n direktiiveja. Cabral
ym. [11] toteuttivat kolme erilaista osittaisdifferentiaaliyhtdlon ratkaisumenetelmaa.
Vertailussa olivat mukana tavallinen OpenMP, OpenMP:n parannettu versio OMP-
EWS (OpenMP-Explicit Work-Sharing), MPI ja MPI/OMP-EWS-hybridi. Seka taval-
linen OpenMP ettd OMP-EWS kirsivit synkronointiin liittyvistd kustannuksista ja
suoriutuivat heikosti. Kun algoritmi sisélsi usean synkronointipisteen, MPI/OMP-
EWS-hybridi osoittautui tehokkaimmaksi vaihtoehdoksi, MPI taas ohitti muut, kun
kdytossa oli yksi synkronointipiste.

Kysymykseen MPI:n ja OpenMP:n keskindisestd paremmuudesta ei edelld refe-
roitujen tutkimusten perusteella voida antaa yksinkertaista vastausta. Algoritmit,
laitteistot ja muut suorituskykyyn vaikuttavat tekijat ovat erilaisia. Kdytannossa

suorituskyvyn lisdksi ohjelmointiympériston valintaan vaikuttavat myos inhimil-
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liset syyt. Cabral ym. [11] toteavat, ettd OpenMP on suosittu juuri helppokayttoi-
syytensd vuoksi, mutta huomauttavat, ettei tehokkaan OpenMP-ohjelman tekemi-
nen ole yksinkertaista. Erityisesti Kang ym. [48] korostavat OpenMP:n helppoutta.
Heiddn mukaansa perdkkdiskoodin rinnakkaistaminen vaatii vain tarvittavien di-
rektiivien lisddmista eikd ohjelmoijan tarvitse ymmartda monisdikeistysta erityisen
syvéllisesti. Nakemys ei ole tdysin perusteeton, mutta sitd voidaan kylla kritisoida
lilasta optimismista tai ainakin yksipuolisuudesta. Gongalves ym. [40] huomautta-
vat, ettd tdysin triviaaleja ohjelmia lukuun ottamatta oikein toimivan ja suoritusky-
kyisen OpenMP-koodin kirjoittaminen edellyttdd rinnakkaislaskennan peruskasit-
teiden hallintaa.
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6 Matriisikertolaskun rinnakkaistamisesta

Koska tarkasteltavaksi laskentatehtaviksi on valittu matriisikertolasku, seuraavak-
si perehdytddn matriiseihin ja matriisikertolaskun rinnakkaistamiseen. Luvussa
késitelladn matriiseja ja matriisilaskentaa. Luku on suppea, silld vain jatkon kannal-
ta merkitykselliset asiat kasitellddn. Luvussa puolestaan tutustutaan joihinkin

tunnettuihin rinnakkaisalgoritmeihin.

6.1 Matriiseista

Matriisi [54, s. 23-27] on kaksiulotteinen reaaliluvuista koostuva taulukko. Matrii-
sia, jossa on m rivid ja n saraketta, sanotaan m X n-matriisiksi. Esim. 2 x 3-matriisi

A voidaan kirjoittaa alkioittain muodossa

A — (ﬂoo ap1 aoz) ’ 6.1)

aip a1 a2

lyhyemmin A = (a;;), missd i on rivin ja j sarakkeen indeksi. Huomautettakoon,
ettd useista matemaattisista esityksistd poiketen tdssa tutkielmassa indeksointi aloi-
tetaan luvusta 0. Tarvittaessa rivin ja sarakkeen indeksit erotetaan toisistaan pilkul-
la, esim. a; ;1. Jos m = n, kyseessd on nelidmatriisi. Téllin alkioita, joiden rivi- ja
sarakeindeksit ovat samoja, kutsutaan diagonaalialkioiksi.

Tyypillisiin matriisien laskutoimituksiin kuuluvat vakiolla kertominen sekd mat-
riisien yhteen- ja vahennyslasku [54] s. 25]. Vakiolla kertominen ja yhteenlasku maa-
ritellddn alkioittain ja vahennyslasku ndiden avulla. Tamén tutkielman kannalta tar-

ked on myo6s matriisikertolasku [54, s. 31-32].

MAARITELMA 9. Olkoot A = (a;;) ja B = (b;;) m X n-matriiseja sekd A € R. Vakion
A ja matriisin A tulo on
AA=AA= (Aal]) (6.2)

Lisdksi matriisien A ja B summa on

A+ B= ({/li]' + bl]) (6.3)
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ja erotus
A—B=A+(-1)-B. (6.4)

Matriisit AA, A + Bja A — B ovat m X n-matriiseja.

MAARITELMA 10. Olkoon A = (a;;) m X n-matriisi ja B = (b;j) n x s-matriisi. Mat-

riisien A ja B tulo on matriisi A - B = AB = (c;j). Tulomatriisin alkiot ovat

n—1

Cl']' = Z a,-kbk]-. (65)
k=0

Tulomatriisi on m X s-matriisi.

Matriisien laskutoimituksissa dimensioilla on merkitystd. Kuten méaaritelmasta
9lhuomataan, vain samankokoisia matriiseja voidaan laskea yhteen ja vihentéa toi-
sistaan. Méadritelmén [10| mukaan matriisien A ja B tulo on méaritelty vain, mikaéli
A:ssa on tasmailleen yhtd monta saraketta kuin B:ssd on riveja. Tastd seuraa my®os,

ettei BA ole valttamatta maaritelty, vaikka AB olisikin mé&aritelty.

6.2 Olemassa olevia rinnakkaisalgoritmeja

Matriisikertolaskun rinnakkaistamiseen on useita tunnettuja vaihtoehtoja. Li ym.
[56] toteavat, ettei mikddn algoritmi ole joka tilanteessa suorituskykyisin vaihtoeh-
to. Siksi he esittdvatkin polyalgoritmista ldhestymistapaa, jossa paatoksentekome-
kanismi valitsee tilanteeseen parhaiten sopivan algoritmin. Li ym. jakavat kertolas-
kualgoritmit Cannonin algoritmiin, Foxin algoritmiin ja vain yleisldhetystd kaytta-
viin algoritmeihin. Seuraavissa alaluvuissa noudatetaan samaa jaottelua. Kutakin
algoritmia késiteltdessd tuodaan esille my6s Lin ym. esittdmid ndkokohtia, mutta
varsinaisiin polyalgoritmeihin ei perehdyta.

Huomautettakoon vield, ettd tarkastelun kohteena ovat nimenomaan tiheiden
matriisien kertolaskualgoritmit. Tiheiden matriisien vastakohta ovat harvat matrii-
sit, joiden alkioista vain pieni osa poikkeaa nollasta [42, s. 47-48]. Harvojen matrii-
sien kasittely on oma aihekokonaisuutensa, silld tavanomaisten menetelmien kdyt-
tdminen harvoille matriiseille olisi laskentaresurssien tuhlausta. Tulevissa alaluvuis-

sa siis A ja B ovat tiheitd n X n-matriiseja ja C = AB.

40



6.2.1 Cannon

Cannon on esittdnyt algoritmin vuonna 1969 ilmestyneessd véitoskirjassaan [12].
Ideana on, ettd A, B ja C jaetaan lohkoihin ja yhden matriisin lohkojen méaérad on
yhtd suuri kuin kdytettdvien prosessoreiden madra. Prosessorit siis muodostavat

kaksiulotteisen taulukon eli matriisin, jolloin prosessori P;; vastaa lohkojen Aj;,

ja Cj; késittelemisesta.

agop Aag1 A2 boo bor b 0 00
A0) = |a a1 012 B(0) = | byg b1 b2 C(o)=10 0 0
ayy dp1 A byg by by 0 00
ago A1 A boo bi1 by agoboo  ambi1  apbxn
Al) = a1 ap apo B(1) = | byg b bo C(1) = [ anibio a12bar  arobor
axy ax A4 by bor bio axnbyy axbor  a bz
a2 apo 401 by bor bio
AQR2) =m0 ann 012 B(2) = | by b1 b
axy Az A bio by by

apoboo + anobro  agibi1 + agobor  aoab + ap1biz
C(2) = | an1bio + aoboo  a12ba1 + an1bir  arobon + a12bx
axba + axibig  axbor + axnbar  ay bz + axboz

a1 A Ago bio by by
AQB)=|a1 a0 an B(3) = | by by b1z
A dap1 A boo b11 by

apoboo + an2boo + apibio  ap1bi1 + agobor + ao2bar  ap2bao + agi1biz + agoboz
C(3) = | a11b1g + a1oboo + a12bog  a12b21 + a11b11 + a1obor  aroboz + a12b2r + a11b12
a2byo + a1bio + axoboo  acobor + axnboi + axbi ax by + axboy + axbyn

Kuva 6.1: Esimerkki Cannonin algoritmista. Muokattu Cannonin esityksen pohjalta [12, s.
23-27].

Algoritmin kulku voidaan kuvata Cannonin esitysta [12, s. 22-27] mukaillen seu-
raavasti. Olkoot aluksi A(0) = A, B(0) = Bja C(0) nollamatriisi. Yksinkertaisuuden
vuoksi oletetaan Cannonin esimerkin tapaan my®os, ettd kukin lohko sisdltdad vain
yhden alkion. Siirretddn jokaista matriisin A(0) rivid i (i = 0,1,...,n — 1) i sarak-
keen verran vasemmalle ja jokaista matriisin B(0) sarakettaj (j =0,1,...n —1) jri-
vin verran ylos. Ndin on muodostettu A(1) ja B(1), ja matriisi C(1) saadaan nyt ker-
tomalla matriisien A(1) ja B(1) vastinalkiot kesken&én. Sen jalkeen A (k) muodoste-
taan siirtdamélld jokaista matriisin A(k — 1) alkiota yhden sarakkeen verran oikealle

ja B(k) siirtamélld jokaista matriisin B(k — 1) lohkoa yhden rivin verran alas. C(k)
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muodostetaan kertomalla matriisien A(k) ja B(k) vastinalkiot keskenddn ja lisda-
mélld ndin saatu matriisi matriisiin C(k — 1). Algoritmin suoritus pééttyy, kun C(n)
on laskettu, sillda C(n) = AB. Erityistapausta n = 3 on havainnollistettu kuvassa
Kuten kuvasta kdy ilmi, esim. matriisin oikeanpuoleisimman sarakkeen alkioita
oikealle siirrettdessd alkiot siirtyvit vasemmanpuoleisimpaan sarakkeeseen.

Lee ym. [55] pitavat Cannonin algoritmin etuna sitd, ettd kaikki prosessorit tyos-
kentelevit jokaisen iteraation aikana, ja sitd, ettd prosessorit viestivdt keskenddn
vain lohkoja siirrettdessd. He yleistavit algoritmin muille kuin neliomatriiseille. Yleis-
tetty algoritmi ottaa huomioon myds sen, ettd fyysisten prosessoreiden méaara ei
valttdmattd vastaa lohkojen méddrdd. Bae ym. [9] puolestaan esittdviat alkuperdista
Cannonin algoritmia nopeamman algoritmin, joka tosin vaatii kultakin prosesso-
rilta my0s useampaa rekisterid. Li ym. [56] kutsuvat tavanomaista Cannonin algo-
ritmia C-stationaariseksi, koska laskennan aikana matriisien A ja B alkiot liikku-
vat, mutta C:n alkiot eivét liiku. He esittdvit algoritmista lisdksi A-stationaarisen
ja B-stationaarisen version. Heiddn mukaansa sopivan version valinnalla voidaan
pienentdd viestinndn méadraa. Jos esim. matriisi A on huomattavasti suurempi kuin
matriisit B ja C, on hyodyllistd kdyttda A-stationaarista algoritmia, koska tdlloin A:n

alkioita ei tarvitse siirtaa.

6.2.2 Fox

Fox ym. [33] ovat esittdneet algoritmin, jota on myohemmin alettu kutsua Foxin
algoritmiksi. Tassdkin ideana on, ettd matriisit jaetaan lohkoihin ja kukin prosessori
P;; vastaa sille kuuluvista lohkoista A;j, B;j ja Cjj.

Algoritmi voidaan kuvata Foxin ym. esitystd [33] mukaillen seuraavasti. Olete-
taan taaskin yksinkertaisuuden vuoksi, ettd jokainen lohko sisdltdd vain yhden al-
kion. Olkoot A(0) = A, B(0) = B ja C(0) nollamatriisi. Kun k > 0, matriisi A(k)
muodostetaan siten, ettd kaikki rivin 7 alkiot (i = 0,1,...,n — 1) ovat a; .y, siis
diagonaali- tai sivudiagonaalialkioita. Nyt matriisi C(k) saadaan kertomalla matrii-
sien A(k) ja B(k — 1) vastinalkiot kesken&én ja lisdamalld ndin saatu matriisi matrii-
siin C(k — 1). Sen jalkeen muodostetaan matriisi B(k) siirtimaélld jokaista B(k — 1):n
alkiota yhden rivin verran ylos. Lopulta C(n) = AB, ja tdssé vaiheessa myos B(n) =
B. Kuvassa [6.2] on havainnollistettu erityistapausta n = 3. Kuvasta kdy ilmi my®os,
ettd matriisien oikeanpuoleisin ja vasemmanpuoleisin sarake sekd ylin ja alin rivi
ajatellaan toisiinsa yhdistetyiksi. Tdlloin esim. matriisin ylimmalla rivilld oleva al-

kio siirtyy ylospdin siirrettdessa alimmalle riville.

42



ago Aap1 g2 boo bor b 0 00
A0) = |ao a1 012 B(0) = | byg b1 b1z C(o)=10 0 0
axp dp1 A by by by 0 00
ago Ap1 A boo b11 by agoboo  ambi1  apbxn
A1) = a1 ap apo B(1) = | byg bx bo C(1) = [ anibio a12bar  asoboz
axyp ax A4 by bor bio axnbyy axbor  a bz
a2 ago  Ao1 by bor bio
AR) =m0 ann a2 B(2) = | b b1 b
a1 axp ax bio by b

agoboo + anobro  agibi1 + agobor  anpb + ap1biz
C(2) = | ai1bio + aoboo  a12ba1 + ar1bir  aroboz + a12bx
axba + axbig  axbor + axnbar  ay bz + axboz

apr  ap2 Ao bio by by
A(B)= a1 a0 an B(3) = | by by b1z
app dp1 A boo b11 by

apoboo + an2bzo + apibio  ap1bi1 + agobor + ao2bar  ap2bao + agi1biz + agoboz
C(3) = | a11b1o + a1oboo + a12bag  a12b21 + a11b11 + a1obor  aroboz + a12b22 + a11b12
a2byo + a1bio + axoboo  acobor + axnboi + axbir  axbio + axboy + axnbyn

Kuva 6.2: Esimerkki Foxin algoritmista. Muokattu Foxin ym. esimerkista [33, kuva 2].

Algoritmi muistuttaa Cannonin algoritmia [12, s. 22-27], mutta erds oleellinen
ero on yleisldhetyksen kadyttd. Matriisin A diagonaali- tai sivudiagonaalialkiothan
yleisldhetetdadn kaikille samaa rivid késitteleville prosessoreille. Esim. Lee ym. [55]
luokittelevat matriisikertolaskun rinnakkaisalgoritmit yleislahetystd kdyttaviin ja
niihin, jotka eivat kdyta yleisldhetystd. Cannonin algoritmi sijoittuu viimeksi mai-
nittuun luokkaan, silld siind prosessorit kommunikoivat vain vierekkdisten proses-
sorien kanssa.

Choin ym. kehittama [14] PUMMA (Parallel Universal Matrix Multiplication Algo-
rithms) sisdltdd muiden algoritmien lisdksi my6s Foxin algoritmin yleistyksen. My0s
Li ym. [56] ovat kehittdneet Foxin algoritmista useita muunnelmia. Heiddn mukaan-
sa Foxin algoritmia kannattaa kdyttdd, jos prosessorimatriisin muoto on darimmai-
nen, esim. rivejd on paljon enemmaén kuin sarakkeita. Tdssd tapauksessa tietenkin

taytyy valita algoritmin sopiva muunnelma.
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6.2.3 Vain yleisldhetystd kdyttdvid algoritmeja

Vaikka Foxin algoritmissa [33] kdytetddnkin yleisldhetystd, siind on mukana myos
vierekkdisten lohkojen vilistd viestintdd, nimittdin lohkoja ylospdin siirrettdessa.
Sen sijaan tdhdn luokkaan kuuluvat algoritmit kayttavat viestinndssddn vain yleis-
lahetystd. Tunnettu esimerkki on van de Geijnin ja Wattsin kehittdma [82] SUMMA
(Scalable Universal Matrix Multiplication Algorithm). Van de Geijnistd ja Wattsista riip-
pumatta Agarwal ym. [2] ovat kehittdneet hyvin samanlaisen algoritmin.
Algoritmin idea voidaan esittdd seuraavasti. Matriisit A, B ja C jaetaan lohkoi-
hin, ja prosessori P;; vastaa lohkoista A;;, Bjj ja Cj;. Oletuksena on my®s, ettd alussa
prosessorilla on muistissa kyseiset A:n ja B:n lohkot. Jotta prosessori pystyisi laske-
maan lohkon C;j; arvot, se tarvitsee A:sta yhden lohkorivin ja B:std lohkosarakkeen,
kuten ndhddan kuvasta Siksi jokainen prosessori Pj; yleisldhettdd lohkon Aj;
samaa rivid kasitteleville prosessoreille ja lohkon B;; samaa saraketta késitteleville

prosessoreille.

Kuva 6.3: Tulomatriisin lohkon laskentaan tarvitaan yksi lohkorivi ja lohkosarake. Yksin-

kertaistaen muokattu Josén ym. esittdimadsta kuvasta [47, kuva 1].

My6s José ym. [47] esittdvat hyvin samantapaisen algoritmin, joskin heidan esit-
taméassddn algoritmissa matriisit luetaan ulkoisesta muistista. José ym. analysoivat
algoritmia arkkitehtuurin ndkokulmasta ja esittavéat tdhdn perustuvan rinnakkais-
tietokoneen arkkitehtuuria koskevan suunnitelman.

Lin ym. mukaan [56] vain yleisldhetystd kdyttdvien algoritmien etuna on helppo
toteutettavuus. Toisaalta yleisldhetyksen aiheuttamien kustannusten vuoksi ne ovat

tehokkaita vain silloin, kun prosessoreita on viahan.
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Q1 b= W N =

7 Kertolaskualgoritmit ja niiden kustannusfunktiot

Tassd luvussa esitetddn matriisikertolaskualgoritmit ja niitd vastaavat kustannus-
funktiot, joita luvussa [§| tarkastellaan kokeellisesti. Tarkastelu aloitetaan perehty-
malld perdkkdisalgoritmiin ja sen kustannuksiin luvussa Rinnakkaisalgoritmit
noudattavat pitkdlti samaa ideaa kuin aiemmin esitellyt vain yleisldhetysta kayt-
tavét algoritmit [82) 2, 47]. Prosessorien viliselle viestinnélle puolestaan esitetdan
LogGP-mallin [6] inspiroima kustannusmalli. Rinnakkaisalgoritmit ja niiden kus-

tannusfunktiot esitetidan luvussa

7.1 Perakkdisalgoritmi

Olkoot A, B ja C n x n-matriiseja ja C = AB. Tietokonetoteutusta ajatellen olete-
taan my0s matriisien koostuvan liukuluvuista. Kun A ja B esitetddn tietokoneessa
kaksiulotteisten taulukoiden avulla, on niiden kertolaskun toteuttaminen suoravii-
vaista. C-kielinen perdkkaiskoodi on esitetty listauksessa

for (int i = 0; i < n; i++)
for (int j = 0; j < n; j++)
Clilljl = 0;
for (int k = 0; k < n; k++)
Clill[jI += Alil[k]«B[k][jI;

Listaus 7.1: Matriisikertolasku C-perdkkaiskoodina.

Algoritmissa on kolme sisdkkaistd silmukkaa. Keskimmadinen silmukka sisaltaa
yhden sijoitusoperaation rivilld 3 ja sisimmén silmukan riveilld 4 ja 5. Sisimman sil-
mukan runko sisdltdd yhden lauseen, joka voidaan laskea kahdeksi lauseeksi (yh-
teenlasku ja kertolasku). Kun nyt uloimman silmukan runko suoritetaan n kertaa,

operaatioita suoritetaan yhteensa
n(n(1+2n)) =2n° + n? (7.1)
Aikavaativuus on niin ollen O(n?) ja perdkkiiskoodin kustannusfunktio

Tr(n) = (21° + %) T, (7.2)
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missd Tgr on yhteen liukulukuoperaatioon kuluva aika.

7.2 Rinnakkaisalgoritmit

Kéaytetty rinnakkaisalgoritmi perustuu sekd hajautetun ettd jaetun muistin tapauk-
sessa oikeastaan usean perédkkdisalgoritmin rinnakkaiseen suorittamiseen. Tama edel-
lyttad matriisien lohkojakoa. Rinnakkaisuus tuo mukaan myos prosessorien vilisen
viestinndn, ja sitd myotd kustannusparametrien maéara lisddntyy. Luvussa esi-
tetddn, kuinka matriisit jaetaan lohkoihin ja miten prosessorien vilinen viestintd ta-
pahtuu. Luvuissa ja esitetddn itse algoritmit ja niiden kustannusfunktiot.

7.2.1 Lohkojako ja viestinta

Olkoot edelleen A, B ja C liukuluvuista koostuvia n x n-matriiseja sekd C = AB.
Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan my®os, ettd n = 24 (d = 1,2,...). Olkoon pro-
sessorien maird N = 41,42 .., 44, Nyt matriisi C jaetaan N:44n neliomatriisin muo-

toiseen lohkoon,

Co Ci oo Cuma
C= : : o, (7.3)

C(\/Nfl)\/ﬁ C(\/Nfl)\/ﬁ+1 ... CNn-1

ja sovitaan, ettd prosessori P; vastaa lohkon C; alkioiden laskemisesta. Matriisit A ja
B jaetaan v/N lohkoon, A vaakasuuntaisesti ja B pystysuuntaisesti. Tapausta n = 8
vastaavia lohkojakoja on havainnollistettu kuvassa Kuvasta ndhdéén, ettd kun
N:&4 kasvatetaan, lopulta N = 12 ja C:n lohkot ovat yhden alkion kokoisia.

Kuvasta [/.1| saadaan myos késitys siitd, millaisia Amn ja B:n lohkoja kukin pro-
sessori tarvitsee. Yhden matriisin C lohkon laskemiseksi tarvitaan A:sta n/v/N X n-
lohko ja B:std n x n/ v/N-lohko, siis yhteensa 212 /+/N alkiota. Tilloin yksittdinen
prosessori suorittaa (2n> + n?) /N liukulukuoperaatiota.

Hajautetun muistin tapauksessa kaikki prosessorien vilinen viestintd toteute-
taan kahdenvilisen viestinvilityksen avulla. Viestinndn toteutus ja sen kustannuk-
set riippuvat kdytetystd topologiasta. Sekd PjeSivac-Grbovi¢ ym. [73] ettd Nuriyev
ym. [69] luettelevat viisi erilaista topologiaa: lineaarinen eli litted puu, ketjupuu, bi-
nadripuu, K-ketjupuu ja binomipuu. Néitd on havainnollistettu kuvassa Kuten

Pjesivac-Grbovi¢ ym. [73] toteavat, topologioiden paremmuus riippuu tilanteesta.
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Kuva 7.1: Matriisien jako lohkoihin, kun n = 8. Prosessorin Py laskema matriisin C lohko ja

sen laskentaa varten tarvitsemat matriisien A ja B lohkot on véritetty.

Kustannusfunktioita laadittaessa pyrittiin kdyttamaan mahdollisimman yksin-
kertaista mallia. Siksi mainituista tutkimuksista [73} 69] poiketen viestin segmen-
tointia ei oteta huomioon, vaan oletetaan, ettd prosessori ldhettdd viestin toiselle
prosessorille yhdelld kertaa. Ndin vastaanottaja ei voi ldhettdd mitddn saamansa
viestin osaa eteenpdin, ennen kuin se on vastaanottanut koko viestin. Toisaalta li-
neaarisen puun ja ketjupuun oleellinen ero on siind, ettd ensiksi mainittu ei kdyta
segmentointia ja viimeksi mainittu kédyttdd, joten ketjupuulla ei tdssd mallissa ole
merkitystd. Alustavissa mittauksissa osoittautui, ettd hajautetun muistin tapaukses-
sa binddripuutopologiaan perustuva kustannusfunktio onnistui mallintamaan kus-
tannuksia tyydyttavasti. Siksi hajautetun muistin kollektiivinen viestintd esitetddan
binddripuun avulla.

Viestinvilitysmallia hydodynnetddn my0s jaetun muistin tapauksessa. Erona edel-
1a sanottuun on kuitenkin se, ettd nyt keskenddn viestivét prosessori ja jaettu muis-

ti. Toisin sanoen jaettua muistia voidaan ajatella ylimdardisend prosessorina, joka
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(a) Litted puu. (b) Ketjupuu
C) Binddripuu. d) K-ketjupuu (K = 4). (e) Binomipuu.

Kuva 7.2: Rinnakkaistietokoneiden topologioita. Muokattu Nuriyevin ym. esittdmasta ku-
vasta [69, kuva 3].

ei varsinaisesti laske mitddan. Alustavissa mittauksissa huomattiin, ettd lineaariseen
topologiaan perustuva kustannusfunktio tuottaa tyydyttavén tuloksen, joten topo-
logia oletetaan lineaariseksi.

Kun kahden prosessorin tai prosessorin ja muistin valilld siirtyy k liukulukua,
tahan kuluva aika on « + ¢ - (k — 1) &~ a + 7 - k. Tdssd « muodostuu ldhettdjan ja
vastaanottajan yleiskustannuksesta ja verkon viiveestd. Toinen parametri /y on puo-
lestaan yhté liukulukua vastaava viestivili. Ideana on, ettd yhden liukuluvun ldhet-
tamisen jalkeen ldhettdjan on odotettava y:n verran. Toisin sanoen 1/ on yhta liu-
kulukua vastaava kaistanleveys. Hajautetun ja jaetun muistin parametrit erotetaan
toisistaan alaindeksien avulla. Niinpa hajautetun muistin kustannusparametrit ovat

Xdm ja Ydm ja jaetun muistin puolestaan asm ja Ysm.
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7.2.2 Hajautettu muisti

Alussa matriisit A ja B ovat prosessorin Py hallussa, ja laskennan paityttyd myos
kaikki C:n alkiot ldhetetddn Py:lle. Algoritmissa on néin ollen kolme vaihetta:
1. Prosessori Py ldhettdd jokaiselle prosessorille niiden tarvitsemat A:nja B:n loh-
kot.
2. Kukin prosessori P; laskee sille osoitetun lohkon C; alkiot.
3. Kukin prosessori P; ldhettdd laskemansa lohkon C; alkiot prosessorille Py.

Tarkastellaan seuraavaksi kuhunkin vaiheeseen liittyvid aikakustannuksia.

Kuva 7.3: Datan levitys prosessorilta Py prosessoreille P;, P, ..., Py—1, kun N = 16. Proses-
soreista vain Pj on nimetty. Se, missd jarjestyksessda muut prosessorit nimetédén, ei vaikuta

aikakustannuksiin.

Vaiheessa 1 prosessori P siis ldhettdd prosessoreille Py, P, ..., Py_1 liukuluku-
ja. Olkoon yhden prosessorin tarvitsemien liukulukujen maara J. Lahetettdvand on
ndin ollen yhteensd (N — 1)¢ liukulukua. Lihettiminen suoritetaan perdkkiisiné
kahdenvilisind viestinvélitysoperaatioina siten, ettd koko viestin saatuaan proses-
sori ldhettdd dataa aina kahdelle seuraavalle prosessorille, kunnes jokainen proses-
sori on saanut J liukulukua. Erityistapausta N = 16 on havainnollistettu kuvassa
Aluksi Py ldhettaa toiselle prosessorille 86 ja toiselle 74 lukua. Vastaanottajat tal-
lentavat saamastaan viestistd J lukua ja ldhettdvéat lopun datan taas eteenpdin.

Tarkastellaan sitten kaikista pisintd Pp:sta lehtisolmuun kulkevaa polkua, koska
se mddrad suoritusajan. Koska pisimman polun pituus on log, (N) ja kulkevan datan
madara talld polulla N6 /24 Né/4+ - - -+ Né/ N, saadaan polun aikakustannukseksi
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No No No
“dm‘l")’dm'T + “dm""'}’dm'f + “dm‘l")’dm'w

11 1 (7.4)
=0 4m log, (N) + vam NS sttty

=&dm IOgZ(N) + r)’dm(N - 1)5'

Kukin prosessori tarvitsee A:sta yhden 7/+/N x n-lohkon ja B:stid yhden n x n/+/N-
lohkon, joten § = 2n2/+/N. Huomautettakoon, ettd tihan maaraan sisaltyy paljon
toistoa. Esim. kaikki matriisin C samaa rivid laskevat prosessorit tarvitsevat A:sta
saman lohkon. Algoritmia toteutettaessa kuitenkin osoittautuu, ettd on yksinker-
taisinta kasitelld jokaista lohkoa erillisend. Siksi ldhetettdvan datan mddrd on ndin

suuri. Sijoittamalla ja kdyttamallda approksimaatiota N — 1 ~ N saadaan
2n%(N —1)

VN (7.5)
R 0gm log, (N) + 274mn>VN.

Xdm 1082(N) + ’)’dm(N - 1)(5 = &dm 1082(N) + Ydm *

Vaiheessa 2 kukin prosessori laskee oman 7/ /N x n/+/N-lohkonsa alkiot. Al-
goritmi vastaa aiemmin kuvattua perdkkdisalgoritmia. Kun yhteen liukulukuope-
raatioon kuluvaa aikaa merkitaan tg,:114, aikakustannus on (213 + n?) g,/ N.

Vaiheessa 3 prosessorit Py, Py, ..., Py_1 ldhettavat laskemansa n/ VN x n/v/N-
lohkon alkiot prosessorille Py. Algoritmi on vaiheeseen 1 ndhden kdadnteinen, mutta
aikakustannusten kannalta ei ole vilid, kumpaan suuntaan data liikkkuu. Kun tarkas-
tellaan pisintd polkua lehtisolmusta prosessoriin Py ja huomioidaan, ettd 6 = n/N,
saadaan aikakustannukseksi

n?(N —1
tdm 108y (N) + Ydm (N — 1)6 = agm 108, (N) + Ydm - % (7.6)

~ 2
R agm10gy (N) + Yamn”.
Algoritmin kokonaiskustannus saadaan laskemalla vaiheiden 1, 2 ja 3 kustan-
nukset yhteen. Hajautetun muistin algoritmin kustannusfunktio on néin ollen

213 + n?

N Tdm + 2')’dmnz\/ﬁ + 'Ydmnz- (7-7)

Tdm,n (N) = 204m 1082(N) +

Funktio N ~— 1/N on aidosti vahenevs, funktiot N  log,(N) ja N + /N puoles-

taan aidosti kasvavia. Néistd ensiksi mainittu viahenee nopeasti ja viimeksi mainitut
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kasvavat hitaasti. Tamé antaa aiheen olettaa, ettd kustannusfunktio vihenee ensin
voimakkaasti ja alkaa sitten hiljalleen kasvaa. Téalloin funktiolla olisi yksi globaali
minimi. On kuitenkin huomattava, ettd myos kertoimet vaikuttavat funktion kayt-

taytymiseen. Joka tapauksessa funktion derivaatta on
204 2n3 + n? Ydmh>
Timn(N) = T — .
dm,l’l( ) Nln(Z) NZ Tdm + \/ﬁ

Derivaatan nollakohdan ratkaiseminen johtaa neljainnen asteen ja sieventdmisen jal-

(7.8)

keen kolmannen asteen yhtaloon, kun muuttujaksi valitaan v/N. Siksi nollakohtaa

ei tdssd tutkielmassa ratkaista analyyttisesti.

7.2.3 Jaettu muisti

Alkutilanteessa matriisit A ja B on tallennettu jaettuun muistiin, ja lopussa myos
matriisi C tallennetaan sinne. Algoritmissa on kolme vaihetta:

1. Kukin prosessori lukee vuorollaan tarvitsemansa matriisien A ja B alkiot jae-

tusta muistista.

2. Kukin prosessori laskee sille osoitetut C:n alkiot.

3. Kukin prosessori tallentaa laskemansa C:n alkiot jaettuun muistiin.
Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd jokaisella prosessorilla on riittdva tallen-
nuskapasiteetti matriisien A, B ja C lohkojen viliaikaista tallentamista varten.

Vaiheessa 1 kukin prosessori siis lukee tarvitsemansa matriisien A ja B alkiot
jaetusta muistista. Jaetun muistin lukeminen ja siihen kirjoittaminen mallinnetaan
kahdenvilisend viestintdnd. Luettavia alkioita on yhtd prosessoria kohti 212 /+/N.
Koska vain yksi prosessori kerrallaan voi tdssd mallissa lukea jaettua muistia, saa-
daan kokonaisajaksi

2n?
N (asm + r)/sm_> = lemN + 2IYsmn2\/N. (7.9)

VN
Vaiheessa 2 kukin prosessori laskee sille osoitetut matriisin C alkiot. Kun yh-
teen liukulukuoperaatioon kuluvaa aikaa merkitdan kirjaimella gy, on laskentaan
kuluva aika (21 + n?)tsm / N. Vaiheessa 3 kukin prosessori tallentaa vuorollaan las-
kemansa C:n lohkon jaettuun muistiin. Koska lohkon alkioiden mé&&ra on n%/N,
saadaan aikakustannukseksi
2

n
N <04sm + ’)’smﬁ> = asmN + yn?. (7.10)
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Jaetun muistin kustannusfunktio on siis

2n3 4+ n? 5 /o 2
Tsm,n(N) — 2asmN _|_ Trsm —'I_ 2’7smn N + ’ysmn (7.].].)
ja funktion derivaatta
213 + n? n?
T, (N) = 20tsm — = Tem + 7?}% . (7.12)

Kuten hajautetun muistin tapauksessa, timankin kustannusfunktion lauseke antaa
olettaa, ettd funktiolla on globaali minimi. Kuitenkin lopullinen totuus selvida vasta
sitten, kun kustannusparametrit on madritetty. Derivaatan nollakohdan ratkaisemi-
nen johtaa neljannen asteen yhtiloon, kun muuttujaksi valitaan +/N. Tamankaan

derivaatan nollakohtaa ei tdssa tutkielmassa ratkaista analyyttisesti.
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8 Tulokset

Luvuissa [f]ja [/ matriisikertolaskua ja sen rinnakkaistamista on tarkasteltu teoreetti-
sesti. Nyt luvussa [7] esitettyja algoritmeja ja niihin liittyvia kustannusfunktioita ale-
taan tarkastella kokeellisesti. Apuna kdytetdan luvussa 5| esiteltyjd ohjelmointiym-
pdristojd. Luvussa [8.1] esitelldadn kaytetty laitteisto ja luvussa 8.2 algoritmien toteu-
tus. Luvussa[8.3/kuvataan mittaukset ja mittauksissa saadut tulokset. Tuloksien poh-
jalta madritetddn kustannusfunktioiden parametrit luvussa|8.4, Kustannusmallia ar-

vioidaan luvussa 8.5

8.1 Laitteistosta ja sen kdyttamisesta

Ohjelmia ajettaessa kdytettiin CSC:n Puhti-supertietokonetta. Puhti [27, 28] on Atos
BullSequana X400 -klusteri, joka on otettu kdyttoon syyskuussa 2019. Puhdissa on
682 CPU-noodia, ja ndiden teoreettinen huippusuorituskyky on 1,8 petaflops. Kus-
sakin noodissa on kaksi Intel Xeon Cascade Lake -prosessoria ja kussakin proses-
sorissa 20 ydintd, joiden kellotaajuus on 2,1 GHz. Noodit on yhdistetty toisiinsa
100 Gbps:n linkilla. Lisdksi Puhdissa on 80 GPU-noodia, joiden teoreettinen huip-
pusuorituskyky on 2,7 petaflops. Tahédn tutkielmaan liittyvissd mittauksissa kdytet-
tiin kuitenkin vain CPU-noodeja.

Puhtiin saadaan yhteys komentoriviltd komentoa
ssh tunnus@puhti.csc. fi

kayttden [24]. Kun ohjelmakoodi on kirjoitettu ja kddnnetty, sitd ei ajeta suoraan. Sen
sijaan kaytetddn suoritusskriptia [22], joka ohjelman ajamisen lisdksi varaa tarvitta-

vat resurssit. Komennolla
sbatch skriptitiedoston_nimi

saadaan ty0 suoritusjonoon [26]. Tyon aloittamisen ajankohtaa ei ole mahdollista

ennustaa [23]. Siihen vaikuttavat resurssien saatavuus ja tyon prioriteetti.
Suoritusskripti sisdltdd muiden tietojen lisdksi tiedon kdytettdvastd partitiosta

[20], joka madrad, kuinka montaa prosessoriydintd on mahdollista kayttaa. Mittauk-

sissa kéytettiin partitioita small, jossa voi kdyttdd vain yhtd noodia, ja 1arge, jo-

53



ka sallii enintddn 26 noodin kadyttdmisen. Néin ollen kédytettdvissad oli enimmilldan

26 - 40 = 1040 prosessoriydinta.

8.2 Algoritmien toteutus

Matriisikertolasku C = AB (matriisit n x n-matriiseja) toteutettiin perdkkaiskoo-
dina sekd MPI- ja OpenMP-koodina. Jokaisessa toteutuksessa kdytettiin C-kielta.
Yhteistd kaikille toteutuksille on matriisien tdyttdminen (pseudo-)satunnaisilla liu-
kuluvuilla ja niiden esittdminen yksiulotteisina taulukoina. Matriisi A esitettiin ri-
veittdin ja matriisi B sarakkeittain. Kertolaskua suoritettaessa nimittdin matriisin A
rivit kerrotaan alkioittain matriisin B sarakkeiden kanssa. Ndin ollen B:n alkioiden
tallentaminen sarakkeittain mahdollistaa perdkkiisten alkioiden kayttamisen. Esi-
tystapaa on havainnollistettu kuvassa Matriisi C esitettiin riveittdin perakkais-

ja OpenMP-algoritmissa. MPI:n tapauksessa esitystapa on monimutkaisempi.

A B C

@@W@E) @O@E@) | omx
WWme)  @OO®@E) _ | @
@D@EE) OO@E@ ===
DOEE) @O0 |=HEE

(a)

@@@@Q@@@b@@@@@@@
0000000000006

(b)

Kuva 8.1: Kuvassa (a) on esitetty matriisit ja kuvassa (b) niiden tallentaminen yksiulotteisina
taulukoina, kun n = 4. Matriisi A tallennetaan riveittdin ja B sarakkeittain. Matriisin C

tallentaminen riippuu algoritmista. Kuvaan (a) on merkitty myos tapausta N = 4 vastaava
lohkojako.
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8.2.1 Perdkkdisalgoritmi

Perédkkdisalgoritmin toteutus on varsin suoraviivainen. Koodi on listattu liitteessa
Lyhennettynd koodi on esitetty listauksessa Riveilld 1-8 muuttujiin A ja B
tallennetaan satunnaisia liukulukuja. Varsinaisen laskenta tapahtuu riveilld 11-18.
Ajanmittaus aloitetaan rivilld 10 ja lopetetaan rivilld 19. Lopuksi tulostetaan lasken-

taan kulunut aika millisekunteina.

// A tallennetaan riveittdiin.

for (i = 0; i < n#n; i++) {
Ali] = drand48();

}

// B tallennetaan sarakkeittain.

for (i = 0; i < n#*n; i++) {
B[i] = drand48();

gettimeofday(&start , NULL);
for (i = 0; i < n; i++) {
for (j = 0; j <n; j++) |
Cli*n+j] = 0;
for (k = 0; k < n; k++) {
Cli*n+j] += Ali*n+k] = B[j*n+k];

}
gettimeofday(&end, NULL);

// Aika millisekunteina .
time = (end.tv_sec — start.tv_sec) % 1000

+ (double) (end.tv_usec — start.tv_usec) / 1000;
printf ("%f\n", time);

Listaus 8.1: Perdkkdisalgoritmi lyhennettyna.

Huomautettakoon, ettei koko ohjelman suoritusaikaa mitata. Algoritmeja kos-
kevat kustannusfunktiot nimittdin mallintavat vain itse kertolaskun laskemiseen ja
viestintddn kuluvaa aikaa eivatkd ota huomioon mitaan muuta. Perdkkdisohjelman

tapauksessa kiinnostuksen kohteena on tietenkin pelkka laskenta.
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8.2.2 MPI

MPI-koodi on listattu liitteessé |B| Teoreettisesta tarkastelusta poiketen nyt N on pro-
sessien, ei prosessoreitten lukumaééara. Algoritmissa on kolme vaihetta:

1. Matriisien A ja B lohkot jaetaan prosessilta Py prosesseille Py, Py, . .., Pn_1.

2. Kukin prosessi laskee oman lohkonsa matriisista C.

3. Matriisin C lohkot eli laskennan tulokset kerdtdan prosesseilta Py, Py, ..., Py—1

prosessille P.
Joitakin tarvittavia tietorakenteita on havainnollistettu kuvassa|8.2| Vaiheessa 1 kay-
tetddn MPI_Scatter-funktiota ja vaiheessa 3 MPI_Gather-funktiota.

Vaiheen 1 kannalta on huomattavaa, ettei MPI_Scatter-funktio voi jakaa sa-
moja lahetyspuskurin alkioita eri prosesseille. Vaikka esim. kaikki matriisin C sa-
maa rivid laskevat prosessit tarvitsevat saman matriisin A lohkon, on kaikki ndma
lohkot tallennettava ldhetyspuskuriin erikseen. Kuva havainnollistaa asiaa. Ku-
ten kuvasta ndhdéaén, kukin prosessi vastaanottaa datan vastaanottopuskurei-
hin A_local ja B_local. Laskenta tapahtuu perdkkiisesti, ja laskennan tulokset
tallennetaan muuttujaan C_local. Vaiheessa 3 MPI_Gather-funktio kerdd lasken-
nan tulokset kunkin prosessin muuttujasta C_local prosessin Py vastaanottopus-
kuriin C.

Kuvasta ndhdddn muuttujan C alkioiden jérjestys, joka ei vastaa matriisin
C alkioiden jarjestystd. Alkiot on toki mahdollista jarjestdd uudestaan, mutta koska
C sisdltdd tarvittavan informaation ja koska tarkoitus on mitata vain viestintdan ja
laskentaan kuluvaa aikaa, ajanmittaus alkaa juuri ennen MPI_Scatter-funktion

kutsumista ja padttyy heti MPI_Gather-funktion suorittamisen jalkeen.

MPI_Barrier (MPLCOMM WORLD) ;
local_start = MPI_Wtime ();

// Tietojen levitys prosesseille , laskenta ja tulosten keruu.

local_finish = MPI_Wtime ();

local_elapsed = (local_finish — local_start) = 1000;

MPI_Reduce(&local_elapsed , &elapsed, 1, MPL DOUBLE,
MPI_MAX, ROOT, MPLCOMM WORLD);

Listaus 8.2: MPI-ohjelman ajanmittaus.
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A_sendbuf

(@OE®®OEHEEOEE®OEEEEEHE®EEHEEEEE®EEE)

B_sendbuf

©0000000000000000000000000000006
(a)

A_local
@@@ laskenta ctocal
Py B_local _—
(W) EEE)E)
A_local
@@@ laskenta C_tocal
Py B_local —_—
@@ EE)E)E)E)
A_local
OEEEEREE ... i
P, B_local L)
W E)E)EEE)E)
A _local
@@@@@@ laskenta c_tocal
P B_local _— 1 I
@@EEE)E)E)E)

(b)
C

(©)

Kuva 8.2: MPI-algoritmin datan levitys, laskenta ja tulosten keruu, kunn = 4ja N = 4. Ku-
vassa (a) on esitetty MPI_ Scatter-funktion kdyttaimat lahetyspuskurit ja kuvassa (b) kun-
kin prosessin paikalliset vastaanottopuskurit sekd laskennan tuloksena syntyvien alkioiden
tallentaminen. Kuvassa (c) MPI_Gather-funktion kerddmat tulokset on tallennettu proses-

sin Py muuttujaan C.
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Ajanmittauksessa sovelletaan Pachecon ja Malensekin ohjetta [72} s. 129-130].
Toteutus on esitetty listauksessa Ensinnédkin rivilld 1 prosessit synkronoidaan.
Riveilld 2 ja 7 kutsutaan MPI_Wt ime-funktiota. Laskemalla funktion palauttamien
arvojen local_start ja local_finish erotus saadaan kulunut seindkelloaika
eli local_elapsed. Tama on kuitenkin koodia suorittavan prosessin mittaama ai-
ka, joten eri aikoja saadaan N kappaletta. Sen vuoksi riveilld 9 ja 10 kutsutaankin

MPI_Reduce-funktiota, jolla saadaan suurin mitattu aika.

8.2.3 OpenMP

OpenMP:n tapauksessa N on sdikeiden lukumaara. Toteutus poikkeaa varsin va-
hédn perdkkdisalgoritmin toteutuksesta. Koko koodi on listattu liitteessd [C|ja koo-
din keskeisin osa listauksessa Ajanmittaus aloitetaan listauksen [8.3|rivilld 1 ja
lopetetaan rivilld 20. Rivilld 2 koodin suoritus haarautuu N sdikeeseen, ja sdikeet

yhdistyvaét rivilld 19. Riveilld 11-18 kukin sdie laskee oman lohkonsa matriisista C.

time_start = omp_get_wtime ();

#pragma omp parallel num_threads(N)

{
int id, row, col, row_start, col_start, row_max, col_max, kk;

id = omp_get_thread_num ();

row_start = (id / BLOCKS_PER_LEN) % RC_PER_BLOCK;
row_max = row_start + RC_PER BLOCK;
col_start = (id % BLOCKS_PER_LEN) = RC_PER_BLOCK;
col_max = col_start + RC_PER_BLOCK;

for (row = row_start; row < row_max; row++) {
for (col = col_start; col < col_max; col++) {
C[rows*n+col] = 0;

for (kk = 0; kk < n; kk++) {
Clrowsn+col] += A[rowsn+kk]+B[col*n+kk];

}
time_finish = omp_get_wtime ();
time_elapsed = (time_finish — time_start) = 1000;

Listaus 8.3: Osa OpenMP-ohjelmasta.

58




MPL:n tapauksessa prosessit ensin synkronoidaan, timén jalkeen kukin prosessi
mittaa aikaa ja lopulta mitatuista ajoista valitaan suurin. OpenMP-ohjelmassa sen
sijaan ajanotto aloitetaan ja lopetetaan varsinaisen rinnakkaiskoodin ulkopuolella.
Erillistd synkronointia ei tarvita, silld sdikeiden yhdistyessa tapahtuu implisiittinen
synkronointi. Tdma tosin vaikeuttaa MPLn ja OpenMP:n suoritusaikojen vertailua,
sillda OpenMP:n tapauksessahan osa mitatusta ajasta kuluu my6s rinnakkaislasken-
nan aloittamiseen ja lopettamiseen. On kuitenkin ymmarrettdava, ettd kyseessd on
kaksi erilaista ohjelmointiymparistod. OpenMP-ohjelma voi sisdltdd useita rinnak-
kaisia lohkoja, MPI-ohjelmassa taas rinnakkaislaskenta aloitetaan ja lopetetaan yh-

den kerran.

8.3 Mittaukset

Kaytetty MPI-toteutus oli Open MP], jolla CSC myos suosittelee aloittamaan [21].

Perdkkéisohjelma kddnnettiin komennolla
gcc ohjelman_nimi

MPI-ohjelma komennolla
mpicc —Im ohjelman_nimi

ja OpenMP-ohjelma komennolla
gcc —fopenmp —Im ohjelman_nimi

MPI- ja OpenMP-ohjelmien kddntamisessd kdytetty valitsin —1m linkittdd mukaan
tarvittavan matematiikkakirjaston. Valitsin — fopenmp tarvitaan OpenMP-ohjelmaa
kdannettdessd, ja mpicc on MPI-ohjelman kddntdmiseksi tarvittava kdareskripti [21].

Ohjelmia ajettaessa rinnakkaisohjelmien suoritusajoissa havaittiin suurta heilah-
telua, vaikka n:nja N:n arvoja ei muutettu. Kun esim. n = 16 ja N = 4, pienin mitat-
tu MPI-ohjelman suoritusaika oli 1,00 ms ja suurin 64,01 ms. OpenMP:n osalta vas-
taavat luvut olivat 0,08 ms ja 46,18 ms. Sen sijaan perdkkaisohjelman pienin mitattu
aika n:n arvolla 16 oli 0,02 ms ja suurin 0,03 ms.

Pachecon ja Malensekin mukaan [72} s. 96, 130] suoritusaikojen vaihtelu johtuu
ohjelman vuorovaikutuksesta jarjestelmdn muiden osien kanssa. Puhdin tapaukses-
sa suoritusaikaan vaikuttavat epdileméttd myods muiden kayttdjien tyot. Pacheco ja
Malensek neuvovat valitsemaan mitatuista suoritusajoista pienimmaén; heiddn mu-

kaansa on hyvin epdtodennédkdistd, ettd vuorovaikutus muun jarjestelmén kanssa
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Taulukko 8.1: Perdkkdisalgoritmin suoritusajat.

Aika (ms) n  Aika (ms) n Aika (ms)
0,02 128 10,15 1024 5073,58
0,16 256 79,48 2048  40378,74
1,26 512 603,36 4096 310332,24

Taulukko 8.2: MPI-algoritmin suoritusajat.

n N Aika (ms) n N Aika (ms) n N  Aika (ms)
16 4 0,24 128 4 2,96 1024 4 992,64
16 0,30 16 1,53 16 293,36
64 2,55 64 14,40 64 95,14
256 8,16 256 20,21 256 74,23
32 4 0,23 256 4 19,58 2048 4 925596
16 0,31 16 6,09 16 2330,78
64 5,87 64 14,26 64 631,23
256 13,46 256 20,70 256 270,66
64 4 0,52 512 4 146,99 4096 4 75369,14
16 0,45 16 39,26 16 18844,18
64 5,98 64 24,79 64 493432
256 18,34 256 37,81 256  1582,31
Taulukko 8.3: OpenMP-algoritmin suoritusajat.
n N  Aika (ms) n N  Aika (ms) n N  Aika (ms)
16 4 2,25 128 4 2,64 1024 4 1208,70
16 9,69 16 571 16 317,03
64 592 64 3,00 64 218,22
256 9,29 256 8,83 256 191,00
1024 29,59 1024 202,52
32 4 1,48 256 4 20,30 2048 4  9620,51
16 2,33 16 18,91 16 252231
64 2,20 64 9,53 64 138320
256 7,85 256 12,78 256  1273,84
1024 29,51 1024 32,64 1024 125585
64 4 0,46 512 4 159,14 4096 4 80688,15
16 2,07 16 48,14 16 20371,35
64 2,94 64 41,56 64 10778,49
256 7,34 256 45,35 256 10079,54
1024 28,12 1024 57,70 1024 10033,42
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nopeuttaisi ohjelman suoritusta. Kaytanto vaikuttaa kuitenkin kirjavalta. Kattavan
vertailun tekeminen ei kuulu tihan tutkielmaan, mutta eri tutkimuksissa on suori-
tusaikoja mitattaessa kdytetty mm. kolmen mittauksen pienintd arvoa [15], kymme-
nen mittauksen keskiarvoa [13,/66] ja tuhannen mittauksen keskiarvoa [64]. Kaikissa
artikkeleissa ei ole edes mainintaa siitd, miten suoritusaika on mitattu.

Mazouz ym. [63] huomasivat, ettd perdkkdisohjelman tapauksessa suoritusai-
kojen heilahtelu ei ole merkittivdd, OpenMP-ohjelman tapauksessa sen sijaan on.
He kuitenkin pitdvat pienimmén ajan mittaamista huonona kdytantond mm. siksi,
ettei pienintd suoritusaikaa valttamatta saavuteta kovin usein, ja suosittelevat me-
diaanin kdyttamista. Touati ym. [78] pitdvdt mediaania parempana kuin keskiar-
voa, koska se ei ole yhtd herkka poikkeaville havainnoille. Poikkeavien havaintojen
vuoksi tdssdkin tutkielmassa péaétettiin kdyttdd mediaania. Perdkkdisohjelman ta-
pauksessa keskiarvo olisi luultavasti riittdnyt, mutta varmuuden saamiseksi ja ver-
tailukelpoisuuden parantamiseksi sekd perdkkdis- ettd rinnakkaisohjelman suori-
tusajat mitattiin samaan tapaan. Perdkkidisohjelman tapauksessa kullakin luvun n
ja rinnakkaisohjelmien tapauksessa kullakin lukuparin (1, N) arvolla mitattiin sa-
ta mittausaikaa. Mittausajoista lasketut mediaaniajat on esitetty kahden desimaalin
tarkkuuteen pyoristettyind taulukoissa ja

Kuten taulukosta [8.2| ndhdddn, kdytettyjen MPI-prosessien enimmadismadra oli
256. Myos 1024 prosessin kdyttdiminen olisi ollut mahdollista, mutta sata tillaista
tyotd olisi luultavasti vaatinut kdytannossa liian pitkdn jonotusajan. CSC:n ohjeissa
[25] huomautetaan, ettd Puhdin noodien vélinen viestintd on kalliimpaa kuin noo-
din sisdinen viestintd. Siksi tyon jakamista moneen noodiin on syyta vélttda. Tamén
vuoksi yhdessd noodissa suoritettiin N prosessia, kun N < 16, ja suuremmilla N:n
arvoilla 32 prosessia; myos 40 prosessin suorittaminen olisi ollut mahdollista, mut-
ta 32 valittiin symmetrian vuoksi. OpenMP-ty6t pitdd puolestaan suorittaa yhdessa
noodissa, mutta kédytettyjen prosessoriydinten mddrdaan on mahdollista vaikuttaa
[22]. Vastaavaa logiikkaa noudattaen yhtd OpenMP-ty6td kohti varattiin 4, 16 tai 32
prosessoriydinta.

8.4 Kustannusparametrien madrittiminen

Perdkkaisohjelma kayttaytyi odotusten mukaisesti. Kustannusfunktio sovitettiin mi-

tattuihin aikoihin Gnuplot-ohjelmaa [83, s. 74-81] kdyttden. Sovitus on on esitetty

61



kuvassal8.3] Parametrin arvoksi saatiin
T = (2,256 £ 0,004) ns. (8.1)

Arvo vastaa siis yhteen liukulukuoperaatioon kuluvaa aikaa. Koska prosessorin
kellotaajuus on 2,1 GHz [28], yhteen liukulukuoperaatioon kuluu laskennallisesti
2,256 -1077-2,1 - 10° ~ 4,7 prosessorisyklia.
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Kuva 8.3: Perdkkiisohjelman tulosten kdyransovitus.

My®6s rinnakkaisohjelmien tulokset vaikuttavat pddsaantoisesti odotusten mu-
kaisilta, kuten taulukoista ja ndhddan. Kun n = 16,32 tai 64, prosessien tai
sdikeiden lisdédminen hyodyttda vahén tai ei ollenkaan, kun taas n = 128, 256 tai 512,
se hyodyttda aluksi, mutta hyvin pian suoritusajat alkavat taas kasvaa. Sen sijaan
isoimmilla matriiseilla suoritusajan kasvua ei useimmiten ndhda. On kuitenkin syy-
td olettaa, ettd samanlainen ilmid olisi ndhty myos suurimmilla matriiseilla, jos pro-
sessorien tai sdikeiden maaraa olisi tarpeeksi kasvatettu. OpenMP:n tapauksessa ar-
voja (n,N) = (16,16), (32,16) ja (128, 16) vastaavat ajat tosin vaikuttavat poikkeuk-
sellisilta jo pelkdstddn niitd edeltdviin ja seuraaviin aikoihin verrattuna. Yksi mah-
dollinen selitys on jo aiemmin mainittu mittausaikojen heilahtelu. On mahdollista
myos, ettd kyseessd on ilmio, jota ei ole osattu mallintaa. Havainnot eivét kuiten-

kaan vaikuta kokonaiskuvaan tai johtopaatoksiin.
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Kuva 8.4: Rinnakkaisohjelmien kdyransovitus.

Vaikka rinnakkaisohjelmien kustannusfunktioissa muuttujana onkin N, tulok-
sia sovitettaessa otettiin samaan sovitukseen mukaan useampi n:n arvo eli useampi

kustannusfunktio. Muuten sovituksessa kédytettdvien havaintopisteiden méaéra olisi
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jadanyt hyvin véahdiseksi, koska eri N:n arvoja on vdhdn. Sovituksen tarkkuutta ar-
vioitiin Gnuplotin antamia kustannusparametrien virherajoja [83} s. 78-79] ja varsin-
kin suhteellista virhettd tarkastelemalla. Perdkkaisohjelmaa vastaavaan tarkkuuteen
ei pédsty, ja yhden tai useamman parametrin suhteellinen virhe kasvoi varsinkin
matriisien koon kasvaessa. Tyydyttdva tulos saatiin sekd MPI:lle ettd OpenMP:lle,
kunn € {16,32,64,128,256,512 }. T4t4 vastaavat sovitukset on esitetty kuvassa

MPI-ohjelman kustannusparametreiksi saatiin

gm = (700 = 100) s
Ydm = (2,740,5)ns (8.2)
Tgm = (2,06 £0,07) ns

ja OpenMP-ohjelman
asm = (12£2) ps
Ysm = (26 £0,4)ns . (8.3)
Tem = (2,35 +0,09) ns

Parametrit Tsr, Tqm ja Tsm poikkeavat kaikki toisistaan, mutta ovat kuitenkin sa-
maa suuruusluokkaa. Sen sijaan yleiskustannuksia ja viivettd kuvaavat parametrit
Xgm ja asm poikkeavat toisistaan huomattavasti. Tamé johtuu ilmeisesti MPLn ja
OpenMP:n eroista. MPI-ohjelmassa kyse on prosessien vélisestd kommunikoinnis-
ta, OpenMP-ohjelmassa taas jaetun muistin lukemisesta ja siihen kirjoittamisesta.
Sitd paitsi suurimmilla N:n arvoilla yksi prosessoriydin suoritti useampaa OpenMP-
sdiettd, jolloin suurin osa sdikeiden vilisestd kommunikaatiosta tapahtui saman pro-
sessoriytimen sisdlld. Erilaisuudesta huolimatta liukulukukohtaista kaistanlevey-
den kddnteislukua kuvaavat parametrit y4n ja ysm ovat kuitenkin hyvin ldhelld
toisiaan. Kustannusfunktioita laadittaessa oletettiin, ettd kaytettdvissd on aina N
erillistd prosessoria. MPL:n tapauksessa tdima pitikin paikkansa, koska N oli sama
kuin kédytettyjen prosessoriydinten méaard. OpenMP:n tapauksessa voidaan suurim-
milla N:n arvoilla puhua vain N virtuaalisesta prosessorista. Sithen ndhden myos
OpenMP-ohjelma noudatti kustannusmallia kohtuullisen hyvin.

Koska algoritmeissa kdytettiin 64 bitin kaksoistarkkoja liukulukuja, saadaan esim.
YdmM arvoa kayttdmalld kaistanleveydeksi 64b/(2,7ns) ~ 24 Gbps. Tdmé herit-
tdd kysymyksid, koska Puhdin noodit on yhdistetty toisiinsa 100 Gbps:n linkilld
[28] ja noodien sisdisen liikenteen pitdisi olla noodien vilistd liikennettd hitaampaa
[25]. Yksi mahdollinen selitys ndin pienelle havaitulle kaistanleveydelle on yksin-

kertaisesti se, ettd Puhdissa oli laskentatehtdvid suoritettaessa muitakin kayttajia.

64



On mahdollista myos, ettd malli on epdtarkka ja todellisuudessa 4y, sisdltdd muu-

takin kuin kaistanleveydestd johtuvan viestivalin.

Taulukko 8.4: Kustannusfunktioiden derivaattojen nollakohdat. Muuttujana on N.

Derivaatan nollakohta

n Hajautettu muisti  Jaettu muisti
16 <1 <1
32 <1 24
64 <1 6,6
128 4,4 16,8
256 24,9 39,1
512 70,1 79,0

Vaikka prosessien tai sdikeiden mééra onkin luvun 4 potenssi, voidaan jokaista
kustannusfunktiota silti kdsitelld kuten mita tahansa jatkuvaa ja derivoituvaa funk-
tiota. Jos kustannusfunktion antama ennuste pitda paikkansa, derivaatan nollakoh-
ta vastaa sitd N:n arvoa, jolla saavutetaan pienin suoritusaika. Siksi kullekin kus-
tannusfunktiolle laskettiin derivaatan nollakohta Maximalla [62] Newtonin mene-
telmaa [42) s. 193-195] kdyttden. Ykkostd pienempid nollakohtia ei kuitenkaan las-
kettu. Nollakohdat on lueteltu taulukossa [8.4, Taulukoita ja[8.4] vertaamalla
ndhdédédn, ettd nollakohtien arvot ovat padsddntdisesti sopusoinnussa mitattujen tu-
losten kanssa, vaikka poikkeuksiakin on. Esim. MPI-ohjelman tapauksessa n = 64
voisi mitatuista arvoista pdatelld, ettd nollakohta on jossain N:n arvojen 4 ja 64 va-

lilld, mutta toisaalta kustannusfunktion nollakohta on ykkostd pienempi.

8.5 Kustannusmallin arviointia

Kustannusmalli on sidoksissa kdytettyyn kertolaskualgoritmiin, ja tdssa tapaukses-
sa algoritmi kuuluu Lin ym. luokittelussa [56] vain yleisldhetystd kayttaviin algo-
ritmeihin. Samaan algoritmiluokkaan kuuluvat van de Geijnin ja Wattsin SUMMA
[82], Agarwalin ym. algoritmi [2] sekd Josén ym. [47] algoritmi. Van de Geijn ja Watts
[82] johtavat algoritmille kustannusmallin olettamalla, ettd kahden prosessorin va-
lisen viestinvilityksen kustannus on tdimén tutkielman merkintdjd kdyttden muotoa

« + v - k, missd k on ldhetettdvien liukulukujen méaara. Samaa oletusta paadyttiin
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kayttamdaan myos tdssd tutkielmassa. Kirjoittajat esittavat algoritmille myos MPI-
koodin, mutta eivit testaa mallin toimivuutta. Agarwal ym. [2] puolestaan testaavat
algoritmin suorituskykyd, mutta eivit esitd kustannusmallia. Sekd van de Geijnin ja
Wattsin [82] SUMMA ettd Agarwalin ym. [2] algoritmi on pelkdstddn hajautetun
muistin algoritmi. Tassa tutkielmassa samaa ideaa sovelletaan sekd hajautetulle etta
jaetulle muistille.

Hajautetun muistin algoritmi eroaa van de Geijnin ja Wattsin [82] sekd Agarwa-
lin ym. [2] esittdmistd algoritmeista ainakin kahdessa suhteessa. Ensinnékin edelld
mainituissa algoritmeissa alkutilanne on, ettd matriisilohkojen A; ja B; alkiot on tal-
lennettu prosessorin P; muistiin. Toiseksi kertolaskun suorittaminen etenee askelei-
na, jotka koostuvat prosessorien vilisestd viestinnistd ja laskennasta. Sen sijaan tds-
sd tutkielmassa esitetty hajautetun muistin algoritmi ldhtee tilanteesta, jossa kaikki
matriisien A ja B alkiot ovat prosessorin P hallussa. Sen jdlkeen data levitetdan pro-
sessoreille, kukin prosessori suorittaa laskennan ja lopuksi tulokset kerdtddn pro-
sessorille Py. Tietenkin sovelluksia ajatellen riippuu tilanteesta, voidaanko olettaa,
ettd alkutilanteessa matriisit A ja B on jaettu lohkoittain kaikille prosessoreille. Siksi
kumpaakaan oletusta ei voi sindnsé pitdd toista parempana. Kuitenkin useille MPI-
ohjelmille on tyypillistd, ettd yksi prosessi on erityisasemassa, eika tutkielman kir-
joittajalla ole tiedossa yhtddn tutkimusta, jossa matriisikertolaskun algoritmi ja sitd
vastaava kustannusmalli laadittaisiin tdstad oletuksesta ldhtien. Lisdksi tdssa esitetyn
algoritmin rakenne on varsin yksinkertainen, koska data levitetddn ja kerdtdan vain
kerran. Yksinkertaisuuden varjopuolena on MPI_Scatter-funktion kdyttamisesta
johtuva tehottomuus. Néin ollen tutkielman uutuusarvona edelld viitattuihin tutki-
muksiin [82, 2] ndhden voidaan pitda ensinnékin erilaista algoritmia ja toiseksi sitd,
ettd algoritmille laaditaan kustannusmalli, jota my0s testataan.

José ym. [47] esittdvit algoritmin, jossa kaikki tiedot luetaan ulkoisesta muistis-
ta ja tulokset tallennetaan ulkoiseen muistiin, kun laskenta on suoritettu. He esit-
tavét algoritmille myos kustannusmallin ja mallin pohjalta rinnakkaistietokoneen
arkkitehtuuria koskevan suunnitelman. Rinnakkaistietokoneesta rakennetaan pro-
totyyppi, jossa mallin toimivuutta testataan. Tdssa tutkielmassa esitetty jaetun muis-
tin algoritmi on sen sijaan kehitetty yleisesti jo olemassa olevia rinnakkaistietokonei-
ta varten. Josén ym. [47] esittdm& kustannusmalli on my6s huomattavasti yksityis-
kohtaisempi, silld se ottaa huomioon myos jaetun muistin suorituskykyyn liittyvéan
muistihierarkian. Tdamén tutkielman mallissa sen sijaan niin hajautetun kuin jaetun-

kin muistin kustannukset mallinnetaan samoista oletuksista lahtien eikd muistihie-
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rarkiaan kuuluvia erilaisia hakuaikoja oteta huomioon. Siksi tdssa esitettyd mallia
voi yksinkertaisuutensa vuoksi pitdd yleisempéand, mutta samalla tietysti myos epéa-
tarkempana.

Kustannusparametreja médaritettdessd oletettiin, ettd parametrit ovat riippumat-
tomia matriisien dimensiosta n. Tama oli kdyrdnsovitusten tekemiseksi valttama-
tontd, koska prosessien tai sdikeiden madard N kasvoi hyvin nopeasti ja yhtd n:n
arvoa vastaavia mittauspisteitd saatiin hyvin vahan. Tyydyttavia tuloksia saatiin-
kin, kun n € {16,32,64,128,256,512 }. Suuremmilla matriiseilla sovituksen tark-
kuus heikkeni huomattavasti. On tietenkin mahdollista, ettd tulokset olisivat olleet
tarkempia, mikaéli olisi ollut mahdollista méaérittda kutakin lukua n vastaavat kus-
tannusparametrit erikseen. Tama olisi edellyttanyt suurempia rinnakkaislaskentare-
sursseja. Toisaalta suurempien rinnakkaislaskentaresurssien kaytto olisi luultavasti
vaatinut my0s mallin tarkentamista. Esitetty malli ei huomioi nykyaikaisten rin-
nakkaistietokoneiden hierarkiaa, jossa noodit koostuvat prosessoreista ja prosesso-
rit ytimistd ja jossa noodien vélinen tietoliikenne on kalliimpaa kuin noodien sisdi-
nen. Sen sijaan mallin mukainen rinnakkaistietokone koostuu yksinkertaisesti pro-
sessoreista, jotka ovat yhteydessa toisiinsa, tai prosessoreista, jotka ovat yhteydessa
jaettuun muistiin.

Kaiken kaikkiaan esitettyjen kustannusmallien avulla voidaan karkeasti arvioi-
da matriisikertolaskun kustannuksia Puhdin kaltaisessa rinnakkaistietokoneessa ai-
nakin silloin, kun n < 512. Kummankaan mallin tarkkuus ei kuitenkaan riitd tarkan

suoritusajan ennustamiseen.
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9 Yhteenveto ja johtopadtokset

Jotta rinnakkaisohjelma olisi suorituskykyinen, on laskennan ja viestinnidn oltava
tasapainossa, silld rinnakkaisuuden lisddntyessd myos viestinndn mdéréa tavallises-
ti lisddntyy. Rinnakkaislaskennan mallintamista varten onkin vuosien varrella ke-
hitetty lukuisia teoreettisia malleja, joskaan kaikki mallit eivdt keskity kuvaamaan
viestintddn liittyvid kustannuksia.

Tutkimusongelmaksi asetettiin rinnakkaisen matriisikertolaskun kustannusmal-
lin laatiminen. Jotta malli ei jdisi liian yleisluontoiseksi, ennen mallin laatimista laa-
dittiin myos vastaava algoritmi. Algoritmi ja malli laadittiin sekd hajautetun ettd
jaetun muistin rinnakkaistietokoneille. Kustannusmalli esitettiin kustannusfunktio-
na. Tutkimusmenetelmé&na oli konstruktiivinen tutkimusote [49, 59]. Aihepiiriin tu-
tustuttiin perehtymalld rinnakkaistietokoneisiin, rinnakkaislaskennan teoreettisiin
malleihin, kahteen yleisesti kdytettyyn rinnakkaislaskennan ohjelmointiympéristdon
sekd erdisiin jo olemassa oleviin matriisikertolaskun rinnakkaisalgoritmeihin.

Hajautetun muistin algoritmi toteutettiin C-kielisend MPI-koodina ja jaetun muis-
tin algoritmi C-kielisend OpenMP-koodina. Ohjelmat suoritettiin CSC:n Puhti-super-
tietokoneessa [27, 28]. Mittaamalla relevanttien koodilohkojen suorittamiseen kulu-
vaa aikaa voitiin mddrittdd kustannusfunktioihin sisdltyvit kustannusparametrit.
Nain pystyttiin myos arvioimaan mallin luotettavuutta. Odottamattomana seikka-
na mittauksissa havaittiin ylldttivan voimakasta suoritusaikojen heilahtelua, vaik-
kei ohjelmaa tai ohjelman syo6tettd suorituskertojen vilissda muutettukaan. Tésta joh-
tuvaa epatarkkuutta pyrittiin eliminoimaan tekemalld yhta suoritusaikaa kohti sata
mittausta, joiden tuloksista laskettiin mediaani. Heilahtelu selittynee ainakin osit-
tain silld, ettd Puhdissa oli mittauksia suoritettaessa muitakin kdyttajia.

Mittausten perusteella n x n-matriiseja Puhdin kaltaisessa tietokoneessa kerrot-
taessa kustannusmallin tarkkuus on tyydyttdva, kunn < 512. Mallin avulla saadaan
karkea kasitys siitd, milloin rinnakkaisuuden lisidminen ei maksa vaivaa. Sen sijaan
tarkkaan suoritusaikojen ennustamiseen mallin tarkkuus ei riitd. Mallia kehitettdes-
sd on tehty yksinkertaistavia oletuksia, jotka eivdt huomioi nykyisten rinnakkaistie-
tokoneiden hierarkiaa. Siksi on syytd olettaa, ettd Puhtia merkittdvasti suurempien

rinnakkaistietokoneiden tapauksessa mallin tarkkuus heikkenee entisestdan.
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Mahdollinen jatkotutkimusaihe on samankaltaisen kustannusmallin laatiminen Puh-
tia suuremmille rinnakkaistietokoneille. Talloin joudutaan luultavasti kdyttamaan
nyt esitettyd monimutkaisempaa mallia, joka huomioi paremmin nykyaikaisten rin-
nakkaistietokoneiden hierarkian. Toinen mahdollinen jatkotutkimusaihe on algorit-
min ja kustannusmallin kehittdminen grafiikkasuorittimia kayttaville rinnakkaistie-

tokoneille.
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A Perakkaidiskoodi

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <sys/time.h>

int main(int argc, char =*xargv) ({
double =A, =B, =C;
int i, j, k;
const int n = strtol(argv[1l], NULL, 10);
struct timeval start, end;

double time;

A = (double x)malloc(n*n*sizeof (double));
B = (double x)malloc(n*n*sizeof(double));
C = (double *)malloc(n*n=*sizeof(double));

R R Ry

/* Matriisien kokoaminen =/

Yy

// A tallennetaan riveittdin.

for (i = 0; i < n#*n; i++) {

A[i] = drand48();

}

// B tallennetaan sarakkeittain.

for (i = 0; i < n#*n; i++) {
B[i] = drand48();

JEE T Ty

/* Laskenta =/
Ty
gettimeofday(&start , NULL);
for (i = 0; i <n; i++) {
for (j = 0; j <n; j++) |
Cli*n+j] = 0;
for (k = 0; k < n; k++) {
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39
40
41
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43
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47
48
49
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52

}

Cli*n+j] += A[is*n+k] = B[j=*n+k];

gettimeofday(&end, NULL);

// Aika millisekunteina .

time = (end.tv_sec — start.tv_sec)
+ (double)

printf ("%f\n", time);

free (A);

return 0;

free(B);

free (C);

+ 1000

(end.tv_usec — start.tv_usec) / 1000;
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B MPI-koodi

#include
#include
#include
#include

<stdlib .h>
<stdio .h>
<math.h>
<mpi.h>

#define ROOT 0
#define n 8

int main(int argc, char =*xargv) ({
double x*A, *B, *C, *A_sendbuf,

int N, id, i, j, k;

MPI_Init(&argc, &argv);

MPI_Comm_rank (MPL. COMM _WORLD, &id );
MPI_Comm_size (MPL COMM_WORLD, &N);

// Rivien tai sarakkeiden miidrd yhtd tulomatriisin lohkoa
const int RC_PER BLOCK = (int) (n / sqrt((double) N));

// Lohkojen midrd matriisin sivua kohti.

const int BLOCKS PER_LEN = n / RC_PER_BLOCK;

double A_local [RC_PER BLOCK=*n],

if (

A
B
C

id == ROOT) ({

(double =)malloc(n*n*sizeof(double));
(double =*)malloc(n*n+sizeof(double));

(double *)malloc(n*n+sizeof(double));

[ kR Rk kK K Kk Kk % [

/* Matriisien kokoaminen

*/

R R Y

// A tallennetaan riveittiin.

for (i = 0; i < n#*n;
Ali] = drand48();

i+4)

{

*B_sendbuf;

double local_start, local_finish , local_elapsed, elapsed;

B_local [RC_PER_BLOCK=*n],
C_local [RC_PER_BLOCK=*RC_PER_BLOCK |;
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74
75
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}

// B tallennetaan sarakkeittain .
for (i = 0; i < n*n; i++) {
B[i] = drand48();

Ty
/* Lihetyspuskurit =/
Y
// Koska Scatter—rutiini ei salli pddllekkdisen datan
// lihettimistd eri prosesseille , eri prosessien tarvitsema
// data laitetaan lidhetyspuskuriin yksinkertaisesti perdkkiin.
A_sendbuf = (double =*)malloc(N
*RC_PER_BLOCK#*n=sizeof (double));
B_sendbuf = (double =)malloc(N
*RC_PER_BLOCK=+*n=sizeof (double));
// Tallennetaan A ldhetyspuskuriin.
for (i = 0; i <N; i++) {
// Yhdessi lohkossa on RC_PER_BLOCK=*n alkiota.
for (j = 0; j < RC_PER BLOCK=*n; j++) {
A_sendbuf[i+*RC_PER BLOCKsn+j] =
A[(1i/BLOCKS_PER LEN)*RC_PER BLOCK+n+j ];

}
// Tallennetaan B lidhetyspuskuriin.

for (i = 0; i <N; i++) {
// Yhdessi lohkossa on RC_PER _BLOCK*n alkiota.
for (j = 0; j < RC_PER BLOCK#n; j++) {
B_sendbuf[i*RC_PER BLOCK*n+j] =
B[ ( i%BLOCKS_PER_LEN)*RC_PER BLOCK=*n+j |;

R R Y4

/* Ajanotto alkaa =/

/* E IR R R R I */
MPI_Barrier (MPLCOMM WORID) ;
local_start = MPI_Wtime ();
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81 /* Jaetaan prosesseille =/

82 R R YA

83 MPI_Scatter (A_sendbuf, RC_PER_BLOCK=:n, MPI_DOUBLE,
84 A_local, RC_PER_BLOCK=+n, MPI_DOUBLE,

85 ROOT, MPLCOMM WORLD) ;

86 MPI_Scatter (B_sendbuf, RC_PER_BLOCK:*n, MPI_DOUBLE,
87 B_local , RC_PER BLOCK=x*n, MPI_ DOUBLE,

88 ROOT, MPLCOMM WORLD) ;

89

90

91 ey

92 /* Laskenta =/

93 J% ww ko hnkk k)

94 for (i = 0; i < RC_PER BLOCK; i++) {

95 for (j = 0; j < RC_PER BLOCK; j++) {

96 C_local[i*RC_PER BLOCK+j] = 0;

97 for (k = 0; k < n; k++) {

98 C_local[i*RC_PER BLOCK+j ] +=

99 A_local[i#*n+k] = B_local[j=*n+k];
100 }

101 }

102 }

103

104

105 [% Rk A AR A AR k)

106 /* Tulosten keruu =/

107 Ty

108 MPI_Gather (C_local , RC_PER_BLOCK=*RC_PER_BLOCK, MPI_DOUBLE,
109 C, RC_PER_BLOCK=*RC_PER_BLOCK, MPI_DOUBLE,
110 ROOT, MPLCOMM WORLD) ;

111

112

113 Ty

114 /* Ajanotto piittyy =/

115 Yy

116 local_finish = MPI_Wtime ();

117 local_elapsed = (local_finish — local_start) * 1000;
118 MPI_Reduce(&local_elapsed , &elapsed, 1, MPL DOUBLE,
119 MPI_ MAX, ROOT, MPLCOMM WORLD) ;

120 // Aika millisekunteina .

121 if (id == ROOT)



122
123
124
125
126
127
128
129

}

printf ("%f\n", elapsed);

if (id == ROOT) {
free (A); free(B);

}

MPI_Finalize ();

return (0);

free (C);

free (A_sendbuf);

free (B_sendbuf);
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C OpenMP-koodi

#include
#include
#include
#include

int main(int argc, char s+argv) |{

<stdlib .h>
<stdio .h>
<math.h>
<omp . h>

double =A, =B, =C;

double time_start, time_finish, time_elapsed;

int

i, j;

// Matriisin dimensio.

const int n = strtol(argv[1], NULL,
// Siikeiden midrd, sama kuin lohkojen midri.
const int N = strtol (argv[2], NULL,

// Rivien tai sarakkeiden midrd yhtd tulomatriisin lohkoa kohti.
const int RC_PER BLOCK = (int) (n / sqrt((double) N));

10);

10);

// Lohkojen midrd matriisin sivua kohti.

const int BLOCKS_PER LEN = n / RC_PER BLOCK;

A
B
C

(double *)malloc(n+*n*sizeof(double));

(double =)malloc(n*n=*sizeof (double));

(double *)malloc(n*nx*sizeof(double));

/* E R i it i I I R R i I >(-/

/* Matriisien kokoaminen =/

I R

// A tallennetaan

for

}

// B tallennetaan

for

(i = 0; i < n=*n;
A[i] = drand48();

(i = 0; i < n=*n;
B[i] = drand48();

riveittdin.

i++) {

sarakkeittain .

i++) {
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39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78

R Y
/* Ajanotto alkaa =/
R Y
time_start = omp_get_wtime ();
pragma omp parallel num_threads(N)
{
int id, row, col, row_start, col_start, row_max, col_max, kk;

id = omp_get_thread_num ();

Ty
/* Laskenta =/
Jx wwnnnnk k%)
row_start = (id / BLOCKS_PER_LEN) = RC_PER_BLOCK;
row_max = row_start + RC_PER_BLOCK;
col_start = (id % BLOCKS_PER_LEN) = RC_PER_BLOCK;
col_max = col_start + RC_PER BLOCK;
for (row = row_start; row < row_max; row-++) {
for (col = col_start; col < col_max; col++) {
Cl[rowsn+col] = 0;
for (kk = 0; kk < n; kk++) {
Cl[rowsn+col] += A[rowsn+kk]*B[col*n+kk];

J% %k kR R R Ak %

/* Ajanotto pdidttyy =/

Ty

time_finish = omp_get_wtime ();

time_elapsed = (time_finish — time_start) = 1000;
// Aika millisekunteina .

printf ("%f\n", time_elapsed);

free (A); free(B); free(C);
return (0);
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