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Tassé tutkielmassa tutustun hydrodynaamiseen malliin relativistisen viskoosin fluidin
kuvaamisessa ja selvitdn minkélaiseen fysiikkaan teoria pohjautuu. Suurin kaytto-
kohde relativistiselle hydrodynamiikalle on raskasionitorméyksissda muodostuvan
kvarkki-gluoniplasman tutkiminen. Varhaisen maailmankaikkeuden ja mahdollisesti
neutronitahtien ytimien uskotaan koostuvan kvarkki-gluoniplasmasta. Matemaatti-
sessa tarkastelussa rakennan ensin ideaalisen relativistisen hydrodynamiikan yhtélot
perustavanlaatuisten modernin fysiikan- seka termodynamiikan teorioiden pohjal-
ta ja naytan, ettd ideaalitapauksessa entropia siilyy. Seuraavaksi tarkastelen vis-
kositeetin aiheuttamia fluidin hiukkas- ja energiadiffuusion vaikutuksia. Lopuksi
johdan ideaalisen hydrodynamiikan pohjalta relativistisen Navier—Stokes-teorian
lilkkeyhtalot maérittelemaélla nelinopeuden uudestaan ja vaatimalla entropian kasvun.
Relativistiset Navier—Stokes-liikeyhtalot kuvaavat relativistisen fluidin aikakehitysta,
jossa termodynaamisten muuttujien gradientit aiheuttavat sekoitusvirtoja fluidin
viskositeetin takia. Viskositeetin pienentyessa yhtélot redusoituvat kohti ideaalisen

hydrodynamiikan yhtaloité.
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Abstract

Piipponen, Mika

Relativistic Navier-Stokes Theory

Bachelor’s thesis

Department of Physics, University of Jyvéskyla, 2022, 45| pages.

In this thesis I review a hydrodynamic theory for modeling a relativistic viscous
fluid. The main application for relativistic hydrodynamics is studying quark-gluon
plasma created in heavy ion collisions. The early universe and possibly the cores of
neutron stars are believed to consist of quark-gluon plasma. In the mathematical
derivation I first construct the equations for ideal relativistic hydrodynamics using
fundamental theories of modern physics and thermodynamics, and show that in
the case of ideal fluid, entropy is conserved. Then I consider the effect of particle
and energy diffusion induced by fluid viscosity. Finally, by re-defining the four-
velocity and stipulating the growth of entropy, I derive the equations of motion of
relativistic Navier—Stokes theory from the basis of the ideal hydrodynamics. The
relativistic Navier—Stokes equations of motion describe the relativistic fluid’s time
development, where the gradients of the thermodynamic variables produce dissipative
currents. As the viscosity decreases, the equations reduce towards the equations of

ideal hydrodynamics.
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Esipuhe

Olin tietoinen ei-relativistisista Navier-Stokes-yhtéloisté jo ennen taméan tutkielman
aloittamista. Miettiessdni sopivaa aihetta kandidaatintutkielmalle, huomasin yliopis-
ton kvanttivaridynamiikan tutkimuksen sivuilta taman itseani kiinnostavan aiheen.
Se vaikutti mielenkiintoiselta ja halusin syventda ymmarrysténi virtausmekaniikasta,
joka ei ollut minulle vield kovin tuttua. Tutustuin aiheeseen monia lédhteita kéyttaen.
Suomenkielinen ldhdetieto relativistisesta hydrodynamiikasta on rajattua ja siksi
tarkoitukseni olikin tehdd suomenkielinen johdattelu aiheeseen. Haluan kiittaa ohjaa-
jaani yliopistotutkija Harri Niemea aiheeseen tutustuttamisesta, useista tapaamisista

seké pitkajanteisestd ohjauksesta.
Kouvolassa 14.6.2022

Mika Piipponen
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1 Johdanto

Navier—Stokes-yhtélot ovat virtausmekaniikan kenties tunnetuimpia tuotoksia. Ne
ovat ranskalaisen insin6orin C.-L. Navierin ja irlantilais-enlantilaisen fyysikon ja
matemaatikon G. G. Stokesin 1800-luvun puolivilissé kehittama viskoosia fluidia
kuvaava teoria. Neuvostoliittolaisfyysikot L. D. Landau ja E. M. Lifshitz johtivat
vuonna 1959 relativistiselle fluidille vastaavan teorian, jota kutsutaan relativistiseksi
Navier—Stokes-teoriaksi. Kertaan ensin, miksi relativistisesta hydrodynamiikasta
ollaan yleensa kiinnostuneita.

Normaali materia koostuu eri alkuaineiden atomeista (Kuvio [1)), jotka sisdltévat
protoneista ja neutroneista koostuvan ytimen, jota ympéroivat elektronit [1]. Kaikki
edelld mainitut hiukkaset ovat spin—%—hiukkasia, eli fermioneja. Elektroni on leptoni
("kevyt"), protoni ja neutroni baryoneja ('raskas") [2]. Baryonit rakentuvat kolmesta
kvarkista, joita vahva vuorovaikutus pitda yhdessa. Vahvan vuorovaikutuksen va-
littajahiukkasia ovat gluonit, joten baryoneiden ndhdaan koostuvan kvarkeista ja

gluoneista.

Kuvio 1. Atomit koostuvat protoneista (1), neutroneista (2) ja elektroneista
(3). Protoni ja neutroni ovat baryoneja, jotka rakentuvat kolmesta kvarkista (4).
(Kuva: Mika Piipponen, 2022)

Yleisesti hiukkasia, jotka koostuvat kvarkeista kutsutaan hadroneiksi. Kvarkit ja
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elektronit ovat alkeishiukkasia, joilla ei tunneta olevan pienempéa rakennetta.
Hiukkaskiihdyttimissa tehtévissa raskasionitorméyksissa kaksi vastakkaiseen suun-
taan lahes valonnopeudella kulkevaa ydinta torméytetdédn yhteen. Raskaiden alkuai-
neiden atomeja, kuten kulta tai lyijy, ionisoidaan poistamalla niilta elektronit, joka
mahdollistaa niiden kithdyttamisen sdhkokentédn avulla. Nama suuresti varautuneet
ytimet saadaan kiihdytettya lahelle valonnopeutta, jolloin niiden sanotaan olevan rela-
tivistisia (ja todella lahelld valonnopeutta ultrarelativistisia). Relativistisen hiukkasen
kokonaisenergiasta huomattava osa on sen liike-energiassa, eikd massassa.
Relativistisilla nopeuksilla kulkevat ytimet ovat Lorentz-kontraktoituneita, jolloin
ne muistuttavat protoneista ja neutroneista koostuvia pannukakkuja. Efektiivisella
torméysalueella ytimien baryonit kdytdnnossa tunkeutuvat toisiinsa, jolloin energia-
tiheys kasvaa niin suureksi, etta paine ja lampotila riittavat voittamaan baryoneita
koossa pitdvin vahvan vuorovaikutuksen (Kuvio [2). Téllsin hetken ajan kvarkit
ja gluonit ovat vapaita liikkumaan toistensa suhteen ytimien kokoluokassa. Tétéa
aineen olomuotoa kutsutaan kvarkki-gluoniplasmaksi (QGP, quark-gluon plasma).
Torméayskohdassa siis syntyy pieni pisara QGP:a. Tormayksen jélkeen ytimien muu
osa jatkaa matkaansa tormayskohdasta liikeradallaan, jattden véliinsa laajenevan
QGP pilven. Lopulta, kun plasma jadhtyy tarpeeksi, kvarkit yhdistyvat takaisin
hadroneiksi muodostaen hadronikaasua térméyskohdan ymparille [3]. Arvoilta yli
200 MeV:n lampotilassa tai energiatiheyden ylittaessd 1 GeV/ fm® aine voi esiintya

ainoastaan QGP:na [4].

Kuvio 2. Ydinten efektiiviselld torméysalueella energiatiheys on kyllin suuri ha-
jottamaan ytimen vahvan vuorovaikutuksen koossa pitdmat protonit ja neutronit
kvarkki-gluoniplasmaksi. (Kuva: Mika Piipponen, 2022)

Fysiikassa ollaan kiinnostuneita raskasionitorméayksissa syntyvista hiukkasista

ja QGP:n ominaisuuksista. Muun muassa varhaisen maailmankaikkeuden uskotaan
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olleen niin kuuma ja tiheé, etta kaikki aine on esiintynyt QGP:na. Myo6s neutroni-
tahtien ytimissa painovoima saattaa voittaa neutronikaasun degeneraatiopaineen,
jolloin se puristuu kyllin tihedksi QGP:n muodostumiseen [3].

QGP:n aikakehitysta mallintamaan tarvitaan sopiva teoria. Hydrodynamiikan
kayttaminen téssa tilanteessa on hyviksyttavaa, silla torméayksessa vapautuvien
alkeishiukkasten maéra on sen verran suuri, ettd QGP:a voidaan mallintaa fluidina
yksittaisten hiukkasten sijaan. Koska QGP:a esiintyy vain darimmaisissa olosuhteissa,
tulee suhteellisuusteorian vaikutukset ottaa huomioon.

Tassa tutkielmassa johdan ensin teoreettisen mallin ideaaliselle relativistiselle
fluidille, laajennan taméan kuvaamaan myos viskoosia fluidia Landaun ja Lifshitzin [5]
esittdman mallin mukaan ja naytan eksplisiittisesti kuinka liikeyhtéaloihin paadytéan.

Tutkielman rakenne perustuu osin G. S. Denicolin [6] vaitoskirjan esitykseen.
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2 Teoreettinen tausta

Téassa luvussa kokoan relativistisen hydrodynamiikan kéasittelyyn tarvittavia kes-
keisié teoreettisia lahtokohtia ja kertaan oleelliset laskusaénnot, joita hyodynnén
myohemmissa luvuissa. Rakennan relativistisen hydrodynamiikan kvanttimekaniikan,

termodynamiikan ja suhteellisuusteorian pohjalta.

2.1 Kvanttimekaaniset ja statistiset lahtokohdat

Madéritellaédn ensin mielivaltaisen, laatikkomaisen systeemin hiukkasmaééra. Oletetaan,
etta hiukkaset eivat vuorovaikuta toistensa kanssa merkittavasti, jolloin hiukkasia
voidaan tarkastella erikseen kvanttimekaanisesti 3-ulotteisessa laatikkopotentiaalissa.
Valitaan laatikon sijainniksi 0 < r; < L. Hiukkasen paikan todennakoisyytta kuvaava
aaltofunktio on laatikossa yleista muotoa [7]

3

U(r) = 1:[ U,(r;) = [[(Asin k;r; + Bosk;r;) | (2.1)

i=1

jossa normituskertoimet A, B € R, aaltoluku k; = \/2mFE;/h? ja téssd h redusoitu
Planckin vakio. Laatikon reunoilla aaltofunktion jokaisen komponentin arvojen on

oltava yhtasuuret, ¥;(0) = W;(L), josta seuraa
B = Asink;,L + Bcosk;L . (2.2)
Oleellisesti reunaehdoista saadaan yhteys aaltoluvun k; ja kvanttitilan n; vélille

L (2.3)

n; = —FR;
2w

Toisaalta koska liike-energia voidaan ilmaista liikemédrin avulla E = p?/2m, aalto-

luvulla ja liikemaarélla on yhteys

o (2.4)
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jonka avulla kaavasta ([2.3) saadaan

L

B 2.
i 27Thpz (2:5)

Liikemaaralla p; € [p;, p; + dp;] olevien tilojen lukumééra on siis

Statistisen fysiikan nakokulmasta systeemin hiukkasluvun odotusarvo on summa yli
mikrotilojen n;

(N) =3 (ny) (2.7)

i

Kolmiulotteisessa laatikossa summaa voidaan approksimoida integraalina

) = [ pen) =V [ o) (25)

jossa f(x,p) on paikassa x € [z, z + dz| liikemééralla p € [p, p+ dp] olevan hiukkasen

todennikoisyystiheys ja V = L3 potentiaalikuopan muodostaman laatikon tilavuus.

2.2 Termodynamiikka

Termodynamiikan ensimmainen péasaantd on energian sailyminen, jolloin termody-

naamisten tilamuuttujien valilla on oltava yhteys
dU =TdS — PdV + pu.dN (2.9)

jossa U on systeemin sisdenergia, T lampotila, S entropia, P paine ja . hiukkasten

kemiallinen potentiaali.

Termodynamiikan toinen paasaénto sanoo, ettd systeemin entropia voi vain
kasvaa tai pysya vakiona. Entropia maéaritelldan tilamuuttujien ekstensiivisena ja

additiivisena funktiona [0]

AS = S(AU, AV, AN) , (2.10)



jolloin entropia voidaan esittdd muodossa

L OS) AAS)
=" oo Taown)Y T aow)

95 _ 1
oUu T’
9 _ P
ov T’
IS e
ON T

Nyt arvolla A = 1 kaavojen (2.11)—(2.14)) avulla saadaan Eulerin relaatio

U=TS— PV + pu.N .
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(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Téaméa yhdessd termodynamiikan ensimmaéisen lain kanssa johtaa Gibbs—Duhem-

relaatioon
VdP = SdT + Ndpu, .

(2.16)

Jakamalla kaavat (2.9)), (2.15)) ja (2.16) puolittain tilavuudella, saadaan termodynaa-

miset yhtalot tiheyssuureiden avulla

e+ P=Ts+ pn,

1 c
ds = fdg— %dn,

dP = sdT + ndpu, ,

joissa €, s ja n ovat energia-, entropia- ja hiukkastiheydet.

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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2.3 Erityinen suhteellisuusteoria

A. Einstein [§] julkaisi vuonna 1905 erityisen suhteellisuusteorian. Edelliselld vuosisa-
dalla J. C. Maxwell [9, [10] oli todistanut valon olevan sidhkomagneettista siteilya
ja sdhkomagneettisen sateilyn etenevin aina valonnopeudella. Einsteinin teorian
mukaan eri havaitsijoiden késitys ajasta ja samanaikaisuudesta on muututtava koska
fysiikan lakien, oleellisesti valonnopeuden, on pysyttava samana kaikille havaitsijoille.

Nain ollen relativistinen hydrodynamiikka rakennetaan Minkowskin aika-avaruuteen,
jossa sijainti ilmaistaan suhteessa aikaan t kolmen avaruudellisen ulottuvuuden x,
y ja z lisédksi. Vektorisuureet ovat aika-avaruudessa nelivektoreita, joille kéytetaan
notaatiota p = 0, 1,2, 3 ilmoittamaan niiden komponentit. Minkowskin avaruudessa
paikka on kontravariantti nelivektori (indeksi ylh4alla)

ot = (2%, 2, 2% 2°) = (ct,x,y,2) = (ct,7), (2.20)

jossa ¢ on valonnopeus.

Metrinen tensori g"” kuvaa avaruuden metriikkaa. Tasaisessa Minkowskin ava-
ruudessa g"” on symmetrinen toisen kertaluvun tensori, joka kertoo miten etéisyydet
kyseisessa avaruudessa tulee mitata. Téssa tyossa metriselle tensorille kaytetadn

konventiota

9" = G = (2.21)

o o o =
|
—

Operoimalla metriselld tensorilla pystytdan muuttamaan, nostamaan tai laskemaan

tensorisuureiden indekseja, esimerkiksi
a =g"a, , (2.22)

jossa a, on kovariantti nelivektori (indeksi alhaalla). Metrisella tensorilla voidaan
siis muuttaa kovariantteja ja kontravariantteja vektoreita keskenédan.
Nelivektoreiden pistetulossa kaytetdaan Einsteinin summausnotaatiota ja se méaa-
ritelladn
a,b = g,a"b" (2.23)

jolloin suoritetaan summaus indeksien p yli. Tassa tapauksessa kahden tapahtuman
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vilinen etdisyys, eli intervalli ds?, aika-avaruudessa on
ds® = g datda” = d(ct)? — dx* — dy* — d2* . (2.24)

Intervallin maéritelmé johtaa itseisajan 7 kasitteeseen, joka on kahden tapahtuman
vilinen aikaero lepokoordinaatistossa (LRF, local rest frame). Intervalli voidaan
kirjoittaa itseisajan avulla ds® = d(c7)? ja siten kaavan (2.24) avulla huomataan

itseisajan ja suhteellisten koordinaatistojen aikojen vélinen yhteys
dt = ~dr (2.25)

jossa madriteltiin Lorentzin gamma-kerroin

7=< —@2)_. (2.26)

Tésséd v on suhteellinen kolminopeus verrattuna LRF:n. Hiukkasen nelinopeus maéri-

tellaan paikan derivaattana itseisajan suhteen

dxt d

w2
YT s T Tw

(ct, ™) = ~(c, V) . (2.27)

Yksittainen tapahtuma voidaan esittad useassa eri koordinaatistossa. Mielivaltai-

sesta koordinaatistosta toiseen voidaan siirtya niin sanotuilla Lorentz-muunnoksilla

7eu
v = (F—Tt) = F+ (y — V)7 — vt (2.29)

joissa jaettiin paikkavektori kolminopeuteen niéhden kohtisuoraan- ja yhdensuuntai-
seen komponenttiin, = 7| + 7. Lorentz-muunnokset voidaan esittdd matriisimuo-

dossa

v —v, /e —yvy/c —yv./c
—yuzfe 14+ (y—=1)2/|0 (v = Doy /[0]? (v — Dvv,/|0]?
—yvy/c (v =Dvw /|0 14 (v =D /[0]* (v = Do, /|0

—yfe (v = Duu /o (v = Dvyos /[0 1+ (v = DZ/|0
(2.30)

AP =

Y
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joka tunnetaan Lorentz-puskuna. Suhteellisuusteoriassa kaytetdan tensorisuureita
koska niiden merkitys ja yhtdsuuruudet siilyvat Lorentz-muunnoksissa. Lorentz-

puskun avulla tensorisuureille patee

at = Aa” (2.31)
A = NN A (2.32)

My®0s energian ja massan relaatio on kuuluisa suhteellisuusteorian tulos
E = ymc*, (2.33)
joka saadaan laajennettua energia-liitkemééra-relaatioksi [11]
E? = (mc®)* + (pe)? . (2.34)
Maaritelladn hiukkasen neliliikeméaara
E
B =mut =~(—,mv) . 2.35
o= = (B ) 23
Merkitaan neligradienttia
0 10 =
op=—=|-=,V|. 2.36
o Qae (c ot’ ) (2.36)

Nyt kaikki oleelliset suureet on maaritelty ja tastd eteenpéin siirrytaan kayttamaan

luonnollisia yksikoita asettamalla
h=kgp=c=1, (2.37)

jossa kg on Boltzmannin vakio. Luonnollisissa yksikoissa nelinopeus normittuu

seuraavasti

uut =1, (2.38)

Esitelldan vield projektio-operaattori A", joka palauttaa halutun vektorin u*:ta
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vastaan kohtisuoran komponentin

AP = g™ — ufu” (2.39)

jonka ominaisuuksia ovat
u, A" = u, A" =0, (2.40)
APAY = AM (2.41)

Al = (gh —uu") = 3. (2.42)
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3 Ideaalinen relativistinen hydrodynamiikka

Téssé luvussa esittelen keskeiset hydrodynaamiset suureet ja johdan ideaalista fluidia
kuvaavat liikeyhtalot. Ideaalisella fluidilla tarkoitetaan sita, ettei fluidilla ole viskosi-
teettia. Hydrodynamiikassa fluidin liiketté kuvataan tarkastelemalla pienté tilavuutta
aika-avaruudessa, jonka sisalla sopivien makroskoopisten suureiden muutoksia moni-
toroidaan. Sahkoisesti neutraalille fluidille ndmé suureet ovat energia-, liikemaara-
ja hiukkastiheydet seka nelinopeus. Méarittelen seuraavaksi relativistisen hydrody-
namiikan padmuuttujat eli hiukkasnelivirran N* ja energia-liikeméaaratensorin 7.
Esittelen myo6s oleelliset sailymislait, joiden avulla johdan ideaalisen relativistisen

fluidin liikeyhtdlot ja ndytan, ettei ideaalifluidin entropia kasva.

3.1 Hiukkasnelivirta

Kaavan ([2.8) nojalla hiukkastiheys tarkastelutilavuudessa on

o= = [ st (3.)

Hiukkasvuo suuntaan 7 riippuu hiukkastiheydesté ja kolminopeudesta @ = p’/p°

d3

M:/wgwmwy (3.2)

Kaavoista (3.1)) ja (3.2)) huomataan, ettd hiukkastiheys ja hiukkasvuo voidaan ilmaista

yleisessa muodossa
3

Nt [ G ). (33)

Tata tensoria kutsutaan hiukkasnelivirraksi.
Ideaalifluidin tapauksessa oletus lokaalista termodynaamisesta tasapainosta jo-
kaisessa fluidielementissé yksinkertaistaa todennékoisyystiheyden f(x,p) mééritel-

méé, jolloin se voidaan ilmaista Bose-Einstein (bosonit) tai Fermi-Dirac-jakauman
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(fermionit) avulla muodossa

f(p) - e(ELRF_MC)/T j: 1 - @(puu“—ﬂc)/T :i: 1 ’

(3.4)

missa Frrr = p,u” on hiukkasen energia fluidin lepokoordinaatistossa. Hiukkasneli-
virta riippuu vain skalaarisuureista seka p*:sta ja u*:std. Koska integrointi suorite-
taan yli liikemaérien, hiukkasnelivirta ei voi riippua muista tensorisuureista kuin u*.

Hiukkasnelivirta on siis ensimmaisen kertaluvun tensori eli nelivektori, ja muotoa
Nt = Ciu* . (3.5)

Vakio C; maéaritelladn
Cy =u,N". (3.6)

Toisaalta tiedetéén, ettd fluidielementin lepokoordinaatistossa sen nelinopeus u} pp =

(1,0,0,0), joka mééraé vakiolle C} arvon

C1 on siis vaistaméatta hiukkastiheys n lepokoordinaatistossa ja hiukkasnelivirta
muotoa
N* = nu* . (3.8)

3.2 Energia-liikemaaratensori

Maaritelladn energiatiheys

10 = 0 = [ G, 3.9)

Liikemadran tiheys ja energiavuo suuntaan ¢

3

T =T = / <;Zﬂ_];3pif(xap) ) (31())

ja t-suuntaisen liikemaéran vuo suuntaan j

. d? o
T = [ Gt ). (3.11)
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Energian ja liikemédaran suureet voidaan esittda yleisessé tensorimuodossa, joka

tunnetaan energia-litkemaéréitensorina

d3
T — / , 3.12
o )3p0p P’ f(z.p). (3.12)

Myo6s T#":n kohdalla f(z,p) voidaan termodynaamisessa tasapainossa korvata Bo-
se—Einstein tai Fermi-Dirac-jakaumalla. Télloin, koska T riippuu vain skalaarisuu-
reista seka pt:sta, p”:sté, ut:sta ja integrointi tapahtuu yli lilkeméaérien, huomataan,
etta se on toisen kertaluvun tensori eika voi riippua kuin nelinopeudesta u* ja met-

risestd tensorista g"”. Kirjoitetaan T"" sen tensorisuureiden lineaarikombinaationa

= Cyutu” + C3g9" | (3.13)

jossa Cs ja C5 ovat skalaarisuureita. Projektio operaattorin A* avulla T* voidaan
kirjoittaa muotoon

= (02 + Cg)u“u” + CgA/W . (314)

Suureet Cy ja C3 méaritelladn seuraavasti

d*p
= VTMV = / v 'p” ) 1
CQ _I_ 03 uuu (27T)3p0 uuu p p f(p) (3 5)
1 u v
03 = ,uz/ 3/ g,uu uuul/)p p f(p) : (316)

Tarkastellaan jalleen fluidielementtia lepokoordinaatistossa, joten suure (Cy + Cj)

on vaistamatté energiatiheys ¢ lepokoordinaatistossa.

Cg +03 LRF /(;Z:S )3 LRFf( ) g . (317)

Energian ja massan relaation (2.34)) avulla saadaan ratkaistua Cjs, joka nahddan ki-

neettisen teorian nojalla olevan hiukkasten muodostama paine tarkastelutilavuudessa.

1 B, B d’p  p? _
Cs=3 | Gy~ Blan)f®) = = [ g —I0)==P . (18)

Lopulta energia-liikeméaaratensori on saatu muotoon

T" = eutu” — PA" = (e + P)utu” — Pg"” . (3.19)
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3.3 Sailymislait

Jotta teorialla olisi mitddn fysikaalista merkitystd, sen taytyy toteuttaa yleiset
sédilymislait.
Tarkastellaan pienté mielivaltaista aika-avaruuden tilavuutta Vj, jonka sulkee

3-ulotteinen pinta S. Pienen pinnan dS lapi virtaava hiukkasmadra on
n,N*dS , (3.20)

jossa n* on pintaelementista ulospéin osoittava yksikkonormaalivektori. Samaten

Vi lapi virtaava nettoenergia ja -liitkeméara on
n,I"dsS . (3.21)

Nettohiukkasluvun on séilyttava. Sama pétee energialle ja liikemadralle, silld niita ei
voi muodostua tyhjasta eikd kadota (Kuvio . Matemaattisesti tamé merkitsee sita,
ettd hiukkasvuon ja energia-liikeméaéaravuon yli koko tilavuuden V, sulkeman pinnan

S on oltava nolla
/ dS n,N" =0, (3.22)
S

/S dS n, " =0 . (3.23)

Gaussin lain mukaan vektorikentdn pintaintegraali suljetun pinnan yli voidaan

kirjoittaa vektorikentan divergenssin tilavuusintegraalina pinnan sulkeman tilavuuden

yli [12], jolloin kaavat (3.22)) ja (3.23)) saadaan muotoon

d'zr O,N* =0, (3.24)
Vy

y d'z 9,T" =0. (3.25)
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Kuvio 3. Tilavuuden V) sulkeman pinnan S lapi virtaavan nettoenergian, -
lilkeméarén ja -hiukkasluvun on sailyttava. Fluidielementin lavistdavien hiukkasten

maailmanviivoja on hahmoteltu vihreélla. (Kuva: Mika Piipponen, 2022)

Sailymislakien on oltava voimassa missa tahansa aika-avaruuden pisteessa, jo-
ten hiukkasnelivirran ja energia-liikemaéaratensorin divergenssien on oltava nolla.

Hiukkasluvun-, energian- ja liikemaaran sailymislait voidaan kirjoittaa siis muodossa

9,N* =0, (3.26)

9,T" =0 . (3.27)

Nyt tiedetdan mitd muotoa hiukkasnelivirta ja energia-liikemadratensori ovat, joten

seuraavaksi ratkaistaan saadut yhtalot.
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3.4 Ideaalisen fluidin liikeyhtalot

Koska N* on nelivektori ja T" toisen kertaluvun tensori, sdilymislaeista saadaan
yhteensé viisi (5) yhtaloa. Hiukkasnelivirran siilymislaista (3.26)) saadaan (ks. liite

A1)

dn
dr
Tekeméllé oletus, ettd hiukkasmaara fluidielementissé pysyy vakiona, huomataan

etta

OuN" = — +ndu =0. (3.28)

ut'=—=—=80, (3.29)

joka madritelldan fluidielementin tilavuuden laajenemisnopeutena. 8:n avulla kaava
(13.28)) voidaan kirjoittaa
dn
OuN" = o +n0=0. (3.30)
Taméa voidaan tulkita niin, ettd hiukkastiheyden muutokset ovat verrannollisia

fluidielementin tilavuuden muutoksiin.

Energia-liikeméaratensorin sédilymislaeista (3.27)) saadaan
0,T" = 0,((e + P)utu”) — 0,(Pg") = 0. (3.31)

Voimme tarkastella nelinopeuden u* suuntaista ja sitd vastaan kohtisuoraa kompo-
nenttia. Nelinopeuden suuntainen komponentti saadaan ottamalla kaavasta
sen kanssa pistetulo ja kohtisuora komponentti saadaan operoimalla tahén projektio-
operaattorilla A" [5] [6].

de

T
du*
ABOLT = (e + P)di — VP =0, (3.33)
T

Kaavassa maariteltiin 3-gradientti V* = Agaﬁ = oM — u“d%. Kaavat ,
ja yvhdessa muodostavat ideaalisen relativistisen hydrodynamiikan lii-
keyhtélot, jotka ovat kdytdnnossda Eulerin yhtaldiden relativistinen vastine [5]. Saily-
mislakeja saatiin siis viisi (5) kappaletta, mutta liikeyhtdloissa on yhteensa kuusi
(6) riippumatonta muuttujaa: u*, n, ¢ ja P. Koska paine saadaan kuitenkin termo-

dynaamisessa tasapainossa ilmaistua muiden termodynaamisten suureiden avulla,
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P = P(n,¢), ideaalisen relativistisen hydrodynamiikan liikeyhtalot ovat téllaisenaan
suljettu [6]. Ideaalihydrodynamiikassa hiukkasia ja energiaa siirtyy vain konvektiolla

eli kulkeutumalla virtauksen mukana, joka aiheutuu paineen gradienteista fluidissa.

3.5 Entropianelivirta

Termodynamiikan ensimmaéainen padsaanto (2.9) voidaan kirjoittaa hiukkasnelivirran
ja energia-liikemaaratensorin avulla vektorimuotoon [5] 6 13} [14], jolloin voidaan

ratkaista entropianelivirta S*

1 c
aS* = Zu,dT* - %dN“ . (3.34)

Perinteinen relaatio (2.18|) saadaan palautettua kontraktoimalla tdma nelinopeuden
u, kanssa. Termodynaamisten relaatioiden vektorimuodot eivat sisalla enempéa
informaatiota kuin normaalit relaatiot, silld kontraktoiminen projektio-operaattorin
AP kanssa palauttaa triviaalit relaatiot 0 = 0. Entropianelivirralle saadaan kaavasta
(13.34) yhtalo

0,5" = ;uyﬁuT“y - %auj\w . (3.35)

Sailymislakien (3.26) ja (3.27)) avulla tiedetdan, ettd hiukkasnelivirran ja energia-
liikemadratensorin nelidivergenssit ovat nollia, josta seuraa suoraan myos entropian

sdilyminen ideaalifluidissa. Koska entropia ei kasva, sille saadaan yhtalo

d
0,5" = d—s Fs0=0. (3.36)
T
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4 Dissipatiivinen relativistinen hydrodynamiikka

Edellinen ideaalifluidin tapaus on yksinkertaistettu tilanne todellisuudesta. Oikeas-
ti yksikdan fluidi ei kayttaydy téaysin kuten ideaalifluidi. Seuraavaksi tarkastelen
tapausta, jossa fluidi on viskoosia ja siind tapahtuu lammon johtumista ja sekoittu-
mista. Taman johdosta hiukkasnelivirta ja energia-liikeméaratensori ovat erilaiset
kuin ideaalifluidille luvussa [3| Suljetun yhtaloryhmén saamiseksi esittelen tarvitta-
vat sidosehdot: tasapainotilan valinta, nelinopeuden méaritelméa ja entropian kasvu.
Niiden avulla ndytan, miten paadytaan relativistiseen Navier—Stokes-teoriaan, jossa

termodynaamiset suureet ja viskositeetti on yhdistetty liikeyhtéaloihin.

4.1 Hiukkasnelivirta ja energia-liikemaaratensori

Viskoosin fluidin tapauksessa oletus termodynaamisesta tasapainosta ei ole endé
pateva. Vaikka endd fluidi ei ole termodynaamisessa tasapainossa, halutaan kuiten-
kin, ettd kappaleessa johdetut termodynaamiset relaatiot ovat voimassa, kuten
oltaisiin yha termodynaamisessa tasapainossa. Maéritelldan fluidille fiktiivinen tasa-
painotila (merkitédén alaindeksilla 0), jossa hiukkastiheys on ng ja energiatiheys &.

Entropiatiheys voidaan maaritella tassa tapauksessa
So = So(€0,M0) (4.1)
ja paine kaavan (2.17) mukaan
Py = —eo + Thsg + peng - (4.2)

Koska fluidielementtien vélilld vaihtuu hiukkasia ja energiaa, tehddén hiukkasne-
livirtaan ja energia-liikeméaaréatensoriin dissipaatiota kuvaavat lisdykset. Hiukkasneli-

virtaan lisataan diffuusiota kuvaava virta § N#

N = Nl + 6N*" (4.3)
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INH = dnu* + nt | (4.4)

jossa alaindeksilld (0) merkitédén tensorin ideaaliosaa.  N* voidaan jakaa nelinopeu-

den suuntaiseen ja kohtisuoraan komponenttiin

on = u, 0N | (4.5)

= AN, . (4.6)

on on epéatasapainotilan aiheuttama pieni muutos fluidin hiukkastiheyteen ja n*

nelinopeuteen kohtisuora hiukkasdiffuusiovirta, jolle pétee
u,nt =0. (4.7)
Hiukkasnelivirta muodostetussa fiktiivisessa tasapainotilassa on nyt siis

N¥ = (ng + dn)u” +n* . (4.8)

Energia-liikeméaré tensoriin lisdtadn diffuusiotensori 67
™ = T(’fg + 0T . (4.9)
0T :n nelinopeuden suuntainen komponentti on
de = u,u, 0T, (4.10)

joka kuvaa epatasapainotilan aiheuttamaa pientd muutosta fluidin energiatiheyteen.
Nelinopeuteen kohtisuora komponentti voi koostua skalaarisuureesta, nelivektoris-
ta ja toisen kertaluvun tensorista, jotka toteuttavat ehdon . Luonnollisesti
A*:n verrannollinen, fluidielementin muutoksien aiheuttamaa painetta 0 P kuvaava

skalaarisuure toteuttaa ehdon. Méaaritelladn siis
1 v 1 wy —
6P - _gANV(ST - —P() - gAMVT — H ; (411)

joka tunnetaan viskoottisena paineena. Katsotaan sitten puhtaasti kokonaisenergian
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virtaamista kuten kaavassa (4.8)) méariteltiin hiukkasille, jolloin energianelivirta

voidaan kirjoittaa muodossa
u, T = (g9 + 0e)ut + h* | (4.12)
jossa h* on energiadiffuusiovirta, joka on my6s kohtisuorassa nelinopeuteen
u,ht =0 . (4.13)
Energiadiffuusiovirta maéaritellaan
h' = APugdTP = AlugT* . (4.14)
Liséksi ehdon (4.10)) voi toteuttaa toisen kertaluvun tensori 7#, jolle téytyy péateé

u, ™ =0, (4.15)

Ay =ml=0. (4.16)

Tensorin 7 on siis oltava jaljeton, symmetrinen ja kohtisuorassa nelinopeuteen.

Titd varten esitellddn kaksoissymmetrinen jiljetén projektio-operaattori A*® [6]
vaf 1 a AvB B Ava 1 v A af
AP = —(AFTAYP 4 AFPAYY) — AP AYP (4.17)
2 A3
joka toteuttaa ehdot
UMAWOOB = gWAWO‘ﬁ =0. (4.18)

Projektio-operaattorin A***# avulla 7#, joka tunnetaan leikkausjénnitystensorina,

voidaan maaritella
T = ALGST = ARITP (4.19)

Lopulta, vaatimalla symmetrisyys, diffuusiotensori 0T ja energia-liikemaaratensori

saadaan muotoon

5Tpl/ = 55’UJ’LL’LLV - HAMV + h/'uul/ + uuhlj + 7.‘./1«1/ 9 (420)
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TH = (g9 + de)ulu” — (Py + IT) A" + h*u” + u"h” + 7. (4.21)

4.2 Landaun sidosehdot

Fiktiivisen tasapainotilan valinta on periaatteessa mielivaltainen, silla tassa olevilla
suureilla ei valttdmatté ole suoraa fysikaalista merkitysté [6]. Valitaan tasapainotila
siten, etta fluidin hiukkas- ja energiatiheydet ovat samat kuin varsinaisen termody-
naamisen tilan vastaavat suureet, jolloin laskuissa voidaan kayttaa oikeita fysikaalisia

suureita n ja €. Vaaditaan, ettd on yhéa voimassa

n=u,N", (4.22)

e =u,u, T . (4.23)

Sidosehdosta (4.22)) ndhdaan, ettda on oltava

ng+on=n, (4.24)
Nt =nut 4+ n# . (4.25)
Sidosehdosta (4.23) saadaan
g0t+de=¢, (4.26)
T" = eutu” — (Py + II) A" + h*u” + u#h” + 7. (4.27)

Valitsemalla fiktiiviselle tasapainotilalle g = ¢, de = 0, ng = n ja on = 0, kappaleessa

esitellyt termodynaamiset suureet voidaan esittad myos n:n ja e:n avulla

Sp = 80(80,’00) = 80(8, n) s (428)

PQ = P0(50,7’L0> = Po(E,n) . (429)
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Nyt hiukkasnelivirralla ja symmetriselléd energia-liikemaaréatensorilla on yhteensa
neljatoista (14) toisistaan riippumatonta komponenttia, mutta u*, ¢, n, II, h* n* ja
T siséltavét yhteensd seitseméntoista (17) riippumatonta komponenttia, eiké nailla

tiedoilla kyeta tdysin kuvaamaan dissipatiivisen fluidin aikakehitysta.

Fluidissa tapahtuu samalla hiukkasten ja energian siirtymista ja kohtisuoraa
sekoittumista, joten nelinopeus ei ole enaé yksikasitteisesti méaritelty kuten ideaa-
lifluidin tapauksessa, silla ei ole mahdollista méaritella koordinaatistoa, jossa seka
energia- ettd hiukkasvirtausta ei tapahdu. Alykas valinta nelinopeudelle on mari-
telld se kokonaisenergian virtauksen (4.12)) mukaan, kuten Landau ja Lifshitz [5]

ehdottivat. Méaritelladn fluidin nelinopeus siis

1
ut = guyT‘“’ : (4.30)

Té&lla nelinopeuden valinnalla energiadiffuusiovirta h* on nolla, silld se siséltyy jo flui-
din nelinopeuden suuntaiseen energiavirtaukseen. Télloin energia-liikemaaratensori
on

T" = (¢ + Py + IDu'u” — (P + ) g™ + 7, (4.31)

Vaikka hiukkasnelivirta ja energia-lilkeméaaratensori ovat dissipatiiviselle fluidille
erilaiset kuin ideaalifluidille, patevat naille luonnollisesti silti yh& kappaleessa |3.3

johdetut sailymislait.

4.3 Dissipatiivisen fluidin liikeyhtalot

Kun hiukkasnelivirta ja energia-liikeméaratensori ovat kaavojen (4.25) ja (4.31))
muotoa, siilymislaeista saadaan yhtalot (ks. liite |A.2))

d
9, N = (TZ b+ Ot =0 (4.32)

d
1,0, TH = d—i +(e+ P +11)0 + w0, =0, (4.33)

du*
ARG T = (e + Py + H)ﬁ — VH(Py +1I) + ALO,m" =0 . (4.34)
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Kaavan (4.33]) viimeinen termi voidaan kirjoittaa 7**:n kohtisuoruuden (4.15) nojalla
muodossa

U, D, =~ u,, (4.35)

Termi d,u, voidaan jakaa erilaisia fluidielementin fysikaalisia muutoksia kuvaaviin
osiin

du,,
" dr

jossa madriteltiin fluidielementin leikkausmuutoksia kuvaava ¥, rotaatiota kuvaava

du,
Oy, = u + Vyuy, = “u% + W + O + Vi (4.36)

w ja tilavuuden muodon muutoksia kuvaava V*”

1 1
ot = §(V“u” + V') — §AW6 : (4.37)
1
wh = §<VMUV - VY ut) (4.38)
1
VI = A (4.39)

Antisymmetrisen w””:n ja nelinopeuteen kohtisuorassa olevan V*:n tulo leikkausjan-

nitystensorin 7#”:n kanssa on nolla, joten kaava (4.33) voidaan ilmaista muodossa

d
w9, T" = i e+ P+ I — oW =0. (4.40)

4.4 Entropian tuotto

Ideaalifluidille johdettu tasapainotilan entropiavirran kaava (3.35)) on yha voimassa,
koska dissipatiivisen fluidin tila on rakennettu kuten fluidi olisi termodynaamisessa
tasapainossa. Tassd tapauksessa hiukkasnelivirran ja energia-liikeméaaratensorin

ideaaliosien divergenssit ovat

0Nl = 9,N" — dnt . (4.41)

O.T1 = 9,1 + 0, (LA™ — 7). (4.42)
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Séilymislaeista tiedetdén suoraan, ettd 9,N* = 0 ja 9,7"" = 0, joten ideaaliosien

divergessit ovat nollasta poikkeavia.

]‘ v v luC
a#Ség) = ?Ou,ﬁ“(HA“ — ) + foaﬂn“
! . s (4.43)
= ?0(71'“ o —116) + 0, <T0n“) —nt0, (To) .

Nyt, kuten Landau ja Lifshitz [5] tekivat, muotoillaan kaavasta (4.43|) lauseke

He 1 v He
0 (Sty = fen) = (w0, — 18) o, () | (4.44)

josta varsinaisen epéatasapainotilan entropianelivirta S* voidaan méaritella

He
S = Sfy — ' (4.45)

Termodynamiikan toisen paasaannon nojalla systeemissa entropian taytyy kasvaa,

jolloin entropianelivirran divergenssin (4.44)) on oltava positiivinen

1 e
0,8 = (10, = T16) = ', <T> >0, (4.46)

0
4.5 Relativistinen Navier—Stokes-teoria
Jotta ehto entropian kasvusta saadaan téaytettya kaikissa tilanteissa, taytyy kaavan

(4.46)) jokainen yksittainen termi olla positiivinen. Vaaditaan siis, ettd termien

komponentit ovat lineaarisesti riippuvia siten, etta

T = 2not” | (4.47)
M= —¢h, (4.48)
v (%) . (4.49)

Positiiviset vakiot n ja ( tunnetaan leikkaus- ja tilavuusviskositeetteina ja s hiuk-

kasdiffuusiovakiona. Nailld ehdoilla entropian tuotto on kaavan (4.46)) nojalla aina
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positiivinen

1 1
9,8 = —— g, + —I1> — —n,n* >0, 4.50
H n H CTO K H ( )
silld symmetrisen tensorin 7#* ja skalaarisuureen II neliot ovat positiivisia ja paikan-

kaltaisen vektorin n* neli6 negatiivinen.

Relaatioiden (4.47)—(4.49) avulla liikeyhtalot (4.32)), (4.34]) ja (4.40) saadaan

muotoon P
e _p— n <“>)
i nf — 0, </{V 7.)) (4.51)
de y
E et R O+ 2000 (4.52)
du* " u B
(€+PO—€9>? =V (PO—QH) —2A68a(na ) . (453)

Nyt dissipatiivista relativistista fluidia kuvaavat liikeyhtdlot on saatu suljettua, joka
oli mahdollista hyodyntdmalld Landaun valintaa nelinopeudelle ja termodynamiikan

toista paasaantod hiukkas-, energia- ja litkemaédrian sailymislakien lisaksi.
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5 Paatanto

Yhtalot f ovat kaytdnnossa Navier—Stokes-yhtéloiden relativistinen vasti-
ne. Liikeyhtalot on rakennettu niin, ettd havidvin viskositeetin rajalla (k, ¢, n < 1)
ne redusoituvat ideaalisen hydrodynamiikan yhtaloihin.

Fysikaalisesti yhtalo kertoo kuinka fluidielementin tilavuuden muutokset
ja dissipatiiviset virrat vaikuttavat sen hiukkastiheyteen, seka kuinka kemiallisen
potentiaalin ja ldmpoétilan muutokset ajavat hiukkasdiffuusiota. Yhtalon mu-
kaan elementin laajeneminen ja leikkausviskositeetin aiheuttama lédmpeneminen
aiheuttavat energiatiheyden muutoksia. Yhtélo (4.53) vastaa Newtonin toista lakia,
fluidielementin kiihtyvyyden aiheuttavat paineen gradientit, joita tilavuusviskosi-
teetti vastustaa. Leikkausviskositeetti puolestaan vastustaa fluidin viereikkéisten
kerrosten vélista liiketta.

Huomataan, ettd relativistinen Navier—Stokes-teoria on luonnostaan epédvakaa
[15]. Termodynaamisten muuttujien gradientit aiheuttavat valittomaésti dissipatiivisia
virtoja eli teorian mukaan signaalien etenemisnopeus ylittda valonnopeuden. Klassi-
sessa tapauksessa asia voidaan yleensa sivuuttaa, mutta tdméa johtaa kausaalisuuden
rikkomuksiin relativistisen fluidin kuten QGP:n mallintamisessa, jossa gradientit
ovat lahtotilassa suuria.

Vuonna 1979 M. Israel ja J. M. Stewart [I3 14] kehittivit kausaalisen teo-
rian relativistisen Navier—Stokes-teorian pohjalta. Israel-Stewart-teoria sailyttad
kausaalisuuden lisddmaélla viskoottisen paineen II, hiukkasdiffuusiovirran n* ja leik-
kausjéannitystensorin 7*” luomiin vaikutuksiin sopivan relaksaatioajan, siten etté
pidemmaélld aikavalilld ratkaisut lihestyvit Landaun ja Lifshitzin teoriaa; IT =% —(6,
n* 2 kVH (e Tp) ja ™ T 2ot Tsrael-Stewart-teoria on kausaali ja vakaa, kun-
han relaksaatioajat on valittu tarpeeksi suuriksi [16]. Relativistinen Navier—Stokes
olettaa relaksaatioaikojen olevan nolla, eikd kuvaa QGP:n kayttaytymista oikein
ainakaan torméaysten alkuvaiheessa [17]. Se ei siis itsesséén ole kiytannossa kovin
hyodyllinen tyokalu QGP:n tutkimiseen, mutta oleellinen osa relativistista hydrody-
namiikkaa.

Téamén tutkielman avulla olen saanut laajentaa ymmarrystani relativistisesta
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hydrodynamiikasta ja osaltaan myos fysiikan historiasta ja tutkimuksesta. Toivon,

ettd aihe kiinnostaisi myos muita fysiikan opiskelijoita.
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A Yhtiloiden johto

Tassa luvussa kayn lapi yksityiskohtaisesti liikeyhtéloiden johdon sailymislaeista,
jotka esiteltiin kappaleissa [3.4] ja [£.3]

A.1 Ideaalisen fluidin liikeyhtalot

Nettobaryoniluvun siilymislaista (3.26|) saadaan

dat
O, N* = 0, (nut) = ut0,n + no,u = de” On + nb
dr Oxt (A 1)
dn '
=—+nd=0,
dr

jossa madriteltiin ¢ = 0,u* tilavuuden laajenemisnopeutena. Nettoenergian ja -
liikeméaéran sailymislaeista (3.27)) saadaan

0,T" = 0,((e + P)utu” — Pg"")
= uu'0,(e + P) + (e + P)u"0,u” + u” (e + P)out — ¢*0,P — PO,g""

_, (dx" (e + P) i dxt ou” , (A.2)
N (dT OxH +(E+P)8ﬂu>+(€+P)dT 83;-#_8]3_0

_ ,(de+P) du” v

=u ( o +(5+P)6>+(5+P) o —0"P=0.

Tarkastellaan kaavan ((A.2)) nelinopeuden suuntaista ja tdhén kohtisuoraa komponent-
tia kontraktoimalla se nelinopeuden ja projektio-operaattorin kanssa. Nelinopeuden

suuntainen komponentti on

d P du”
u, 0, T" = u,u” de+P) +(Ee+ P+ (e+ P)u,,i — u,0"P
dr dr
_d(e+ P) dP (A.3)
== +(e+P)I+0 I

de
dT+(5+ ) 0,
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ja nelinopeuteen kohtisuora komponentti

d P
Ag@aTO"B = (95 — w'ug)u’ <(5d+7) + (e + P)Q)
7 du’ 7 8
+ (e + P)(gs — u“ufg)ﬁ — (g — ul'ug)0” P
d(e + P) dut d
— o _ _ B g
e (D ) o () (o)
dut
. _ ’LL —
=(e+ P)—dT VHP ,
(A.4)

a

jossa méadriteltiin 3-gradientti V¥ = 0¥ — ut-.

A.2 Dissipatiivisen fluidin liikeyhtalot

Tehdéaan samanlainen tarkastelu séilymislaeille, kun kappaleessa [A.1] Sailymislait

saadaan muotoon
Oy N" = 0, (nut + nt)
n (A.5)

d
:E—i—n@jtﬁﬂn“zo,

0,T" = 0,((e + Py + I u v — (P + I)g"” + 7*)
=uwu'0y(e + Py +1I) + (e + Py + )"0, u” + u” (e + Fy + 1I)0,u”
— g"0,(Py+1I) — (P + 11)0,9"" + O, "

0 dxz" 0(e + Py + 1I)
n dr oxH

+(e+ P+ H)@WL)

dx* Ou”
it o _ p
+(5+P0+H)dT e (Py+1I) =0+ 0,m
dle + B+ 11 du”
— <(€d7_0)+(5+P0+H)0>—|—(5+P0—1—H) du;- —0"(Py + II) + 9,

=0.
(A.6)
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Nelinopeuden suuntainen komponentti on

d(e+ Py +10)

1, 0, T = u,u” ( I

+ (E+P0+H)0>

v

d
+ e+ PR+ H)ul,i —u, 0" (Py + 1I) + w, 0, 7"

d(e + Py + 11 " d(Py + 11 (A7)
— m_F(g_'_PO_FH)Q_._O_ M _ﬂ-l“/auuy
dr dr
de u
:%+<€+P0+H>9—O'W,7T :0,
jossa voitiin sanoa u, 0, ™ = -0, u, = —0,, ™" leikkausjannitystensorin 7 ja

nelinopeuden u* kohtisuoruuden perusteella. Sdilymislaista saatava nelinopeuteen

kohtisuora komponentti on

d(€+P0+H)

AuaaTOéﬁ: " B
0. = (6 — e (15

+ (€+P0+H)9>

d B
+ (e + Py + TI)(g% — w'ug) S — (g — uug)d®(Py + T0) + Ak, 7"

dr
— (uﬂ _ u#) (W + (5 + PO + H)Q) (AS)
dut d 5
+ e+ PR +1I) [ ———=0] = (0" —u'— | (P +1I) + ALOam*
dr dr

dut
= (e + Py +H)% — VH(Py +1T1) + A49,m? = 0,



	Tiivistelmä
	Abstract
	Esipuhe
	Johdanto
	Teoreettinen tausta
	Kvanttimekaaniset ja statistiset lähtökohdat
	Termodynamiikka
	Erityinen suhteellisuusteoria

	Ideaalinen relativistinen hydrodynamiikka
	Hiukkasnelivirta
	Energia-liikemäärätensori
	Säilymislait
	Ideaalisen fluidin liikeyhtälöt
	Entropianelivirta

	Dissipatiivinen relativistinen hydrodynamiikka
	Hiukkasnelivirta ja energia-liikemäärätensori
	Landaun sidosehdot
	Dissipatiivisen fluidin liikeyhtälöt
	Entropian tuotto
	Relativistinen Navier–Stokes-teoria

	Päätäntö
	Lähteet
	Yhtälöiden johto
	Ideaalisen fluidin liikeyhtälöt
	Dissipatiivisen fluidin liikeyhtälöt


