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LuK-tutkielma
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Tassa kandidaatin tutkielmassa johdattelen lukijan tutustumaan yleisen suhteel-
lisuusteorian kéasitteisiin ja notaatioihin. Tutkielmassa tutustutaan muun muassa
tensoreihin, Einsteinin yhtaloihin seké aika-avaruuden kaarevuuteen ja sitd kuvaa-
vaan metriikkaan. Yleiseen suhteellisuusteoriaan tutustumisen lisdksi johdan TOV
(Tolmann-Oppenheimer-Volkoff) - yhtélon ratkaisemalla Einstein yhtalot yleisessa
aikainvariantissa, pallosymmetrisessia metriikassa.

Sovellan TOV-yhtaloa myo6s valkoisten kéapididen ja degeneroituneen elektro-
nikaasun tapauksessa ja ratkaisen sen numeerisesti Python-koodilla. Ratkaisuna
TOV-yhtédloon saadaan valkoisen kdapion rakenne, ja useaa tdhted mallintamalla
saadaan valkoisen kaapion massa-sade relaatio, josta pystytaan lukemaan valkoisen
k&dapion maksimaalinen mahdollinen massa Chandrasekharin rajalla (noin 1.4 M,
jossa My, tarkoittaa Auringon massa). Tamén lisdksi vertailen relativistisen ja epére-
lativistisen hydrostaattisen tasapainoyhtalon eroa massa-siade relaation avulla seké

laskemalla eri teorioiden tiheysprofiilien vélisen suhteen.
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Abstract

Voutilainen, Antero

Hydrostatic equilibrium equation in general relativity in the white dwarf application
Bachelor’s thesis

Department of Physics, University of Jyvéskyla, 2023, [64] pages.

In this bachelor’s thesis, I introduce the reader to the concepts and notations of
general relativity. In the thesis, I will present, among other things, tensors, Einstein’s
equations and the curvature of space-time and the metric that describes it. In
addition to familiarizing myself with the general theory of relativity, I derive the
TOV (Tolmann-Oppenheimer-Volkoff) equation by solving the Einstein equations in
the general time-invariant, spherically symmetric metric.

I apply the TOV equation also in the case of white dwarfs and degenerate
electron gas and solve it numerically with a Python code. As a solution to the TOV
equation, the mass, pressure and density profile of the white dwarf is obtained. By
modeling several stars, the mass-radius relation of the white dwarf is obtained, from
which the maximum possible mass of the white dwarf at the Chandrasekhar limit
(approximately 1.4 M, where M, is the Solar mass) can be read. In addition to this,
the difference between the relativistic and non-relativistic hydrostatic equilibrium
equations are compared using the mass-radius relation and by calculating the ratio

between the density profiles of different theories.

Keywords: thesis, astrophysics, theory of relativity, cosmology, TOV-equation, white

dwarf
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1 Johdanto

Einsteinin vuonna 1905 julkaisema suppea suhteellisuusteoria ja vuonna 1915 jul-
kaisema yleinen suhteellisuusteoria ovat hyvin tunnettuja fysiikan teorioita, jotka
perustuvat ns. koko fysiikan keskeisimpédan periaatteeseen: suhteellisuusperiaattee-
seen. Suppea, toiselta nimeltdéan erityinen, suhteellisuusteoria kéasittelee inertiaali-
koordinaatistoja (staattisella nopeudella kulkeva koordinaatisto - ei kiihtyvyytta)
sekéd niiden kautta havaittavaa liikettd ja voimia. Fysiikan nykykésitys ajasta ja
paikasta laakeassa avaruudessa perustuu suppeaan suhteellisuusteoriaan. [1]

Tassa tutkielmassa perehdytaan kuitenkin syvemmin yleiseen suhteellisuusteo-
riaan seké sen sisdltdmiin notaatioihin, termeihin seka fysikaaliseen merkitykseen.
Yleinen suhteellisuusteoria (eng. General relativity, GR) selittdd, kuinka massa
kytkeytyy painovoimaan Einsteinin yhtél6iden mukaan ja aiheuttaa neliulotteisen
aika-avaruuden kaarevuuden. Yleinen suhteellisuusteoria tunnetaan siis yleisena
gravitaatioteoriana ja se on luonut pohjan nykyajan kosmologialle seka avaruuden
tutkimukselle nykyaikaisin metodein. [2]

Yleinen suhteellisuusteoria siséltdd runsaasti matemaattista formalismia [3], jota
esittelen téssa tutkielmassa ennen varsinaiseen aiheeseen siirtymistd. Matemaattisen
formalismin esittelyn jalkeen siirryn avaruuden kaarevuuteen, metriikkaan, monis-
toihin, Einsteinin yhtal6ihin sekd muihin yleisesta suhteellisuusteoriasta tuttuihin
kéasitteisiin. Lopulta ratkaisen Einsteinin yhtalot analyyttisesti yleisessa, aikainva-
riantissa ja pallosymmetrisessd metriikassa, josta saadaan Einsteinin yhtaléiden
ratkaisuksi relativistinen hydrostaattinen tasapainoyhtalo, Tolman-Oppenheimer-
Volkof-yhtalo (TOV-yhtélo). Tamaén lisédksi palaan hieman takaisin ja johdan myos
newtonilaisen teorian hydrostaattiselle tasapainoyhtalélle TOV:n avulla. Hydrostaat-
tista tasapainoyhtédlod voidaan siis soveltaa erindisiin astrofysikaalisiin kappaleisiin,
kuten téahtiin.

Lopuksi sovellan hydrostaattista tasapainoyhtaloa téhtityyppiin nimelta valkoinen
kaapio. Sovelluksessa ratkaisen TOV:n numeerisesti degeneroituneen elektronikaasun
tilanyhtalolld, josta valkoiset kdapiot koostuvat, ja josta saadaan ratkaisuna valkoi-

sen kadpion massa-, paine- ja energiatiheysprofiilit. Energiatiheysprofiilin ratkaisun
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avulla vertaan relativistista sekd newtonilaista teoriaa keskendan. Yhden tahden
mallintamisen liséiksi mallinnan tédhtityyppia usealla eri keskipisteen energiatihey-
della, josta saan ratkaistua massa-séide relaation seka havainnollistettua valkoisten
kaapiciden luonteen olevan pédosin eparelativistinen ja teorioiden erojen olevan
hyvin pienia, mutta merkityksellisid tahden maksimimaalisen mahdollisen massan
maéarittelevin Chandrasekharin rajan (noin 1.4 M, jossa M, tarkoittaa Auringon
massa) lahialueella [4]. Valkoisten kdapiéiden energiatiheyden ratkaisuiden suhdet-
ta vertailemalla huomaan myos, ettei Chandrasekharin rajan ldhistolla teorioiden

antamien ratkaisuiden suhde ole taysin triviaali.
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2 Suhteellisuusteorian perusteet

Téassé osiossa esittelen yleisen suhteellisuusteorian matemaattisen formalismin pe-
rustaa seké yleisen suhteellisuusteorian antamat Einstein-yhtalot, jotka kuvaavat
avaruuden kaarevuutta ja painovoimaa. Osio perustuu vahvasti lahteeseen [3]. Taméan
lisiksi syventavaa materiaalia loytyy lahteesté [5] seka yksinkertaistettua teoriaa 16y-
tyy lédhteestd [6]. Alkuperdinen Einsteinin julkaisu: "The Foundation of the General
Theory of Relativity” on saatavilla lahteesta [7].

2.1 Notaatiot

Mainitsen téssé vaiheessa lyhyesti yleisesti suhteellisuusteoriassa puhuttavasta notaa-
tiosta: Einsteinin notaatiosta. Einsteinin notaatio on lyhennys summamerkinnéasta ja
tarkoittaa sita, ettd mikéali jokin indeksi toistuu, niin sen yli summataan seuraavasti

riippuen, onko indeksi kreikkalainen vai latinalainen:

3
AoB+ A \B'+A,B*+ A3B*=Y A,B"=A,B" ; «a,8,7...=0,1,2,3
v=0
3 . .
AlBl+AgBQ+A3B3:ZAZ'BZEAZ‘BI ; a,b,c,...:1,2,3
=1

Yleensa suhteellisuusteorian laskuissa kaytetdan myos yleensa konventiota, jossa
redusoitu Planckin vakio ja valonnopeus on asetettu arvoon yksi, A = ¢ = 1. Eins-
teinin summaussadnnon lisaksi on hyva esitella suhteellisuusteoriassa esiintyvien
geometristen objektien, kuten vektoreiden, notaatioita. Euklidisessa avaruudessa
vektorit méaritelladn yksinkertaisimmillaan pisteend tai "nuolena” karteesisessa koor-
dinaatistossa. Tamé maaritelmé ei yksin riita yleisen suhteellisuusteorian pohjalle,
joten maaritelladn vektorit, dualivektorit seka tensorit tarkemmalla geometrisella
madritelmalld Minkowskin (merkitédén M) avaruudessa, josta on mydhemmin helppo
siirtyd muihin yleisempiin aika-avaruuksiin, toisin sanoen monistoihin. Monisto on
aika-avaruus, joka voidaan jakaa pieniin palasiin ja kartoittaa R™ - avaruuksiin seké

yhdistaa jatkuvalla differentioituvalla tavalla. [3]
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Vektorit on tiarkeda méaritelld koordinaateista riippumattomalla tavalla. Maari-
telladn vektorit siis Minkowskin avaruudessa jonkin mielivaltaisen parametrisoidun

jatkuvan kédyran suuntaisderivaattana. Olkoon kayré
c:R— M, c(N) € M, (1)

jossa ¢ on maaritelty kdyrd ja A kdyrdaparametri. Kayran ¢ avulla voidaan nyt

maaritella vektorioperaattori

v=—= =M = vMe(, (2)

jossa v# ovat vektorin komponentit ja € ovat kantavektorit. Vektori v on siis
operaattori, joka operoi funktioihin v(f) : M — R ja antaa talléin sille annetun
funktion f derivaatan kiyrdé c(\) pitkin. Vektori on nyt itsessdén invariantti Lorentz-
muunnoksissa, mutta sen kantavektorit eivit ole. Kuitenkin kantavektorit voidaan
muuntaa normaalisti Lorentz-muunnoksen avulla riippumatta siita, mitka vekto-
rin numeeriset komponentit ovat. Vektorit siis muuntuvat Lorentz-muunnoksessa

seuraavanlaisesti:
ZU'U/ — AV'LL/ZUV — .TV, é(yl) — A”V’é\(ll) (3)
Maéaéritellaan vektoreiden lisiksi duaalivektorit.
w = wydz” = w,HW, (4)

jossa dxt = 6 on duaalikantavektorit ja w, on duaalivektorin komponentit. Duaa-

livektori muuntuu Lorentz-muunnoksissa seuraavanlaisesti
30 )
wul - AVM/WV, 9 Pl = Apo./e 7 . (5)

Tensorit ovat matemaattisia olioita, jotka kuvaavat esimerkiksi voimia, geometrioita
tai vastaavia suureita. Olennaisesti tensorit suhteellisuusteoriassa ovat multilineaarisia
kuvauksia kollektiivista k& duaalivektoreista ja | vektoreista R:néén. Tensorin (k, 1)

komponentit koordinaattikannassa saadaan operoimalla tensoria kantavektoreila ja -
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duaaleilla [3]

THL B = T(dl"uly e 7d$uk7 auu e 781/1)‘ (6)

V1Y

Intuitiivisesti vektoreita voidaan ajatella normaaleina sarakevektoreina ja duaalivekto-
reita rivivektoreina. Tensorit ovat puolestaan intuitiivisesti moniulotteisia taulukoita.

Vektoreista paastaan duaaleihin ja takaisin operoimalla niita metriikalla:

gHVAV = A'ua g/wBV = B/u (7)

jossa g,,, g"” on metriikka ja kadnteismetriikka seka A on mielivaltainen duaali ja
B vektori. [3]

2.2 Avaruuden kaarevuus ja formalismi

Newtonilaisessa fysiikassa tiedetdén, etta jonkin kappaleen gravitaationaali- ja iner-
tiaalimassat ovat samat, m; = m,. Tama periaate tunnetaan Heikkona Yhtasuuruus-
Periaatteena, tai toisin sanoen WEP:in4 (eng. Weak Equivalence Principle, WEP)
[3]. Newtonin toinen laki sanoo, ettd johonkin kappaleeseen kohdistettu voima on

suoraan verrannollinen kappaleen inertiaalimassaan ja kiihtyvyyteen
F = mya. (8)

Inertiaalimassa on olennaisesti vastus, joka koetaan kun kappaleeseen kohdistetaan
voima. Nyt Newtonin gravitaatiolaki voidaan kirjoittaa gravitaatiopotentiaalikentan,

®, gradientin avulla
Fy=-m,Vo, (9)

josta voimme nédhda suoraan WEP:in nojalla, etta vapaasti putoavalle mielivaltaiselle

kappaleelle sen kiihtyvyys on gravitaatiopotentiaalikentan gradientti
a=—Vo. (10)

Tasta voidaan paatella aika-avaruudessa olevan kayria, joita pitkin mielivaltaiset

kiithdyttaméattomat kappaleet kulkevat. Naita kayrid kutsutaan inertiaaleiksi (tai
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"vapaasti putoaviksi') liikeradoiksi. Myohemmin naita liikeratoja kutsutaan myos
geodeeseiksi, joka on olennaisesti méaritelméa lyhyimmaélle matkalle kahden pisteen
valille aika-avaruudessa. Tasta paastaan suoraan paatelmaan, ettd massa kaareuttaa

aika-avaruutta ja tdmé kaarevuus tunnetaan gravitaationa. [3]

Kaareutunutta aika-avaruutta kuvataan monistoilla. Differentioituvat monistot
ovat yksi fundamentaaleista matemaattisista ja fysikaalisista konsepteista. Yleenséd on
totuttu analysoimaan n- dimensioista Euklidista avaruutta, R™ ja sen ominaisuuksia,
kuten laakeaa ja positiivisesti méariteltya n-dimensioista metriikkaa komponenteilla
d;j. Buklidisten avaruuksien lisaksi on kuitenkin olemassa muitakin avaruuksia,
kuten pallo tai torus, jotka kasitetadn "kaareutuneiksi” tai muuten topologisesti

monimutkaisiksi avaruuksiksi joihin halutaan kiayttaa tunnettuja tyokaluja. [3] [5]

Monisto madritelladn siten ettd monisto vastaa avaruutta, joka voi olla kaareutu-
nut tai topologisesti monimutkainen, mutta lokaaleissa alueissa se nayttaa R™:1ta
sekd on jatkuvasti differentioituva. Monistot siis konstruoidaan sitomalla yhteen
niita avaruuden lokaaleja osia. Ehtona télle on se, ettd lokaalien osien dimensiot
vastaavat toisiaan, jolloin monisto on n-dimensioinen. Esimerkkeja monistoista on

muun muassa: R™, n-pallo (S™) seké n-Torus (7). 3] [5]

Matemaattisesti monisto ei kaipaa metriikkaa, mutta metriikka on kuitenkin
madritelty moniston ylimaaréiseksi rakenteeksi kuvaamaan sen geometriaa. Yleisessé
suhteellisuusteoriassa kasitellaian monistoja, jotka on varustettu metriikalla, joka

kuvaa gravitaatiota. Metriikka mééritelldén symmetrisend (0,2) tensorina

goo Ygo1 YGo2 Go3

g = guda' ®dx" = Jgio 911 Y12 Y13 | )

g20 G211 G22 G223
g3 931 Gg32 933

jolle patee

det(gu) # 0, (12)
ja

glwg,m/ = g)\ag)\g = 557 (13>
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jossa g"” on kaédnteismetriikka ja 0% on Kroneckerin delta, jolle patee 6% = 1, kun
o = u, muulloin se on nolla. Metriikalla on yleisessa suhteellisuusteoriassa tarkeé
rooli. Metriikalla on monia sovelluksia, joita esimerkiksi lueteltuna: Metriikka antaa
menneisyyden ja nykyisyyden kéasitteen; Metriikan avulla voidaan laskea matkan
pituus ja ominaisaika; Metriikka maarittelee lyhyimméan matkan kahden pisteen
valilla, geodeesit, ja néin ollen testihiukkasen liikkeen; Metriikkka korvaa newtonisen
gravitaatiokentén ®; Metriikka antaa lokaalin inertiaalikehyksen késitteen ja sita
myo6ten pyorimattomyyden tunteen; Metriikka méarittelee kausaliteetin maaritta-
malléd valonnopeuden suurimmaksi nopeudeksi, milld mikaén signaali voi kulkea;
Metriikka korvaa Newtonin mekaniikan Euklidisen kolmiulotteisen pistetulon. [3]
Metriikka antaa pituuden méaritelman halutussa aika-avaruudessa. Usein tamé

esitetddn viivaelementin avulla
ds® = g, datdx”, (14)

joka voidaan esittaéd esimerkiksi "normaalissa” laakeassa aika-avaruudessa Minkows-

kin metriikkana:

ds* = dt* + da® + dy* + dz* = diag(—1,1,1,1) = =N (15)

o O = O
o = O O
= o O O

Teknisesti metriikka ja viivaelementti eivéit ole tasan sama asia, mutta se on kui-
tenkin yleisesti hyvaksyttya. Viivaelementti voi nayttaa hyvin erilaiselta Minkowskin
metriikkaan verrattuna riippuen siitd millaisessa avaruudessa liikutaan seké siita,
ettd millaisia approksimaatioita tehdéan laskujen ratkaisemiseksi. Metriikan ohella
yleisen avaruuden kaarevuutta kuvaa koordinaateista riippumattomat Riemannin
kaarevuustensorit. [3] Aika-avaruuden kaarevuuden todennuksen jélkeen seké intui-
tiivisen ajatuksen luomisen jélkeen kaarevuudesta on mahdollista formalisoida edella
esitetyt konseptit kuvaamaan aika-avaruutta. Olennaisimmat termit aika-avaruuden
kuvaamiseen ovat Christoffelin konnektio, kovariantti derivaatta sekd Riemannin
tensori. Néiden liséksi olennainen osa formalismia ovat geodeeesit, joita ei kyllakdan
tassd tutielmassa késitelld. [3] Kaarevan avaruuden kaikki ilmenemismuodot liitty-

vat vahvasti termiin nimeltd konnektio. Konnektio yleisesti antaa kasityksen siité,
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kuinka viereisten tangenttiavaruuksien vektoreita relatoidaan keskenédan. Christof-
felin symboli (kdytetdédn myos termid Christoffelin konnektio) saadaan metriikasta

laskemalla

1
L = 39 (usio + Ouion = Do) (16)

Vaikka Christoffelin symboli nayttda tensorilta, sité se ei ole. Taméan vuoksi sita
sanotaan “objektiksi” tai "symboliksi”. Fundamentaalisti konnektioita kaytetadn
kovariantin derivaatan (V) méérittelemiseen ja laskemiseen. Kovariantti derivaatta
on olennaisesti yleistys osittaisderivaatasta. Vektorikentan kovariantti derivaatta

saadaan laskemalla
V,VY=0,V¥ + FZUV". (17)

Muunlaisten tensoreiden kovariantit derivaatat saadaan samantyylisilla ilmaisuil-
la. Konnektio ilmaantuu myos geodeesiyhtalossa, joka on yleisilmaus lyhyimmélle
matkalle kahden pisteen valilla. Lopulta viimeinen tarvittava tekninen esitys kaa-
revuudelle siséltyy Riemannin tensoriin, (1, 3) tensori, joka saadaan konnektioiden
avulla laskemalla
A A

Rguu = aﬂl—‘llj)a - aVF//iJ + FZ)\FVO' - FgAFuU‘ (18)
Kaikki tarvittava tieto avaruuden (tai moniston) kaarevuuteen liittyen saadaan
Riemannin tensorista. Tensori haviaa vain silloin, kun metriikka on taydellisen laakea.
Suhteellisuusteorian Einsteinin yhtalot puolestaan yhdistaviat Riemannin tensorin

tietyt komponentit energia-liitkemééra tensoriin. [3]

2.3 Einsteinin yhtialot

Einsteinin yhtélot ovat yksia tarkeimpia yhtaloita suhteellisuusteoriassa, silla Fins-
teinin yhtalot kuvaavat sitéd, miten metriikka kytkeytyy energiaan ja liilkemaéaraan.
Niilla Einsteinin yhtaloilla voidaan ratkaista esimerkiksi massa-energia-jakauma
tietynlaisessa avaruudessa tai painvastoin, millainen avaruus seuraa tietystéd massa-

jakaumasta. Einsteinin yhtalot voidaan johtaa monella tavalla. [3, |7] Einstein itse
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johti yhtélot etsimélld korvaajan Newtonin potentiaalin Poissonin yhtélolle
V20 = 47Gp. (19)

Kayttamalla tietoa, etta uudessa yhtélossa taytyy olla jokin tensori, joka koostuu
metriikan toisista derivaatoista ja on suoraan verrannollinen energia-liikemaara

tensoriin
[V2g]wf X T, (20)
voidaan valita metriikan kenttéayhtaloksi arvaus
G = KT),,. (21)

Tasté ratkaisemalla vakion x arvon seké tarkastamalla antaako arvaus Newtonisen

gravitaation yhtalon Newtonilaisella rajalla voidaan johtaa Einsteinin yhtalot
1
G =R, — §Rgm, = 81GT ), (22)

jossa G' on Newtonin gravitaatiovakio, R, on Riccin tensori, R on Riccin skalaari ja
T, on energia-liikemaara tensori. Riccin tensori saadaan kontraktoimalla Riemannin
tensorin, yhtalo , ylin indeksi keskimmaéisen alaindeksin kanssa, jolloin saadaan
Riccin tensorille yhtalo
A A A A A

R/W = RMAV = a)\Fuu - 87/]‘—‘)\“ + F/\U Zu - FVO’ Ku' (23)
Riccin tensori on siis 4x4 - matriisi, joten silla on yhteensa 16 komponenttia. Rie-
mannin tensorille patee symmetria ensimmaisen ja kolmannen alaindeksin vaihdon
suhteen

R = R3A# = Ro1 = Ry, (24)

UV

joten lopulta Riccin tensorin laskemiseen riittad kymmenen komponentin laskeminen.

Yksi Riccin tensorin komponentti lasketaan Einsteinin summausséénnon (osio [2.1))
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mukaan

R;);)\V = R/(,)LOZI + R/.ll,llj + Rin/ + Rz3l/' (25>

Riccin skalaari saadaan ottamnalla jalki Riccin tensorista metriikan suhteen
R = ¢"R,,. (26)

Néama yhtalot kertovat, miten aika-avaruus kytkeytyy energia-liikeméaaréaan. Toinen,
modernimpi tapa johtaa Einsteinin yhtélot on aktion ja yleisten liikeyhtéloiden avulla.
Energia-liikeméaéra -tensori on tensorillinen méére fysiikassa, joka kuvaa energian
ja liikkemadrdn vuota aika-avaruudessa. Liséda tietoa aktiosta ja Riccin tensorista

esimerkiksi lahteissa [3] |§].
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3 Hydrostaattiset tasapainoyhtalot

Tavoitteena téssé osiossa on ratkaista Einsteinin yhtélot pallosymmetrisessé aikain-
variantissa metriikassa. Tuloksena ratkaisusta saadaan relativistinen hydrostaattinen
tasapainoyhtél6 tdahdille, toisin sanoen Tolman-Oppenheimer-Volkoff -yhtélo (TOV-

yhtélo). Osioon on otettu mallia lahteesta [3].

Ratkaisua varten lasketaan Riccin tensori ja Riccin skalaari, joiden avulla méaéa-
ritetddn Einsteinin tensori. Tamén jalkeen aineelle oletetaan ideaalifluidin energia-
lilkeméara tensori seké ratkaistaan Eisnteinin yhtaloista saatava neljan yhtalon
yhtaloryhma.

Osiossa pyrin selittdmédan TOV:n johdon mahdollisimman ymmarrettavasti. Ta-
méan nojalla osioon siséllytédn jonkin verran esimerkkilaskuja, joista osa on laskettu
késin. Suurimman osan vélituloksista kuitenkin laskin myods symbolisesti lasken-
taohjelmalla. Vélituloksia vertasin myos kirjallisuudesta [3] 16ytyviin tuloksiin ja
yhtéloihin.

Lopuksi johdan viela epéarelativistisen Newtonilaisen hydrostaattisen tasapainoyh-
talon TOV:n avulla. Molemmat hydrostaattiset tasapainoyhtélot on johdettu myos

esimerkiksi léhteissé |9, |10].

3.1 Pallosymmetrinen ja aikainvariantti aika-avaruus

Yhtalon (14) mukaan yleisen, aikainvariantin ja pallosymmetrisen metriikan viivaele-

mentti on muotoa [3]
d82 — _€2a(r)dt2 + eQB(r)er + T2dQ2, (27>
jossa dQ2? tarkoittaa kulmaosaa

dQ? = db® + sin®(0)d¢?, (28)
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jossa a(r) ja B(r) mielivaltaisia siteestd riippuvia funktioita, kiytetddn myohemmin

my0s pelkistettya a ja § -merkintaéd. Tésta saadaan siis metriikan komponenteiksi

2a
Joo = —€ 7,
2
g11 :eﬂa
2
go2 =T,

gss = 12 - sin?(6).

Tarkennuksena sanottakoon, etté indeksien tapauksissa péatee merkinnét

0=t = Oy = 04,
l=r = 0, =0,
2= = Oy = O,
3=2¢ = 03 = 0.

Kun etsitdaan metriikalle ratkaisuja, niin otetaan osiossa|2.3|esitetyt Einsteinin yhtalot

(22) ja ratkaistaan tarvittavat suureet. Lasketaan Riccin tensorin ensimméinen

komponentti, Ry, mahdollisimman auki esimerkein. Néin ollen yhtaloista (23)) ja

saadaan

o

Ry = RSAO = aAFSo - 80F§0 + Fiargo - Péa A0
= [aorgo — 9oLy + Lo, TG0 — Fgargo] + [81Féo — 9oL} + 1, TG — I‘(l)UFfO]

+ |08 — 0TS + T3,T — T3,T% | + [Ty — OoTSy + T4, T — T8, T%).
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josta saadaan o:n yli summaamalla lopulta

Roo =| 00T — 06Ty
+(I‘80F80 + T9Thy + TT8 + T%T8 ) = (Dol + Tl + T0% + T8I )|
‘*‘{ — o'y
+(FioF80 + ThIly + Tl + T ) = (Tho% + Thlg + T + Tl )

+(ThoS -+ Thh + Pl + Tyt ) — (T30 + ThTly + ThT% + ThI%

(Tl + Ty + Tl + T ) — (ThT% + ThIhy + Tl + Tl ) |

Tastd ndhdédan suoraan, ettd Christoffelin symboleita on 34, jotka téytyisi laskea.

Kuitenkin huomaamalla symmetrian
v, =17, (29)

avulla symboleiden maéra vihenee 25:een kappaleeseen. Yhtélosta saadaan las-
kettua tarvittavat Christoffelin symbolit. Laskujen helpottamiseksi on hyvd huomata,

ettd metriikan ollessa diagonaalinen
G = diag( — e P 2 2 Sin2(9)>, (30)

sen kadnteismetriikka muodostuu diagonaalikomponenttien kdédnteisluvuista

_ ( 1 1 1 1 ) (31)
ia —— .

8\ Ze2a 6287 127 12 5in 2(0)
Talloin Christoffelin symbolin yhtalossa esiintyva o summautuu {0, 1,2, 3}, mut-
ta nyt o saa saman arvon kuin A, koska kaikki muut kdanteismetriikan komponentit

ovat nollia, g" = 0, kun p # v. Yhtalosta saadaan siis laskettua konnektiot
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seuraavasti

1
F(1)0 = 5900 (algoo + dogo1 — 80910)
L 0o
=—q "0
29 1900
i
2 g2

= O1a(r).

— 2e%0

Vastaavasti laskemalla huomataan, ettd suurin osa konnektioista on triviaaleja ja

lopulta ainoat vaadittavat ei-triviaalit konnektiot Riccin tensorin laskuun ovat

Y, = da, Iy = e #0a,
T
F%l = (915, F%2 = _QTB’
rsin?(6) (32)

1
Fila?):_ Fglzrglz;v

e 7
I, = —cos(#) sin(f), Ti, = cot(h).

Nyt Riccin tensorin ensimmaisen komponentin lasku sievenee huomattavasti triviaa-

lien konnektioiden supistuessa pois muotoon

Rop = alrcl)o + Pilrtl)o - Féorgo + Fglrtl)() + Pglrtl)o

= 20728 (8104)2 + 2roia — 0101 B + 0%04

Loput Riccin tensorin ei-triviaalit komponentit saadaan vastaavasti:

2
Ruy = (@) + 222 1 9,00, ~ 30,
1
R22 = %[625 —T81a+7’816— 1],
(&
s 02
R33 = Sln@ﬁ(e) [GQﬁ — 7“81(1/ + 7“615 — 1] .

Téasta on helppo huomata, ettd Riccin tensori on diagonaalinen ja télloin Riccin
skalaari saadaan yhtéalon avulla muotoon

2
R = oy {626 —r?(01a)® + 2101 B + 7"8104(7“815 — 2) — 1?0 — 1}
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Tarvittavien tulosten avulla voidaan siirtya ratkaisemaan Einsteinin yhtaloita .

3.2 Tolman-Oppenheimer-Volkoff -yhtalo

Nyt Tolman-Oppenheimer-Volkoff -yhtélon johtoa varten ratkaistu Riccin tensori ja
Riccin skalaari voidaan sijoittaa metriikan kanssa Einsteinin yhtéloihin (22)), josta
saadaan Einsteinin tensori. Einsteinin yhtédloiden oikealle puolelle sijoitetaan
ideaalifluidin méaraama energia-liikemaéra tensori, jolloin saadaan neljan yhtalon

yhtaloryhma, joka lopulta voidaan ratkaista.

Mallinnettaessa tdahted, sen voidaan olettaa koostuvan ideaalifluidista tietyssa
elaménkaaren vaiheessa, jolloin Einsteinin yhtéloissa esiintyva energia-litkem&ara

-tensori maaraytyy yhtalon

T = (p+p)UU, + pgyu (33)

mukaan [3]. Yhtalossé p(r) = p on tdhden energiatiheys siteen funktiona, p(r) = p on
tahden sisdinen paine sateen funktiona ja U, on nelinopeus valittuna ajanlaatuiseen

suuntaan. Nelinopeuden maéaritelmisté lepokoordinaatistossa
g UMU" = —1, (34)
jossa U = (1,0,0,0), seuraa, ettd nelinopeus saa muodon
= U, = (e%,0,0,0). (35)

Nyt energia-liikemééara -tensorin komponentit saadaan laskettua suoraan yhtalosta

(33):

Too = (p + p)UsUs + pgoo
= (p+p)e*® + p(—€**)

= pe’a.
Vastaavasti muut komponentit laskemalla saadaan energia-liikeméaré -tensoriksi

T,,, = diag(pe®®, pe?®, pr, pr sin(0)). (36)
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Taman jalkeen sijoitetaan Riccin tensori, Riccin skalaari, metriikka ja energia-

litkemadra tensori Einsteinin yhtaloihin (22)
1
R, — §Rg,w = 8nGT,,, (37)

josta saadaan kolme toisistaan riippumatonta yhtaloa komponenteille tt, rr, 06 seké

00-yhtalosté riippuva ¢¢. Einsteinin yhtaloista saadaan siis yhtaloryhma

tt - 2 [626 +2r1 3 — 1] = 8rGp, (38)

IT 3,28 { — e 1 2r01a + 1} = 887G, (39)
1 _

00 - 6218 [(8104)2 + w — 8104016 + 8%04 = 87TGp, (40)

jossa neljas ¢¢-yhtalo voidaan jattda huomioitta Einsteinin tensorin komponentin
Gy = sin?(0)Ggy sekd energia-liikeméari -tensorin Tys = sin?(0)Tpy riippuvuuk-
sien vuoksi. Néissd kolmessa yhtélossa on nelja vapausastetta, a(r), B(r), p(r) ja
p(r). Tésté voidaan huomata, ettd tt-komponentin yhtalo riippuu vain 5(r) ja p(r)

funktioista.

Lahdetééan eliminoimaan vapausasteita maarittelemdlld funktio m(r), jolla korva-

taan [B(r) siten, ettd

r—re=29) 28 2Gm(r)1!
= =|1-—" 41
m(r)= " e = |1 - 0 (a1)
jolloin metriikka (27)) saadaan muotoon
-1
ds? = —e*Mdt? 4 [1 - QGTm(T)] dr? + r*dQ>. (42)

Tastd metriikan muodosta huomataan, ettd sen rr-komponentti g, on selva yleistys
Schwarzschildin metriikasta, joka kuvaa aika-avaruutta pallosymmetrisen ulkopuolella
ja jolle m(r) = M = vakio. Nyt sijoittamalla yht&alo tt-yhtaloon , saadaan

se sievennettya muotoon

(Z:L = dnpr?, (43)

jota integroimalla energiatiheyden yli sdteen suhteen voidaan identifioida m(r)-
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funktio massaksi

m(r) = 4 /Or p(r)rdr’. (44)

Nyt voidaan kuvitella tahti, jonka sdde on R ja jonka jélkeen ollaan Schwarzschildin
metriikan kuvaamassa tyhjiossa. Jotta Einsteinin yhtaloiden ratkaisu on fysikaalisesti
jarkeva, taytyy metriikan tahden sisapuolella ja ulkopuolella olla yhtenevét, joten
tahden rajapinnalla ei saa olla epajatkuvuuksia. Tasté seuraa, ettd tahden massa

(Schwarzschildin massa) taytyy saada integraalista
R
M = m(R) = 4n / p(r)rdr. (45)
0

Tama voidaan siis fysikaalisesti tulkita massana jonkin maaratyn (tai mitatun) séteen

sisalla.

Téahden massan identifioinnin jalkeen rr-komponentti voidaan Kkirjoittaa
m(r):m avulla muotoon

da Gm(r) 4+ 4nGrip

= 46
dr r[r — 2Gm(r)} (46)

A0-komponentin yhtaloa on epakaytannollista soveltaa suoraan, vaan sovelletaan
jatkuvuusyhtaloa viimeisen vapausasteen eliminoimiseksi, jolloin saadaan relaatio a:n
ja p(r)m vilille. Jatkuvuusyhtalo kertoo, ettd energia-litkemééra tensorin kovariantti

derivaatta on nolla [3]
V,.T" = 0. (47)

Kovariantti derivaatta saadaan johdettua tensorille yhtalon ((17)) mukaan (johtoa
ei kdyda téssé tarkemmin lépi), jolloin (0, 2) tensorille kovariantti derivaatta saa

lopulta muodon
VT = 9,T" + T, T + T, T = 0. (48)

Talla yhtalolla on nelja komponenttia, yksi jokaiselle v:lle. Laskua varten tarvitaan
siis energia-litkemaéra -tensorin kadnteistensori seka aiemmin lasketut Christoffe-

lin symbolit . Energia-liikeméaara -tensorin kdanteistensori saadaan laskettua
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operoimalla sitd kaanteismetriikalla yhtélon mukaan
™" = g"*g" T, (49)

Esimerkkinéd ensimméinen 7% komponentti

. 1 7% 50 P
T — g0 g0y = ¢%g%0T, = {_620[] pe? = £

Vastaavasti yhtalolla laskemalla saadaan kédanteinen energia-liikemaéra tensori
muotoon
. P P P p
™ =d <,,,). 50
18\ g2a” 287 2 2 sin?(6) (50)
Nyt voidaan laskea jatkuvuusyhtalon komponentit. Esimerkkilasku lasketaan
tt-komponentille termi kerrallaan. Valitaan siis v = ¢ = 0. Télloin yhtalon (48))

ensimmainen termi on
a’uT,u(J — aOTOO + alTl(] + 82T20 4 83T30 — aOTOO — 0’

jossa ei-diagonaalitermit, 7%, on automaattisesti nollia, sekd 7% komponentin aika-

derivaatta on nolla. Toinen termi
DT =TT = Ty + Do + T3 + Fgo} T =0,

jossa konnektiot ovat triviaaleja jo laskettujen konnektioiden perusteella. Kol-

mannesta termistd saadaan
L0, 1" =TT + T, T + T9,T% + T4,T% =0,

jossa on hyodynnetty aikaisemmin laskettuja konnektioita . Néahdaan siis, etta
v =1 =0, eli yhtalo antaa nollatuloksen. Nollatulos tarkoittaa sita, etta se
toteutuu automaattisesti annettujen funktioiden, «a(r), 5(r), p(r) ja p(r) seka niiden
r-riippuvuuden puitteissa. Vastaavasti laskemalla termeittdin muut jatkuvuusyhtéalon
komponentit, v = 1,2, 3, saadaan tulokseksi, ettd ainoastaan v = r = 1 antaa

uuden rajoituksen jatkuvuusyhtalon toteutumiselle. Tasté rajoituksesta saadaan
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relaatio a(r) ja p(r) vélille:

da dp
)= £, 51
dr (p+p) dr (51)

Yhdistamaélla tama relaatio yhtaloon , saadaan Tolman-Oppenheimer-Volkoff-
differentiaaliyhtalo

@ -~ (,0 + p) {Gm(r) + 47TG7“3p]

= 52
dr r[r - 2Gm(7“)} 52

Johdettu Tolman-Oppenheimer-Volkoff -yhtalo on siis relativistinen hydros-
taattinen tasapainoyhtalo, joka kuvaa sita, miten tahti pysyy tasapainossa oman
gravitaationsa ja sisdisen paineen kanssa. Se kytkee massan, m(r), ja energiatiheyden,
p(r), keskenédén yhtalon (43) nojalla. TOV:n ratkaisemiseksi tarvitaan vield tdhden
tilanyhtalo, joka usein méaritellddn paineena energiantiheyden funktiona. T&lloin

tilanyhtalo voidaan ilmaista muodossa

p = p(p). (53)

Yhdessa nama yhtélot, , ja , siis olennaisesti kuvaavat tahden rakenteen.
Saadut yhtédlot ovat linjassa tunnetun tiedon ja esimerkiksi ldhteiden |3} |10, |11]

kanssa.

3.3 Newtonilainen hydrostaattinen tasapainoyhtalo

Hydrostaattinen tasapainoyhtdlo voidaan johtaa pienten nopeuksien alueella, toisin
sanoen eparelativistisella alueella, siirtymalla SI-yksikoihin seké asettamalla valonno-
peus ddrettoméadn. TOV-yhtélo saadaan Sl-yksikoihin kertomalla sitd sopivasti
valonnopeudella ¢ ja ottamalla yhteisen tekijan termeista. Talloin TOV saadaan

muotoon

3 -1
b Gy (A 20mT
dr r2
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jossa ¢ on valonnopeus. Nyt asettamalla valonnopeuden lahestyméan adretonta,

¢ — 00, sulkutermit yhtélossa saavat arvon yksi:

(1 + :;2) (1 + 4m~3p) (1 — 2Gm>_1 — 1, (55)

mc? rc2

ja TOV-yhtélo saa epérelativistisen muodon

dp _ Gmp
dr r2

(56)

Tata Newtonilaista tasapainoyhtéloa on kéasitelty laajemmin esimerkiksi lahteessa
[9].
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4 Valkoinen kaapio

Tassa osiossa kayn lapi valkoisten kaépiciden taustaa ja syntyprosessia seka ratkaisen
ailemmin johdetut hydrostaattiset tasapainoyhtalot numeerisesti. Ratkaisuna nume-
riikasta saadaan valkoisen kadpion massa, paine seké energiatiheys sateen funktiona.
Useaa tahted mallintamalla saadaan valkoisen kaapion massa-sade relaatio. Lopuk-
si tutkin myos relativistisen TOV:n antamaa energiatiheyden ratkaisun suhdetta

Newtonilaiseen teoriaan.

4.1 Synty

Valkoiset kddpiot ovat erditd tiheimpid olemassa olevia kappaleita havaittavassa
maailmankaikkeudessa. Ne ovat himmeita ja tiheitd tahtien jadnnoksia seka viimeisia
matalien ja keskimassaisten tahtien havaittavia elaménkaaren vaiheita. Valkoiset
kédapiot muodostuvat tédhdistéd, joiden massa on valilla 0,5M ...10M, (Mg:lla
merkitddn Auringon massaa). [12]

Valkoisia kaapioitd syntyy paaasiassa kolmella eri tavalla. Paavaiheen tdhden
massan ollessa alle puoli Auringon massaa, < 0,5M, tdhti ei ole tarpeeksi kuuma
heliumfuusioon, vaan tahti polttaa kaiken vedyn muodostuessaan samalla siniseksi
kaapioksi. Vedyn loputtua tdhdestéd fuusioreaktio sammuu, ja tahti on muuttunut val-
koiseksi kaapioksi [13]. Pddvaiheen tdhden massan ollessa valilla 0,5M, . .. 8 My, téhti
on riittavian kuuma yllédpitadkseen heliumfuusiota samalla synnyttaen hiiltd ja happea
kolmois-alpha-prosessissa [14]. Heliumin palaessa loppuun fuusioreaktiossa tdhden
ydin muuttuu koostumukseltaan hiileksi ja hapeksi, jolloin tahti menettad uloimmat
kerroksensa avaruuteen. Naiden menetettyjen kerrosten materiaaleista muodostuu
planetaarinen tahtisumu seké tahden ytimesta jéa hiilesta ja hapesta koostuva val-
koinen kaapi6 |13]. Padvaiheen tdhden massan ollessa valilla 8 M, ... 10M, téhti on
tarpeksi kuuma yllapitdmaan myos hiili- ja neonfuusiota. Téassa vaiheessa valkoista
kaapiota kasassa pitava elektroni-degeneraatiopaine ei riita pitdmaéan tahden ydinta
kasassa vaan se romahtaa ja tahti rajahtad ytimen romahduksen yhteydessa super-

novana. Supernovasta on mahdollista jaada jéljelle olosuhteiden puitteissa hiilesta,
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neonista ja magnesiumista koostuva valkoinen kaapio [15].

Valkoisissa kaédpioissa ei siis tapahdu fuusiota, vaan niiden luminositeetti ja l&m-
potila johtuu péévaiheen tdhden termisen energian jéénteisté [16]. Valkoiset kdapiot
koostuvat paaosin kylmasta fermikaasusta, ja tdmén fermikaasun massasta suurin
osa on atomien ytimissé. Valkoisen kaapion koossa pitédva paine vuorostaan syntyy
degeneroituneista elektroneista, jolloin ne ovat Paulin kieltosdannon mukaan alimmil-
la mahdollisilla energiatiloilla hylkien toisiaan ja estden niitd romahtamasta atomien
ytimiin yhteen singulaariin pisteeseen. Valkoisen kadapion oman fuusioreaktion puut-
teen vuoksi sita pitda kasassa tdma fermikaasun degeneraatiosta johtuva paine. Tésta
paineesta ja degeneraatiosta johtuen ideaalista fermikaasusta muodostuva materia on
hyvin tiheda. Télle fermikaasulle voidaan johtaa tilanyhtélo tietyin approksimaatioin.
[4, 17]

4.2 Tilanyhtilo ja rakenne

Degeneroituneen elektronikaasun tilanyhtalon johtoa ei tassa tyossa kayda erityisen
yksityiskohtaisesti lépi, silla siitd on jo olemassa kattavia ldhteita. Aiheesta 16ytyy
mm. suomenkielinen opinnéytetyo [18]. Taméa osio perustuu padosin lahteisiin |4}
17]. Laskujen yksinkertaistamista varten valkoisten kddpididen materiaa voidaan
approksimoida kylménéa ja ideaalina fermikaasuna. Tamé tarkoittaa kaytdnnossé
degeneroitunutta elektronikaasua, joka on lahella absoluuttista nollapistetta. Naiden
oletusten nojalla degeneroituneelle elektronikaasun tilanyhtélolle voidaan johtaa
statistisen fysiikan avulla kohtalaisen tarkka approksimaatio luonnollisissa yksikoissé
(c=h=¢€ = kg =1) muotoon [17]

4

Pieg = QZL;Z [l‘\/l +a2(22% = 3) + 3log[z + V1 + 22|, (57)

jossa z on degeneroituneen elektronikaasun suurienergisten elektronien relativisti-

3m2p

Néissa yhtaloissa esiintyvat muuttujat ovat p. on kaasun muodostavien atomeiden

suutta kuvaava kerroin

massaluvun ja jarjestysluvun suhde, m, on elektronin massa, m, on protonin massa

ja p energiatiheys. Kaasun koostumusta kuvaava vakio voidaan paéatella valkoisen
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kaapion syntyprosessista riippuen. Karkeana arviona valkoisen kéapion voidaan
approximoida koostuvan heliumista, hiilesta tai hapesta, jolloin vakio saa arvon
pe = 2. [17]

Valkoisen kaépion rakenteen selvittamiseksi ja elektronikaasun paineen hankalan

muodon vuoksi on hyodyllista ilmoittaa hydrostaattiset tasapainoyhtélot, ja

1) energiatiheyden derivaattana ketjusidnnon (4€ = dp dp

i = ‘4pa) avulla muodossa

(luonnollisissa yksikoisséd ¢ = h = ¢y = kg = 1)

-1
dp _ (p+p)[Gm+ 47Gr* Pyyy] [ dPuy 59)
dr rlr —2Gm)| dp ’

ja

dp  Gmp(dPu,\
£ _ mp deg
dr r2 ( dp ) ’ (60)
joissa
APy _ dPucy df da 1)
dp df dxdp
8zt
— ab(3p5) " {} 62

TOV-yhtilossa gravitaatiovakio luonnollisissa yksikdissa on G = 6,707113-1073°GeV 2.

Nyt valkoisen kaapion rakenne voidaa selvittda ratkaisemalla yhtalot ja
elektronikaasun tilanyhtalon avulla numeerisesti. Nama yhtélot numeerista
ratkaisua varten on kirjoitettu liitteessa |D| ja yhtaloryhmaéan ratkaisija on liitteessa
[A] Ohjelmat ratkaisevat yhtalot luonnollisissa yksikoissd, mutta ratkaisut esitetaan
SI-yksikoisséd. Yksikoiden muunnoksissa kédytettiin apuna lahdetta [19]. Ratkaisua
varten yhtaloryhmalle taytyy antaa alkuarvaukset massalle sekda energiatiheydelle
integrointialueen alkupisteessa. Singulariteettien ja numeeristen ongelmien valttami-
seksi valitaan integrointirajan alkupisteeksi 7, = 0,001 m = 5,067 - 10'2 GeV ! ja

maéaaritetadn massan alkuehto

4
m(rmzn) - gﬂ-p(rmin)r;ina (63)

jossa alkuehto p(r,:;,) vastaa energiatiheytta valkoisen kéapion keskipisteessé [9].
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Valitsemalla keskipisteen energiatiheydeksi p. = p(rpmim) = 4,17 - 10% (= 2.
107" GeV?) saadaan massan alkuehdoksi yhtalolla (63) m(rpm) = 19,43 kg(=
1,09-10%8GeV). Madritellién myos valkoisen kiépion rajapinta sille siteelle Ry p, jossa
elektronikaasun paine saavuttaa arvon nolla P(Ryp) = 0 [9]. Néilld parametreilla
ratkaisuksi saadaan valkoisen kaépion massa, paine ja energiatiheys, jotka on esitetty

sdteen funktiona kuvion (1| kuvaajissa a, b ja c.

a)

Massa,
17 pc=417e+26 L 1

Massa, m (Msyp)
o o o o o
N w £~ w [=)]

o
=

o
=)
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Sade, r (Reartn)

1e72 b) 1e26 o)

Paine,
T pe=417e+26 L

Energiatiheys,

2.04 T pe=417e+26 L

2
m
w

1.5 1

Paine, p (Pa)

Energiatiheys, p (=)
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Kuvio 1. Valkoisen kdapion rakenne alkuehdolle p, = 4,17 - 10%¢ %(: 2 -
10~ GeV?) ja vastaavalle massalle. Suureet on ilmaistu SI-yksikéissi ja kaikkien
kuvaajien x-akselin sdde on skaalattu maan séteelld (6371 km). Kuvaajassa
a) on massa siteen funktiona, jossa massa on skaalattu Auringon massalla
(Auringon massa = Mg,,, = 1,9891 - 103" kg). Kuvaajassa b) on degeneroituneen
elektronikaasun paine sdteen funktiona seké kuvaajassa c) energiatiheys valkoisen
kaapion sisélla sdteen funktiona.
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4.3 Relativistisen ja eparelativistisen ratkaisun vertailu

d)
144~ — TOV
=== Newtonilainen
1.2 -
1.4 x 10° {
1.0
Eé 1.35 x 10° -
= 0.8 -
£ 1.3 x 109 {
]
g 0.6 1 1.25 x 10° 1
s
0.4 1 0:6
0.2
0.0

0 1 2 3 4
Sade, r (Reartn)

Kuvio 2. Valkoisen kddpion massa-side relaatio relativistisella (sininen kéyra)
ja eparelativistisella (punainen kiyra) teorialla esitettynéd. Pikkukuvassa samat
kayrat zoomattuna (0 - 0,6) Rgaren alueelle. Kayrat ratkaistiin keskipisteen ener-
giatiheyksien alueella 4,17 - 10%0 =5 < p, < 1,67 - 10%? 5. x-akseli on skaalattu
Maan séteelld ja y-akseli Auringon massalla.

Valkoisia kaapioita voidaan mallintaa useammalla eri keskipisteen energiatiheydella
ja tutkia ndiden massa-sade-relaatiota. Massa-sade-relaatio kertoo valkoisen kéapion
kokonaismassan ja sateen kytkeytymisen toisiinsa. Seuraavaksi ratkaisen massa-sade
relaation seké relativistella yhtalolla (59)), ettd Newtonilaisella yhtalolla . Vaikka
valkoisen kaapion lampotila vaihtelee sen elinaikana suurestikin lampotilan laskiessa
(Twp ~ 10"K ... 103K, jossa Ty p on valkoisen kéipion lampotila |20 21]) ja havait-
tujen valkoisten kadpididen limpdotilojen ollessa kertaluokkaa Ty p ~ 103K ... 10*°K

[22], niiden voidaan katsoa olevan suurimman osan elinajastaan matalan lampéotilan
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alueella, Tyyp < 10*K, joten on perusteltua olettaa niiden olevan epérelativisti-
sia systeemejé, mistd johtuen massa-sidde-kayrien eri teorioille pitéisi olla hyvin
samanlaatuiset.

Kuvasta [2 huomataan degeneroituneen elektronikaasun hieman epétyypillinen
kaytos verrattuna esimerkiksi vetykaasusta koostuvaan niin sanottuun elavian tah-
teen, jossa tahden energiatiheytta kasvattamalla tdhden kokonaismassa kasvaa séiteen
kasvaessa. Degeneroituneelle elektronikaasulle energiatiheytta kasvattaessa sen koko-
naismassa kasvaa, mutta side pienenee Chandrasekharin rajaan (= 1,4Mg,, |17])
asti. Taman lisaksi on havaittavissa selvésti relativistisen ja epéarelativistisen teo-
rian vélinen ero massa-side relaatioon suurilla keskipisteen tiheyksilla. Matalilla
keskipisteen tiheyksilla teoriat antavat ldhelle saman tuloksen, mutta suuremmilla
tiheyksilla noin alle 1R g, sateisien valkoisten kéapididen kohdalla teoriat alkavat
erottua jo toisistaan epéarelativistisen teorian antaessa systemaattisesti suurempia
arvoja kuin relativistinen teoria. Kuvasta on myos havaittavissa, etta relativistinen
teoria rajoittaa valkoisen kaapion kokonaismassan noin 1,4 Mg,,:aan. Taéma raja
tunnetaan myos Chandrasekharin rajana, joka on maksimaalinen mahdollinen massa
valkoisille kdaapioille. Rajan tarkka arvo riippuu valkoisen kdapion koostumuksesta.
Massa-sade relaation ratkaisija on liitteessé

Massa-sade relaatioiden lisaksi relativistisen ja epérelativistisen teorioiden eroa
voidaan vertailla ottamalla molempien teorioiden antamien ratkaisuiden energia-
tiheyksien suhde erilaisilla keskipisteiden energiatiheyksilla. Kuvion [2] massa-séde
relaatiosta voidaan jo suoraan tehda johtopaatos, etta relativistiset korjaukset teori-
aan pienilla tiheyksilla ovat hyvin pienia ja energiatiheyksien suhde on lahella yhté,
kun taas suurilla tiheyksilla kdyrat erottuvat toisistaan selkeasti.

Kuvion 3| kuvaajissa e) ja f) on ndiden kahden eri teorian antamien energiati-
heyksien vilinen suhde. Matalan tiheyden kuvaajasta f) huomataan, etta pienilla
tiheyksilla suhteellisuusteorian antamat korjaukset ovat verrattain pienia ja ne ldhes-
tyvéit huomattavan nopeasti nollaa. Suurilla tiheyksilla taas kuvaajassa e) huomataan,
ettd suhteellisuusteorian antamat korjaukset ovat kertaluokkaa suurempia ja energia-
tiheyksien suhteeseen muodostuu kumpu, jonka vuoksi teorioiden energiatiheyksien
suhde lahestyy hitaammin ykkostd kuin matalilla tiheyksilla. Energiatiheyksien

suhteiden numeerinen lasku on liitteessa [Cl
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Teorioiden valinen suhde keskipisteen parametreilla
— pc=417e+26 L
Rup = 1.29e+00 Rearth
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Kuvio 3. Relativistisen teorian ja eparelativistisen teorian antamien energitiheyk-
sien valinen suhde. X-akseli on skaalattu kyseisen valkoisen kaapion séteeseen,
joka on ilmaistu kuvaajan laatikossa.Y-akselilla on energiatiheyksien suhde lo-
garitmisessa skaalassa. Vasen kuvaaja e) on tiheélle tdhdelle ja oikea kuvaaja f)
harvemmalle tdhdelle. Keskipisteiden energiatiheydet merkattu laatikkoon.
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5 Paatanto

Tutkielmassani kévin lapi tarvittavia suhteellisuusteorian pohjatietoja relativisti-
sen hydrostaattisen tasapainoyhtélon, Tolman-Oppenheimer-Volkoff -yhtalon, joh-
tamiseksi seka tarkastelin yhtaloa epérelativistisella rajalla johtaen newtonilaisen
hydrostaattisen tasapainoyhtélon. Avaruuden kaarevuuden, metriikan ja vektoreiden
konseptuaalisen kasityksen luomisen jalkeen siirryin esittelemadn matemaattista
formalisimia, johon kuuluu muun muassa kovariantti derivaatta, Riemannin tensori,
Christoffelin konnektio seké Einsteinin yhtalot. Teoreettisen formalismin jélkeen
johdin TOV-yhtalot seka ratkaisin ne numeerisesti Python-ohjelmointikielell& luon-
nollisissa yksikoissa ja tulokset esittelin SI-yksikoissd. Kaytetyt ohjelmat on esitelty
liitteissa [A] [B] [C] ja [D]

Tyossé laskin tarvittavat Christoffelin konnektiot Riccin tensorin ratkaisua varten
esimerkkilaskuja esitellen. Riccin tensorista padstiin Einsteinin yhtaloihin, joista saa-
tiin ideaalifluidin energia-liikemééra tensorin avulla ratkaisuksi Tolman-Oppenheimer-
Volkoff yhtalon. Yhtalot olettavat staattisen ja pallosymmetrisen aika-avaruuden.
Sovellettaessa tasapainoyhtaloité esimerkiksi valkoisen kaapion tapauksessa oletin
valkoisen kaapion pyorimisméaran ja pimean aineen vaikutuksen olevan nolla, nai-
den olettamuksen liséksi oletin valkoisen kdapion koostuvan heliumista, hiilesté tai
hapesta.

Numeriikasta saadut tulokset olivat padosin odotettuja. Valkoisen kdapion ener-
giatiheys ja paine laskivat oletetunlaisesti massan kasvaessa hitaasti maksimiarvoonsa.
Massa-siade relaatiosta pystyttiin ratkaisemaan Chandrasekharin raja seké vertai-
lemaan relativistisen ja epéarelativistisen teorian eroa tiheiden tahtien tapauksessa.
Tulosten luotettavuudesta ja Python-ohjelmien toimivuudesta saadaan hyva kasitys
vertailemalla tuloksia lahteisiin |11}, 23, [24], joissa on laskettu valkoisten kaapididen
massa-siade relaatiota lampotilan nollapisteessa seké tehty yleisid suhteellisuusteo-
reettisia laskuja valkoisille kéapioille. Luotettavuuden liséksi lisda tietoa kéytetyista
metodeista sekd Python-kielesta 16ytyy lahteesta [25].

Huomiona sanottakoon, ettd ohjelmassa kédytettyjen muuttujien vuoksi ajoaika

kasvaa huomattavasti integrointiaskeleen pienentyessa paremman resoluution saavut-
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tamiseksi. Ohjelmaa voisi parantaa muun muassa esittamalla ratkaistavat muuttujat
eri tavalla skaalaamalla ne esimerkiksi keskipisteen energiatiheyden yksikoihin. Koo-
di on saatavilla myos julkisena githubista lahteesté [26]. Tuloksissa en myoskééin
kasitellyt numeerista virhetté ollenkaan, joten TOV-kayrin epatasaisuus kuvassa
2 Rwp < 0.2Rgamn alueella johtuu todenndkoisesti tastd numeerisesta virheesta.
Yksittaisten tahtien kohdalla eri teorioiden antamat energiatiheyden suhteet oli-
vat odotetut. Tiheille valkoisille kaépioille energiatiheyksien suhde oli kertaluokkaa
suurempi kuin harvoille valkoisille kaépioille. Energiatiheyksien suhteeseen muo-
dostuneesta kummusta huolimatta suhteellisuusteoreettiset korjaustermit havisivat
nopeasti tdhden rajapintaa lahestyttdessa. Harvemmille valkoisille kaapioille energiati-
heyksien suhde nayttdaa lahes samanlaiselta ja suhteellisuusteoreettiset korjaustermit
ovat hyvin pienia ja haviavit nopeasti.

Sopivia jatkotutkimuksen aiheita olisi esimerkiksi kuvion [3| kuvaajassa e) esiinty-
van kummun l&htoperédn selvittdminen tai muiden muuttujien, kuten pyorimisméaéran

ja pimeédn aineen vaikutuksen, mallintaminen darimmaisen tiheissa kappaleissa.
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# -*- coding:

wmn

Created on Wed Oct

utf-8

@author: Antero

wmn

5

* —

2022

from scipy.integrate import solve ivp

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.gridspec as gridspec

from functions import *
from structure equations import *

wn

Write DE-group as:

EoS -> pressure
TOV -> Energy density
And solve it.

wmn

def set initial conditions(rmin, G, K, rho0=0., p0=0., a=0):

wnn

Utility routine to set initial data.
pressure or energy density at core.

which is first.

Parameters
rmin : Float
Lower limit for integration.
G : Float
Polytrope constant power.
K : Float

Polytrope constant of proportionality.
rho0 : Float,

Given energy density at core.

p0 : Float,

Given pressure at core.

a : Int,

Choice for given initial value.
calculated from EoS.

optional

optional

optional

Choice:
a_

a
a
a

w N PO

is
is
is
is

for given
for given
for given
for given

The default is 0.

The default is 0.

rho0.

pO.

rho0 and pO0.

rho0 and computes pO.

Returns
m : Float

Mass inside radius rmin.
p : Float

pressure at r ~ 0.
rho : Float
Energy density at r ~ 0.

wmn

rho valuesO
p_valuesO

[rhoO, EoS choiser (0, p=p0, Gamma=G, Kappa=K), rhoO, rho0]
[EoS choiser(l, rho=rho0, Gamma=G, Kappa=K), p0, pO, EoS choiser(2,

rho valuesO[a]
p_valuesO[al]

p_valuesO[a]
rho valuesO[a]

rho=rho0) ]
if a == 0:
rho =
p=
if == 1:
p=
rho =
if a == 2:
rho =
p = p0

rho0

Can be given either
Value a tells

The default is 0.

Another is then 0 and
Can take both also.
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74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143

if a ==

rho = rho valuesO[a]
p = p_valuesO[al]
m = 4./3.*%np.pi*rho0*rmin**3

return m, p, rho

def TOV rho(r, y, K, G, interpolation, eos choise, tov_choise, rho center):

# HUOM! Tanne alkuarvaukset luonnollisissa yksikdissa GeV” x!

# NOTE! Here are the initial guesses in natural units GeV” x!
Asetetaan muuttujat taulukkoon

Paine valitaan valitsin-funktiossa.

//

Let's set the variables in the table.

The energy density is selected in the selector function.

= y[0].real + 0j

rho = y[1].real + 0j

P = EoS choiser(eos_choise, interpolation, G, K, 0, rho).real + 0j

S o e 3k ok o

# Ratkaistavat yhtdalot // Equations to be solved

dy = np.empty like(y)

# Massa ja Energiatiheys DY // Mass and energy density DE
dy[0] = Mass_in radius(rho, r) # dmdr
dy[1] = TOV_choiser(tov choise, m ,p, rho, r) # drhodr

return dy

def found radius(t, y, dl, d2, d3, d4, d5, d6):
Event function: Defined boundary of pressure
ODE integration stops when this function returns True

Parameters

t : TYPE
DESCRIPTION.

y : TYPE
DESCRIPTION.

dl, d2, d3, d4, d5, d6 : args
Dummy params.

None
Checks when energy density reaches zero.

wmn

di, d2, d3, d4, d5, d6 = d1, d2, d3, d4, d5, d6
pressure = EoS degelgas(y[l].real)
return pressure >= 0*dé6# 4.3e2l1 # lelé6

Madaritellaan funktio TOV-yht&ldiden ratkaisemiseksi ja koodin ajon
helpottamiseksi. Funktiolle annetaan kasa parametreja ja se ratkaisee

aijemmin maaritellyt yhtalot.

//

Let's define a function to solve the TOV equations and to help run the code
easier. The function is given a bunch of parameters and it solves

previously defined equations.

def TOV solver(ir=[], n=0, R body=0, kappa choise=0, rho K=0, p K=0, rho c=0,
p_c=0, a=0, eos choise=0, tov_choise=0, interpolation=0, body=""):

S o o S SR SR o

wmn

Appropriate initial wvalues and equations can be chosen. Solves TOV equations
in this case for the corresponding astrophysical body. As a solution

the mass, pressure, energy density and radius of an astrophysical body

are obtained.

Solver works in natural units (but can be manually changed) so be sure
to input values in correct units! Function returns solutions in natural



144 units also.

145

146 Parameters

147 ——mm—————

148 ir : Array

149 Integration range, pre defined to [5.067el2, np.inf].
150 n : Float

151 Polytrope index.

152 R body : Float, optional

153 Approximate the radius of the astrophysical body

154 to be modeled. The default is O0..

155 kappa choise : Int, optional

156 Choise for which way Kappa is computed:

157 O=kappa from pOrho0 (needs corresponding p and rho)
158 l=kappa from rOrhoOn (needs approximate radius and CENTRAL rho)
159 rho K : Float, optional

160 Energy density for which we want calculate

161 the corresponding constant of proportionality. The default is O0O..
162 p K : Float, optional

163 Pressure for which we want calculate

164 the corresponding constant of proportionality.

165 ONLY NEEDED WHEN kappa choise=0. Has to be corresponding
166 to rho K. The default is O0..

167 rho ¢ : Float, optional

168 Central energy density. Used to compute initial values.
169 The default is 0..

170 p_c : Float, optional

171 Central pressure. Used to compute initial values. The default is O0..
172 a : Int, optional

173 Can be:

174 a=0, 1, 2, 3

175 Choice for given initial value. Please refer to

176 set initial conditions-function documentation for

177 additional information. The default is O0..

178 EoS choise : Int, optional

179 Choise for what EoS is used to compute initial values.
180 Choise:

181 0O=Polytrope EoS.

182 l=Interpolated EoS from data.

183 2=Degenerate electron gas

184 Please refer to EoS choiser-function for additional information.
185 The default is O0..

186 TOV_choise : int, optional

187 Choise for tov-equation:

188 0=TOV, integrate p

189 1=NEWT, integrate p

190 2=T0OV, integrate rho

191 3=NEWT, integrate rho

192 interpolation : interpolate, optional

193 Has to be given if choise EoS choise=1. Otherwise can be ignored.
194 The default is O0..

195 body : String

196 Changes title for graphs. Input depending what is modeled.
197 ATM isn't necessary.

198

199 Returns

200 —mmm===-

201 r : Array

202 Radius solution for modeled body.

203 m : Array

204 Mass solution for modeled body.

205 p : Array

206 Pressure solution for modeled body.

207 rho : Array

208 Energy density solution for modeled body.

209

210 e

211 # Maarataan vakioita.

212 # //

213 # Determine constants.

214 M sun = 1.9891e30 # kg

215 R earth = 6371 # km



216

217 # Asetetaan integrointiparametrit.

218 # Integraattori adaptiivinen, lopettaa integroinnin tdhden rajalla.

219 # //

220 # Let's set the integration parameters.

221 # Integrator adaptive, stops the integration at the star boundary.

222 if len(ir)!'=0: rmin, rmax = ir[0], ir[1]

223 else: rmin, rmax = 5.067el2, np.inf

224

225 # Ode-ratkaisijan lopettaminen ehdon tayttyessa.

226 # //

227 # Termination of ode solver when met with condition.

228 found radius.terminal = True # Should be true when works

229 found radius.direction = -1

230

231 # Asetetaan alkuarvot // Set initial values

232 if n !'= 0: Gamma = gamma_ from n(n); Kappa = kappa choiser(kappa choise, p K, rho K
, Gamma, R body, n)

233 else: Gamma, Kappa = 0.1, 0.1

234

235 mO, pO, rhoO = set initial conditions(rmin, Gamma, Kappa, rho c, p_c, a)

236 y0 =m0, p0O, rhoO

237

238 # Tulostetaan annetut parametrit // Print given params

239 print("\n Model of your choise and semi-realistic params for it:" +

240 "\n Integration range = " + str(ir) +

241 "\n Model = " + body +

242 "\n n =" + str(n) +

243 "\n R body =" + str(R body) +

244 "\n kappa choise = " + str(kappa choise) +

245 "\n rho K =" + str(rho K) +

246 "\n p K=" + str(p K) +

247 "\n rho ¢ =" + str(rho c) +

248 "\npc=" + str(p c) +

249 "\n a = " + str(a) +

250 "\n eos choise =" + str(eos choise) +

251 "\n tov choise =" + str(tov_choise) +

252 "\n interpolate = " 4 str(interpolation) + "\n \n")

253

254 print("Tulostetaan polytrooppivakiot:"

255 + "\n Kappa: " + str(Kappa)

256 + "\n Gamma: " + str(Gamma) + "\n \n'")

257

258 print("Asetetut alkuarvot (m, p ja rho):"

259 + "\n m: " + str(y0[0])

260 + "\n p: " + str(y0[1l])

261 + "\n rho: " 4+ str(y0[2]) + "\n \n")

262

263 # Ratkaistaan TOV annetuilla parametreilla

264 # //

265 # Let's solve the TOV with the given parameters

266 # NOTE Best performance/resolution: One solution max step=1e20

267 # Closer to core smaller 1lel8

268 # MR-relation zoom 5el9.

269 soln = solve ivp(TOV_rho, (rmin, rmax), (mO.real, rhoO.real), method='BDF',

270 dense output=False, events=found radius, max step = lel$§,

271 args=(Kappa, Gamma, interpolation, eos choise, tov choise, rho0O.real))

272

273 print("\n Solverin parametreja:'")

274 print(soln.nfev, 'evaluations required')

275 print(soln.t events)

276 print(soln.y events)

277 print("\n")

278

279 # Energiatiheyden alkuarvaus // Energy denisty initial guess

280 # SI-units

281 rho0 si = '"{:0.2e}'.format(rho0.real * 2.0852e37)

282 # TOV ratkaisut // TOV solutions

283 # Ratkaisut yksikoéissa // Solutions in units:

284 # [m] = GeV, [p] = GeV"4 ja [rho] = GeV"4

285 r = soln.t * 1.9733e-16 * le-3 / R earth # 2.6544006e-25%1e9

286 m = soln.y[0].real * 1.7827e-27 / M sun # / 1.9891e30 # 1.7827e-36
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308
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315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
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330
331
332
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def

rho = soln.y[1l].real * 2.0852e37 # 3.16435553043e40
P = EoS degelgas(rho) * 2.0852e37 # 3.16435553043e40

print("Saadut TOV ratkaisut ([m] = GeV, [p] = GeV*4 ja [rho] = Gev"4): \n")
print("Sade: \n \n" + str(r.real) +

"\n \n Massa: \n \n" + str(m.real) +

"\n \n Energiatiheys: \n \n" + str(rho.real) +

"\n \n Paine : \n \n" + str(p.real) + "\n \n")

# Piirretddn ratkaisun malli kuvaajiin yksikoissa:

# //

# Let's plot the model of the solution on graphs in units:
# [m] = kg, [p] = Pascal ja [rho] = J/m"3

s = gridspec.GridSpec (2, 2)

1lt.figure()

[
bl
N
|

= plt.subplot(gs[0, :1)

plt.subplot(gs[1l, 0])

ax3 = plt.subplot(gs[l, 11)

axl.plot(r, m, color='r', label=fr'Massa, ' '\n' fr'sS\rho {"c"}$ = {rhoO si}' r'
S\frac{\mathrm{J}} {\mathrm{m}"~{3}}S$")

ax2.plot(r, p, color='g', label=fr'Paine, ''\n' fr'S\rho {"c"}$ = {rhoO si}' r'
S\frac{\mathrm{J}}{\mathrm{m}~{3}1}$")

ax3.plot(r, rho, color='b', label=fr'Energiatiheys,' '\n' fr'$\rho {"c"}$ = {
rho0 si}' r' $\frac{\mathrm{J}}{\mathrm{m}"{3}}35")

[
bl
N
I

axl.set(xlabel=r'Sade, r (SR {Earth}s)',
ylabel= r'Massa, m (SM {Sun}$)",
xscale="linear", yscale="linear")
axl.set title('a)', loc="left")
axl.legend(shadow=True, fancybox=True)
axl.grid()
ax2.set(xlabel=r'Sade, r (SR {Earth}s)',
ylabel=r'Paine, p (Pa)"',
xscale="linear", yscale="linear")
ax2.set title('b)', loc="right'")
ax2.legend(shadow=True, fancybox=True)
ax2.grid()
ax3.set(xlabel=r'Sade, r (SR {Earth}s)',
ylabel=r'Energiatiheys, $\rho$ $(\frac{\mathrm{J}}{\mathrm{m}~{3}})s",
xscale="linear", yscale="linear")
ax3.set title('c)', loc="right'")
ax3.legend(shadow=True, fancybox=True)
ax3.grid()

plt.show()

print ("Tahden sade: \n" + str(r[-1]) +
"\n Téhden massa: \n" + str(m[-1]) +
n\n \1’1")

return r.real, m.real, p.real, rho.real

Models (model, args=[]):

min

Main function to drive TOV_solver. couple of example
parameters given and then passes them to solver.

Parameters
model : string
Choose between given models in model choise array.
args : list, optional
Insert custom params, by default []
model choise = ["WD NREL", "WD REL"]
model params = [[0, O, O, O, O, 2e-14+403, 0, 3, 2, 3, 0,
"Non-relativistic White Dwarf"],
[, o, o, 0, 0, 2e-11+03, O, 3, 2, 2, 0,
"Relativistic White Dwarf"]]
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if model == "CUSTOM":

n =args[0]

R body =args[1]

kappa choise =args|[2]

rho K =args[3]

p_K =args[4]

rho _c =args|[5]

p_cC =args|[6]

a =args|[7]

rho func =args[8]

p_func =args[9]

interpolation =args[10]

body =args[1l1l]

else:
for i, m in enumerate (model choise):
if m == model:

print (m)
print (i)
n =model params[i][0]
R body =model params[i][1]
kappa choise =model params[i][2]
rho K =model params[i][3]
p_ K =model params[i][4]
rho c =model params[i][5]
p_c =model params[i][6]
a =model params[i][7]
rho_ func =model params[i][8]
p_func =model params[i][9]
interpolation =model params[i][10]
body =model params[i][11]

TOV_solver(ir=[],
n=n,
R body=R body,
kappa choise=kappa choise,
rho K=rho K,
p_K=p_K,
rho c=rho c,
p_c=p_c,
a=a,
eos_choise=rho func,
tov_choise=p func,
interpolation=interpolation,
body=body)

Models ("WD REL")
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# -*- coding: utf-8 —-*-

wmn

Created on Wed Oct 5 2022

@author: Antero

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl toolkits.axes gridl.inset locator import inset axes

from functions import *
from structure equations import *
from TOV solver rho import *

wn

Ratkaistaan massa-sade relaatio. Etsitdan TOV-yhtaloiden ratkaisuja

jollakin rhospan-alueella. Ratkaistaan yhtaloita siis tahden keskipisteen eri

energiatiheyksien arvoilla. Etsii ratkaisuja rho-muotoisesta tov-yhtalosta.

Etsitaan tdhden raja (find radius) paineen ratkaisusta ja sita vastaava
massa massan kuvaajasta. Tallennetaan nama arvot taulukkoon ja piirretdan
kuvaaja.

Mallinnetaan nyt useaa tahted ja piirretdan

Massa-Sade - relaatio.

//

Let's solve the mass-radius relation. We are looking for solutions to the
TOV equations in some rhospan area. So let's solve the equations

from the center of the star with varying values of energy densities. Finds
solutions to a tov equation in rho form.

Let's find the limit of the star (find radius) from the pressure solution
and its equivalent mass from the mass solution. Let's save these values in
an array and plot them.

Now let's model several stars and plot them
Mass-Radius - relation.

wnn

def MR relaatio(rho minl, rho min2, rho max, N MR1, N MR2):
"""Solves mass-radius - relation.

Parameters
rho minl : float

Lower limit of central energy densities for bigger graph.
rho min2 : float

Lower limit of central energy densities for inset graph.
rho max : float

Higher limit of central energy densities.
N MR1 : int

Bigger graph points.
N MR2 : int

Inset graph points.

wmn

# Build N MR1 or N MR2 amount of star models

rhospanl = np.logspace(np.loglO(rho minl), np.loglO(rho max), N MRI1)
rhospan2 = np.logspace(np.loglO(rho min2), np.loglO(rho max), N MR2)
print("\n \n rhospan: " + str(rhospanl))

R tov
M tov

[]
[]

R newt
M newt

[]
[]

R _tov zoom [1
M tov_zoom = []

R newt zoom
M newt zoom

[]
[]
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# Ratkaise TOV jokaiselle rho0O:1le rhospan alueessa.
# //
# Solve the TOV for each rho0O in the range of rhospan.
for rho0O in rhospanl:
r tov, m tov, p_tov, rho tov = TOV_ solver(ir=[],
n=0,
R body=0,
kappa choise=0,
rho K=0,
p_K=0,
rho c=rho0,
p_c=0,
a=3,
eos_choise=2,
tov_choise=2,
interpolation=0,
body="TOV White dwarf")
r boundary = r tov[-1]
m _boundary = m _tov[-1]
R tov.append(r boundary)
M tov.append(m boundary)

r newt, m newt, p newt, rho newt = TOV_solver(ir=[],
n=0,
R body=0,
kappa choise=0,
rho K=0,
p_K=0,
rho c=rho0,
p_c=0,
a=3,
eos choise=2,
tov_choise=3,
interpolation=0,
body="NEWT White dwarf'")
r boundary = r newt[-1]
m boundary = m newt[-1]
R newt.append(r boundary)
M newt.append(m boundary)

print("\n \n rhospan2: " + str(rhospan?))

for rho0O in rhospan2:

r tov_zoom, m tov_zoom, p tov zoom, rho tov zoom = TOV solver(ir=[],

n=0,

R body=0,

kappa choise=0,

rho K=0,

p_K=0,

rho c=rho0,

p_c=0,

a=3,

eos choise=2,

tov_choise=2,

interpolation=0,

body="TOV White dwarf'™)
r boundary = r tov_zoom[-1]
m_boundary = m tov_zoom[-1]
R _tov zoom.append(r boundary)
M tov_ zoom.append(m boundary)

r newt zoom, m newt zoom, p newt zoom, rho newt zoom
n=0,
R body=0,
kappa choise=0,
rho K=0,
p_K=0,
rho c=rho0,
p_c=0,
a=3,
eos choise=2,

TOV_solver (ir=[],
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tov_choise=3,
interpolation=0,
body="NEWT White dwarf')
r boundary = r newt zoom[-1]
m boundary = m newt zoom[-1]
R newt zoom.append(r boundary)
M newt zoom.append(m boundary)

# Plottaa massa-sdde - relaation.

# //

# Pplot the mass-radius relation.

fig, axl = plt.subplots()

axinsl = inset axes(axl, width='30%', height='40%', loc='lower right',
bbox to anchor=(-0.12, 0.3, 1.1, 1.2),
bbox transform=axl.transAxes)

axl.plot(R _tov, M tov, color='b', label=fr'TOV")
axl.plot (R newt, M newt, color='red',6 label='Newtonilainen' , linestyle='--"')
axl.set(# title="a)", title position='left',
xlabel=r'sade, r (SR {Earth}s)',
ylabel= r'Massa, m (SM {Sun}$)",
xscale="linear", yscale="linear")
axl.set title('d)', loc="left")
axl.legend(shadow=True, fancybox=False)
axl.grid()

axinsl.plot (R _tov zoom, M tov zoom, color='b'")
axinsl.plot (R _newt zoom, M newt zoom, color='red',6 linestyle='--")
axinsl.set(# title="a)", title position='left',

xscale="linear", yscale="log")
axinsl.grid()

plt.show()
return

MR relaatio(2e-14+0j, 8e-10+4+0j, 8e-6+0j, 50, 75)
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# —-*- coding: utf-8 -*-

wmn

Created

@author:

wmn

on Fri Nov 18 2022

Antero

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.gridspec as gridspec

from structure equations import *
from TOV solver rho import *

def Relativistic Terms():

wmn

Solves TOV-equations and newt-pressure twice for two white dwarves
with different central energy density and plots the differences between
these two theories.

Returns

wmn

# Maaritellddn ratkaistavien WD:en parametreja.
# //

# The parameters of the WDs to be solved are defined.

# Pressure at the center.

rho center thin = 2e-11+40j

rho _center dense = 2e-740j

# Radius of WD with previous energy densities.

skaala thin = 1.286770048879275

skaala dense = 0.13169421547674232

# How close to the core we want to solve the equations again
# to get good resolution for the differenve between theories.
kerroin thin = 0.9

kerroin dense = 0.9

# Some formatting for graphs.

rho center d si = "{:0.2e}'.format(rho center dense.real * 2.0852e37)
rho thin d si = "{:0.2e}'.format(rho center thin.real * 2.0852e37)

R koko thin = '{:0.2e}'.format(skaala thin)

R koko dense = '{:0.2e}'.format(skaala dense)

def Tov Newt suhde(k, s, rhoO):

wnn

Solves the structure of WD with given core density.

Parameters
k : float

How close to the core we want to be.
s : float

Radius of wanted star for integration range.
rho0 : float
Core density.

Returns

array
Returns the radius of stars and the ratio
between solutions of these theories.

r tov, m_tov, p tov, rho tov = TOV_solver(ir=[5.067el2, k*(s/(

1.9733e-16 * 1le-3 / 6371))1,

n=0,

R body=0,

kappa choise=0,

rho K=0,

p_K=0,

rho c=rho0,



72 p_c=0,

73 a=3,
74 eos_choise=2,
75 tov_choise=2,
76 interpolation=0,
77 body="TOV White dwarf")
78
79 r newt, m newt, p newt, rho newt = TOV_solver (ir=[5.067e1l2, k*(s/(
1.9733e-16 * 1e-3 / 6371))1,
80 n=0,
81 R body=0,
82 kappa choise=0,
83 rho K=0,
84 p_K=0,
85 rho _c=rho0,
86 p_c=0,
87 a=3,
88 eos_choise=2,
89 tov_choise=3,
90 interpolation=0,
91 body="NEWT White dwarf'")
92
93 Delta Rho = rho newt[:-1] / rho tov[:-1]
94 return r newt, Delta Rho
95
96 r thin, rho thin = Tov Newt suhde(kerroin thin, skaala thin, rho center thin)
97 r dense, rho dense = Tov_ Newt suhde(kerroin dense, skaala dense,
rho center dense)
98
99 # Plotataan kuvat. // Plot all graphs.
100
101 gs = gridspec.GridSpec(l, 2)
102 plt.figure()
103
104 axl = plt.subplot(gs[0, 0])
105 ax2 = plt.subplot(gs[0, 11)
106
107 axl.plot(np.flip(r dense[:-1])/skaala dense, rho dense, color='b',
108 label=fr'Teorioiden vdlinen suhde keskipisteen parametreilla' '\n'
fr's\rho {"c"}$ = {rho center d si}' r'
S\frac{\mathrm{J}}{\mathrm{m}~{3}}$"' '"\n' r'$R {WD}s$' fr' = {
R koko dense}' r' SR {Earth}s')
109 ax2.plot(np.flip(r thin[:-1])/skaala thin, rho thin, color='r',
110 label=fr'Teorioiden vdlinen suhde keskipisteen parametreilla' '\n'
fr's\rho {"c¢"}$ = {rho thin d si}' r'
S\frac{\mathrm{J}}{\mathrm{m}~{3}}$"'" '\n' r'$R {WD}S$' fr' = {
R _koko thin}' r' SR {Earth}sS")
111
112 axl.set(xlabel=r'Sade, r (SR {WD}S3)"',
113 ylabel= r'S$\frac{\rho {newt}}{\rho {tov}}$',
114 xscale="1linear", yscale="log")
115 axl.set title('e)', loc="left")
116 axl.legend(shadow=True, fancybox=True)
117 axl.grid()
118
119 ax2.set(xlabel=r'Sade, r (SR {WD}S)"',
120 ylabel=r'$\frac{\rho {newt}}{\rho {tov}}$"',
121 xscale="linear", yscale="log")
122 ax2.set title('f)', loc="left")
123 ax2.legend(shadow=True, fancybox=True)
124 ax2.grid()
125
126 plt.show()
127 return
128

129 Relativistic Terms ()
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# -*- coding: utf-8 —-*-

wmn

Created on Wed Oct 5 2022

@author: Antero

import numpy as np

import scipy.constants as sc

import natpy as nat

Maaritetdan Tolman-Oppenheimer-Volkoff - yhtdlot (m, p, EoS),
jotka ratkaisemalla saadaan kuvattua tahden rakenne.

//

Determine the Tolman-Oppenheimer-Volkoff equations (m, p, EoS),
by solving which the structure of the star can be described.

wnn

def Mass in radius(rho, r):
dmdr = 4*np.pi*rho*r**2
return dmdr

def FoS cd p2rho(interpolation, p point):

wmn

Equation of state from custom interpolated (P, RHO)-data.

Parameters

interpolation : Interpolate function.
Returns rho when given p.

p_point : Float, Array
Pressure of a astrophysical body.

Returns

Float, Array
Returns RHO as a function of P.

wnn

return interpolation(p point)

def FoS r2p(rho, Gamma, Kappa):

wnn

Equation of state, EoS.
Given the energy density and constants returns the pressure.

Parameters
rho : Float
Energy density.
Gamma : Float
Polytrope constant.
Kappa : Float
Constant of proportionality.

Returns
p : Float
Pressure.

wmn

p = Kappa*rho**Gamma
return p

def FoS p2r(p, Gamma, Kappa):

wmn

Equation of state, EoS.

Given pressure and constants returns the energy density.
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Parameters
p : Float
Pressure.
Gamma : Float
Polytrope constant.
Kappa : Float
Constant of proportionality.

Returns

rho : Float
Energy density.

wmn

rho = (p/Kappa) ** (1/Gamma)
return rho

def FoS degelgas(rho):

wnn

Degenerate electron gas equation of state.

Parameters
rho : float
Pressure.

float

Pressure from given energy density.
# Tilanyhtalon vakkioita // Equation of state constants
m e = nat.convert(sc.electron mass * nat.kg, nat.GeV).value
= nat.convert(sc.proton mass * nat.kg, nat.GeV).value
(m_e**4) /(3*np.pi**2)
((3*np.pi**2)/(2*m p*m e**3))**(1/3)
Tilanyht&dlé // Equation of state
x = lambda rho : b*(rho)**(1/3)

3
Il o

#= O o
I

f = lambda x : (1/8)*(x*(1+x**2)** (1/2)* (2*x**2-3)+3*np.log(x+ (l+x**2)**x(1/2)))

return a*f (x(rho))

def Fos degelgas deriv(rho):
Degenerate electron gas equation of state derivate.
dp/drho.

Parameters
rho : float
Energy density.

Returns
float
Derivate value.
# Vakioita // Constants
m e = nat.convert(sc.electron mass * nat.kg, nat.GeV).value
p = nat.convert(sc.proton mass * nat.kg, nat.GeV).value
= (m _e**4)/(3*np.pi**2)
= ((3*np.pi**2)/(2*m p*m e**3))**(1/3)
Derivaatta // derivate
x = lambda y: b*y**(1/3)
dpdrho = (a*b)/ (3*rho** (2/3))* ((x(rho)**4)/ ((1+x(rho)**2)**x(1/2)))
return dpdrho

3

H* O ©

def EoS choiser(choise, interpolation=0., Gamma=0., Kappa=0., p=0., rho=0.):
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146 Chooses wanted EoS for DE-group as rho and returns it

147 with given parameters.

148

149 Parameters

150  ——=——————-

151 choise : Int

152 Chooses between defined EoS to return.

153 Can be 0, 1 or 2.

154 interpolation : args

155 p : args

156 Gamma : argsz

157 Kappa : args

158

159 Returns

160 ===

161 returnable : Float, Array

162 Energy density with calculated with wanted EoS and given params.

163

164 i

165 if choise ==

166 returnable = EoS p2r(p, Gamma, Kappa) # Energy density

167 if choise == 1:

168 # TODO add interpolate functions and params

169 returnable = interpolation # EoS cd p2rho(interpolation, p) # Energy density

170 if choise == 2:

171 returnable = EoS degelgas(rho) # Pressure

172 return returnable

173

174

175 def TOV choiser(choise, m=0., p=0., rho=0., r=0.):

176 o

177 Chooses between different tov functions.

178

179 Parameters

180 ——m——————

181 choise : int

182 Chooses function:

183 choise=0 dpdr tov

184 choise=1 dpdr newt

185 choise=2 drhodr tov

186 choise=3 drhodr newt

187 m : float

188 Mass.

189 p : float

190 Pressure.

191 rho : float

192 Energy density.

193 r : float

194 Radius.

195

196 Returns

197 ——————

198 float

199 Value for chosen hydrostatic equilibrium equation deriv.

200 o

201 # Gravitational constant in GeV"-2.

202 G = 6.707113e-39

203 if choise ==

204 # dpdr tov

205 tov = =(rho+p)*(m + 4*np.pi*r**3*p)/(r*(r-2*m))

206 if choise == 1:

207 # dpdr newt.

208 tov = =(m*rho)/ (r**2)

209 if choise == 2:

210 # drhodr tov

211 tov = - (((rho+p) *(G*m + 4*np.pi*G*r**3*p))/(r*(r-2*G*m)))* (Eos_degelgas deriv(
rho) ) ** (-1)

212 if choise == 3:

213 # drhodr newt.

214 tov = (-(G*m*rho)/(r**2))* (Eos _degelgas deriv(rho))**(-1)

215 return tov
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