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Tutkielma motivaationa oli tarkastella DI-koulutuksen matemaattista opintosuun-
nitelmaa. Tarkemmaksi esimerkkikoulutukseksi valikoitu tietotekniikan DI-koulutuksen
kandidaattivaihe. Kyseisen koulutuksen matemaattisten opintosuunnitelmien sisalto-
jen liséksi tarkasteluun otettiin Fourier-menetelmét. Ne toimivat esimerkkiné erddsta
DI-koulutuksessa mahdollisesti vastaan tulevasta matemaattisesta tyokalusta.

Tutkielman ensimméisesséd kokonaisuudessa méaritellddn Fourier-menetelmié ja
esitellddn joitakin niiden sovelluskohteita. Tutkielmassa méaédritellaén reaalinen ja
kompleksinen Fourier-sarja, Fourier-muunnos, kadénteinen Fourier-muunnos ja FFT-
menetelma. Tutkielmassa tarkastellaan lisdksi Fourier-sarjan ja Fourier-muunnoksen
vélistd yhteyttéd. Fourier-sarjoille ja Fourier-muunnoksille sovelluskohteina esitelldén
differentiaaliyhtdloiden ratkaisua ja signaalinkésittelyd. FFT-menetelmén osalta tar-
kastellaan mééaritelmén lisidksi syytéd sen hyodyllisyyteen. Lahteind téssa kokonaisuu-
dessa on kéytetty opetuskayttéon tehtyja luentomonisteita.

Tutkielman toisessa kokonaisuudessa tarkastellaan eri yliopistojen tietotekniikan
DI-koulutuksen kandivaiheen matematiikan opintosuunnitelmia. Niiden kurssit on esi-
telty sisalloiltdéan. Opintosuunnitelmien ldhteiné on kaytetty yliopistojen verkkosivuil-
ta 16ytyvid opinto-oppaita. Liséksi ohjelmista on poimittu Fourier-menetelmien esiin-
tyvyydet. Tyon erds padldhde on ACM:n ja IEEE Computer Society:n toimittama
tietotekniikan opetusohjelmien suositeltujen siséltojen opas. Oppaan suosittelemat ai-
healuekokonaisuudet eritelldén ja eri yliopistojen opintosuunnitelmia peilataan niiden
suhteen. Tutkielman lopussa on Jyvéskylén yliopiston DI-koulutuksen matematiikan
opintosuunnitelman suunnittelussa mukana olleen professorin haastattelu.

Avainsanat: Fourier-menetelmét, Fourier-muunnos, Fourier-sarja, FF'T, diplomi-
insinoorikoulutus.
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1. Johdanto

Matematiikka kuuluu ldhes poikkeuksetta diplomi-insindorikoulutuksen opintosi-
saltoihin riippumatta koulutuslinjasta. Téssé tyossé tarkastellaan eri yliopistojen tie-
totekniikan diplomi-insindorikoulutuksen kandivaiheen matematiikan opintosuunni-
telmia. Liséksi tyohon siséltyy Fourier-menetelmien lapikéyntid. Fourier-menetelmét
toimivat tassd tyosséd esimerkkiné erddstd matemaattisesta tyokalusta, joka voi tulla
vastaan tietotekniikan opinnoissa.

Tyossé on siis kaksi kokonaisuutta. Ensin esitellidn Fourier-menetelmis Fourier-
sarjan, Fourier-muunnoksen ja FFT-menetelmidn muodossa. Ajatuksena on samalla
ndyttdd minkélaista matematiikkaa menetelmét pitavat sisialldan. Toisessa kokonai-
suudessa tarkastellaan eri yliopistojen tietotekniikan kandidaatin vaiheen matematii-
kan opintosuunnitelmia. Opintosuunnitelmien siséltGjen lisdksi esitelladin ACM:n ja
IEEE Computer Society:n toimittama tietotekniikan opetusohjelmien suositeltujen
sisiltojen kansainvilinen opas [16]. Eri yliopistojen matematiikan opintosuunitelmia
peilataan tdmén oppaan suhteen. Matematiikan opintosisélldistd on myoskin poimittu
Fourier-menetelmien esiintyvyydet. On siis tutkittu, ettd kuuluuko opintosiséltéihin
Fourier-menetelmié ja milld kursseilla. Kyseisten kurssien esitiedot on myos esitelty.

Tyon yhtenéd péidldhteend on vuonna 2013 julkaistu tietotekniikan kattojérjesto-
jen ACM:n ja IEEE Computer Society:n toimittama tietotekniikan opetusohjelmien
suositeltujen sisdltéjen kansainvélinen opas. Tamén lisédksi ldhteind on kaytetty ope-
tuskéayttoon tarkoitettuja luentomonisteita. Eri yliopistojen tietotekniikan kandidaa-
tin vaiheen matemaattisten opintosuunnitelmien ldhteend on kéytetty yliopistojen
sivuilta 16ytyvid opinto-oppaita. Tyon lopussa on liséksi lyhyt asiantuntijahaastat-
telu, jossa on haastateltu tietotekniikan diplomi-insinéorikoulutuksen kandivaiheen
matematiikan opintosuunnitelman tekoon osallistunutta professoria.

Luvussa 2 taustoitetaan erdité téssé tyossé tarvittavia matemaattisia tuloksia ja
madritelmiéd. Luvussa 3 esitellddn Fourier-sarja ja sen soveltavia kayttokohteita. Lu-
vussa 4 esitellddn Fourier-muunnos. Fourier-muunnoksen sovelluksiin tutustutaan lu-
vussa 5. Luvussa 6 esitellidn Fast Fourier Transform eli FFT-menetelma. Luku 7
edustaa tyon toista kokonaisuutta. Siind luodaan katsaus eri yliopistojen tietoteknii-
kan DI-koulutuksen kandidaatin vaiheen matemaattisen opintosuunnitelman siséltoi-
hin.

2. Taustaa

Téahan lukuun on kerédtty téssd tyossd tarvittavia eri matemaattisia tuloksia ja
médritelmid. Naihin viitataan tyon myShemmissa vaiheissa.

Maéritelladn ensin Schwartzin avaruus. Mééaritelmé 10ytyy esimerkiksi ldhteesté
[12]. Schwartzin avaruuden médritelmdé tarvitaan mééritelméssa 17.

MAARITELMA 1 (Schwartzin avaruus). Funktio f : R — R kuuluu Schwartzin
avaruuteen S(R), jos

(t) feC=R)
d'f(z)

(i7) sup |x]k]T| < 00, kaikilla kokonaisluvuilla &, > 0.
T€R X
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Jos funktio f kuuluu avaruuteen C'*°(R), niin funktio on mielivaltaisen monta ker-
taa jatkuvasti derivoituva koko R:ssa. Kohta (ii) taas kertoo, ettéd jokainen derivaat-
ta pienenee vahintédén yhté nopeasti kuin luvun |z| potenssi kaikilla k. Seuraavassa
esimerkissa esitellddn erés tdllainen funktio.

Tutustutaan Schwartzin avaruuden kasitteeseen seuraavan esimerkin avulla. Esi-
merkki on l&hteen [12] sivun 47 esimerkki 5.5.

ESIMERKKI 2. Olkoon funktio f : R — R, f(x) = e~ . Tarkoituksena on niytti,
ettd erityisesti Schwartzin avaruuden ehto (ii) toteutuu eli, ettd pétee

sup o L2

T | < 0o, kaikilla kokonaisluvuilla &, > 0.
z€eR xz

Ehto (i) tdyttyy, silld funktio f(z) eksponenttifunktiona on jatkuvasti derivoituva.
Funktion f(z) derivaatalle pétee

df (x) .2
2N -9 e _ —9 ‘
dx re vf(x)
Seuraavat derivaatat saadaan vastaavasti, joten
dl
C,;;g) = polynomi - f(z).
Nyt siis
d'f(x) . ||* |polynomi]
2| =27 = [l fpolynomi - f(x)] = ST,

Koska e*” kasvaa nopeammin kuin mikéén polynomi, ehto (ii) téyttyy. T#lloin siis
fz) € S(R).

Seuraavaksi méaaritelladn kompleksilukuihin kuuluva imaginaériyksikks. Kyseinen
kompleksiluku tulee vastaan téssé tyossd kompleksilukuja késiteltdessa. Se on médri-
telty esimerkiksi ldhteessé [8].

MAARITELMA 3 (Imagindariyksikko). Imagindériyksikké ¢ on méaéritelty siten,
ettid i € C ja i = —1. Imaginééiriyksikkoé on kompleksitason vektori (0,1).

Maaritelladn seuraavaksi parillinen ja pariton funktio. Naméa kéasitteet on méaéri-
telty esimerkiksi lahteessé [13].

MAARITELMA 4 (Parillinen ja pariton funktio). Funktiota kutsutaan parittomaksi
jos funktiolle f : R — C pitee

ja parilliseksi, jos pétee
Esimerkiksi sin(x) on pariton funktio ja cos(x) parillinen funktio, kun z € R.

Funktiolle voidaan méaritelld parillinen ja pariton jatke. M&dritelldén seuraavaksi
namé késitteet. Jatkeen kisitettéd tarvitaan esimerkissa 14.
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MAARITELMA 5 (Funktion parillinen ja pariton jatke). Muodostettaessa funktion
jatke funktiota jatketaan funktiona laajennetulle lukuviélille. Jos jatkettu funktio on
parillinen, kyseessé on parillinen jatke. Jos jatkettu funktio on pariton, kyseessd on
pariton jatke.

Tutustutaan seuraavaksi parilliseen ja parittomaan jatkeeseen esimerkin avulla.

ESIMERKKI 6 (Pariton ja parillinen jatke). Olkoon funktio f:[0,1] = R, f(x) =
z(z — 1). Muodostetaan funktion f pariton ja parillinen jatke. Funktion f pariton
jatke viilille [-1,1] on

—z(x+1), =ze€[-1,0
g1(x) = { :L’(x(— 1)’) - g {O, 1] [ )

Kuva 1. Pariton jatke funktiolle f.

2

-2 -1 0 1 2

Funktion f parillinen jatke vélille [-1,1] on

r(x+1), re|[-10
gl(l’) :{ xéx—l%, QEE%()? 1] [ '

Kuva 2. Parillinen jatke funktiolle f.

2

-2 T’ 1 2

-2




3. Fourier-sarja

Téasséd luvussa madritellidn Fourier-sarja eri muodoissa. Liséksi esitelldéan joita-
kin Fourier-sarjan soveltavia kdyttokohteita. Yksinkertainen Fourier-sarjan mééritte-
ly tehd&én siten, ettd Fourier-sarja on reaalinen ja mééritelty vélilla [—m, 7]. TAmé&
méérittely on esitelty esimerkiksi lahteessi [3].

MAARITELMA 7 (Reaalinen Fourier-sarja 27-pituisella suljetulla vililld). Olkoon
f:[-m, 7] — R. Mééritetdéan reaalinen Fourier-sarja g(j) funktiolle f valilla [—m, 7]
siten, etta

1

g9(y) = 500 + Z[aj cos(jx) + bjsin(jx)].

Sarjassa a; = = ["_ f(z) cos(jz)dx ja b; = = [T f(z)sin(jz)dz.

Reaalinen Fourier-sarja voidaan méaéritellda myos yleiselle vélille [—L, L], missa
L € R. Seuraavassa madritelméssa esitelladn taméa. Maaritelmé 16ytyy esimerkiksi
lahteestd [13].

MAARITELMA 8 (Reaalinen Fourier-sarja yleiselld vélilld). Reaalinen Fourier-sarja
g(j) funktiolle f yleisella valilla [—L, L], missd L € R, on

JTT

= —ao—i-ZaJ cos(——) + b; sin(— T )],

missé a; = %f_LLf (2) cos(2)dz ja by = + f_Lf z) sin(5%)dz.

Seuraavaksi on tarkoitus maééritella kompleksinen Fourier-sarja. Kompleksisen
Fourier-sarjan maarittadmiseksi tdytyy ensin méaéritelld Fourier-sarjan osittaisen osa-
summan késite. Madritelladn tdmé seuraavaksi. Osasumma on méaritelty esimerkiksi
lahteessa [13].

MAARITELMA 9 (Fourier-sarjan osasumma). Olkoon funktio f : [-L,L] — C.
Funktion f Fourier-sarja osasumma Si(t) on

f) = i/ f(t)e_%dt, J € Z ja i imaginddriyksikko méaritelméasta 3.
~L

Kompleksinen Fourier-sarja kytkeytyy edelld mééaritellyn Fourier-sarjan osasum-
man Si(t) raja-arvoon. Maidritellddn seuraavaksi kompleksinen Fourier-sarja 2L-
pituisella vélilld. Tamd méaritelma 16ytyy esimerkiksi ldhteesté [13].

MAARITELMA 10 (Kompleksinen Fourier-sarja 2 L-pituisella vililla). Olkoon funk-
tio f : [-L, L] — R. Jos osasumman Sk(t) raja-arvo on olemassa, niin raja-arvo on
kompleksinen Fourier-sarja 2L-pituisella vélilla eli



lim Sk(t) Z f )elt,

k—o0
j=—00

Esitelldén seuraavaksi reaalisen ja kompleksisen Fourier-sarjan yhteys. Taméa yh-
teys on esitelty esimerkiksi lahteessa [13].

Tarkastellaan ensin Fourier-sarjan osasummaa Si(t) ja muokataan sitd
k
(1) Si(t) = D f(5)e”

k
(2) =2 @+ F0) + D fG)e”

Todetaan, etta

[
ol

.
Il
-

jolloin yht&lo (2) saadaan muotoon

k

F(0) =D _[f()e”" + f(=s)e™").

Eulerin kaava on mééritelty esimerkiksi lahteessd [13]. Sen mukaan pétee

et = cos(jt) + i sin(jt).

Tamén nojalla saadaan

(0) + Y L) cos(j) + isin(jt) + F(=i)(cos(jt) — isin(je))

) + Z ) cos(jt)] + Z f 7)) sin(j1))],

J=1

missé

L
- = /_ icr

Lisdksi kompleksisten trigonometristen funktioiden avulla saadaan



F 4T = 5 [ 506+ e
_ % /L " Ft2cos(it)dt
zéiéLf@ymdﬁﬁ#
ja
) - f-5 =55 [ 10 - a
:ﬁi/iﬂmgmgmmﬁ
:_%??/zf@)gn@wdt

1 /L
_1 / F(#) sin(jt)dt.
LJp
Néin ollen on néytetty, ettd Fourierin osasummalle Sy (t) pétee

Sult) = 3 fg)e
1

=500 + Z[aj cos(jx) + bjsin(jz)],

=1

missé
1 (L
= — t)dt
Qo I /_L f( ) )
1 L
aj = —/ f(t)cos(jt)dt, j7=0,1,..
LJp
ja

1 L
bj = z /Lf(t) Sln(]t)dt, j = 1,2,

Seuraavaksi tutustutaan Fourier-sarjan sovelluksiin. Ensin mééritelladn Laplacen
yhtélo, joka on maédritelty esimerkiksi ldhteessd [13]. Maéritelméssa tulee vastaan
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merkintd C?. Jos esim funktio u € C?(R), niin funktio u : R — R ja u on kahdesti
jatkuvasti derivoituva.

MAARITELMA 11 (Laplacen yhtéls). Olkoon avoin alue 2 ja funktio u € C*°(Q).

n
Au = g Uz, = 0.
i=1

Maaritelladn seuraavaksi Dirichlet’'n ongelma, joka 16ytyy esimerkiksi ldhteesté
[13]. Téllainen ongelma kidydddn ldpi myshemmin esimerkissa 14.

MAARITELMA 12 (Dirichlet’'n ongelma). Olkoon avoin alue 2 C R™. Ongelmassa
etsitdin ratkaisua u € C%(Q) N C(Q). Olkoon funktio g : 92 — R,g € C(99N).
Funktiolle u pétee

Au =377 Uy, =0, joukossa 2
u =g, joukossa 0f).

Seuraavaksi késitelldan diffuusion tasapainoon liittyvi esimerkki ldhteestd [13].
Diffuusiolla tarkoitetaan esimerkiksi lampotilaerojen tasoittumista.

ESIMERKKI 13 (Diffuusion tasapaino). Esimerkissd mallinnetaan diffuusion tasa-
painoa. Olkoon U siled joukko ja tutkitaan joukon U reunasta QU lapi menevié vuota.
Merkitaan vuota vektorikenttdnéd F' ja v on ulkoreunan normaalivektori. Talloin

/ F-vdS=0,
U

jossa ldhteen [14] sivulla 77 olevan divergenssilauseen nojalla

o:/ F-vdS:/div(F)dV.
oUu U

Jos tdmé patee, niin riittdvéan sileélle vektorikentélle F' pétee
div(F') = 0.

Diffuusion tapauksessa esimerkiksi lammon siirtymisesséa on perusteltua olettaa, et-
td vuon suuruus riippuu eron suuruudesta. LAmpo siirtyy kuumasta kylmééan sité
nopeammin, mitd suurempi lampotilaero on. Télloin voidaan merkita

= —aDu,

missd —a on materiaalin ominaisuuksista riippuva parametri ja Du on lampotilan gra-
dientti. Tésséd esimerkissé gradientti kertoo kuinka paljon ja mihin suuntaan lampotila
muuttuu [14]. Tastd saadaan

0 = div(—aDu) = —aAu.

Kaytannon tilanteessa tdma tarkoittaa siis, ettd kaikki jonkin kappaleen reunan lapi
virtaava 1ampo virtaa kokonaisuudessa myos ulos reunan toiselta puolelta.

Seuraavaksi esitelladn esimerkki Fourier-sarjan kaytosta differentiaaliyhtélon rat-
kaisussa. Esimerkki on l&hteesti [13].
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ESIMERKKI 14 (Fourier-sarjan kéytto differentiaaliyhtdlon ratkaisussa). Olkoon
funktio u(x,y) : [0,a] x [0,0] = R, Q= (0,a) x (0,b) ja

AU = Ugy + Uy, = 0, Q

u(z,0) =0, O0<z<a
g(z) = ¢ u(z,b) =0, 0<z<a ,

u(0,y) =0, O<y<b

u(a,y) = 9(y), 0<y<b

missd funktio g derivoituva {2 :ssa.
Asetetaan u(z,y) = v(x)w(y). Talloin

0 = Au(z,y) = v"(x)w(y) + v(zx)w"(y),

josta saadaan

Nyt

{ V" (x) = (), v(0) =0
—w"(y) = w(y), w(0)=0=w(b).

Saatiin siis separoituvat differentiaaliyhtélot. Seuraavaksi ratkaistaan yhtalot kolmes-

sa eri tapauksessa, joissa muuttuja A saa kolme erilaista ehtoa.
Tapaus 1: Olkoon A < 0: A = —p?, u > 0. Tilléin saadaan

w'(y) = prw(y),
jonka karakteristinen yhtdlé on lahteen [6] (s35.) nojalla muotoa
r? —u* =0,
jonka juuret ovat r = +p. Ratkaisu on siis ldhteen 6 lauseen 3.3.17. nojalla
w(y) = et + Cye™™, (3,04 € R.

Merkitdin Cy = (9422 ja Cy = (952), jolloin ratkaisu saadaan muotoon

wiy) = & ; Ca y , O . Ca

= Clé(e“y —e M)+ CQ%(e“y + e M)
= (' sinh(py) + Cy cosh(uy).
Nyt annetuista ehdoista
0 = w(0) = C; sinh(0) + Cy cosh(0) = Cy
ja
0 = w(b) = C} sinh(ub)

eli €y = Cy = 0, jolloin w(y) = 0.
Tapaus 2: Olkoon A = 0. Téll6in

w'(y) =0

eli ratkaisu on muotoa

w(y) =Ciy+Cy C,Cy € R.
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Annetuista ehdoista
w(0) =w(b) =0

seuraa, ettd ratkaisu w(y) = 0.
Tapaus 3: Olkoon A > 0: A = g2, > 0. Tilloin saadaan

{ v"(x) = pPu(x)
—w"(y) = p*w(y)

Télloin saadaan tapauksen 1 tapaan

{isrs
—Ty =M

7“1::|:,U
ro = kipu -

Ratkaisu on siis lahteen [6] lauseen 3.3.17. ja tapauksessa 1 kéytyjen kohtien nojalla

{ v(z) = Cysinh(ux) + Cy cosh(px)
w(x) = Dysin(uy) + Dycos(py)

missd C, Cy, D1, Dy € R. Annetuista ehdoista v(0) = 0 ja w(0) = 0 saadaan Cy =
Dy = 0. Lisiiksi ehdosta w(b) = 0 saadaan, ettéd pétee joko Dy = 0 ja w(y) = 0 tai

sin(ub) =0,

ja edelleen

jolloin

Nain ollen saadaan ratkaisu

Alunperin ldhdettiin hakemaan ratkaisua u(z,y), jolle siis patee u(z,y) = v(x)w(y)
eli saatiin erikoisratkaisut

T Ty
uj(,y) = v(@)(y) = a;sinh(Z5) sin(7Y)
Etsitdan taytta ratkaisua nyt sarjana
" (JTT Ty
3 = sinh(2— LAY
(3) u(r,y) § sinh(275) sin(27)

Viimeisesta reunachdosta saadaan

7m . Ty
g9(y) = u(a,y) Zajsmh sin(—= 3 ).

Muodostetaan nyt funktiolle g(y) parlton jatke ja laajennetaan se koko reaaliakselille
méaritelmén 5 mukaan. T#lloin funktion g(y) Fourier-sarja on parittomana funktiona

o JTY
y) =D _bisin(=>),
j=1
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missé . b
1 jmyy o2 . JTY

b
Vertailemalla kertoimia saadaan

.. Jma 2 (b . JTY
a;sinh(—=) = g/o 9(y) sin(—=)dy

eli lopulta

2 b JTY
= in(=—=)dy.

Sijoittamalla saatu a; yhtéloon (3) saadaan
b :
T, . 7Y
d h —).
Z]_lbsmh s [ sty s 5

Askeinen tulos antaa esityksen ratkaisusta. Tamé on kuitenkin formaali ratkaisu, sillé
suppenemista ja kayttaytymista rajalla ei tutkittu.

4. Fourier-muunnos

Téasséd luvussa médritelladn Fourier-muunnos ja esitellddn sen yhteys Fourier-
sarjaan. Tamén lisdksi madritelladn kddnteinen Fourier-muunnos. Fourier-muunnos
on médritelty esimerkiksi lihteessé [12].

MAARITELMA 15 (Fourier-muunnos). Olkoon funktio f: R — R ja f integroitu-
va. Funktion f Fourier-muunnos funktio f(£) mééritelladn

for = [ et

Muodostetaan seuraavaksi Fourier-muunnos annetulle esimerkkifunktiolle. Seu-
raava esimerkki on ldhteesta [12].

ESIMERKKI 16 (Fourier-muunnos annetulle funktiolle). Olkoon funktio

flz) = {1,jOS = [_%7%]

0, muualla.

Muodostetaan kyseiselle funktiolle Fourier-muunnos f(€) eli méritelmén mukaan

Talle saadaan erilliset integraalit Eulerin kaavalla siten, etté
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f(é) = /2 cos(2mx&)dx — z'/2 sin(2rz€)dx

B sin(2rxf) . i cos(2mxg)
B /—é omE Z/_l 2m¢

_ 2sin(nf) . —cos(2m - &) cos(2m - 3€)
= one —1 ot + e )
_ sin(n§) i 0

= N
[NIES

Funktion f(z) Fourier-muunnos f(£) on siis

2oy sin(mg)
flo =5,

Esitelldéan seuraavaksi Fourier-muunnoksen yhteys Fourier-sarjaan. Témé yhteys

on esitelty esimerkiksi ldhteessé [3]. Lasku on formaali eikéd suppenemisia rajalla tut-
kita.

Olkoon L € R ja funktio f : [—L, L) — R. Tdmé&n kompleksinen Fourier-sarja on
2 L-pituisen Fourier-sarjan méaéritelmédn mukaan

A Tijx ~ 1 L mijt
@) =S e, missi f() = — / e et

‘ L
JEL

Néin ollen kompleksinen Fourier-sarja saadaan muotoon

L
fa) =Y o [ fee it

ez
Maéritelldén nyt funktio g(z,§;) siten, ettd
L .
o) = [ e
)

missé §; = JA = jﬁ eli i = A. Lis#ksi mija/L = 2mix. Annetaan L — oo, jolloin
saadaan
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fla) = Jim 3 g 6)

L—o0 4
Jje
= I 3 a5 = | ot
J

_ / Z / Z ()€ e

Askeisessid >°, , g(, jA)A tulkittiin Riemannin summaksi. Nyt saadaan

fay= [ [ s g

:/ 627”'{1/ 6727rit§f<t>dtd€.

Funktio

f(é) = /_OO e 2 f (1) da

[e.9]

on nyt siis mééritelmédn mukaan funktion f Fourier-muunnos.

Maéritelldédn seuraavaksi kdédnteinen Fourier-muunnos. Késite on mééaritelty esi-
merkiksi ldhteesséd [13]. Méaritelméssd mainitaan Schwartzin avaruuden késite méaa-
ritelmésté 1.

MAARITELMA 17 (Kéénteinen Fourier-muunnos). Oletetaan, etté funktio f : R —
R ja f € S(R). Télloin pétee

f = [ " e (e e,

Esitelldéin seuraavaksi Fourier-muunnoksen laskukaavoja. Laskukaavat ja niiden
todistukset on esitelty esimerkiksi ldhteessé [12].

LAuse 18 (Fourier-muunnoksen laskukaavoja). Olkoon funktio f : R — R ja
feSMR)jag:R—=Rjage SR). Funktio f on funktion f Fourier-muunnos ja



15

funktio g on funktion g Fourier-muunnos. Olkoon «, 3,¢e,h € R Tdlloin pdtee
(i) (af +Bg) = af + By,
df
@) (3o =mici

(i) %@) = (—2rinf)(€),
(iv) f on jatkuva,

(v) Jlex) = é f(€),¢ > 0,
(vi) o) = fleems

Todistetaan seuraavaksi lauseen 18 kohdat (7)-(vii) eli edelld mainitut laskukaavat.

Tobistus. Kohdan (i) todistuksessa niytetdin, ettd Fourier-muunnos on lineaa-
rinen. Méaéritelmésta

(] + Bg) = / (af(x) + By(x))e " da

_Oé/ f _27rm£dl‘+ﬁ/ 27ria:§dm

&)+ B1(€).

Kohtien (i7) ja (iii) todistuksissa ndytetaan funktion derivaattaan liittyvid tulok-
sia. Kohdan (i7) todistuksessa mééritelméasta

(€)1 (&)

missé integraali voidaan laskea osittaisintegrointikaavalla, jolloin saadaan

(B)o=/ swers [~ o ger.

Nyt / f(x)e~?™=¢ menee nollaan, jolloin jié siis jiljelle ainoastaan

oo

(D)1=~ [ storeran —ami [ g —mcste)
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Kohdan (7i7) todistuksessa méaritelmésta
de _ d > —2miz€
TO= 1 | f@era
= /OO f(a:)ie_%”gd:v
oo dE
= —/ f(z)2mize ™" dy

= (=2miz f)(S).

Kohdan (iv) todistus toteaa Fourier-muunnoksen olevan jatkuva. Maaritelmésta

. P T > —2miz(€+h)
tim fic+ ) = Jim [ f(o)e
— [ s time e — fg)
oo h—0

Kohdassa (v) muuttujalla = vakiokerroin € > 0. M#dritelméstéa

]@ = /00 flex)e 2™y,

Ratkaistaan integraali muuttujanvaihdolla asettamalla y = ex, dy = edz, jolloin saa-
daan kohdan (v) tulos

%[mﬂm&%MW@:%ﬂg'

€

Kohdan (vi) todistuksessa mééritelméan mukaan
fath) = / F(@ + h)e-2r dg.

Ratkaistaan integraali muuttujanvaihdolla asettamalla y = z + h,dy = dx, jolloin
saadaan kohdan (vi) tulos

| ey = jge

Kohdan (vii) todistus on (vii)

f(mhz — /OO f(x>€27rihm€—27riz§dl,
—0o0

_ / f(:z:)e_%m(f_h)da:

o0

= f(¢—h).
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Tassa luvussa tarkastellaan Fourier-muunnoksen kahta soveltavaa kayttokohdetta.
Ensin esitellaén Fourier-muunnoksen sovellus signaalinkésittelyssd. Téamén jélkeen
kéydaan Besselin potentiaalin 16ytava esimerkki ldpi. Tamén esimerkin tarkoituksena
on nayttdd, miten Fourier-muunnosta voidaan kayttia osittaisdifferentiaaliyhtéloiden

ratkaisussa.

Esitelldén signaalinkésittelyn sovelluskohde Matlabia hyodyntéden. Sovelluksessa
on ensin luotu alkuperéinen signaali, jonka avulla luodaan héiritty signaali. Fourier-
muunnosta hyddyntden héairitty signaali saadaan palautettua alkuperiisen signaalin

muotoon. Alla kuvasarja tilanteesta.

Kuva 3. Kuvassa alkuperéinen signaali, hiiritty signaali ja palautettu signaali.

1.5

05

i signaali

hairitty signaali

signaali

2

1.5

1

0.5

0

-05

1.5

0.5

Hairitysta signaalista otetaan Fourier-muunnos, joka on alla kuvassa.

Kuva 4. Kuvassa Fourier-muunnos héiridsignaalista ja keltainen viiva
on asetettu suodatinraja.
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Kuvassa nékyy keltaisella asetettu suodatinraja taajuuksille. Sité saatdmalla saa-
daan poistettua maéaréllisesti sopivan véhéiset taajuudet eli hairio. Tamén jalkeen
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héiritysta signaalista poistetaan suodatetut taajuudet ja otetaan tédmén jalkeen kaéin-
teinen Fourier-muunnos. Néin tekemélld on onnistuttu palauttamaan signaali alku-
perdiseen muotoon. Edeltaneissa kuvissa kédytetty koodi on alla.

close all;
x=-pi:0.025:p1;
y=0.3*sin(10*x)+cos(x) ;
yh=y+1*(rand(size(y))-0.5);

figure(1);

hold on;

subplot(1,3,1),

plot(x,y,’r’), title(’alkuperainen signaali’)
subplot(1,3,2),

plot(x,yh,’g’), title("hairitty signaali’)

figure(2);

f=fft(yh);
raja=0.12*max (abs(f));
apu=raja*ones(size(f));
hold on;
plot(abs(f),’g’);
plot(apu,’y’);
plot(abs(fft(y)),’b’);

fu=[abs(f)>apu] . *f;
yu=real (ifft(fu));
plot(abs(fu),’r’)

figure(1);
subplot(1,3,3),
plot(x,yu,’b’),title(’palautettu signaali’)

Maaritelladn seuraavaksi signaalinkésittelyyn liittyvé operaatio nimeltd konvoluu-
tio. Konvoluutio on mééritelty esimerkiksi lihteessd [13].

MAARITELMA 19 (Konvoluutio). Konvoluutio-operaation merkinté on *. Olkoon

funktio f : R — R ja funktio ¢ : R — R. Liséksi f,g € C?*(R). Miéritelliéin konvo-
luutio jatkuville funktioille f ja g integraalina

U*@@)Z[ﬁf@—yM@Mu

Selvennetdan konvoluution kisitetta esimerkin avulla seuraavaksi. Esimerkki on
lahteesta [4].
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ESIMERKKI 20 (Konvoluutio-esimerkki). Olkoon funktiot

1 ze€]0,3]
flz) = { 0 muulloin

ja

muulloin.

g($)_{ g z €[0,1]

Ratkaistaan funktioiden konvoluutio (f * g)(x). Kuvaajat voidaan myos ajatella yk-
sinkertaisina signaaliaaltoina. Oletetaan, ettd konvoluutio tapahtuu aikaskaalalla .
Télloin signaalifunktiot ovat kirjoitettavissa muodossa f(y) ja g(—vy).
Signaalia g(x — y) siirrettdessd vasemmalla, kun siis 2 < 0, huomataan, etta sig-
naalien valilli ei tapahdu péillekkéisyytta. Néin ollen (f * g)(x) = 0, kun = < 0.
Siirretaéin seuraavaksi signaalia g(z—vy) oikealle. Tarkastellaan ensimmaiseksi valia
0 <z < 1. Nyt konvoluution mééaritelmésté saadaan

/fx— dy—/ 1-2dy =2z, kun0<zx <1
0

Seuraavaksi signaalia siirretdén lisdéd oikealle ja tarkastellaan valia 1 < x < 3,
jolloin

(f*9g)(x / flz—vy) )dy—/ 1-2dy=2, kunl <z <3.
r—1

Tamén jilkeen signaalia g(z — y) siirretdén jélleen oikealle ja tarkastellaan valia
3 <z <4, jolloin

3
(f*xg)(x / flz —vy) )dy_/ 1-2dy =—-2x+8, kun3d <z <4,
z—1

Lopulta signaali g(x — y) on liikkunut kokonaan funktion f(y) ohi ja (f * g)(z) =0,
kun = > 4. Néin ollen funktioiden f(z) ja g(z) konvoluutio on siis

0 z <0
2x 0<z<1
(fxg)(x)=14 2 1<x<3 .

—2x+ 8 3<zr <4
0 r >4
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Kuva 5. Kuvassa konvoluutio f(xg)(z).

3.

Seuraavaksi on tarkoitus maéritelld késite nimeltd Besselin potentiaali. Sen méé-
rittdmiseen tarvitaan seuraavana esiteltiva lemma. Kyseinen lemma on esitelty esi-
merkiksi lahteessé [13].

LEMMA 21. Olkoon funktiot f,g € S(R). Tdlloin pdtee

missd *-operaatio on konvoluutio.

Tobistus. Oletetaan, ettd Fubinin lauseen ehdot tayttyvét. Nyt

frg= / / fW)g(z —y)dy e dx,

josta Fubinin lauseen nojalla saadaan

/ ) / " glw — y)e 2 dudy,

—00 —00

Merkitdédn z = x — y, dxr = dz ja saadaan

/ ) / T g(2)e T Ly

—00

_ / Fly)e T dy / g(2)e 2 = fg.
]

Esitellddn seuraavaksi Bessel-potentiaali esimerkin muodossa. Bessel-potentiaali
on esitelty esimerkiksi ldhteessi [13].

ESIMERKKI 22 (Bessel-potentiaali). Olkoon funktio f € S(R). Tarkastellaan dif-
ferentiaaliyhtélod, joka on muotoa

u +u=f.
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Nyt lauseen 18 kohdan (ii) nojalla saadaan

dil o
2 (&) = w(e) = 2migi(¢)

ja edelleen saman kohdan nojalla
W() = (2mig)*a(8) = —4m*€*a(g).
Talloin differentiaaliyhtélosta ja edellisen nojalla
—(—4n*g%0(8)) + a() = £(©).

josta saadaan

i f(€
() = A
Am2g2 + 1
Merkitdan nyt @ = g * f , jolloin tilanne on vastaava lemman 21 kanssa, missé
. 1
90 = Jme iy

Nyt siis pitad 16ytaa kadnteisella Fourier-muunnoksella funktio ¢, mille muodostettiin

g. Patee ensinnikin
> 1
/ e todt = =,
0 a

silla
¢ ¢ 1 —ac 1
lim e dt = lim / —qe " = lim - — © = -,
oo Jq c=00 [ ] a a
joten
> 1
—t(4m2€241) 34
e dt = ————.
/0 47282 4+ 1

Talloin kaanteisen Fourier-muunnoksen méaaritelmasta

g(z) = / o)

) 1 oint
_ = prmiagy
/oo et ©

:/ / e—t(47r2§2+1)€2m':c§dtd€
—00 J 0

0 00 ' -
:/ e—t/ e27rw§—t47r I3 dfdt
0 —o0

Seuraavaksi suorittamalla muuttujanvaihto siten, ettd z = /b€ — ﬁgl saadaan

a2

/OO eiagfbéadé- — 6__417/ 6722(12
—00 \/Z_) K 7
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missd K = Im(z) = {ﬁg} Merkintéd Im(z) tarkoittaa kompleksiluvun z imaginia-
riosan reaalikerrointa. Léhteen [13] lemman 5.4 tuloksen nojalla pétee alla olevan
yhtalon toinen yhtasuuruus eli

/ e dz :/ 6_€2d€ = /7.
K —00

o0
/ gitte g _ o~ |
. b

Nyt merkitsemélld a = 27, b = t47w? saadaan

00 ) (27rz)2 —z2
/ 627r2:c£—t47r2§2d€ — €_m T = 1 e 4,
. \ t4n2  \/dxt

Téata tulosta kutsutaan Besselin potentiaaliksi. Téten

w(z) = (g% f)(z) = \/%47/000 /Z %e—t—'ﬁtﬂ

eli saatiin formaali ratkaisu esimerkin alussa esitettyyn differentiaaliyht&loon.

Talloin

f(y)dydt

6. FFT-menetelmi

Téassé luvussa esitellddn FFT-menetelmé eli Fast Fourier Transform. Suomenkie-
linen termi on nopea Fourier-muunnos. FFT-menetelmé esitelldén, silla se kuuluu
monen yliopiston tietotekniikan DI-opintoihin signaalinkasittelyn kursseilla.

6.1. Diskreetti Fourier-muunnos. Téamé luku on kirjoitettu pohjautuen lih-
teeseen [5], ellei toisin mainita. Médritelldén ensin diskreetti Fourier-muunnos.

MAARITELMA 23 (Diskreetti Fourier-muunnos eli DFT). Olkoon diskreetti jak-
sollinen N-jaksoinen signaali x(n) eli signaali on N néytettd pitkd. Tamén signaalin
diskreetti Fourier-muunnos X (n) maéaritelldén siten, etté

k=0
missé k on signaalinjonon x(n) k:mnen jéisenen jéarjestysindeksi k ja n muodostuneen
X (n)-jonon n:nnen jisenen jarjestysindeksi n.

Seuraavaksi maaritelladan kaanteinen diskreetti Fourier-muunnos.

MAARITELMA 24 (Kéénteinen diskreetti Fourier-muunnos eli IDFT). Signaalin
X (n) kaanteinen diskreetti Fourier-muunnos x(n) médritellddn siten, etté

N
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Diskreetti Fourier-muunnos ja kdédnteinen diskreetti Fourier-muunnos on mahdol-
lista esittdd myos matriisimuodossa. Olkoon x(n) muunnettava signaali ja vektori

x(N:— 1)

sen yksi jakso. Télloin sen diskreetti Fourier-muunnos saadaan kertomalla vektori x
muunnosmatriisilla

(e )0 (e%z)o (e%l)o (‘?%)O

CFP () (F) (¢ F)
(¥ (F)? (R ()2
(eF)0 ()"0 (F)T2N-D ()

Kaanteisen diskreetin Fourier-muunnoksen voi laskea kertomalla vektori X muunnos-
matriisilla

CEPEER P (
1 (62N )0 (€2N ) (62N.)2 (€2N )(N b
Llewr @®p @@y L e
(R (RN (D (e

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkin avulla diskreettia Fourier-muunnosta.

ESIMERKKI 25 (Diskreetin 4-jaksoisen signaalin diskreetti Fourier-muunnos). Ol-
koon diskreetti jaksollinen signaali z(n) = (0,1,2,3). Nyt siis N = 4. Suoritetaan
signaalille diskreetti Fourier-muunnos, joka saadaan laskettua hyodyntamalld edelld
médriteltyd muunnosmatriisia, joka on nyt muodossa

e A o L e L G R L W S N
()0 ()7 () ()P _[1 - 1
(€0 (€5)2 (ef) (eF)e) |1 -1 1 -
R G e e e G A

Nyt kerrotaan jonosta z(n) muodostettu vektori saadulla matriisilla eli

11 1 1 0 6
1 —i 1 1| | -2+
1 -1 1 1] |27 | -2
1 i -1 —i 3 —2— 2
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Saatiin siis haluttu diskreetti Fourier-muunnos

6
-2+ 2
-2
—2—2

X =

6.2. Nopea Fourier-muunnos. Vektoreiden laskeminen méiritelmien pohjalta
vaikeutuu muuttujan N eli jaksomédrdn kasvaessa. N-ulotteisen vektorin kertomi-
nen N x N-matriisilla vaatii N? kertolaskua ja N(N — 1). Ajantarve on siis suoraan
verrannollinen muuttujan N neli6on. Taméan ongelman ratkaisemiseksi on kehitetty
niin kutsuttu nopea Fourier-muunnos eli FFT (Fast Fourier Transform). Menetel-
mé kayttden laskuaika pienenee merkittévasti erityisesti muuttujan N ollessa suuri.
Diskreetti Fourier-muunnos kuuluu aikavaativuusluokkaan O(N?) ja nopea Fourier-
muunnos aikavaativuusluokkaan O(N log, N). Tamé tarkoittaa kidytdnnossa esimer-
kiksi jaksomiirilla N = 10°, ettdi nopea algoritmi vaatii noin 40 000 kertaa vihem-
mén laskuaikaa [2]. Menetelmén idean padkehittédjind voidaan pitdd J.W. Cooleyta
ja John Tukeyta, jotka julkaisivat aiheesta artikkelin vuonna 1965 [5]. Esitelldén nyt
niin kutsuttu Cooley-Tukey-algoritmi, joka on esitelty esimerkiksi ldhteessé [5].

Muunnoksen johtamisessa tarvitaan seuraavaa merkintdtapaa. Madritetaan muut-
tuja wy siten, ettd wy = e~ . Lisiksi johtamisessa tarvitaan muuttujan wy seuraavaa
ominaisuutta

271 2pmi 27
P (L ENp _
Wy, = (e )P = ek =er =y,

missé p, k € R. Eli esimerkiksi erityisesti w3, = wy,.
Olkoon z(n) jaksollinen lukujono, jonka jakso N = 2*. Miiritelmén mukaan dis-
kreetti Fourier-muunnos télle on

N-1
X(n) =Y a(k)wy.
k=0
Tarkastellaan erikseen parillis- ja paritonindeksisid komponentteja ja saadaan

N_q N_q
2 2

X(n) =" xk)wy" ™ + > 22k + Duwy"#H,
k=0 k=0

Nyt edelld mainitun muuttujan wy ominaisuuden nojalla w% = w N/2, joten

N_q N_q
2 2
X(n) = ak)wy)y +wy" > x(2k + Dwyly.
k=0 k=0
Merkitddn nyt zo(k) = z(2k) ja 1 = x(2k + 1) ja vastaavasti niiden Fourier-
muunnokset Xo(n) ja X;(n). Talléin saadaan yhtilo

Tulkitaan saatua yhtélod ldhteen [2] mukaan. Nyt Xo(n) tarkoittaa siis N/2-pituista
alkuperdisen signaalin X, (n) parillisindeksisistd komponenteista koostuvaa osaa ja
Xi(n) N/2-pituista alkuperiisen signaalin X,,(n) paritonindeksisistd komponenteista
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koostuvaa osaa. Algoritmi toimii rekursiivisesti eli ndméa kaksi N/2-pituista osaa on
muodostettavista N/4-pituisista osista [5].

7. Eri yliopistojen tietotekniikan DI-koulutuksen kandidaatin vaiheen
matemaattisen opintosuunnitelman tarkastelua

7.1. Luvun 7 johdanto. Tissd luvussa luodaan ensin katsaus ACM:n ja IEEE
Computer Society:n toimittamaan kansainviliseen ohjeistukseen tietotekniikan ope-
tusohjelmien suositelluista sisélloistd [16]. Tamén jélkeen tarkastellaan viiden suo-
malaisen yliopiston tietotekniikan DI-koulutuksen kandidaattiohjelmaa. Kandidaat-
tiohjelmat toimivat siis pohjana diplomi-insinéériopinnolle. Liséksi tutkitaan yhdys-
valtalaisen MIT:n tietotekniikan DI-koulutuksen kandidaattiohjelmaa vastaavaa ope-
tusohjelmaa. Padtavoitteena tarkastelussa on esitelld opetusohjelman matemaattinen
opetussisalto. Lisdksi on esitelty opetusohjelman matemaattisen opetusohjelman op-
pimistavoitteita. Jos niit ei ole ollut saatavilla, on kirjattu opetusohjelman yleisia ta-
voitteita. Taman lisdksi on tutkittu esiintyykod opetusohjelmissa Fourier-menetelmié
jossakin muodossa. Luvun lopussa on lyhyt asiantuntijahaastattelu liittyen Jyvéas-
kyléan yliopiston tietotekniikan DI-koulutuksen kandidaatin vaiheen matemaattiseen
opintosuunnitelmaan.

7.2. Katsaus jiarjestojen Association for Computing Machinery (ACM)
ja Institute of Electrical and Electronics Engineers Computer Society
(IEEE) toimittamaan opetusohjelmaoppaaseen. ACM:n ja IEEE Computer
Society:n toimittamassa opetusohjelmaoppaassa luodaan ensin yleisempi katsaus tie-
totekniikan opiskelun matemaattisiin vaatimuksiin ja tédmén lisdksi oppaassa on
tarkempi erittely suositelluista opetusohjelmaan siséllytettdvistd matematiikan osa-
alueista [16]. Oppaan on ajateltu olevan vain kehys opetusohjelmien suunnittelulle,
silla tietotekniikan opetus on moninaista ja tietotekniikka alana alati kehittyvaa. Ma-
tematiikan todetaan oppaassa kuuluvan ldhes kaikkiin tietotekniikan opetusohjelmiin.
Siséllyttettavit osa-alueet kuitenkin vaihtelevat, mihin vaikuttaa oppaan mukaan ope-
tuksen jarjestdva tiedekunnan suuntaus ja matematiikalle varattujen kurssien méaara.

ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan mukaan enemmisto tietotekniikan
opiskelijoista hyotyvét esimerkiksi joukko-opin, logiikan ja diskreetin todennakoi-
syyslaskennan kursseista. Tietotekniikan moninaisuuden vuoksi osa-alueiden merkitys
vaihtelee. Oppaassa nostetaan esimerkkiné esiin lineaarialgrebra, josta on on hyotya
esimerkiksi grafiikassa ja taulukointien analysoimisessa ja algoritmeissa, mutta joilla-
kin tietotekniikan osa-alueilla hyoty on pienempi.

ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan mukaan tietotekniikan opiskelijan
tulee saavuttaa "matemaattinen kypsyys”. Télla tarkoitetaan kykyéd ymmaéartas tieto-
tekniikassa kéytettyjen algoritmien taustoja ja erityisesti niiden tehokkuuden tasoa.
Lisdksi nykytrendien mukaisesti todennékoisyyslaskennan ja tilastotieteen perusteet
olisi hyvéa kyetéd hallitsemaan liittyen datan hallintaan. Oppaassa kuitenkin todetaan,
ettd tietotekniikan matematiikan opetusohjelma tulisi suunnitella siten, etta opiskelun
aloitus ei vaadi erityistd matemaattisen osaamisen taustaa.
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ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan kappaleen Appendix A osiossa Disc-
rete Structures eritellddn tarkemmin tietotekniikan opetusohjelmaan suositelluista si-
sdllytettavistd matematiikan osa-alueista. Osiossa on kirjattu eri osa-alueiden tarkat
sisdllot ja niiden oppimistavoitteet. Aihealuekokonaisuuksia on kuusi ja seuraavaksi
tarkastellaan néita yksitellen.

Ensimmaéinen aihealuekokonaisuus on joukot, relaatiot ja funktiot. Joukkojen
osuus sisdltdd joukko-opin perusteet, kuten Vennin diagrammi, yhdisteen, unionin
ja komplementin késitteet ja lisdksi erindisid joukkojen muotoja kuten karteesinen
tulojoukko. Relaatiosta tulisi siséllyttdd tyypillisid relaatioita, kuten refleksiivisyys,
symmetrisyys ja késitteet, kuten ekvivalenssirelaatio ja osittain jérjestetty joukko.
Funktioista tulisi sisdllyttaa kéisitteet erityiset funktiot surjektio, injektio ja bijektio,
kaanteisfunktio, ja yhdistetty funktio. Oppimistavoitteet on listattu seuraavana.

(1) Joukko-opin, relaatioiden ja funktioiden perusmééritelmien selittdminen esi-
merkkien avulla.

(2) Joukko-oppiin, relaatioihin ja funktioihin liittyvien operaatioiden suorittami-
nen.

(3) Kéytéannon sovellusten yhdistdminen joukko-, funktio- tai relaatiomalleihin
ja niihin liittyvien operaatioiden ja termiston tulkitseminen.

Toinen aihealuekokonaisuus on logiikka. Téahén sisdltyy ehdollinen logiikka,
loogiset konnektiivit, totuustaulut, konjunktiivit, kaavojen oikeellisuus, ehdollisen
paattelyn sdannot ja predikaattilogiikka. Oppimistavoitteet on listattu seuraavana.

(1) Viittdmien kdantdminen vapaamuotoisesta kielestd ehdollisen logiikan ja pre-
dikaattilogiikan ilmaisuiksi.

(2) Muodollisten ehdollisen logiikan ja predikaattilogiikan symbolisten menetel-
mien soveltaminen.

(3) Pééttelyn sddntdjen avulla todistusten tuottaminen ehdollisessa ja predikaat-
tilogiikassa.

(4) Symbolisen logiikan hyodyntaminen oikean elimén mallinnuksessa.

(5) Muodollisten loogisten todistusten ja/tai vapaamuotoisen tésmillisen loogi-
sen péattelyn soveltaminen oikeisiin ongelmiin.

(6) Ehdollisen logiikan ja predikaattilogiikan vahvuuksien ja rajoitusten kuvaile-
minen.

Kolmas aihealuekokonaisuus on todistustekniikat. Siihen siséltyy késitteet impli-
kaatio, inversio, konversio, kontrapositio ekvivalentti, vastaesimerkki, negaatio ja
ristiriita, matemaattisen todistuksen rakenne, suorat todistukset, vastaesimerkilla
kumoaminen, ristiriidalla todistaminen, induktio luonnollisilla luvuilla, induktion
rakenne, heikko ja vahva induktio, rekursiiviset matemaattiset méadritelmét, ja hyvan
jérjestyksen periaate. Oppimistavoitteet on listattu seuraavana.

(1) Kéytetyn todistustavan tunnistaminen.

(2) Kunkin edelld mainitun todistustavan péépiirteiden tunnistaminen.

(3) Kunkin edelld mainitun todistustavan soveltaminen oikein jarkevén argumen-
tin rakentamisessa.
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(4) Oikean todistustavan valitseminen.

(5) Matemaattisen ja/tai rakenteellisen induktion ja rekursion tai rekursiivisesti
madritellyn rakenteen yhtéldisyyksien selittdminen.

(6) Heikon ja vahvan induktion eron selittdminen ja esimerkin antaminen kunkin
dsken mainitun kaytosta.

(7) Hyvén jarjestyksen periaatteen ja sen yhteyden matemaattiseen induktioon
esittdminen.

Neljas aihealuekokonaisuus on laskemisen perusteet. Tédhén siséltyy késitteet jouk-
kolaskennan késitteitéd, kuten joukon kardinalisuus ja laskeminen, summan ja tulon
sadnnot, seulaperiaate, aritmeettiset ja geometriset jonot, kyyhkyslakkaperiaa-
te, permutaatio, kombinaatio, Pascalin sddntd, binomilause, differenssiyhtiléiden
ratkaiseminen ja sen esimerkkien hallinta, ja modulaariaritmetiikan perusteet. Oppi-
mistavoitteet on listattu seuraavana.

(1) Joukkolaskennan soveltaminen sisiltden summan ja tulon sdannot, seulape-
riaatteen ja aritmeettisen/geometrisen jonon.

(2) Kyyhkyslakkaperiaatteen soveltaminen matemaattisen todistuksen konteks-
tissa.

(3) Joukon permutaatioiden ja kombinaatioiden laskeminen ja tulkitseminen so-
veltamisen kontekstissa.

(4) Oikean maailman sovellusten késittely oikeilla laskutavoilla, kuten esimerkik-
si madrittamalla kuinka monella tapaa ihmiset voidaan jarjestdd poydéan ym-
pérille, alkuehtojen késittely istumajérjestyssovelluksessa tai tiettyjen kort-
tipelien kéisien muodostumistapojen médrien méaarittdminen.

(5) Erilaisten perusdifferenssiyhtéloiden ratkaiseminen.

(6) Ongelman analysointi méérittamalla sen perusteella differenssiyhtalo.

(7) Modulaariaritmetiikkaa siséltdvien laskujen suorittaminen.

Viides aihealuekokonaisuus on verkot ja puut. Se siséltdéd kasitteet puu, lapikul-
kukulkustrategia, suuntaamaton verkko, suunnattu verkko, puun virittdminen, ja
puun isomorfoosi. Oppimistavoitteet on listattu seuraavana.

(1) Verkkoteorian peruskisitteiden seké erityyppisten puiden ja verkkojen maé-
ritelmien havainnollistaminen esimerkein.

(2) Polkujen ja verkkojen erilaisten lédpikulkustrategioiden havainnollistaminen.

(3) Erilaisten oikean maailman tietotekniikan ongelmien mallintaminen kayttéien
verkkoja ja puita, kuten esittelemélld verkkotopologiaa tai organisaation hie-
rarkista tiedostojarjestelmaé.

(4) Verkkojen ja puiden késitteiden esiintyminen tietojarjestelmissé, algoritmeis-
sa, todistustekniikoissa ja laskennassa.

(5) Verkossa puiden virittdmisen selittéminen.

(6) Sen madarittdminen, ettd ovatko kaksi verkkoa isomorfiset.

Kuudes aihealuekokonaisuus on diskreetti todennékoisyys. Tahén kokonaisuuteen
siséltyy &érellinen todennékoisyysavaruus, todennédkoéisyyden aksioomat ja mitat,
ehdollinen todennékdisyys, Bayesin lause, riippumattomuus, kokonaislukusatunnais-
muuttujat, odotusarvo, varianssi, ja ehdollinen riippumattomuus. Oppimistavoitteet
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on listattu seuraavana.

(1) Tapahtumien todennikoisyyksien ja odotusarvojen laskeminen perusongel-
missa.

(2) Riippuvaisten ja riippumattomien tapahtumien erottaminen toisistaan.

(3) Tilanteen tunnistaminen, jossa voi kiyttdd binomijakaumaa ja todennékoi-
syyden laskeminen sen avulla.

(4) Bayesin lauseen kayttdminen ehdollisen todennikoisyyden laskemiseen.

(5) Todennékoisyyslaskennan tyokalujen soveltaminen ongelmissa liittyen esi-
merkiksi algoritmien analysoinnissa tai tiivistdmisen analysoinnissa.

(6) Varianssin laskeminen annetulle todennékoisyysjakaumalle.

(7) Kyky selittad, ettd miksi riippumattomat tapahtumat voivat olla ehdollisesti
riippuvaisia ja péinvastoin seké tdménlaisten todellisen maailman ongelmien
tunnistaminen.

7.3. Eri yliopistojen tietotekniikan opetusohjelmien tarkastelua.

7.3.1. Jyvaskylin yliopiston Tieto- ja ohjelmistoteknitkan kandidaattiohjelma.
Tarkastellaan Jyvéskyldn yliopiston Tieto- ja ohjelmistotekniikan kandidaattiohjel-
ma lukuvuosille 2021-2023 perustuen ldhteeseen [7]. Osaamistavoitteiksi on listattu,
ettd opiskelija on omaksunut matemaattisen ajattelun ja loogisen ajattelun perus-
taidot, osaa analysoida pééttelyketjuja ja todentaa niiden oikeellisuuden, osaa sovel-
taa matematiikkaa johdonmukaisten padtelmien tekemiseen, osaa kayttaa tilastollisia
menetelmii havaintojen ja datan analysointiin seké niistd tehtédvien johtopédtosten
luotettavuuden arviointiin, on luonut pohjan, joka mahdollistaa jatkamisen matema-
tiikan ja tilastotieteen aine- ja syventédviin opintoihin, osaa arvostaa matematiikkaa
ja tilastotiedetté tekniikan alaa tukevina ja eteenpéin vievind tieteind, ja on luonut
perusteet matematiikan jatkuvalle oppimiselle.

Ohjelmaan siséltyy pakolliset Tekniikan alan matemaattiset perusopinnot laa-
juudeltaan vahintddn 35 opintopistettd. Naistd 25 opintopistettd koostuu kaikille
pakollisista kursseista. Kurssit ja niiden siséllot listattu seuraavaksi.

e Tekniikan alan matematiikan valmistava kurssi (5 op)
— Alkeisfunktiot
— Yhtéloiden ja epayhtéloiden ratkaiseminen
— Funktioiden asymptoottisen kasvuvauhdin arviointi ja vertailu
— Yhden muuttujan funktion derivaatta
— Kertyma4 ja integraalifunktio
— Summamerkinté ja sarja, summien ja sarjojen yhdistdminen ja katkai-
seminen, sekd arvioiminen ylh&alta ja alhaalta
— Propositiologiikan konnektiivit, vastaesimerkki, paittelyimplikaatio ja
padttelyekvivalenssi
— Avoimen lauseen totuusarvo
— Joukko-opin perusmerkintojen (yhdiste, leikkaus, erotus, komplementti)
esittely.
e Todistamisen ja paattelyn perusteet tekniikan alalle (5 op)
— Matemaattisen pééttelyn ja logiikan alkeita
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— Suora ja epésuora pidttely
— Negaation muodostaminen
— Kyyhkyslakkaperiaate
— Rekursio, induktiotodistus, rakenteellinen induktio
— Tietokoneohjelmien todistamisessa tarvittavia kisitteita
— Joukko-opin alkeita, dérellisyys, numeroituvuus ja ylinumeroituvuus.
e Todenn#koisyysmatematiikka (4 op)
— Kombinatoriikkaa,
— Diskreetti odennékoisyys,
— Diskreetit satunnaismuuttujat ja niiden jakaumat
— Diskreetit satunnaisvektorit ja yhteisjakaumat
— Riippumattomuus
— Ehdollinen jakauma,
— Tilastollisia tunnuslukuja
— Jatkuvia jakaumia.
e Joukko-oppi ja graafiteoria (5 op)
— Joukko-opin peruskésitteet
— Relaatiot ja funktiot, relaatioiden ominaisuuksia ekvivalenssiluokat
— Binaaripuut
— Suuntaamattomat ja suunnatut graafit, kytketyt ja vahvasti kytketyt
komponentit
— Isomorfismi ja bisimilaarisuus.
e Lineaarialgebra ja derivointi tekniikan alalla (6 op)
— Lineaarikuvaus, lineaarinen ja affiini funktio yhdessé ja kahdessa dimen-
siossa
— Lineaarinen yhtaloryhmé ja sen esittdminen matriisiyhtdlona. Ali- ja
yliméaaratty systeemi
— Identiteettimatriisi, kddnteismatriisi, determinantti, singulaarisuus, ali-
matriisit
— Symmetrinen matriisi, transpoosi, jalki
— Lineaarikuvausten yhdistetty kuvaus, matriisitulo
— Kannanvaihto
— Ominaisarvot ja —vektorit
— Sisétulo
— Yleinen &éarellisulotteinen vektoriavaruus
— Funktion derivaatan méaritelma
— Suunnattu derivaatta ja gradientti, potentiaalifunktio
— Jacobin matriisi
— Lineaarialgebran ja derivaatan soveltaminen kuvankésittelyssa kiyttien
Pythonia ja OpenCV kirjastoa.

Loput 10 opintopistettd koostetaan joko tilastotieteen tai ohjelmistoteknisista
kursseista.

Tutkinto-ohjelmaan kuuluu vapaasti valittavia muita tutkinto-ohjelman opintoja.
Yksi vaihtoehto on Matematiikan perusopinnot valinnaisina opintoina laajuudeltaan
vahintdan 25 opintopistettd. Osaamistavoitteina on, ettd opiskelija tuntee analyysin ja
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lineaarialgebran peruskésitteiston ja omaa valmiudet niihin liittyvien tulosten sovel-
tamiseen, ymmértdd matemaattisen teorian yleisen rakenteen ja perustelujen roolin
matematiikassa, on vahvistanut menetelmé- ja ongelmanratkaisutaitojaan, ja laajen-
tanut matematiikan osa-alueiden tuntemustaan. Opiskelija voi valita vaihtoehtoisten
linjojen A ja B viililta, joista vaihtoehto B on teoreettisempi. Vaihtoehdon B kerrotaan
antavan paremman pohjan matematiikan aineopintoihin.

7.3.2. Oulun yliopiston tietoteknitkan kandidaattiohjelma. Tarkastellaan seuraa-
vaksi Oulun yliopiston tietotekniikan kandidaattiohjelmaa ldhteend [18]. Opetusohjel-
man tavotteeksi on todettu, ettd opiskelija saa vahvan perustan digitalisaatiossa kes-
keisten tietoteknisten laitteiden ja ohjelmistojen suunnitteluun ja toteuttamiseen ja
lisdksi hallitsee alan keskeiset késitteet, menetelmét ja teknologiat. Opinto-ohjelman
pakollisiin perusopintoihin kuuluu kuusi matematiikan kurssia. Kurssit ja niiden si-
sallot listattuna seuraavana.

e Matematiikan peruskurssi I (5 op)
— Epéyhtalot ja itseisarvo
— Vektorialgebraa ja analyyttistd geometriaa
— Funktion késite ja alkeisfunktiot
— Funktion monotonisuus, kdéanteisfunktio
— Raja-arvot
— Derivaatta erotusosamééréin raja-arvona, Alkeisfunktioiden derivaatat
— Funktion kulku ja &dériarvot
— Kéyrédn parametriesitys, napakoordinaatit, kompleksiluvut
— Integraalifunktio ja maaratty integraali, integroinnin sovellukset
— Osittaisintegrointi, sijoitusmenetelmé ja rationaalifunktioiden integroin-
ti.
e Matriisialgebra (5 op)
— Matriisien peruskésitteet ja perusoperaatiot
— Lineaarinen yhtéaloryhma
— Vektoriavaruus
— Matriisin tunnusluvut ja matriisiin liittyvat lineaariset avaruudet
— Lineaarinen kuvaus ja kannanvaihtomatriisi
— Neliomatriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit
— Neliomatriisin diagonalisointi ja sen sovellukset
— Matriisien LU- ja QR- hajotelmat
— Lineaarisen yhtéloryhmén iteratiivinen ratkaiseminen
— Pienimmaén neliosumman ratkaisu
— Cayley-Hamiltonin tulos ja sen sovellukset.
e Matematiikan peruskurssi II (5 op)
— Lukujonot
— Sarjat
— Fourier-sarjat
— Usean muuttujan reaali- ja vektoriarvoisten funktioiden differentiaali- ja
integraalilaskentaa.
e Tilastomatematiikka (5 op)
— Todennékoisyyslaskennan peruskisitteet
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— Satunnaismuuttuja

— Jakaumien tunnusluvut
— Tunnuslukujen estimointi
— Hypoteesien testaus

— Regressioanalyysi.

e Tietotekniikan matematiikka (5 op)
— Lause- ja predikaattilogiikan alkeita
— Matemaattinen induktio
— Lukuteorian alkeita
— Ekvivalenssi- ja jarjestysrelaatio
— Graafien teoriaa
— Formaalien kielten alkeita
— Automaatit, jonokoneet ja Turingin koneet
— Algoritminen ratkeamattomuus.

e Kompleksianalyysi (5 op)

— Kompleksiluvut

— Kompleksimuuttujan funktiot

— Derivaatta ja analyyttisyys

— Kompleksiset sarjat

— Kompleksinen kéyriintegraali

— Cauchyn lause

— Taylorin ja Laurentin kehitelmé&t
— Residylaskenta

— Sovelluksia signaalinkésittelyyn.

7.3.3. Aalto-yliopiston teknistieteellisen Tietotekniikan kandidaattiohjelma. Tar-
kastellaan Aalto-yliopiston teknistieteellisen Tietotekniikan kandidaattiohjelman
opetussuunnitelmaa lukuvuosilta 2020-2023 kayttden lihteend [1]. Opetussuunni-
telmaan kuuluu pakollisena 25 opintopisteen matematiikan opinnot. Matematiikan
opintojen tavoitteeksi on todettu, ettd opiskelija kehittdd matemaattista osaamista
siten, ettd hén hallitsee eri tietotekniikan osa-alueissa kédytossé olevat matemaattiset
menetelmét. Matematiikan opintojen kurssit ja niiden siséllot listattuna seuraavaksi.

e Diskreetin matematiikan perusteet (5 op)
— Joukko-oppi ja formaali logiikka
— Verkkoteoria
— Enumeratiivinen kombinatoriikka
— Permutaatiot ja symmetria
— Modulaariaritmetiikka
— Matematiikan perusmenetelmét ja -késitteet, kuten méaritelma, lause,
todistus, esimerkki
e Differentiaali- ja integraalilaskenta 1 (5 op)
— Jonot
— Sarjat
— Potenssisarjat
— Derivaatta ja integraali
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— Tavallisten differentiaaliyhtéloiden perustyyppien ratkaisumenetelmét
e Matriisilaskenta (5 op)
— Vektorilaskentaa
— Lineaaristen yhtéléryhmien esittdminen matriisimuotoisina
— Matriisimuotoisten yhtéaloryhmien ratkaiseminen Gaussin eliminaatiolla
— Matriisien peruslaskutoimitukset
— Neliomatriisin ominaisarvot
— Matriisihajotelmat
e Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (5 op)
— Approksimaatioiden laskeminen osittaisderivaattojen avulla
— Yhtéaloryhmien ratkaisu Newtonin menetelmalld
— Optimoinnin perusideat ja usean muuttujan funktion optimointi
— Lagrangen kertoimet
— Taso- ja avaruusintegraalit
e Todennékoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi (5 op)
— Todennékoisyyden késite ja peruslaskusdannot
— Tarkeimmat diskreetit ja jatkuvat todennédkoéisyysjakaumat
— Odotusarvo, otoskeskiarvo ja suurten lukujen laki
— Varianssi, otosvarianssi ja normaaliapproksimaatio
— Stokastinen riippuvuus ja korrelaatio
— Datan kuvaileminen tunnuslukujen ja histogrammin avulla
— Todennékdoisyysjakauman parametrien estimointi
— Tilastollisen luottamusvélin késite
— Priorijakauma, uskottavuusfunktio ja posteriorijakauma
— Yksinkertaisten tilastollisten hypoteesien testaaminen

7.3.4. Tampereen yliopiston Tietoteknitkan kandidaattiohjelma. Tarkastellaan
Tampereen yliopiston Tietotekniikan kandidaattiohjelmaa lukuvuotena 2021-2022
kiyttden lihteend [15]. Tutkinto-ohjelmaan kuuluu pakollinen laajudeltaan vé-
hintddn 45 opintopisteen matemaattisluonnontieteellinen perusopintokokonaisuus.
Matematiikan opintojen osalta tavoitteet ovat, ettd opiskelija ymmaértdd matema-
tiikkan ja luonnontieteiden roolin oman tieteenalan nidkokulmasta, osaa muotoilla
fysikaalisen ongelman matemaattiseen muotoon, on perehtynyt oman tieteenalan
kannalta tarkeisiin matemaattisiin késitteisiin ja menetelmiin, osaa soveltaa mate-
matiikkaa ja matemaattisia ohjelmistoja oman tieteenalan opinnoissa, osaa péadtella
loogisesti ja analyyttisesti, ja on hankkinut valmiudet jatkaa oman alansa opinto-
ja matemaattis-luonnontieteelliseltd pohjalta. Pakollisten matematiikan opintojen
osuus on 30 opintopistettd. Pakolliset matematiikan kurssit opintokokonaisuudessa
listattuna seuraavaksi.

e Analyysin peruskurssi (5 op)
— Alkeisfunktiot ja niiden kuvaajat
— Raja-arvo
— Funktion kulun tarkastelu
— Kompleksiluvun koordinaatti- ja eksponenttimuoto, peruslaskutoimi-
tukset molempia esityksid kayttden, ja kompleksilukujen juuri
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— Integraalifunktio ja méaratyn integraalin késitteet
e Vektorit ja matriisit (5 op)
— Lineaariset yhtaloryhmét ja ndiden ratkaisu Gaussin eliminoinnilla
— Euklidisen avaruuden vektorijoukon lineaarinen riippumattomuus
— Euklidisen avaruuden aliavaruus, kanta ja dimensio
— Suorat ja tasot
— Matriisit, determinantti, ominaisarvot ja diagonalisointi
— Vektorien pistetulo, ristitulo ja vektorikolmitulo
e Differentiaali- ja integraalilaskenta 5 (op)
— Integraalifunktio ja perusintegroimistekniikat, ja maératty seké epéoleel-
linen integraali
— 1. kertaluvun ja 2. kertaluvun lineaariset differentiaaliyhtalot
— 1. kertaluvun separoituva differentiaaliyht&lo
— Lukujonon raja-arvo, kasvavat ja viahenevét lukujonot
— Sarjat ja niiden suppeneminen
— Matlabin kéytto
— Integraalin sovelluksia
— Kéytannon ongelmien mallintaminen differentiaaliyhtaloiksi .
e Johdatus todennikoisyyslaskentaan ja tilastolliseen paittelyyn 5 (op)
— Todennédkoisyyden késite
— Todennikoisyyslaskennan laskusdantoja
— Ehdollisen todennékédisyyden ja riippumattomuuden késitteet
— Kokonaistodennékéisyyden ja Bayesin kaavat
— Satunnaismuuttujan késite
— Todennékoisyysjakauma ja kertyméfunktio
— Diskreettejé ja jatkuvia jakaumia
— Keskeinen raja-arvolause
— Todennékdisyysotanta, piste-estimointi, valiestimointi, merkitsevyystes-
taus.

Liséksi opintokokonaisuudessa on valittava kaksi kurssia seuraavasta listasta.

e Operaatiotutkimus (5 op)
— Optimointiin liittyvat peruskésitteet
— Lineaarisen optimointiongelman formulointi
— Herkkyysanalyysi
— Keskeisié lineaarisia optimointiongelmia
— Epélineaarisia kohdefunktioita, jotka voidaan linearisoida
— Monitavoiteoptimointi
— Diskreettejd optimointimalleja
— Verkkomallit
— Diskreetti dynaaminen optimointi
e Vektorianalyysi (5 op)
— Gradientti, divergenssi ja roottori ja niihin liittyvét laskusdannst
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— Viiva ja sen parametrisointi, derivaatta ja sileys, suunnistus ja vastakéy-
ré ,viivan pituus, reaaliarvoisen funktion viivaintegraali ja vektorikentén
viivaintegraali

— Greenin lause ja Gaussin lause tasossa

— Konservatiivinen vektorikentté, potentiaalifunktio ja sen etsiminen, pe-
ruslause ja riippumattomuus tiesta

— Pinta ja sen parametrisointi, pinnan pinta-ala, reaaliarvoisen funktion
pintaintegraali, pinnan suunnistus ja reunakéyra, vektorikentdn vuo ja
Gaussin lause

— Stokesin lause

e Fourier'n menetelmét (5 op)

— Fourier-sarja: jaksolliset funktiot, sarjan kertoimet, erikoistapauksina
parilliset ja parittomat funktiot, Gibbsin ilmio

— Kompleksinen Fourier-sarja, Parsevalin lause, sarja funktion taajuusha-
jotelmana

— Adrelliselld valilla méadritellyn funktion tdydentéiminen jaksolliseksi

— Diskreetti Fourier-muunnos ja sen ominaisuudet

— Fourier'n muunnos jaksottomalle funktiolle: méaritelma ja perusominai-
suudet, muunnos taajuushajotelmana

— Nopean Fourier-muunnoksen merkitys

— Konvoluutio, Parsevalin lause, Diracin delta-funktio tyokaluna.

e Graafialgoritmit (5 op)

— Graafiteorian perusteet (polut, komponentit, leikkaukset, néihin liitty-
vét algoritmit)

— Puun késite (juuri, vanhemmat, lehdet, virittavi puu)

— Bindérirelaatiot (sulkeumat, jarjestysrelaatiot ja ndihin liittyvét algorit-
mit)

— Algoritmien oikeellisuuden osoittaminen (invariantti ja induktio)

— Ongelmien mallintaminen (lyhimmét painotetut polut, virtausongelmat,
luokitteluongelmat)

— Graafien ja puiden ohjelmalliset esitystavat (kytkentdmatriisi, kytkenté-
lista)

e Tilastollisten menetelmien perusteet (5 op)

— Lineaarinen regressioanalyysi

— Yksi- ja kaksisuuntainen varianssianalyysi

— Logistinen regressioanalyysi

— Mallien vertailu

— Eri tilastolliset menetelmét

— Mallinnus tilastollisen ohjelmiston avulla

e Matemaattisen tilastotieteen perusteet (5 op)

— Tarkeimmaét yksiulotteiset diskreetit ja jatkuvat jakaumat

— Bernoullin ja Poissonin prosessi

— Keskeinen rajavaittdma, muuttujien vaihto, momenttifunktio

— Kaksi- ja moniulotteiset jakaumat

— Moniulotteinen normaalijakauma ja normaalijakauman muunnokset

— Otossuureiden jakaumat.
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e Diskreetti matematiikka (5 op)

— Joukko-oppi, logiikka ja looginen péaattely: Joukko-opin ja logiikan pe-
ruskésitteet ja operaatiot, indeksoidyt yhdisteet ja leikkaukset, todista-
mista seké looginen padttelyjarjestelma

— Relaatiot ja funktiot, ekvivalenssirelaatio, bijektio, joukkojen mahtavuus

— Kombinatoriikka: peruskésitteet, summa-, tulo- ja kyyhkyslakkaperiaate

— Modulaariaritmetiikka: kongruessin késite ja modulaariyhtalon ratkaise-
minen

— Ryhmét ja permutaatiot: permutaatiot transpositioiden tulona ja per-
mutaation etumerkki, permutaatio- ja symmetriaryhmét, permutaatio-
ryhmien manipulointi.

e Usean muuttujan funktiot (5 op)

— Kahden muuttujan reaaliarvoisen funktion kuvaaja ja tasa-arvokéyrit.

— Usean muuttujan reaaliarvoiset funktiot: raja-arvo ja jatkuvuus, osit-
taisderivaatat, korkeammat osittaisderivaatat, suunnattu derivaatta ja
gradientti.

— Derivaattamatriisi ja ketjusdanto.

— Lokaalit ja globaalit dariarvot.

— Taso- ja avaruusintegraalit, laskeminen projisoituvissa joukoissa, laske-
minen napa-, sylinteri- ja pallokoordinaatteja kiyttéen.

7.3.5. Lappeenrannan-Lahden teknillisen yliopiston Tietotekniikan kandidaat-
tiohjelma. Tarkastellaan seuraavaksi Lappeenrannan-Lahden teknillisen yliopiston
eli LUT:n Tietotekniikan kandidaattiohjelmaa lukuvuotena 2021-2022 kéyttiden
ldhteend [9]. Osaamistavoitteissa ainoa matematiikkaan suoraan liittyvé kohta on,
ettd opiskelija osaa kehittdd monimutkaisia ja skaalautuvia ohjelmistoja sovelta-
malla ohjelmistotuotannon teorian periaatteita, tyokaluja ja prosesseja, kuin myos
tietotekniikan ja matematiikan teorioita ja menetelmid. Opinto-ohjelman yleisopin-
tokonaisuuteen kuuluu kaksi matematiikan kurssia, jotka listattuna seuraavaksi.

e Tilastomatematiikka I (5 op)
— Todennékoisyyslaskentaa
— Satunnaismuuttujat ja tilastolliset perusjakaumat
— Havaintoaineiston késittely ja tilastolliset tunnusluvut
— Tilastollisen péattelyn perusteet
— Parametrien estimointi
— Hypoteesien testaus
— Korrelaatio ja yhden selittdvdan muuttujan lineaarinen regressioanalyysi
— Tilastollisten ohjelmistojen kayttoa
e Yliopistomatematiikan perusteet (5 op)
— Perusteet funktioista,
— Perusteet derivaatasta, integraalista,
— Perusteet vektoreista ja matriisilaskennasta
— Perusteet MATLABIn kédytosta
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Opinto-ohjelman aineopintokokonaisuuteen kuuluu pakollisena matematiikan
kurssina seuraava kurssi.

e Diskreetit mallit ja menetelmét (5 op)
— Logiikka siséltden péaéttelyéd, propositiot, konnektiivit, tautologiat ja
kvanttorit
— Loogiset piirit ja kytkentédfunktiot
— Induktio, rekursio ja rekursioyhtalot
— Joukko-oppi
— Kombinaattoriikka
— Relaatiot
— Verkkoteoria
— Polut ja reittioptimointi
— Puut
— Pédtosanalyysi

Liséksi opinto-ohjelman tietotekniikan suuntautumisvaihtoehdon aineopintoihin kuu-
luu seuraava kurssi.

e Discrete Models and Methods (3 op)
— logiikka
— induktio
— relaatiot

kombinatoriikka

— verkkoteoria

— polut ja puut

— matkustusongelmat.

7.3.6. Massachusetts Institute of Technology undergraduate program for Compu-
ter Science and Engineering. Tarkastellaan seuraavaksi yhtéd kansainvilistd esimerk-
ki& tietotekniikan opetusohjelmista. Tarkastelu on suppea, koska tutkinnot eivit ole
kansainvilisesti tdysin vastaavat. MIT:ssa on mahdollista lukea Bachelor of Science-
tutkinto nimikkeelld Computer Science and Engineering [10]. Laitoksen opetuksen
yleiset tavoitteet on mainittu MIT EECS:n nettisivuilla [11]. Tavoitteena on, etti
opiskelija saa kokonaisvaltaisen kuvan tietotekniikasta tieteenalana, kehittyy ongel-
manratkaisussa, kehittyy mallintamisessa ja néin saa hyvéan laajan ja hyvin pohjan
tydelamad varten. Opinto-ohjelman siséltyy kokonaisuus Mathematics for Computer
Science[10]. Kurssin siséltokuvauksen mukaan péépaino opintokokonaisuudessa on tie-
totekniikassa hyodyllisissé matemaattisissa tyokaluissa ja todistuksissa. Tarkemman
sisdltokuvauksen mukaan aihealueita listattuna seuraavana.

— Logiikka

— Todistusmenetelmét

— Joukot,

— Relaatiot

— Verkkoteoria

— Algoritmien analysointi

— Salaustyokalut

— Diskreetti todennékoisyys.
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Lisdksi on mahdollista valita laajalta listalta valinnaisena lisdopintoja. Matemaattisia
kokonaisuuksia néisté on listattu seuraavana.

e Introduction to Statistical Data Analysis
e Statistics, Computation and Applications

7.4. Opetusohjelmien sisdltojen tarkastelua. ACM:n ja IEEE Computer
Society:n oppaassa todettiin, ettd tietotekniikan matemaattinen opetus tulisi jarjestaa
siten, ettd opiskelun aloitus ei vaadi erityistd matemaattisen osaamisen taustaa [16].
Opetusohjelmien voi todeta muistuttavansa toisiaan téltéd osin rakenteeltaan. Kaut-
taaltaan kursseilla ldhdetddn rakentamaan matemaattista ymmaérrystd perusteiden
tasolta. Yleiselld tasolla liséksi yhteistd on, ettd matemaattiset opinto-ohjelmat on
suunniteltu tietotekniikan spesifien vaatimusten pohjalta ja niiden sisalloissa ei juuri-
kaan ole ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaassa mainitsemattomia aihealueita
poikkeuksena matemaattisen analyysin opetus vaihtelevalla laajuudella.

7.4.1. Jyvaskylan yliopisto. Jyvaskyldan yliopiston tietotekniikan matemaattinen
opetusohjelman aloituskurssina jarjestetdan Tekniikan alan matematiikan valmista-
va kurssi. Kurssin voi ajatella toimivan yliopistomatematiikan opiskelun aloituksen
kuormitusta laskevana tekijand. Kurssilla tutustutaan alkeisfunktioihin, matemaat-
tisen analyysin perusteisiin, joukko-opin perusteisiin ja logiikkaan. Lisédksi kurssiin
kuuluu sarjoihin ja summiin keskittyvé osa. Jo siis valmistavaan kurssiin kuuluu ai-
healueita, joita ei suoranaisesti sisilly toisen asteen opetussuunnitelmiin [17], joten
kurssin voi todeta mukailevan ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan ajatus-
ta tarpeeksi alhaisesta aloituskynnyksestid. Opetusohjelma mukailee muiden kurssien
osalta ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan suosituksia. Todistamisen ja péét-
telyn perusteet-kurssi mukailee paépiirteittdin ACM:n ja IEEE Computer Society:n
oppaan kolmatta todistustekniikoiden aihealuekokonaisuutta siséltden péadttelyn al-
keita, rekursion ja induktio késitteet. Liséiksi kurssilla sivutaan neljatta laskemisen
aihealuekokonaisuutta kyyhkyslakkaperiaatteen osalta ja toisaalta ensimméistéa ai-
healuekokonaisuutta siséltéen joukko-opin alkeet. Todennéisyysmatematiikka-kurssin
sisdlto mukailee ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan kuudetta diskreetin
todennikoisyyden aihealuekokonaisuutta. Kurssi keskittyy todennékoéisyyslaskennan
perusteisiin, satunnaismuuttujan késitteeseen, jakaumiin ja tilastolaskennan osalta ti-
lastollisiin tunnuslukuihin. Joukko-oppi ja graafiteoria-kurssi esittelee nimensa mukai-
sesti joukko-opin ja verkkoteorian perusteita. Joukko-opin késitteet kuuluvat ACM:n
ja IEEE Computer Society:n oppaan ensimmaéiseen aihealuekokonaisuuteen ja verk-
koteoria taas viidenteen aihealuekokonaisuuteen. Kurssilla kdydéain lisiaksi ACM:n ja
IEEE Computer Society:n oppaan ensimméisen aihealuekokonaisuuteen kuuluvat re-
laation, funktion, isomorfismin ja bisimilaarisuuden késitteet. Verkkoteorian késitteis-
td kdydadn bindaripuut, suuntaamattomat ja suunnatut verkot ja kytketyt kompo-
nentit. Viimeinen pakollinen opetusohjelman kaikille pakollinen matematiikan kurssi
on Lineaarialgebra ja derivointi-tekniikan alalla-kurssi. Kurssin sisalto ei kuulu mi-
hinkéd&n oppaan siséltdmiin yleisesti suositeltuihin aihealuekokonaisuuksiin. Oppaas-
sa nostetaan kuitenkin lineaarialgrebra esiin aiheena, josta on on hyotyé esimerkiksi
grafiikassa ja taulukointien analysoimisessa ja algoritmeissa. Kurssin lineaarialgebrao-
saan kuuluu aihealueet, kuten lineaarinen kuvaus ja yhtéloryhmé, matriislaskennan
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perusteet, kannanvaihto, ja sisétulo ja déarellisulotteinen vektoriavaruus. Derivaattao-
sioon kuuluu muun muassa derivaatan méaéritelmé, suunnattu derivaatta, gradientti
ja potentiaalifunktio. Lisdksi kurssiin kuuluu tietotekniikan ndkékulmasta hyodylli-
nen osa liittyen lineaarialgebran ja derivaatan soveltamiseen kuvankasittelyssa.

7.4.2. Oulun yliopisto. Oulun yliopiston tietotekniikan matematiikan opetusoh-
jelman rakenne koostuu kahdesta niin kutsusta matematiikan peruskurssista ja nel-
jasta tiettyyn aihealueeseen kohdennetummasta kurssista. Matematiikan peruskurssi
[-kurssin sisdltoon kuuluu ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan ensimmaéiseen
aihealuekokonaisuuteen kuuluvia funktion peruskésitteitd, mutta muuten kurssin si-
sélto ei kuulu oppaan yleisesti suositeltuihin aihealuekokonaisuuksiin. Sama siséllon
kuvaus koskee myos Matematiikan peruskurssi II-kurssia, mitd tulee sen sisdltoon
verrattaessa oppaaseen. Peruskurssien siséltoon kuuluu funktioiden késitteiden lisak-
si matemaattista analyysia siséltden aiheita kuten raja-arvo, funktion kulun tutkimi-
nen, derivaattalaskenta reaali- ja vektoriarvoisilla funktioilla, integraali ja integroin-
titekniikat, lukujonot, sarjat ja pieni osuus kompleksiluvuista. Matriisialgebra-kurssi
on lineaarialgebran kurssi, joka ei siis aihealueen sisélly ACM:n ja IEEE Compu-
ter Society:n oppaan yleisesti suositeltuihin aihealuekokonaisuuksiin. Kurssin saltoon
kuuluu matriisilaskennan perusteet, lineaarinen kuvaus ja yhtaloryhméa ja kannan-
vaihto. Verrattuna esimerkiksi Jyvéskyldn yliopiston lineaarialgebraan keskittyvaian
kurssiin siséltoon kuuluu lisdnd matriisien LU- ja QR-hajotelmat, PNS-ratkaisu ja
Cayley-Hamiltonin tulos. Tilastomatematiikka-kurssilla kdydaéan oppaan kuudennen
diskreetin aihealuekokonaisuuden mukaisesti todennékoisyyslaskennan perusteita, sa-
tunnaismuuttujan késite, jakaumien tunnusluvut, ja omana erikoispiirteené hypotee-
sien testaus ja regressioanalyysi. Loput kaksi kurssia ovat Tietotekniikan matematiik-
ka ja Kompleksianalyysi. Tietotekniikan matematiikka-kurssi sisidltda lause- ja pre-
dikaattilogiikkaa toisesta aihealuekokonaisuudesta, induktion kolmannesta, relaation
ensimmaisesté ja verkkoteoriaa viidennesté. Lisédksi aihealueina on vield tietoteknii-
kan spesifejé aiheita, kuten formaalin kielen alkeita ja algoritmeja. Kurssi yhdiste-
lee siis useampaa tietotekniikan opiskelijalle hyodyllistd matemaattista aihealuetta.
Kompleksianalyysi-kurssi pakollisena omana kompleksianalyysin kurssina on tarkas-
teltujen opetusohjelmien keskuudessa erikoisuus. Kurssilla kdydaan kompleksiluku-
jen perusteet, kompleksilukujen analyysia kuten derivaatta ja kdyrédintegraali, sarjat,
kompleksinalyysin tunnettuja tuloksia ja lopuksi kompleksilukujen soveltamisesta sig-
naalinkasittelyssa.

7.4.3. Aalto-yliopisto. Aalto-yliopiston tietotekniikan matematiikan opetusohjel-
man rakenne koostuu kahdesta differentiaali- ja integraalilaskennan kurssista ja kol-
mesta selkeéisti rajatusta kurssista. Varsinaista yleistd valmistavaa kurssia ei ole.
Differentiaali- ja integraalilaskentakurssien sisillot eiviit sisélly oppaan yleisesti suosi-
teltuihin aihealueiseen lukuunottamatta neljanteen aihealuekokonaisuuteen kuuluvia
jonoja ja differentiaaliyhtéloiden laskemista. Kursseihin siséltyy néiden liséksi sarjat,
derivaatta ja integraali, osittaisderivaattojen sovelluksia, optimointia, ja taso- ja ava-
ruusintegraaleja. Oppaan suositeltuihin aihealuekokonaisuuksiin ei kuulu myoskééan li-
neaarialgebran Matriislaskenta-kurssi. Kurssiin siséltyy vektorilaskentaa, lineaaristen
yhtaloryhmien ratkaisua, matriisilaskennan perusteita ja matriisihajotelmia. Diskree-
tin matematiikan perusteet-kurssin siséalté mukailee taysin ACM:n ja IEEE Computer
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Society:n oppaan suositeltuja aihealuekokonaisuuksia. Kurssin sisalléista joukko-opin
perusteet kuuluvat ensimméiseen aihealuekokonaisuuteen, formaali logiikka toiseen,
verkkoteoria viidenteen, ja modulaariaritmetiikka, kombinatoriikka ja permutaatio
neljanteen. Kurssin lopuksi kidydédan liséksi lapi matematiikan kielessa kaytettyé ter-
mistod. Viimeisend osana opetusohjelmassa on Todennédkoisyyslaskennan ja tilasto-
tieteen peruskurssi-kurssi, joka mukailee ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan
kuudetta aihealuekokonaisuutta. Kurssilla kiyddéan todennékoisyyslaskennan perus-
teet, tilastolaskennan tunnusluvut, eri jakaumia, datan analysointia tunnuslukujen
avulla ja hypoteesien testaamista.

7.4.4. Tampereen yliopisto. Tampereen yliopiston tietotekniikan matematiikan
ohjelman rakenne on muista ohjelmista eridvé. Nelja kurssia on kaikille pakollisia,
jonka jélkeen valitaan kaksi kurssia kahdeksan kurssin listasta. Rakenteessa korostuu
siis valinnaisuus. ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan suositeltuja aihealue-
kokonaisuuksia mukailee pakollisista kursseista ainoastaan Johdatus todennékoisyys-
laskentaan ja tilastolliseen paéttelyyn-kurssi. Kurssi sisdltéa todennékoisyyslaskennan
perusteet, satunnaismuuttujan késitteen, eri jakaumia, keskeisen raja-arvolauseen, to-
dennékoisyysotannan ja estimoinnin kisitteen. Valinnaisista kursseista kaksi on ana-
lyysin kursseja, kaksi diskreetin matemaatiikan ja verkkoteorian kursseja ja kaksi
tilastotieteen kursseja. Néiden kurssien lisdksi on mahdollista valita operaatiotutki-
muksen kurssi tai Fourier-menetelmien kurssi. Valinnaiset kurssit on eritelty tdmén
tyon osiossa 7.3.4.

7.4.5. Lappeenrannan-Lahden teknillisen yliopisto. Lappeenrannan-Lahden tek-
nillisen yliopiston tietotekniikan pakollinen matematiikan ohjelma on téssd tyossé
esitellyistd ohjelmista kaikista suppein kurssimééraltdan. Ohjelman yleisopintokoko-
naisuuteen kuuluu ainoastaan kaksi matematiikan kurssia. Tilastomatematiikka I-
kurssi mukailee ACM:n ja IEEE Computer Society:n oppaan kuudetta aihealuekoko-
naisuutta. Toinen kurssi, Yliopistomatematiikan perusteet, sisidltda perusteet funk-
tioista, differentiaalilaskennasta, vektoreista, matriiseista ja MATLABin kaytosta.
Ohjelman aineopintokokonaisuuteen kuuluu pakollisena kaksi kurssia. Diskreetit mal-
lit ja menetelmét-kurssin sisédltéon kuuluu logiikan perusteet, loogiset piirit ja kyt-
kentafunktiot, induktio ja rekursio, joukko-oppia, kombinatoriikkaa, diskreettia mate-
matiikkaa, verkkoteoriaa ja optimointia. Kyseinen kurssi siis siséltdé teemoja ACM:n
ja IEEE Computer Society:n oppaan ensimmaéisesté, toisesta, kolmannesta ja viiden-
nesté aihealuekokonaisuudesta. Toinen kurssi on nimeltdén Discrete Models and Met-
hods. Sen sisaltoon kuuluu logiikka, induktio, relaatiot, kombinatoriikka, verkkoteoria,
polut ja puut ja matkustusongelmat. Kurssi siis mukailee ACM:n ja IEEE Computer
Society:n oppaan ensimmaéisté, toista, neljatta ja viidetta aihealuekokonaisuutta.

7.4.6. MIT-yliopisto. Tamé&n tyon osioon 7.3 haluttiin sisdllyttéda yksi kansainvé-
linen esimerkki tietotekniikan matematiikan ohjelmien osalta. Télldiseksi esimerkiksi
valikoitui yhdysvaltalaisen Massachusetts Institute of Technology-yliopiston tietotek-
niikan matematiikan ohjelma. Opinto-ohjelman matemaattiseen opintokokonaisuuden
siséltoon kuuluu aihealueet logiikka, todistusmenetelmaét, joukot, relaatiot, verkkoteo-
ri, algoritmit, salaustydkalut ja diskreetti todenndkoisyys. Lisdksi valinnaisissa opin-
noissa on tarjolla johdanto tilastolliseen analyysiin.
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7.4.7. Fourier-menetelmien esiintyvyys ja opinto-ohjelmissa mainitut esitiedot.
Tarkastellaan seuraavaksi Fourier-menetelmien esiintyvyyttd edelld mainituissa
opinto-ohjelmissa. Lisédksi esitelliin Fourier-menetelmia siséltdvien kurssien esitie-
dot. Jyvéskylan yliopiston tietotekniikan DI-kandidaatin opinnoissa on mahdollista
valita suuntaaviksi opinnoiksi laskennallinen suunta ja sieltd Numeeriset menetelmét-
kurssi. Kurssin sisdltoon kuuluu F'F'T-menetelmé. Esitietoina kurssille suositellaan
analyysin, lineaarialgebran ja differentiaaliyhtdloiden perusteet [7].

Oulun yliopiston tietotekniikan DI-kandidaatin opinnoissa pakolliseen aineopin-
tokokonaisuuteen kuuluu 5 opintopisteen kurssi Signaalianalyysi. Kurssin siséltoon
kuuluu Fourier-analyysi ja nopea Fourier-muunnos. Esitietoina kurssille suositellaan
matriisialgebran kurssia, tilastomatematiikan kurssia ja kompleksianalyysin kurssia.
Liséksi jo matematiikan opintoohjelman Matematiikan peruskurssi II-kurssiin siséltyy
Fourier-sarjat, jonka esitietoina on Matematiikan peruskurssi I [18].

Aalto-yliopiston tietotekniikan DI-kandidaatin opintoihin ei suoranaisesti sisélly
kurssia, jossa késiteltdisiin Fourierin menetelmié. Aalto-yliopiston matematiikan ja
systeemianalyysin laitos jérjestdd kurssin Fourier-analyysi. Tamén kurssin esitieto-
vaatimuksissa on mainittu kaksi kurssia, joista toinen on edellé listattu Differentiaali-
ja integraalilaskenta 1. Toinen kurssi on lineaarialgebran kurssi. Néin ollen DI-
opiskelijalla olisi valmiudet opiskella myos tdméa kurssi [1].

Tampereen yliopiston tietotekniikan DI-kandidaatin opinnoissa on mahdollista
valita vapaavalintaisten kurssien listalta Fourier-menetelmét-kurssi. Kurssin sisél-
toon kuuluu Fourier-sarja, kompleksinen Fourier-sarja, diskreetti Fourier-muunnos
ja F'FT-menetelmé. Esitiedoissa on mainittu vaatimus siitd, ettd opiskelija hallit-
see kompleksiluvut, trigonometrian ja integroinnin [15].

Lappeenranta-Lahden teknillisen yliopiston DI-kandidaatin opinnoissa sivuaineo-
pintokokonaisuudeksi on mahdollista valita Elektroniikka, jonka kurssilistasta 16ytyy
kurssi Signaalien digitaalinen késittely I. Kyseisen kurssin siséltéon kuuluu diskreetti
Fourier-muunnos ja sen soveltaminen. Matemaattisina esitietoina on listattu komplek-
silukulaskennan perusteet ja lukusarjojen laskennan perusteet [9].

7.5. Asiantuntijahaastattelu. Jyvéskyldn yliopiston professori Petri Juutinen
on ollut mukana suunnittelemassa Jyviskyldn yliopiston DI-koulutuksen matematii-
kan opintosuunnitelmaa. Juutinen oli mukana pohtimassa kurssien yksityiskohtaisia
sisdltoja ja osaamistavoitteita. Juutista haastateltiin sahkopostitse tdhéan tutkielmaan
9.11.2022. Kysymyksia esitettiin kolme.

Ensimmaéinen kysymys oli “Pakollisen matemaattisen opintokokonaisuuden laa-
juus tietotekniikan DI-koulutuksen kandivaiheessa on rajallinen. Mihin perustuen Jy-
vaskyldan yliopiston aihepiirirajaus tehtiin?” Juutinen vastasi “Matematiikan opin-
toihin kéytettdvéa opintopistemédra tosiaan on rajallinen. Opintojen siséltoja valit-
taessa hyodynnettiin tieto- ja ohjelmistotekniikan kansainvilisia suosituksia kayttéaen
ACM:n ja IEEE Computer Society:n opasta. Ndmé puolestaan perustuvat mm. val-
mistuneiden ja tyoelaméan siirtyneiden haastatteluihin ja késitykseen siitd, millaista
matematiikkaa he ovat tyourallaan tarvinneet. Noissa suosituksissa korostetaan dis-
kreetin matematiikan, logiikan ja todennékoéisyyslaskennan merkitysté, ja jatetéddn
mm. analyysi ja lineaarialgebra hiemaa perinteistd insinéorimatematiikkaa pienem-
paén rooliin.”
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Toinen kysymys oli “Tietotekniikan DI-koulutus on jérjestetty Jyvéskylan yliopis-
tossa alkaen syksystéd 2021. Mita ajatuksia sinulla on nykyisestd matematiikan opinto-
kokonaisuudesta?” Juutinen vastasi: “Kokonaisuutta ei ole vield saatu kokonaan tes-
tattua, silld osa kursseista pidetddn ensimméisen kerran tdnéd lukuvuonna. On vield
lilan aikaista sanoa, miten hyvin kokonaisuus toimii, mutta ainakin oman kasitykseni
mukaan valitut siséllot ovat oikeita. Kurssien toteutustapa, vaativuustaso ja yksityis-
kohtainen sisdlto tulee toki vieléd jonkin verran muuttumaan, kuten kéy kaikille uusille
kursseille niiden elinkaaren alkuvaiheessa.

Kolmas kysymys oli “Miten Jyvéskyldn yliopiston DI-koulutuksen kandivaiheen
matematiikan opintokokonaisuutta voisi kehittdd tulevaisuudessa?” Juutinen vasta-
si:” Jyvaskylan DI-koulutus tulee jatkossa laajenemaan muihinkin aihepiireihin kuin
tieto- ja ohjelmistotekniikkaan. Samalla pitdéd arvioida nykyisten matematiikan opin-
tojen soveltuvuutta niille uusille aloille. Matematiikan opintoja tullaan arvioimaan
my6s DI-opiskelijoiden péasaineen (tietotekniikka) opettajilta tulevan palautteen pe-
rusteella, ja tarvittaessa siséaltéihin tai toteutustapoihin tehdain muutoksia. Matema-
titkan ja tilastotieteen laitos antaa siis tissd tapauksessa asiakkaan (DI-koulutusalat)
toiveiden mukaista opetusta, kidytettiavissd olevat resurssit huomioiden.”

Lisdksi Juutinen kommentoi vield yleisemmin “ Suunnittelussa ldhdettiin liikkeel-
le ns. puhtaalta poydalta, eli tehtiin aluksi kartoitus siitéd, mité taitoja kurssien tulisi
tuottaa ja mitka sisdllot ovat keskeisid. Tamén jalkeen mietittiin keinoja tavoitteiden
saavuttamiseen ja tarvittavia resursseja. Vasta hyvin myohéisesséd vaiheessa pohdit-
tiin mahdollisuuksia hyodyntda jo olemassa olevaa opetustarjontaa DI-koulutuksen
matematiikan opetuksessa; tdméa ei siis ollut suunnittelun lahtokohta, vaan se tuli
kuvaan mukaan vasta siinéd vaiheessa, kun kokonaisuuden runko oli hahmottumassa.”
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